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Resumen

El objetivo de esta Tesis Doctoral ha sido el desarrollo de un modelo de
calculo resistente de engranajes cilindricos de perfil de evolvente de alto grado de
recubrimiento transversal (High Transverse Contact Ratio, HTCR), entendiendo como
tales los engranajes con grado de recubrimiento transversal mayor que 2. Se trata
de un tipo de transmisiones que, por su mejor reparto de carga entre las distintas
parejas de dientes en contacto, proporcionan mayor capacidad de carga a igualdad
de tamafio, pero que exigen una elevada precision tanto en la fabricacién como en el
montaje, para asegurar el contacto simultdneo entre tres parejas de dientes, durante
determinados periodos del intervalo de engrane. Precisamente la dificultad impuesta
por estos requerimientos de precision es la causa fundamental de que este tipo de
transmisiones no haya despertado especial interés en el pasado, como se refleja en
la escasisima atencion que le dedican normas internacionales como ISO -que propone
unos métodos de calculo altamente conservadores y muy débilmente justificados-, o en

la explicita exclusion del alcance de sus objetivos que hacen otras, como AGMA.

Todavia hasta hoy no se han realizado intentos serios de normalizacion de los
engranajes de alto grado de recubrimiento. Aunque los requerimientos de precision
mencionados son ya sobradamente alcanzables, y los engranajes HTCR de hecho ya
se utilizan en aplicaciones de transmision de potencia, las técnicas de simulacion
numérica, y en especial el Método de los Elementos Finitos (MEF), permiten un
célculo resistente suficientemente preciso, aunque quede restringido a la transmision

en concreto, objeto del estudio.

Para establecer un modelo de célculo resistente que pueda ser de utilidad para

XXIX
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calculos preliminares o como propuesta de normalizacion, es fundamental asegurar
una suficiente precision que garantice la validez de los resultados que se obtengan. En
este sentido, estd ampliamente contrastado que los modelos sencillos de la teoria lineal
de la elasticidad para los cdlculos a flexion (ecuacion de Navier) o las ecuaciones de
Hertz del contacto entre cilindros para los cdlculos a presion superficial, proporcionan
resultados de muy aceptable precision, razéon por la cual son sistematicamente
utilizados por la totalidad de las normas de engranajes existentes. Queda, sin embargo,
bastante camino por recorrer en otros temas de considerable influencia, como la carga
dindmica, las deformaciones bajo carga, las modificaciones del perfil o la distribucién

de carga a lo largo de la linea de contacto.

Precisamente este ultimo factor, la distribucion de carga, ha despertado notable
interés en muchos investigadores en los ultimos afios. Si bien las normas mds
difundidas (ISO, DIN, AGMA) consideran siempre un reparto informe de la carga,
que posteriormente corrigen mediante factores de sobrecarga que procuran ajustar los
valores criticos de la tension, las considerables discrepancias en los planteamientos de
unas y otras (en los valores de los factores de sobrecarga, en la localizacion de las
condiciones criticas de carga, incluso de las longitudes de contacto efectivas a utilizar)
dan una idea de la precariedad de la validez de las hipoétesis utilizadas. Ciertamente,
estudios més precisos llevados a cabo mediante el MEF arrojan notables discrepancias
con los resultados proporcionados por ISO y AGMA, que también entre si discrepan,

en ocasiones en mas de un 50 % en la capacidad de carga estimada.

El problema de estos estudios realizados mediante el MEF estriba en que
resulta muy complicado generalizar los resultados obtenidos para una transmision
determinada a un conjunto de transmisiones, y mds ain a una transmision cualquiera
dentro del rango de una norma; y ello por muchas razones, entre ellas el alto coste

computacional de cada simulacion.

El Equipo de Investigacion en Engranajes del Departamento de Mecénica de la
UNED desarroll6 un modelo de distribucion de carga basado en la hipotesis de minimo

potencial de deformacion, que aplic6 a engranajes convencionales (con grado de
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recubrimiento transversal entre 1 y 2), obteniendo buenos resultados. La aportacién
mads significativa de este modelo consiste en que se obtuvo una formulacién analitica
de la carga por unidad de longitud en cada punto de contacto, de notable simplicidad
y elevada precision, que permitié hacer célculos analiticos para la bisqueda de valores
criticos, con los que se formul6 una propuesta mejorada de célculo.

En esta Tesis, ese mismo modelo de distribuciéon de carga se ha aplicado a
engranajes con alto grado de recubrimiento transversal, en busca de una propuesta de
célculo similar, tanto a presion superficial como a rotura en la base. A continuacién se

presentan con un minimo detalle las actividades realizadas y los resultados alcanzados.

1. Adecuacion del modelo de distribucion de carga a altura efectiva de engrane

no estandar

El modelo de distribuciéon de carga de partida y su formulacién analitica
aproximada eran perfectamente vdlidos para engranajes con altura de cabeza
igual al modulo. Sin embargo, para conseguir elevados valores del grado
de recubrimiento transversal puede resultar necesario alargar la altura de los
dientes o reducir el dngulo de presion, lo que puede ocasionar la aparicién de
penetracion en la base del diente del pifion, lo que no estaba contemplado en
el modelo inicial. La primera actividad, y el primer resultado de este trabajo,
es la generalizacion de la formulacién del modelo de distribucion de carga a
geometrias no estandar, con modificaciones en la altura de cabeza de los dientes
(incluido el caso de alturas diferentes en pifién y rueda) o en distancia entre
centros de operacion. El estudio incluye un anélisis de la precision del modelo
analitico, que se compara con los resultados obtenidos por integracion numérica
de las ecuaciones de la elasticidad, por un lado, y con resultados de simulaciones

por elementos finitos, por otro.

2. Formulacion de un modelo de calculo a presion superficial de engranajes

HTCR

Para evaluar la presion superficial en un punto de la linea de contacto (en la
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posiciéon de engrane correspondiente a esa linea de contacto) se introdujo la
expresion analitica de la carga por unidad de longitud en la ecuacién de Hertz.
A continuacion se desarroll6 un método aproximado para la determinacion del
valor maximo de la tension, a lo largo de la linea de contacto y en un ciclo
completo de engrane. A partir de esos resultados se establecié6 un método de
célculo analitico para la presion de contacto nominal y las correspondientes
condiciones criticas de carga. Esa tensién de contacto nominal se compar6 con
los resultados obtenidos por resolucion numérica del problema de maximizacion,
con resultados de simulaciones por elementos finitos y con los resultados del

método propuesto por ISO.

. Formulacién de un modelo de calculo a rotura en la base de engranajes

HTCR

Siguiendo un procedimiento totalmente paralelo al anterior, para evaluar la
tension de flexion en la base del diente se introdujo la expresion analitica de la
carga por unidad de longitud en la ecuacion de Navier y se evalu6 la tensién en
la seccidn critica de ISO (aquélla cuya tangente al perfil forma un dngulo de 30°
con el eje de simetria del diente) en cada una de las secciones transversales del
diente, para todas las condiciones de carga del diente correspondientes a un ciclo
completo de engrane. A continuacidn se desarrollé un método aproximado para
la determinacion del valor médximo de la tension, a partir de cuyos resultados se
establecié un método de cédlculo analitico para la tension en la base nominal y las
correspondientes condiciones criticas de carga. Esa tension en la base nominal
se compar6 con los resultados obtenidos por resolucién numérica del problema
de maximizacion, con resultados de simulaciones por elementos finitos y con los

resultados del método propuesto por ISO.

. Desarrollo de un modelo de rendimiento de engranajes HTCR

Aunque el rendimiento no forma parte del cdlculo resistente de los dientes de

engranaje, disponer de un modelo analitico, simple y preciso, de la fuerza por
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unidad de longitud en cada punto de la linea de contacto permite establecer un
modelo de rendimiento mucho maés preciso que los modelos analiticos sencillos
publicados en la bibliografia -basados en un reparto uniforme de la carga-, y
tan preciso como otros resultados puntuales obtenidos por integracién numérica
de las ecuaciones de la lubricacion elastohidrodindmica, pero de formulacién
mas sencilla. Para su desarrollo se escogié un modelo de coeficiente de friccion,
variable con la posicion de engrane y que toma en consideracion todas las
variables, geométricas y de funcionamiento de la transmision, asi como las
propiedades del lubricante. Con ese coeficiente de friccion, la fuerza normal por
unidad de longitud en cada punto de la linea de contacto el deslizamiento relativo
de las superficies en contacto también en cada punto, se evalué la potencia
perdida por integracion de las pérdidas elementales a lo largo de un ciclo
de engrane. Este resultado se compard con algunos resultados experimentales
encontrados en la bibliografia asi como con un método simple publicado por
ISO. Aunque la complejidad del problema no ha permitido, en este caso, la
formulacién de un modelo analitico aproximado general, se ha desarrollado
un método semianalitico, que se apoya en valores tabulados de pardmetros de
correlacidn, valido para engranajes rectos, dentro de un rango razonablemente

amplio de valores de los parametros geométricos.

Resultado de todo lo anterior, las Tesis propone un nuevo modelo de célculo
resistente, a presion superficial y a rotura en la base, de engranajes cilindricos, rectos
y helicoidales, de perfil de evolvente de alto grado de recubrimiento transversal, que
pueda servir de herramienta de evaluacién de disefios preliminares, y especialmente
de fundamento de un método de estimacion de la capacidad de carga suficientemente

consistente para fines de normalizacion.






Capitulo 1

Estado del conocimiento

Si a cualquiera de nosotros, expertos, aficionados, o al mds lego en la materia, nos
preguntan por un tipo de mecanismo, quizas a todos nos venga al recuerdo la imagen de
una pareja de engranajes. Las transmisiones por engranajes representan el ejemplo mas
simple, comun y util de un mecanismo, son ampliamente empleadas en la industria para
transmitir potencia y movimiento entre dos o mds ejes, asi como para la reduccién o
multiplicacion de la velocidad y del par transmitido. Los engranajes llevan existiendo
desde la invencién de las méquinas rotativas y, por su propiedad de multiplicacion
del par, los primeros ingenieros los empleaban para el desplazamiento de materiales
particularmente pesados y también en molinos de agua o viento, para aumentar o
disminuir la velocidad de rotacion disponible. En la actualidad, el campo de aplicacion
de los engranajes es practicamente ilimitado; los encontramos en las centrales de
produccioén de energia eléctrica, hidroeléctrica, en los elementos de transporte terrestre,
maritimo, aviones, en la industria siderurgica, quimica y farmacéutica, en maquinaria
textil, de alimentacion, minas y astilleros, etc., incluso en los mds simples movimientos
de accionamiento manual. Toda esta gran variedad de aplicaciones del engranaje puede
decirse que tiene por unica finalidad la transmision de la rotacién o giro de un eje a

otro distinto, reduciendo o aumentando la velocidad del primero.

Para muchas de estas aplicaciones, hoy en dia, se demanda mayor capacidad de

carga con un volumen y peso inferior. Un ejemplo claro de una aplicacion donde
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se exigen estas condiciones es la industria aerondutica y automovilistica, donde
ademds de estas caracteristicas también se requiere una disminucién del ruido y de
las vibraciones. Una forma simple de aumentar la capacidad de carga de una pareja de
engranajes consiste en repartir la carga entre un mayor nimero de parejas en contacto
simultaneo, lo que se denomina engranajes con alto grado de recubrimiento transversal
(High Transverse Contact Ratio, HTCR), entendiendo como tales los engranajes con
grado de recubrimiento transversal mayor que 2, en donde la carga, en cualquier
instante, se comparte entre dos, tres, o mds parejas de dientes simultdneamente.

La utilizacién de este tipo de engranajes tiene una serie de ventajas con respecto
a los engranajes convencionales (engranajes con grado de recubrimiento menor que
2) entre las que caben destacar su mayor capacidad de carga, una transmision mas
uniforme del par, la disminucién del nivel de ruido durante el funcionamiento y
menores esfuerzos de flexion y de contacto. Sin embargo, el funcionamiento de estas
transmisiones implican mayores deslizamientos entre los flancos de los dientes durante
el contacto, lo que provoca un aumento de las pérdidas por fricciéon y una menor
resistencia al desgaste; ademds exigen una mayor precision tanto en la fabricacién
como en el montaje, para asegurar el contacto simultdneo entre tres parejas de dientes,
durante determinados periodos del intervalo de engrane. Los engranajes HTCR se
pueden obtener mediante el aumento del adendo del diente, reduciendo la distancia

entre centros de operacion o reduciendo el angulo de presion.

1.1. Modelos de distribucion de carga

Los métodos de calculo de engranajes rectos y helicoidales que proponen
las normativas internacionales tanto la American Gear Manufacturers Association,
AGMA, como la International Organization for Standardization, 1SO, utilizan
modelos simples de la teoria de elasticidad para evaluar la tension de flexion [7] y
la presion superficial [6], al considerar que la carga se distribuye uniformemente a lo
largo de la linea de contacto; aunque se sabe que la distribucion de la carga depende

de la rigidez de la pareja de dientes que engrana, que es diferente para cada punto de



1.1. MODELOS DE DISTRIBUCION DE CARGA 3

contacto, lo que significa que la carga por unidad de longitud es también diferente
en cualquier punto de la linea de contacto. Sin embargo ambas normas discrepan
en la longitud de la linea de contacto a considerar, AGMA [8] considera la longitud
minima de contacto producida durante el engrane e ISO emplea una longitud efectiva
de contacto, que ademds es diferente para el cdlculo a flexion y a presion superficial.
Esta hipotesis de distribucion uniforme de carga obliga a las normas a incluir una
serie de factores de correccion para corregir los valores calculados de las tensiones de
flexion y de contacto en el punto més desfavorable y aproximarlos mas a los valores

reales experimentales, para asi determinar la capacidad de carga de la transmision.

Dicha hipétesis de reparto de carga uniforme, aunque ampliamente utilizada, se
sabe que no es correcta y que es origen de fuentes de error, por ello, numerosos
autores han estudiado las variaciones de la rigidez en funcion del punto de contacto del
perfil del diente. Niemann [61] estudi6 la influencia de la variacion de la rigidez en la
distribucién de carga, aunque finalmente en sus resultados no presenta una formulacién
matematica de la distribucion de carga sino que propone la aplicaciéon de un factor
de distribucién longitudinal de carga en funcién de la rigidez media de dientes en

contacto.

Todo ello implica la necesidad de abordar un estudio detallado de la distribucion de
carga a lo largo de la linea de contacto que sea mas préximo a la realidad, y, toméndolo
como partida, plantear modelos de comportamiento frente a presion superficial y a

rotura en la base, entre otros, como se indica en capitulos posteriores.

Los primeros trabajos que aplican el potencial eldstico de deformaciéon a la
formulacién de problemas de engranajes aparecen a mediados del siglo XX y son
formulados por Weber [19]. Weber supone el diente de engranaje como una viga
en voladizo de seccion variable y calcula las deformaciones debidas a la flexion
mediante un modelo analitico basado en la suma de las deformaciones producidas por
las tensiones de contacto y a las deformaciones de flexién producidas en la base. La
hipotesis de partida de Weber es la teoria del contacto elastico de Hertz entre cilindros

y un reparto de carga uniforme, cuyas férmulas son el origen de las propuestas para el
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calculo a flexién por la norma ISO-6336.

En las dltimas décadas, el avance tecnoldgico ha permitido el uso extendido de
métodos numéricos que conllevan una gran carga computacional pero que mediante
simulaciones pueden obtener resultados con una elevada precision. Una de las técnicas
mas utilizadas para realizar este tipo de estudios es el método de los elementos finitos.
Este método ha sido utilizado por numerosos autores para obtener resultados muy
interesantes sobre la influencia diferentes pardmetros sobre la distribucién de carga o
el efecto que producen determinados errores sobre las caracteristicas y propiedades de
la transmision. Vedmar [55] realizé un estudio sobre el disefio de dientes de engranajes
helicoidales, en el cudl obtiene la distribucion de carga de los dientes en contacto sobre

el plano de engrane mediante técnicas de elementos finitos.

Otros autores combinan la técnica de elementos finitos con otro tipo de andlisis
analiticos o numéricos para realizar estudios mas completos. Este es el caso de Ishida
[77] que realiza una combinacion entre el método de elementos finitos y un programa
matemadtico para analizar la distribucién de carga y la tensién de contacto en un
engranaje recto, o Brauer [33], que en el afio 2003, desarroll6 un método mixto de
calculo, combinando un modelo analitico con un modelo mediante elementos finitos
(MEF). Mediante el MEF se determinan las cargas de contacto entre los dientes,
empleando para ello un algoritmo paramétrico, que realiza un mallado més denso en
la zona del contacto, y grosero en el resto del modelo, y asi se consigue disminuir
la carga computacional del proceso. Conocidas las cargas que interactdan entre los
dientes, aplicando expresiones analiticas basadas en la teoria de Hertz, se determinan
las tensiones de contacto. El desgaste en un punto del camino de contacto se calcula
mediante la integracion del producto del deslizamiento en dicho punto por la presion

de contacto existente durante el tiempo en que éste se produce.

En 2004, Sainsot [66], basandose en los trabajos de O’Donnell [88] y la tesis
doctoral de Seager [20], opta por una funcién de reparto de carga del tipo cubica,
para las tensiones normales, y del tipo parabdlico, para las tensiones de cortadura,

producidas en la base del diente. Con dicho modelo analitico realiza el célculo de la
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rigidez del diente, distribucion de carga y error de transmision, aunque el propio autor
reconoce en sus conclusiones que las deformaciones calculadas son de una limitada
aproximacion (entre el 2% y el 7 % de error) frente a modelos semejantes resueltos

mediante la técnica de elementos finitos bidimensionales.

En 2005, Ajmi [56] plantea la validez de los modelos clésicos de distribucién
de carga y propone un modelo de reparto de carga en engranajes, tanto para
situaciones cuasiestaticas como dindmicas, basado en acoplamientos elasticos entre
las superficies en contacto, modelizados mediante la técnica de los elementos
finitos, resolviendo simultidneamente las ecuaciones del movimiento y del contacto,
teniendo en cuenta errores de tallado y desalineamiento de ejes, en el que mantiene
la hipétesis de que las secciones transversales a los dientes permanecen planas
antes y después de la deformacion. Los resultados numéricos obtenidos ponen de
manifiesto que las deformaciones del diente, tanto para el andlisis estatico como
para el dindmico, resultan ser mucho mas significativas que los problemas debidos
al contacto superficial, salvo en el caso en que, debido a desalineamientos de montaje
o desviaciones en la forma del perfil, el camino de contacto se vea reducido de forma
drastica, en cuyo caso predominan los problemas debidos al contacto. Los resultados
de distribucion de carga que obtiene para engranajes rectos resultan en consonancia
con los adoptados por las normas de disefio (AGMA) en cuanto a un reparto de carga
lineal para dos parejas de dientes en contacto (entre valores que rondan desde un tercio
a dos tercios de la carga total, creciente entre el punto de contacto inferior y el punto
de contacto unico inferior, y decreciente entre el punto de contacto tnico superior y el
ultimo punto de contacto de la pareja), con la aportacién de que la distribucion obtenida

varia con el ancho de cara.

Fernandez del Rincon [9], en un estudio publicado en 2013, describe un modelo
avanzado para el andlisis de las fuerzas de contacto y deformaciones en transmisiones
de engranajes rectos. La deformaciéon en cada punto de contacto del engranaje se
formula como una combinacién de un término de deformacién global y un término

local. El primero se obtiene por medio de un modelo de elementos finitos y el ultimo
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se describe por un enfoque analitico que se deriva de la teoria de Hertz, aplicando
el modelo de Weber-Banashek. Las condiciones de compatibilidad dan lugar a un
sistema de ecuaciones no lineales sometidos a restricciones de desigualdad que deben
ser resueltos una vez que la posicion del centro de cada rueda es conocido. Mediante
la resolucién de modelos de comportamiento cuasiestitico de engranajes rectos se
obtiene el error de transmision para varios niveles de carga, asi como el reparto de

carga o la rigidez del conjunto.

El método de los elementos finitos es un método ampliamente utilizado para
calcular la rigidez del conjunto de parejas de dientes en contacto, asi como los errores
de transmision. Este método puede considerar el efecto de los errores de tallado, errores
de montaje o modificaciones del perfil del diente. Sin embargo, los modelos MEF para
el célculo de la rigidez del conjunto requieren precisos algoritmos de refinamiento de
malla, computacionalmente muy costosos. Por otro lado, existen métodos analiticos
que producen buenos resultados, frente a los modelos de elementos finitos a un coste
computacional muy reducido, para el cdlculo aproximado de la rigidez de las parejas en
contacto. Ademads, todos estos estudios sobre la distribucién de carga que proporcionan
resultados obtenidos por técnicas numéricas o métodos de elementos finitos, presentan
el problema de la no generalidad de los resultados obtenidos: todos de ellos permiten
obtener algunas conclusiones con respecto a la pareja de engranajes considerada,
pero resulta muy dificil extraer conclusiones generales, validas para cualquier par de

engranajes.

Los métodos de célculo para engranajes rectos y helicoidales con alto grado de
recubrimiento transversal, nunca han sido rigurosamente desarrollados. Las normas
internacionales, AGMA [4, 8] no consideran pares de engranajes con una relacion de
contacto transversal superior a 2. El &mbito de aplicacion de la norma ISO [6] incluye
dientes de engranaje cilindricos con grado de recubrimiento transversal hasta 2,5, sin
embargo propone unos métodos de calculo altamente conservadores y muy débilmente

justificados.

Los estudios profundos que existen en la literatura técnica son bastante escasos,
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ademds van mads dirigidos a evaluar el efecto que producen la variacién determinados
parametros, como el adendo o a el 4ngulo de presion, necesarios para conseguir grados
de recubrimiento mayores, pero no aparecen métodos de calculo especificamente
desarrollados para este tipo de transmisiones. Tal vez la elevada precision necesaria
tanto en la fabricacion como en el montaje para asegurar el contacto simultdneo de tres
parejas de dientes, durante determinados periodos del intervalo de engrane, no era facil
de alcanzarse en el pasado. De todos modos, ni los disefiadores ni los investigadores
han estado nunca interesados en estudiar este tipo de transmisiones en profundidad. Sin
embargo, con los procesos de fabricacion modernos y las nuevas técnicas de montaje
se consigue la precision necesaria para este tipo de trasmisiones, lo que requiere el
desarrollo de nuevos métodos de calculo precisos para engranajes con alto grado de

recubrimiento transversal.

En 1998 Lin [30] realiz6 un estudio paramétrico de un sistema de engranajes
rectos mediante un andlisis numérico que implementd en un programa de simulacién
dindmica de engranajes con el fin de determinar el comportamiento dindmico de
un sistema de engranajes rectos. Ademads estudid el efecto que tiene el grado de
recubrimiento transversal de un engranaje recto sobre la carga dindmica, para lo
que hizo variar el grado de recubrimiento desde valores de 1,20 a 2,40 mediante la
modificacion del adendo del diente. Los resultados del estudio demostraron que los
engranajes con grado de recubrimiento cercano a 2 presentan un rendimiento dindmico

mas favorable.

En 2003, Mohanty [74] sugiere un método analitico para calcular la distribucién de
carga de dientes de alto grado de recubrimiento transversal durante el ciclo de engrane.
Se basa en la suposicion de que desviaciones del diente para cada pareja en contacto
es igual en todos los casos y que la suma de las cargas normales sobre cada pareja en
contacto es igual a la carga normal total. Se supone un coeficiente de friccion constante

entre la pareja de dientes que engrana para el calculo tension de contacto.

Li [72], en 2008, utiliza el método de los elementos finitos junto con un programa

matematico para realizar un estudio sobre la influencia que tiene la variacion del
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adendo de los dientes en la tension de contacto, en la distribucion de carga y en la
tension debida a flexién en la base del diente.

En 2010, Rameshkumar [59] realiza un andlisis para AGMA y compara los
resultados obtenidos sobre el reparto de carga, la tension de contacto y la tension debida
a flexion en la base del diente con un engranaje convencional y un engranaje HTCR;
la transmision es la misma pero se ha modificado el adendo del diente para obtener un
grado de recubrimiento mayor que 2. Los resultados estdn basados en un modelo de
dos dimensiones resuelto mediante la técnica de los elementos finitos. Logicamente,
los resultados obtenidos con un modelo de dos dimensiones no tienen toda la precision
que deberian. A partir de sus ejemplos concluye que la méxima tension de flexion es
un 18 % menor en un engranaje HTCR que en un engranaje convencional, y la tension
de contacto es un 19 % menor.

Uno de los ultimos trabajos publicados donde consideran engranajes HTCR es el
escrito por Chen [95] en el que propone un modelo general de andlisis de la rigidez
de la transmision que incluye el efecto de errores de dientes, y establece la relacién
entre los errores de geometria y la rigidez total del contacto, el reparto de carga entre
las diferentes parejas en contacto y el error de transmision estético. Desarrolla dicho
modelo tanto para grado de recubrimiento estdndar como para transmisiones de alto
grado de recubrimiento, con los que estudia el efecto de, ademas del error del perfil, la
influencia de la potencia transmitida y el inicio de grieta, sobre el error de transmision

estatico (LSTE).

1.2. Estudios y modelos de calculo a presion superficial

Entre los modos de fallo en engranajes recogidos en la literatura técnica los mas
frecuentes, con mucha diferencia respecto al resto, son: fallo por fatiga a flexion, fatiga
superficial, desgaste y gripado. Existen multiples factores que pueden incidir en el
desencadenamiento de fallos en los sistemas de transmision por engranajes, los cuales
deben ser conocidos, para poder controlar sus efectos negativos sobre estos fendmenos.

La norma AGMA [4] tiene contemplados mds de una veintena de modos de fallo
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agrupados en siete clases generales: desgaste, gripado, deformacion pléstica, fatiga

por contacto, agrietamiento, rotura y fatiga por flexion.

Una de las causas de fallo que se presenta con mayor frecuencia es la
fatiga superficial o picadura, que aparece progresivamente y termina alterando las
caracteristicas de la transmision, introduciendo ruido, vibraciones y sobrecargas, que

pueden llegar a alcanzar valores inaceptables.

El fallo por fatiga superficial se caracteriza por una especie de desmoronamiento
en la zona de rodadura, en cuya superficie se produce desprendimiento de material,
en forma de conos, muy caracteristico de este fenémeno. Es una forma de deterioro
habitual a través de la cual pequefas particulas de material del flanco activo de los
dientes se rompen y desprenden, normalmente en el dedendo del diente. La distribucién
de presiones en la superficie, en la region préxima al punto de contacto, crea un
estado tensional en la subsuperficie del diente, que depende tanto de la geometria
de los dientes en contacto como de las caracteristicas de la lubricacion. La méxima
tension de cortadura producida por esta distribucién subsuperficial localiza el origen
de la grieta, caso de rebasarse el valor de la tension de fatiga admisible para los ciclos
de carga establecidos. Esta grieta producida en la zona de mayor tension, que puede
estar a nivel superficial o cerca de la superficie, que produce su propagacién de forma
sensiblemente paralela a la superficie del diente, antes de dirigirse hacia esta, y, cuando
ha crecido lo suficiente como para desprender una mindscula porciéon de material,
produce una microrotura. Pueden aparecen diversas microroturas similares agrupadas
produciendo una mayor. Es un proceso que acaba apareciendo, incluso a reducidos
niveles de tension, no es mas que cuestion de tiempo. De ahi que el disefio tenga en
cuenta este fendmeno y prevea una vida util y de operacion antes de la aparicion de
defectos. Asimismo, cuando se trabaja con aceros endurecidos, el riesgo de aparicion
de picaduras suele ser muy superior al de rotura, lo que determina la necesidad de un

buen modelo de comportamiento, del que se puedan extraer predicciones fiables.

Existe un fendmeno particularmente severo de danado superficial en el que se

produce un arranque de material en forma de escamas producido por la soldadura entre
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las superficies de los flancos, debido principalmente a la alta temperatura. Este fallo
se denomina fallo por desgaste, gripado o scuffing y es mas frecuente su aparicion
cuando las velocidades de deslizamiento son altas. El riesgo de fallo por desgaste varia
con las propiedades de los materiales de los engranajes, la velocidad de deslizamiento,
la rugosidad de los flancos, la carga y principalmente por el lubricante utilizado. Una
vez iniciado este fendmeno, puede conducir a una degradacion de las superficie de los
flancos, con aumento de la pérdida de energia, sobrecargas dindmicas, ruido y desgaste,
e incluso producir la rotura de los dientes si no se reduce la severidad de las condiciones
de funcionamiento. En la mayoria de los casos, la resistencia de los engranajes a este
fallo puede aumentarse utilizando un adecuado lubricante, incluso afiadiendo aditivos
con propiedades para presiones muy elevadas, aunque el uso de estos aditivos puede
tener efectos secundarios adversos como corrosion, deterioro de elastomeros, etc. Las
altas temperaturas de las superficies, debido a cargas elevadas y a altas velocidades de
deslizamiento, pueden provocar la rotura de la pelicula de lubricante. Para relacionar
la temperatura con la rotura de la pelicula de lubricante existen dos métodos distintos
recogidos por la norma ISO/TR 13989, el método de flash de temperatura [2] y el

método de la temperatura integral [3].

Todos estos fendmenos se han estudiado experimentalmente con bancos de ensayo
dedicados a estudiar materiales y condiciones de lubricacién, o bien, mediante modelos
tedricos, normalmente apoyados en resultados obtenidos mediante la experimentacién
y técnicas de modelado numérico mediante la técnica de los elementos finitos. Para el
estudio mediante métodos experimentales, suele ser habitual el empleo de bancos de
ensayos, FZG [31], en los que pifién conductor y rueda conducida a ensayar, ambos
con igual nimero de dientes, se montan en ejes paralelos, y se emplean grandes masas
para producir el momento torsor a vencer por la transmision durante su ensayo, a lo
largo del cual se miden las tensiones y temperaturas producidas en las superficies de

los dientes en contacto.

Mediante estudios experimentalmente, Blake [51] y Faure [54], modelizaron

tedricamente la vida del engranaje como suma del tiempo de inicio de grieta y el tiempo
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de su crecimiento hasta la produccion de la picadura. Abersek [14] establecié incluso
un modelo de dislocaciones para determinar el tiempo de origen de grieta. Cheng [70]

establecio las condiciones de origen de grieta cuando existen entallas en la superficie.

En 2003 Krantz [83] realiz6 ensayos acelerados de fatiga superficial para comparar
la vida en servicio de transmisiones de helicOpteros con tratamiento y sin tratamiento
superficial, obteniendo un nimero de ciclos, antes de la aparicién de sintomas de
fallo por fatiga, seis veces superior para las transmisiones con tratamiento superficial,
comprobando que dicha diferencia es estadisticamente significativa. Tanto para los
engranajes con superficie tratada, como para los que no la tuvieron, el proceso de
engrane y los ciclos de funcionamiento hacen variar las propiedades de las superficies,
ya que en ambos casos existe un proceso de pulido mutuo entre las superficies en
contacto; lo que ocurre es que dicho proceso de micropulido o superacabado es
mucho mds veloz en los engranajes cuyas superficies fueron sometidas al tratamiento
superficial, reduciendo en mucha mayor medida los efectos debidos a la interaccién de
la aspereza mutua de las superficies. En este sentido, los métodos de deposicion han
sido los més empleados, consiguiendo acabados de extraordinaria dureza superficial y
muy bajos coeficientes de rozamiento. Los requerimientos cada vez mds exigentes de la
técnica aeroespacial para las transmisiones por engranajes se basan en altas densidades

de potencia, larga duracion y muy altas fiabilidades.

En 2007, Hedlund y Lehtovaara [34] realizan un estudio detallado del
comportamiento de engranajes helicoidales sobre el ciclo de vida y el desgaste debido
a la friccion. El estudio se centra en la modelizaciéon de contacto del engranaje
helicoidal con deflexion diente. El1 modelo combina un andlisis del contacto y un

analisis mediante MEF.

Moldovean [28] estudia la influencia de diversos parametros sobre la tension de
contacto y establece que el niimero de dientes del pifién, la relacion de transmision
y el adendo del diente son los principales pardmetros que influyen en la localizacién
del punto de méaxima tension de contacto para engranajes cilindricos. Ademas sugiere

como recomendacion el calculo de la tension critica en el punto de rodadura y en los
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dos puntos extremos del intervalo de contacto tnico.

La importancia de la composicion del material utilizado, asi como la influencia de
los diferentes tratamientos en la resistencia a la fatiga del material y su dureza, e incluso
los diferentes acabados o recubrimientos superficiales pueden variar cuantitativamente
la resistencia a la fatiga de un engranaje y la probabilidad de la aparicion de picaduras,
pitting, o micropicaduras, micropitting, por ello numerosos autores han estudiado estos

efectos [84, 18].

Para predecir el comportamiento del material frente a los fendmenos de fatiga,
las normas internacionales de disefio, en particular las dos mas extendidas, AGMA
e ISO, formulan un modelo basado en la distribucion de presiones de Hertz para el
contacto entre s6lidos. El contacto entre dos dientes de engranajes cilindricos de perfil
de evolvente, ya sean rectos o helicoidales, se produce siempre a lo largo de una linea
recta, siempre que no existan errores de errores de alineamiento o de otra naturaleza.
Segun esto, la presion de contacto en un punto cualquiera de la linea de contacto se
puede determinar mediante la ecuacién de Hertz para el caso de contacto entre cilindros
paralelos, sin mds que sustituir los radios de los cilindros por el radio de curvatura de

los puntos de contacto del perfil normal equivalente.

Estas normas localizan el punto de maxima presion superficial y su valor, para a
partir de ellos determinar el valor critico de la tension de cortadura en la subsuperficie
y compararlo con la resistencia correspondiente. Como se ha explicado anteriormente,
la carga normal se supone uniformemente distribuida a lo largo de la linea de contacto,
cuya longitud varia a lo largo del engrane, y la resistencia se estima en funcién
de la dureza del material y los ciclos de carga previstos, si bien, para facilitar los
calculos y a la vista de la proporcionalidad entre la tensién de cortadura méxima
y la presion superficial en el punto de contacto, dichos valores de la resistencia se
ven afectados de ese factor de proporcionalidad, para ser comparados directamente
con la presion de Hertz en el punto de contacto. Sin embargo, los puntos donde las
dos normas anteriores localizan la presion de contacto critica no coinciden. Mientras

ISO considera como punto critico el punto de rodadura, AGMA toma, para engranajes
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helicoidales, el llamado punto medio del piiién, que s6lo coincide con el de rodadura
cuando la distancia entre centros de funcionamiento coincide con la nominal, y para
engranajes rectos el punto de contacto unico inferior del pifon, que no coincide con el
de rodadura mds que en algunos casos muy particulares. Sin embargo la introduccién
de diversos factores corrigen los valores obtenidos aproximdndolos a los valores
obtenidos mediante experimentacion, de forma que aunque el modelo no es preciso,
estos ajustes proporcionan unos valores mas eficaces.

Sin embargo, ninguna de las dos normas establecen claramente el método de
célculo de la tensién de contacto en engranajes rectos y helicoidales con alto grado
de recubrimiento transversal. La norma AGMA [4, 8], directamente, no considera
pares de engranajes con una relacion de contacto transversal superior a 2. El ambito
de aplicacion de la norma ISO [6], incluye dientes de engranaje cilindricos con grado
de recubrimiento transversal hasta 2,5, sin embargo propone unos métodos de célculo

altamente conservadores y muy débilmente justificados.

1.3. Estudios a flexion y modelos de calculo a rotura en

la base

Las tensiones de flexién pueden reducir la vida de los engranajes causando fallos
catastréficos bajo picos de carga, es a lo que se denomina fallo por rotura en la base.
La rotura se puede producir por sobrecarga, que produce una rotura violenta en la
base del diente debido a la aplicacién de cargas bruscas, como ocurre en prensas
martillos u otras clases de maquinas de accion similar. Este fallo puede ser considerado
como defecto de cédlculo o de fabricacion del engranaje. El otro tipo de rotura puede
ocasionarse por la repeticion constante de esfuerzos, que ocasiona la formacion de
grietas, que aumentan progresivamente hasta provocar la rotura. Este tipo de rotura
también se puede dar como consecuencia de una repeticion de esfuerzos no previstos,
producidos por vibraciones u otro tipo de circunstancia, que obligan al engranaje a

trabajar fuera de las condiciones previstas.
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Desde los primeros trabajos de Lewis [87] en 1893, se han publicado numerosos
trabajos y estudios sobre el cdlculo de flexion en la base del diente [10, 39]. Lewis toma
varias hipétesis de partida: la distribucion de carga uniforme a lo ancho del diente,
supone que el punto més desfavorable se da cuando la carga actiia en la cabeza del
diente, y desprecia la tension producida por la componente radial de la carga. Lewis
lleg6 a la conclusion de que la seccién en la que se produce la maxima tension de
flexion se encuentra en el punto donde el perfil del diente es tangente a una pardbola
cuyo vértice estd situado en la interseccion del eje diente y la linea de accién cuando

la carga se aplica en la cabeza del diente.

Las normas americanas AGMA [4, 8] basandose en el modelo de Lewis, aplican la
parabola de Lewis para determinar la seccion critica, sin embargo el modelo de AGMA
considera las tensiones de compresion debidas a la componente radial de la carga,
aunque mantiene la hipdtesis del reparto uniforme de carga a lo largo de la linea de
contacto. AGMA determina que, para una serie de casos especificos, las condiciones
criticas de carga se pueden dar con la carga actuando en el punto de contacto Unico
superior e introduce una serie de coeficientes de correccion de esfuerzos, para corregir
los errores que se puedan dar de aplicar la ley de Navier a un diente de engranaje donde
la distancia desde el punto de aplicacion de la carga al punto de andlisis de tensiones no
es grande y dichos factores también corrigen los efectos debidos a la inclinacién de la
linea de aplicacién de la carga. Para el estudio de los engranajes helicoidales, AGMA
utiliza la geometria de un engranaje recto virtual equivalente, basada en un nimero

virtual de dientes que depende del dngulo de hélice del engranaje helicoidal.

Los efectos de forma de diente, de concentracién de esfuerzo, de posicion de la
carga y de distribucion de la carga entre las lineas oblicuas de contacto en engranajes
helicoidales se han agrupado en un solo factor geométrico de resistencia a la flexion,
denominado factor J. Su determinacion requiere la posicion del punto critico a flexion:
el punto de tangencia de la pardbola de Lewis y el perfil del diente. La localizacién
de dicho punto era calculada de modo grafico en las primeras versiones de la norma,

estudios analiticos posteriores ofrecian como resultado interminables tablas para casos
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concretos de disefio, o procesos en los que se requieren cdlculos iterativos sélo
abordables mediante uso del ordenador. En cualquier caso, la norma actual de disefio
ofrece una solucion poco flexible basada en tablas de resultados aplicadas a un nimero

limitado de combinaciones de disefio.

Sin embargo, Fuentes [10, 39] desarroll6 un método iterativo aproximado para la
determinacion del pardmetro de la seccion critica, mucho mas sencillo que el anterior,
y que asegura la convergencia al resultado exacto con la precision que se desee.
Ademas, establecié unas correlaciones a partir de las tablas anteriores que, si bien
no aproximan con precision dicho pardmetro, tomdndose como valor de partida del
método aproximado, arrojan resultados con una precision superior al 99 % con un solo
bucle, es decir, sin iteracion. Por otro lado, el método propuesto por AGMA encuentra
el punto de tangencia de la pardbola de Lewis con la trocoide del pie del diente. Sin
embargo, Fuentes demostré que existen casos en los que la tangencia con el perfil
se produce en la zona de evolvente, para los cuales el método no es valido, pues la
tangencia con la trocoide se produce en un punto imaginario, que no es del perfil. A
este respecto, Fuentes, en su tesis [10], establece la condicion de tangencia en el perfil
de evolvente, y propone un método para la determinacion de la tensién en este caso,
encontrando que en esta situacion, la seccidn critica viene definida por el punto de
entronque de los dos perfiles del diente, evolvente y trocoide, y que la tensién se puede

determinar analiticamente.

La norma ISO [7] plantea el cdlculo a flexion de engranajes rectos y helicoidales,
partiendo de unas hipoétesis similares a las normas americanas: desprecia la tension
producida por la componente radial de la carga, establece como seccién critica del
diente en la que aparece la tension maxima aquélla cuya tangente al perfil forma un
angulo de 30° con el eje del diente, y para los calculos de engranajes helicoidales
considera la geometria del engranaje recto virtual equivalente. Se adoptan igualmente
una serie de factores de correccion: por concentracion de tensiones, sobrecargas de
aplicacion, sobrecargas dindmicas, desigual distribucion de carga a lo ancho del diente,

desigual reparto entre los dientes en contacto simultdneo, duracidn, fiabilidad, tamafio,
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sensibilidad a la entalladura y rugosidad. Define un factor denominado factor de forma
que utiliza para englobar los mismos efectos que engloba el factor ] de AGMA. Para
engranajes helicoidales, la tension de flexion nominal se corrige ademas por un factor
de inclinacidn, que tiene en cuenta el hecho de que la longitud de la linea de contacto

es, en engranajes helicoidales, superior al valor del ancho de cara.

Los métodos propuestos tanto por AGMA como por ISO, exigen un complicado
proceso de introduccién de la informacién y la obtencién de resultados intermedios y
coeficientes de correccién y ponderacion, la mayoria de los casos mediante el empleo

de tablas y abacos.

El estudio del desplazamiento elastico producido en el punto de aplicacion de la
carga constituye la base para determinar la rigidez del diente. Este desplazamiento
engloba las deformaciones de ambos dientes, de la unién de ambos y del eje. Los
estudios tedricos se enfocan hacia la propia deformacion del diente y de su rueda
por separado, compardndolos posteriormente con modelos realizados por elementos
finitos. Aligual que el estudio del andlisis de tensiones es de vital importancia, también
lo son el estudio en los errores de transmision, en la prediccion de ruido y cargas
dindmicas, para de este modo evitar la rotura ocasionada por la repeticion constante de

esfuerzos.

Determinados estudios se han focalizado en estudiar modelos de comportamiento
de dientes, que toman en consideracion la deformacién del diente y la energia de
deformacién acumulada. Existen estudios referidos a un solo diente o a una pareja
de dientes en contacto, en los que se aborda el andlisis de las tensiones de contacto y
la rigidez del sistema. Los modelos suelen realizarse con un tnico grado de libertad
rotacional, en el que las tinicas deformaciones consideradas son las debidas a la flexion
del diente. Una de los primeras investigadores acerca de este tema fue Harris [75] que
empled modelos fotoeldsticos para tratar los errores de transmision y considera los
errores de tallado, la variacion de la rigidez en el proceso de engrane y no linealidades
en el mismo como fuentes de excitaciones dinamicas. Posteriormente se comenzaron

a usar modelos matematicos del engrane de multiples grados de libertad torsional y se
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sugiere que la calidad de la transmisidn se encuentra determinada principalmente por

los errores de transmision mas que por los errores de tallado.

Posteriormente se presentaron estudios sobre modelos dindmicos de la transmision
que permiten estudiar tanto la flexién y la torsion del eje, como la rigidez a flexion
de los dientes y el efecto de los apoyos. Estos modelos incluyen la rigidez de estas
partes y su efecto en la variacion de la rigidez del conjunto a lo largo de la linea
de engrane [76]. Cornell [69] obtuvo la relacion entre las curvaturas de los dientes
en el punto de contacto y la variacion de las tensiones en la base en engranajes
rectos, asi como la respuesta dindmica de la transmision en funcién de la posicion
de engrane. Estos andlisis tensionales, basados en las caracteristicas elasticas de los
dientes y en las ecuaciones de los perfiles en contacto, obtuvieron buenos resultados
comparativos frente a los resultados obtenidos mediante ensayos y andlisis de modelos
de elementos finitos. Umezawa [1] desarrolla un nuevo método, de base analitica, para
predecir las vibraciones en una pareja de dientes de engranajes cilindrico helicoidales
y posteriormente, en 1987, Umezawa [53] desarrollé un modelo de comportamiento

dinamico.

El avance de las tecnologias ha permitido realizar estudios con herramientas
informaticas mas complejas que permiten la implementacion de la técnica de los
elementos finitos o simulaciones en programas de simulacion y cdlculo matemaético y
simbolico de propdsito general, como Matlab y Simulink, que permiten el modelizado
de excitaciones dindmicas y el estudio de efectos acoplados de vibraciones a flexién
y torsion. En 2001, Howard [32] emplea Matlab y Simulink para realizar un modelo
simplificado para analizar la influencia del rozamiento en el proceso de engrane sobre
el comportamiento vibratorio de una caja de engranajes y realiza una comparacion de
los resultados obtenidos con y sin el efecto de las fuerzas de rozamiento propuestas.
En 2002, Cheng [90] examina la tensién de contacto y la tension de flexién en un
engranaje helicoidal, incluyendo el contacto de los rodamientos, mediante un analisis
de elementos finitos. Presenta ademads varios ejemplos para demostrar la influencia de

los pardmetros de disefio del engranaje sobre la distribucion de tension en diferentes
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posiciones de contacto.

En 2003, Deng [24] estudia para aquellas transmisiones que s6lo funcionan en una
Unica direccion, donde siempre engrana el mismo lado del diente, la influencia de la
utilizacion de un perfil asimétrico sobre las tensiones de flexion del diente. Realiza
varios ejemplos utilizando diferentes dngulos de presion estandar para cada lado del
diente. Calcula tanto la tensién en la base del diente como la resistencia a flexion
mediante la técnica de los elementos finitos. Los resultados del estudio predicen que
con la utilizacién de angulos de presion mayores en la parte posterior del diente,
aumenta la seccion critica del diente y disminuye considerablemente la tension critica
de flexion, ademas la resistencia a flexion en el diente se incrementa uniformemente,
aunque esto no provoca cambios significativos en la distribuciéon de carga. Por otro
lado, Kapelevich [11] mediante un anédlisis de elementos finitos, concluye que las
modificaciones del perfil en la base del diente pueden reducir las tensiones criticas

debidas a la flexién entre un 10 % y un 30 %.

En el afio 2010, Pedersen [63] estudia la unién conjunta de estos dos efectos: la
utilizacioén de perfil asimétrico con diferentes dngulos de presion en cada lado del
diente, que provoca un aumento de la seccidn critica, y la modificacion del perfil en
la base, que produce un cambio de la forma en la base del diente donde se producen
concentraciones de esfuerzos. A través de una herramienta de optimizacion calcula
los angulos de presidon Optimos para cada transmision, con los que la tension critica
de flexion puede llegar a reducirse hasta un 44,3 % y propone unos valores de dngulo
de presion estandar. Sin embargo, determina que para transmisiones con alto nimero
de dientes la diferencia entre la utilizacion de los dngulos de presion estandar y
los 6ptimos no da diferencias significativas. Aunque ninguno de estos tres autores

considera un modelo analitico con distribucién de carga no uniforme.

Del mismo modo, Wang [92] realizé una completa revision de los conceptos
basicos, modelos matematicos y métodos de solucién para el estudio de la dindmica no
lineal en engranajes utilizados hasta la fecha, prestando especial atencion a la holgura

angular y a la variacion de la rigidez a lo largo de la linea de engrane. En 2006
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Kawalec [12] desarrollé un andlisis comparativo de la tension en la base del diente
con los métodos de evaluaciéon dados por ISO y AGMA, verificindolo mediante el
método de elementos finitos. Posteriormente, Li [71] estudio la tension de contacto y
la resistencia a flexion para engranajes rectos con errores de mecanizado, errores de
montaje y modificaciones en los dientes mediante un modelo de tres dimensiones de

MEF.

En 2010, Raptis [52] compard los resultados de méxima tension en la base de un
diente helicoidal cuando se carga en su punto mas desfavorable (punto de contacto
Unico superior) utilizando tanto métodos numéricos y como métodos experimentales.
Utiliza el MEF para el anélisis de tensiéon numérica y aplica la fotoelasticidad para la
investigacion experimental para la obtencion de la tension. Sin embargo, so6lo estudia

engranajes convencionales.

Otros estudios realizan un modelo completo de la caja de engranajes, lo que
supone una mayor complejidad. Las cajas de cambios es el mecanismo mds importante
en la maquinaria industrial, especialmente en aplicaciones de automocién, asi como
en cualquier aplicacion cotidiana en la que haya que transmitir energia cinética,
proporcionar cambios de velocidad de rotacion y/o cambiar la direccién de un
movimiento. Las vibraciones en las parejas de engranajes habitualmente se producen
debido al cambio en la potencia instantdnea transmitida, o al cambio de la velocidad
de transmision, incluso por las excitaciones internas debidas a las variaciones de
rigidez del sistema mecdanico de transmision. En lo que respecta a transmisiones por
engranajes, aparecen cargas ciclicas de excitacion variables en el tiempo, dependientes
de la velocidad de rotacion, debidas a la rigidez instantdnea, variable en cada instante,

de las parejas de dientes en contacto, y debidas a errores de transmision.

En 1991, Lim y Singh [82] realizan estudios dinamicos de cajas completas en
los que estudian el efecto de la rigidez en cajas y acoplamientos. Posteriormente,
Sabot y Perret-Liaudet [36] presentan un estudio del anélisis del ruido en cajas de
engranajes: la funcion de errores de transmision en engranajes se analiza como una de

las principales fuentes de ruido y vibraciones, que se extiende por todo el sistema
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mecanico, hasta el habitaculo de vehiculos automoviles o la cabina de camiones.
En 2008, Hotait y Kahraman [60] utilizan un banco ensayos que consta de 2 pares
de engranajes soportados por un par de rodamientos de rodillos de bolas, todo ello
lubricado mediante inyeccién para reducir al minimo los efectos adversos de friccion,
para estudiar la influencia combinada de errores de alineacion de los ejes y el rebaje
del perfil en la cabeza del diente en la distribucion de carga y en la tension de flexion

del diente.

Mucho mds complicado es encontrar estudios sobre la tension de flexiéon en
engranajes HTCR. En 1998 Lin [30] estudi6 el efecto del grado de recubrimiento
sobre el comportamiento dindmico de un sistema de engranajes rectos. El incremento
del grado de recubrimiento se consiguidé con el aumento de la cabeza del diente.
Lin demostré que la tension dindmica aumenta a medida que se incrementa el grado
de recubrimiento transversal, pero cuando el grado de recubrimiento llega a 2 la
tension dindmica disminuye considerablemente, obteniéndose valores mucho menores
para todo el rango de grado de recubrimiento entre 2 y 2,4. Por tanto, los efectos
dindmicos son muchos mayores para engranajes convencionales que para engranajes
HTCR. En engranajes convencionales los efectos dinimicos mejoran y se obtienen
resultados Optimos para grados de recubrimiento muy préximos a 2, sin embargo, para
engranajes HTCR, el valor 6ptimo de grado de recubrimiento depende de la velocidad
de operacidn. A altas velocidades la respuesta dindmica del sistema estd mucho menos

influenciada por el grado de recubrimiento que a bajas velocidades.

En 2008 Li [72] estudia la influencia que tiene la variacién del adendo de los
dientes en la tension debida a flexion en la base del diente y establece que la tension
por flexion en la base del diente se incrementa si se aumenta el adendo del diente
y el grado de recubrimiento transversal no cambia. Pero se puede reducir cuando se
incrementa este grado de recubrimiento, aunque esto no garantiza que se compense
el efecto del incremento de tensién debido al aumento del adendo. La tensién de
contacto practicamente no varia si se aumenta el adendo pero se mantiene el grado

de recubrimiento. Pero se reduce significativamente, si se incrementa el nimero de
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dientes en contacto a través del incremento del adendo.

En lo que se refiere a las normas internacionales con respecto a modelos de cdlculo
de flexion, al igual que ocurre para presion superficial, AGMA no considera engranajes
con grado de recubrimiento transversal mayor que 2, y establece de forma explicita
que los métodos de cdlculo que presenta no son aplicables a este tipo de transmisiones.
La version de la norma ISO [7] recomienda calcular la tension con la totalidad de
la carga aplicada en el punto inferior del intervalo de contacto triple para engranajes
con grado de recubrimiento transversal hasta 2,5. Este procedimiento no es demasiado
conservador, incluso no siempre el error cometido serd en el sentido de la seguridad.
En todo caso, el procedimiento estd muy débilmente justificado y habrd de ser objeto

de revision en las siguientes versiones de la norma.

1.4. Modelos de pérdidas y estimacion del rendimiento

Los sistemas de transmision de potencia por engranajes son conjuntos de muy
alto rendimiento en los que las pérdidas de energia, en relacion a la transmitida, es
muy pequeia, sin embargo, las pérdidas de energia de los sistemas de transmision de
engranajes se estan convirtiendo en un tema de investigacion cada vez mds importante
debido a la regulacion ambiental, cada vez mds estricta, al aumento de precio de los
combustibles y por su influencia significativa en los costes de funcionamiento directos
y en el ciclo de vida del sistema. El aumento de la eficiencia de los engranajes permite
el ahorro de combustible en un vehiculo al mismo tiempo que se reducen las emisiones
de carbono. Una mejor eficiencia reduce la demanda de lubricacion y disminuye la
generacion de calor dentro del sistema, lo que afecta positivamente a la mayoria de los
modos de fallo, como el fallo por desgaste y el fallo por fatiga superficial.

Los engranajes son ampliamente utilizados en muchas aplicaciones, para transmitir
potencia y movimiento de rotacion de un eje a otro. En este proceso, parte de la energia
se pierde inevitablemente debido a la friccion entre las superficies en contacto y la
friccién causada por la atmdsfera alrededor de los engranajes. La pérdida total de

eficiencia en un sistema de engranajes se debe a pérdidas por friccion de deslizamiento
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y de rodadura por el contacto entre las superficies de los engranajes y de los cojinetes,
las pérdidas windage o las pérdidas derivadas a las interacciones complejas con el aire
que rodea a los engranajes, pérdidas denominadas oil churnning o pérdidas por las
turbulencias creadas por el batido del aceite que producen pérdidas en el interior de
la caja de cambios. Mientras que las pérdidas windage y oil churnning se encuentran
mayormente relacionadas con la geometria y velocidad, y son por tanto, independientes
de la carga, existen otras pérdidas, que son las pérdidas por friccion, que se asocian

principalmente con velocidades de deslizamiento y con las condiciones de carga.

1.4.1. Pérdidas debidas a efectos rotacionales

Las pérdidas de energia debidas a los efectos rotacionales estin directamente
relacionadas con el método de lubricacion. Estas pérdidas se dividen en las pérdidas
windage o las pérdidas derivadas debido a las interacciones complejas con el aire que
rodea a los engranajes, y en las pérdidas denominadas oil churnning o pérdidas por las
turbulencias creadas por el batido del aceite que producen pérdidas en el interior de la
caja de cambios.

Las pérdidas de tipo oil churnning apareceran cuando los elementos rotacionales
se encuentran parcialmente sumergidos en un bafo de lubricante, que es a lo que se
denomina lubricacién por inmersioén o barbotaje. Es el método de lubricacion mds
simple, el cérter estd inmerso en un bafo de lubricante en el que estd inmersa la
parte inferior de una de las ruedas, que por su rotacion proyecta el lubricante sobre
la otra rueda y a través de conductos de lubricacién sobre los cojinetes. En este tipo
de lubricacion el aceite estd continuamente agitado y, por tanto, las impurezas que se
crean y no son eliminadas, circulan continuamente entre los dientes de los engranajes.

Una alternativa a la lubricacion por barbotaje es la lubricacion por inyeccion,
que se utiliza cuando la capacidad térmica del reductor es insuficiente o cuando las
condiciones de velocidad no permiten el otro tipo de lubricacién. En la lubricacién por
inyeccion el aceite se proyecta sobre la zona de engrane por medio de unas pipetas de

inyeccion. Las pérdidas en este tipo de lubricacion se denominan pérdidas windage y
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se atribuyen a las pérdidas debida a la compresion e interaccion de la mezcla de aceite-
aire que rodea a los engranajes y a las pérdidas por arrastre debido a la resistencia del

aire que rodea a los engranajes

La lubricaciéon por barbotaje se utiliza a menudo en cajas de cambio para
transmisiones de automéviles de menor velocidad o en aplicaciones industriales.
Cuando las velocidades de operacion son relativamente altas se utiliza la lubricacién
por inyeccion, al ser la velocidad es significativamente mayor no se permite la
acumulacién de aceite dentro de la caja de cambios y asi se evitan las pérdidas de

tipo oil churnning.

En general, el método de lubricacion determina el tipo de perdida de potencia dom-
inante, aunque existen excepciones. Petry-Johnson [79] demostr6 experimentalmente
que en la lubricacién con barbotaje con bajo nivel de aceite pueden existir significati-
vas pérdidas de tipo windage, debido a que las gotas de lubricante que se desprenden
de los dientes de engranaje debido a las fuerzas centrifugas, crean una fina capa de
aceite que se queda suspendida dentro de la carcasa del engranaje. El efecto de este

aceite aumenta la resistencia de friccion de windage.

Ambos tipos de pérdidas rotacionales implican complejos fendmenos hidrodinami-
cos que son dificiles de describir mediante formulaciones analiticas. Como resultado,
la mayoria de los modelos publicados o féormulas se basan en andlisis dimensional o
en datos experimentales. Esto significa que dichos modelos s6lo serdn véalidos en muy
estrictas condiciones de contorno. Hasta ahora estos fendmenos son conocidos y de-
scritos en el campo de la investigacion de engranajes, sin embargo existe todavia un
debate sobre cudles son los parametros que tienen el mayor efecto sobre este tipo de

pérdidas.

En 2009, Seetharaman [73] examiné los diferentes parametros de disefio para
cuantificar el impacto en las pérdidas rotacionales en la lubricacién por barbotaje.
Los experimentos muestran que el aumento de la velocidad conduce a un aumento
en las pérdidas por friccién. El aumento de la viscosidad a bajas velocidades conduce

a una mayor pérdida, mientras que disminuye las pérdidas para velocidades mas altas,



24 CariTuLO 1. ESTADO DEL CONOCIMIENTO

pero este efecto es bastante limitado. La anchura de los engranajes y la direccion de
rotacién también juegan un papel importante al aumentar la velocidad. La duplicacién
de la anchura puede conducir a un aumento de 100 % de la pérdida de potencia. A
velocidades de hasta 6000 rpm la direccion de rotacion puede amplificar las pérdidas

hasta un 40 %.

En el trabajo publicado en 2010, Stavytsky [85], hace una revision de los modelos
de pérdidas de potencia independientes de la carga. Los investigadores coinciden en
que el modulo del diente tiene poca influencia sobre las pérdidas de tipo oil churnning

y reconocen el importante papel de la velocidad.

Sin embargo, en el estudio mencionado anteriormente [79], Petry-Johnson
demuestra que los cambios en el mddulo del engranaje tienen un gran impacto en
las pérdidas totales, mientras que el ancho de cara es de menor importancia. Es facil
entender que el tipo de mezcla de aceite/aire influye en la compresion entre los dientes

y, por lo tanto, la densidad del aceite tiene un efecto significativo en la eficiencia.

Desde que la lubricacién por inyeccion se utiliza para aplicaciones de alta
velocidad, la velocidad es sin duda el factor mds dominante. Cuando la carga es

pequena, las pérdidas windage dominan la pérdida total de una caja de cambios.

Los modelos mas conocidos sobre pérdidas de tipo oil churnning son vélidos para
casos especificos. Terekhov en 1975 [13] llevo a cabo numerosos experimentos con
lubricante de alta viscosidad (200-2000 Cst), baja velocidades de rotacién y engranajes
con médulo de 2 a 8 mm. La expresion analitica que propone se basa en el andlisis
dimensional y difiere de acuerdo con el régimen de flujo. La investigacion llegd a
la conclusiéon de que las pérdidas son independientes de la geometria del diente y
s6lo dependen débilmente de la viscosidad del lubricante. Lauster y Boos (1983)
[22] utilizan un enfoque similar pero para el caso especifico de una transmision
de camiones. Adoptan la misma ecuaciéon que Terekhov, pero alteran uno de los
coeficientes al correlar las formulas con sus propios experimentos. Changenet [15]
llevaron a cabo los mismos experimentos, ya que dudaban de la insignificante

influencia de los médulos. Finalmente utilizan la misma ecuacién para el cdlculo de las
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pérdidas, pero la investigacion dio como resultado una nueva expresion del coeficiente
correlado por Lauster y Boos.

Con respecto a los modelos mas utilizados para el célculo de las pérdidas por
windage, Dawson [64, 65] propone una ecuacién que se basa en una formulacién
empirica obtenida a través de una serie de experimentos a baja y media velocidad.
Handschuh [68] centré su investigacion en engranajes helicoidales a alta velocidad,
llegando a la conclusion de que las pérdidas por windage es la fuente mas dominante
de pérdidas de energia en aplicaciones a alta velocidad y baja carga. También examina
el efecto de la rugosidad y hace evidente que su influencia no puede ser despreciada.
Petry-Johnson [79] propone una ecuacién con un minimo de pardmetros, pero no
reconoce la influencia del médulo sobre las pérdidas, por consiguiente, no alcanza

una buena estimacién para la mayoria de los casos.

1.4.2. Pérdidas mecanicas

Las pérdidas mecanicas se componen de pérdidas por deslizamiento y pérdidas por
rodadura.

Las pérdidas por deslizamiento se deben a por las asperezas de las superficies
en contacto y el cizallamiento del fluido. Su valor instantdaneo es una funcién de la
velocidad de deslizamiento y la fuerza de friccion, mientras que la fuerza de friccion es
una funcién de la carga instantdnea del diente y el coeficiente instantdneo de friccion.
La magnitud de la velocidad de deslizamiento depende de la posicién de contacto a
lo largo de la linea de contacto y se define como la diferencia entre ambos vectores
de velocidad de los engranajes. Estas pérdidas son la principal fuente de pérdidas
mecdnicas.

Las pérdidas por resistencia de rodadura resultan de la resistencia del fluido viscoso
a la rodadura en la zona de contacto de engrane de los dientes. Cuando los dientes
engranan, una pelicula de lubricante elastohidrodindmica se produce entre los dientes
en contacto. La pérdida de rodadura se define como el producto de la fuerza de friccién

de rodadura y la velocidad media de los engranajes. En la mayoria de los casos, este
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tipo de pérdidas se consideran secundarias y se desprecian.

Las pérdidas mecdanicas son mds faciles de modelar que las debidas a efectos
rotacionales. La geometria de los engranajes juega un papel muy importante, ya que
tiene un impacto directo sobre la velocidad y la direccién de la carga. El coeficiente
de friccion viene determinado principalmente por el lubricante, la rugosidad de los

engranajes, la carga y la geometria de los engranajes en contacto.

Durante més de un siglo, pero especialmente durante los ultimos cuarenta afios,
el interés de muchos investigadores se ha centrado en el andlisis de este tipo de
pérdidas y en la determinacién del coeficiente de friccion; por lo que se pueden
encontrar numerosas publicaciones acerca de este tema, que se pueden agrupar
segln tres enfoques diferentes. Algunos autores se han centrado en la medicién
directa de la eficiencia sobre engranajes reales o mediante resultados experimentales
sobre bancos de ensayos. Otra serie de autores ha realizado una prediccién de la
eficiencia basandose en coeficientes de friccion constantes o empiricos. Un ultimo
grupo de investigaciones estdn basadas en la prediccion analitica de la eficiencia
mediante el célculo de coeficiente de friccion utilizando un modelo de lubricacién

elastohidrodinamica (EHL).

Los modelos més simples de eficiencia de engranajes disponibles en la literatura
técnica [29, 21, 26, 81, 25, 91] toman como hipdtesis un coeficiente de friccion
constante y una distribucion de carga uniforme a lo largo de la trayectoria de contacto.
Ninguna de las dos hipétesis es realista, sin embargo estin justificados por los altos
niveles de eficiencia que posee una transmision de engranajes y porque en el pasado
no se requerian calculos demasiado precisos. Sin embargo, los errores inducidos por
suponer una distribucién de carga uniforme puede llegar a ser altos, en particular, si
los errores se expresan en términos de pérdidas de potencia. El enfoque de suponer un
coeficiente de friccién constante, aunque puede resultar ttil como modelo preliminar
para comprender los efectos de la geometria del engranaje en la pérdida de potencia,

no tiene en cuenta varios parametros que afectan a un contacto tipico de engranajes.

Ciertos estudios experimentales [80, 81, 17, 78] se han centrado en la medicion de
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las pérdidas de energia de los sistemas de engranajes, demostrando que las pérdidas
de potencia en un engranaje estan influenciadas por un gran nimero de factores, como
el método de lubricacién y los parametros del lubricante, la velocidad de operacion,
las condiciones de carga y temperatura, la rugosidad de las superficies en contacto,

asi como diversos pardmetros de disefio de los engranajes.

Otra serie de estudios adoptaron un modelo de contacto més simple, empleando un
par de discos cilindricos (twin-disks) para medir el coeficiente de friccion, bajo unas
ciertas condiciones simulan el contacto entre dos engranajes, y obtuvieron férmulas
empiricas del coeficiente de fricciéon como funcién de un gran nimero de pardmetros,
como las velocidades de deslizamiento y rodadura, pardmetros relacionados con
la carga por unidad de longitud o la presion de contacto, la rugosidad de las
superficies en contacto, la viscosidad del lubricante y los radios de curvatura de
las superficies en contacto. Dichas férmulas son muy conocidas en la actualidad y
ampliamente utilizadas, tales como la obtenida por Misharin [93], Benedict y Kelley
[27], O’Donoghue y Cameron [50] y Drozdov y Gavrikov [94]. Sin embargo, las
velocidades de deslizamiento incluidas en estas férmulas empiricas son normales a
la linea de contacto y uniformes a lo largo de ella, puesto que en el contacto entre dos
discos no hay deslizamiento en la direccion de la linea de contacto; por consiguiente,
estas férmulas basadas en experimentos de doble disco pueden aplicarse al contacto
entre un par de engranajes rectos pero no se pueden utilizar en otro tipo de engranajes,

como los helicoidales.

Otro enfoque es incluir, directamente, el comportamiento de lubricacién
elastohidrodindmica en el modelo. Xu [89] propuso una metodologia para la prediccion
de la eficiencia mecénica basada en la EHL utilizando el modelo dado por Cioc
[16] para predecir el coeficiente de friccion para cada combinacion de pardmetros
de contacto considerada, y aplicd un andlisis de regresion lineal para la obtencién de
una unica formula del coeficiente de friccion. Esta formulacién incluye pardmetros
importantes como las velocidades de rodadura y de deslizamiento, los radios de

curvatura, la viscosidad del lubricante y la rugosidad de las superficies. En 2009,
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Vaidyanathan [86] propone una metodologia para la medicién tanto de las pérdidas
dependientes de la carga como las independientes. Realiza una serie de experimentos
en los cuales mide las pérdidas de potencia a varias velocidades de rotacion y valores
de par sobre un conjunto de engranajes helicoidales con diversos médulos, dngulos de
presion y angulos de hélice, lubricados mediante inyeccion.

Los estudios de eficiencia en engranajes HTCR que se pueden encontrar en la
literatura técnica son bastante escasos. En 1984, Anderson realizo un estudio para
la NASA [62] sobre la influencia de la modificacion de la altura del diente y de
la distancia entre centros, y el efecto que tenia sobre la potencia perdida. Este
estudio concluy6 que este tipo de engranajes pueden reemplazar a los engranajes
convencionales con un incremento modesto de la energia perdida a pesar del aumento
que conllevan estos engranajes en las velocidades de deslizamiento. La mejor manera
de conseguir altos grados de recubrimiento transversal es disminuyendo el dngulo de
presiéon y aumentando el adendo de los dientes, lo que conlleva un aumento de la
potencia perdida.

En 2003 [74], Mohanty sugiere un método analitico para calcular la distribucién de
carga de dientes de alto grado de recubrimiento transversal durante el ciclo de engrane.
Con este método estudia la influencia sobre el deslizamiento del aumento del grado de
recubrimiento a través del incremento del adendo de los dientes. Comprueba que, con
grados de recubrimiento menores y con el aumento del adendo, el deslizamiento en
este tipo de engranajes se incrementa.

En 2007 Basan [67], realizé un andlisis sistematico de diversas combinaciones
de parametros geométricos de engranajes HTCR con el fin de establecer una base
para la cuantificacion de la influencia del angulo de presion normal y el adendo del
diente sobre las tensiones en la base del diente y establecer la cuantia de las pérdidas
por friccion debido al deslizamiento entre los perfiles de los dientes que engranan.
Los resultados obtenidos demuestran que a través de una eleccion Optima de estos
parametros se puede mantener el grado de recubrimiento transversal y conseguir,

incluso, una disminucién de la tension de flexion y las pérdidas por friccion.



Capitulo 2

Geometria del perfil de evolvente

En el presente capitulo se van a estudiar los engranajes con geometria de perfil de
evolvente, sus relaciones geométricas y de funcionamiento. Las relaciones geométricas
dependen de las propiedades de la herramienta de tallado y de su posicion relativa
respecto del cilindro tallado. Por el contrario, las relaciones de funcionamiento
dependen no sélo de la geometria de ambas ruedas por separado, también del tipo

de transmision que forman.

Se comenzara el capitulo definiendo las propiedades de la curva evolvente de
circunferencia, asi como la generacion de este perfil y sus ecuaciones paramétricas.
A continuacion se analizard la geometria de la rueda tallada a partir de los parametros
geométricos de la herramienta que la talla. El estudio se restringird al tallado mediante

cremallera.

A continuacién se determinardn las ecuaciones del perfil del diente que la
herramienta genera en el tallado, tanto por encima del radio de base, cuyo perfil
corresponde a la ecuacion de una curva evolvente, como por debajo del mismo, el cual
corresponde a una curva denominada trocoide. Ademas se presentardn los principales
problemas que surgen durante el tallado: penetracion y apuntamiento. Posteriormente
se tratard el engrane de ruedas con dentadura de perfil de evolvente, definiendo
los conceptos de intervalo de contacto, grado de recubrimiento y condicion de no

interferencia.

29
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Por ultimo, se analizaré el fenémeno de la penetracion de engranajes, estableciendo
las condiciones a partir de las cuales ésta puede aparecer y analizando, posteriormente,
el caso particular de transmisiones con engrane en vacio.

Se aborda inicialmente el estudio de engranajes rectos para, a continuacion,
generalizar al caso de engranajes helicoidales, considerdndolos como una sucesion
de infinitos engranajes rectos de espesor diferencial. Cada uno de estos infinitos
dientes rectos de espesor diferencial estard en contacto en un punto de radio diferente
a los anteriores y posteriores, por lo que dicho radio de contacto, y por tanto, el
correspondiente potencial de deformacion serd diferente para cada punto de la linea

de contacto.

2.1. La evolvente de circunferencia

La evolvente de circunferencia se define como el lugar geométrico de los puntos
de un plano que verifican que la tangente por ellos a una circunferencia, llamada
circunferencia de base, define un punto de tangencia que dista del punto considerado
una distancia igual a la longitud del arco de la circunferencia base limitado por el punto
de tangencia y uno dado de la circunferencia. Es decir, en la figura 2.1, los puntos P de
la evolvente cumplen que la distancia QP es igual al arco QP,.

El punto P, es el punto de la evolvente a partir del cual se inicia la misma y se
le denominara origen de evolvente. El perfil de evolvente puede ser generado por un
punto P de una recta que rueda sin deslizar sobre la circunferencia de base de radio ry,
llamado radio de base.

Si se definen unos ejes cuyo origen de radios esta en el centro de la circunferencia
de base, y su origen de dngulos en la recta que pasa por el origen de radios y el origen
de evolvente, las ecuaciones paramétricas de cualquier punto P de la evolvente en

coordenadas polares vienen dadas por las ecuaciones:

p=Arf+r>=r,V1+6 (2.1)

0
ﬁ:Q—arctgrL:Q—arctgH (2.2)
rp



2.1. LA EVOLVENTE DE CIRCUNFERENCIA 31
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Fig. 2.1: Evolvente de circunferencia.

donde r;, es el radio de base, y 6 es el dngulo que abarca el arco de circunferencia
limitado por el origen de la evolvente Py y un punto cualquiera de la circunferencia de

base Q.

Se puede demostrar [37] que la tangente a la evolvente en un punto es paralela al
radio del punto de la circunferencia de base que define el punto de la evolvente; por
consiguiente la normal a la evolvente coincidird con la normal al radio, y por tanto
con la tangente de la circunferencia, de modo que se puede decir que la normal a una
evolvente en un punto de la misma es siempre tangente a la circunferencia de base,

como se observa en la Fig. 2.1.

El radio de curvatura de la evolvente en un punto es igual al arco de la
circunferencia de base entre el origen de la evolvente y el punto de la misma que
define el punto considerado del perfil [37]. Entonces, si se tiene presente la definicion
dada de la evolvente, se concluye que el radio de curvatura de la evolvente en un punto
es igual a la distancia del mismo al punto en que la normal por él es tangente a la

circunferencia de base
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2.1.1. Longitud de la evolvente entre dos puntos

Si se toman como partida las ecuaciones paramétricas de la evolvente y se deriva

respecto del pardmetro 6, se obtiene:

0
dp =1, 6 (2.3)
V1 + 62
dg=11 ! dg = & do 2.4)
B 1+ 62 1+ 62 '

empleando la expresion del elemento diferencial de curva en coordenadas polares

2

1+ 62

+r3(1 + 6%

dP =dp*+p*dp* =1} —
p p ﬁ rb (1 + 92)2

)d%:&#d# (2.5)

dl=r,60d6 (2.6)

lo que permite expresar la longitud de la evolvente entre dos puntos de dos maneras

diferentes
- en funcién del dngulo 6 de cada punto

m:%dW) 2.7)

T,
l=5 -6 (2.8)

- en funcion de los radios polares de cada punto

= _1 (2.9)
7
2 1 2
d(©) = =d (") (2.10)
b
de manera que
1
dl=—d(? (2.11)
2 ry
I= == (2= p}) 2.12)
2 rp 2 !
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Fig. 2.2: Geometria de la herramienta de tallado.

2.2. Tallado de ruedas dentadas con cremallera

Los dientes de perfil de evolvente se pueden tallar mediante herramientas de perfil
rectilineo, en las que la herramienta de corte avanza a medida que la rueda gira sobre
su centro. De entre los diversos tipos de tallado de engranajes por generacion, se
estudiara el tallado con cremallera, en el cudl la herramienta tiene forma de cremallera
y su modulo va a ser el mismo que el del engranaje a tallar. El movimiento de corte de
la herramienta es un movimiento de vaivén en la direccion del eje del cilindro base para
engranajes rectos y para engranajes helicoidales con un determinado dngulo respecto
del eje. Con este método se generan las dos caras del diente simultdneamente. Ademds
existe otro movimiento, en donde la rueda que se quiere tallar se mueve como si
estuviera engranando con la superficie generadora, por consiguiente, el perfil obtenido
en la rueda serd un perfil conjugado del de la superficie generadora, o sea, un perfil de

evolvente.

2.2.1. Geometria de la cremallera

Las herramientas de tallado estan definidas a través de una serie de variables
geométricas que permiten, seguin sus valores, su clasificacion y distincion.

La figura 2.2 muestra la geometria de una herramienta de tallado cualquiera. A
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continuacion se definirdn cada una de las variables geométricas que en ella aparecen.

Los flancos de los dientes de la cremallera son de perfil rectilineo y si tienen la misma

inclinacion con la direccion del eje de simetria del diente se generan dientes simétricos.

ey

2)

3)

)

(&)

(6)

Linea de referencia. Se llama linea de referencia 6 linea primitiva a la recta
trazada siguiendo la direccion del eje longitudinal de la herramienta, a una altura
tal, que su interseccion con las rectas que forman los flancos de los dientes
determina en ella segmentos que representan el espesor de los dientes y de los
huecos, o intervalos entre dientes, de forma que el segmento correspondiente al

espesor del diente sea igual al del hueco.

Angulo de presion. El dngulo que forman los flancos de los dientes con la
perpendicular a la linea primitiva, es lo que se conoce como angulo de presion

de la herramienta, «,,.

Paso circular. El paso circular, p, se define como la distancia sobre la linea de
referencia entre dos puntos semejantes de dos dientes consecutivos. Esta misma

distancia se hace igual a 7 por el médulo, de forma que, de la Fig. 2.2:

p=mn (2.13)

Modulo. El médulo es un factor de escala del tamaiio, y representa la unidad del
sistema de engranajes normalizados. El modulo es el indice del tamafio de los

dientes en el Sistema Internacional.

Adendo (altura de cabeza) y dedendo (altura de pie). La altura de cabeza,
conocida por adendo, A,, segiin la nomenclatura utilizada por ISO, es la distancia
desde la linea primitiva al plano de cabeza de la cremallera. Se convertird en la
altura de pie del engranaje generado. La altura de pie de la cremallera, conocida
como dedendo, A, segin la nomenclatura utilizada por ISO, es la distancia desde

la linea primitiva al plano de pie de la cremallera.

Radio de acuerdo de cabeza. El radio de acuerdo en la cabeza, también llamado

radio de cabeza de la herramienta, esta limitado por los pardmetros anteriores, es
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decir, d&ngulo de presion, adendo y dedendo: para que no haya apuntamiento de

la herramienta, es decir, que tenga un espesor mayor que cero, se ha de cumplir

que:
% — hgotga,
rp S ————————Cosa, (2.14)
1 -senq,
7% o tg @y = 0 (2.15)
m
hao < 2.16
4tga, (2.16)

Teniendo en cuenta esto, las principales agencias de estandarizacién y disefio,
AGMA (American Gear Manufacturers Association) e ISO (International Organization
for Standardization) han adoptado como herramientas normalizadas mas usuales las

mostradas en las Tablas 2.1y 2.2.

a, | h, | hg ry

Herramienta 1 | 25° | 1,0 | 1,25 | 0,30
Herramienta 2 | 20° | 1,0 | 1,25 | 0,30
Herramienta 3 | 20° | 1,0 | 1,40 | 0,35
Herramienta4 | 25° | 1,0 | 1,35 | 0,24
Herramienta 5 | 20° | 0,8 | 1,00 | 0,30

Tabla 2.1: Herramientas normalizadas AGMA

a, h, | hy ry

Herramienta 1 | 20° 1,0 | 1,25 | 0,25
Herramienta 2 | 20° 1,0 | 1,25 | 0,38
Herramienta 3 | 20° 1,0 | 1,35 | 0,30
Herramienta 4 | 20° 1,2 | 1,50 | 0,30
Herramienta 5 | 22,5° | 1,0 | 1,25 | 0,40
Herramienta 6 | 22,5° | 1,0 | 1,25 | 0,32

Tabla 2.2: Herramientas normalizadas ISO
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Se puede comprobar que estas herramientas cumplen las limitaciones anteriores. El
adendo, el dedendo y el radio de acuerdo de la cabeza que figuran en la tabla coinciden
con las dimensiones reales de los engranajes o cremalleras cuando el médulo tiene por
valor la unidad. Para los restantes casos, habrd que multiplicarlas por el médulo del

engranaje correspondiente.

2.2.2. Circunferencia primitiva

El tallado se lleva a cabo de forma que mientras la rueda va girando alrededor
de su centro, la herramienta de tallado se desplaza de manera que una circunferencia
de la rueda, llamada circunferencia primitiva, rueda sin deslizar sobre un plano de la
herramienta, al que es tangente en todo momento.

El radio de esta circunferencia primitiva, para el caso de engranajes rectos,
vendrd dado por:

z
r, = ’% (2.17)

donde Z es el numero de dientes del engranaje.
Se conoce como radio de base de un engranaje, r,, al radio de la circunferencia a

partir de la cual se generan las evolventes que forman los dientes en el mismo:

nZ
Iy =1, Co8Q, = mT Ccos @, (2.18)

2.2.3. Ruedas helicoidales y con desplazamiento

En ruedas helicoidales, la herramienta incide sobre el cilindro a tallar, de forma que
sus caras frontales forman un angulo con las generatrices de dicho cilindro, Fig. 2.3,
conocido como angulo de hélice, el cual se designard por 5. Cada cara perpendicular al
eje de la rueda, llamada seccidn frontal o transversal del engranaje helicoidal, serd un
engranaje recto de espesor diferencial, que estara desplazado un angulo, también

diferencial, respecto al anterior.
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Fig. 2.3: Tallado de un engranaje cilindrico helicoidal.

De acuerdo con la Figura 2.3, la seccion frontal corresponde a un engranaje recto

que hubiese tallado con un dngulo de presion:
L

cosp_ 1 L _tga,
H cos H B cosf

tga; =

y un médulo:
m

m, =
cosf

(2.19)

(2.20)

Por tanto, para el estudio del engranaje helicoidal, se podrd considerar éste como

una sucesion de engranajes rectos de espesor diferencial, tallados con estos valores del

modulo y del dngulo de presion m;, y a; a los que se designard por modulo y angulo de

presion en la seccidn frontal, respectivamente. En engranajes rectos, a; es igual a @, y

m, igual a m.

El radio primitivo del engranaje helicoidal, es decir, el radio en el que se produce

rodadura sin deslizamiento respecto de la herramienta durante el tallado vendra dado

por:
mZ  m,Z
P2 7 2cosf

(2.21)
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/\

X= ,o x=03

Fig. 2.4: Efecto del desplazamiento en la forma del diente.

que no es mas que una generalizacion de la ecuacién 2.17 obtenida anteriormente para

engranajes rectos.

De igual manera, se puede generalizar la expresion del radio de base obtenida para

engranajes rectos (Ec. 2.18), para su uso para engranajes helicoidales:

m,Z
2cosf

Fp =1, COSQ = COS @, (2.22)

En lo sucesivo, se sustituird m, (modulo normal) por m, que coincidird con el

modulo de 1a herramienta de tallado.

Se denomina desplazamiento de la herramienta a la distancia entre el plano
primitivo de la misma y la circunferencia primitiva de la rueda durante el tallado.
En consecuencia, una rueda sin desplazamiento se talla con el plano primitivo de la
herramienta situado a una distancia del centro de la rueda igual al radio primitivo de

ésta.

En general, el desplazamiento se expresa como un nimero de veces el mddulo,
y a ese ndmero, que se representard por x, se le conoce como coeficiente de
desplazamiento o simplemente desplazamiento. El desplazamiento se entendera como
positivo cuando la herramienta se aleja de la rueda y como negativo en caso contrario.
Asi mismo, es bastante intuitivo el hecho de que un desplazamiento positivo da
lugar a un diente mas ancho en la base, y por tanto mas robusto, mientras que un

desplazamiento negativo genera un diente mas delgado y débil, Fig. 2.4.



2.2. TALLADO DE RUEDAS DENTADAS CON CREMALLERA 39

B Sentido de tallado

/

i
a@c@

A0
Centro v

Instantaneo de
Rotacion

Linea
primitiva

Fig. 2.5: Centro instantdneo de rotacién durante el proceso de tallado.

2.2.4. Generacion de un perfil de evolvente mediante una her-

ramienta de perfil de corte recto

Puesto que en el proceso de tallado, a lo largo de la circunferencia primitiva
de la rueda, tiene lugar un movimiento de rodadura sin deslizamiento entre rueda
y herramienta, el punto de dicha circunferencia tangente al plano primitivo de la
herramienta en cada instante, Fig. 2.5, serd el centro instantdneo de rotacion del
movimiento relativo entre rueda y herramienta. El punto generado por la herramienta
en cada instante es aquel que tiene velocidad relativa con componente normal a ambas
superficies de contacto nula.

El lugar geométrico de los puntos de generacion serd la linea perpendicular al filo
de la herramienta, en cada instante, y que pase por el centro instantdneo de rotacion.
Como el dngulo «, es constante, dicho lugar geométrico serd una linea recta que
permanece fija en el espacio y que se denomina linea de presion.

La figura 2.6 describe el movimiento de la herramienta durante el tallado. En ella
el sistema de ejes coordinados X; e Y; se desplaza solidario a la rueda.

El primer punto generado por la herramienta, denominado a, coincide con la
interseccion entre la linea de presion y la circunferencia de cabeza de la rueda,
quedando la posicién de ésta ultima, en dicho instante, definida por la posicién O del

eje X.
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El dltimo punto del perfil evolvente, denominado b, vendra determinado por la
interseccion entre la linea de presién y una posicion del eje X que haga que ambas
rectas sean perpendiculares. Este punto determina la circunferencia de base de la rueda
y la distancia desde dicho punto al centro de la rueda es el radio de base, 7.

Considerando un instante cualquiera del tallado, se tendrd que la herramienta
genera en dicho instante un punto P del perfil del diente sobre la linea de presion y
la posicion de la rueda queda definida por la posicién 1 del eje X solidario a ella.

Supdngase ahora que la rueda pasa a ocupar la posicion definida por el instante 2
del eje X tras un giro ¢, alrededor de su centro. La herramienta se desplazard hacia
la izquierda una distancia r, 6;, debido al movimiento de rodadura sin deslizamiento
y su perfil, que en el instante 1 estaba sobre el diente generando el punto P, pasard a
situarse sobre el punto b que corresponde al punto final de la evolvente.

Como se observa en la figura 2.6, la distancia entre los puntos P y b puede
expresarse como:

ry 61 = r, 6, cosa; (2.23)

Por tanto, pueden escribirse las coordenadas polares de un punto cualquiera P
del perfil generado por la herramienta en funcién del angulo 6. Esto proporciona las

ecuaciones de una curva evolvente, tal y como se obtuvieron en el capitulo 2.1:

p= A+ = V1 + 6 (2.24)
rbH

B=60—-arctg— =6 —arctgh (2.25)
Tp

Queda demostrado, por lo tanto, que el perfil generado por el flanco recto de
la herramienta de tallado por encima de un radio r, cosa, es una evolvente de

circunferencia.

2.2.5. Ecuacion del perfil en la base del diente

Los puntos de la zona redondeada de la cabeza de la herramienta generan un perfil,
denominado trocoidal, que no es de evolvente, cuyas ecuaciones se determinan en este

apartado. Se demostrard que los puntos de la parte recta de la misma que intentaran
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Fig. 2.6: Generacion del perfil de evolvente mediante herramienta de flanco recto.

tallar por debajo del radio de base, no generan perfil, sino que son siempre eliminados
por algun punto de la cabeza de la cremallera. El desarrollo se realizard para el caso de

ruedas helicoidales talladas con herramienta con acuerdo de cabeza.

Las secciones frontales de un engranaje helicoidal son talladas por secciones de la
cremallera cuyo acuerdo de cabeza se transforma de una circunferencia a una elipse,
cuyo semieje vertical vale r y su semieje horizontal r/ cos 5. Durante el tallado existe
rodadura sin deslizamiento en el punto de tangencia de la circunferencia primitiva

de la rueda con el plano horizontal de la herramienta que es tangente a ella. Por
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consiguiente, este punto es el centro instantdneo de rotacién del movimiento relativo,
y en consecuencia, el punto del acuerdo que talla en un instante dado es aquel cuya

normal a la elipse de cabeza pasa por el punto de rodadura.

mx

Seccion normal

mry Cos ¢
cos

1
tg i

mr; Cos ¢
cos B

m(h,y-x-r.+r; sen ¢) =B

mry
cos a,,cos f3

Seccion frontal

<]
an
=
o
;Tl‘q
%
S 0
<= =]
E 3 &
g E
5}
Q
| SELE
. S o
(5]
os«ﬂo
= 0 o 2
A S b B

herramienta que
genera perfil

Pto. de la
evolvente

Fig. 2.7: Determinacién de las ecuaciones del perfil de trocoide.
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Se define una variable denominada ¢ que determina el punto de la herramienta
que talla la trocoide, es decir, el punto caracterizado por ¢ estard contenido en una de
las secciones normales de la herramienta, sobre la cual el acuerdo tiene una forma de
circunferencia. ¢ es precisamente el dngulo que forma el radio de esa circunferencia
por el punto considerado con la recta primitiva de la herramienta en la seccion
considerada, es decir, con una recta horizontal. El rango de variacion de ¢ en los puntos
del acuerdo es de @, a /2, tal y como se muestra en la Fig. 2.7

Con la variable ¢, se pueden formular las ecuaciones de la elipse de cabeza como:

r
osf
Yy =1y, seng = ry sen¢y (2.27)

X =7, COSp = cos ¢ (2.26)
c

A partir de las ecuaciones de la elipse de cabeza, se puede obtener el angulo que

forma la normal a dicha elipse con una recta horizontal:
rp seng
dx cos3 tgy

g dy rpcosg cosf (2.28)

Teniendo en cuenta la Fig. 2.7, el radio r del punto de la base del diente que esta
siendo tallado, es decir, el punto generado en cada instante por el flanco curvo de la

herramienta vendrd dado por:

1 2
tg_/lm(hao —X—ry+rysen (,0)] (2.29)

2
r= \/[rp —m(hao—x—rf+rfsen(p)] +

o si tenemos en cuenta la Ec. 2.28:

cosf3
gy

2
m(hgo — X —rp + rpsen go)] (2.30)

2
r= \/[rp—m(hao—x—rf+rfsen<p)] +

En cuanto a la coordenada S del punto de generacion del perfil de trocoide, vemos
que:

B=0-la,—¢el=0-a,+¢ (2.31)

Para determinar el valor del dngulo &, es necesario definir previamente una serie de

variables que simplifican notablemente las ecuaciones:

B =m(hy — x—ry +71r5€n¢) (2.32)
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(2.33)

A partir de las ecuaciones 2.28, 2.32 y 2.33, se obtiene un nuevo parametro A:

B cosf cos ¢
A= ——-C=m(hygy—x—rr+rrsen —
2l m(hg — x—rp+ry ©) o mry cos 8

(2.34)
Se observa facilmente que la tangente del dngulo € se puede expresar como:

1
A m(ha — X — 1y +rysen (,o)tg—/1
tge = = (2.35)

rp—A  r,—=m(hyg —x—r+7rsenep)

Por otro lado, de la Fig. 2.7 obtenemos:
6 + m(h Yiga, + — L A
r mhygy —x—r o+ —

b 0 1) cos a, cosfB

tga, = (2.36)
rp

y despejando de la Ec. 2.35 obtenemos:

b tey Mo =X =Pt mry A (2.37)
=g r rpCOS@, Cosf3 1, .

y finalmente:

. m(hq — x — rp)tga; mry
ga; — ‘ - ' -
rp r, CoS @, cos 3

COS

=
Il

_a/t+

cosf3

m(hyy — X —rp+ rysengp)—-—
S S tg

m(hq — X — 1y + ryseng)
Fp

+

arct
£ rp —m(hy — X —rp + rpseng)

(2.38)

ecuacion que, junto a la Ec. 2.30, constituyen las ecuaciones paramétricas del perfil del

diente en la base, que corresponden a las de una curva trocoide.

2.2.6. Fenomeno de penetracion

Durante el tallado, el filo recto de la herramienta va generando el perfil evolvente

desde la circunferencia de cabeza hasta la circunferencia de base, arrancando el
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Fig. 2.8: Caso limite de engranaje sin penetracion.

material que se encuentra por debajo del punto de generacion. Por otro lado, el filo
circular de la herramienta va generando el perfil trocoidal desde donde termina el perfil
de evolvente hasta la circunferencia de pie, donde ¢ = m/2. El punto donde se unen
evolvente y trocoide se denomina entronque.

En el caso de que no haya penetracion el entronque entre la trocoide y la evolvente
se produce con la misma tangente, es decir, se describe una trayectoria continua sin
puntos angulosos. En el momento que talla el punto de entronque de la herramienta se
han de encontrar ambas envolventes; por un lado la envolvente de las trayectorias de
los puntos de cabeza (trocoide) y por otro lado la envolvente de los puntos de la cara
recta. Por ser envolventes, han de ser tangentes a la trayectoria del punto de entronque,
por lo que la tangente ha de ser comun (Fig. 2.8).

En el caso de que se produzca penetracion esto no ocurre, pues las dos
envolventes se encuentran en un punto que no se tallé simultineamente, es decir, se
producird cuando el punto E de la herramienta se encuentre por debajo de la horizontal
correspondiente al punto b, en el cual, el filo circular de la herramienta arranca parte
del perfil evolvente generado previamente, Fig. 2.9.

En los engranajes de perfil de evolvente, el fendmeno de la penetracion del diente
por la cremallera durante el proceso de generacion, estd influenciado principalmente
por el numero de dientes y el angulo de presion.

La penetracion en el proceso de tallado es una circunstancia no deseable, al menos



46 CAPIiTULO 2. GEOMETRIA DEL PERFIL DE EVOLVENTE

Sentido de tallado
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Fig. 2.9: Engranaje con penetracion.

por encima de ciertos limites, ya que debilita la base del diente, justamente en el punto
donde las tensiones que se producen cuando el engranaje esta cargado, son mayores.

La condicién de no penetracion, puede escribirse en la forma:

Fp+mx—mhg+mr;—mrysena, > r,cos” a, (2.39)
Iy sen’a, + mx —mhg +m re(l1 —sena,) > 0 (2.40)
Z
m—senza/t+mx—mha0+mrf(l —sena,) > 0 (2.41)
2cosf

A partir de las ecuaciones anteriores se deduce la expresion de la condicion general de

no penetracion:
Z sen’ a,
2cosf

que puede ser igualmente expresada como una condicién de nimero minimo de dientes

+x—hg +ri(1-sena,) > 0 (2.42)

del engranaje:
2[hq — x — 1r¢(1 — sena,) cos 8]

Z> 5 (2.43)
sen” a,
o bien como condicién de minimo desplazamiento:
Z sen’ a,
> hy—ri(l-sena,) - ———— 244
x 0= 1( @) 2cosp (2.44)

Utilizar valores del desplazamiento y nimero de dientes de acuerdo con las
expresiones anteriores, que no permiten en absoluto penetracion, constituye un

excelente criterio de disefio. No obstante, condicionado por las altas relaciones de
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transmisién a emplear, en la prictica es admisible una cierta penetracion, siempre
que no se rebasen valores que debiliten en exceso el diente. El fenémeno de la
penetracion, siempre relacionado con un debilitamiento de la seccién en la base, puede
llevar asociado otros efectos mediante una conveniente seleccion de los pardmetros
de disefio, como el aumento del grado de recubrimiento, con el consiguiente aumento
de la longitud de contacto efectiva y la consecuente disminucion de las presiones, por
lo que pueden existir casos particulares en que dicho fendmeno pueda ser tolerado e

incluso beneficioso [44].

2.2.7. Espesor del diente. Condicion de no apuntamiento

Cuando una herramienta talla una rueda con un desplazamiento x, la circunferencia
primitiva del engranaje rueda sin deslizar sobre el plano situado a una distancia m x por
debajo del plano primitivo de la herramienta.

El espesor de la herramienta en este plano de rodadura seré:

Tm,
2

e= —2mxtgat:ﬂ—2mxtga, (2.45)

2cosf

Puesto que durante el tallado en este plano se tiene rodadura sin deslizamiento,
dicho espesor coincidird con el hueco a una distancia r, del centro, medido sobre la
circunferencia primitiva. Por consiguiente, segin se observa en la Fig. 2.10, el angulo

abarcado por el diente a un radio r, sera:

mm
—2mxt
2 e 2m  2cospf mEE 2r m  4xtga,cosf
Yp= 5 ——=— - == -+ — (2.46)
zZ r, Z mZ zZ Z Z
2cospf
o 4x
Yp = z + 7 tg o, (247)
Segun la figura 2.10 resultara:
Y+28=y,+28, (2.48)

Yy=v,+2B,-28 (2.49)



48 CAPIiTULO 2. GEOMETRIA DEL PERFIL DE EVOLVENTE

2n/Z

Fig. 2.10: Espesores angulares del diente.

pero, puesto que tanto r y 8 como r, y 8, verifican la ecuacion de la evolvente, se

{2 ,2
B =6-arctgf = r—z—l—arctg r_2_1 (2.50)
" "
r 1 1
Bp= |7 —1—arctg -1= s— — 1 —arctg s——l=tga -«
r; r COs” cos? @,

(2.51)
Siendo 3, el dngulo 5 para el punto P del perfil que se sitia sobre la circunferencia

obtendra:

Ll

>

primitiva, es decir, a una distancia del centro igual al r,,. Sustituyendo en la Ec. 2.49,

se obtendra:

m 4x /”2 f’"z
7:2+?tgan+2(tgaﬁ—%)—2[ r_l%_l_arCtg r_l%_l] (2.52)

Esta expresion del espesor angular de un diente a un radio cualquiera refleja que
dicho espesor disminuye a medida que aumenta el radio. Esto quiere decir que existe
un valor maximo, para el radio de cabeza de la rueda designado por r,,, a partir del
cual se eliminaria todo el material durante el tallado. La condicién de no apuntamiento

absoluto es:

4x F'ou out
+ —tga, +2(tga; —a;) —2 — 1 —arctg -11>0 (2.53)
Z ri ri

No obstante, no es conveniente llegar a un espesor nulo en la punta del diente, por

NI=

lo que, por ejemplo, AGMA recomienda que dicho espesor no sea inferior a 0.3 veces
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el mddulo, es decir

n 4x /r%m r2. 0,3m
2+7tgan+2(tga,—af¢)—2[ r—i—l—arctg r_l%_l > . (2.54)

Para ruedas sin desplazamiento el radio de cabeza nominal vale:

Youw = Fp+ma (2.55)

2.2.8. Angulo de hélice a un radio cualquiera

Si sobre un diente helicoidal se traza la curva que une todos los puntos situados a
una distancia r del eje de la rueda, es decir, se toma en cada seccion frontal el punto
del perfil situado a una distancia r del centro, se obtiene una hélice. Pero el dngulo de
dicha hélice varia con r.

El angulo de hélice a un radio cualquiera vendra dado por:

-
tgBr = . tg By (2.56)

siendo S, el angulo de hélice en la base. Logicamente, para el caso del radio primitivo,
en angulo de hélice para dicho radio no serd otro que el dngulo de hélice S, es decir,
B, = B. Por consiguiente, particularizando la ecuacion anterior para el radio primitivo

se obtiene:

.
tgf="Ltghy = tgBs
rp

COoS ;

tg By = tg S cos a; (2.57)

2.3. Engrane de ruedas con dentadura de perfil de
evolvente

En el apartado 2.2 se han deducido las propiedades geométricas de una rueda a

partir de la herramienta que la talla. Cuando el estudio se amplia al engrane de una
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pareja de ruedas, aparecen algunas propiedades que caracterizan el funcionamiento
del conjunto de la transmisién y que dependen tanto del montaje de la transmision
como de las caracteristicas geométricas de cada una de las ruedas por separado. Dichas
caracteristicas son las denominadas propiedades funcionales o de funcionamiento de
la transmisién y van a ser de gran importancia en el estudio de otros aspectos de la
transmision, como son las tensiones a las que esta sometida dicha transmision o el
rendimiento de la misma.

Segun el apartado 2.1, la normal al perfil del diente en un punto del mismo es
siempre tangente a la circunferencia de base. Por consiguiente, cuando se ponen dos
dientes en contacto, tanto la normal como la tangente a ambos perfiles en el punto de
contacto son comunes. Puede establecerse que el contacto entre dos dientes de perfil
de evolvente se produce siempre en la tangente comun a las dos circunferencias de
base, denominada linea de engrane o linea de presion. Ademas una de las propiedades
fundamentales de los perfiles de evolvente, que no existe en otros tipos de perfiles, es
que aunque se varie la distancia entre centros, los dos perfiles siguen siendo conjugados

y pueden engranar entre si correctamente.

2.3.1. Relacion de transmision

La relacion de transmision es un pardmetro caracteristico de una transmision y se
define como la relacién entre los dngulos girados entre pifion y rueda entre dos puntos
de engrane.

Cada punto del perfil evolvente puede definirse en funcién de su dngulo 8 como se
puede apreciar en la Fig. 2.11. Dicho dngulo nos proporciona las coordenadas r y 5 del
punto del perfil evolvente, segtin las ecuaciones paramétricas de la evolvente Ecs. 2.1
y 2.2, deducidas en el apartado 2.1.

Se pretende buscar la relacién geométrica entre el dngulo 6, del pifién en el punto
de contacto del perfil evolvente y el dngulo 6,, correspondiente a dicho punto de
contacto, pero referente al perfil evolvente de la rueda.

Por las propiedades del perfil de evolvente, se sabe que, si el engrane se produce



2.3. ENGRANE DE RUEDAS CON DENTADURA DE PERFIL DE EVOLVENTE 51
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Fig. 2.11: Posicion de la rueda en un punto de engrane.

en un cierto instante en el punto P, en la figura 2.11, la distancia del punto 1 al punto

P es:

llp =Tp1 91 (258)

y, un instante después, el engrane pasa al punto P’, situado a una distancia d/ del punto
P medida sobre la linea de presion, que es tangente a la circunferencia de base en el

punto 1 y pasa por P:

Lip = rp1 O1pr = rp1(6) — dOy) (2.59)

donde d; es el angulo que gira el pifidn, que se corresponde con el dngulo que gira el

origen de al evolvente, punto B. Por consiguiente,

dl =lip = lip = 16 — rp1(6) — d6;) = 1, dO; (2.60)

Ademads como pinon y rueda estdn engranando, la rueda se habra movido la misma
distancia d/, puesto que su punto de contacto habrd pasado de P a P’, por lo que para

la rueda también se cumple que:

dl = Ipa d92 (261)
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siendo df, el dngulo girado por la rueda entre los mismos dos puntos de contacto, por

consiguiente:
b1 d91 =TIp de (262)
do Z
G _mm_2 (2.63)
dt, . Z

en consecuencia, la relacion de transmision entre dos engranajes de perfil de evolvente
se mantiene constante en todo momento, y es igual a la relacion entre los ndmeros de

dientes de uno y de otro.

2.3.2. Linea de presién. Angulo de presién de funcionamiento

Cuando dos dientes estdn en contacto tanto la normal como la tangente a ambos
perfiles en el punto de contacto son comunes, por consiguiente, el contacto entre
dos dientes de perfil de evolvente se produce siempre en la tangente comun a las
dos circunferencias de base. Esta tangente comtn es la que se conoce como linea de
presion.

Se define el angulo de presién de funcionamiento, denominado «;, como el dngulo
que forma la linea de presion y la linea perpendicular a la linea que une los centros de
las ruedas. El valor de dicho dngulo varia en funcién de la distancia entre centros de
funcionamiento C (Fig. 2.12). Concretamente, a mayor separacion entre pifién y rueda
en el montaje de la transmisidn, mayor serd el dngulo de presion de funcionamiento.

La linea de presion es perpendicular al perfil evolvente puesto que la circunferencia
de base es el lugar geométrico de los centros de curvatura de dicha curva evolvente.

Para cada una de las dos ruedas se puede definir una familia de circunferencias
concéntricas con las ruedas. Cada una de ellas serd tangente a una de la otra familia,
de tal manera que la suma de los radios de ambas a de ser igual a la distancia entre
centros.

A la pareja de circunferencias tangentes entre si y concéntricas a pifion y rueda,
respectivamente, que verifican que la velocidad tangencial del punto de tangencia de

una y de otra es idéntica, se las denomina circunferencias de rodadura.
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Fig. 2.12: Variacién del dngulo «; en funcién de la posicion de los centros.

Designando por r, al radio de la circunferencia de rodadura, llamado radio de

rodadura o radio primitivo de funcionamiento, se observa que:

ry= —2 (2.64)
cos «,

Se cumple que la distancia entre centros de funcionamiento, denominada C, se calcula

como:
Tp1 + 2

C:rr1+r,2:—, (265)
cosa,

Cuando el angulo de presion de funcionamiento, «;, coincide con el dngulo de
presion de tallado en la seccidn frontal, a;, se cumple que la distancia entre centros de
funcionamiento es la llamada distancia entre centros nominal, Cy, es decir:

Tp1 + T2 T'p1 T'p2
C() = = , + ;= T'p1 + 2 (266)
cos a; cosa; cosa;

Si la distancia entre ejes es la nominal, las circunferencias de rodadura coinciden con
las primitivas.

De la figura 2.13 se deduce que la relacién entre los dngulos 6, y 6, viene dada por:

10y + rpbh = (ry + rp)tga; (2.67)



54 CAPIiTULO 2. GEOMETRIA DEL PERFIL DE EVOLVENTE

Circunf. base pifion o K%
1 ;@
e ‘/
b“.{
Tt &
, N
r, teoy D '
Q’t
PR AY
o
AN | R
, N T, 61 X 5\0‘\
r,tg oy N bl R o
.
O
Punto de contacto J#€ — —l —_——
1. 0. ' ~
b2 2 ~
AN / [N
T N
h AN " / A AN
b B I\‘ll N
/ \
b2 / \\
/
or ] Circunf. primitiva rueda \
/ P \
o -

l / Circunf. base rueda
/

0,

Fig. 2.13: Relacién geométrica entre parametros geométricos de pifién y rueda.

2.3.3. Intervalo de contacto

El contacto entre una pareja de dientes, pifién y rueda, se produce a lo largo
de la linea de presion, la cual permanece constante en el espacio, puesto que el
angulo de presion de funcionamiento también permanece constante. Sin embargo,
dicho contacto se produce inicamente durante un intervalo determinado y limitado
por dos instantes: el instante donde comienza el contacto entre ambos dientes que se
corresponde con engrane de la cabeza del pindn y el instante donde termina dicho
contacto que se produce cuando engrana la cabeza de la rueda. Dicho intervalo de

contacto estd representado en la Fig. 2.14.

El limite superior del intervalo de contacto se obtendra al sustituir el radio de
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Fig. 2.14: Intervalo de contacto durante el engrane.

cabeza del pindn r,; en una de las ecuaciones paramétricas de la evolvente,

(2.68)

elimsup = Olppax =

y el limite inferior de dicho intervalo de contacto se obtendrd de igual forma, pero

utilizando el radio de cabeza de la rueda:

(2.69)

y empleando la Ec. 2.67, se obtiene el limite inferior del intervalo de contacto respecto
del pinon:

1 ’
Oliminf = Ormin = - [(rp1 + 7p2) tg @) — Fi2 Orax| (2.70)
b1
y el radio en este punto se calcula como:
2
rlziminf:ril'i_(csena;_ ”52—’”52) =Ty 41 +6 (2.71)

2
liminf

2.3.4. Grado de recubrimiento

El angulo girado por un diente en su movimiento de engrane vendrd dado por la

diferencia entre los dngulos correspondientes a dos puntos de la linea de presion. De
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esta forma si consideramos el intervalo de contacto durante el engrane, el angulo girado

por el pifién podré expresarse de la siguiente forma:
Af = Wy-fin = O1a — glfin = Otmax — Omin (2.72)

El grado de recubrimiento de un par de engranajes es el nimero medio de dientes
en contacto, o lo que es lo mismo, el dngulo girado por una rueda desde que comienza
el engrane de un diente hasta que acaba, dividido por el dngulo girado desde que
comienza el engrane de ese diente hasta que comienza el engrane siguiente, o sea,

2rn/Z:
_ Wa—fin Ormax — Otmin

€a= —5 — = > (2.73)
Z Z
y sustituyendo en la expresion anterior las Ecs. 2.68 y 2.70 se obtiene:
2
Z g 1
Eq = 2—1 (u) -1-— (rb1+rb2)tga;—rb2 (274)
4 b1 b1

En un engranaje recto, el grado de recubrimiento coincide con el grado de
recubrimiento en la seccidn frontal, pero no ocurre lo mismo en uno helicoidal.

En la figura 2.15 el punto a es el punto del perfil situado en la cabeza de un diente,
en el momento en que comienza su engrane en la seccién frontal anterior. A partir de
ese instante, la rueda girard un dngulo igual a 2ne,/Z hasta que finalice su engrane.
Sin embargo, la cara posterior comenz0 su engrane antes, concretamente en el instante
en que la cabeza del diente de dicha seccidn estaba situada en el punto a’, por lo que

habré de considerarse también la contribucién de ese tramo al grado de recubrimiento.

Cuando se tallé el punto a, la herramienta se habia desplazado una distancia ¢

respecto al instante en que tallaba el punto a’, cuyo valor es
o=>btgp (2.75)

El 4ngulo girado por la rueda desde que se talla a’ hasta que se talla a vendra dado por

2
széz btgp _ b senpf (2.76)
7 mZ mZ

P
2 cosf3
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I

Fig. 2.15: Recubrimiento en el salto.

que es el mismo 4dngulo que gira la rueda desde que engrana a’ hasta que engrana a,
por lo que el recubrimiento debe aumentarse en la cantidad

_2bsenpB Z  bsenp

= 2.77
s mZ 2r Tm ( )

que es lo que se conoce como recubrimiento en el salto.
Naturalmente, el grado de recubrimiento total vendrd dado por la suma del

recubrimiento en la seccidon frontal mas el recubrimiento en el salto:

g = & te=
1 a\ 2\ b
= — Zl (ﬂ) -1+ Zz (2) -1- (Z] + Zz) tg CZ: + Senﬁ
2 rp1 T mm
(2.78)

2.3.5. Holgura

La holgura es un factor importante en el funcionamiento correcto del engranaje.
Todos los engranajes deben disponer de una serie de holguras para permitir las
tolerancias de concentricidad y forma de los dientes. Una insuficiente holgura causa
un rapido fallo debido a sobrecarga. Una holgura excesiva incrementara la fuerza de
contacto reduciendo, también, la vida del engranaje.

Se conoce como holgura de paso, o simplemente holgura, a la diferencia entre

el hueco entre dientes y el espesor del diente de la rueda contraria, medido sobre
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las circunferencias de rodadura. De la expresion obtenida para el espesor angular del

diente en la Ec. 2.52, se deduce que el espesor angular en el radio de rodadura vale

T 4x 1‘21 rzl
Vi = — 4+ —tga, +2tga;, —a,) -2 %—1—arctg %—
Z] Zl rbl rbl

4
Vi = z + ﬂtga/,, + 2(tga; — ay)
Z
-2 -1- t
( \j cos? a e 052 )
Y = Z_ + 7 tga, +2(tga, —a,) - 2(tga, — a)) (2.79)
1

En consecuencia, el espesor del diente del pifion en la circunferencia de rodadura sera

A4
(S = rFr =7%Yr =
! I Y Zl + 22
nC 4X1C 2CZ[ 2CZl , ,
= ZT + Zr Zr ( ga; — a't) - Z—T (tg @, — a'z) (2.80)

El espesor del diente de la rueda en la circunferencia de rodadura vendrd dado por una

expresion similar, cambiando x; y Z; por x; y Z,. La suma de ambos espesores sera:

2nC 4xTC
ZT Zr

tga, +2C(tga, —a,) - 2C(tga, — a)) (2.81)

€ tén=

La suma de los espesores de ambos dientes en la circunferencia de rodadura mas la
holgura ha de ser igual al arco entre los dos dientes en la misma circunferencia, en

consecuencia, si se designa por / el factor de holgura, se verifica que:

2 mCZ 2nC
ey e, +mh= 2y, = L4 _ T (2.82)
7 7 Zr  Zr

por consiguiente, la holgura vale

XTC

T

mh=2C(tga; — ;) -2C(tga, — a;) — tg a, (2.83)

Una medida interesante de la holgura es el dngulo que giraria en vacio la rueda
conductora si se invirtiera el sentido de giro. Esta medida adquiere un especial interés
para el caso de accionamientos de posicionadores, por ejemplo de un robot, nos permite

obtener la condicion que se debe verificar para que este giro sea nulo.
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0,
Or2
20t — OL2 — b2
b2
b2
ar ) B b, o't
5
L
i
b, B,
Ibl 20't— QL1 + 27/Z1 — yb1
OL1 + 27t/Z1 — b1
Ibl
OL1 + 21/Z1
L1
0O,

Fig. 2.16: Holgura de cambio de sentido.

En la Fig. 2.16 se representa el contacto entre dos ruedas en un punto L. En la
figura, la rueda conductora es la superior y gira en sentido horario, si se cambia el
sentido de giro, la rueda tendria que recorrer en vacio un cierto dngulo hasta que el
contacto se produjese en el punto Py, en la otra linea de presion, pero tal y como se

aprecia en la figura, no seria el punto P, el que contactara con P;. La distancia /pp;
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verifica

Ip,p, = I, = lp,p, — Ig,p, (2.84)

cuyos valores, deducidos de la Fig. 2.16, son:

, 2n
lg,p, = 1y (2% — 6 — A + Vbl) (2.85)
1
I,p, = 112 (2a; — Oz + Y1) (2.86)
I,g, = (rp1 + 1) tga; (2.87)
9 = Iy, 1, _ lpiby = lb,1,y _ (rp1 + 1) tg @) — robpo (2.88)
H Tp1 Tp1 rp1 ’

y operando con estas ecuaciones

, (rpr + 1) , T, 2w B
Ippy = mp|20; ——————tga; + —0p— — +yp | =
b1 b1 Zy
4 27r 4
= 1y |2a; - — T - (rp1 + rp) tga; — b (2.89)
|
4 271- 4
lgp, +1gp, = 11 |2a) - A + Vo1 | = (o1 + 1) tg @) — 1bn +
|
+ T, (2&; - 91222 + ’)/bz) =

, , 2
(rp1 + 12) Qo —tg ;) + 11 ()’m - Z_) + Y (2.90)
|

Por lo tanto, la distancia /p, p,, serd la holgura de paso de base, que igualada al médulo

por el factor de holgura de paso de base, da como resultado:

, , 2
lpop, = mhy = (ry + 1) e, —tga;) + ry ()’bl - Z_) + 1Y =
1
, , 2
= (rm+r)2(tga, —a)) — reYer — ey + o1 (2.91)
1

Si ahora se sustituyen los espesores angulares en la circunferencia de base por sus

expresiones obtenidas en el apartado 2.2.7, se obtiene

T 4x
oYt = To1| - + Z—tg(ln +2(tga, —a)| =
i 1

le
2cosf

4
CoS a; z + il tga, | + 2rp(tga; —a;) (2.92)
Zi 7
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y recordando que
m ZT

cosa, = 2C—cosﬁ coS a; (2.93)
se tiene
= CZlcos’ ﬂ+4x1t + 2rp(t ) =
b1Yp1 = A a; Z Z gay mga;, —a;) =
C ’
- % (7 + 4x1 tg @) + 2r (tg o, — @) (2.94)
Por consiguiente
C cosa;
1Yol + T2Vp2 = Z—t (2 + 4xptgay) + 2(rp + r)(tg @y — @) (2.95)
T
Finalmente
2r mZ; 2r C cosa,
i =gt 2.96
ol Z; 2cosp €08 a'Zl d Zr ( )

y sustituyendo las anteriores expresiones en la Ec. 2.91 de holgura de paso de base, se

obtiene

C cosa

mhy, = (rp +rp)2(tga; —a)) - 2r + 4xrtga,) —
C cosa;
—(rp+r)2(tga, —a) + 2n—— =
Zr
4Cx
=2(rp + 1) [(tga; — @) — (tga, — ;)] - L cos atga, (2.97)
y teniendo en cuenta que
rp1 + ry = C cos (l’; (298)
resulta
4C
mhy, = 2Ccosa[(tga, —a)) - (tga: — )] — —L cos @ tgay =
’ ’ 2xT ’
= 2C|(tga, —a)) — (tga, — ;) — A tg @, |cos a; (2.99)
T
que verifica
hy = h cosa, (2.100)

por lo tanto, la holgura de paso no puede ser negativa, y cuando es cero los perfiles de

los dientes que no transmiten carga, permanecen en contacto durante el engrane.
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) s, r
Transmision sin L cabezal Transmision con cabeza
: : : ; - rueda
interferencia rueda interferencia fueda

Qimsup

limsup

—— —

<
6cabezarueda el 0

Fig. 2.17: Condicion de no interferencia.

2.3.6. Condicion de no interferencia

En el apartado 2.2.5 se dedujo la ecuacion de la base del diente para el caso general
de engranajes helicoidales con desplazamiento. Se demostré que, en el caso de que no
exista penetracion, el punto de entronque entre la evolvente y la trocoide, designado
por la letra E, serd aquel correspondiente a ¢ = «,, es decir, sustituyendo este valor en
la Ec. 2.30 del radio de un punto del perfil de trocoide, obtenemos el radio del punto £

respecto del pifion.

2
m(hg — x — 1y + rysenay,)

(2.101)

cosf
tg o,

2
rg| = \/(rp —m(hg —x—rp+715 sena,,)) + (

y puesto que E es un punto que pertenece tanto a la curva trocoide como a la evolvente,
el dngulo 6 respecto al pifidn, correspondiente al punto de entronque, vendra dado,

segun la Ec. 2.1 por la expresion:

(2.102)

Si algtin punto del perfil de evolvente del diente de la otra rueda, intentara engranar
por debajo del punto de entronque E se encontraria con que, antes de llegar al punto
de la evolvente del perfil considerado, que es el que buscaria para engranar con él,
tropieza con el perfil de trocoide del diente. Este fendmeno se conoce con el nombre
de interferencia, Fig. 2.17

Evidentemente, la interferencia se evita si la cabeza de la rueda engrana con un
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punto por encima de dicho punto de entronque, es decir,
gcabezarueda 2 9]0 (2103)

donde el dngulo de la cabeza de la rueda respecto del pifion vendra dado por,

1 ,
Hcabezameda = 91 [Ha ] = I"— [(rbl + rb2) tg a, — Iy 9a2] (2104)
bl

en la que 6,, representa al dngulo 6, correspondiente a la cabeza de la rueda.

Por consiguiente, la condicién de no interferencia es:

1
— [(rp1 + r) tg @) — rpp 6] =

(2.105)
b1
que operando obtenemos:
2
rp + ((rbl +rp)tga; — A1k, - rgz) > 12, (2.106)

2.3.7. Condicion de engrane en vacio

En el caso de que no haya penetracion el entronque entre la trocoide y la evolvente
se produce con la misma tangente, es decir, describe una trayectoria continua sin puntos
angulosos. En el momento que talla el punto de entronque de la herramienta se han
de encontrar ambas envolventes; por un lado la envolvente de las trayectorias de los
puntos de la cabeza (trocoide) y por otro lado la envolvente de los puntos de la cara
recta. Por ser envolventes, han de ser tangentes a la trayectoria del punto de entronque,
por lo que la tangente ha de ser comun.

En el caso de penetracién esto no ocurre, pues las dos envolventes se encuentran en
un punto que no se tallo simultineamente. En este caso, el punto de entronque puede

obtenerse mediante la siguiente expresion aproximada [42]:
01 = 0,523191¢ (2.107)

donde ¢ debe expresarse en radianes y vendra dado por:

r,—m(h, — x—rs+rgsena,
{ = arccos P (o L ) (2.108)
Tp
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s r g Iobe
Transmision sin cabeza Transmision con cabeza
: rueda : rueda
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Fig. 2.18: Condicion de engrane en vacio.

Puede ocurrir que, si el grado de penetracion en el diente es muy alto, algin punto
del perfil de evolvente del diente de la otra rueda intentase engranar por debajo del
punto de entronque E. En este caso, se produciria el fendmeno de engrane en vacio,
puesto que la rueda intenta engranar con una parte del perfil de evolvente del pinén
que no existe, al haber sido dicha parte eliminada por la herramienta en la penetracion,
Fig. 2.18.

El fenémeno de engrane en vacio se produce si, en un diente penetrado, la cabeza
de la rueda engrana con un punto por debajo del punto de entronque, esto es,

1 ,
Ocabezarueda = . [(rp1 + rep) tg @) — 1 6] < 619 (2.109)

Evidentemente, si no hay penetraciéon no puede darse el engrane en vacio.



Capitulo 3

Modelo de distribucion de carga

Los modelos de célculo de engranajes frecuentemente utilizan la hipdtesis de
reparto uniforme de carga a lo largo de la linea de contacto [4, 8, 6]; sin embargo,
se sabe que la distribucion real de la carga depende de la rigidez de la pareja de dientes
en contacto y que es diferente en cada punto de engrane, lo que significa, que la carga
por unidad de longitud es también diferente en cualquier punto de la linea de contacto.
Por esta razon, se introducen determinados factores que se emplean para corregir los

valores tedricos de la tension de flexion y de la presion superficial [4, 5].

Se pueden encontrar diversos estudios, [55, 77, 56,72, 59, 95] entre otros, sobre la
distribucion de carga a lo largo de la linea de contacto, pero todos ellos proporcionan
resultados obtenidos mediante técnicas de resoluciéon numérica o de elementos finitos
y presentan sus resultados para transmisiones particulares de engranajes, lo que hace

dificil extraer conclusiones de validez general, aplicables a cualquier par de engranajes.

En estudios anteriores [41, 45], el Departamento de Mecdnica de la Escuela
Técnica Superior de Ingenieros Industriales de la UNED desarrollé un nuevo modelo
de distribucion de carga a lo largo de la linea de contacto, para dientes de engranajes
cilindricos rectos, basado en el principio de minimizacion del potencial elastico de
deformacion. Partiendo de la geometria de los dientes de perfil de evolvente en su parte
activa, se obtuvieron las expresiones analiticas de los potenciales correspondientes

a flexion, compresion y cortadura, en funcion del punto de contacto y de la fuerza

65
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aplicada. A continuacién, mediante métodos variacionales, se calculé la distribucién
de carga que minimiza dicho potencial, resultando una distribucién de carga no
uniforme, que varia a lo largo de la linea de contacto asi como a lo largo de la linea
de engrane. Se utilizé el mismo enfoque para engranajes helicoidales, considerando
el engranaje helicoidal como una sucesion de infinitos engranajes rectos de ancho
de cara diferencial, cuya geometria coincidird con la de la seccion transversal del
diente, y extendiendo las integrales a lo largo de la linea de contacto. Este enfoque
permiti6 obtener el valor de la carga por unidad de longitud para cualquier punto de la
linea de contacto y en cualquier posicion de engrane. Inicialmente, se proporcionaron
los resultados numéricos obtenidos mediante la integracion numérica de las ecuaciones

de la elasticidad [41].

Posteriormente, se desarrollé6 una ecuacion analitica aproximada del potencial
unitario inverso (la inversa del potencial eldstico de una pareja de dientes por unidad de
carga y ancho de cara) [58, 45], lo que permite calcular la carga por unidad de longitud
en cualquier punto de la linea de contacto y en cualquier posicion del ciclo de engrane
a partir de dicha ecuacidn analitica aproximada del potencial. A partir de este modelo,
se han desarrollado algunos estudios generales sobre la capacidad de carga [40, 48, 47]
y el rendimiento [43, 46, 49], permitiendo realizar nuevas propuestas sobre métodos

de célculo, adecuados para disefios preliminares o con fines de normalizacion.

Una de las més importantes conclusiones de estos estudios fue que la distribucion
de carga se ve muy ligeramente afectada por algunos parametros geométricos, tales
como el nimero de dientes, el coeficiente de desplazamiento, el dngulo de presion,
el radio de acuerdo de la herramienta o el angulo de hélice. Esto permite expresar
el potencial unitario inverso como una funcién de dos unicos pardmetros: el grado
de recubrimiento transversal y un parametro del perfil correspondiente al punto de
contacto inferior del pifién. Por el contrario, la distribucion de carga se ve afectada de
forma significativa por todos los pardmetros que tienen influencia sobre la longitud de
contacto, tales como la altura del diente, la distancia entre los centros de operacién o

la presencia de engrane en vacio.
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En este capitulo se extenderd el estudio del modelo de distribucién de carga
basado en la minimizacion del potencial eldstico a transmisiones de engranajes
rectos y helicoidales no estdndar, es decir, con valores no estindar de altura del
diente (incluyendo diferentes valores para pifion y rueda) o para modificaciones
de la distancia entre centros. Asimismo, se estudiara la validez de la formulacion
analitica aproximada para engranajes de alto grado de recubrimiento transversal y se
corregird dicha formulacion analitica para que se adapte a los engranajes no estindar,
mediante la consideraciéon de un valor adecuado para el grado de recubrimiento

transversal ficticio.

3.1. Potencial de deformacion de un diente

Se define el potencial de deformacion, denominado también potencial eléstico
o energia interna de deformacién, como una funcién de estado asociada al trabajo
realizado en el proceso de deformacién de la carga y descarga en el dominio de
comportamiento eldstico del material. Su variacion en un ciclo cerrado es nula. Si
se desprecia la generacion de calor producida por el proceso de deformacién, el campo
de tensiones deriva de un potencial, denominado energia eldstica:

U ()

52 3.1

-
o =

y reciprocamente, el campo de deformaciones &€ deriva de un potencial, W (5),

denominado energia complementaria:

(3.2)

-
E =

El trabajo realizado sobre un cuerpo inicialmente no deformado, es decir,
considerando que la energia eldstica inicial sea nula hasta un estado tensional

determinado podria calcularse del modo:

A Aa . A
T:fo”'dé‘:fis)dngdU:UA (3.3)
0&
0 0 0
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Se va a considerar el diente de un engranaje recto como una viga en voladizo de
seccion rectangular de espesor uniforme (igual al ancho de cara del diente) y anchura
variable (el espesor del diente en cada punto del perfil), realizado con un material
homogéneo e isétropo, cuya rigidez serd diferente en cada punto del perfil. Del mismo
modo, una pareja de dientes en contacto tendré una rigidez conjunta igual a la suma de
la rigidez del primer diente cuando la carga actia en uno de sus puntos mas la rigidez
del segundo diente cuando la carga actuia en el correspondiente punto de engrane con
el primero. Al ser el proceso de engrane una accién conjugada entre los dos perfiles,
los puntos de contacto simultdneo en ambas parejas estdn relacionados entre si, por lo
que la rigidez de ambos dientes estd igualmente relacionada.

El diente se supondrd empotrado en su base y la carga actuando en su eje, que
coincide con la linea neutra del mismo; la seccion del empotramiento se define por los
puntos de tangencia del perfil del diente con la circunferencia de pie, a ambos lados
del eje del mismo, y se aplicard la teoria de vigas para pequeias deformaciones.

El potencial de deformacién de un diente de engranaje cilindrico recto sometido
a una fuerza normal a su superficie F, en funcién de las componentes de ésta, puede
expresarse como suma de los potenciales debidos a flexion, U,, a compresién, U,, y a

cortadura, Us,.

U=U,+U,+U; 3.4)

Las correspondientes expresiones para cada uno de estos potenciales son:

Potencial debido a flexion:

U, = dy (3.5)

Potencial debido a compresion:
yc
N2
U, =
2EQ

yp

dy (3.6)
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Fig. 3.1: Parametros geométricos para el cdlculo del potencial de deformacion.

Potencial debido a cortadura:
yc

T2
= d 3.7
U, CfZGQ y (3.7)

yp

donde, como se muestra en la figura 3.1, la variable y se mide sobre el eje de simetria
del diente desde el centro del engranaje e indica la seccidén a considerar: yp es el
valor de y correspondiente a la seccion de empotramiento e yc es el valor de y
correspondiente al punto de aplicacion de la carga. El punto de aplicacion de la carga
se encuentra definido por la interseccion de la recta de accion de F' (que coincide con
la normal al perfil) con eje de simetria del diente.

Los coeficientes E y G son respectivamente los mddulos de elasticidad y de
elasticidad transversal del material. El coeficiente C es un factor de correccion del
potencial debido a cortadura que, de acuerdo con el teorema de Colignon, tiene en
consideracidn la distribucion no uniforme de las tensiones de cortadura de la seccion.
Para secciones rectangulares, dicho coeficiente toma el valor C = 1,5.

M, N y T representan el momento flector, el esfuerzo axial y el esfuerzo cortante
que produce la fuerza que actda en direccion normal al perfil, que se representa como
F. Tanto el momento flector como los esfuerzos mencionados, asi como los momentos

de inercia y de area, dependen del punto de contacto segun las siguientes ecuaciones:

M = Fcosac(yc —y) (3.8)
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N = Fsenac 3.9
T = Fcosac (3.10)
_be®y)’
I= B (3.11)
Q=be(y) (3.12)

donde a es el dngulo de carga o angulo que forma la recta de accioén de F con la
perpendicular al eje del diente, b es el ancho de cara y e(y) es el espesor del diente en la
seccion de ordenada y. Sustituyendo estas ecuaciones en las expresiones del potencial
se obtiene que:

Potencial debido a flexion:

U,=6 3.13
Eb e(y)? (3-13)
yp
Potencial debido a compresion:
yc
1 F*sen’ac (" dy
U,=- 3.14
2 ED f e(y) G4
yp
Potencial debido a cortadura:
yc
1 F?cos’ac (" dy
Us = < 3.15
2 Gh f e(y) G-19)

yp

En las expresiones anteriores, Ecs. 3.13, 3.14 y 3.15, tanto los valores de la
ordenada y, como el espesor del diente e(y), dependen de la geometria del perfil del
diente por lo que serd necesario diferenciar si estin referidas a la parte del perfil de
evolvente o a la parte del perfil constituida por la trocoide.

Las expresiones que aparecen en las integrales anteriores son notablemente
complejas, especialmente en la parte correspondiente a la trocoide, por lo que su
resolucion necesariamente requiere el empleo de métodos numéricos.

Los limites de integracion entre los que se extienden las expresiones del potencial
de deformaciéon pueden descomponerse en dos zonas de geometria claramente

diferenciada: la correspondiente a la zona de evolvente y la correspondiente a la zona
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de trocoide, de ahi que, la resolucién numérica de cada componente del potencial de
deformacion se subdivida a su vez en otras dos, cada una correspondiente a los tramos
antes mencionados. El valor limite de una y otra vendra dado por la ordenada del punto
de entronque E (Fig. 3.1), punto de unién de los tramos de evolvente y trocoide, que
puede calcularse de forma analitica si no existe penetracion. Asi pues, las Ecs. 3.13,
3.14 y 3.15 se pueden escribir de nuevo de la forma:

Potencial debido a flexion:

Ui=Uy + Uy (3.16)
siendo
F?cos(@c)® [~ (e —y)
Uw =6 < < d 3.17
t E b e(y)3 y ( )
yp
F2cos(@c)® [ (i =)
cos(ac ye =y
Ui, =6 d 3.18
b cO) y (3.18)
YE
Potencial debido a compresion:
U, =Uur + Uper (3.19)
siendo .
E
1 F? sen(a¢)? dy
Uyr == 3.20
T2 Eb f e(y) (3:20)
yp
Ry
U - 1 F? sen(ac)zf dy (3.21)
"2 Eb e(y) ‘
YE
Potencial debido a cortadura:
Us=Ugr + User (3.22)
siendo .
E
1 F? cos(ac)? dy
Uy = = 3.23
T2  Gb f e(y) (3:23)
yp
Ry
U - lecos(ac)zf dy (3.24)
T2 Gb e(y) ‘

YE



72 CapPiTULO 3. MODELO DE DISTRIBUCION DE CARGA

Fig. 3.2: Pardmetros geométricos para el cdlculo del potencial en funcién del punto C

(izquierda) y en funcién del punto F (derecha).

El momento flector M, el esfuerzo axial N y el esfuerzo cortante 7 que produce la
fuerza F, se pueden expresar en vez de en funcion del punto C, se pueden expresar en
funcién del punto F que viene definido por la interseccion de la recta perpendicular al
eje de simetria del diente que pasa por el punto C y dicho eje, tal y como se observa en
la Fig. 3.2.

De esta forma, el momento flector y los esfuerzos axial y cortante, se pueden

expresar en funcion del punto F' como:

M = Fcos ac(y — y) — Fsenag S0 (3.25)
N = Fsenac (3.26)
T = Fcosac (3.27)

y para el cdlculo de los potenciales de deformacidn, los limites de integracién de los
potenciales cambiaran y la integracion se realizard desde yp hasta yg; por consiguiente,

el potencial debido a flexion queda:

y
U ¢ P2 [ leosac (e =) - gsenace(r)l
" UEb e(y)?

yp

dy (3.28)

Potencial debido a compresion:
yc
_1F* (sen’ac
" 2Eb e(y)

yp

dy (3.29)
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Fig. 3.3: Espesor del diente.

Potencial debido a cortadura:

yc
1 F_2 cos® ac
~2Gb e(y)

yp

U,

(3.30)

3.2. Potencial de deformacién de una pareja de dientes

en contacto

A partir de la geometria del diente de perfil de evolvente y de la figura 3.3 puede

escribirse el espesor del diente como:

y(y)
2

e(y)=2r(y) sen (3.31)

donde r(y) es la distancia del punto del perfil al centro de larueday y(y) es el espesor
angular del diente en el punto considerado.

En la seccién 2.2.7, se defini6 el espesor angular del diente a un radio cualquiera

4 2 2
+ g, +20ga —a) =2 | 4|5 - 1 —arctg |5 — 1 (3.32)
VA r r,

ecuacion en la cual Z es el nimero de dientes, x el coeficiente de desplazamiento, «,

de la forma:

NI =S

y(y) =

el angulo de presion de referencia y @, el angulo de presion en la seccion transversal.
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Fig. 3.4: Angulo de carga.

Igualmente, segin la Fig. 5.5, se puede expresar el angulo de carga @ en funcion
del es el espesor angular del perfil de evolvente en la circunferencia de base y, y de la

distancia del punto de contacto al centro de la rueda r¢, segin la siguiente ecuacion:

T 2x
ac=0c——= —1—(ﬁ+7tgan+2(tga,—a,)) (3.33)

Por consiguiente, se puede expresar el potencial de deformacion de un diente en

funcién del radio del punto de contacto correspondiente de cada engranaje:

U =Uy+Uy+Uzy=U(rc1)

Uy=Up+Up+Ugp=U(rc) (3.34)

Pero en ruedas de perfil de evolvente, atendiendo a la Fig. 3.5, la suma de los radios
de curvatura de los perfiles en el punto de contacto, medida sobre la linea tangente

comun a ambas circunferencias de base, es una cantidad constante:

p1+p2 = (rp1 + 1) g (3.35)

\/’%1_’”131"' \/réz_rizz(rbl'i'rbz) tga, (3.36)
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Fig. 3.5: Pareja de dientes en contacto.

donde los subindices 1 y 2 denotan el piiidén y la rueda, respectivamente, por lo que se

puede afirmar que:

rex = f(rer) (3.37)

De este modo, el potencial de deformacion de una pareja de dientes en contacto,
suma del potencial del pifion mds el potencial de la rueda, puede expresarse en funcion

de una dnica variable:

U=U(rc1)+Uy(rea) = Ui (rer) + Uy (rer) = U(rer) (3.38)
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3.2.1. Adimensionalizacion de la posicion de engrane

Segun la Ec. 3.38 el potencial total de una pareja de dientes en contacto depende de
una unica variable r¢y. En la Fig. 3.5 se observa que la variable r¢| se puede expresar,
facilmente, en funcién del dngulo 6, que define la posicion del punto de contacto dada
por el dngulo abarcado por el radio de base del pifién en el sistema de referencia de la
evolvente.

Puede definirse una nueva variable &, a partir del dngulo 6#,, mediante una
transformacion que lo adimensionaliza. Dicha variable especifica igualmente la

posicion de engrane, a través de la expresion:

Z Z, |7
f=Lg =21 =<l (3.39)

2
2 2 I

De este modo puede definirse el potencial unitario inverso y los limites del intervalo
de contacto como funcién de £. Para cada extremo se define la variable adimensional
& con el valor del dngulo 6, correspondiente: para el punto mds bajo de contacto, &,
y para el punto mads alto de contacto, es decir, el punto de cabeza del pifién, &,,;.

En la seccién 2.3.4 se definici6 el grado de recubrimiento en la seccién frontal,
&4, como el angulo girado por un diente desde que comienza su engrane hasta que
lo finaliza dividido por el paso angular, Ec. 2.74. Dicho grado de recubrimiento
corresponde, en la variable adimensionalizada &, al valor del intervalo de contacto.

Por tanto, se puede escribir:

é‘:out = finn + &y (340)

Del mismo modo, la variacion de € entre un mismo punto de contacto de dos dientes
consecutivos vendrd dada por el &ngulo girado entre dichas posiciones, que obviamente
corresponde a un incremento de dngulo 6, = 2x /Z;, luego

Z, onZ
LAy (3.41)

A Zi,Zi = AH ZiaZi = = =
f( +1) 1( +1)27T Zl o

Segtn lo anterior, la energia potencial eldstica de un diente puede expresarse como

funcion de un unico parametro del perfil que determina el punto de contacto U = U(€).
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Por supuesto, esto es valido, tanto para el diente del pifion como para el diente de la

rueda, de modo que:

Uy =Ui(é)

Uy = Ux(&2) (3.42)

donde los subindices 1 y 2 denotan el pifién y la rueda, respectivamente, aunque por
simplicidad el parametro del perfil del pifién se denota por &, sin subindice. La suma
de los radios de curvatura de los dos perfiles transversales en el punto de contacto es
constante a lo largo la linea de accidn, y es igual a la distancia entre los puntos de
tangencia de la linea de presion de funcionamiento con las circunferencias de base de
pifién y de la rueda, lo que proporciona una relacién entre los pardmetros del perfil del
pifién y la rueda:
2+ 2,

§+§2:/l: Ttga; (343)

donde «; es el dngulo de presion de funcionamiento en la seccion transversal y A la
distancia entre los dos puntos de tangencia dividido por el radio de base y el paso
angular del pifién. La energia potencial de un par de dientes en contacto es la suma de
los potenciales del pifion y la rueda, que de acuerdo con Eq 5.20, se puede expresar en

funcion del parametro de perfil del pifion:
U=U, +U,=U(¢) (3.44)

Por consiguiente, para calcular el potencial en la evolvente habrd que realizar,
primeramente, el cambio de y a 6 y posteriormente de 6 a &. Para ello, es necesario,
expresar tanto el espesor del diente como el espesor angular en funcién de &, cambiar
los limites de integracion: el limite inferior denominado &y se corresponderd con
el punto de corte entre la evolvente y la trocoide, que en el caso de no existir
penetracion, serd el punto de entronque entre evolvente y trocoide, y el limite superior
se corresponderd con el & del punto F'y por dltimo, sera necesario realizar el cambio
de variable en la integracion: (dy/d0)(d6/dé).

Por consiguiente, los potenciales debidos a flexion, compresion y cortadura son,
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(a) En el pifién (b) En la rueda

Fig. 3.6: Potencial eléstico en la evolvente.

respectivamente:

3
F2 (*[cosac (yr — y(©) - 4 sen ac ey dy
Uxev =6 E_b

€10 e(y(£))’ dé i o

Uy = 112 ( enleeldy (340
2Eb§m e(y(§)) d¢

1 F? " cos(ac)’ dy d¢ (3.47)

Usew = = —
2Gb§ e(y(§)) d¢

En la figura 3.6 se muestran los diferentes potenciales de deformacién en la evolvente
del pifidén y en la evolvente de la rueda. El potencial debido a flexion U, se representa
en rojo, el debido al esfuerzo normal U, en azul, en verde el debido al esfuerzo cortante
U, y finalmente en negro se representa la suma de los tres potenciales.

Del mismo modo, para calcular el potencial en la trocoide se realizara el cambio

de variable de y a ¢, y los potenciales correspondientes serdn:

Uxtr =6

$10
F2 [ [cosac (yr = y(9)) — 5 senac e(yr)]* dy
— —d 3.48
Eb /f @) A

10
1 F? ([ sen(ac)? dy

Unr:__ N
" 2Eb ) e(y(9)) dg

(3.49)



3.2. POTENCIAL DE DEFORMACION DE UNA PAREJA DE DIENTES EN CONTACTO 79

45 ]
40| 1207
35} ]

30l |15}
25}

20} 10r
15} ]

10l |ost
05}

0ol §loof

04 06 08 10 12 14 16 18 20 04 06 08 10 12 14 16 18 20
(a) En el pifién (b) En la rueda

Fig. 3.7: Potencial eldstico en la trocoide.
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Fig. 3.8: Potencial eldstico total de la pareja de dientes.

P10
1 F? [ cos(ac)? dy
2Gb ) e0) de 4

Uy, = (3.50)

En la figura 3.7 se muestra el potencial de deformacion en la trocoide del pifion
y en la trocoide de la rueda. El potencial debido a flexién U, se representa en rojo,
el debido al esfuerzo normal U, en azul, en verde el debido al esfuerzo cortante Uy y
finalmente en negro se representa la suma de los tres potenciales.

En la figura 3.8 se muestra el aspecto tipico de la variacién con la posicion de

contacto, del potencial total de deformacion de la pareja de dientes.
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3.3. Potencial de deformacion de varias parejas de
dientes en contacto

De las expresiones generales de los potenciales, puede observarse que son
proporcionales al cuadrado de la fuerza que actda en direcciéon normal al perfil, e
inversamente proporcionales al ancho de cara; por lo que podria definirse un potencial

unitario por unidad de ancho de cara y por unidad de fuerza, u(¢), que verificaria:

2
U(§) = 7~ u(@) (3.51)

Pudiera ocurrir que, durante el intervalo de contacto de una pareja de dientes y en
funcidén del grado de recubrimiento de la transmision, &,, existiera mas de una pareja
de dientes en contacto simultaneo; por ejemplo, en la figura 3.9 se muestra el potencial
elastico de deformacién de una transmisién con grado de recubrimiento entre 1 y 2.
En cada instante, el potencial total de la transmisién serd la suma de los potenciales de

todas las parejas en contacto:
F? 1
Ur= ) Ué) = ) ~ui) = 5 ) Flul) (352)

en donde, si P es la potencia transmitida y w la velocidad angular de rotacion, se debe

verificar que:

> Fi=F= P (3.53)
; W1rp1

La funcién potencial interno de deformacion permite obtener la distribucién de la

carga a lo largo del intervalo de contacto, mediante la minimizacién de dicha funcién

potencial por el método de los multiplicadores de Lagrange, Ec. 3.52, con la restriccién

dada por la Ec. 3.53, obteniéndose el siguiente resultado:
1
ui(&)
Zi-1

jzz;‘ ui(&;)

La solucion anterior representa la distribucion de carga a lo largo de la linea de

Fi&) = F (3.54)

contacto pues, como ya se ha visto, los respectivos potenciales dependen de la posicion
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U T Potencial de
deformacion total

Comienzo de engrane, a
Comienzo contacto Uinico, cus

Fig. 3.9: Potencial elastico de deformacion total en una transmisiéon con grado de

recubrimiento entre 1 y 2.

del punto de contacto. Dicha expresiéon muestra que la carga que estd actuando en un
instante en una pareja i es igual a la inversa de su potencial unitario dividida por la
suma total de las inversas de los potenciales unitarios de todas las parejas de dientes
en contacto en dicho instante y multiplicado por la carga total transmitida.

Si se define el potencial unitario inverso v(£) como la funcién inversa de la funcién
potencial unitario u(¢), v(€) = u(¢)~'(Fig. 3.10), la distribucién de carga a lo largo de

la linea de contacto queda de la forma

Fig) = —1€) (3.55)

Z1—-1

D ovit€)

j=0
donde F;(¢&) y vi(&) son la carga y el potencial unitario inverso del diente i cuando
el contacto se produce en el punto del perfil correspondiente a &;, F es la carga total
transmitida, y se supone v;(¢;) = 0 fuera del intervalo de contacto &;,, < € < &iup + Ea,s

donde &;,, es el parametro del perfil correspondiente al punto inferior de contacto del

pifion. De acuerdo con esto, la relacion de intercambio de carga R(€) (o la fraccion de
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V()

Einn CinnT€q

Fig. 3.10: Aspecto tipico de la funcién potencial unitario inverso.

la carga soportada por la pareja de dientes considerada) esta dada por:

Fi i i\Gi i
R@G) =T - W) V&) (3.56)
D€ D vE+G—i)
j=0 Jj=0

3.4. Potencial de deformacion de infinitas parejas.

Engranajes helicoidales

La distribucién de carga que describe la Ec. 3.55, es constante a lo largo del ancho
del diente en el caso de engranajes rectos, puesto que todos los puntos de la linea
de contacto estdn definidos por el mismo dngulo 6. Por el contrario, no ocurre lo
mismo en el caso de engranajes helicoidales, en donde la linea de contacto, en cada
instante, abarca un rango de posiciones desde la primera seccion del diente, que entra
en contacto, hasta la ultima seccion de dicho diente, Fig. 3.11.

Se puede utilizar el mismo enfoque para engranajes helicoidales dividiendo el
diente helicoidal en infinitas rebanadas, perpendiculares al eje del engranaje, de tal
manera que se puede considerar un diente helicoidal como una sucesion de infinitos
dientes rectos de espesor diferencial girados entre si el dngulo de hélice. Luego,

definiendo la variable / como la coordenada lineal a lo largo de la linea de contacto
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-
~
-
—
db, anchura diferencial

Fig. 3.11: Variacién del dngulo 6 a lo largo de la linea de contacto en cada instante, en un

diente de un engranaje helicoidal.

y teniendo en cuenta que dicha linea puede estar constituida por una o mas parejas de
dientes en contacto simultdneo, se tiene que el potencial unitario de deformacion es
funcion de /, ya que como se ha visto, el radio vector que define la posicion del punto
de contacto también es funcion de dicha variable.

Considerando que el potencial unitario de deformacién en un engranaje recto es
independiente del ancho de cara, puede generalizarse la Ec. 3.54 o la Ec. 3.55 sin més
que sustituir el sumatorio por una expresion integral extendida a lo largo de la linea de
contacto, de longitud total /. (considerando todas las parejas de dientes en contacto en
cada instante), y la fuerza actuante F por su equivalente f(/)dl, siendo f(/) la fuerza
por unidad de longitud.

1

ub YD (3.57)

dr =
fm fv(l) dl

I le

fi) =

La funcidon potencial unitario inverso tiene la forma caracteristica mostrada
en la Fig. 3.10, correspondiente para los sucesivos dientes de espesor diferencial
considerados a lo largo del engrane.

Se puede realizar un cambio de variable para transformar la variable /, coordenada

lineal a lo largo de la linea de contacto, en la variable &, sin mds que estudiar la
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A

Fig. 3.12: Geometria del contacto en engranajes helicoidales.

proyeccion de la direccion de [/ sobre el plano transversal de la transmisioén Fig. 3.12.
Si se designa por ¢ la proyeccion de [ sobre el plano transversal, y sabiendo que dé
es la diferencia entre los valores & correspondientes a los puntos de contacto de dos
secciones transversales separadas una distancia dA4, las relaciones que ligan dichas

variables son

Z
de = =L dg, (3.58)
2n
do = —rb1d61 (359)
do = dA tgBcos a; (3.60)

Si se considera que la primera seccion del pifidén en entrar en contacto es la seccion
coincidente con el plano del papel, la coordenada / se mide penetrando en este plano,
de ahi el signo negativo de la anterior Ec. 3.59. De las anteriores ecuaciones se obtiene

que la relacion entre las variables £ y A es:
&p
dé = ——dAa (3.61)

donde la variable g4 representa el grado de recubrimiento en el salto y como se

definid en la Ec. 2.77 es:
__bsenp

nmm

& (3.62)

Se deduce, por tanto, que dé es la contribucion al salto de un intervalo de contacto

correspondiente a un intervalo en la direccion del ancho de cara de valor dA.
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Fig. 3.13: Distribucién de carga en engranajes helicoidales.

De la figura 3.13, se observa que la longitud de la linea de contacto A/, , cuando

un tramo de longitud A b del ancho de cara esta en contacto, serd igual a:

Ab
Al =

= 3.63
cos f3p ( )
Se puede escribir la relacidn entre d/ y d¢ a partir de las ecuaciones 3.61 y 3.63:

b

£ COS B,

dl=-

dé (3.64)

relacidn que resulta ser lineal y demuestra que a cada punto de la linea de contacto le
corresponde un valor de &; por consiguiente, se puede efectuar un cambio de variable

en la Ec. 3.57 para realizar la integral en funcion de la variable &:

v(§)

f WE) dé

&

fé = F (3.65)

resultando, como combinacion de las anteriores ecuaciones y una vez simplificada, la
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siguiente ecuacion:

gg COSPB, V(&) P
b I,(&)

en la que & es el pardmetro correspondiente al punto en contacto de la primera seccidén

f( &) = (3.66)

transversal del diente considerado. La funcién I,, depende sélo de dicha variable, y

vale:
Zi-1 fo+j
Len = [voa=y, [ e (3.67
I =0 gyt j-ep

donde la variable /. de la primera integral denota que la integral se extiende a lo largo
de la linea de contacto, la variable &, define la posicién del engrane, mientras que &
caracteriza cada uno de los puntos de la linea de contacto. La figura 3.13 muestra la
variacion del potencial unitario inverso v(£) a lo largo de la linea de contacto, que es
proporcional a la distribucion de carga para un valor dado de &,. La seccidn transversal
de referencia puede ser cualquier seccion transversal arbitraria del diente helicoidal,
sin embargo la expresion de 1,(£y) depende de la seccion elegida, que para la Ec. 3.67

se corresponde con la seccidn extrema de menor &.

3.5. Aproximacion de la funcion potencial inverso

3.5.1. Aproximacion de la funcién potencial unitario inverso para

engranajes convencionales

En los apartados precedentes se han formulado ecuaciones del potencial
de deformacién en engranajes cilindricos de perfil de evolvente, tanto rectos
como helicoidales, lo que permite obtener expresiones para el reparto de carga,
determindndose un reparto no uniforme a lo largo de la linea de contacto.

El problema radica en que las Ecs. 3.13, 3.14 y 3.15 del potencial de deformacidn,
resultan extremadamente complejas y su resolucion ha de hacerse necesariamente,
por métodos numéricos. No obstante, puede calcularse el potencial total de una

transmision, o su valor inverso, para cada posicion de engrane.
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Fig. 3.14: Aspecto tipico de la funcidn unitario inverso v(£).

El desarrollo de modelos de calculo ha de basarse en formulaciones analiticas de
aplicacion genérica y lo més simples posible para que su uso y aplicacion sea sencillo
y extendido, sin perder precision en los resultados y abarcando los casos de disefio

habituales.

Por ello, era necesario, visto que no era posible un desarrollo totalmente analitico,
encontrar una funcién aproximada para la funcion potencial unitario inverso, a partir
del modelo de distribuciéon de carga no uniforme a lo largo de la linea de contacto

presentado en este capitulo.

Segun el planteamiento de buscar expresiones analiticas elementales y de amplio
rango de validez, en [58], se intentd aproximar la funcién potencial unitario inverso
por diferentes tipos de funciones (polinémicas, trigonométricas...). Se demostré que se
obtenia una buena aproximacién del potencial unitario inverso con una funcién coseno

del tipo:

v(§) = cos[by(& = &n)] (3.68)

Para determinar el valor del coeficiente by y de &, del modelo anterior se
emplearon los valores que ofrece la funcién de reparto de carga para engranajes rectos,
que, para el modelo propuesto, ha quedado deducida en la Ec. 3.54, cuyos valores

son practicamente constantes para cualquier transmision y su uso estd ampliamente
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Fig. 3.15: Reparto de carga para engranajes estdndar con &, entre 1y 2.

aceptado por las normas de disefio [37]. De este modo se obtuvo la expresion:

1

Em =& + 7% (3.69)

lo que supone que la distribucidn es simétrica respecto del punto medio del intervalo de
contacto, &,. Ademas, en dicho punto medio se alcanza el valor maximo de la funcién
aproximacion del potencial unitario inverso v(§).

Con el valor de &, se dedujo el valor del pardmetro b, obteniendo la expresion:

1
by = (3.70)

1 &4 \?
Rl P
\/2I+2I

Este valor del pardmetro b,, junto con el valor para &,, aplicados a la Ec. 3.68

constituyen la aproximacion para la funcién potencial unitario inverso.

De acuerdo con las ecuaciones 3.55, 3.66 y 3.67, la amplitud de v(£) no tiene
ninguna influencia en la distribucién de la carga, por consiguiente, se puede tomar
una amplitud de valor unitario, como en la Ec. 3.68, y trabajar con la funcién v(£)
normalizada, cuyo valor méximo se hace igual a 1. La figura 3.14 muestra el aspecto
tipico de la funcién v(¢).

Segtin lo anterior, el reparto de carga para engranajes rectos se puede obtener

reemplazando la Ec. 3.68 en la Ec. 3.55, con lo que se obtiene los siguientes resultados
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Fig. 3.16: Forma tipica de las graficas de la funcion I,(&p).

para engranajes con grado de recubrimiento entre 1 y 2:

cos[bo(§ — &n)]

RE) = N Tbo@ — &1 + coslbo@ + T =gy P &m S &S & +ea 1
R(é:) =1 parafinn+8a_l Sé‘:sé:inn+1
RE) = coslby(& = &w)] para £y, + 1 < £ < Epy + 84

cos[bo(é — 1 = &,)] + cos[by(€ — &,)]
(3.71)

el cual estd representado en la Fig. 3.15. Se puede apreciar que la variacion de R(¢) en
los distintos tramos es practicamente lineal. Por otro lado, las ordenadas de los puntos
singulares de la funcidn reparto de carga, se encuentran siempre muy proximos a 0.33
y 0.67, por lo que la funcién reparto de carga dada en la Ec. 3.72 puede expresarse

como:

R(&) :1(1+éﬂ) para &y, < EL Eppt &, — 1
3 &y — 1

R(f) =1 para é:inn + &y — 1 < é: < 'finn +1 (372)
1 ‘finn t & _é‘:

R(f) = 5(1+ﬁ) paraé‘:inn‘l' 1 S§S§inn+8a

Para engranajes helicoidales, la carga por unidad de longitud en un punto de
contacto (descrito por &) en una posicidon de engrane (descrita por la variable &) viene
dada por la Ec. 3.66, en la cudl v(¢) e I,(&,) vienen dadas por las Ecs. 3.68 y 3.67,

respectivamente.
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La funcion 1,(&)) se puede expresar a partir de las Ecs. 3.67 y 3.68 como:

Zi-1 éot+J

I(&) = E]J"amm@—@ﬂ®=
J=0 fotj—sp
EY

o[

i=0

Ea

bo(Ganr - 2| 373)

donde

gi,sup = §0 +i+ é‘:irm +t &y — mfl’l(fo + i, ‘firm) - méx(‘f() + i, ‘finn + goz)

gi,inf = é‘:O +i- &g + finn + &y — mﬁl(fo +i- B é‘:inn) - méx(fo +i— &8, finn + 8&)

(3.74)

De este modo, la funcidn 7,(&,) toma diferentes formas dependiendo de si la suma
de las partes decimales del grado de recubrimiento transversal y en el salto es menor o

mayor que 1, tal y como se representa en la Fig. 3.16.

3.5.2. Aproximacion de la funcién potencial inverso para engrana-

jes HTCR estandar

Para engranajes helicoidales con alto grado de recubrimiento transversal (High
Transverse Contact Ratio, HTCR), se ha comprobado que la funcidn potencial unitario
inverso sigue teniendo la misma forma que para engranajes convencionales (Fig. 3.14).
Por consiguiente, cabe esperar que la aproximacién del potencial unitario inverso
mediante la funcién de tipo coseno definida en la Ec. 3.68 siga siendo valida.

Para verificar la validez de la aproximacion del potencial unitario inverso mediante
la Ec. 3.68, se ha estudiado la aproximacion global de ambas curvas (numérica y
analitica) mediante el coeficiente de determinacién miiltiple ajustado, denotado por R?
o con las siglas ARS (Adjusted Regression Squared). Este coeficiente es una medida
descriptiva que sirve para evaluar la bondad del ajuste del modelo a los datos porque
mide la capacidad predictiva del modelo ajustado; si se expresa en tanto por ciento,

representa el porcentaje de informacién que explica el modelo. Ademas del coeficiente
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Fig. 3.17: Factor R? de ajuste de v(¢).

R?, se evaluara el error maximo que se produce entre ambas curvas de potencial; este

error maximo se ha calculado segun:

Vium (f ) — Veos (f )
Vium (é: )

o para el caso del reparto de carga se calcula con la ecuacion:

Rnum (6) - Rcos (f)
Rnum (é: )

Se han realizado una serie de estudios, modificando los principales pardmetros

Epax = méx( 100) (3.75)

Epox = méx( 100) (3.76)

geométricos dentro de unos rangos, con el objetivo de verificar la funcién de
aproximacion analitica propuesta y determinar qué parametros influyen en ella; para
ello, se ha cubierto el rango de valores del grado de recubrimiento transversal desde
valores ligeramente superiores a 2 hasta valores cercanos a 3. Para conseguir grados de
recubrimiento transversal cercanos a 3, a menudo es necesario considerar engranajes
con tan elevado nimero de dientes que en la realidad no se fabrican, pero permite
demostrar que el modelo propuesto es valido para el rango de grado de recubrimiento
transversal considerado.

Primeramente, se ha realizado un estudio con los valores de los pardmetros de
disefio mostrados en la tabla 3.1. Estos valores dan un total de 315 combinaciones, de
los cuales, unicamente se considerardn las 242 combinaciones que cumplen que tienen

grado de recubrimiento entre 2 y 3 y en las cuales no se produce engrane en vacio. La
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Fig. 3.19: Error maximo: E, .

validacién de la funcién aproximacion del potencial unitario inverso para engranajes
helicoidales quedaria también demostrada con este estudio, puesto que un engranaje
helicoidal seria una sucesion de infinitos engranajes rectos girados un dngulo de hélice

y tallados con el dngulo de presion equivalente.

Numero de dientes del pifién (Z;) 40150160|70|80|90| 100

Relacién de transmision (u) 111,51212,5]3

Angulo de presion (a,) 10111213 [14|15]16|17]18

Tabla 3.1: Estudio 1: valor de los pardmetros modificados.
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Fig. 3.20: Ajuste de la funcién v(¢): numérica (punteada); analitica (continua).

En la figura 3.17 se muestra el coeficiente de determinacién muiltiple ajustado R?
para el potencial unitario inverso obtenido en este estudio. En la gréfica de la izquierda
se observa dicho coeficiente en funcién del grado de recubrimiento transversal y a la
derecha en funcién de la relacion de transmision y del dngulo de presion. Se observa
que dicho coeficiente disminuye a medida que disminuye el dngulo de presion o
aumenta la relacién de transmision. El motivo de que el error aumente con la relacion
de transmision, se debe a que la asimetria de la funcién potencial unitario inverso
aumenta a medida que la relacion de transmision se alega de 1, mientras que la
funcién aproximacion de tipo coseno siempre es simétrica. La disminucion del dngulo
de presién y el aumento de la relaciéon de transmision son necesarios para llegar a
grados de recubrimiento cercanos a 3, aunque en la practica dichos valores no se suelen

utilizar.

Mientras que el coeficiente de determinacién multiple ajustado R” para la funcion
v(€) es de 0,971 en el peor de los casos, dicho coeficiente calculado para la funcién

R(€), en todos los casos, supera el 0,982 (Fig. 3.18).

En la figura 3.19, en la gréfica de la izquierda o grafica (a), se muestran los errores
maximos para el potencial unitario inverso calculado con la Ec. 3.75 y en la gréfica de

la derecha los errores maximos para R(¢) (Ec. 3.76).

En la figura 3.20 se compara la funcién v(£) obtenida mediante integracion
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Fig. 3.21: Ajuste de la funcién R(¢): numérica (punteada); analitica (continua).

numérica y mediante la ecuacion analitica propuesta, en los casos extremos en los
cuales se ha obtenido el valor del factor R*> m4s alto y mds bajo, respectivamente. Y
en la figura 3.21 se muestra la comparacion entre la funcidén R(£) numérica y analitica,

para aquellos casos con mejor y peor coeficiente de ajuste R.

Se ha realizado un segundo estudio para comprobar la escasa influencia sobre el
potencial unitario inverso que tienen determinados pardmetros, tales como el radio de
acuerdo, la altura de pie y los coeficientes de desplazamiento tanto de la rueda como del
pifién y que, por tanto, el modelo aproximado de tipo coseno (Ec. 3.68) sigue siendo
valido ante variaciones de dichos parametros. En este estudio se ha considerado los
valores de los pardmetros de disefio mostrados en la tabla 3.2, con los cuales se obtiene
un total de 1458 combinaciones, pero 180 serdn descartadas por producirse engrane en

vacio o tener un grado de recubrimiento fuera del rango considerado.

En la figura 3.22 se muestran los factores de ajuste R? entre la funcién numérica
y analitica para el potencial unitario inverso y para el reparto de carga obtenidos para
este estudio. En la figura 3.23 se muestra el valor del error maximo para v(€) y R(€).
Segun se aprecia en ambas figuras, los resultados para este estudio son similares a los
obtenidos en el estudio anterior, los valores del factor R?> obtenidos permanecen en el
mismo rango y los errores maximos tampoco se ven modificados cualitativamente,

quedando demostrado que, para el rango de valores considerado, existen ciertos
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Numero de dientes del piiién (Z;) 50170190
Relacién de transmision (i) 1,512
Angulo de presion () 11°]14°17°

Coeficiente de desplazamiento del pinén (x;) 010,11]-0,1
Coeficiente de desplazamiento de la rueda (x,) | 0]0,1[-0,1

Radio de acuerdo del pifion y de la rueda (r;) | 0,210,25]0,3

Altura de pie del piiién y de la rueda (h,) 1,2]11,25]1,3

Tabla 3.2: Estudio 2: valor asignado a los parametros.
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Fig. 3.22: Factor R? en funcién de &,.

parametros con escasa influencia sobre el potencial unitario inverso y sobre el reparto

de carga.

Tras estos estudios, se puede concluir que la funcién de aproximacion del
potencial unitario inverso (Ec. 3.68) sigue siendo vélida para engranajes HTCR y que
dicha funcién se puede expresar en funcién de dos unicos parametros: el grado de
recubrimiento transversal g, y el pardmetro que define el perfil del pifién en el punto
de contacto inferior denominado &;,,, como se muestra en las Ecs. 3.68, 3.69 y 3.70.
Como la funcién de reparto de carga, para engranajes rectos, se ha definido a partir de
la funcién v(€) con la Ec. 3.55, dicho reparto de carga dependerd, a su vez, inicamente

de estos dos pardmetros: &, y &;,,. Por consiguiente, el reparto de carga para engranajes
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Fig. 3.24: Reparto de carga para engranajes HTCR.

HTCR se puede calcular utilizando la Ec. 3.68 como:

R(¢) =

v(é)

VE-2)+vE-1D)+vE)+vE+ D +v(E+2)

representada en la Fig. 3.24.
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(3.77)

3.5.3. Aproximacion de la funcién potencial unitario inverso para

engranajes no estandar

Tal y como se ha concluido en el apartado anterior y en el estudio [45], tanto

para engranajes convencionales como para engranajes con alto grado de recubrimiento
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Fig. 3.25: Engrane en vacio.

transversal, es posible expresar la funcién potencial unitario inverso v(£) como una
funcién de dos pardmetros: &, y &, tal y como se muestra en las Ecs. 3.68, 3.69 y
3.70. Sin embargo, en todos los estudios considerados, la altura de cabeza del diente o
adendo se mantuvo constante con valor m,, la altura de pie o dedendo se fij6 a 1,25m,, y
el didmetro exterior se calcul6 en funcion de la distancia entre centros, de manera que
la holgura radial, es decir, la distancia entre la circunferencia de cabeza del engranaje
considerado y la circunferencia de pie del engranaje con el que se engrana, sea igual a

0,25m,,.

Ademads, el estudio [45] concluyd que la existencia de penetracion en la base del
diente no tiene influencia sobre la distribucién de carga, excepto si el drea recortada
debida a la penetracion es lo suficientemente grande como para causar que los puntos
exteriores del perfil de la rueda no encuentren puntos del perfil activo del pifién con los
cuales engranar, como se representa en la Fig. 3.25. A esto se le denomina engrane en

vacio.

En este apartado se va a estudiar la funcién potencial unitario inverso cuando existe
una variacion en la altura de cabeza de los dientes del pifion o de la rueda respecto a la
que se ha denominado estdndar (que toma el valor de m,), cuando existe el fendmeno
de engrane en vacio, o para los casos en los que la holgura radial sea diferente de
0,25m,,. Se definird un modelo del potencial unitario inverso modificado vélido para

estos casos.
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Fig. 3.26: Reduccién de la altura del diente de la rueda.

3.5.3.1. Reduccion de la altura del diente o engrane en vacio

Si existe engrane en vacio, el didmetro exterior efectivo de la rueda es mas pequefio
que el real (Fig. 3.25), pero segun las Ecs. 3.13, 3.14 y 3.15, las integrales para calcular
el potencial eldstico son exactamente las mismas, con la tnica diferencia de que no
existe contacto entre el punto inferior de contacto &;,, y el punto inferior de contacto
ficticio &/, . Este punto ficticio del perfil del pifion que deberia engranar con el punto
de cabeza de la rueda real, se puede obtener aplicando la ecuacién 5.20. Es decir,
que el valor del potencial unitario inverso v(§) serd exactamente el mismo para una
pareja de engranajes con penetracion que para una pareja igual pero en la que no existe
penetracion, excepto en el intervalo [£]

! > Sinn] que se corresponde con la zona gris de
la Fig. 3.26 de la derecha.

Es obvio que la existencia de engrane en vacio en la raiz del diente del pifién
produce el mismo efecto sobre la distribucion de carga que una reduccion de la altura
de cabeza en el diente de la rueda, tal y como se aprecia en la Fig. 3.25. Tanto las
integrales del potencial unitario inverso (Ecs. 3.13, 3.14 y 3.15) como los intervalos
de contacto son exactamente iguales. Por consiguiente, la forma del potencial unitario
inverso cuando existe engrane en vacio en la raiz del pifion o cuando se reduce la altura

de cabeza de la rueda, serd tal como se representa en la Fig. 3.27 y viene descrito por
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Fig. 3.27: Potencial unitario inverso obtenido mediante integracién numérica.
la siguientes ecuaciones:
V(&) = cos[by(§ — &) para i <& < & + o
0 P (3.78)
V(‘f) =0 para§<§inn0§>§inn+ga
donde:
é\:/ é\:/ + 1 ’
— g P
m mn 2 @
1
bj =
1 g \?
- (1 + ﬁ) -1
2 2
8(; =&y t (Aga)inn =&yt (é‘:irm - g;nn) (379)

La variable &/, es el grado de recubrimiento transversal ficticio que se corresponde
con el grado de recubrimiento transversal que tendria una pareja de engranajes con
igual geometria pero sin engrane en vacio o con la altura de cabeza de la rueda estindar,
es decir, con un adendo efectivo no reducido.

En la figura 3.28 se muestra el reparto de carga obtenido para una transmisién con
adendo efectivo no reducido (linea punteada) y para la misma transmision con adendo
efectivo de la rueda reducido (linea continua). Se observa como el punto inferior del
intervalo de contacto y el punto de contacto tnico superior se desplazan hacia la
derecha sobre las mismas lineas rectas que se obtenian con adendo no reducido, puesto

que, como se ha dicho anteriormente, la forma y los valores del potencial unitario
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E'inn Sinn Einnt €a-1 Einntl  Einn+1 innt &a
Fig. 3.28: Reparto de carga para engranajes con adendo efectivo reducido en la rueda.

inverso son los mismos en las dos situaciones, excepto en el intervalo [£], , &in,] €n la
que deja de existir el contacto y el potencial vale cero.

El valor del reparto de carga se puede calcular usando las Ecs. 3.55, 3.78 y 3.79,
aunque se puede obtener una buena aproximacion mediante las siguientes ecuaciones:

R(¢) = %(1 +S;_—jc',"1") para &im < & < & + €0 = 1

R =1 para &y, + &, — 1 <E< & + 1 (3.80)

’ /

1 fmn T &
R(f)zg 1+ ; 1 parafinn"'l Sgsfinn"'ga
8 [

a

En el caso de engranajes con alto grado de recubrimiento transversal, el reparto de
carga se muestra en la Fig. 3.29, donde el reparto obtenido para una transmision con
adendo efectivo no reducido se muestra con linea punteada y la misma transmision
con adendo efectivo de la rueda reducido se muestra en linea continua. De nuevo se
observa que los puntos singulares del reparto se desplazan sobre las lineas rectas de la
funcién de reparto de carga que habia para engranajes estandar.

Para engranajes helicoidales, la carga por unidad de longitud se puede calcular a
través de las Ecs. 3.66, 3.67, 3.78 y 3.79. Si se sustituyen las ecuaciones 3.78 y 3.79
en la Ec. 3.67, se obtiene la expresion especifica 1,(&) para engranajes con adendo
efectivo reducido en la rueda:

Ey

1 / ’
ASEEDY [sen [bg (g,m,, - %)] - [b{) (a,mf - %)” (3:81)

0 =0
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Fig. 3.29: Reparto de carga para engranajes HTCR con adendo efectivo reducido en la rueda.

donde

gi,sup = fo +i+ 2§inn + & — f:nn - mfn(fo + 1, é:mn) - méx(é:O + 1, é‘inn + 8&)
y

gi,in.f = .fo +1i— Ep + 2§inn + &y — finn min(&) +1— Ep, finn) - méX(f() +1i— S,B,é:inn + Sa)

(3.82)

Al igual que para engranajes estandar, la funcién 7,(&y) toma diferentes formas
dependiendo de si la suma de la parte decimal de los grados de recubrimiento
transversal y en el salto es mayor o menor que 1. Su representacion grifica es la misma

que la mostrada en la Fig. 3.16.

En la figura 3.30 se muestra, en la figura de la izquierda, la forma del diente cuando
existe adendo efectivo reducido en el piion y en la derecha la forma del potencial
unitario inverso. De nuevo el valor del potencial unitario inverso v(£) serd exactamente
el mismo para una pareja de engranajes estidndar que para una pareja con adendo
reducido en el pifidn, excepto en el intervalo [&;,, + €4, Einn + €,] donde el potencial
se hace nulo. La reduccion del adendo en el pifién produce el mismo efecto sobre la

distribucién de carga que si se produjese engrane en vacio en la base de la rueda.

La ecuacion de aproximacion del potencial unitario inverso para adendo efectivo

reducido en la rueda (Ec. 3.78) es vdlida para el caso de adendo reducido en el pifidn,
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Fig. 3.30: Adendo efectivo reducido en el pifion.
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Fig. 3.31: Funcién R(¢) con adendo efectivo reducido en el pifién.
pero en este caso, de acuerdo con la Fig. 3.30:
1
gz,n = finn + 58:1
1
bi =
1 & 2
- (1 ; —“) 1
2 2
8; =&y t+ (Aga)out =&y t+ (é:;m - fout) (383)

donde &/, es el parametro del perfil del pifién del punto ficticio exterior de contacto
(correspondiente al punto exterior del perfil del pifion si el adendo no se hubiese
reducido) y &, es el pardmetro del perfil del actual punto exterior de contacto del
pifién (considerando la reduccién del adendo o el engrane en vacio en la raiz del diente

de la rueda).

Para engranajes rectos, el reparto de carga para adendo efectivo reducido en el
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Fig. 3.32: Adendo efectivo reducido en el pindn y en la rueda.

pinén se puede calcular a través de las Ecs. 3.55, 3.78 y 3.83. Para engranajes
convencionales, se puede obtener una buena aproximacién calculando el reparto de

carga con las siguientes ecuaciones:

RE@) = —(1 + éi)

g, -1
R =1
1( o+ E
RE =g[1+2m e
3 g —

para ginn < 'f < é:inn +é&,—1
para iy, + &, — 1 <& < &y + 1 (3.84)

) paraé‘:inn +1 < ‘f < finn + &a

En la figura 3.31 se muestra la forma tipica del reparto de carga para engranajes
rectos convencionales (a) y HTCR (b) cuando se produce engrane en vacio en la raiz
del diente de la rueda o cuando los dientes del pifién tienen el adendo reducido.

Para engranajes helicoidales, la carga por unidad de longitud se calcula con las Ecs.
3.66, 3.67, 3.78 y 3.83 y la funcidn I,(&)) se calcula a partir de la Ec. 3.81 donde los
limites de integracion son los mismos que para engranajes con adendo reducido en la
rueda, es decir, los definidos en la Ec. 3.82; aunque en este caso las variables &y &iny
tomaran el mismo valor. La forma que tomara la funcién 7,(£,) dependerd, de nuevo,
de si el valor de las suma de las partes decimales es mayor o menor que 1, segin la
Fig. 3.16.

La misma aproximacion puede ser utilizada cuando existe adendo reducido efectivo
en ambos engranajes, incluso cuando existen diferentes reducciones en el pifién y en

la rueda. De acuerdo con la Fig. 3.32, el potencial unitario inverso vendra dado por la
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Fig. 3.33: Funcién R(¢) con adendo efectivo reducido en el pifién y en la rueda.

Ec. 3.78, donde &, b y €, toman los siguientes valores:
gl é':/ + 1 ’
=& —£
m mn 2 a
1

-
1 8/2
- 1+—“) 1
\/2( 2

8; =&t (Aga)inn + (Asar)out =&t (é‘:inn - 'lenn) + (":?:mt - é‘:out) (385)

La funcién de reparto de carga para engranajes rectos de nuevo se calculard con
las ecuaciones Ecs. 3.55, 3.78 y 3.85, aunque para engranajes convencionales se puede

aproximar por:

L &€&
R¢) =-|1+—2 para &y < E S &+ 80— 1
3 g, -1
R¢) =1 para&im + &4 — 1 <E< &+ 1 (3.86)
1 é:t,nn +8Zr_§
R¢) = 3 1+,—1 para &y + 1 <& < &y + &0
g, -

Para engranajes helicoidales la carga por unidad de longitud se calculara a partir de las
Ecs. 3.66, 3.67, 3.78 y 3.85, como en los casos anteriores, al igual que la funcién 7,(&)
y sus limites.

La reduccién de la altura de pie o dedendo, tanto en el pifion como en la rueda,
tiene una influencia muy pequeiia, casi inapreciable, sobre la distribucién de carga, al
igual que las variaciones del radio de acuerdo de la herramienta. Esto se debe a que

las modificaciones en ambos pardmetros no tienten influencia ni en el pardmetro que
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define el punto inferior de contacto &;,, ni en el grado de recubrimiento transversal &,.

Obviamente, habra que considerar la restriccién de interferencia.

3.5.3.2. Alargamiento de la altura del diente

El alargamiento de la altura de cabeza del diente o adendo se trata de forma
similar a cuando existe reduccion. Las integrales para calcular el potencial eldstico son
exactamente las mismas, con la unica diferencia de que cuando existe alargamiento
de la cabeza de la rueda, el limite inferior del intervalo de contacto &;,, es menor que
el que se produce cuando la altura del diente es m,,, es decir, es menor que el punto
inferior de contacto ficticio &, , aumentando de esta forma la longitud del intervalo de
contacto. Asi mismo, cuando el alargamiento se da en la cabeza del pifién, produce que
el limite superior del intervalo de contacto &,,, = &, + €, aumenta con respecto al que
se obtenia con engranajes estandar. Y para el caso en que el alargamiento se realize
en ambos engranajes, tanto el limite inferior como el limite superior del intervalo de
contacto se ven modificados, tal y como se aprecia en la Fig. 3.34.

Las ecuaciones 3.78 y 3.85 son vdlidas para cualquiera de los casos anteriormente

citados, con la siguientes peculiaridades:

= Para el alargamiento de la cabeza de la rueda (A&, )iy, serd negativo y (A&,)our

sera cero.

= Para el alargamiento de la cabeza del pifion (Ag,),. serd negativo y (A&,)inn

sera cero.

= Para aumentos de la altura de cabeza tanto en la rueda como en el pifién, (A&, )inn

y (A&q)our SETaN negativos, como se aprecia en la Fig. 3.34.

De nuevo, la funcién de reparto de carga para engranajes rectos se calculara con las
ecuaciones Ecs. 3.55, 3.78 y 3.85, teniendo en cuenta lo anteriormente citado, aunque
para engranajes convencionales se puede aproximar por la Ec. 3.86. La funcion reparto

de carga para engranajes convencionales y para engranajes HTCR, cuando existen
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Fig. 3.34: Adendo efectivo alargado en el pifién y en la rueda.
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Fig. 3.35: Funcién R(¢) con adendo efectivo alargado en el piiién y en la rueda.

diferentes alargamientos en la cabeza de la rueda y en al cabeza del pifion se muestra

en la Fig. 3.35.

Para engranajes helicoidales las ecuaciones a aplicar son exactamente las mismas

que en el apartado anterior.

Se puede estudiar, de manera similar, el caso de una pareja de engranajes en el
que se aumenta el adendo de uno de los engranajes y en otro se reduce. Se utilizaran
las mismas ecuaciones, considerando un (Ag,) positivo y otro negativo. La figura 3.36
muestra el reparto de carga de una pareja de engranajes rectos convencionales con un

adendo ampliado en el pifién y un adendo reducido en la rueda.
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'inn Einn Eout-1 Eout-1 Elinnt! Einn+1 Eout Eout

Fig. 3.36: Reparto de carga para engranajes convencionales con adendo efectivo ampliado en

el pifién y adendo efectivo reducido en la rueda.

3.5.3.3. Modificacion de la distancia entre centros

Para mantener la holgura radial para distancia entre centros no estdndar, el radio

exterior debe calcularse a partir de las siguientes ecuaciones:

Fout = C — Tpy — MpXy + myh,

Foun = C — rpr —myXx; + myh, (3.87)

donde r,,, es el radio exterior, C es la distancia entre centros de operacion, r, es el
radio primitivo, x es el coeficiente de desplazamiento y 4, es el adendo o coeficiente
de altura de la cabeza. Con estos radios exteriores, la distancia entre centros tiene una
ligera influencia sobre el grado de recubrimiento transversal, y las Ecs. 3.68, 3.69 y
3.70 son vdlidas si la altura de cabeza h, se mantiene igual a 1.

Sin embargo, las modificaciones de la distancia entre centros tienen una fuerte
influencia en el grado de recubrimiento transversal si el radio exterior permanece
inalterable. En este caso, estas variaciones del grado de recubrimiento tiene una
gran influencia sobre la distribucion de carga, de la misma manera que lo tienen las
modificaciones de la altura de cabeza.

Un incremento en la distancia entre centros se traduce en un decremento del
grado de recubrimiento transversal, que se denotard por (Ag,).. Puesto que las

circunferencias de cabeza se desplazan alejdandose de la circunferencia de pie del
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Einn E'inn Em Em Eout
(a) Pareja de dientes (b) Funcioén v(¢)

Fig. 3.37: Incremento de la distancia entre centros.

engranaje con el que engranan, el efecto del aumento de la distancia entre centros
es equivalente a una reduccion de las dos alturas efectivas de cabeza. En consecuencia,
la curva del potencial unitario inverso debe truncarse por cada lado una cantidad
de 0,5(Ag,).. Sin embargo, el pardmetro del perfil que define el punto superior del
intervalo de contacto &,,, calculado a través de la Ec. 3.39, no cambia, puesto que
depende del radio exterior y del radio de base, que no se han modificado, y es
completamente independiente de la distancia entre centros.

Asi, la funcién v(€) se debe desplazar hacia la derecha una distancia igual a
0,5(Ag,)., para obtener la forma final que se representa en la Fig. 3.37. Segun esto,

el potencial unitario inverso se describira por:

(&) =cos[by(& —&n)] paradiy, < &< &t &y

(3.88)
V(é:) =0 Paraf < finn o é: > é:inn + &y
donde:
P
fm - fmn 280’
1
b =
1 & 2
(1422} 2
\/2 ( i) )
g, =&, + (A&y), (3.89)

Para engranajes rectos, el reparto de carta cuando se modifica la distancia entre

centros se puede calcular a través de las Ecs. 3.55, 3.88 y 3.89. Para engranajes
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Fig. 3.38: Funcién R(¢) con incremento de la distancia entre centros.

convencionales, se puede obtener una buena aproximacion calculando el reparto de

carga con las siguientes ecuaciones:

1 _& A
R@ = s[14 88w OB i << e 1
3 g, -1
R(f) :1 paraginn"'ga_lg‘fgfinn‘i'l
1 ' +&,+0,5A&,). —
R() :5(1+§’"" o ” i‘g) §) para épm + 1 < & < & + 4
Eq —

(3.90)

En la figura 3.38 se muestra la forma tipica del reparto de carga para engranajes
rectos convencionales (izquierda) y HTCR (derecha) cuando se incrementa la distancia
entre centros.

Para engranajes helicoidales, la carga por unidad de longitud se puede calcular a
partir de las Ecs. 3.66, 3.67, 3.88 y 3.89. Si se sustituyen las ecuaciones 3.88 y 3.89 en
la Ec. 3.67, se obtiene la expresion especifica I,(&)) para engranajes con modificaciones
de la distancia entre centros:

Ey

B = o > [sen

0 =0

o )]l 5 o
donde

évi,sup = fo +i+ 2§inn + & — é:zlnn - mfn(fo + i’ é:mn) - méx(fo + i’ é:irm + 8(1)

gi,inf = ‘fO +i- &p + 2§znn + &y — ‘fz/nn - mfn(fo +i- &g, 'fmn) - méX(fo +i- &g, é:inn + 8&)

(3.92)
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Al igual que para engranajes estdndar, la funcion [,(&;) toma diferentes formas
dependiendo de si la suma de la parte decimal de los grados de recubrimiento
transversal y en el salto es mayor o menor que 1. Su representacion gréifica es la misma
que la mostrada en la Fig. 3.16.

Obviamente, las Ecs. 3.88 y 3.89 son también validas cuando se disminuye la
distancia entre centros, aunque para ello la variacion del grado de recubrimiento

transversal (Ag,). tomara valores negativos.

3.5.4. Precision del método

Para comprobar las validez y la precision de las ecuaciones anteriores se ha llevado
a cabo un conjunto de estudios. Este conjunto de estudios se repetird para engranajes

convencionales y para engranajes HTCR.

3.5.4.1. Precision del método para engranajes convencionales

Cada estudio incluye 20 casos diferentes, correspondientes a la combinacion de 5
valores del angulo de presion «, (17, 19, 21, 23 y 25°) con 4 valores de la relacion
de transmision u (1.1, 2, 3 y 4). El numero de dientes del pifion es diferente para cada
angulo de presion (30 dientes para los valores del dngulo de presion de 17° y 19°, 25
dientes para el dngulo de presion de 21°, 20 dientes para 23° y finalmente 18 dientes
para 25°), mientras que el dngulo de hélice Sy los coeficientes de desplazamiento x; y
X, permanecen constantes e iguales a 0.

Para cada uno de los 20 casos de cada estudio, se han comparado las funciones v(¢)
y R(¢) calculadas a través de la integracion numérica de las ecuaciones de la elasticidad
con dichas funciones calculadas con las ecuaciones presentadas en el capitulo 3.5. La
funcién v(€) se ha normalizado, de tal manera que v,,,, = 1, por tanto, los errores en
los puntos cercanos al punto medio del intervalo de contacto serdn pequefios; mientras
que los errores en los limites del intervalo de contacto, &, ¥ Epur = Einn + Eq» SETAN MAS
significativos.

Para cada estudio, se muestra, en la primera y segunda columna de la tabla 3.3
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el error mdximo relativo en la estimacion de v(£) en los limites del intervalo de
contacto &, Y €ou- Junto con el valor del error méximo se dan los datos del dngulo
de presion @, y relacion de transmision u correspondientes al caso especifico donde
se produce dicho error mdximo. Ademads, en la tercera columna se muestra el error
maximo absoluto en v(¢) que se produce dentro del intervalo de contacto (también en
este caso se corresponde con el mayor de los errores maximos de los 20 casos para
cada estudio considerado). Junto con los datos del caso en el que se produce el error
maximo absoluto «,, y u, se muestra la localizacioén de dicho error dentro del intervalo
de contacto; para ello se ha definido una nueva variable descrita por:
— év‘: B é‘:inn
gout - é: inn

También, para cada caso de cada estudio, se ha calculado el coeficiente de

0 (3.93)

determinacién multiple ajustado R* entre ambas funciones v(¢): 1a funcién v(€) resuelta
mediante integracién numérica y la funcién v(¢) obtenida a partir de del modelo
aproximado. En las columnas cuarta y quinta de la tabla 3.3, se muestran los valores
méximos y minimos de dicho coeficiente R* obtenido entre los 20 casos de cada
estudio.

De igual modo, se han calculado los mismos errores para la funcién R(£): el error
maximo relativo en &, y &, €l error maximo absoluto que se produce dentro del
intervalo de contacto y el valor mdximo y minimo del coeficiente R?. Los resultados se
muestran en las columnas 6* a 10%, respectivamente.

El estudio denominado estudio 0 es un estudio de referencia desarrollado para una
transmision estandar, con un coeficiente de altura de cabeza del diente de valor i, = 1,
un coeficiente de altura de pie de h,y = 1,25, y un valor de la distancia entre centros
igual a C = rp, + ry,. Este estudio no proporciona nuevos resultados con respecto a los
resultados presentados en [41, 58, 45], pero se ha realizado con el fin de comparar las
desviaciones que se producen con respecto a las transmisiones no estandar.

En la tabla 3.3 se muestra que para el estudio 0, el méximo error en la estimacion
del potencial unitario inverso v(¢) fue del 7,25 %, y se obtuvo para el caso con dngulo

de presién minimo (@, = 17°) y relacion de transmision méxima (u = 4). Para este
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Fig. 3.39: Ajuste de la funcién v(£): numérica (punteada); analitica (continua).
mismo caso (@, = 17° y u = 4) también se obtiene el peor ajuste entre la funcién
v(€) calculada numéricamente y con la ecuacion aproximada, sin embargo, el valor
obtenido del factor R* es de 0, 9820, que sigue siendo bastante alto. El mejor ajuste,
con un valor de R? de 0,9995, se obtuvo para el caso con dngulo de presién maximo
(@, = 25°) y relacién de transmision minima (# = 1,1). En la figura 3.39 se representa

el mejor y el peor ajuste conseguido entre la funcion v(£) numérica y la analitica.

Los resultados obtenidos en la estimacion del reparto de carga R(£) son incluso
mejores que los obtenidos para el potencial. El error méximo se produjo para el mismo
caso de error maximo en v(£) pero en un punto de contacto diferente (6 = 0,12 en lugar
de 6 = 0,18) y su valor fue de 4,40 %. El valor del factor R* mas pequefio se obtuvo
también para este caso, pero su valor aument6 hasta 0,9910. El valor m4s alto del R? se
obtuvo para el mismo caso que en V(&) pero su valor se incrementd en este caso hasta
0,9999. La figura 3.40 representa el ajuste entre la funcidon R(¢) numérica y analitica

para los casos del factor R? maximo y minimo.

En los estudios 1a y 1b se analiza la reduccion de la altura del diente del pifién; en
el primer estudio se reduce la altura de cabeza un 10 % (h,; = 0,9) y en el segundo un
20 % (h,; = 0,8). Como se muestra en la tabla 3.3, las variaciones del maximo error en
la funcién v(€) no son significativas y las variaciones del maximo error de R(¢) son muy

pequenas también. Ademas, los errores que se producen en los limites del intervalo
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Fig. 3.40: Ajuste de la funcién R(¢): numérica (punteada); analitica (continua).

de contacto son atn mas pequefios, puesto que las divergencias tienden a aumentar a
medida que dichos limites se alejan del punto medio del intervalo de contacto. Los
valores maximo y minimo del factor R? de las curvas v(¢) y R(£) son practicamente los
mismos que los obtenidos para transmisiones estindar, manteniéndose los niveles del
ajuste bastante altos, e incluso se obtiene un ajuste ligeramente mejor para la funcién
R(¢) de peor ajuste.

Los estudios 1c y 1d, consideran una reduccion en la altura de cabeza de la rueda
del 10 % y del 20 % respectivamente, muestran tendencias muy similares: variaciones
muy pequefias de los errores maximos de v(€) y R(€), alrededor de 7,25% y 4,4 %
respectivamente, y unos valores similares del factor R?, mayores que 0,99 en todos los
casos. Los errores disminuyen de nuevo en los limites del intervalo de contacto.

Se han considerado varios casos con alargamiento del adendo:

= Incremento del adendo del pifién en un 5% y un 10%: estudios 2a y 2b

respectivamente.

» Incremento del adendo de la rueda en un 5% y un 10 %: estudios 2c y 2d

respectivamente.

= Diferentes aumentos del adendo en el pifion y en la rueda: un 10 % en el pinidon y

5 % en la rueda: estudio 2e.
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En estos casos, como aumenta el grado de recubrimiento y los puntos limites del
intervalo de contacto se alejan del punto medio de dicho intervalo, los errores aumentan
ligeramente. Para incrementos del adendo del pifidn el error aumenta en el punto
superior del intervalo de contacto, para alargamientos en la cabeza de la rueda el error
aumenta en el punto inferior del intervalo de contacto y para alargamientos tanto del
pifidn como de la rueda el error se incrementa en ambos limites del intervalo, tal y como
se muestra en la tabla 3.3. El valor del error mdximo en todo el intervalo de contacto
también aumenta, porque dicho error se desplaza a los limites de dicho intervalo. Sin
embargo, los niveles del error siguen siendo significativamente bajos, en particular,
para la funcién de reparto de carga. El factor R* mantiene valores entre 0,9875 y 0,9999
para la funcién R(¢).

Los estudios 3a'y 3b muestran como las modificaciones de la altura de pie del diente
tienen escasa influencia sobre la distribucién de carga, aunque su influencia sobre el
potencial unitario inverso es ligeramente mayor.

Finalmente, el estudio 4 muestra la influencia de las modificaciones de la distancia
ente centros. En el caso mostrado, como la distancia entre centros aumenta, se produce
una reduccién del grado de recubrimiento efectivo. Los errores en los limites del
intervalo de contacto disminuyen, mientras que los errores maximos son practicamente

los mismos que para una distancia entre centros nominal.

3.5.4.2. Precision del método para engranajes HTCR

Cada estudio, al igual que para engranajes convencionales, incluye 20 casos
diferentes, correspondientes a la combinacion de 5 valores del dngulo de presion «,
(10, 12, 14, 16 y 17°) con 4 valores de la relacion de transmision u (1.1, 1.5, 2 y 2.5).
El numero de dientes del pifién es diferente para cada dngulo de presion (65 dientes
para el valor del angulo de presion de 10°, 47 para un angulo de presion de 12°, 50
dientes para el dngulo de presion de 14°, 75 dientes para 16° y finalmente 110 dientes
para 17°), mientras que el angulo de hélice S y los coeficientes de desplazamiento x; y

X, permanecen constantes e iguales a 0.
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Para verificar la validez de las funciones v(¢) y R(£), se ha realizado el mismo
procedimiento con engranajes HTCR que el realizado para engranajes convencionales.
Para comprobar la coincidencia entre la funcion v(€) obtenida mediante técnicas de
integracion numérica y la funcién de aproximaciéon de v(£) de tipo coseno, se ha
calculado el error maximo relativo entre ambas funciones en los puntos &, y o,
el error méximo absoluto que se produce dentro del intervalo de contacto y el valor
médximo y minimo del coeficiente R? (tabla 3.3, desde la 1* columna a la 5%). De
igual modo, se han calculado los mismos errores para la funcidén R(£): el error maximo
relativo en &;,, Y &our, €l error maximo absoluto que se produce dentro del intervalo de
contacto y el valor maximo y minimo del coeficiente R? (tabla 3.3, desde la 6* columna

ala 10%).

Se ha realizado un estudio de referencia, basado en 20 casos para engranajes
estandar, que servird para la comparacion con los casos no estandar. Este estudio de
referencia o estudio 0, se muestra en la primera fila de la tabla 3.4. El méximo error
en la estimacion del potencial unitario inverso v(¢) fue del 7,56 %, y se obtuvo para el
caso con angulo de presiéon @, = 12° y relacién de transmisién # = 2,5. El minimo
valor del factor R? se obtuvo también para este mismo caso y el mejor ajuste se obtuvo
para un angulo de presion @, = 14° y relacion de transmision u = 1,1. Estos dos
casos extremos de mejor y peor ajuste en la funcién v(£) se encuentran representados
en la Fig. 3.41. Los valores obtenidos para el reparto de carga son mejores que para el
potencial, el error m4ximo es de 5,70 %, y los factores R? para el mejor ajuste y para el
peor toman los valores 0,9976 y 0,975, respectivamente. En la figura 3.42 se muestran

el mejor y el peor ajuste obtenidos para la funcion reparto de carga.

En los estudios 1a y 1b se observa el efecto de la reduccion de la altura de cabeza
efectiva del diente en un 10% y 20 %, respectivamente. Los errores en el limite
superior del intervalo de contacto se reducen ligeramente, mientras que los errores
en el resto se mantienen. Los valores obtenidos del factor R? de las curvas v(¢) y R(€)

no se ven alterados por el incremento del adendo efectivo.

Los estudios 1c y 1d consideran una reduccion en la altura efectiva de cabeza
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Fig. 3.41: Ajuste de la funcion v(¢): v(¢) numérica (punteada); v(¢) analitica (continua).
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Fig. 3.42: Ajuste de la funcién R(¢): R(€) numérica (punteada); R(¢) analitica (continua).

de la rueda del 10 % y del 20 % respectivamente. En la tabla 3.4 se observa como
dichos estudios presentan tendencias muy similares, aunque disminuyen ligeramente
los errores en el limite inferior del intervalo de contacto.

En los siguientes cinco estudios 2a, 2b, 2c, 2d y 2e, se analiza el efecto del
incremento del adendo efectivo en el piiién en un 5% y un 10 %, en la rueda en un
5% y un 10 %, y finalmente una combinacion de ambos un 10 % en el pifion y 5 % en
la rueda. A partir de los datos mostrados en la tabla 3.4, se puede concluir que el error
aumenta en el punto superior del intervalo de contacto para incrementos del adendo del
piiién y, por el contrario, aumenta en el punto inferior cuando el incremento se produce

en el adendo de la rueda. El valor del error maximo en todo el intervalo de contacto
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también aumenta, porque dicho error se desplaza a los limites de dicho intervalo. Sin
embargo, los niveles del error siguen siendo significativamente bajos, en particular,
para la funcion de reparto de carga.

Los estudios 3a 'y 3b muestran cdmo las modificaciones de la altura de pie del diente
tienen escasa influencia sobre la distribucién de carga, aunque su influencia sobre el
potencial unitario inverso es ligeramente mayor.

Por ultimo, el estudio 4 muestra la influencia del aumento de la distancia ente
centros, que produce una reduccion del grado de recubrimiento efectivo. Los errores
en los limites del intervalo de contacto disminuyen, mientras que los errores maximos
son practicamente los mismos que para una distancia entre centros estandar. El efecto

cuando se disminuye la distancia entre centros serd exactamente contrario.

3.5.4.3. Ejemplo de engranajes no estandar

En este apartado se va a mostrar un ejemplo de engranajes con parametros
geométricos no estandar. El ejemplo consiste en una pareja de engranajes rectos con

los siguientes pardmetros:

= Numero de dientes del pifién: 16

= Angulo de presién: 19°

= Relacion de transmision: 1,5

= Coeficientes de desplazamiento para el pifion y la rueda: O
s Coeficiente de altura de cabeza o adendo: 1,1

= Coeficiente de altura de pie o dedendo: 1,25

= Distancia entre centros de operacion: r,; + 7, + 0,1m,

La pareja equivalente de engranajes rectos estandar tendria exactamente el mismo
valor de los parametros geométricos, excepto el adendo o coeficiente de altura de
cabeza que valdria 1 y tendria una distancia entre centros igual a la nominal (7, + 7).

Despreciando el posible efecto de engrane en vacio, el valor del grado de
recubrimiento transversal ficticio es &, = 1,5859, y el punto inferior ficticio del

intervalo de contacto esta definido por & =~ = 0,0559. A partir de estos valores, es
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posible calcular el valor del punto medio y el punto exterior del intervalo de contacto

segun las siguientes ecuaciones:

1
& =&+ 58; = 0,8489

Epy =& + €, =1,6418 (3.94)

mientras que el coeficiente b, viene dado por:

1
by = = 1,2832 (3.95)

1 g \?
—(1+—)—1
2 2

El incremento de la distancia entre centros de operacion, provoca una reduccion

del intervalo de contacto, que se traduce en una reduccion del grado de recubrimiento
transversal ficticio en una cantidad igual a (Ag,). = 0,1013. Los nuevos valores de los
parametros del perfil correspondientes a punto inferior y al punto medio del intervalo

de contacto vienen dados por:

& =€ +(Aey) = 0,1572

/! 4 ( S(Y)C
& =& +
m m 2

= 0,8996 (3.96)

El incremento del adendo del pifion provoca un aumento de 0,0613 del grado de
recubrimiento transversal, o lo que es lo mismo, tal y como se ha definido la variable
(A&y)ou» provoca un valor negativo en dicha variable de (Ag,),., = —0,0613. Por
consiguiente, el punto superior del intervalo de contacto de la pareja de engranajes

no estandar toma el valor:

Eour = €y + (A& 0w = 1,7031 (3.97)

El incremento del adendo en la rueda produce engrane en vacio en la base del
pifién, por tanto, el punto inferior del intervalo de contacto coincidira con el comienzo
de la curva de evolvente, que en este caso vale &, = 0,1113. La variacion del grado

de recubrimiento transversal debido a esto es de (Ag, )i, = —0,0459.
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Fig. 3.43: Comparacién entre los célculos numéricos (punteada) y analiticos (continua) del

ejemplo .

Resumiendo, el potencial unitario inverso de la pareja de engranajes rectos no

estandar viene dado por las siguientes ecuaciones:

V(&) =cos[by(& &) para iy, < &< & + &
v =0 para & < &ipp 0& > Eipn + &4

(3.98)

donde b, = 1,12832, &7 = 0,8996, &,, = 0,1113 y el grado de recubrimiento

transversal efectivo es:
Eq = ‘9; - (Aga)c - (Agw)inn - (Aga)out = 1’5918 (399)

El reparto de carga se puede calcular a partir de las Ecs. 3.55 y 3.98. En la figura
3.43 se muestra tanto el potencial unitario inverso como el reparto de carga, calculado
con las ecuaciones analiticas anteriores y comparado con el potencial y el reparto
obtenido mediante la integracion numérica de las Ecs. 3.13, 3.14 y 3.15.

Se puede observar un buen ajuste entre los cdlculos numéricos y el modelo
presentado. El error méximo relativo en la estimacion del potencial unitario inverso
v(€) es de 2,64 %, situado en el punto 6 = 0,1733, mientras que el factor de ajuste
R? es de 0,9975. Para la funcién reparto de carga R(£), el error relativo maximo es
de 1,56 %, que se sitia en el punto inferior del intervalo de contacto; mientras que el

factor R? crece hasta 0,9999.
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3.6. Analisis del reparto de carga mediante el MEF

El objetivo de este apartado consiste en la verificacion del modelo propuesto del
potencial unitario inverso dado por la Ec. 3.68. La verificacion se realiza mediante la
comparacion del potencial dado por la Ec. 3.68 con el potencial obtenido a partir de
los resultados de distribucion de tensiones de un modelo resuelto por la técnica de
los elementos finitos. Primeramente se realiza la descripcion del modelo de elementos
finitos creado para este propdsito, para posteriormente, a partir de las tensiones de
contacto que aparecen entre las superficies de los dientes en contacto, obtener la
distribucion de carga a partir de la ecuacion de Hertz, y comprobar la coincidencia de
dicha distribucién con la obtenida mediante el modelo analitico aproximado propuesto.

El modelo de elementos finitos ha sido creado con el programa de propdsito general

ANSYS.

3.6.1. Desarrollo del modelo de elementos finitos

El procedimiento empleado para la creacion del modelo de elementos finitos
estd basado en el método desarrollado originariamente en el Gear Research Center,
Litvin y Fuentes [23], para la generacion y el estudio de geometrias de transmisiones
por engranajes por el método de los elementos finitos. Se han seguido los siguientes
pasos:

Paso 1. A partir de las ecuaciones de la evolvente de la circunferencia (Ecs.
2.1y 2.2) y de las ecuaciones de la trocoide (Ecs. 2.30 y 2.38), se fija la posicion
de los keypoints. Estos keypoints se unen mediante lineas para crear el modelo en
2 dimensiones del pifién y de la rueda. El modelo se ha realizado completamente
parametrizable, de tal manera que, cambiando el valor de unos parametros se puede
cambiar completamente el modelo. Los keypoints de las curvas evolvente y trocoide,
durante el proceso de mallado, se transformardn directamente en los nodos que
conforman el modelo. En la figura 3.44 se muestran los keypoints de un modelo en

2 dimensiones para una determinada geometria.
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Fig. 3.45: Division de la superficie del diente y division de las lineas

El ndmero de elementos que compongan el perfil de evolvente y el perfil de la
trocoide serd completamente parametrizable. Ademas se realizard un mallado uniforme
a lo largo del perfil de evolvente, para lo que serd necesario realizar incrementos
constantes en la longitud de la evolvente. Dichos incrementos se calculan a partir de
la ecuacion 2.8 definida en el capitulo 2.1.1, que permite expresar la longitud de la

evolvente entre dos puntos en funcién del dngulo 6 de cada punto.

Paso 2. Se establece el nimero de subdivisiones de cada linea y se divide
cada superficie de cada diente en 4 dreas intermedias para un mejor control de la

discretizacidn en elementos finitos de los subvolimenes que se obtienen, Fig. 3.45.
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Fig. 3.46: Mallado de los dientes

Paso 3. Se discretiza cada una de las 4 superficies en las que se encuentra dividido el
diente, con elementos de tipo rectangular. Dichas superficies en 2D serviran de patrén

para la extrusion.

Paso 4. Se realiza una extrusion de las superficies malladas en 2D. Las propiedades
y el mallado de las superficies iniciales serdn usadas como patron de la malla del
volumen que se crea, Fig. 3.46. Previamente, se deben borrar las lineas concatenadas

que se crearon para generar las dreas, Fig. 3.45.

Paso 5. Posteriormente se crean los elementos de contacto; para ello, es necesario
identificar primeramente el tipo de contacto que se tendrd en este modelo, que podr4 ser
dicho contacto de tipo rigido-flexible o flexible-flexible. En el contacto de tipo rigido-
flexible, una o méas de las superficies en contacto se trata como rigida. En general,
muchos de los problemas de contacto entre metales entran dentro de esta categoria.

Para este modelo se ha elegido este tipo de contacto.

ANSYS, ademads, soporta tres tipos de modelos en contacto: contacto nodo a nodo,
contacto nodo a superficie y contacto superficie-superficie. Cada tipo de modelo usa

un set diferente de elementos de contacto y es apropiado para tipos especificos de
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problemas.

Los elementos de contacto nodo a nodo son tipicamente usados en aplicaciones
cuyo contacto es punto a punto, como podria ser el modelo de una tuberia donde
el punto de contacto se encuentra entre la punta de la tuberia y el sistema de
retencion. Los elementos de contacto nodo a superficie se utilizan para modelos donde
existen grandes deslizamientos, grandes deformaciones o diferente mallado entre los
componentes en contacto. Los elementos de contacto superficie-superficie soportan
ambos tipos de contacto rigido-flexible o flexible-flexible, ademas tienen numerosas
ventajas respecto al resto: se obtienen mejores resultados en las simulaciones para los
propositos tipicos de ingenieria, tales como en calculos de presién normal o tensiones
de friccion en el contorno del objeto, ademds soporta elementos de mayor y menor
orden para las superficies target y contact .

Para el contacto tipo superficie-superficie se ha de definir los pares en contacto.
Para generar un par se define una superficie como contact y otra como farget . Para
crear dicho par se asigna, a la constante real que define a los elementos farget y a los
elementos contact, el mismo numero. En este caso, se establece el pifion como contact
y la rueda como target .

Paso 6. Se establecen las condiciones de contorno del pifion y de la rueda (Fig.

3.47) con las siguientes consideraciones:

(i) Se consideran como empotradas las partes inferior y lateral de la base de la rueda,

fijandose los seis grados de libertad de los nodos que las definen.

(i) La base del pifién se considera empotrada en las direcciones radial y vertical en
el sistema de coordenadas cilindricas, permitiendo el movimiento inicamente
segin la coordenada acimutal, es decir, en la direcciéon tangencial de la

circunferencia de base.

(iii)) Los movimientos de las partes laterales del pifion se acoplan para que el
movimiento del pifion sea similar al de un solido rigido. Para ello se acopla

el movimiento en la direccion acimutal, es decir, se acoplan los nodos en la
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Superficiesrigidas

Fig. 3.47: Condiciones de contorno para el modelo de elementos finitos

direccion tangencial de la circunferencia base, de forma que todos los nodos
situados a la misma distancia radial del centro del pifién giren el mismo dngulo

en dicha direccion.

Paso 7. Las condiciones de carga (el movimiento o el momento que trasmitiria
el eje al pindn) se aplican en los nodos que conforman la base del pifién, de modo
que se aplica, sobre cada uno de estos nodos, el desplazamiento o la fuerza tangencial
equivalente de cada nodo.

La solucién se realiza en dos estados de carga diferentes, un primer estado para
poner en contacto los diferentes pares en contacto, donde se aplica al pifién un pequefio
desplazamiento en sentido horario. Y un segundo estado en el que se borra el estado

de carga inicial y se aplica la fuerza nodal equivalente al par trasmitido por el eje.

3.6.2. Definicion del mallado de elementos finitos

En la figura 3.48 se muestra esquemadticamente el procedimiento de mallado de

elementos finitos. En la grafica (a) de la figura, se observan los puntos claves del
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Fig. 3.48: Definicion del mallado de elementos finitos

modelo. Se ha establecido la base del diente en una circunferencia de radio denominado
radio de corona, que es parametrizable, pero que en este caso se ha fijado a una
distancia de 2.5 veces el modulo por debajo de la circunferencia de pie. En este radio de
corona se encuentran situados los puntos A, J y H. Los puntos E, K y D se encuentran
en la circunferencia de cabeza del diente. Los puntos F' 'y C corresponden al punto de
corte entre evolvente y trocoide, y estan contenidos en la circunferencia de pie. Los
puntos G y B definen el inicio de la trocoide. Los puntos K, M y J, dividen el diente
en dos mitades simétricas, donde el punto M se encuentra a una distancia igualmente

parametrizable, que se ha establecido en este modelo como el valor dado por la suma
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del radio de corona mas 0.4 veces la distancia entre el radio de cabeza y el radio de
corona.

La estructura del mallado de cada modelo de diente se determina a partir de los
parametros n,, Ny, Caiv Y daiv, que establecen la densidad de mallado o el nimero
de elementos finitos que tendrd el modelo. En la evolvente, como se ha establecido
en el apartado 3.6.1 en el paso 1 del procedimiento para la creaciéon del modelo, se
realizard una distribucion uniforme de los nodos, como se observa en la Fig. 3.48
gréfica (b), se tendrd un total de n,, + 1 nodos.

La parte media del diente, se divide de acuerdo con los pardmetros cg, y dgiv,
segiin una distribucién no uniforme que ird en funcién de unos ratios también
parametrizables, Fig. 3.48 gréfica (c). La base del diente y las divisiones en la trocoide
estan determinadas por el valor de n,,, Fig. 3.48 gréfica (d).

Cada diente de los engranajes esté discretizado en la direccion longitudinal en vy,
divisiones. Todos los nodos del mallado se calculan en correspondencia con las v, + 1

secciones transversales.

3.6.3. Analisis del reparto de carga

En esta seccion se estudiard, para una serie de transmisiones de engranajes, la
distribucion de la carga obtenida mediante la simulacion del modelo basado en el
método de los elementos finitos y se comparard con el reparto de carga obtenido
con el modelo aproximado propuesto de la funcién potencial unitario inverso. Las
transmisiones estudiadas abarcardn principalmente transmisiones de engranajes no
estandar, puesto que las transmisiones estandar fueron verificadas en [58].

A partir del modelo de ANSYS especificado en los apartados anteriores 3.6.1 y
3.6.2, se obtienen las tensiones de contacto que aparecen en las superficies o flancos de
los dientes en contacto. A continuacion, se define un camino o path por los nodos de la
linea de contacto, de forma que el modelo de elementos finitos obtiene la distribucién
de presiones de contacto a lo largo de los nodos de dicha linea. El procesador de ANSYS

permite tabular los resultados obtenidos para importarlos a MATLAB y compararlos
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con los obtenidos mediante el modelo aproximado de la funcién potencial unitario
inverso.

Analiticamente, la presion de contacto que aparece durante el engrane de una pareja
de dientes en un punto cualquiera de la linea de contacto, se puede determinar mediante
la ecuacién de Hertz para el caso de contacto entre cilindros paralelos, sin mas que
sustituir la altura de cabeza de los cilindros por la longitud de la linea de contacto y
los radios de los mismos por los radios de curvatura de ambos perfiles normales en
los respectivos puntos de contacto. En el capitulo 4 se ha desarrollado la ecuacién
de Hertz para aplicarla al caso de contacto entre dientes de engranajes, de forma
que dicha tension se expresa en funcion de la distribuciéon de carga por unidad de
longitud, es decir, en funcion de R(£) para engranajes rectos y en funcion de v(¢) para
engranajes helicoidales. De este modo, las tensiones de contacto obtenidas por ANSYS
seran importadas a MATLAB, donde, a partir de ellas, se obtendra la distribucion de
carga por unidad de longitud y se compararan con las obtenidas analiticamente a través

de la funcion aproximada del potencial.

3.6.4. Reparto de carga para engranajes rectos

La expresion general de la tension de contacto para engranajes rectos puede

escribirse en funcién del reparto de carga como:

oy = Zp |- 8 (3.100)

en la que la funcién 1/p(€) se expresa como:

1 1 1

= 3.101
PO @ ' o 10D
y la funcién F(£) puede sustituirse por:
F(&) = REOF (3.102)

de forma que la obtencion de la funcién de reparto de carga a partir de las tensiones
de contacto obtenidas por ANSYS es inmediata, sin mds que sustituir cada uno de los

términos en la Ec. 3.100 y despejar la funcion R(£).
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Fig. 3.49: Funciones para transmisién no estindar (negro) y para la misma transmisién

estandar (gris).

Ejemplo de engranaje recto convencional con modificacion de la distancia entre

centros.

Se ha estudiado una transmisioén cuyos datos de disefio son:

= Numero de dientes del pifién: 21

= Nuimero de dientes de la rueda: 49

= Angulo de presién: 20°

s Modbdulo: 0,01

= Ancho del diente: 0,02

= Radio de acuerdo: 0,25m

= Coeficientes de desplazamiento para el pifion y la rueda: 0

= Distancia entre los centros de operacion: r,; + r, + 0,15m

El resto de los pardmetros toman el valor que han considerado como valores estandar
(hy = 1, hyy = 1,25). La velocidad de rotacion es de 100 rpm y la potencia transmitida
de P = 6,841 kW.

Esta transmision tiene un grado de recubrimiento transversal de €, = 1,5139 y el
punto inferior del intervalo de contacto esta descrito por &;,, = 0,4871. Si consideramos

una transmision exactamente igual a la anterior pero con todos sus valores estdndar, es
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(a) Tensién de von Mises (b) Tensién de contacto

Fig. 3.50: Resultados de la simulacién del modelo de MEF para una determinada posicién de

contacto

decir, con una distancia entre centros igual a r,; +7,,, tendria un grado de recubrimiento

transversal ficticio de g/, = 1,6601 y el punto inferior ficticio del intervalo de contacto

’
inn

partir de la Ec. 3.88, con:

esta descrito por = 0,3409. El potencial unitario inverso aproximado se obtiene a

1
‘fm = nfl',m + 58,1 = 1,2441
1

1 8/2
142}
\/2( +2)

(Agy). = €, — &, = 0,1462 (3.103)

b, = 1,2175

El reparto de carga se puede calcular a través de las Ecs. 3.55, 3.88 y 3.103. En
la figura 3.49 se muestra la funcién potencial unitario inverso y la funcién reparto de
carga obtenidas para la transmision con la que se esta trabajando (en negro) y para la
misma transmision pero con todos sus pardmetros fijados a valores estdndar (en gris).

El procedimiento para la obtencion del reparto de carga para el modelo de MEF
consiste en, primeramente, realizar la simulacién del modelo para una determinada

posicion de contacto, Fig. 3.50 grafica (a). Para cada simulacion, se representan las
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Fig. 3.51: Tension de contacto obtenida con ANSYS para cada posicion de contacto simulada,

6, a lo largo de la cara del diente, b.

tensiones de contacto que se producen en la superficie de cada diente, Fig. 3.50 (b).
Finalmente, se define un path sobre la linea de contacto mediante los dos nodos
extremos de cada cara del diente y se obtienen la distribucién de tension a lo largo
de dicho path.

En la figura 3.51 se representan las tensiones de contacto obtenidas a lo largo de
la cara del diente, b, para cada posicion de contacto simulada. La posicién de contacto
queda definida por el pardmetro 6.

La figura 3.52 muestra la comparacion entre el reparto de carga obtenido mediante
el modelo aproximado de la funcion potencial unitario inverso y el reparto de carga
obtenido a partir de las tensiones de contacto del modelo de elementos finitos.
El modelo analitico se representa con linea continua y se representan 15 puntos

correspondientes a las 15 posiciones de contacto simuladas para el modelo de MEF

Ejemplo de engranaje recto HTCR con modificacion de la distancia entre centros.

Se ha estudiado otra transmisiéon de engranajes rectos pero con alto grado de

recubrimiento transversal. Los pardmetros geométricos del disefio son:

= Numero de dientes del pifién: 50

s Numero de dientes de la rueda: 100
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Fig. 3.52: Comparacién del reparto de carga entre modelo analitico (linea continua) y el

obtenido por MEF (punteado).
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Fig. 3.53: Funciones para transmisién HTCR no estdndar (negro) y para la misma transmision

estandar (gris).

= Angulo de presién: 14°
Modulo: 0,01
Ancho del diente: 0,02

Radio de acuerdo: 0,25m

Coeficientes de desplazamiento para el piiidén y la rueda: 0

Distancia entre los centros de operacion: 7, + 1, + 0,1m

El resto de los pardmetros que no se han especificado toman el valor estindar. La

velocidad de rotacion es la misma que en el caso anterior pero la potencia transmitida
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Fig. 3.54: Tensiones de Von Mises en el pifién para un modelo de engranajes rectos con tres

dientes en contacto

cambia a P = 43,8 kW. Esta transmisidn tiene un grado de recubrimiento transversal de
&, = 2,1427 y el punto inferior del intervalo de contacto esté descrito por &, = 0,9274.
Si consideramos una transmision exactamente igual a la anterior pero con todos sus
valores estdndar, el grado de recubrimiento transversal ficticio vale &, = 2,2769 y
el punto inferior ficticio del intervalo de contacto estd descrito por &, = 0,7932. El

potencial unitario inverso aproximado se obtiene a partir de la Ec. 3.88, con:

1
é:m = finn + 580[ = 1,9988

1
by = = 0,8817
1 g \?
—(1 _a) -1
\/2( T2
(Ao = €, — €4 = 0,1342 (3.104)

El reparto de carga se puede calcular a través de las Ecs. 3.55, 3.88 y 3.104.

En la figura 3.53 se muestra la funcién potencial unitario inverso y la funcién
reparto de carga obtenidas para la transmision con la que se esta trabajando (en negro)
y para la misma transmision pero con todos sus parametros fijados a valores estandar
(en gris).

La figura 3.54 muestra las tensiones obtenidas en el pifién para la transmision

anterior, en una posicion en la que existe contacto simultdneo en tres dientes.



3.6. ANALISIS DEL REPARTO DE CARGA MEDIANTE EL MEF 135

F RE©)
091

0.81

0.71

0.1

Fig. 3.55: Comparacién del reparto de carga entre modelo analitico (linea continua) y el

obtenido por MEF (punteado).

La figura 3.55 muestra la comparacion entre el reparto de carga obtenido mediante
el modelo aproximado de la funcién potencial unitario inverso y el reparto de carga
obtenido a partir de las tensiones de contacto del modelo de elementos finitos.
El modelo analitico se representa con linea continua y se representan 20 puntos
correspondientes a las 20 posiciones de contacto simuladas para el modelo de MEF
Se observa que los valores obtenidos con el modelo analitico encajan con bastante

precision con los obtenidos mediante técnicas de elementos finitos.

3.6.5. Reparto de carga para engranajes helicoidales

A partir de la ecuacidn 3.66, deducida en el apartado 3.4, se sabe que la distribucién
de carga en engranajes helicoidales es proporcional al cociente entre la funcidon
potencial unitario inverso y la funcién /,(&), que se calcula con la Ec. 3.67. Aplicando
esta distribucion de carga a la ecuacién de Hertz, se obtiene la expresion general de la

tension de contacto para engranajes helicoidales como:

o = Zp \/8ﬁ cosfy p &) 1 (3.105)

b p&) 1,(&o)

donde la funcion 1/p(€) se expresa segun la Ec. 3.101.

Pero dado que la funcién [,(&)) toma un valor constante para una determinada
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posicion de contacto en la primera seccion frontal y sabiendo que, tanto la suma de
los radios de curvatura de las superficies en contacto como el coeficiente eldstico Zg
tienen un valor constante, puede plantearse la proporcionalidad entre las funciones
tension de contacto oy, radios de curvatura p(¢) y la funcién potencial unitario inverso

v(€), mediante la expresion:

W(§é) <> 0 (&) piE)pa(€) (3.106)

Por consiguiente, a partir de la Ec. 3.106, se puede obtener el potencial unitario inverso
para el modelo de MEF a partir de las tensiones de contacto obtenidas por ANSYS
y compararlo con el modelo aproximado de la funcién potencial unitario inverso
propuesto.

Se ha estudiado una transmision de engranajes helicoidales con los siguientes

pardmetros geométricos de disefio:

= Numero de dientes del pifién: 30

= Numero de dientes de la rueda: 30

= Angulo de presién: 28°

= Angulo de hélice: 25°

s Mdbdulo: 0,01

= Ancho del diente: 0,065

= Radio de acuerdo: 0,2m

= Coeficientes de desplazamiento para el pifion y la rueda: 0
= Coeficiente de altura de cabeza: i, = 0,9

= Coeficiente de altura de pie: h,g = 1,25

» Distancia entre los centros de operacion: rp; + 7,

A esta transmision se le ha aplicado una potencia de P = 160,81 kW a una velocidad
de rotacién de w = 100 rpm.

El grado de recubrimiento de la transmisién es €, = 1,1118 y el punto inferior del
intervalo de contacto, &;,,, toma un valor de 2,2453. Si se trabajase con una transmision

idéntica pero con altura de cabeza de dientes estindar, el grado de recubrimiento
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Fig. 3.56: Potencial unitario inverso para la transmisién dada (linea continua) y para la no

estdndar (punteado).

transversal ficticio valdria €, = 1,2274 y el punto inferior ficticio del intervalo de
contacto estaria descrito por & = 2,1875. Por tanto, el potencial unitario inverso
aproximado se puede obtener a partir de las ecuaciones obtenidas en el apartado
3.5.3.1, con la Ec. 3.78 del potencial unitario inverso aproximado para engranajes con

altura de diente modificada, donde &, y b;, toman los siguientes valores:

1
£ = &+ 560 = 28012

bj = =1,8196

(3.107)

En la figura 3.56 se observa, en negro, el potencial unitario inverso obtenido para
la transmision especificada y, en gris y punteada, la misma transmisién pero con
dimensiones estdndar.

El procedimiento inicial para obtener el potencial unitario inverso para engranajes
helicoidales es el mismo que el realizado para obtener la funcién de reparto de carga
en rectos. Primeramente se simula el modelo de elementos finitos y se representa la
distribucién de tensidon de contacto, oy, en el flanco del diente, Fig 3.57. Luego, se

define un camino o path a través los nodos de la linea de contacto, en el cudl se obtiene
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(a) Tensién de von Mises (b) Tensién de contacto

Fig. 3.57: Resultados de la simulacién del modelo de MEF para un engranaje helicoidal.

Fig. 3.58: o2, obtenida por MEF y curva de regresién aproximada.

la distribucion de presiones.

Las tensiones de contacto importadas desde ANSYS presentan ligeras fluctuaciones,
puesto que la tension se obtiene mediante la interpolacién de los nodos mas cercanos
a la linea geométrica en la que se supone producido el contacto. Ademds, segin la
ecuacion 3.106 obtenida, la relacion entre el potencial y las tensiones es cuadratica, de
forma que al elevar al cuadrado las tensiones obtenidas, dichas fluctuaciones aumentan.
Por consiguiente, se ha optado por aproximar dichas tensiones por una curva de
regresion de tipo senoidal, cuyo coeficiente de regresion multiple ajustado vale 0,9889,
Fig. 3.58.

La figura 3.59 representa la comparacioén del potencial inverso unitario (propor-
cional a la carga por unidad de longitud) obtenido a partir de la tensién de contacto re-

sultante del método de los elementos finitos frente a la funcion analitica propuesta. La
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Fig. 3.59: Comparacién entre la funcién potencial unitario inverso: analitico (negro) y MEF

(gris).

funcidn analitica se representa en todo el rango del grado de recubrimiento transversal,
mientras que la obtenida por elementos finitos se representa sélo en el intervalo de con-
tacto producido en la simulacién. Se puede observar que los valores de carga obtenidos
con el modelo analitico encajan con bastante precision con los valores obtenidos por

elementos finitos.



140 CariTULO 3. MODELO DE DISTRIBUCION DE CARGA




Capitulo 4

Modelo de calculo a presion superficial

En el presente capitulo se estudia la evolucion de la tensién nominal de contacto
en todas las secciones transversales de un diente a lo largo de un ciclo completo de
engrane. Los cdlculos correspondientes se llevaran a cabo siguiendo el procedimiento
de calculo ISO, pero como distribucion de carga se utilizard la distribucion no uniforme
indicada en el capitulo anterior, en lugar de la distribucién uniforme supuesta por
ISO. El estudio de la tension se realizard tanto para dentado recto como para dentado
oblicuo en engranajes con alto grado de recubrimiento transversal y abarcara estudios
de engranajes que se han denominado estandar y estudios para engranajes no estandar:
transmisiones con coeficiente de altura de cabeza del diente distinta a 1, transmisiones
en las que se produce engrane en vacio, y cuando la distancia entre los centros de
operacion es diferente a la nominal: r,; + 7, + m(x; + x;). Se realizard una verificacion
de los resultados obtenidos mediante el modelo analitico propuesto con la distribucién
de tensiones obtenida con un modelo resuelto mediante la técnica de elementos finitos.
En ultimo lugar, se realizard una comparacion de los resultados de tensiones obtenidas

aplicando el método propuesto por ISO y empleando el definido en el presente capitulo.

141
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4.1. Introduccion

Para el cdlculo a presion superficial, las normas ISO [5, 6] y AGMA [4, 8] utilizan
la ecuacion de Hertz para la determinacién de la tensién de contacto en un punto
cualquiera de la linea de contacto. Ambos métodos de calculo consideran la carga
por unidad de longitud igual a la carga total dividida por la longitud de contacto
pero, mientras que AGMA toma la longitud minima de contacto producida durante
el engrane, ISO emplea una longitud efectiva de contacto, basada en un ancho de cara
virtual, que supuestamente tiene en cuenta la influencia de grados de recubrimiento
transversal y en el salto mayores que 1. Aunque ambas normas utilizan las mismas
hipdtesis de partida -contacto elastico de Hertz entre cilindros y reparto uniforme de la
carga-, discrepan en la localizacion del punto de maxima tension de contacto e incluyen

en sus formulaciones factores de correccion por distribucion de carga diferentes.

La anterior version de la norma ISO del afio 1996 consideraba, en un principio,
engranajes con grado de recubrimiento transversal hasta 3, y sugeria, para el calculo a
presion superficial, suponer la totalidad de la carga actuando en el limite superior del
intervalo de contacto doble. Sin embargo, no se aportaba ninguna razon que justificara
esa propuesta, justificacion a todas luces necesaria cuando se estd considerando toda la
carga actuando en un punto que, cuando estd en contacto, existe otra pareja de dientes
también en contacto, que soportard parte de esa carga. Se trata, por tanto, de un criterio
de cdlculo muy conservador, dificilmente admisible con los criterios de disefio que se

manejan en la actualidad.

Esta norma se revisé y en la version actual del afio 2006 [6], en lo que respecta
al cdlculo a presion superficial de engranajes con grado de recubrimiento transversal
mayor que 2, se ha limitado a acortar el rango de validez de las formulaciones
propuestas a grados de recubrimiento hasta 2,5 como méximo -sin otra finalidad
que la de adecuarse al alcance que establece inicialmente la norma para el grado de
recubrimiento transversal entre 1 y 2,5-, y sugiere hacer los célculos con la carga

actuando en el limite inferior del intervalo de contacto doble del pifién, pero de nuevo
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sin aportar justificacion de ninguna clase.

La norma AGMA [4, 8] sencillamente no considera engranajes con grado de
recubrimiento transversal mayor que 2, y establece de forma explicita que los métodos
de cdlculo que presenta no son aplicables a grados de recubrimiento mayores.

Todo lo anterior da una idea de que no se ha realizado hasta la fecha un estudio
suficientemente profundo del tema, y el conocimiento que existe del mismo no es del
todo consistente. Es muy posible que la principal causa de ello sea que los resultados
que se obtienen al aplicar la ecuacién de Hertz a este caso de engranajes con grado de
recubrimiento transversal mayor que 2, no se ajustan demasiado bien a los resultados
experimentales, si se supone que la carga se distribuye uniformemente a lo largo de la
linea de contacto.

Por otro lado, ninguna de las normas consideran la influencia de las modificaciones
en la altura de los dientes ni el efecto que pueda tener el variar la distancia entre centros
de operacion o el que se produzca engrane en vacio.

El objetivo del presente capitulo es determinar las condiciones criticas de carga en
engranajes con alto grado de recubrimiento transversal, utilizando la distribucion de
carga no uniforme presentado en el capitulo 3, para a partir de ellas, calcular el valor
de la tensi6n nominal de contacto, siguiendo el mismo procedimiento de la norma. Se
describird, en primer lugar, el método de cdlculo propuesto por la norma ISO [6], para
a continuacion presentar el nuevo modelo que se propone. Finalmente, se ampliard el

estudio a engranajes de geometria o condiciones de operacion no estindar.

4.2. Calculo de la tension de contacto segan ISO 6336-2

La linea de contacto en dientes de engranajes cilindricos de perfil de evolvente tanto
rectos como helicoidales, en ausencia de errores de alineacion o de otra naturaleza, es
siempre una linea recta. Teniendo esto en cuenta, la norma ISO 6336-2 [6] calcula
la tensién nominal de contacto, o, a partir de la ecuacién de Hertz para el caso de
contacto entre cilindros paralelos, sin mas que sustituir la altura de los cilindros por

la longitud de la linea de contacto, /., y los radios de los mismos por los radios de
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curvatura de ambos perfiles en los respectivos puntos de contacto, p,1 y Pn2:

1 F,( 1 1
Ohgo = l_ _—+ — (41)
1 _Iu% 1 _,u% c \Pnl  Pn2
n +
E, E,

que depende de los mddulos de elasticidad E y de los coeficientes de Poisson u de
los materiales, F, es la fuerza normal sobre las superficies de los dientes y p,; y
pn2 los radios de curvatura de los perfiles normales del pifion y de la rueda en los
respectivos puntos de contacto, entendiendo por plano normal el plano perpendicular a
la linea de contacto. Los indices 1 y 2, de nuevo, hacen referencia al pifién y la rueda,
respectivamente.

La norma ISO refiere la tension de contacto a la geometria de la seccidn transversal
del diente, y concretamente la expresa en funcién de la componente tangencial de la

fuerza en dicha seccién transversal. Asi, teniendo en cuenta que el angulo que forman

el plano normal y el plano transversal es 3;:

s__F ___F
" cosB, cosa,cosf,
P
\ = 42
Pn= oS 7 (4.2)

siendo F la fuerza en la seccion transversal del diente, S, el dngulo de hélice en la
base, F, la componente tangencial de la fuerza en la seccion transversal, p el radio de
curvatura del perfil en la seccion transversal y @, el angulo de presion transversal. Con

ello, la tensién de contacto resulta ser:

1 F 1 1

THo = d (— + —) (4.3)

1 _/JZ 1 _,u2 Ccos a,lc P1 P2

- Ly 2
( £ 1% )

La tension de contacto de ISO se calcula en el punto de rodadura, en el que el radio

de curvatura se puede expresar como:
p = r.sena, 4.4)

que, sustituido en la expresion de la curvatura equivalente, resulta:

1 1 1(1 1) I 1 I 11+4+u

= -—(1 +u) = -
sena; r,, sena, r,; U

(4.5)

— 4 — =
o1 P2 osenay\r,q I
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Dado que la relacion entre el radio de base y el radio de rodadura es:

cos a;
fp =1, COSQ, = 1, COSQ; =1, COSQ, = Iy = I'y—— (4.6)
cos «,
sustituyendo en la Ec. 4.5, se obtiene:
’/
1 /i1+u: co’sat 1 1+u @7
sena, r,; U sena, cos @, r,; U

Por otro lado, se conoce que la longitud total de la linea de contacto de un diente

se puede expresar como:
b
l. = (4.8)
cos By,

Si se sustituyen estas igualdades en la ecuacioén Ec. 4.3, se obtiene la siguiente

expresion de la tension de contacto:

OHO =

1 \/5 cosa;cosfy 2 1+u 4.9)
-2 11—y
x My + Hy
E, E,

b senajcos’a, di u
ISO [6] define una serie de factores que multiplican a la tensién. Algunos proceden,

simplemente, de la agrupacion de términos de la ecuacion anterior, tales como el factor

de elasticidad Zg:

1
Zp = (4.10)

1—,u% 1—/1%
T +
E, E,

o el factor de forma Zy, que tiene en cuenta el efecto que la curvatura del flanco del

diente tiene sobre la tension de contacto, y se expresa como:

7, = \/ﬂ 2cosa; cos By, @10

b senacos’ a,

Pero otros factores sirven para corregir la tension y aproximar los resultados
tedricos a los reales, puesto que la tension de contacto de la Ec. 4.9 ha sido obtenida
bajo las hipétesis de contacto de Hertz y reparto de carga uniforme:

Factor de grado de recubrimiento Z,, que considera la influencia del grado de

recubrimiento en la longitud efectiva de la linea de contacto:
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» Para engranajes rectos:

Z. = (4.12)

= Para engranajes helicoidales:

4—-¢g, g
Z :\/ 38 (l—sﬁ)+—ﬂ para gg < 1

: Ea (4.13)
Ze = \|— para gz > 1

Ea

Factor del dngulo de hélice Zg, que independientemente de la influencia que tiene el
angulo de hélice sobre la longitud de la linea de contacto, tiene en cuenta la influencia
del dngulo de hélice en la capacidad de carga de la superficie. Logicamente, para

engranajes rectos este factor vale 1.

Zg = yJcosf (4.14)

Por consiguiente, la tension nominal de contacto en el punto de rodadura en la

seccion transversal del diente, segin ISO, puede calcularse como:

F, 1+u
dlb u

OHo = ZH ZE Ze ZB (415)

Por ultimo existe un factor denominado Z,;, llamado de contacto unico, cuando se
refiere a engranajes con grado de recubrimiento transversal entre 1 y 2, que también
multiplicard a la tension calculada en el apartado anterior 4.15. Este factor se debe
considerar si la tension de Hertz se calcula en el punto de rodadura. Los subindices
By D hacen referencia al pifién y a la rueda respectivamente y los subindices p y d

designan el punto de rodadura y el punto considerado de carga critica:

(ptlptZ)p

—_— 4.16
(P11p2)a (+-16)

Zg/p =

Para el caso de engranajes rectos con grado de recubrimiento transversal 2 < g, <
2,5, considera las condiciones criticas en el limite inferior del intervalo de contacto

doble [6].
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4.3. Propuesta de modelo de calculo a presion superfi-
cial

En el presente epigrafe se lleva a cabo el estudio de la tension de contacto basado
en el modelo de distribucién no uniforme de la carga a lo largo de la linea de contacto,
obtenido a partir del principio de minimo potencial de deformacion, presentado en
el capitulo 3. Para ello se estudia la evolucion de la tensiéon nominal de contacto
del diente en todas las secciones transversales del mismo a lo largo de un ciclo
completo de engrane. Este estudio abarcard engranajes de perfil de evolvente, rectos
y helicoidales, con alto grado de recubrimiento transversal e incluye estudios de
engranajes que se han denominado estdndar y estudios para engranajes no estindar,
es decir, aquellas transmisiones con coeficiente de altura de cabeza del diente distinta
de 1, o transmisiones en las que se produce engrane en vacio o cuando la distancia
entre los centros de operacion es diferente a la nominal: r,; + 7 + m(x; + x2).

La tension se calcula siguiendo el procedimiento usado por ISO, descrito en las

seccion anterior. De acuerdo con las Ecs. 4.1 y 4.10, la tensiéon nominal de contacto se

F (1 1
O'HOZZE\/Z—(—+—) 4.17)
¢ \Pnl Pn2

donde el término F,/I. que aparece en esa ecuacion responde a la hipétesis utilizada

puede expresar como:

de reparto de carga a lo largo de la linea de contacto. Es evidente que, para considerar
una distribucién no uniforme de carga, este término se ha de sustituir por la fuerza
por unidad de longitud f, que como se dedujo en el capitulo 3, serd funcién de &
para el caso de engranajes rectos y funcion de ¢ y &) para engranajes helicoidales. En
consecuencia, y teniendo en cuenta la Ec. 4.2 que relaciona las variables en el plano
normal con respecto al transversal, la tensién de contacto en un punto vendré dada por

la expresion:

1 1 (rbl + }"bz) tg a/;
=7 =7 - - =7 4.18
o= \/f (pl(f) " Pz(f)) ’ \/f 1@ 19
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» Para engranajes rectos:

REF
f=re =" @.19)
donde
RE) = — (4.20)
>
» Para engranajes helicoidales:
/= fegy = 2P 1O @21)

b 1,(%)

La suma de los radios de curvatura en la seccion transversal se puede calcular

como:
Z\+ 7
A=p1+p2 =y +r)tga; = (m ! 2 oS a,) tg ;] (4.22)
2cosf
y agrupando términos:
/1221+Zz ga;nmcosat: Enmcosoz, (4.23)
2n cospf °  cosf
donde se ha denominado A al término:
Zl + Zz ,
§T Ton tga, (4.24)

Los radios de curvatura en la seccion transversal estan relacionados con el

parametro ¢ mediante las ecuaciones:

© p 2n ¢ co 27rf mZ; o 27r§ TMCOS @
= =—ryé=r sa, —& = S —E = ———°
P1 b1 U1 7 b1 pl t Z 2cos B t Z cos B
T M COS a;
P — 4.25
PO = = (1 -¢) (4.25)

por tanto, la curvatura equivalente se puede expresar como:

1+1 3 A B A _ cosp Ag
o1 p2 pi(A=p1) ercosatf | Tmeosa ~ wmcosa, (s — &)
cosf cosf3

(4.26)

e introduciendo este término en la expresion de la tensién de contacto:

B cospf Ag B Az cos B, cos B f
Th = Zp \/f OSPr ncosa Ee—2) \ " 7mcosa, \/ t—p D
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4.3.1. Tension de contacto critica para engranajes rectos

Para engranajes rectos, la tension de contacto viene dada por:

REOF (1 F R
=z - 4.28
e \/ b (Pl(f) Pz(f) \/Tosan b £ — &) (4.28)

De acuerdo con ello, el maximo de la tension y las condiciones criticas de carga

corresponderan al valor del pardmetro £ que haga médxima la funcion:

R()

#(&) = RE) [p1 O - pi(O1] " = o©

« RO [eGe-0] " @29
donde

1 1 1
P& P@OMN-pi @] €A

Para la determinacién de dicho maximo se evalda el crecimiento y decrecimiento de

(4.30)

los términos que componen ¢(£) en el intervalo de contacto, es decir, se evalian las
funciones R(¢) y 1/p(€) en el intervalo de contacto.
La funcién 1/p(€) es simétrica respecto de un minimo que se localiza en el punto

& = A¢/2. Esto es facilmente demostrable denominando g(¢) a:

1
8&) = z——= (4.31)
f =&
Y para encontrar el minimo de la funcion es necesario derivar e igualar a cero su
derivada:
1 1 1 1
() =-F5—s+ 5=
SO EL T Ao
1 1 Ag
-+ =0=>¢&=— (4.32)
& =& 2

Por tanto, la funcién [p(.f)]_1 o [f(/lg - f)]_1 es decreciente en el intervalo [0, Az/2]
y es creciente en el intervalo [1:/2, A¢]. La forma que toma la funcién R(£) depende
de si la transmision de engranajes se corresponde con lo que hemos denominado una
transmision estandar (los coeficientes de altura de cabeza del pifién y de la rueda valen
1, no existe engrane en vacio y la distancia entre los centros de operacién es la nominal)
0 es una transmision no estandar (cuando no se cumple alguna de las tres condiciones

anteriores).
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4.3.1.1. Tension de contacto critica para engranajes rectos estandar

Cuando las transmisiones se corresponden con lo que se ha denominado
transmisiones estandar, la funcién R(¢) toma la forma que se muestra en la Fig. 3.24 y
es simétrica respecto del punto medio del intervalo de contacto & = &;,, + €,/2 Y, por
tanto, el valor de dicha funcién en los puntos A3, B, y C, son exactamente iguales a
los valores en los puntos D,, E, y F5 respectivamente.

Cuando el pifién y la rueda tienen el mismo nimero de dientes, ambas funciones,
R(&) y 1/p(&), son simétricas respecto del mismo punto: & = A:/2 = &, + &,/2, por
consiguiente, la funcién ¢(£) serd, igualmente, simétrica respecto de este punto medio.
En esta situacion, cabe esperar que, en la mayor parte de los casos, el maximo se sitie
en el punto C, (y por tanto, también en D,), y s6lo para aquellos casos en los que se
trabaja con un dngulo de presion pequeiio y nimero de dientes pequefios para conseguir
grados de recubrimiento mads altos, los cuales producen valores de &;,, mas bajos, el
maximo se desplazara a los puntos A3 y B; (y por tanto, también a sus simétricos F3 'y
E,, respectivamente).

La Figura 4.1 representa las funciones ¢(¢), R(£) y 1/p(€) para engranajes rectos
HTCR con valores estindar de los coeficientes de altura de los dientes y distancia
entre centros nominal. El eje x representa, en términos de &, el intervalo de la linea de
accion entre los puntos de tangencia con ambas circunferencias de base. El intervalo de
contacto esta definido por la interseccion de la linea de accién con las circunferencias
exteriores del pifion y de la rueda, de radios 7,1 y 7,ur2, respectivamente. En esta figura,
se muestra un ejemplo concreto de una transmision en la que el maximo se sitda en el
punto C,.

A medida que la relacién de transmisiéon aumenta la funcién de reparto de carga
se desplaza hacia la izquierda respecto del punto medio de la funcidn inversa de los
radios de curvatura, punto & = A¢/2, por consiguiente, el punto & = A¢/2. Por tanto,
como la funcién 1/p(€) es siempre decreciente hasta el punto & = A/2, los valores
que tomard la tension de contacto en los puntos D, E, y F3 serd siempre menor que

el valor que toma dicha funcion en los puntos A3, B, y C», respectivamente. Puede



4.3. PROPUESTA DE MODELO DE CALCULO A PRESION SUPERFICIAL 151

[ 1
E0e8) oH(®) J\L

[ 52 R(©) o2

Az F3

T1 L L R n r . . R ¢ Ty
£=0 Einn he/2 CinntEa E=hg

m=5mm Z|=Zy=47 o, = 14° X1 =x2=0
=025 hy,=1 hy=125 g,=2.150 &, =0.790

Fig. 4.1: Tensién de contacto critica en engranajes rectos con maximo en el punto C;.

concluirse que, cuando la relacion de transmision aumenta o cuando el dngulo de
presion disminuye y el nimero de dientes del pifion es bajo, los valores de &;,, tienden a
disminuir, y por tanto, el maximo tiende a desplazarse hacia la izquierda y aumentard el
numero de casos en los que el mdximo se situe en los puntos Az y B;.

En la figura 4.2 se muestra la tensidon de contacto critica para engranajes rectos
HTCR cuando el mdximo se sitia en los puntos A3 y B,, respectivamente.

Para estudiar la influencia de los pardmetros de disefio en la localizacién del punto
de mayor tension de contacto, se ha realizado un estudio en el que se han considerado
una serie de engranajes rectos HTCR con unos pardmetros de disefio contenidos en los

siguientes rangos:

= Numero de dientes del pifién entre 40 y 150
= Relacion de transmisiéon de 1 a 3

= Angulo de presién entre 10 y 18°

Con estos pardmetros de disefno se ha logrado cubrir una amplia gama de valores del
grado de recubrimiento transversal, desde valores ligeramente mayores a 2 a valores
cercanos 3. Para obtener estos grados de recubrimiento es necesario utilizar engranajes
con un elevado nimero de dientes, que pueden no ser muy realistas, pero que permite
demostrar que el método propuesto es preciso en todo el rango de valores del grado de

recubrimiento.
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1

1 E(he-t)
E(he-€) GH(E)

SH(E)

Az F3

13

T
T L . : : . F;Tz T 2

E=0 Cinn Einntea Ng/2 E=hg §=0 Ginn Ae/2 Ginntea E=hg

m=5mm Z;=39 Z,=78 ap=14° x;=x,=0

—5mm 2,=37 Zy=11 1 x;=x=0
m=smm £ 2= 17 an X1=%a 11=025 hy=1 hyo=125 £4=2.198 &= 0390

(=025 hy=1 =125 £,=2241 &, =0258

(a) Maximo en Aj (b) Maximo en B,

Fig. 4.2: Tensién de contacto critica en engranajes rectos HTCR.

En la figura 4.3 se muestra la localizacién del médximo de la tensién de contacto
para el estudio anterior. Se han representado en negro los casos en los que el maximo
se localiza en el punto Az, en azul cuando el médximo se sitia en el punto B, y en
rojo en el punto C,. En el eje abscisas se ha representado la variable A:/(2&,) y
en el eje de ordenadas se ha representado la variable &,. Se comprueba lo que se
ha concluido anteriormente: para valores de la relacion A:/(2¢;,,) bajos, que indican
mayor proximidad entre los puntos &;,, y 4z/2, el maximo se localiza en el punto Cy;
a medida que dicha relacion aumenta, es decir, que &, se aleja de A:/2, que ocurre
cuando el angulo de presion y el nimero de dientes toman los valores mas bajos del
estudio para conseguir grados de recubrimiento mayores, el maximo pasa a situarse en
los puntos A3 y B,. Concretamente se observa que para valores de la variable A¢/(2&;,,)
inferiores a 3 el maximo se localiza siempre en C,, que cuando esta variable toma
valores mayores que 4 el maximo se localiza en A3 o B,, y para valores muy grandes,

mayores que 9, el maximo se localiza siempre en As.

Se ha verificado que las diferencias existentes en el valor del médximo de la tension
de contacto calculando dicha tensién a partir de la funcién potencial unitario inverso
obtenido mediante la integracion numérica de las Ecs. 3.13, 3.14 y 3.15 y la tensién
de contacto obtenida a partir de la aproximacion propuesta para el potencial unitario

inverso, Ec. 3.68, son muy pequeiias. En la figura 4.4 se comprueba que los errores
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25
7‘«2/ (2ainn)

20F °

15F

L] .. .. ...

. ~ .
18 2 anpy ®oge, _ °%e ~
L'o’l::~o.:: °3% o" P . °

0 . . . .
2 2.2 2.4 2.6 2.8 3

Fig. 4.3: Localizacién del maximo de la tensién de contacto: A3 (negro), B, (azul) y C; (rojo).

cometidos, calculados como:

O-Hmlm B O-Hmud

Error = - 100 (4.33)

O-Hnum

se encuentran en todo momento acotados en el intervalo [-2,5 %, 2,2 %], aunque los
valores tipicos se sitian en un rango menor, entre [0 %, 1 %]. En esta figura 4.4 se
han utilizado los mismos colores que en la figura anterior para la identificacién de
la localizacion del méximo: negro cuando el maximo se sitia en As, azul cuando se
localiza en B, y rojo para el punto C,. Ademas se ha identificado mediante diferentes
simbolos, si el mdximo obtenido mediante la resolucién por métodos numéricos y por
el modelo aproximado se localizan en el mismo punto (simbolo -) o si existe un error
en la localizacion del maximo y el modelo aproximado lo sitia en un punto diferente al
modelo numérico (simbolo *). En mas de un 95 % la localizacién del maximo coincide.
En la figura se observa, que aunque haya un error en la localizacién del maximo, el
error que se comete en el valor de la tensidn critica de contacto sigue siendo muy
pequeno y es incluso menor que en algunos casos en los cuales la localizacion de
ambos coincide.

Por consiguiente, tras el estudio realizado y tomando en cuenta el crecimiento y
decrecimiento de ambas funciones, R(¢) y 1/p(£), se puede concluir que la tension

critica de contacto se localiza en uno de los siguientes tres puntos:
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Fig. 4.4: Diferencias entre la tension maxima numérica y la analitica.

= Punto inferior del intervalo de contacto: Aj
= Punto inferior del intervalo inferior de contacto doble: B,

= Punto superior del intervalo inferior de contacto doble: C,

Todo esto es cierto si la abscisa del punto medio del intervalo de contacto &,
es mds pequefla que la abscisa del punto medio del intervalo de la linea de accién
entre los puntos de tangencia de ambas circunferencias de base T'T5, es decir, que
A¢/2. Por lo general, esta condicion se verifica, pero puede no verificarse para relacion
de transmision muy baja y coeficiente de desplazamiento en el pifién elevado. Sin
embargo, la discusion es vélida, incluso para estos casos, si se considera como “pifién
virtual” el engranaje con menor &;,,.

Por consiguiente, la forma mas sencilla de encontrar la tension critica es calcular

la tension de contacto es en estos tres puntos y elegir la mayor de ellas:

P R(E)
Oy = ZE b AmCos @, \/max (f—(/lf — f) )fzfmfg"fc (434)

donde ‘fA = finna fB = ginn + & — 2 y é:C = finn + 1.

4.3.1.2. Tension de contacto critica para engranajes rectos no estandar

Para transmisiones no estandar, es decir, aquellas en las que los coeficientes de

altura de cabeza de los dientes son diferentes de 1, o se produce engrane en vacio



4.3.

PROPUESTA DE MODELO DE CALCULO A PRESION SUPERFICIAL

155
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r7=025  hyo; =haop=1.20 hpy=1.0 £,=2.059 §&;,,=0.789

Fig. 4.5: Tensién de contacto cuando se produce reduccién del adendo del piidn.

en alguno de los engranajes o la distancia entre centros de operacion es diferente

de la nominal, las discusion es bastante similar. Cualquier modificacion de la altura

del diente o de la distancia entre centros, se traduce en una perdida de simetria de la

funcion R(¢), porque existe un desplazamiento de los puntos singulares: Az, B,, C,, D»,

E, y F5 alo largo de las respectivas lineas de carga o segmentos del diagrama R(£).

Mas concretamente:

» Lareduccion del adendo efectivo en la rueda o el engrane en vacio en la base del

pifién produce que los puntos Az, C, y E; de la funcién R(€) se desplacen hacia

la derecha, mientras que los puntos B,, D, y F3 se mantienen fijos, Fig 3.29.

Por el contrario, la reduccion del adendo efectivo en el pinion o el fendmeno de

engrane en vacio de la rueda produce que los puntos B, D, y F3 se desplacen

hacia la izquierda y que el resto permanezcan fijos, Fig. 3.31 de la izquierda. Las

tensiones de contacto variardn en la misma proporcion que la funcién R(€), pero

dependiendo de los datos de la transmision puede ocurrir que la localizacion del

maximo se vea modificada o no.

Para el caso mostrado en la figura 4.2, se ha reducido el adendo del pifién a 0,9,

de tal manera que el maximo pasa de localizarse en el punto C, al punto D,,

como se observa en la figura 4.5.
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Fig. 4.6: Tension de contacto cuando se produce reduccion del adendo de la rueda.

Con respecto al ejemplo mostrado en la figura 4.3 izquierda, cuando el maximo
se localizaba en el punto Aj, si el adendo de la rueda se reduce a 0,9 el maximo

pasa a localizarse en el punto B,, Fig. 4.6.

= El alargamiento del adendo del pifién produce que los puntos B,, D, y F5 de la

funcién R(¢) se desplacen hacia la derecha, mientras que los puntos Az, C, y E;
se mantengan fijos. Por el contrario, cuando se alarga el adendo de la rueda los
puntos As, C, y E; se desplazan hacia la izquierda y el resto de puntos singulares
permanecen en el mismo sitio, como se aprecia en la Fig. 3.35. La localizacion
del maximo de la tension de contacto variard en funcion de los pardmetros del

diseno y del incremento que se dard al adendo del pinén y/o rueda.

Se ha modificado el adendo del pifién y de la rueda incrementando su valor a
1,1, de forma que para el caso de la figura 4.3 de la derecha donde el maximo se

localizaba en el punto B,, el mdximo pasa a localizarse en el punto Aj, Fig. 4.7.

El incremento de la distancia entre centros de operacion produce que los puntos
A;, C, y E, se desplacen hacia la izquierda y que los puntos B,, D, y Fj
se mantengan fijos, Fig. 3.38. La reduccion de la distancia entre centros de

operacion produce el efecto contrario.
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Fig. 4.7: Tensién de contacto cuando se alarga el adendo de rueda y pifin.

Puede ocurrir, por tanto, que cuando se realizan modificaciones del perfil, las
modificaciones realizadas no alteren la localizacion del maximo de la tension de
contacto o, por el contrario, debido a las modificaciones la localizacién del maximo
puede cambiar a otro punto, pudiendo suceder que el méximo se localize en los puntos
D,, E;, y F5. Cabe esperar que el maximo en los puntos E;, y F5 solo se produzca con
relaciones de transmision de valor 1 o muy cercanas a 1, puesto que para relaciones
mayores la funcién R(§) se desplaza hacia la izquierda del punto A;/2 y los valores de
la funcién 1/p(€) para los puntos situados a la izquierda del punto medio del intervalo
de contacto son mayores que para los puntos de la derecha. Por lo que, para simplificar,
se pueden ignorar estos dos puntos y en el caso de que se cometa un error, dicho error

serd practicamente despreciable.

Por consiguiente, la forma mds sencilla de encontrar la tension critica es calcular

la tensién de contacto en estos cuatro puntos y elegir la mayor de ellas:

7= 2\ mcos ®n \/max (f(ﬂf —&) )fzfA,fB,gc,gp (33

donde é:A = é‘:inn’ gB = é:inn + &y — 27 é:C = é‘:z’nn +1 Y§D = é:inn + & — 1.
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4.3.2. Tension de contacto critica para engranajes helicoidales

La tensién de contacto en engranajes helicoidales se puede calcular con la Ec.
4.27, sustituyendo la variable f por la fuerza por unidad de longitud para engranajes
helicoidales obtenida en el epigrafe 3 en la ecuacién 3.5. De esta manera, la tension de

contacto se puede escribir como:

o-H:ZE\/ESﬁCOS'BbCOS'B/lg\/ V(&) 1 (4.36)

b mmcosa, E(A: = &) I, (&)

expresion que depende no solo del punto de contacto de cada seccion transversal, &,
sino también de la posicion del pifién en el ciclo de engrane, caracterizado por la
variable &,, como se mostraba en la Fig. 3.13.

Se tratard por tanto de encontrar las condiciones criticas de carga, es decir, los

valores de ¢ y & que maximizan la funcion:

vé§) 1w 1

= 4.37
Ee =& L&)  p&) 1,(&o) (37
donde [p@)]™ = [¢: - &)] .
Para simplificar la notacidn, se define la funcién:
v(§)
= —= 4.38
(&) &) (4.38)

Se trata, obviamente, de encontrar el maximo de la funcién [¢(£)/1,(&p)]. Sin
embargo, no es facil establecer a priori un criterio de bisqueda, puesto que el maximo

dependeré de tres condiciones:

= El valor de ¢ que hace médxima la funcién ¢(¢).

= El valor de &) que hace minima la funcion 7,(&).

» El dominio de existencia de ambos, que no siempre se dan simultineamente
en algin punto de engrane, lo que no permite asegurar que el maximo de

[9(&)/1,(&p)] sea el cociente entre el maximo de ¢(¢) y el minimo de 7,(&).

En consecuencia, se estudiard en primer lugar la localizacion del méaximo de la

funcién ¢(£), a continuacion se estableceran los intervalos en los que la funcién 7,(&)
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es minima, para finalmente determinar la condicién de existencia simultdnea de ambos

extremos.

4.3.2.1. Tension de contacto critica para engranajes helicoidales estindar

Primeramente se analizardn estas condiciones para engranajes estdndar, en los
cuales, el modelo propuesto del potencial unitario inverso viene dado por las Ecs. 3.68,

3.69 y 3.70.

Maximo de la funcion ¢(¢).

Para la localizacion del maximo de la funcion ¢(€), se trata de resolver un problema
comiun de extremos relativos. Para ello, en primer lugar se estudiara el crecimiento y
decrecimiento en el intervalo de contacto de las funciones v(¢) y 1/p(§) que componen
#(£). A continuacidn, en funcién de los valores obtenidos, se determinaran igualmente
los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion ¢(¢), para finalmente tratar
de localizar el maximo de ¢(&).

Del estudio previo de engranajes rectos presentado en el epigrafe 4.3.1, se sabe que
la funcién 1/p(¢) inicialmente decrece con £ y es simétrica respecto del punto medio
del intervalo de la linea de engrane contenido entre los dos puntos de tangencia con
las circunferencias de base, es decir, de & = A¢/2; por consiguiente, la funcion 1/p(£)
es decreciente en el intervalo [0, A¢/2] (su derivada en dicho intervalo es negativa) y
creciente para el intervalo [A¢/2, A¢] (derivada positiva).

Por otro lado, la funcién potencial unitario inverso v(£) presenta un maximo en el
punto medio del intervalo de contacto &,, = &, + &,/2. Por tanto, la funcién v(¢) es
creciente en el intervalo [ &;,,, &, ] y decreciente en el intervalo [ &, &, + €], €s decir,
tiene derivada positiva en el primer intervalo, toma el valor cero en el punto medio &,
y es negativa entre [ &, i + Eq -

Teniendo en cuenta que A¢/2 es siempre mayor o igual que la abscisa del punto
medio de intervalo de engrane &,,, asi como el estudio de los intervalos de crecimiento

y decrecimiento realizado de las dos funciones que componen ¢(£), se puede concluir
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lo siguiente:

= En el punto de contacto &, las derivadas de las funciones v(¢) y 1/p(£), toman
un valor nulo y negativo, respectivamente. Por tanto, se comprueba facilmente

que la funcion ¢(¢) es decreciente en el punto medio del intervalo de contacto

Em-

= En el punto de contacto & = &;,,, la derivada de la funciones v(¢) y 1/p(&),
toman un valor positivo y negativo, respectivamente, por tanto, la derivada en ese
punto puede ser positiva o negativa indistintamente, por lo que la funcién ¢(¢)
podra ser creciente o decreciente en el punto de contacto inferior. A continuacion

se discuten ambos casos:

e Si la derivada es positiva la funcidn ¢(€) es creciente en &;,,: si la funcién
¢(£) es creciente en &;,, y, como se ha visto anteriormente, es decreciente
en el punto medio del intervalo de contacto, necesariamente debe existir un
maximo local en el intervalo [ &;,,, &, ] y obviamente, este maximo local

coincidird con el maximo absoluto de la funcién ¢(&).

e Si la derivada es negativa en este punto la funcidén ¢(¢) es decreciente en
&t teniendo en cuenta que la funcién también es decreciente en &,,, dicha
funcién serd decreciente para cualquier valor de &. En consecuencia, no
existe un maximo local y, por tanto, el maximo absoluto de la funcién ¢(&)

se localizara en el punto inferior del intervalo de contacto, &,,.

La funcién ¢(¢) se puede expresar en funcion de la Ec. 3.68 del modelo de la

funcién potencial unitario inverso como:

coslby(é — )]
= 4.39
Y=o (4.39)

Para encontrar analiticamente el maximo de la funcion ¢(¢) se habrd de obtener su

derivada con respecto a & e igualarla a 0. El resultado es la siguiente ecuacion:

1 A:—2
telbo(é — £)] + -5~ %

s S B 4.40
bo £l — &) (440)
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Esta ecuacion es una ecuacion fuertemente no lineal lo que no permite obtener una
expresion analitica del maximo local &,,,. Sin embargo, se puede obtener una buena
aproximacion con el método descrito por Pedrero en [48].

La ecuacion 4.40 se puede escribir como:

L A -2 ] 4.41)

En =€ + arc tg [bo F =)

Esta ecuacion permite conocer el valor requerido de &, para que el méaximo este
localizado en valor € = &,,x. Por consiguiente, los valores necesarios de &,, para que el

maximo se localice en &, y en &,, son, respectivamente,

Enim = & 1 — arct [1 /l_—zf’”"] (4.42)
i = S 8 by Enn (e — Ea) '
1 1 A 26,
é‘:m,m fm arC tg [bo m] (443)

El maximo local de ¢(&), &maxe, s€ puede estimar asumiendo que &, En Y Emaxe

tienen la misma relacidon que &, inn, Emm Y Em» ast:

(é:m - ‘fmn)(é:m - 'fm inn)
maxL = SGinn . 4.44
‘f t é: " (fm,m - fm,inn) ( )

Este maximo local &,x, serd un maximo absoluto &axz i se verifican las siguientes

condiciones:

= Los limites de interpolacién no se cruzan, es decir, &, i < Enm-

» El maximo local &5, estd situado dentro del intervalo [ &, &y -

Si alguna de estas condiciones no se cumple, el mdximo absoluto estard localizado
en el limite inferior del intervalo, &;,,. Asi, las dos condiciones anteriores se pueden

expresar comao:

gm,inn < é‘:m < é:m,m (445)
Por tanto, el maximo absoluto de ¢(&), &maxk, S€ calculard como:

(é:m - fmn)(gm - §m,inn)
(é‘:m,m - é‘:m,inn) (446)

Sl é:m,inn < é:m < é:m,m = é‘:maxR = ‘finn +

Si gm,inn > ‘fm 0 gm > fm,m = é:maxR = é:inn



162 CariTULO 4. MODELO DE CALCULO A PRESION SUPERFICIAL

Lymaxf—-—-—-—- ‘ L&) max=-—-—-———— ‘ 1,&o)
} } Iy min fe—_ ] .
| | \ |
lvminf—f—f—frfrl 77777 l‘ 77777777 T } } }
o | 1 .
| | | | o
| | \ ! .
| | \ ! I
| | [ % | | %
Einn Einntdmin  Sinntdmax §i11n+da+dﬁ Einn+1 Einn 5inn+da+dﬁ-1 EinnTdmin Einntdmax Sinnt1
(a)da+d,g£1 (b)da+dﬁ21
Fig. 4.8: Forma tipica de las graficas de la funcién 7,(&).
donde &, inn Y €nm s€ han calculado en la Ecs. 4.42 y 4.43, respectivamente.
Resumiendo, el mdximo de la funcién ¢(€) es:
[¢(§)]max = ¢(§maxR) (447)

donde &,,.xx se calcula con la Ec. 4.46.

Minimo de la funcién /v(&).

La funcién [,(&)) para engranajes HTCR estdndar estd definida en la Ec. 3.73 y
toma diferentes formas dependiendo de si la suma de las partes decimales del grado de
recubrimiento transversal y en el salto es menor o mayor que 1, como se representa en
laFig. 4.8. Tanto sid,+dg < 1 6 sid,+dg > 1 existen unos intervalos donde la funcion
I, es minima pero para ambos casos el punto inferior del intervalo de contacto &,
pertenece a este intervalo. Consecuentemente, también en este caso se puede afirmar

que:

[Iv(§O)]min = Iv(ginn) (448)

Condicion de simultaneidad.

Con los resultados obtenidos hasta ahora, es evidente que, si hay un punto de
contacto con & = &.xg durante el intervalo en el que la funcion 7, toma el valor minimo,

se tendra:



4.3. PROPUESTA DE MODELO DE CALCULO A PRESION SUPERFICIAL 163

( ¢(€:) ) — ¢max _ ¢(§maxR) (449)

Iv(fO) Ivmin B Iv(é:inn)

Esta claro también que la simultaneidad esta asegurada si gg > 1, porque en este
caso se puede encontrar un punto de contacto con un valor de ¢ situado dentro del
intervalo de contacto [&;,,, & + €. para cualquier posicion del ciclo de engrane, y en
particular durante el intervalo de minima /,. La simultaneidad también se encuentra
asegurada cuando &naxg = Ein porque &, también pertenece al intervalo de minima
I,. Por el contrario, la simultaneidad no se encuentra asegurada si &,z €5 Un MAXimo
local, dentro del intervalo de engrane y £z < 1, como el mostrado en la Fig. 4.9.

La figura 4.9 muestra el mapa de contacto para engranajes helicoidales HTCR con
dy, +dg < 1,d, > dgy ez < 1. Las zonas grises representan la contribucion de cada
diente en la linea de contacto en cada una de las posiciones del ciclo de engrane,
representadas por & en el eje de abscisas. Las zonas grises oscuras representan las
zonas donde la funcién 7,(&)) es minima, por tanto, para que se de la condicién de
simultaneidad, el méaximo local &,.xx se ha de localizar dentro de estas zonas, es
decir, que la simultaneidad estard asegurada si &,z €std contenida en los intervalos
[€inn+das Einn+ 11 0 [Einn + 1 +d, En] (Emaxg 1O puede ser mayor que &, Y & = Einn+Ea/2
es siempre mas pequeio que &;,,+2). En resumen, las condiciones que se ha de cumplir

para que exista simultaneidad y &,z S€ convierta en maximo absoluto son:

finn + doz < é‘:maxR < é:inn +1 (450)

é:inn +1+ d(z < gmaxR < fm (451)

Igualmente, cuando d, + dg > 1, para que se den las condiciones de simultaneidad,
el méaximo local énaxr se ha de localizar dentro de los intervalos &, &inn +do +dg— 1],
[Einn + 1 —dp, Eipn + dy +dg] 0 [Eipn +2 — dp, Ein + 1 +d, + dp]. Por tanto, las condiciones
que se ha de cumplir para que exista simultaneidad y &,,xz S€ convierta en maximo
absoluto son:

é‘:inn < fmaXR < finn + da + d,B -1 (452)
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Fig. 4.9: Mapa de contacto para engranajes helicoidales HTCR con d, + dg < 1.

o bien

‘finn +1- dﬁ < fmaxR < finn + da + dﬁ (453)

finn +2 - dﬁ < fmaxR < é‘.:inn +1+d,+ dﬁ 4.54)
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Fig. 4.10: Mapa de contacto para engranajes helicoidales HTCR con d,, + dg > 1.

Sin embargo, en todos los casos en los que la simultaneidad no esta asegurada,
encontrar una solucion exacta es complicado, pero se puede encontrar una solucién
aproximada que puede ser perfectamente valida para su uso en disefios preliminares y
con fines de estandarizacion. En este sentido, es importante considerar que para casos

de no simultaneidad, &, €s siempre un maximo local, en el que la derivada de la
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funcién ¢(€) es igual a 0. Esto significa que para los puntos cercanos a este maximo
local, es decir, para valores donde |,z — €] €S pequeiio, el valor que toma ¢(¢) difiere
muy ligeramente del valor que toma en ¢(&maxr). Entonces, serd posible encontrar un
punto en el dominio de contacto cuyo &, esta incluido en el intervalo de minimo I, y
cuyo ¢ se encuentra lo suficientemente cercano al maximo local &,.xz. En ese punto
L = Lanin ¥  ~ unas.

Por consiguiente, se puede usar la ecuacion 4.49 en casos de no simultaneidad. En
estos casos el error inducido serd pequefio y en el sentido de la seguridad.

Se concluye por tanto, que para engranajes helicoidales HTCR estidndar la tension

de contacto critica se puede calcular como:

S \/Egﬂcosﬁcosﬁb N \/cos[bo@maxk—fm)] ! wss)
b mmcosa,

Emaxk(Ae = Emaxr)  1(Einn)
Para estudiar la influencia de los pardmetros de disefio en la localizacién del punto
de mayor tensién de contacto se ha realizado un estudio en el que se han considerado
una serie de engranajes helicoidales HTCR con unos parametros de disefio contenidos

en el siguiente rango:

= Numero de dientes del pifién entre 45 y 100
= Relacion de transmisiéon de 1 a 4
» Angulo de presién entre 10y 18°

= Angulo de hélice entre 10 y 30°

Con estos parametros de disefio se ha logrado cubrir una amplia gama de valores del
grado de recubrimiento transversal, desde valores ligeramente mayores que 2 a valores
cercanos 3.

Se va a evaluar una serie de errores para verificar las hipétesis:

Meétodo para la aproximacion del valor de &,z

Error en la localizacion de la abscisa del maximo de la funcion ¢(&), Enaxr

Error en la estimacion del méximo de la funcion ¢(€), ¢(Emaxr)

Error al despreciar la no simultaneidad del maximo de ¢(¢) y del minimo de

1,(&o)
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Fig. 4.11: Errores cometidos entre la Ec. 4.41 y la Ec. 4.56.

El método de aproximacion para calcular &,.xz asume que &y, & Y Emaxe tienen la
misma relacion que &, i, Emm Y En- Es decir, el método supone que el error cometido
por utilizar una aproximacion lineal de la Ec. 4.41, es despreciable. Para comprobarlo,
se realiza un estudio de regresion entre el valor de &,, obtenido con la ecuacion 4.41 y

el valor que se obtendria con la interpolacion lineal:

(é:m,m - gm,inn)(f - fmn)
('fm - é:mn)

El estudio de regresion se realizard para los valores de & entre &;,, < & < &, que se

fm,lineal = gm,inn + (4.56)

corresponde con el rango de valores donde se puede encontrar el méximo y solo se
calculara en aquellos casos en los cuales se aplica dicha ecuacidn, es decir, cuando se
cumple que &, i, < &y < Enm. Los pardmetros que se han elegido para la evaluacién
del error cometido, son el coeficiente de regresién multiple ajustado R* y el error
maximo cometido entre el valor dado por la Ec. 4.41 y el valor dado por la interpolacion
Ec. 4.56 en todo el rango &;,, < ¢ < &, para cada una de las combinaciones posibles
simuladas. En la figura 4.11 se muestran ambos errores; se observa que para todos los
casos abarcados, el coeficiente de correlacion es mayor que de 0,9 y el error relativo
maximo no sobrepasa en ningun caso el 4 %.

De acuerdo con el método propuesto anteriormente, la abscisa del maximo de la
funcion ¢(&), (maxg)p S€ calcula con la ecuacién 4.46. Para evaluar el error cometido

en la localizacion de la abscisa del maximo de la funcion ¢(¢), se compara este valor
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(a) negro n1; azul np (b) negro 15; azul np

Fig. 4.12: Localizacién del médximo de la funcién ¢(&).

con los dos valores de referencia correspondientes:

» (&nmaxg)r1: valor de & donde se localiza el maximo de la funcién ¢(¢), dicha
funcién ¢(¢) se calcula mediante la funcién de potencial unitario inverso v(£)

obtenida por técnicas de integracion numérica de la ecuaciones de la elasticidad.

» (Emaxr)r2: valor de € donde se localiza el maximo de la funcién de ¢(£), donde
la funcién ¢(¢) se obtiene a partir de la funcién de aproximacién del potencial

unitario inverso v(¢) dada por la Ec. 3.68.

Se define una variable, n, que se utiliza para localizar la situacion del maximo
de la funcién ¢(¢) dentro del intervalo [&;,,,&,], de tal forma, que los valores 0 y 1
representan los extremos del intervalo, es decir, si 7 = 0 es que el maximo se localiza
en &, y sin = 1 es que el maximo se localiza en &, y los valores intermedios entre 0
y 1 representan que el maximo se localiza dentro del intervalo [&;,,, & ]:

(é: maxR )P(R 1,R2) — f inn

npa2) = - 4.57)

El subindice P indica que el maximo se calcula con la Ec. 4.46, el subindice 1 indica
que el maximo se corresponde con la variable (£n.xz)r1 Y €l subindice 2 con (€uxr)r2-
De la figura 4.12 se extrae que para valores pequeiios de &;,,, el maximo tiende a

localizarse en el punto &;,, y para valores de &, grandes tiende a localizarse en &,,. A
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Fig. 4.13: Coeficiente de desplazamiento relativo para evaluar el error en la localizacién de la
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abscisa del maximo de la funcién ¢(¢).

medida que &;,, crece el maximo pasa de situarse en &;,, al intervalo [ %’”, &n ] parael
modelo numérico. En cambio, para el modelo analitico y para el maximo obtenido por
la Ec. 4.46, este cambio no es tan brusco y hay valores intermedios, por tanto, serd en
estos casos donde el error de localizacion serd maximo.

Para evaluar el error en la localizacién del maximo de la funcién ¢(¢), se define el
coeficiente de desplazamiento relativo como la desviacion del maximo de la funcion

dentro del intervalo de contacto:

(f maxR )P - ('f maxR )R 1(R2)
O12) = -

(4.58)

En la figura 4.13 se observa que ambos coeficientes de desplazamiento relativo
toman valores bastante bajos, para ¢, el valor tipico se encuentra entre O y 0,1 pudiendo
llegar el valor maximo hasta 0.2. Para el coeficiente ¢,, los valores tipicos estan entre
0 y 0,05 pudiendo llegar el valor mdximo a 0,12. Obviamente, 6; = 9, = 0 para los
casos en los cuales el maximo esta localizado en el punto inferior de contacto &;,, 0 en
el caso 9, también puede ocurrir en el punto &,, (es decir, cuando no existe un maximo
local dentro del intervalo de contacto), excepto aquellos casos en los cuales la Ec. 4.46
localiza un inexistente maximo local en posiciones intermedias del intervalo [&;,,, &x].
La condicion cumplimiento o incumplimiento de la Ec. 4.46, &, < &n < &Enms

discrimina la existencia de un maximo local dentro del intervalo de contacto con un
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Fig. 4.14: Error en la estimacién del méaximo de la funcion ¢(&), ¢(Emaxr)-

99,98 % de eficacia [45].

Por el contrario, los errores en la estimaciéon del maximo de la funcién ¢(&) por
el método propuesto, ¢(Emaxr)p, respecto del primer valor de referencia, ¢(Emaxr)r1s
son substancialmente diferentes de los obtenidos con el segundo valor de referencia,

d(Emaxr)r2- Estos errores se definen como:

A(Emaxr)R1(R2) — P(Emaxr)P 0
P(Emaxr)R1(R2)

El error con respecto al valor de referencia ¢(&n.xr)r2 €8 siempre inferior al 0,9 %

EI‘I‘OI’I(Z) = 0 (459)

y l6gicamente, en aquellos puntos donde el valor de (énaxr)p coincide con (Emaxr)r2 €l
error vale cero. Sin embargo, el error respecto del valor de referencia ¢(&nmaxr)r1 Crece
hasta el £8 %. Dichos errores médximos se producen cuando no hay coincidencia en la
localizacion del méximo y cuando el maximo se sitda en el punto inferior del intervalo
de contacto, &;,,, puesto que como se comprobéd en el capitulo anterior, capitulo 3,
los errores maximos entre la v(£) obtenida mediante la integracion numérica de las
ecuaciones de la elasticidad y la v(¢) propuesta aproximada se da en muchos de los
casos en los extremos del intervalo de contacto.

Aunque un error de valor 8 % parece un poco elevado, la tensién de contacto es
proporcional a la raiz cuadrada del valor de ¢(¢); por consiguiente, el maximo error
en la estimacion de la tensioén de contacto serd de aproximadamente +4 %, que se

considera una buena precision.
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Fig. 4.15: Error al suponer (¢(£)/1,(£0))max = Pmax/Iymin cON respecto al modelo analitico.

Una vez mas, los errores més elevados en la estimacion del mdximo de ¢(£) no
corresponden con los valores mas altos de los coeficientes de desplazamiento relativo
(es decir, con los errores mas grandes en la estimacion de la ubicacion del maximo),
debido a que estos altos valores de ¢ se obtienen para los casos en que la funcion ¢(&)
toma valores bastante uniformes a lo largo del intervalo completo de contacto y los

errores son, por lo tanto, pequefios.

Por ultimo, un nuevo error se induce de la suposicién de (H(€)/1,(£0))max
@max/Iymin cuando no se cumplen las condiciones de simultaneidad (como ocurre en la
Fig 4.9). Una vez maés, el error sera nulo si la tension critica de contacto estd localizada
en el punto inferior del intervalo de contacto, porque bajo estas condiciones la
simultaneidad estd asegurada. Por el contrario, se presentardan dos errores cuando el
maximo sea un maximo local: uno por la estimacion del maximo de ¢ y otro debido a
la ausencia de simultaneidad. El efecto de ambos errores en el valor final de (¢/1,),,.«
puede ser aditivo o sustractivo, dependiendo de los casos, pero el resultado importante

es el error total. Y el error total es mds bajo (efecto sustractivo) en los casos en los

cuales el error en la estimacion de ¢ es alto, de modo que el error maximo es menor.

Una vez mds, habrd que distinguir entre el error tomando de referencia el modelo
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Error1 % |

inn

Fig. 4.16: Error cometido por suponer (¢(£)/1,(£0))max = Pmax/Iymin con respecto al modelo

numérico.

numérico o el modelo analitico, es decir, el error definido como:

Pémar)riR)  P(Emaxr)p
1,(Einn) 1,(inn)
A(Emaxr)R1(R2)
L,(&inn)

Cabe esperar que el error cometido, segun esta ecuacion, con respecto al modelo

100 (4.60)

EITOI'l(Q) =

analitico sea nulo cuando (&) p coincide con (Emaxr)r2, PETO Si se observa la figura
4.15 de la izquierda se demuestra que no ocurre eso exactamente, puesto que el error
seria nulo para los mismos casos en los cuales el coeficiente 6, se hace nulo, Fig. 4.13.
Esto es debido a que se ha tomado la hipdtesis de que la funcién /, toma un valor
constante y minimo en unos determinados intervalos y ese valor es el mismo que el
que toma en el punto &,,,, pero esto no es del todo cierto, puesto que la funcién 7, no
permanece constante en estos intervalos, sino que tiene una ligera curvatura pudiendo
alcanzar valores inferiores a [,(&;,,). En la figura 4.15 de la derecha se muestra el error
calculado segun la Ec. 4.60, pero en vez de usar el valor de la funcién 7, en &;,,, se toma
el valor minimo real de esta funcion. Los errores no nulos de la grifica se mantienen
entre —1 % y 0,5 % y son debidos al error en la estimacion de ¢ y al error debido a la
ausencia de simultaneidad. A estos errores hay que sumarles el efecto de los errores
al considerar la hipétesis de I,min = 1,(€inn), con lo que se obtienen los errores que se

muestran en la figura 4.15 de la izquierda. Aun teniendo en cuenta este ultimo error,
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se observa que los errores son bastante bajos, con valores tipicos entre —0,5% y 1 %,
pudiendo alcanzar en el peor de los casos un valoor de 1,6 %.

Si el valor propuesto de ¢(Emaxr)/ 1, (Einn) €8 comparado con el maximo, calculado
mediante técnicas numéricas, de la funcién ¢/I,, ¢ e I, basadas en el potencial
unitario inverso v(¢) calculado mediante la integracién numérica de las ecuaciones

de la elasticidad, los errores obtenidos son inferiores al 4 %, Fig. 4.16.

4.3.2.2. Tension de contacto critica para engranajes helicoidales no estandar

Las transmisiones no estdndar engloban aquellos casos en los cuales el coeficiente
de altura de cabeza de los dientes en el pifién o en la rueda es diferente de 1, o aquellos
casos en los que existe engrane en vacio en pifién o rueda, o aquellos en los que
la distancia entre centros de operacion no es la nominal. Para todos estos casos, en
el capitulo anterior 3, se ha definido el modelo propuesto para la funcién potencial

unitario inverso, que se resume a continuacion:

» Para transmisiones con coeficientes de altura de diente diferentes de 1 o con

engrane en vacio, el modelo de la funcidn potencial unitario inverso propuesto

es:
V(&) = cos[by(§ —¢&,)] para iy < & < &im + o @61)
g =0 para & < &iun 6 & > &inn + €0
donde
= £+ 55,
? 1

8:y =&+ (Aga)inn + (Asa)out =&+ (é:irm - f;nn) + (f(l)uz - fout) (462)

= Para transmisiones con distancia entre centros de operacion diferente de la

nominal, la funcién aproximada de v(¢) se define como:

V(f) = COS[%(f - fm)] para é:inn < é: < ginn + &g
V(f) =0 para é: < é:inn 0 ‘f > é:inn + &g

(4.63)
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donde:
Em = &inn + :
m = Sinn T T€a
2
1
by =
7 \2
l(1 + 8—) 1
2 2
g, = &q + (A&y), (4.64)

Por tanto, dado que la funcién v(£) cambia con respecto a lo definido para
transmisiones estandar, se analizardn de nuevo las condiciones que se han de cumplir
para encontrar el méximo de la funcién [¢(£)/1,(£y)]. No obstante, el procedimiento a
seguir serd el mismo que el definido anteriormente: en primer lugar se estudiaré la
localizaciéon del maximo de la funcién ¢(£), a continuacion se establecerdan los
intervalos en los que la funcién /,(&)) es minima, para finalmente determinar la

condicion de existencia simultanea de ambos extremos.

Maximo de la funcién ¢(¢)

El procedimiento serd el mismo que para engranajes estandar, consistird en estudiar
el crecimiento y decrecimiento de las funciones que componen ¢(&): v(€) y 1/p(€). El
comportamiento de la funcidn 1/p(€) es el mismo que para engranajes estandar, sin
embargo la funcion v(§) cambia para engranajes no estindar segun las Ecs. 4.61 y
4.63, pudiendo perder la simetria respecto del punto medio del intervalo de contacto
Einn + €4/2, segun se ha visto en el capitulo 3. Por consiguiente, pueden existir casos,
en los que el mdximo deje de localizarse en el intervalo [&;,,, £,,] ¥y pase a localizarse
en el punto &;,, + &, situado en la otra mitad del intervalo.

Puesto que la funcion v(¢£) es diferente en engranajes no estandar: las Ecs. 4.41,
4.42 y 4.43 también se veran modificadas y por tanto, la ecuacion para calcular el
maximo absoluto de la funcidon ¢(&), &naxr, serd diferente a la Ec. 4.46 definida para
engranajes estindar. Por consiguiente, el maximo absoluto de la funcién ¢(€), Emaxr,
dependerd de la forma de la funcién v(£), lo que implica que el célculo del maximo

absoluto para engranajes no estdndar sea diferente cuando existe engrane en vacio o el
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coeficiente de altura de los dientes se modifique o cuando la distancia entre centros de

operacion no sea la nominal:
» Para transmisiones con coeficientes de altura de diente diferentes a 1 o con

engrane en vacio, el maximo absoluto de la funcién ¢(&), &maxr S€ calcula como:
({-:1,11 - 'fmn)(é# - ‘f,’n,inn)

Si¢ . <& <& = fmak = i T
m,inn m,m (filn,m - f;n,inn)

Si é‘:,’ﬁ,l’,'nn > é‘:,/n 0 é:;/n > é:;nm = é‘:maxR = éjinn si ¢(§mn) > ¢(§inn + 8(1)

Sl é‘:;“'nn > f;n 6 'f;n > f;n,m = fmaxR = ‘finn + &y Si ¢(§mn) < ¢(§inn + 8&)
(4.65)

donde & . 'y &, S€expresan como:

1 1 /lf - 2§mn ]
v = Einn + — arctg | — ———— (4.66)
f ' é: bo s [bo finn(/l‘f - fmn)
1 A:-2¢&
e =2 (4.67)

1
g =& +—arctg[— ]
B by (e = £,,)
= Para transmisiones con distancia entre centros de operacién diferente a la

nominal, el maximo absoluto de la funcién ¢(£) se computa como:
(é:m - gmn)(fm - gm,inn)

= gmaxR = ‘finn + ('fm,m — fm,inn)

Sl ‘fm,inn < é:m < ‘fm,m

Si é:m,inn > fm 0 é:m > é:mm = fmaxR = é:inn
(4.68)

donde gm,inn y é‘:m,m:
1 1 e = 26 ]
m,inn = Sinn + 7 arct 7— (469)
g § bo g[bo é:inn(/lf _é:inn)
1 Ag—2&,
¢~ 2% (4.70)

1
Enm = Em + b_g) arctg [b—ém]

Minimo de la funcion /v(&,)

La funcion [,(&)) para engranajes HTCR no estdndar esta definida:

» Para transmisiones con coeficientes de altura de diente diferentes a 1 o con

engrane en vacio, por la Ec. 3.73 con los limites de integracién definidos por

la Ec. 3.82.
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» Para transmisiones con distancia entre centros de operacion diferente a la
nominal, con la Ec. 3.91 donde los limites de integracion vienen definidos por la

Ec. 3.92.

y toma diferentes formas dependiendo de si la suma de las partes decimales del grado
de recubrimiento transversal y en el salto es menor o mayor que 1, tal y como se
representa en la Fig. 4.8. Tanto sid, + dg < 1 6 sid, + dg > 1 existen unos intervalos
donde la funcién I, es minima pero para ambos casos el punto inferior del intervalo
de contacto &;,, pertenece a este intervalo. Consecuentemente, también en este caso se

puede afirmar que:

[Iv(§0)]min = Iv(fz’nn) (471)

Condicion de simultaneidad.

La forma de proceder para verificar las condiciones de simultaneidad es
exactamente igual que para engranajes estdndar, si hay un punto de contacto con

¢ = &naxg durante el intervalo en el que la funcidn 7, toma el valor minimo, se obtendra:

( $(&) ) _ Pmax _ Pléman) (4.72)

Iv(fO) - Ivrnin B Iv(é:inn)

donde & = &naxr se calculard con la Ec. 4.65 o 4.68, dependiendo del caso.

El estudio de simultaneidad serd exactamente igual que en engranajes estandar
con la excepcion de tener que considerar en raras excepciones, que se detallaran a
continuacion, el punto &, + &,. Pero la funcién /, en este punto toma el mismo valor
que en &;,,, es decir, el valor minimo, por tanto la simultaneidad estard garantizada
cuando el maximo de la funcién ¢ se localice en este punto. Por consiguiente, se puede
establecer que las condiciones de simultaneidad son las mismas que para engranajes
estdndar y en los casos en los que la simultaneidad no esté asegurada se puede utilizar
una solucién aproximada dada por la Ec. 4.72, donde el error inducido serd pequefio y
en sentido de la seguridad.

Se han realizado varios estudios en el que se han considerado una serie de

engranajes helicoidales HTCR no estindar con el mismo rango de parametros de
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25 25

(a) Adendo reducido en la rueda (b) Adendo alargado en el pifién

Fig. 4.17: Localizacién del maximo de la funcién ¢(¢): negro n;; azul np.

disefio que los utilizados en el estudio realizado para engranajes estindar, aunque en
cada uno de ellos se ha modificado un pardmetro para conseguir transmisiones no

estandar:

Estudio 1a: h,; = 0,95

s Estudio 1b: b, = 0,95
s Estudio 2a: h,; = 1,05
» Estudio 2b: h,, = 1,05

Estudio 4a: C = rj,1 + rp + m(x; + x2) +0,1m

Para todos ellos se han analizado los mismos errores que los evaluados para

transmisiones estandar. Del andlisis cabe destacar que:

= Existen determinados casos en los cuales el mdximo de la funcién ¢ puede
situarse en el punto &, + &,. Logicamente, esto ocurrird cuando se den una

serie de circunstancias:

e Larelacion de transmision tomard valor 1 6 muy cercana a 1.

e Debe existir reduccidn en la altura de cabeza del diente de la rueda o

alargamiento de la cabeza del pifion.

e Se dard para valores pequenos de &;,,, en los cuales el maximo se situaba

en el punto &;,, y ahora pasara a situarse en &, + &,.
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En la figura 4.17 se muestra, para los estudios 15 y 2a, el error 1, definido por
la Ec. 4.57 con la que se compara la localizacién del maximo de la funcién ¢,
obtenido por métodos numéricos, con respecto al obtenido con la Ec. 4.65. Se
observa que en algunos casos el mdximo se sitda en el punto &;,, + &,. En estos
casos, puede comprobarse que el valor de ¢(&;,, + £,) & d(Einn) Y, pOT tanto, el
error cometido si se utiliza este ultimo valor es practicamente despreciable. En
el momento en que la relaciéon es mayor que 1, el mdximo no vuelve a situarse
en el punto superior del intervalo de contacto, puesto que la funcién v(¢) tiende a
desplazarse hacia la izquierda del punto &;,, +&,/2, y por tanto, la funcién 1/p(¢)

condiciona el valor de ¢.

= El error al despreciar la no simultaneidad del médximo de ¢(¢) y del minimo
de I,(&y) es ligeramente mayor que el obtenido para transmisiones estandar,

pudiendo llegar al 6 % en el peor de los casos del estudio 2b.

Se concluye por tanto, que para engranajes helicoidales HTCR no estiandar la
tension de contacto critica se puede calcular como:

B F ggcos B cos By v(é)] 1
=2 \/b rmcosa; ¢ \/fmaxRug — Emax) 1(Em) *7)

donde v(¢) vendra dado por la Ec. 4.61 6 4.63, segin el caso.

4.4. Validacion de la tension de contacto mediante

MEF

El objetivo de este apartado consiste en validar los resultados de tension de contacto
obtenidos mediante el modelo analitico propuesto con respecto los resultados de
distribucion de tensiones del modelo resuelto por la técnica de los elementos finitos
explicado en el apartado 3.6. El procedimiento para obtener la distribucion de tension
con el modelo de MEF se ha definido en el apartado 3.6, por tanto, en este capitulo
Unicamente se mostrardn los resultados de las tensiones de contacto para cada uno de

los ejemplos definidos en el apartado 3.6.4 y 3.6.5.
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4.4.1. Tension contacto para engranajes rectos

La expresion general de la tensién de contacto para engranajes rectos puede

escribirse en funcién del reparto de carga como:

_, [tFe
oy =Zg 5 o) (4.74)
en la que la funcidn 1/p(€) se expresa como:
1 1 1
= 4.75
P& 2@ 0@ &7
y la funcién F(£) puede sustituirse por:
F(§) = REF (4.76)

En el apartado 3.6.4 se ha validado el modelo de reparto de carga propuesto
obtenido a partir de la distribucién de tensiones de ANSYS. En este apartado se
verificaran directamente las tensiones de contacto obtenidas con ANS YS con respecto
a las obtenidas mediante el modelo analitico propuesto. Primeramente se verificard la
tension de contacto obtenida para el ejemplo dado en 3.6.4 que se corresponde con
un engranaje recto convencional con modificacién de la distancia entre centros de
operacion.

Se han realizado 15 simulaciones diferentes correspondientes a 15 posiciones de
contacto diferentes. Para cada una de ellas, sobre la representacion de las tensiones
de contacto, se define un path sobre la linea de contacto mediante los dos nodos
extremos de cada cara del diente y se obtienen la distribucion de tension a lo largo
de dicho path. En la figura 4.18 se comparan las tensiones de contacto obtenidas con
ambos modelos, en linea continua negra se muestra la tensién de contacto obtenida
con el modelo analitico y los 15 puntos representados son el resultado de la tensién de
contacto obtenida mediante la simulacion del modelo de MEF para cada una de las 15
posiciones de contacto simuladas.

Se ha verificado también la tensién de contacto para el 2° ejemplo definido en

3.6.4 correspondiente a un engranaje recto HTCR con modificacion de la distancia
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75 X 10°
6,,(®

Fig. 4.18: Comparacién de la tensién de contacto entre modelo analitico (linea continua) y el

obtenido por M.E.F. (punteado).

75 X10°
5, (&)

Fig. 4.19: Comparacién de la tension de contacto entre modelo analitico (linea continua) y el

obtenido por M.E.F. (punteado).

entre centros de operacion. La figura 4.19 muestra la comparacion entre la tensién de
contacto obtenida mediante la implementacion del modelo aproximado de la funcién
potencial unitario inverso y la tensién de contacto obtenida a partir de la simulacién
del modelo de elementos finitos. El modelo analitico se representa con linea continua
y se representan 20 puntos correspondientes a las 20 posiciones de contacto simuladas

para el modelo de M.E.F.

Se observa que los valores obtenidos con el modelo analitico encajan con bastante

precision con los obtenidos mediante técnicas de elementos finitos.
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Fig. 4.20: Comparacién de la tensién de contacto entre modelo analitico (linea continua) y el

obtenido por M.E.F. (punteado).

4.4.2. Tension de contacto para engranajes helicoidales

Del apartado 4.3.2 se conoce que la expresion general de la tension de contacto en

engranajes helicoidales se puede calcular con la Ec. 4.36:

F 503 cosﬁ/lf \/ V(&) 1 4.77)

=L \/b rmcosa; ¢\ €k - &) L&)

Se ha obtenido la distribucién de tensiones para el ejemplo propuesto en el apartado
3.6.5, correspondiente a un engranaje helicoidal con distancia entre centros no estandar

y adendo reducido tanto en el pifion como en la rueda.

De nuevo el procedimiento a seguir para obtener las tensiones de contacto del
modelo de MEF simulado es el mismo que en para los casos anteriores, a partir de
la simulacion de dicho modelo, se representan las tensiones de contacto en el flanco
del diente y se define un camino o path a través los nodos de la linea de contacto, en el
que se obtiene la distribucion de presiones. En la figura 4.20 se observa los resultados
de las tensiones obtenidas mediante el modelo de elementos finitos y la tensién de

contacto obtenida con el modelo analitico.
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4.4.3. Conclusiones del analisis de tensiones

De los casos de engranajes rectos analizados se puede deducir que los resultados
obtenidos tienen una elevada precision, en particular en los puntos donde se produce
la tensidn critica de contacto; ademads se observa que los errores mayores se comenten
en las zonas menos solicitadas, es decir, en aquellas zonas que no son criticas y donde
la importancia de obtener errores mayores €s menor.

Para engranajes helicoidales se observa que las tensiones de contacto de MEF
presentan unas ligeras fluctuaciones; esto es debido a que las tensiones de contacto se
evaluan con los valores interpolados entre los nodos més cercanos a la linea geométrica
definida por el path sobre la linea de contacto, pero dicha linea forma un dngulo de
hélice S, respecto al eje longitudinal del diente y el mallado en la seccién longitudinal
se ha realizado mediante elementos paralelos al eje longitudinal.

Por otro lado, en todas las simulaciones se puede apreciar un efecto borde. El efecto
borde se produce cuando el contacto deja de producirse entre dos superficies y una de
ellas, o las dos, pasa a convertirse en una arista.

En engranajes rectos, debido a este efecto borde, existe una dificultad afiadida a
la hora de realizar simulaciones en las zonas proximas en las que existen cambios de
reparto de carga, puesto que no se pueden obtener datos fiables mediante el método de
elementos finitos, porque si alguna pareja estd engranando en las zonas extremas de su
intervalo de contacto (engrana el punto mds bajo de contacto del pifién con la cabeza
de la rueda, o la cabeza del pifion con el punto més bajo de contacto de la rueda) existe
efecto de borde a lo largo de todo el ancho del engranaje, que hace que los datos de
tensiones se vean considerablemente afectados.

El efecto borde produce ademds una desviacion de los resultados en los extremos
de la linea de contacto que hace que la tension tienda a cero en las zonas cercanas
a la cara anterior y posterior del diente. Este efecto influye mds en los resultados
de engranajes helicoidales que en los resultados de engranajes rectos, puesto que en
los engranajes rectos la linea de contacto es una linea recta, y aunque se filtren estos

valores de los extremos de las caras de los dientes, el valor medio obtenido en el resto
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de los datos de la linea de contacto es practicamente el valor esperado. En cambio,
en los engranajes helicoidales, al eliminar esos datos, como la tension de contacto es
diferente en cada punto de la linea de contacto, existe una pérdida de informacion en
los extremos que hace los resultados en las zonas extremas se vean mds afectados.
Ademads, se ha apreciado que para engranajes helicoidales este efecto abarca una zona
mayor, y por tanto, si las tensiones en esas zonas son menores de lo que deberian, las
tensiones en el resto de la linea de contacto deben compensar este efecto, obteniéndose
unas tensiones mayores de lo previsto en el resto de la linea de contacto, tal y como se

aprecia en la Fig. 4.20.

4.5. Comparacion en la tension de contacto con el

método de ISO 6336-2

En [48] Pedrero realizé un estudio completo sobre las discrepancias entre los
métodos de calculo de la tensién de contacto propuesta por ISO y los calculos con
el nuevo modelo de distribucion de carga basado en la minimizacion del potencial

elastico (MEP) para engranajes estandar. El resultado de este estudio indicaba que:

= La tension de contacto critica normalmente se encuentra en el punto de contacto
Unico inferior para ambos métodos, ISO y MEP. Sin embargo, los resultados no
son idénticos debido a la anchura de la cara virtual (o el factor de relacién de
contacto [6]) considerado por ISO. Las discrepancias dependen de los valores
del grado de recubrimiento transversal, pero tipicamente la tensién de contacto

ISO es de un 10 % mas pequeio que la tension del contacto obtenida con MEP.

= Para valores del nimero de dientes del piidon pequefios, la tension de contacto
critica de MEP se encuentra en el punto inferior del intervalo de contacto,
mientras que para ISO se mantiene en el punto de contacto tnico inferior. En
este caso, las discrepancias pueden aumentar hasta un 35 % para relaciones de

transmision mayores que 3.
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Todas estas conclusiones se obtuvieron mediante un estudio de engranajes
cilindricos con dientes estandar y distancia entre centros nominal. El método de célculo
propuesto por ISO puede no encajar exactamente cuando se consideran valores no
estandar de la altura del diente o distancia entre centros. Sin embargo, puede adaptarse
el método de ISO para dimensiones no estdndar, considerando cuatro posibles puntos
determinantes de contacto: ambos limites del intervalo de contacto y los dos limites
del intervalo cuando sdlo existe una pareja de dientes contactando (en lugar del punto
inferior del intervalo de contacto y el punto de contacto tnico inferior, exclusivamente
[6D.

Con esta modificacion del método ISO, las discrepancias entre dicho método y los
calculos del MEP para dimensiones de engranajes no estindar son similares a los de
dimensiones estdndar, excepto, cuando con ambos métodos las tensiones criticas de
contacto se sitian en diferentes posiciones, en donde las discrepancias obtenidas son
inferiores al 20 %, mucho mas pequenas que el 35 % correspondiente a engranajes
estandar. A continuacién se muestra un ejemplo basado en el estudio denominado
Estudio 1c, que se muestra en la tabla 3.3, donde se han utilizado los siguientes

parametros geométricos:

= Numero de dientes del pifién: 25

= Angulo de presién: 25°

= Relacion de transmision: 2

= Coeficientes de desplazamiento para el pifién y la rueda: 0
= Coeficiente de altura de cabeza del pifion: 1

» Coeficiente de altura de cabeza de la rueda: 0,9

= Distancia entre centros de operacion: nominal (7, + 7,2)

Los valores del grado de recubrimiento transversal ficticio y del grado de recubrimiento

transversal real son:

&, =1,6385

&q = 1,5605 (4.78)
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mientras que los valores del pardmetro del perfil que indican el punto inferior de

contacto ficticio y real son:

& =0,6756

mn

&inm = 0,7536 (4.79)
De acuerdo con la Ec. 3.79,

1
£ = &+ 580 = 14769

1
bj = =1,2358 (4.80)

1(1+82“)2 1
2 2

Finalmente la Ec. 3.80 puede expresarse como:

R(&) = —0,194 + 0,5221¢ para 0,7536 < ¢ < 1,3114
RE&) =1 para 1,3114 < ¢ < 1,7536 (4.81)
R(&) = 1,5414 — 0,5221¢ para 1,7536 < ¢ <2,3114

De esta distribucion de la carga, la tensién de contacto por el método de MEP es un
8, 86 % superior a la tension de contacto nominal calculada con la norma ISO, ambos
calculados segtin se describe en [6] y [48]. En este caso, ambos métodos localizan la
tension de contacto critica en el punto inferior del intervalo de contacto Unico.

La figura 4.21 presenta las discrepancias de la tension critica de contacto calculada
por el método ISO y por el MEP para todos los casos de todos los estudios que se
presentan en la Tabla 3.3 del capitulo 3. Los puntos negros representan los casos
en los que las tensiones criticas para ISO y para MEP se sitdan ambos en el punto
inferior del intervalo de contacto tnico. En estos casos, surgen discrepancias debido
al factor de relacion de contacto dado por ISO [6], que depende del valor del grado de
recubrimiento transversal exclusivamente. Los puntos grises representan el resto de los
otros casos, en los que la fuente de las discrepancias no sélo es el factor de relacion de
contacto, sino también la diferencia en la localizacion del punto critico -y del radio de

curvatura relativo- y del diferente reparto de carga considerado por cada método.



186 CariTULO 4. MODELO DE CALCULO A PRESION SUPERFICIAL

error %

Fig. 4.21: Comparacién entre la tension de contacto critica calculada por el método de ISO y

MEP.

Para engranajes con alto grado de recubrimiento transversal, ISO calcula el
esfuerzo de contacto critico con la carga actuando en el punto inferior del intervalo
inferior de contacto doble (punto B, en la figura 3.24), descrito por &€ = &, + €4 — 2.
Sin embargo, el ambito de aplicacion se limita a engranajes con grado de recubrimiento
transversal inferior a 2,5.

Para engranajes rectos HTCR, se ha realizado un estudio considerando valores de

los pardmetros de disefio contenidos en los siguientes rangos:

Numero de dientes del pifion entre 40 y 60

Angulo de presién entre 12° y 18°

Relacion de transmision entre 1y 3

Coeficientes de desplazamiento del piiién y de la rueda entre —0,1 y 0,1 para

ambos

Los resultados de este estudio se pueden ver en la figura 4.22. Los puntos alineados
en la zona inferior de la grafica corresponden a casos en los que se la tension critica
de contacto con ambos métodos se encuentra en el punto B,. En estos casos, las
discrepancias entre la tension calculada por ISO y la MEP se deben al factor de
relacion de contacto [6] y la diferencia en el reparto de carga considerado por cada

método. Sin embargo, como el factor de relaciéon de contacto aumenta con el grado
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Fig. 4.22: Comparacién entre la tension de contacto critica calculada por el método de ISO y

MERP para engranajes HTCR .

de recubrimiento transversal, las discrepancias son mds altas a medida que aumenta
el grado de recubrimiento transversal, alcanzando valores superiores a 25 % para
gy =2,5.

Los puntos superiores no alineados representan el resto de los casos, en los que la
fuente de las discrepancias no son s6lo debidas al factor de relacién de contacto [6]
y a la fraccién de reparto de carga considerada por cada método, sino también a las
diferencias de localizacion del punto de tension critica considerado por cada método.
Obviamente, las diferencias son atin mayores para estos casos, pero este aumento €s
significativamente mds pequefo a medida que la relacion de contacto aumenta. En
consecuencia, las discrepancias maximas crecen muy ligeramente, hasta un 28 %. En
todos los casos la tension de contacto critica con MEP es mayor que con ISO.

Se ha realizado un estudio similar para engranajes helicoidales HTCR, donde se

han establecido los siguientes rangos para los pardmetros de disefio:

Numero de dientes del pifion: 40, 50 y 60

Angulo de presién entre 12° y 16°

Relacién de transmision entre 1y 3

Coeficientes de desplazamiento del pinén y de la rueda entre —0,1 y 0,1 para

ambos
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Fig. 4.23: Comparacién entre la tension de contacto critica calculada por el método de ISO y

MEP para engranajes helicoidales HTCR.

= Angulo de hélice entre 15° y 25°

Los resultados de este estudio se puede ver en la figura 4.23. En esta figura se
distinguen tres familias de puntos correspondientes a los tres valores de numero de
dientes del pifion considerados. Tipicamente las diferencias son inferiores al 30 %,
pero pueden crecer hasta el 40 % para valores bajos del pardmetro del perfil del diente
que determina el punto inferior de contacto, &;,,, que se dan cuando el nimero de
dientes del pifién toma el valor mas pequefio posible (en todo momento se mantiene
que el grado de recubrimiento transversal es mayor que 2) y la relacion de transmision
es alta. La tension de contacto critica calculada para MEP es siempre mayor que la de
ISO, también para engranajes helicoidales.

Estas discrepancias se deben a que la norma ISO [6] considera una distribucién
uniforme de carga y a que supone que la ubicacién de la tensidn de contacto critica se

sitda en el punto B, lo cual se encuentra muy débilmente justificado en la norma.



Capitulo 5

Modelo de calculo a rotura en la base

En este capitulo se consideraréd el modelo de fallo por rotura en la base del diente;
para ello, se estudiard la evolucion de la tension nominal en la base del diente a lo
largo de un ciclo completo de engrane. Al igual que el modelo de presién superficial
presentado en el capitulo 4, los calculos correspondientes se llevardn a cabo siguiendo
el procedimiento de cédlculo ISO y estard basado en el modelo de distribucién de
carga no uniforme presentado en el epigrafe 3. El estudio de la tension en la base
se realizard tanto para dentado recto como para dentado oblicuo en engranajes con alto

grado de recubrimiento transversal, que ademads se extenderd a engranajes no estandar.

5.1. Introduccion

En la literatura técnica, se pueden encontrar estudios sobre la rotura en la base a lo
largo de la linea de contacto, que proporcionan resultados obtenidos mediante técnicas
numéricas o mediante el método de los elementos finitos (FEM), que permiten obtener
conclusiones sobre una transmisién de engranajes particular, pero que dificulta el poder
extraer conclusiones de validez general aplicables a cualquier par de engranajes.

Entre la multitud de estudios y referencias que estudian la rotura en la base,
cabe citar: Kawalec [12] desarroll6 un andlisis comparativo de la tension en la base

del diente con los métodos de evaluacion dados por ISO y AGMA, verificindolo

189
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mediante el método de elementos finitos. Li [71] estudié la tensién de contacto y
la resistencia a flexién para engranajes rectos con errores de mecanizado, errores de
montaje y modificaciones en los dientes mediante un modelo de tres dimensiones
de MEF. Pedersen [63] propuso perfiles asimétricos para mejorar la tension de
flexion en engranajes rectos. Pero ninguno de ellos considera un modelo analitico con

distribucion de carga no uniforme.

A pesar de la enorme cantidad de estudios realizados hasta la fecha, en ningun
caso han sido desarrollados, rigurosamente, métodos de cdlculo para engranajes
rectos y helicoidales con alto grado de recubrimiento transversal. Tal vez, los
resultados proporcionados por los modelos simples de la teoria de la elasticidad no
se corresponden con los resultados experimentales cuando la carga se supone que se
distribuye uniformemente a lo largo de la linea de contacto [12]. En el pasado, la
dificultad de asegurar una buena precision cuando se produce contacto simultidneo
en tres parejas de dientes, puede haber influido en que ni los disefiadores ni los
investigadores hayan estado nunca interesados en estudiar este tipo de transmisiones
en profundidad. Sin embargo, con los procesos de fabricacion modernos y las nuevas
técnicas de montaje se consigue la precision necesaria para este tipo de trasmisiones,
lo que requiere el desarrollo de nuevos métodos de calculo precisos para engranajes

con alto grado de recubrimiento transversal.

Para el célculo a rotura en la base, las normas internacionales de disefio de
engranajes ISO [5, 7] y AGMA [4, 8] utilizan la ecuacion de Navier para la
determinacion de la tension de flexion, para lo cual se ha de establecer previamente
la localizacion de la seccidn critica, en la que se prevé que la tension sea maxima,
asi como la definicién de la condiciones criticas de carga. Aunque entre ambas normas
existe alguna diferencia en la especificacion de la seccion critica de la base del diente
y en la consideracién de la componente de compresion de la carga sobre el diente,
ambos métodos asumen, inicialmente, una distribucién de carga uniforme a lo largo
de la linea de contacto, y corrigen el valor calculado de la tension mediante una

serie de factores para considerar que la distribucién de carga depende de la rigidez
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de la pareja de dientes que engrana, asi como de errores de desalineamiento de
los ejes, errores de tallado,etc., que procuran ajustar el resultado a las condiciones
criticas de carga que realmente se presentan. Para determinar los diversos factores
mencionados, se hace necesario el empleo de multitud de tablas y gréificos, que supone
un procedimiento laborioso e incémodo, con el riesgo afiadido de introducir errores por
lectura o estimacion de valores intermedios no coincidentes con los que figuran en las
graficas. Una solucion consiste en introducir toda esta serie de graficas y dbacos como
informacién numérica mediante una serie de funciones de aproximacion y subrutinas
de interpolacién [57], lo que no elimina el error de aproximacién y requiere el trabajo

afiadido de digitalizar una extensa cantidad de informacion.

En lo que respecta a los engranajes HTCR, la norma AGMA [4, 8], directamente,
no considera engranajes con grado de recubrimiento transversal mayor que 2, y
establece de forma explicita que los métodos de cdlculo que presenta no son aplicables

a este tipo de transmisiones.

La version de la norma ISO [7], publicada en 1996, consideraba engranajes con
grado de recubrimiento transversal hasta 2,5, y para el calculo a flexién sugeria suponer
la totalidad de la carga actuando en el punto inferior del intervalo de contacto doble.
Es evidente que esas condiciones de carga no se dan en ningin momento del engrane
(parece que las condiciones criticas se darian con la mitad de la carga actuando en
el limite superior de ese intervalo de contacto doble), pero de esta manera, segun la
norma, las ecuaciones empleadas para el caso de grado de recubrimiento transversal
entre 1 y 2 contindian siendo aplicables, y el error cometido es siempre en sentido
de la seguridad. Y efectivamente es asi, pero la practica demuestra que el método es

excesivamente conservador.

Por esta razon, en revisiones posteriores y en la version actualmente vigente
publicada en el ano 2006, se recomienda calcular la tension con la totalidad de la carga
aplicada en el punto inferior del intervalo de contacto triple para engranajes con grado
de recubrimiento transversal hasta 2,5. Este procedimiento es, desde luego, menos

conservador que el anterior, pero hasta tal limite que no siempre el error cometido
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serd en el sentido de la seguridad. En todo caso, el procedimiento estd muy débilmente

justificado y habrd de ser objeto de revision en las siguientes versiones de la norma.

5.2. Calculo de tension nominal en la base del diente

segun ISO 6336-3

La norma ISO 6336-3 para cdlculo de tensioén en la base del diente contempla,
exclusivamente, engranajes rectos y helicoidales con grado de recubrimiento
transversal hasta 2,5. Asimismo, calcula la tension de flexion nominal a partir de
la ley de Navier, que posteriormente se corrige mediante una serie de factores, y
establece como seccidn critica la correspondiente al perfil en la base cuya tangente
forma un angulo de 30° con el eje del diente. Finalmente, considera que las condiciones
criticas de carga, tanto para el pinén como para la rueda, se dan para engranajes
convencionales, con la carga actuando en el limite superior del intervalo de carga
no compartida (punto de contacto Unico superior) y, para engranajes HTCR hasta
un grado de recubrimiento transversal de 2,5, con la totalidad de la carga aplicada
en el punto inferior del intervalo de contacto triple. Ademads, introduce las siguientes

simplificaciones:

= Para el cdlculo de la tensién en la base del diente considera unicamente la
componente de flexion producida por la carga, despreciando la componente de

compresion.

» El calculo de engranajes helicoidales se realiza considerando la geometria del

engranaje recto virtual equivalente.

En la norma se proponen dos métodos de calculo para calcular la tensién maxima

en la seccion critica:

- Método A. La méaxima tension puede determinarse mediante cualquier méto-

do apropiado (cédlculo mediante técnicas de elementos finitos, calculo integral,
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procedimientos de transformaciéon conforme, o mediante técnicas experimen-
tales como analisis fotoelastico de tensiones, medidas extensiométricas, etc.)
Este método se emplea en contados casos especiales que puedan justificar el

elevado coste de calculo necesario.

- Método B. Este método asume que la carga se encuentra aplicada en el punto
de contacto Unico superior en engranajes rectos o, para los helicoidales, en el
correspondiente de la geometria del engranaje recto virtual equivalente, que es el
que va a producir el estado tensional mas desfavorable. Es un método apropiado

para cédlculos mediante ordenador.

El modelo que se obtendra en este capitulo se basara en el segundo método de la

norma.

5.3. Tension nominal en la base para dentado recto

ISO realiza el cdlculo de la tensiéon nominal en la base del diente a partir de la
ecuacion de Navier, para ello se considera el diente de un engranaje recto como una
viga empotrada en voladizo de seccion rectangular de espesor uniforme e igual al ancho
de cara del diente, con anchura variable e igual al espesor del diente en cada punto del
perfil.

Se aplica la ecuacion de Navier para obtener la tension en la seccion critica,
suponiendo que las condiciones criticas de carga se dan en el punto de contacto Gnico

superior, como se muestra en la figura 5.1:

M Fn enh e n
oF = _Fymax = %SF 5.1)
I, 1, 2
12 Fn

donde M es el momento flector, 7, es el momento de inercia geométrico de la seccion
critica, ymax €s la distancia desde la fibra neutra del diente al punto de la seccion critica
mads alejado de la misma, F, es la fuerza sobre el diente en el plano normal, af,, es el
angulo de la carga actuando en el punto de contacto unico superior, A, es el brazo del

momento flector, b el ancho de cara 'y sg, es el espesor de la seccidn critica.
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Fig. 5.1: Consideraciones ISO en el cdlculo de la resistencia a flexion en la base del diente.

ISO expresa la tension en la base en funcion de la fuerza tangencial en el plano
transversal F';, pero para engranajes rectos el plano normal y el transversal coinciden,
por ello se expresa la fuerza en el plano normal F,, inicamente, en funcién de la fuerza
tangencial F, y del angulo de presion de referencia «,,. Si se sustituye esta relacion en
la ecuacion anterior 5.1 se obtiene la siguiente expresion para el calculo de la tension

de flexion en la base del diente:

F,cosag,, hr,

(5.2)

2
b cosa, s;,

Si se multiplica y divide por el modulo y se agrupan los diferentes coeficientes se puede

obtener un coeficiente denominado factor de forma Yy como:

Yrp=6m > (5.3)
cosa, s,
resultando una tensién en la base de la siguiente forma:
F
OF = —_r Yr (54)
bm

Para tomar en consideracion el efecto de concentracion de tensiones en la base
del diente, asi como el error cometido al aplicar el principio de Saint-Venant en un

elemento de reducida longitud (como en un diente de engranaje), ISO introduce un
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factor de correccion de tensiones Y. Este factor de correccion de tensiones tiene
en consideracion la forma geométrica del pie del diente a través de un pardmetro de

entalladura denominado g :
_ S Fn
2pr

qs (5.5)

donde S £, es el espeson en la seccidn critica que se ha considerado y pr es el radio de
curvatura del perfil del diente en dicha seccion. El factor de correccion de tensiones
se obtiene mediante una expresion empirica en la que interviene el pardmetro de
entalladura gy y el brazo del par que produce la carga aplicada sobre la seccion critica,

hFe

1

hFe

121 +23 S
) qs Fn (5.6)

Y5 = (1,2 + 0,135—“
hFe

Con ello, la tension nominal en la base del diente se calcula con la ecuacidn:

F
Oro = —YpYs (5.7)
bm

5.4. Tension nominal en la base para dentado oblicuo

Para engranajes helicoidales la norma ISO 6336-3 utiliza la geometria del
engranaje recto virtual y supone que la seccion critica y las condiciones criticas de
carga se determinan de la misma manera que para engranajes rectos. En consecuencia,
todas las ecuaciones presentadas en el epigrafe anterior contindan siendo validas si se
sustituye el nimero de dientes Z, el radio primitivo 7, y el radio base r;, por sus valores
del engranaje virtual, Z,, r,, y r;,, respectivamente.

Se puede comprobar, no obstante, que la oblicuidad de las lineas de contacto
produce unos niveles de tensién en la base de los dientes helicoidales ligeramente
inferiores a los valores correspondientes al engrane recto virtual utilizado en los
calculos. Por ello, ISO introduce el factor de oblicuidad Y, cuyo valor se calcula con

la siguiente ecuacion, que depende del dngulo de hélice de referencia 8 expresado en
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grados y del grado de recubrimiento en el salto gs:

BC)
1200

Yﬁ =1- Ep (58)

Cuando g5 > 1, en la ecuacion de Y3 el coeficiente &g es sustituido por 1. Y cuando
en > 30°, en la ecuacion de Yz el coeficiente S es sustituido por 30°.

Con ello, la tensién nominal en la base para dientes helicoidales queda finalmente
de la forma:

F
OF) = ﬁYFYSYB (59)

5.5. Propuesta de modelo de calculo a rotura en la base

En el presente capitulo se lleva a cabo el estudio de la tension de flexion en la base
del diente basado en el modelo de distribucion no uniforme de la carga a lo largo de la
linea de contacto, obtenido a partir del principio de minimo potencial de deformacién
presentado en el capitulo 3. Para ello se estudia la evolucién de la tensiéon nominal
de rotura en la base del diente en la seccidn critica propuesta por ISO a lo largo de
un ciclo completo de engrane. Este estudio abarcard engranajes de perfil de evolvente,
rectos y helicoidales, con alto grado de recubrimiento transversal e incluye estudios de
engranajes que se han denominado estdndar y estudios para engranajes no estandar, es
decir, aquellas transmisiones con coeficiente de altura de cabeza del diente distinta a
1, o transmisiones en las que se produce engrane en vacio, o transmisiones en que la
distancia entre los centros de operacion es diferente de la nominal: r,; +7,, +m(x; +x5).

La tension se calcula siguiendo el procedimiento propuesto por ISO, y descrito
en los epigrafes anteriores: la seccidn critica se localiza en el punto del perfil de
acuerdo cuya tangente forma un dngulo de 30° con el eje del diente, despreciandose la
componente de compresion.

A partir de la Ec. 5.1, tomando una seccion del diente de ancho diferencial db, la
tension diferencial en la base del diente se puede expresar como:
fdl cosahg SF

1 2

b s

(5.10)

dO'F:
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Fig. 5.2: Seccion critica.

En general, se cumple que d/ = db/ cos S, aunque para engranajes rectos como
la linea de contacto es paralela al eje de los engranajes se obtiene que d/ = db. Si se
integra la ecuacidn anterior a lo ancho del diente y se expresa en funcién de la fuerza
por unidad de longitud y de la variable &, la tension nominal en la base del diente se

expresa como:

6

or = 5 ———[f cosa.hrl(é) (.11)
§7 COS 3,

Se observa que la Ec. 5.11 anterior depende del brazo del momento flector Ay y
del espesor de la seccidn critica sF. A continuacidn se analizard el procedimiento para

obtener estas variables.

Determinacion del espesor de la seccion critica sy y del brazo del par /x(¢)

Para plantear una expresion analitica de de la seccidén critica sr y del brazo
del par hy(¢) se hace necesaria la determinacion de la seccion critica segun las
recomendaciones del Comité ISO. Para ello, se realiza un planteamiento analitico de
la ecuacion de la recta tangente al perfil de acuerdo en la base del diente que forme un
angulo de 30° con el eje del diente, Fig. 5.2, 1o que tras ciertos desarrollos conduce a

una ecuacion trascendente de resolucidn necesariamente numérica.
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Fig. 5.3: Base del diente.

Tomando como seccion critica la especificada por la norma ISO (aquella cuya recta
tangente al perfil de acuerdo en la base del diente forme un angulo de 30° con el eje del
diente), el pardmetro A define el punto de dicha seccidn, Fig. 5.3. En engranajes rectos
las variables A y ¢ coinciden. En cambio para engranajes helicoidales, la relacién entre

ambas variables viene dada por:

gy
cosf

tgd = (5.12)

De la figura 5.3 se observa que el dngulo formado por el eje del diente con la
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tangente a la trocoide en un punto cualquiera caracterizado por el pardmetro 1 es A — 7

siendo 7:
r=2tar (5.13)
donde vy, es el espesor angular en el radio de pie del diente, es decir, para ¢ = 7/2:
41| ry
== hao — re)teg a, 5.14
Yd Z 4+cosa/n+(“0 rf)ga] (5.14)

y At es el angulo girado por la rueda desde que la cremallera tall6 la raiz del diente

(punto con ¢ = m/2) al punto actual considerado, caracterizado por el parametro A:

1 |m (haO —-Xx—rf+ rfsemp) Ccos ¢
At = — cosfB —mry
rp tg cosf (5.15)
hyo—x—r
= mcosﬂ[ 0 L _ rfcos<ptg2ﬁ]
rp tgp

Tomando como seccion critica la especificada por la norma ISO (aquella cuya recta
tangente al perfil de acuerdo en la base del diente forme un dngulo de 30° con el eje

del diente), se debe cumplir la condicion:

A—1= (5.16)

b1
6
Y sustituyendo en la ecuacion anterior, las Ecs. 5.14 y 5.15, se obtiene que la seccion
critica debe cumplir:

Yo mcosB|ha—x—r1f Vs

A -

—rpcosptg’ Bl = (5.17)

2 rp tg 6
Para la resolucidn de la ecuacion trascendente anterior, ISO 6336-3 propone un método
iterativo relativamente sencillo, que habitualmente converge después de tres o cuatro
bucles de iteracion. Posteriormente se desarrollé [39] un procedimiento muy similar,
pero que proporciona un valor de partida bastante aproximado.

El valor de partida se obtiene con la siguiente ecuacion:

by + by exp”* sen(x + bs)

cotc1x
Z

@o = ap(x +ap))™ + (5.18)

en la que los coeficientes ay, a;, a,, by, by, bs, bs, ¢y, c; toman los valores:
ap=0,515 by=247 b;=1,.885
a; =1 b =058 ¢y =015 (5.19)
a,=0,022 b, =057 ¢ =0,14
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Una vez obtenido el valor de partida, se debe introducir dicho valor en la siguiente

ecuacion:
mcosf | ha — x—ry¢
rp tg o

=14 % 4 — 1y cos gy tg2 8 (5.20)

Vi
6

Para engranajes rectos, con el valor de partida obtenido con la ecuacién anterior,
se consigue una buena aproximacién al valor exacto, de tal manera que en un solo
paso -y, consecuentemente, sin necesidad de iteracion- se obtiene un valor muy preciso
del parametro de la seccion critica buscado. En cambio, para engranajes helicoidales
se hace necesaria alguna iteracion. Para el modelo propuesto en este capitulo se ha
determinado realizar 3 iteraciones tanto para engranajes rectos como para engranajes
helicoidales, con ello se consigue un valor de A con error practicamente nulo.

Una vez determinado el dngulo A que caracteriza el tallado del punto perteneciente
a la seccidn critica, es posible determinar el espesor del diente en la seccion critica, sg,
asi como la distancia hasta el punto de aplicacion de la carga, hp.

Para ello se necesitan una serie de distancias y relaciones que se obtienen de la
Figura 5.4. Se llama punto 1 al punto de la trocoide de la seccion critica caracterizado
por el pardmetro A. Se denomina 7 al dngulo formado por la recta que une el centro

de la rueda con el punto 1 (O1) con respecto a la vertical OP.

El radio primitivo se obtiene segun la siguiente ecuacion:
I, =rcosT| +rsenttgd =rcost; + B (5.21)

donde, como se muestra en la figura 5.4,

B =m(hy — x — ry + ryseng) (5.22)
B m(hy, — x —rs + resen

5= _ (hao  + ryseng) (5.23)

send senAd
rcosty =r,—B=r,—m(hyg —x—r;) —mrseng (5.24)

La distancia entre los puntos O y P;, se denomina rp; y toma el valor:
B

rpy = rcosTy — rsenﬁ =rcosT; — (5.25)

tg A tg? A
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Fig. 5.4: Determinacion de la seccidn critica segtin las recomendaciones del Comité ISO.

Si se introducen las ecuaciones 5.22 y 5.24 en la ecuacion anterior se obtiene:

(5.26)

my(h,o — x — ry + resen
rplzrp—B(1+ ):rp— (ao 7+ ryseny)

tg? A sen?d

De la figura 5.4, aplicando el teorema del seno se obtiene el valor de las distancias

00ry P10x:

rpi 00, S senAd
= 0Q; =rpj———— 5.27
sen(A —71) send = 0% =7n sen(d — 1) ( )
P
P& s SeNT (5.28)

sen(1—7)  sent : sen(d — 1)
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Fig. 5.5: Espesor de la seccion critica, brazo del par y dngulo de carga.

La distancia entre los puntos 1 y Q, es:

—_— rcosa@ — rpp
10, =P10> - eosdl
B sent =Bt o
_ (r _ ) _ sen’d _ (5.29)
P sen?1/ sen(1 — 1) COs @
( B ) sent 1 B
= v, — -
P sen?d)sen(A-1) cosAtg?A

El espesor del diente en la seccidn critica se puede expresar en funcién de la

distancia calculada anteriormente como:

SF 21_Q1: 21_sten(/l—7') =

B
2 (rp - —) sent — ——sen(d — 1)
sen?A cos Atg? A
m(hg — X — ry + rgseng (5.30)
2\r, - > sent—
sen”A
sen(d — 1) m(hg — x — ry + ryseny)

cos A tg A

-2
Por otro lado, la distancia entre los puntos Q; y Q»:

010, =10;co8(1-7) =
( B ) sent cos(A-1) B (5.31)
P

tgl-1)  cosd g’

"~ 2
sen‘A
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y por tanto, la distancia entre los puntos O y Q1, que coincide con la distancia desde el

centro del engranaje hasta la seccion critica es

001 =00,-0:0 =

( B ) senAd ( B ) sent N
= r, — — r., —
P sen?A)sen(1—-7) \7 sen21/tg(1-1) (5.32)
N cos(1—-7) B
cosd tg*d

De acuerdo con la figura 5.5, la distancia hp es:

hp = _00, (5.33)

Teniendo en cuenta el valor de la variable ¢ definida en la Ec. 5.23, que para la
seccion critica A — 7 = /6 y que el angulo de carga o, varfa para cada posicién
de engrane y por tanto, este dngulo se puede expresar en funcién de la variable &; las

expresiones finales del espesor de la seccion critica sy y el brazo del par & se expresan

como:
Vs
sent sen (8)
Sgp =2 m(rpsen/l —0)—2 2 19) (5.34)
he () = rp _ rysen(d) — o N sen() (rpsend — 6) ~ cos (%)6 (5.39)
cos a (&) T sen(A) ;s tg(A) )
sen(5) ()

Para tomar en consideracion el efecto de concentracién de tensiones en la base
del diente, asi como el error cometido al aplicar el principio de Saint-Venant en
un elemento de reducida longitud, como un diente de engranaje, ISO introduce un
factor de correccion de tensiones Y. Este factor de correccion de tensiones tiene
en consideracion la forma geométrica del pie del diente a través de un pardmetro de
entalladura denominado gg:

gs = —~ (5.36)

- 2pF
donde sr es la seccidn critica que se ha considerado y pr es el radio de curvatura del
perfil del diente en dicha seccion.

Segun el desarrollo [38], para un diente tallado con cremallera, el radio de curvatura

del perfil del diente en la base en un punto cualquiera caracterizado por el angulo 4, y
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en particular para el valor de A de la seccién critica, se puede calcular con la siguiente

ecuacion:

cos? 3 rp
® cos’ 3 ‘1 p
tg? ¢ mrpsen’@tg? B — m(hy — X — ry)

(5.37)

El factor de correccidn de tensiones, definido por ISO [7], se obtiene mediante una
expresion empirica en la que interviene el pardmetro de entalladura gg y el brazo del

par que produce la carga aplicada sobre la seccion critica, hg

1

1,21+2,3%
)qs SF (5.38)

Ys = (1,2 +0,133F
hp

Como en el modelo propuesto se ha considerado una distribucién de carga no
uniforme, las ecuaciones se deben expresar en funcién de la posicion de engrane
definida por la variable &, y como el factor de correcciéon de tensiones depende del
brazo del par que produce la carga y este, a su vez, de la posicién de engrane, se puede

expresar el factor de correccion de tensiones en funcion de &:

1
hr(£)

SF (5.39)

SF

hr(£)

1,21+2,3
Ys(é) = (1,2 +0,13 ) qs

Existe otro factor definido por ISO [7] que toma en cuenta la oblicuidad de las

lineas de contacto para engranajes helicoidales:

Yp=1-s5 (5.40)

1200
que, como cabe esperar, toma valor unidad para engranajes rectos.

Con todo ello, finalmente, la tensién nominal en la base del diente se calcula con

la ecuacion:

6
OF = 5——— f cosa(§)hr(§)Ys (&)Y (5.41)

§7 COS 3y,
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Para engranajes rectos la fuerza por unidad de longitud es:

F
f=1@)=7RE) (5.42)

donde R(¢) es la funcion de reparto de carga que se calcul6 en el capitulo 3:

Vi

S,

i

R(¢) =

(5.43)

Y para engranajes helicoidales, en el capitulo 3, se obtuvo que la fuerza por unidad

de longitud equivale a:

3 _ & cos By V(&)
f=rE& &)= T L

(5.44)

5.5.1. Tension critica en la base del diente para engranajes rectos

De acuerdo con las Ecs. 5.41 y 5.42, la tensi6on nominal en la base para dentado

recto viene dada por:

6 F
or = — 7 [R(§) cos ac(§)hp(£)Ys ()] (5.45)

5% b
Si se agrupan los términos que dependen de ¢ en la funcién T'(¢£), el maximo de la

tension de rotura en la base y las condiciones criticas de carga corresponderan al valor

del parametro ¢ que haga méaxima la funcion Y'(¢):
T(€) = R(&) cos ac($Hhp(£)Ys () (5.46)

5.5.1.1. Tension critica en la base del diente para engranajes rectos estandar

Se puede demostrar ficilmente que hr aumenta con &, el factor de correccion
de tensiones Ys decrece con £ y el cosa,. disminuye con & pero muy ligeramente.
Por consiguiente, la funcién [cos a.(&)hp(€)Ys(€)] puede crecer o decrecer con &,
dependiendo de la pendiente de cada curva. Sin embargo se ha comprobado para
un elevado nimero de casos con engranajes de proporciones estiandar que la funcion

[cos ahrYs](€) siempre crece a medida que aumenta &. El estudio que se ha llevado a
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Y (€) [hg cos o Y1)
2.5 +

he(®)

cos ap(€)

0.5

0.5 : 15 2 25 3
Fig. 5.6: Forma tipica de la funcién [cos @ hpYs](€).

cabo para realizar esta comprobacion y para otras comprobaciones posteriores, consiste
en un estudio de mds de 1500 casos donde se varian, entre un amplio rango de valores,
los pardmetros geométricos que influyen en la tension en la base. Todos los casos se
corresponden con transmisiones con alto grado de recubrimiento transversal (entre 2 y

3) y en los que no se produce engrane en vacio:

= Numero de dientes del pifion Z; entre 40 y 100

= Relacién de transmisién u de 1 a 4

= Angulo de presién a,, entre 10y 18°

= Coeficiente de desplazamiento del pifién x; entre —0,1 y 0,1

= Coeficiente de desplazamiento de la ruedax, entre —0,1 y 0,1

= Coeficiente de altura de pie del diente, h,9; y ha00, entre 1,2y 1,3

= Radio de acuerdo del pifion y de la rueda, ry; y 74>, entre 0,2 'y 0,3

En todos los casos, la funcién [cos a.hrYs](€) crece con & sin excepcion. La figura
5.6 muestra la forma tipica de la funcién [cos a hr Y |(€) para engranajes rectos. Segin
este resultado y si se tiene en cuenta la simetria de la funcidn R(¢) respecto del punto
medio del intervalo de contacto para engranajes HTCR, como se muestra en la Fig.
3.24, el maximo de la funcién Y(£) debe estar, necesariamente, localizado entre el
punto inferior del intervalo superior de contacto doble y el punto superior del intervalo

de contacto.
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Fig. 5.7: Méaximo de la funcién Y(£€): localizado en un punto intermedio del intervalo superior

de contacto doble.
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Fig. 5.8: Maximo de la funcion Y'(£): localizado en el punto D, y en el punto E;.

Sin embargo, analizando el resultado de los mas de 1500 casos del estudio, se

comprueba que, sin excepcion, el maximo siempre esté localizado dentro del intervalo

superior de contacto doble, entre D2y E,. Por lo general, el méximo de la funcién Y(£)

es un maximo local en un punto intermedio del intervalo, como se muestra en la Fig.

5.7; pero también puede estar situado en los extremos de dicho intervalo. En la figura

5.8 se representa la funcidn Y(€) cuando el maximo se localiza en el extremo inferior

del intervalo superior de contacto doble D, y en el superior E,.

En la figura 5.9 se muestra la localizacién del méximo para diferentes valores del

grado de recubrimiento transversal y en funcién del pardmetro & del punto inferior
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Fig. 5.9: Localizacién del maximo de la funcién Y(£).

del intervalo de contacto. El maximo siempre se localiza en el intervalo superior de
contacto doble, en concreto, en la mayor parte de los casos, el maximo se sitia en
un maximo local dentro de dicho intervalo (puntos representados en negro) y para
el resto de los casos el maximo se desplaza a los extremos del intervalo: al extremo
inferior, dado por &,,; — 1 (puntos representados en color r0jo), o al extremo superior,
punto &, + 2 (representados en verde). Se observa una relacion entre el grado de
recubrimiento y la localizacién del maximo: se puede apreciar que para grados de
recubrimiento mayores a 2,5, en general, el maximo tiende a situarse en el extremo
superior del intervalo superior de contacto y para valores pequefios del grado de
recubrimiento y del punto inferior del intervalo de contacto, &;,,, el mdximo tiende

a situarse en el extremo inferior del intervalo superior de contacto doble.

La variacion de la funcion Y(€) a lo largo del intervalo superior de contacto doble
es muy suave para todos los casos, como se observa en las Figs. 5.7 y 5.8; por tanto,
podemos tomar cualquier punto dentro del intervalo como el punto donde se localiza el
maximo y los errores cometidos serdn necesariamente muy pequefios. Para cada uno de
los mas de 1500 casos se ha dividido el intervalo superior de contacto doble en 5 puntos
equidistantes en los cuales se ha calculado la tension en la base y se ha comparado con
la tension maxima. De acuerdo a los resultados obtenidos, la tension critica en la base

del diente puede ser calculada con el diente cargado en el punto medio del intervalo
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Fig. 5.10: Resultados del estudio del maximo de la funcién Y(£).

superior de contacto doble:

inn 2 - inn a 1 a 1
br = rog -1+ 2T Cmt et D S (5.47)
2 2
por lo que el reparto de carga en este punto se calcula como:
by
(bolér = &) 2
R(&r) = S er —oh = (5.48)
cos(bo(&F = &m) + cos(bo(éF — & + 1) bo 3bo
cos|— |+ cos|—
2 2
y por tanto, la tensién de contacto critica vendra dada por:
6 F
or=5y [R(&F) cos ac(Ep)hp(Ep)Y s (EF)] (5.49)
F

Se ha comparado, para los mas de 1500 casos descritos anteriormente, la tension
critica en la base calculada a partir de las Ecs. 5.47, 5.48 y 5.49 con la tensién méxima
obtenida al resolver la Ec. 5.45 mediante técnicas numéricas. El error definido como:

T(‘fma)umm) - T(é‘:F) 1

error % =
T(fmaszum)

00 (5.50)

ha sido representado en la Fig. 5.10. Se observa que los errores en la estimacién de
T(£), y en consecuencia de la estimacion del maximo de la tension en la base, son

siempre menores al 4,5 %.
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5.5.1.2. Tension de critica en la base del diente para engranajes rectos no

estandar

En este apartado se va a realizar un estudio sobre la tension critica en la base
que abarca casos de engranajes no estindar. En estos casos se produce una pérdida
de simetria de la funcién reparto de carga respecto del punto medio del intervalo
de contacto y un desplazamiento de los puntos singulares. El resto de las funciones
que conforman la funcién Y (£) no varian y se mantienen iguales que para la misma

transmision en condiciones estandar.

= El acortamiento de la cabeza de pifién o el engrane en vacio en la base de la
rueda, produce una disminucién del intervalo de contacto o del valor del punto
Einn + €, Esto provoca que los puntos &, +&,—2 (B2), i+ €o—1 (D7) y el punto
& + €4 (F3) se desplacen hacia la izquierda. El valor que tomara la funcién R(§)
en los puntos B, y D,, se obtendrd de la prolongacion de las lineas rectas de
los intervalos inferior y superior de contacto doble respectivamente; y el valor
del reparto de carga en el punto F3 se obtendrd acortando la linea del intervalo
superior de contacto triple hasta el valor nuevo de &, + &,. Las tensiones en la
base variaran en la misma proporcioén que la funcién R(¢), pero dependiendo de
los datos de la transmision puede ocurrir que la localizacion del maximo se vea
modificada o no. En la Fig. 5.11 se observa, para dos transmisiones diferentes,
la forma de todas las funciones que componen T (¢) y la tension en la base. Para
cada gréfica de la Fig. 5.11 la linea punteada representa la transmision estandar
y la linea continua la transmision con adendo reducido del pifion. Se observa
que para ambas transmisiones la reduccion del adendo realizada no modifica la
localizacién del méaximo.
Por el contrario, el acortamiento de la cabeza de los dientes de la rueda o el
engrane en vacio en la base del pifién, produce también una disminucién del
intervalo de contacto, pero en este caso los puntos Az, C, y E; de la funcién R(¢)
se desplazan hacia la derecha, mientras que el resto de los puntos singulares

permanecen fijos. La tensién de contacto variard en la misma proporcién que la
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Fig. 5.11: op(¢) para acortamiento de la cabeza del pifion.

funcidn reparto de carga, y la localizacion del méximo podra verse modificada
o no. En la Fig. 5.12 se observan tres graficas en las cuales se han representado
todas las funciones que influyen en o (&) para tres transmisiones diferentes. En
la grafica (a) se observa como el maximo pasa de estar situado en el punto D,
para la transmision con adendo estdndar (linea punteada) al punto C, cuando
se reduce el adendo de la rueda (linea continua). En la grafica (b), para la
transmision estdndar el maximo se localizaba en un punto dentro del intervalo
superior de contacto doble y cuando se reduce el adendo pasa a situarse en el
punto C,. Y por ultimo en la grafica (c) el mdximo pasa de localizarse en un
punto dentro del intervalo superior de contacto doble al punto E,.

El alargamiento de la cabeza del pifion produce un aumento del intervalo de
contacto y, por tanto, produce que los puntos singulares B,, D, y F3 de la
funcion R(¢) se desplacen hacia la derecha, mientras que los puntos Az, C, y
E, se mantienen fijos. Por el contrario, cuando el alargamiento se produce en
la rueda, el intervalo de contacto también aumenta porque el punto inferior de
dicho intervalo disminuye, y produce que los puntos singulares de R(¢) Az, C;
y E, se desplazan hacia la izquierda mientras que el resto permanecen fijos. Al
igual que en los casos anteriores, las tensiones de rotura en la base aumentaran o

disminuirdn en la misma proporcién que la funcién reparto de carga y, por tanto,



212

CAPITULO 5. MODELO DE CALCULO A ROTURA EN LA BASE

25}

20+t

0.5+

Y(©)

R() £
3.0 3.5 4.0 4.5

cos ap(§)

.- s R(©)
== ‘ ‘ ‘ ‘

25 3.0 3.5 4.0 4.5

(c) El méximo pasa de estar entre Dy y E; a E»

Fig. 5.12: (&) para acortamiento de la cabeza de la rueda.

la localizacién del maximo de la tension se puede ver modificada.

Cuando aumenta o disminuye la distancia entre centros, la funcién de reparto
de carga es la misma que la obtenida para una distancia de centros nominal,
pero desplazada un valor igual a la mitad de la variacion total del el grado
de recubrimiento y recortada o ampliada un valor igual por cada extremo. Por
tanto, con un aumento de la distancia, los puntos Az, C, y E, se desplazan hacia
la izquierda y que los puntos B;, D, y F3 se mantienen fijos, mientras que la

reduccion de la distancia entre centros de operacion produce el efecto contrario.

Por consiguiente, la tension critica en la base, en rasgos generales, se mantiene

dentro del intervalo superior de contacto doble (entre los puntos D, y E, incluyendo

ambos puntos), aunque puede ocurrir que el maximo se desplace al extremo superior
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del intervalo inferior de contacto doble, es decir, al punto C2. Esto tnicamente
ocurrird cuando los puntos C, y D, estén muy proximos uno del otro, es decir, para
grados de recubrimiento transversal ligeramente superiores a 2. Consecuentemente,
incluso en estos casos, el valor que toma la funcién T(¢) en ambos puntos es muy
parecido y, por tanto, el valor del maximo de Y(¢) se podra seguir calculando en el

punto medio del intervalo superior de contacto doble:

gyt 1

&r = Eimn + (5.51)

y la tension en la base critica vendra dada por la misma ecuacidn que para engranajes

estandar:

6 F
OfF = s—zz [R(&F) cos ac(§p)hp(EF)Ys (EF)] (5.52)

F

donde R(éF) se calcula con a partir de las Ecs. 3.55, 3.78 y 3.85 para engranajes con
altura del diente modificada o cuando existe engrane en vacio, o con las Ecs. 3.55, 3.88

y 3.89 para distancia entre centros de operacién modificada.

Se ha realizado un estudio que abarca mas de 300 casos para cada una de las
siguientes condiciones: adendo reducido en el pifidon (o engrane en vacio en la base
de la rueda), adendo reducido de la rueda (o engrane en vacio en la base del pifi6n),
incremento del adendo del pifidn, incremento del adendo de la rueda y modificaciones
en la distancia entre centros. El resultado de estos estudios revela que los errores en
la estimacion del maximo de T'(£) son similares a los obtenidos con transmisiones
estandar, incluso el valor maximo del error decrece a 3,5 % en la mayoria de los casos,
excepto con grados de recubrimiento transversal entre 2 y 2,05 cuando se disminuye
la altura de la cabeza de la rueda o se incrementa la altura de cabeza del pifion, donde

el error puede alcanzar el 5 %.
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5.5.2. Tension nominal en la base del diente para engranajes

helicoidales

De acuerdo con las Ecs. 5.41 y 5.44, la tensién nominal en la base para dentado

helicoidal viene dada por:

_ 6gpYp 7 V(&) cos ae(hr(£)Ys (£)]
F=72

b 1,(6)

que depende no sélo del punto de contacto de cada seccidn transversal &, sino también

(5.53)

de la posicion en el ciclo de engrane, que viene caracterizada por &,. Para simplificar

la notacion, se agrupan los términos que dependen de £ en la funcién T1(€):

T(¢) = v(&) cos ac(§)hp(£)Ys (&) (5.54)

Las condiciones criticas de carga corresponderdn con los valores de & y & que

hacen méxima la Ec. 5.53 y si se define la funcién X(¢, &) como:

11(5)
1,(&0)

estos valores de & y &) hardn maxima también la funcién X(&, &).

(&, &0) =

(5.55)

El méaximo de la tension de rotura en la base serd el maximo de la funcién X(¢, &)).
Sin embargo, no es ficil establecer a priori un criterio de busqueda, puesto que
dependerd del valor de ¢ que hace maxima la funcién I1(¢), del valor de &, que hace
minima la funcién 7,(&y) y del dominio de existencia de ambos, ya que no siempre
coinciden en algin punto del engrane, lo que no asegura que el maximo de X(&, &)
sea el cociente entre el maximo de I1(¢) y el minimo de 7,(&)). En consecuencia se
estudiard, en primer lugar, la localizacién del maximo de la funcién I1, a continuacién
se estudiaran los intervalos de /, minima, para finalmente, determinar la condicién de

existencia simultanea de ambos valores.
5.5.2.1. Tension nominal en la base del diente para engranajes helicoidales
estandar

Se ha realizado un estudio que abarca mas de 600 casos en el que se ha variado los

parametros mas influyentes (en el epigrafe 5.5.1.1 se demostrd que existen pardmetros
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tales como el radio de acuerdo, la altura de pie del diente y los coeficientes de
desplazamiento de pifién y rueda que tienen escasa influencia en la tension critica en
la base) para asegurar en engranajes estandar que se cubren grados de recubrimiento

superiores a 2 y ligeramente inferiores a 3:

= Numero de dientes del pifién Z; entre 45 y 100
= Relacion de transmisiéon u de 1 a 4
= Angulo de presién «, entre 10y 18°

= Angulo de hélice 3 entre 10 y 30°

Primeramente, se ha validado el procedimiento utilizado para obtener el valor
de A que define la seccidn critica (procedimiento especificado en el epigrafe 5.5).
Se ha comprobado que, para el estudio anterior de engranajes helicoidales, el valor
obtenido con la Ec. 5.20 en la tercera iteracion, con respecto al obtenido al resolver
analiticamente el corte de la recta tangente al perfil de acuerdo en la base del diente
que forme un dngulo de 30° con el eje del diente, produce en todos los casos un error
relativo menor al 0,06 %.

Por tanto, se trata de encontrar el méximo de la funcién X(¢, &) mediante un estudio

que consiste en tres partes:

= El valor de ¢ que hace maxima la funcién I1(¢).

= El valor de &) que hace minima la funcién 7,(&).

= El dominio de existencia de ambos, que no siempre asegura su coincidencia
algiin punto de engrane, lo que no permite asegurar que el maximo de

[T1(&)/1,(&p)] sea el cociente entre el maximo de [1(£) y el minimo de 7,(&)).

Maximo de la funcion I1(¢)

Al 1igual que en engranajes rectos, en engranajes helicoidales la funcion
[cos ahpYs](€) también crece con & y tiene una forma similar a la mostrada en la
Fig. 5.6.

La funcidén potencial unitario inverso v(£), representada en la Fig. 3.10, es simétrica

respecto del punto medio del intervalo de contacto &, = &, + €./2 en el que
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Fig. 5.13: Forma tipica de la funcion I1(¢).

presenta un maximo. Por tanto, la funcién v(€) es creciente en el intervalo [ &, En ]y
decreciente en el intervalo [ &,, &, + €41, €s decir, tiene derivada positiva en el primer

intervalo, toma el valor cero en el punto medio &,, y es negativa entre [ &,,, &y + £q |-

Por tanto, cabe esperar que el médximo de la funcién II(¢) se localize
necesariamente entre el punto medio del intervalo de contacto &,, y el punto superior
del intervalo de contacto &;,, + &,. En la figura 5.13 se muestra la forma tipica de la
funcion I1(€) y se observa que el maximo de la funcidn tiende a localizarse en un punto

intermedio entre [£,, Y Einn + Eal-

De los mas de 600 casos analizados, con los que se ha cubierto un rango de
valores del grado de recubrimiento transversal desde 2,01 a 2,99, el maximo de I1(€)

se localiz6 siempre dentro del intervalo:

fmax € [é:inn + 0,7080[, é:inn + 0,7480] (556)

La figura 5.14 muestra el resultado de este estudio. A simple vista se observa que el
maximo se localiza aproximadamente en la mitad del intervalo dado en la Ec. 5.56.
Pero para fijar exactamente el punto de ese intervalo donde el error es minimo, se
divide el intervalo en 4 puntos equidistantes y se analizan los errores relativos entre

el maximo de la funcion y el valor de la funcidn en dichos puntos, evaluando el error
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Fig. 5.14: Resultados del estudio de localizacion del maximo de la funcién I1(¢).
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Fig. 5.15: Error en la determinacién del maximo de la funcién I1(£) dado por la Ec. 5.58.

COmo:

error % =

H(gmaxjmm) - H(fmax,prop)

H(é:maXJmm)

100

El punto en el que se cometen los errores mds pequefios es:

é‘:max = ginn + 0’7280

(5.57)

(5.58)

Los errores en este punto son siempre inferiores al 0,1 % segun lo representado en la

Fig. 5.15. Si el potencial unitario inverso se calcula mediante la integracién numérica

de las ecuaciones de la elasticidad en lugar de hacerlo con la ecuacion propuesta

aproximada, el error se incrementa ligeramente hasta un 2 %.
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Minimo de la funcién 7,(&,)

La funcioén 1,(&)) para engranajes HTCR estdndar estd definida en la Ec. 3.73 y
toma diferentes formas dependiendo de si la suma de las partes decimales del grado de
recubrimiento transversal y en el salto es menor o mayor que 1, como se representa en
la Fig. 4.8.

Tanto si d, +dg < 1 6 sid, +dg > 1 existen unos intervalos donde la funcion
I, permanece casi constante alrededor de valores cercanos al minimo. Estos intervalos
son [&iun + do +dp, Eipn + 1 parad, +dg < 1y [Eippy Ein +do +dg — 1] parad, +dg > 1.
Ademas, en ambos casos, el punto &, también pertenece al intervalo de minima I,.

Consecuentemente, en este caso se puede afirmar que:

[Iv(§0)]min = Iv(fz’nn) (559)

Condicion de simultaneidad

Es evidente que si existe un punto con & = &, durante el intervalo de minima 7,

se cumplira que:

(5.60)

H HmaX
S (6 ) = [ﬁ] _

1,(&o)

Esta claro también que la simultaneidad estd asegurada si g > 1, porque en este

Ivmin

caso se puede encontrar un punto de contacto con un valor de ¢ situado dentro del
intervalo de contacto [, €inn + €] para cualquier posicion del ciclo de engrane, y en
particular durante el intervalo donde /, es minima.

En los casos en los que gz < 1, se debe estudiar la condicion de simultaneidad,
con la ayuda de los mapas de contacto, para ambos casos (para d, + dg mayor o
menor que 1). La figura 5.16 muestra el mapa de contacto para engranajes helicoidales
cond, +ds < 1,d, > dgy ez < 1. Las zonas grises representan la contribucién
de cada diente a la linea de contacto en cada posicién de engrane, la posicién de
engrane se representa por la variable & en el eje de ordenadas. Las zonas grises

oscuras representan las condiciones de engrane dentro del intervalo de minima I,.

La simultaneidad estard garantizada cuando existe al menos un punto con ordenada
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Fig. 5.16: Mapa de contacto para engranajes helicoidales HTCR con d,, + dg < 1.

& = &max en esta zona. De acuerdo con la Fig. 5.16, para d, + dg < 1 el intervalo de

minima /, es:

finn+da+dﬂsé:0$§inn+l

(5.61)
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mientras que la contribucidn del diente previo en la linea de contacto viene dado por:
§0+1—8ﬁﬁé‘:§§0+1 (5.62)

por consiguiente, la simultaneidad esta asegurada si el maximo de II(£), &nax,

esta contenido en el intervalo:
Eimm +dy +dg+ 1 — €5 < Enax < Eipp +2 (5.63)

que reemplazando la Ec. 5.58 y teniendo en cuenta que gz < 1 y por tanto g5 = dg
resulta:

é:inn + doz +1< é:inn + 0,7280[ < fl‘nn +2 (564)

La condicién de la izquierda se puede expresar como d, < 1,571. Esta condicion se
verifica siempre porque d, tiene que ser menor que 1. Sin embargo, la condicién de la
derecha implica que d, < 0,778, condicién que no tiene porque cumplirse.

Para d, +dg > 1 se obtienen resultados similares. En este caso el mapa de contacto
se representa en la Fig. 5.17. En este caso el intervalo donde la funcion /7, toma el valor
minimo es:

é‘:inn < é:O < ‘finn + da + dﬂ -1 (565)

La contribucién del diente previo en la linea de contacto viene dado por el intervalo:
§0+2—SBS§S§0+2 (566)

por tanto, teniendo en cuenta la Ec. 5.58, la simultaneidad esta asegurada si el maximo

de I1(¢) esta contenido en el intervalo:
é:inn +2 - Sﬁ < finn + 0,728a < é‘:inn + da + Sﬁ +1 (567)

La condicion de la izquierda se puede expresar como 0,28¢, < d,, + dg, que siempre se
verifica puesto que &, < 3y d, +dg > 1. Por el contrario, la condicion de la derecha se
puede escribir como &gz > 1 — 0,28¢,, que no tiene porque verificarse necesariamente.

Matematicamente, la busqueda del maximo en situaciones de no simultaneidad no

es facil de resolver, pero se puede encontrar una solucidén aproximada al problema,
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Fig. 5.17: Mapa de contacto para engranajes helicoidales HTCR con d,, + dg > 1.

véalida para disefos preliminares o con fines de normalizacion. En este sentido, es
importante tener en cuenta que para los casos en los que no existe simultaneidad, &«
es siempre un miximo local, en el que la derivada de la funcién I1(£) es siempre igual
a cero. Esto significa que para puntos no muy lejanos a este maximo local, es decir,

para valores donde |&,.x — &] toma valores pequefios, el valor que toma II(¢) difiere
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muy poco del valor que toma en I1(¢,.«). Por consiguiente, serd posible encontrar un
punto dentro del dominio de contacto cuyo valor de &, esté incluido en el intervalo de
minima /, y cuyo valor de ¢ se encuentre lo suficientemente cercano al maximo local
&max, cOmo se observa en las Figs. 5.16 y 5.17, y que por tanto en este punto I, = I,
y I~ I

Por consiguiente, se puede demostrar facilmente que, si se usa la Ec. 5.60 para
los casos de no simultaneidad el error inducido serd pequefio y siempre en el sentido
de la seguridad. De este modo, la tensién critica para rotura en la base en engranajes

helicoidales HTCR estdndar se puede calcular mediante la siguiente ecuacion:

_ 6 € Yﬂ F [V(‘fmax) COS ac(fmax)hF(é:max)YS (é‘:max)]
g S%: b Iv('finn)

(5.68)

donde
Emax = Einn + 0,728, (5.69)

El error inducido de suponer que (II(€)/1,(0))max = Ilmax/Iymin NO s€ presenta
siempre, puesto que la simultaneidad esta asegurada bajo ciertas condiciones como
gz > 1. Sin embargo, si se presenta, aparece siempre en combinacion con el error en
la estimacién del maximo de I1(£) que se presentd en la Fig. 5.15. Obviamente, el
efecto de ambos errores en el valor final de (I1/1,),,,, puede ser aditivo o sustractivo,
dependiendo de los casos, pero no tendria ningin sentido estimar ambos errores por
separado para posteriormente sumarlos, puesto que el resultado no se corresponderia
con el error total. Serd mucho mas indicativo calcular directamente el error total.

De acuerdo con esto, se ha calculado el error en la estimacién del maximo de
(¢, &p) con la Ec. 5.60 con respecto al valor tedrico obtenido de maximizar la Ec. 5.55

mediante técnicas numéricas segun:

(E) _ H(‘fmax,prop)
max_num I v (é:inn )

I1
1 vV} max_num

El resultado obtenido al evaluar este error para los mas de 600 combinaciones posibles

v

error % = 100 (5.70)

dada en el estudio anterior se muestra en la Fig. 5.18. El error tipico oscila ente
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error % *

Fig. 5.18: Error en la determinacién del méaximo de la funcién X(¢, &) dado por la Ec. 5.70.

el —1,5% al 3,5 %, aunque para los valores mas bajos del grado de recubrimiento
transversal entre 2 y 2,05) los errores negativos pueden alcanzar el —2,5%. Sin

embargo, estos niveles de error para cdlculos de resistencia son muy aceptables.

5.5.2.2. Tension nominal en la base del diente para engranajes helicoidales no

estandar

El procedimiento seguido para obtener la tension nominal en la base del diente para
engranajes helicoidales no estandar es el mismo que para engranajes estandar.

Se han realizado varios estudios, cada uno de ellos formado por los mas de 600
casos simulados para engranajes helicoidales HTCR en condiciones estandar, definidos
en el epigrafe anterior ( 5.5.2.1), pero con la excepcion de que en cada uno de ellos se

han modificado los siguientes parametros para establecer condiciones no estandar:

» Estudio la: h,; = 0,9
Estudio 156: h,, = 0,9
Estudio 2a: h,; = 1,1
Estudio 2b: h,, = 1,1

Estudio 4a: C = r,; + 1y + m(x; + x2) + 0,1m

Para diferentes alturas del pifién y de la rueda, o engrane en vacio en la base de

cualquiera de los engranajes, la funcién v(¢) pierde la simetria, y serd exactamente
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igual a la obtenida para la misma transmision en condiciones estdndar pero truncada o
alargada por uno o ambos lados, dependiendo del caso. El maximo de la funcién I1(¢)
se localizara entre el punto medio del intervalo de contacto ficticio & = &+ €,/2y
el punto exterior del intervalo de contacto & = &+ &, = &y + &,.

Para cada uno de los estudios, se ha representado la localizaciéon del maximo de
la funcidn I1(¢€). Obviamente, si se utilizan los valores ficticios de los parametros, se
obtendrin los mismos resultados que para engranajes estdndar, es decir, que el maximo

de T1(¢) se localiza dentro del siguiente intervalo:

S =S ¢ 10,7 + 0,74] (5.71)

y, puesto que se ha demostrado que los errores serian pequefios, se podria utilizar un
valor aproximado del parametro del perfil de evolvente para las condiciones criticas de
carga: & ~+0,72¢),.

Sin embargo, si se utilizan los valores reales de los parametros, el intervalo donde
se localiza el maximo se desplazard hacia valores mayores cuando el adendo del pifion
disminuya (o exista engrane en vacio en la base del diente de la rueda) o cuando el
adendo de la rueda aumente, el intervalo se desplazara hacia valores menores cuando
el adendo del pindén aumente o cuando el adendo de la rueda se reduzca (o exista
engrane en vacio en la base del pifion) y el intervalo se mantendra para modificaciones
de la distancia entre centros. Sin embargo, si se mantiene la aproximacién dada por la
Ec. 5.58 para la localizacion del maximo de I1(¢) (émax = Eimn + 0,72€,), los errores
aumentan de forma practicamente inapreciable sobre el error final de la tension y se
tiene una serie de ventajas, puesto que se simplifica la notacién al utilizar la misma
Ec. 5.58 para la localizacion del maximo para engranajes estindar y no estindar y se
evita que la posibilidad de que el maximo se calcule en un punto ficticio que podria no
existir. Los errores en la localizacion del méximo de la funcion I1(€) al usar la Ec. 5.58
son en todo momento menores al 0,5 %.

Los intervalos en donde la funcién 7,(&,) alcanza su valor minimo son exactamente
iguales que para engranajes estandar y se han definido en el epigrafe 5.5.2.1.

Puesto que se ha utilizado la misma ecuacion para la localizacién del méximo
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de la funcién I1(¢) que engranajes estdndar y como los intervalos de minima 7,(&))
son los mismos, las condiciones de simultaneidad y las conclusiones obtenidas para
engranajes estdndar son similares para engranajes no estandar. Asi pues, la tension
critica para rotura en la base en engranajes helicoidales HTCR no estdndar se puede
calcular mediante la Ec. 5.68, donde el punto & se calcula a partir de la Ec. 5.58.
Para engranajes no estdndar el error en la estimacién del maximo de la funcién
2(&,&)), y por tanto el error en la estimacion de la tension critica en la base, se
encuentra en un rango del —2,0 % al 4,0 %. Para distancias entre centros diferentes

a la nominal, el error se mantiene al mismo nivel que para engranajes estandar.

5.6. Validacion de la tension de rotura en la base

mediante el MEF

Para validar el modelo de resistencia a flexion presentado anteriormente, modelo
del minimo potencial eldstico que designaremos por las siglas MEP (minimum elastic
potential, se ha realizado un estudio comparandolo con la distribucién de tensiones en
la base del diente obtenido mediante el modelo, explicado en el apartado 3.6, resuelto

por la técnica de elementos finitos (MEF).

5.6.1. Tension de rotura en la base para engranajes rectos

En este apartado se van a validar los resultados de tension en la base para los
ejemplos dados en el epigrafe 3.6.4. El primero de ellos se trata de un ejemplo de
engranaje recto convencional con modificacion de la distancia entre centros. Se ha
obtenido la distribucion de tension en la base para las mismas 15 posiciones de contacto
simuladas en los capitulos 3 y 4, donde se verificé el modelo de distribucién de carga
y el modelo de presion superficial.

Para cada simulacion, se define un path, en la zona donde la tensién en la base
se hace maxima, mediante la eleccion de dos nodos extremos de cada cara del diente.

ANSYS obtiene la distribucion de tensiones a lo largo de dicho path. La figura 5.19
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(a) Sin compresion (b) Con compresién
Fig. 5.19: Comparacién de la tension de rotura en la base entre modelo analitico (linea

continua) y el obtenido por MEF. (punteado).

(a) muestra la comparacion entre la tension en la base del diente obtenida por MEP
y los resultados proporcionados por el anédlisis de MEF para cada una de las 15
posiciones de contacto simuladas. Se puede observar una tendencia similar, pero la
tension obtenida con MEF es un poco menor que la obtenida mediante MEP. Esto es
debido a la tension en la base del diente por MEP, de acuerdo con la norma ISO 6336-3
[7], se calcula a partir de la componente de flexion de la tensidn, sin tener en cuenta
la compresion (Ec. 5.1), mientras que ANSYS calcula la tensién teniendo en cuenta
todas las componentes. Como el esfuerzo de compresion es negativo, la tension en la
base del diente por MEF es menor que la del modelo desarrollado. De hecho, si la
tension de MEP se modifica considerando el esfuerzo de compresion producido por la
componente radial de la carga, los valores modificados obtenidos encajan con mayor
precision con los valores para el modelo resuelto por MEF, como se muestra en la Fig.
5.19 (D).

El segundo ejemplo consiste en un engranaje recto HTCR con modificacion de la
distancia entre centros de operacion. De nuevo, la tension obtenida por MEP tiene la
misma tendencia que la obtenida por el método de elementos finitos, pero con valores
superiores. Si se tiene en cuenta el efecto de la compresion, la tensioén en la base del

diente con el modelo propuesto encaja con bastante exactitud a la tension obtenida por
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0.4 0.4

(a) Sin compresién (b) Con compresioén
Fig. 5.20: Tension de rotura en la base para engranajes rectos HTCR con modelo analitico

(linea continua) y con el obtenido por M.E.F. (punteado).

la técnica de elementos finitos, como se muestra en la Fig. 5.20.

5.6.2. Tension de rotura en la base para engranajes helicoidales

El objetivo de este apartado es comparar el modelo de resistencia a flexién dado en
el epigrafe anterior para una transmision de engranajes helicoidales con distancia entre
centros diferente a la nominal y con adendo reducido en el pifién y en la rueda. Los
datos de esta transmision se dieron en el apartado 3.6.5, donde se valido el modelo de
distribucion de carga para transmisiones de engranajes helicoidales no estdndar.

La tension de von Mises obtenida por el andlisis de MEF no es la misma tension de
flexion en la seccidn del diente calculada por la norma ISO 6336-3 [7] o por el modelo
MERP, y las diferencias entre ellas son mds altas que en los engranajes de dientes rectos,
debido a la naturaleza en tres dimensiones de la distribucidn de tension. Por ello ha sido
necesaria una conversion de las tensiones de von Mises dadas por ANS YS ala tension
dada en los mismos ejes de coordenadas que se obtienen con la norma ISO y por el
modelo MEP.

En la figura 5.21 se muestra, para un engranaje helicoidal, la comparaciéon de
la tension en la base del diente obtenida con el modelo propuesto por MEP y los

resultados proporcionados por el andlisis mediante MEF, en 17 secciones transversales
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108 Pa 108 Pa

0.5 . . . . . . 0.5 . . . . .
2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3

(a) Sin compresion (b) Con compresién
Fig. 5.21: Tension de rotura en la base para engranajes helicoidales no estdndar con modelo

analitico (linea continua) y con el obtenido por M.E.F. (punteado).

correspondientes a 17 puntos de engrane a largo de la linea de contacto. En este caso,
aunque los resultados tienen buena precision, las discrepancias son mayores que para
dientes rectos, pero hay algunos aspectos que deben ser evaluados. Por un lado, se ha
obtenido un efecto de borde en los limites de la linea de contacto, lo que conlleva una
perdida de informacién en los extremos puesto que ha sido necesario eliminar estos
datos. Ademads, segin se observaba en la Fig. 4.20, las tensiones de contacto obtenidas
para engranajes helicoidales son mayores en el modelo MEF, y por tanto las tensiones
en la base resultan ligeramente inferiores, ya que al final la suma de todas ellas deben

de ser iguales para ambos modelos.

5.7. Comparacion de la tension de rotura en la base con

ISO 6336-3

El objetivo de este capitulo es contrastar los resultados obtenidos con el modelo
propuesto en el apartado 5.5 con respecto el método dado por la norma ISO [7]. La
norma ISO calcula la tensién critica en la base de un engranajes recto con la Ec. 5.7 y
establece que, para engranajes con alto grado de recubrimiento transversal, la tension

critica tiene lugar con la totalidad de la carga actuando en el punto inferior de contacto
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triple, es decir, con la totalidad de la carga actuando en el punto &;,,. Sin embargo, en
el modelo propuesto en el epigrage 5.5.1.1, se establecia que la condiciones criticas
de carga para un engranaje recto HTCR se calculan con la carga actuando en el punto
medio del intervalo de contacto doble denominado &7, Ec. 5.48, y la tension critica
venia dada por la Ec. 5.49.

Se ha realizado un estudio para comprobar el grado de coincidencia entre la tension
critica con el método ISO y con el método propuesto anteriormente. Para ello se han

considerando valores de los pardmetros de disefio contenidos en los siguientes rangos:

= Numero de dientes del piiidn entre 40 y 60

= Angulo de presi6n entre 12° y 18°

= Relacion de transmision entre 1y 3

» Coeficientes de desplazamiento del pifion y de la rueda entre —0,1 y 0,1 para

ambos

En la figura 5.22 se muestran las diferencias, para el estudio previo, en la tension

critica en la base entre ambos modelos. El error se ha caculado como:

O-F(é:irm)ISO - O-F(é‘:F)prop 100

error % =
or(&inndiso

(5.72)

Se observa que los errores se sitilan en un rango bastante amplio, entre el —45 % y el
25 %, puesto que los valores de tension critica segun el método ISO se ven fuertemente
influenciados por los valores de los pardmetros de disefio de cada transmision. Las
tensiones obtenidas con ISO pueden ser incluso un 45 % inferiores a las obtenidas
con el método propuesto, lo que significa que, con el método propuesto por ISO, los
errores pueden llegar hasta tal limite que no siempre el error cometido sea en el sentido
de la seguridad. De hecho, se comprueba que esto ocurre en muchas ocasiones para
transmisiones con grado de recubrimiento hasta 2,5, que justamente es el rango de
grado de recubrimiento establecido en la norma.

Para engranajes helicoidales, la norma ISO [7] calcula la tensién critica en la base
con la misma ecuacion que para engranajes rectos, Ec. 5.7, pero utilizando los datos

de la geometria del engranaje recto virtual equivalente y establece que se calculara,
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Fig. 5.22: Comparacién entre la tensién de rotura en la base calculada por el método de ISO y

MEP para engranajes HTCR .

al igual que para engranajes rectos, con la totalidad de la carga actuando en el punto
inferior de contacto triple. Sin embargo, el método propuesto en el epigrafe 5.5.2,
establece que la tension critica se da con la carga correspondiente a la distribucién de
tension en el punto &, + 0,72¢, y se calcula con la Ec. 5.68.

Para establecer los niveles de error se ha realizado un estudio similar para
engranajes helicoidales HTCR, donde se han establecido los siguientes rangos para

los pardmetros de disefio:

= Numero de dientes del pifion: 40, 50 y 60

= Angulo de presién entre 12° y 16°

= Relacion de transmision entre 1y 3

» Coeficientes de desplazamiento del pifidon y de la rueda entre —0,1 y 0,1 para
ambos

= Angulo de hélice entre 15° y 25°

Con este estudio se ha verificado que, al igual que para engranajes rectos, las tensiones
criticas en la base con el método ISO no son demasiado fiables, puesto que se llegan
a cometer errores bastante elevados y no siempre en el sentido de la seguridad. En
este caso, como se observa en la Fig. 5.23, los errores, calculados con la Ec. 5.72, se

establecen entre un rango del =30 % y el 50 %.
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(b) En funcion de g,

Fig. 5.23: Comparacién entre la tension de rotura en la base calculada por el método de ISO y

MEP para engranajes helicoidales HTCR.

Todo lo anterior hace evidente que no se ha realizado hasta la fecha un estudio

suficientemente profundo del tema y que lo propuesto en la norma ISO no es del todo

consistente. Si se analizan las revisiones de la norma desde el afio 1996 hasta que se

publico la ultima version en 2006, se observa que hubo varias modificaciones, bastante

dispares entre si, en las recomendaciones que la norma hacia sobre este tema, lo que

demuestra que en el fondo el método propuesto no se encuentra claramente establecido.
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Capitulo 6

Modelo de rendimiento

6.1. Introduccion

El estudio de las pérdidas de energia en un sistema mecanico constituye cada vez
mds un importante aspecto que influye en el disefio del mismo, ademds de los requisitos
de resistencia o durabilidad. El rendimiento de las transmisiones de engranajes puede
tener una influencia significativa no s6lo en los costes de funcionamiento directos y en
el ciclo de vida del sistema, sino también en el impacto ambiental asociado a la pérdida
de potencia. El rendimiento de los engranajes de perfil de evolvente es generalmente
alto, pero fendmenos de friccion sin control pueden dar lugar a la generacion defectos
superficiales; que surgen tras periodos de funcionamiento més cortos de los esperados.
Estos defectos producen mayores pérdidas por friccion, ademas de ruido, vibraciones y
generacion de calor durante el funcionamiento de la transmision, lo que puede provocar

unas condiciones muy desfavorables del mecanismo.

Los sistemas de transmision de engranajes son muy utilizados en la industria del
automovil, pero debido al aumento de precio de los combustibles y a reglamentos més
rigurosos sobre el medio ambiente, las pérdidas en estos sistemas se ha convertido en
un importante tema de investigacion. Una de las principales fuentes de pérdidas viene
de la caja de cambios, y aunque las pérdidas de potencia de cada par de engranajes

son bastante pequefias y puede tener una eficiencia de mas del 99 %, la pérdida de

233
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potencia aumenta significativamente cuando se utiliza una reduccién de engranajes
multi-etapa. El rendimiento mecéanica de un tren de engranajes formado por pares de
engranajes en serie es el producto de el rendimiento de los engranajes individuales. Por
tanto, un enfoque muy importante para incrementar el rendimiento de los sistemas de

transmision es la reduccion de pérdidas de cada par de engranajes.

Las pérdidas en una caja de cambios se pueden dividir en dos grupos, como se
ha explicado en el epigrafe 1.4. El primer grupo se compone de aquellas pérdidas
que son funcién de la carga o pérdidas mecénicas, debidas principalmente al contacto
entre las superficies de los engranajes y de los cojinetes, es decir, son las pérdidas
de deslizamiento y de resistencia a la rodadura entre las superficies de engrane.
Las pérdidas del segundo grupo son independientes de la carga y se refieren a las
pérdidas de potencia debido a efectos rotacionales, relacionadas principalmente con la

geometria y la velocidad.

Los primeros modelos de rendimiento de engranajes, asi como otros mas simples,
disponibles en la literatura técnica [29, 21, 26, 81, 25, 91] toman como hipétesis un
coeficiente de friccion constante y una distribucion de carga uniforme a lo largo de
la trayectoria de contacto. Ninguna de las dos hipdtesis son reales, sin embargo estan
avalados por los altos niveles de eficiencia que posee una transmision de engranajes y
que en el pasado no se requerian calculos demasiado precisos. Sin embargo, los errores
inducidos al suponer una distribucién de carga no uniforme pueden llegar a ser altos, en
particular, si los errores se expresan en términos de pérdidas de potencia. El enfoque de
suponer un coeficiente de friccién constante, aunque puede resultar util como modelo
preliminar para comprender los efectos de la geometria del engranaje en la pérdida
de potencia, no tiene en cuenta varios parametros que afectan a un contacto tipico de
engranajes. Numerosos autores, como Yada [80], Naruse [17] o Petry-Johnson [78]
entre otros, demostraron a través de una serie de investigaciones experimentales, que
existen numerosos pardmetros como el deslizamiento, la velocidad de rodadura, la
carga, la rugosidad de la superficies en contacto e incluso algunas propiedades del

lubricante como la viscosidad, que tienen un efecto significativo sobre el coeficiente
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de friccion.

Algunos autores estudiaron un contacto mas sencillo, entre dos discos cilindricos
(twin-disks), y obtuvieron formulas empiricas del coeficiente de friccion que bajo
unas ciertas condiciones pretenden simular el contacto entre dos engranajes. Dichas
férmulas son muy conocidas en la actualidad y ampliamente utilizadas, tales como la
obtenida por Misharin [93], Benedict y Kelley [27], O’Donoghue y Cameron [50] y
Drozdov y Gavrikov [94]. Estos modelos proporcionan una mejor aproximacion del
coeficiente de friccidon constante, sin embargo, la exactitud de estos modelos depende
de las condiciones experimentales sobre las que se obtuvo dicha formulacién.

Otro enfoque es incluir, directamente, el comportamiento de lubricacion
elastohidrodindmica (EHL) en el modelo. Xu [89] propuso una metodologia para
la prediccion de el rendimiento mecdnica basado en la EHL utilizando el modelo
dado por Cioc [16] para predecir el coeficiente de friccion para cada combinacion
de parametros de contacto considerados, y aplic6 un analisis de regresion lineal para la
obtencion de una unica formula del coeficiente de friccion. Esta formulacion incluye
parametros importantes como las velocidades de rodadura y de deslizamiento, los
radios de curvatura, la viscosidad del lubricante y la rugosidad de las superficies.

De investigaciones anteriores [91, 35], se conoce que la magnitud de las pérdidas
de rodadura son muy pequeiias en comparacion con las pérdidas de deslizamiento, por
tanto en este capitulo se va a plantear un modelo para el calculo de las pérdidas debidas
al deslizamiento basdndose en el modelo de distribucién no uniforme de la fuerza a
lo largo de la linea de contacto obtenido en el capitulo 3. El coeficiente de friccion
utilizado para predecir las pérdidas por deslizamiento serd el coeficiente de Xu [89].
Ademads, se formulard una ecuacion aproximada para el cédlculo de la potencia perdida

para engranajes rectos.

6.2. Planteamiento general del modelo

En el presente apartado se realiza un estudio del rendimiento en dientes de

engranajes, basdndose en un modelo de distribucién no uniforme de la fuerza a lo
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largo de la linea de contacto, obtenido a partir del principio de minimo potencial de
deformacion, desarrollado en el capitulo 3.

El rendimiento de una transmision de engranajes se puede expresar como:

W
n=1-3° (6.1)

donde W,y W, representan la energia transmitida y la energia perdida por rozamiento,
respectivamente, para todas las parejas en contacto en un ciclo completo de engrane.
La energia transmitida por un engranaje en un ciclo completo de engrane (entendido
el ciclo de engrane como el intervalo comprendido desde que una pareja de dientes
engrana en una determinada posicion hasta que la siguiente se encuentra en la misma

posicion, es decir, cuando A¢ = 1), puede expresarse como:

21 21
W,=Fryn—A¢ = Fryy— 6.2
T'p1 7 & T'p1 7 (6.2)

Del mismo modo, la pérdida de la energia total mecénica durante una pequefia
rotacién del piiidn se puede expresar como el coeficiente de friccion u, multiplicado por
el elemento diferencial de fuerza normal y por el deslizamiento especifico en ese punto.
Todos estos pardmetros, incluido el coeficiente de rozamiento, no son constantes, sino
que dependen del punto de contacto y consecuentemente pueden expresarse como una

funcion de &:

2n 2n
AW, = u@(fdl) || ro—&|do — | rn==~&|db, (6.3)
Z Z,
si en esta ecuacion se sustituyen las Ecs. 2.61, 3.35 y 3.39 se obtiene:
) rp1 2 |2n ,
"W, = wE(fd)—(rp + rn)—- |5-€ —tga;|dé (6.4)
) ARVA

donde a; es el dngulo de presion de funcionamiento en la seccion transeversal.

6.2.1. Engranajes rectos

Para engranajes rectos, la distribucion de carga se obtiene por métodos

variacionales, minimizando la funcidn potencial, como se ha descrito en el epigrafe
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3.3. Si se expresa el elemento diferencial de fuerza normal a través de la funcién de

reparto de carga y en funcion de la variable &, para engranajes rectos se obtiene:
Vi
Y

que sustituyendo en la ecuacién 6.3 se obtiene la siguiente expresion:

Fl‘:

F = R&F (6.5)

2 2
AW, = WOFRE) ™ 1 + 1) \tg o Z—Tf‘ dé 6.6)

Si se integran las pérdidas por rozamiento sobre un ciclo completo de engrane del

diente se obtiene:

.finn"'gar
T, 2n , 2
W, = F2(ry + rin) = f HERE) 'tg a, — —f‘ dé (6.7)
rp2 Z : Z

Si se sustituyen las Ecs. 6.2 y 6.7 en la expresion del rendimiento:

finn'*'ga
Wy Tpp + 1 , 2m
pelo oyt f HORE tga; - el de (6.8)
W, b2 Z,
fiml

que puede escribirse en funcidn de la relacién de transmisién u = Z,/Z;, en la forma:

finn'*'&t

1 2
n=1—(1+—) f WERE) |tga;——”fjdf (6.9)
u Zl

Sinn

Esta expresion puede simplificarse si se expresa en funcion de la variable { =
& — &, Con este cambio de variable, el intervalo correspondiente al ciclo de engrane
queda definido por los valores 0 < ¢ < 1, y el engrane completo de una seccién
transversal del diente al intervalo 0 < { < g,. Si se definen el grado de recubrimiento
correspondiente al intervalo de acercamiento, desde la cabeza de la rueda al punto de

rodadura, como &,;:

V4
Eal = 5120} = iy (6.10)
2n
y la relacion de recubrimiento como A:
2= 6.11)
Ea

la expresion anterior del rendimiento queda de la forma:

Ea

1 1
n=1- 2”(2_1 + Z_z) fﬂ(é”)R@) |f = A&aldl (6.12)
0
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6.2.2. Engranajes helicoidales

En engranajes helicoidales el contacto se produce sobre puntos cuya distancia
al centro del pifién no es constante y tampoco lo es, por tanto, su correspondiente
parametro &, como se muestra en la Fig. 3.13. Se puede comprobar, como se
demostrd en el epigrafe 3.4, que la relacidn entre la distancia de dos puntos de la
linea de contacto y la diferencia entre los pardmetros & correspondientes de esos dos

puntos viene dada por:

b
dl = ———d¢ (6.13)
£p COS B,

La distribucién de carga en cada una de las secciones transversales se obtuvo en
el capitulo 3, mediante la minimizacién de la funcién potencial, obteniéndose como

resultado que:

_ €COSLBy V(€)
f(f"fO) - b Iv(fo)

donde f(&, &) es la fuerza por unidad de longitud que actia en el punto de la linea de

(6.14)

contacto caracterizado por &, en la posicion de engrane en la cudl el punto de contacto
de la primera seccion transversal de la pareja de dientes considerada corresponde a &,
&p es el grado de recubrimiento en el salto, 5, el dngulo de hélice en la base, e I, se

defini6 en el epigrafe 3.4 como :

Z-1 0+J
L&) =) f v(€)dé (6.15)

j=0 Yéotj-ep

En consecuencia, sustituyendo las expresiones 6.13 y 6.14 en la Ec. 6.4 e
integrando a lo largo de toda la linea de contacto para una posiciéon de engrane

determinada, se obtiene:

_ Ib1 K f‘)” 2 ,
dW, = ,U(f)Fr—bz(l”bl + ”bz)lv(&)) {; e v(&) ‘Z—lf -tga, df} do, (6.16)

Es evidente que el giro diferencial del pifion puede expresarse como:

2
de, = —ﬂdfo (6.17)
Z
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si se sustituye en la Ec. 6.16 y se integra a lo largo del ciclo de engrane, se tiene:

Tp1

o inn+1 1 Zi-1 foﬂ' 20T
We=F—(rp +7, )—f{ ()v()‘— —tea’
7, e 1(&0) [; §0+i—sﬁlu v Zlg &%

Finalmente, con las Ecs. 6.1, 6.2 y 6.18, la expresion del rendimiento queda:

df] déo
(6.18)

firm*’l

_ 1 Inv(é:O)
n=1- (1 ’ 5) f 1) %" (6.19)

Sinn

donde u es la relacion de transmision e 1,, 1a funcion:

Z-1 0+i o0
. f uem©| e - e

I
i=0 f()+i—8/3

dé (6.20)

6.2.3. Modelo de coeficiente de friccion

Las pérdidas por fricciéon son una de las principales fuentes de pérdidas que se
producen durante el engrane. Para el cédlculo de estas pérdidas es necesario utilizar
un modelo del coeficiente de friccion dependiente de la posicion de contacto, como
muestran las Ecs. 6.9 y 6.19. Dado que los valores de rendimiento que se alcanzan
en transmisiones de engranajes son muy elevados, la minimizacion de las pérdidas o
el alcanzar un determinado rendimiento no supone un criterio de disefio; por lo que
en muchos estudios se utiliza un coeficiente de friccion constante para el calculo del
rendimiento [29, 21, 26, 81, 25, 91]. Sin embargo, si se quieren estimar las pérdidas
por deslizamiento con mayor exactitud, es necesario utilizar un coeficiente de friccién
lo més preciso posible.

A partir de muchos resultados experimentales, se sabe que el valor del coeficiente
de friccién no es ni mucho menos constante, sino que depende de muchos parametros
tales como las velocidades de rodadura y deslizamiento, la viscosidad del lubricante,
la carga o incluso la rugosidad de las superficies en contacto.

En su tesis doctoral Xu [89] compar6 las formulaciones del coeficiente de friccion
mas utilizadas, las dadas por por Misharin [93], Benedict y Kelley [27], O’Donoghue
y Cameron [50], Drozdov y Gavrikov [94] y la propuesta por ISO [3], con respecto al
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obtenido mediante resultados experimentales. Todas estas formulaciones son bastante
diferentes unas de otras, tanto en los pardmetros que incluyen como en el rango de
validez de dichos pardmetros. Por ejemplo, las formulas de Drozdov y Gavrikov [94] y
la de Misharin [93] no incluyen ningtn pardmetro de rugosidad de la superficie y, por
tanto, con dichas férmulas no se puede estudiar la influencia de la variacién de dicho
parametro en el rendimiento. Del mismo modo, estas formulas también excluyen el
radio de curvatura, mientras que la ecuacion propuesta por ISO excluye el parametro
S R (Sliding to Roll Ratio) que relaciona el deslizamiento y la velocidad media. Por otro
lado, las ecuaciones de Misharin [93] y de O’Donoghue y Cameron [50] suponen un
coeficiente de friccion independiente de la carga. Ademds cada una de estas ecuaciones

es valida dnicamente dentro de ciertos rangos de pardmetros del sistema.

Xu [89] realiz6 una comparacion para un ejemplo de valores de los parametros
concretos y los comparé con los resultados obtenidos experimentalmente. En la figura
6.1 se observa los resultados que obtuvo y que publico su tesis doctoral [89], figura
3.20. Cuando SR es cero, el coeficiente de friccion medido es pricticamente nulo,
mientras que los resultados obtenidos con todas las ecuaciones predicen valores mds
grandes del coeficiente de friccion. Esto implica que el coeficiente de friccion es mayor
en el punto donde no existe deslizamiento relativo, que entra en total conflicto con la
intuicién fisica. Cuando S R aumenta, el valor de u disminuye para todas las férmulas
excepto para la dada por ISO, que no considera este pardmetro y por tanto se mantiene
constante para todo los valores de SR. Sin embargo, los resultados experimentales
muestran que u aumenta a medida que se incrementa SR. La discrepancia mds
importante se halla en que el valor obtenido experimentalmente es bastante inferior
al obtenido con todas las ecuaciones empiricas. Por todo ello, Xu propuso un nuevo
coeficiente de friccion cuyos resultados se aproximan mucho mejor a los resultados

experimentales.

Por todo esto, para la aplicacién al rendimiento del modelo de distribucion de
carga propuesto se ha utilizado la ecuacién del coeficiente de friccion sugerido por Xu

[89]. Xu propone un modelo del coeficiente de friccion variable, que obtiene mediante
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Ph=1GPa, ve= 10 m's
0.2

= Experimental pformula (Eg. 3.18)
~ D&G
— D&C

—=— Misharin

Fig. 6.1: Comparacién entre formulaciones empiricas de u y los datos medidos, Xu [89].

un andlisis de regresion lineal multiple de predicciones EHL masivas bajo diferentes
condiciones de contacto, con el fin de evaluar el coeficiente de friccidn para cada punto

a lo largo de la linea de contacto. La ecuacién propuesta por Xu es:
p = e/ SRS pr|g RPs ey RES (6.21)
donde
F(SR, Py, vy, S) = by + by|SRIP, 10g,,(v,) + bse S RIPHI08000) 4 g oS (6.22)

En dichas ecuaciones, P, es la maxima presion de contacto evaluada en GPa, el
coeficiente v, es la viscosidad absoluta dindmica del aceite a la temperatura de entrada
medida en cPs. El coeficiente S es la rugosidad RMS de la superficie en yum. Los
coeficientes de regresioén b;, con i = 1,2,...,9, toman el valor mostrado en la tabla
6.1. El coeficiente denominado SR (Sliding to Roll Ratio) es la relaciéon entre el

deslizamiento y la velocidad media expresado como:

v, -
SR= =17 (6.23)
Ve up + up

donde V; es la diferencia de las velocidades de rodadura y V, es la velocidad media de
las velocidades de rodadura de la rueda y del pifidon. Finalmente, el pardmetro R,,

es el radio de curvatura equivalente del perfil del diente calculado en metros, este
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b, | -8.916465
by | 1.03303

bs | 1.036077
by | -0.354068
bs | 2.812084
be | -0.100601
b7 | 0.752755
bs | -0.390958
by | 0.620305

Tabla 6.1: Coeficientes de regresion de la ecuacién del coeficiente de friccion de Xu.

parametro es denominado por Xu como R, pero para evitar confusiones con la funcién

distribucion de carga se ha renombrado como R,,:

_ _Pip2
i+

En este apartado se va a utilizar el modelo del coeficiente de friccién de Xu pero

R (6.24)

introduciendo en vez del coeficiente P, la presion superficial para cada punto de la
linea de contacto, obtenida mediante el modelo analitico de presion superficial oy (€)
desarrollado en el capitulo 4, dada por la Ec. 4.28 para engranajes rectos y por la Ec.
4.36 para engranajes helicoidales.

Ademas, los coeficientes SR, R, y V, seran diferentes para cada punto de la linea

de contacto, es decir, se expresardn en funcién de la variable 6 respectiva de cada

engranaje:
- - 0, — 0
SR©6,,6,) =2 Uy —up -9 wiry — W -9 W1rp101 — Wal'ppbs (6.25)
up + up w1r + war (,4)11"}7191 + (1)2}"},292
017,0
Reg(61,0) = P1P2 _ Fp1017p202 (6.26)
p1+p2  1pb + 16
+ + 0, + 0
V.(6,,6,) = Uy i _ w1ry + war; _ W1rp161 + Warp20; (6.27)
2 2 2
y sabiendo que:
2
6, = Z¢ (6.28)

Z,
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rp10y + rpbh = (ry) + rp)tga; (6.29)

el paso de SR(6,6,), R.4(61,6,) y V.(61,6,) a funciones dependientes de la variable &,
SR(&), R(¢) y V,(€), es inmediata:

(1+u é—ﬂf—tgai]
SRE) =2 5 1 (6.30)
Z—"(u— Dé+(1+utgal
1
COS a;
o cos 3 2n
R.(6) = T+ 02, tga,f (1 +utga; - Z—Zf} (6.31)
Ve(§) = wé:lbl [2—7:5(14 -+ +utg a;] (6.32)

Si se introducen las expresiones anteriores en la ecuacién 6.21, finalmente, se
obtiene la particularizacion del modelo de friccion variable de Xu, a los valores dados
en esta tesis de reparto de carga, tension de contacto y relaciones cinemadticas, en cada

punto de contacto, en funcién de &.

p(E) = S OROPOXSEO Py (£)2IS RE) Vo (€)7V, Reg ()" (6.33)

6.3. Modelo de rendimiento

6.3.1. Modelo de rendimiento para engranajes rectos

Normalmente, a la hora de realizar cualquier disefio o trabajar con cualquier tipo
de transmision, los datos proporcionados se dan en términos de potencias y no de
energias. El rendimiento se puede expresar en funcién de las potencias:

I
=1-— 6.34
n 2 (6.34)

u

donde P es la potencia perdida por fricciéon y P, es la potencia transmitida por el
engranaje durante un ciclo de engrane. La potencia transmitida por el engranaje en un

ciclo completo de engrane, se puede definir como:

7
Po=W,oL=Fryw (6.35)
2
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La potencia perdida se puede obtener como el cociente entre la energia perdida y

el tiempo que dura un ciclo completo de engrane, por tanto, se puede expresar como:

P_Ws_ Ws _ Zl
ST T a1 Yoy
le

donde W, viene dada por la Ec. 6.7. Si se sustituye dicha ecuacién en la expresion de

(6.36)

la potencia perdida se obtiene:

f inntEa

r 2
P, = FZ(r +rp)w f H(ER(E) 'tga; - _f‘ d¢
%) ; Z
EimnteEa o (6.37)
1+u , 2
e GG P
1
‘finn

Se han implementado las anteriores ecuaciones en Matlab, lo que ha permitido
resolver numéricamente las integrales, y de este modo, verificar que las expresiones y
los resultados obtenidos de la potencia perdida o del rendimiento utilizando el modelo
de distribucion de carga propuesto, son bastante precisos. Para ello se han utilizado
datos similares a los que us6 Petry-Johnson [78], donde fij6 el médulo a 3.95mm y el
ancho del diente a 19.5mm. Se ha fijado la viscosidad absoluta del aceite a 10,7cPs
(viscosidad dada para el lubricante de tipo A a 110°C) y la rugosidad de las superficies
a0,32u m. Sin embargo, en nuestro caso el estudio inicial abordard aquellos pardmetros
que condicionan los valores de transmision de potencia: momento torsor y velocidad de
rotacion; y los parametros geométricos mas importantes: nimero de dientes del pindn,
relacion de transmision y dngulo de presion. Los valores de los pardmetros se dan en

la tabla 6.2.

Momento torsor (M;), Nm 140, 275, 413, 546, 684
Velocidad de rotacién (wy), rpm | 2000, 4000, 6000, 8000, 10000
Numero de dientes del pifién (Z;) 23, 27, 33, 40, 60
Relacién de transmision () 1,1.5,2,2.5,3
Angulo de presion (a,,) 20,22.5,25,26.5, 28

Tabla 6.2: Valores de los pardmetros para los estudios de engranajes rectos.
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Fig. 6.2: Potencia perdida en funcién del momento torsor y de la velocidad angular variando,

para cada grafica, un parametro de la geometria y fijando el resto.

En la figura 6.2 se muestra la potencia perdida obtenida al resolver las ecuaciones
propuestas para los diferentes valores del momento torsor y de la velocidad angular.
En cada una de las graficas se muestra la influencia sobre la potencia perdida de la
variacion del nimero de dientes del pifidn, de la relacion de transmision o del dngulo de
presion. En cada grafica se ha variado un dnico pardmetro y se han fijado los otros dos.
En la primera gréfica se ha fijado la relacién de transmisién a 1 y el dngulo de presién a
22,5° y se ha variado el nimero de dientes del pifion entre los 5 valores definidos en la
tabla 6.2. En la segunda grafica, se muestra la potencia perdida para diferentes valores
de la relacion de transmision con un nimero de dientes del pifién de 23 y un dngulo
de presion de 20°. Y en la tercera grafica se muestra la influencia sobre la potencia

perdida de las variaciones del angulo de presion para un Z; de 23 y u de 1. Los colores
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identifican cada uno de los 5 valores del pardmetro que se ha modificado, de menor
a mayor se corresponden con los colores: rojo, azul, verde, negro y cian. En la figura
se observa que la potencia perdida crece a medida que aumenta el momento torsor y
la velocidad de rotacion. Ademas se observa la elevada influencia que tiene Z; sobre
la potencia perdida: la potencia decrece considerablemente a medida que aumenta el
numero de dientes del pifion. [gualmente, se observa que la relacion de transmision y el
angulo de presion también influyen notablemente sobre la potencia perdida: a medida

que aumentan dichos pardmetros la potencia perdida disminuye.

6.3.2. Modelo de rendimiento para engranajes helicoidales

En engranajes helicoidales, el rendimiento se puede calcular a partir de la Ec. 6.34,
en donde la potencia transmitida se calcula con la Ec. 6.35 y la potencia perdida se

obtiene sustituyendo la Ec. 6.18 en la Ec. 6.36, que se puede expresar como:

df} déo
(6.38)

1+u f“”"”” 1 Zl_lf‘)” 21
P, = MY, u(f)V(f)‘—f—t a
“u N, L&) [Z,; epsives 7,0 M

La complejidad de la ecuacion se incrementa con respecto a la de engranajes rectos,
puesto que, si para éstos el nimero de pardmetros de los que dependia la potencia era
elevado, ahora depende de un parametro mas: el dngulo de hélice 5. Se han repetido
los mismos estudios realizados que para engranajes rectos, pero se ha incorporado el
angulo de hélice, como se muestra en la tabla 6.3. Se ha realizado el estudio para
engranajes convencionales y engranajes HTCR, utilizando los valores de Z; y u que
aparecen en las tablas 6.5 y 6.6, dando un total de 21875 combinaciones para cada tipo

de engranaje.
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Fig. 6.3: Potencia perdida en funcién de 8y M, para unta transmisién con Z; = 23, a, = 20°

yu=1.
Médulo (m), m 0.001, 0.002, 0.005, 0.01
Coeficiente de ancho de cara (C)) 2,5,10, 20
Coeficiente de momento torsor (Cy,) | 70, 140, 275, 413, 546, 684
Viscosidad absoluta del aceite (v,), cPs 10.7, 20, 30, 40, 50
Relacién de transmision (u) 1,1.5,2,2.5,3
Angulo de hélice () 0,5, 10, 15, 20, 25, 30

Tabla 6.3: Valores de los pardmetros para el estudio de engranajes helicoidales.

La influencia de los parametros geométricos sobre la potencia perdida son similares
que para engranajes rectos y las graficas son semejantes a la Fig. 6.2 donde se mostraba
la potencia perdida para engranajes rectos. En la figura 6.3 se muestra la influencia del
angulo de hélice sobre la potencia perdida para una transmisién con Z; = 23, «,, = 20°
y u = 1 para todas las combinaciones de momentos torsores y angulos de hélice que
aparecen en la tabla 6.3. Se percibe una ligera curvatura de la potencia en funcién
del angulo de hélice, que es mas perceptible a simple vista a medida que aumenta el
momento torsor porque la potencia perdida crece, como se muestra en la Fig. 6.3.

Sin embargo, si se obtiene la relacion entre la potencia perdida en engranajes
helicoidales y rectos, se comprueba que es para momentos torsores menores cuando

se obtienen relaciones mas extremas, Fig. 6.4.
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Fig. 6.4: Relacion ente la potencia perdida en helicoidales y en rectos.

6.3.3. Comparacion con resultados experimentales

Petry-Johnson [78] realiza un estudio experimental sobre el rendimiento en
engranajes rectos, para ello utiliza dos transmisiones diferentes, y hace variar el
lubricante y la rugosidad de la superficie para observar su influencia sobre la potencia
perdida y por tanto, sobre el rendimiento. Petry-Johnson, en su ensayo experimental,
mide las pérdidas totales de la transmision, que se corresponde con la suma de los
dos tipos de pérdidas: las dependientes de la carga y las independientes de la carga.
Para separar estas dos pérdidas realiza una medida de la potencia perdida en dos fases
diferentes; una primera medida con la transmisién bajo condiciones de carga y otra
segunda medida con la transmision sin carga. La diferencia entre ambas medidas son
las pérdidas dependientes de la carga que las denomina pérdidas mecdnicas. Estas
pérdidas son la suma de las pérdidas por deslizamiento entre las superficies que
engranan, las pérdidas de resistencia a la rodadura y las pérdidas de potencia en los
cojinetes. Las pérdidas de potencia en los cojinetes se pueden calcular pero las pérdidas

de deslizamiento y rodadura no pueden medirse por separado.

En este apartado se va a comparar, para ambas transmisiones, el modelo para las
pérdidas de friccidn propuesto en el epigrafe anterior con los resultados experimentales

de pérdidas mecdnicas que obtiene Petry-Johnson. Sin embargo, las pérdidas de



6.3. MODELO DE RENDIMIENTO 249

103W
3.0

P

=—8— Experimental
2.5¢ Numérico
2.0t
1.5¢
1.0}
0.5+F
. . . . . ® | rpm
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000

Fig. 6.5: Potencia perdida para la transmisién 23T con momento torsor de 413 Nm.

energia mecanica que presenta Petry-Johnson no son exactamente las mismas que las
pérdidas de deslizamiento estimadas con el modelo propuesto pues faltaria considerar
las pérdidas por rodadura, por tanto, las pérdidas obtenidas con nuestro modelo
deberian tener una tendencia similar aunque deberian ser algo menores que las

experimentales.

En concreto se reproducirdn los resultados que aparecen en la figura 5 de [78].
Los datos de potencia que aparecen en esta figura han sido obtenidos con el lubricante
denominado tipo A a una temperatura de 110°C y la rugosidad correspondiente a cada

transmision con el lubricante A que aparece en la tabla 5 del articulo.

Enla figura 6.5 se observan los resultados de la potencia mecédnica perdida obtenida
mediante experimentacion (linea negra), que se corresponde con los datos de la figura
Sa del articulo de Petry-Johnson [78]. En gris se muestran los datos de potencia perdida
debidos al deslizamiento obtenidos mediante la resolucion numérica de la Ec. 6.37 para
cada una de las velocidades de rotacion dadas. Como era de esperar, la potencia perdida
obtenida experimentalmente es ligeramente mayor que la obtenida mediante el modelo
propuesto, puesto que las medidas experimentales incluyen también la pérdidas por

rodadura, aunque se observa que la tendencia para ambas es muy similar.

En la figura 6.6 se muestra la comparacion, para diferentes momentos torsores,
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Fig. 6.6: Potencia perdida para la transmisién 23T con velocidad de rotacién de 6000 rpm.
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Fig. 6.7: Potencia perdida para la transmisién 23T incluyendo la resolucién numérica con el u

propuesto por ISO.

entre los resultados de potencia perdida obtenidos resolviendo numéricamente la Ec.

6.37 y los resultados experimentales de Petry-Johnson, que se corresponden con los

datos de potencia perdida que se muestran en la figura 5b de [78]. En negro se

representan los datos experimentales y en gris los obtenidos por resolucion numérica

para cada momento torsor. De nuevo, la potencia perdida medida en los ensayos es

ligeramente mayor que la obtenida mediante el modelo propuesto, aunque la tendencia

es muy similar.

Si se resuelve el numéricamente la Ec. 6.37 utilizando el coeficiente de friccidon
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Fig. 6.8: Potencia perdida para la transmisién 40T.
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Fig. 6.9: Diferencia entre la potencia obtenida por métodos experimentales y por métodos

numéricos.

propuesto por la norma ISO [3], se observa que la potencia perdida que se obtiene
es bastante mayor que la obtenida utilizando el coeficiente de Xu, incluso es mayor
que los datos experimentales obtenidos por Petry-Johnson, que tienen en cuenta la
potencia de pérdidas por deslizamiento y por rodadura. En la figura 6.7, en la grafica
de la izquierda, se observan los datos mostrados en la Fig. 6.5 pero se ha introducido
la potencia perdida por friccién obtenida con el coeficiente de ISO. En la grafica de la

derecha se muestran las potencias cuando se varia el momento torsor.

En la figura 6.8 se muestra la potencia perdida para la otra transmision estudiada, la
denominada 40T. Se han representado dos graficas, la equivalente al estudio mostrado
en la figura S5a del articulo ,donde se obtiene la potencia perdida en funcién de la

velocidad de rotacion para un momento torsor fijo, y la equivalente a la figura 5b, para
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Fig. 6.10: Potencia perdida para la transmisién 40T incluyendo la resolucién numérica con el

u propuesto por ISO.

una velocidad de rotacién de 6000 rpm y diferentes valores del momento torsor. De
nuevo, en negro, se representan los resultados experimentales y en gris los resultados
obtenidos mediante la resolucién numérica del modelo propuesto. Se puede observar a
simple vista, que para esta transmision las diferencias entre ambas son algo mayores,

lo que hace suponer que las pérdidas de rodadura tienen en este caso mds influencia.

Existen numerosos pardmetros que influyen en las pérdidas por rodadura, sin
embargo, en cada una de las grificas mostradas unicamente se varia la velocidad de
rotacion o el momento torsor. Se sabe que las pérdidas de rodadura son directamente
proporcionales a la suma de las velocidades tangenciales y a la carga, que a su
vez, dependen directamente de la velocidad de rotacién y del momento torsor,
respectivamente. Por consiguiente, si se representa la diferencia entre la potencia
experimental y la potencia debida a la friccion se obtienen las pérdidas por rodadura,
que como muestra la Fig. 6.9, se incrementan a medida que aumenta la velocidad de

rotacion y a la carga.

La potencia debida a la friccién calculada con el coeficiente dado por ISO, sigue
siendo mayor que la potencia experimental, Fig. 6.10, lo que nos indica que el

coeficiente de friccién de Xu se aproxima mas a la realidad.

Para engranajes helicoidales se han utilizado los resultados experimentales

proporcionados por Vaidyanathan en sus tesis doctoral [86]; en particular, se muestran



6.3. MODELO DE RENDIMIENTO 253
103W 103W
1.1 0.7
Py =—8— Experimental Pexp'Pnum
T Numérico 0.6F
0.9
0.8 0.5+
0.7F 0.4
0.6
osl 0.3f
0.4 ook
0.3F
0.1F
0.2+
0.1 L . . . . M) Nm 0 . . . . . M| Nm
0 100 200 300 400 500 600 0 100 200 300 400 500 600
Fig. 6.11: Potencia perdida para la transmisién 23B para w = 2000 rpm.
3 103 W
1.8 10°W 0.9
Py - Pexp-Pnum
16k —8— Experimental 0.8}
) Numérico
14F 0.7t
1.2 0.6
1F 0.5F
0.8} 0.4}
0.6 0.3F
04} 0.2F
0.2} 0.1F
0 A A ) ) , M| Nm 0 . . . . . M Nm
1 2 4 0 100 200 300 400 500 600

Fig. 6.12: Potencia perdida para la transmisién 23B para w = 4000 rpm.

los resultados de la Figura 3.3 de su tesis, realizados para la transmisiéon que ha

denominado 23B. Se han representado en tres figuras diferentes los resultados de

potencias para las diferentes velocidades de rotacién. En la Fig. 6.11, en la grafica

de la izquierda, se muestra la comparacion entre los resultados experimentales y los

resultados del modelo numérico para w = 2000 rpm y en la grafica de la derecha la

diferencia entre ambas. En la Fig. 6.12 se muestran los resultados para w = 4000 rpm y

en la Fig. 6.13 para w = 6000 rpm. Se observa que en las graficas donde se muestra la

diferencia entre los resultados experimentales y los numéricos, es decir, lo que serian

las pérdidas por rodadura, aumentan a medida que se incrementa el momento torsor,

y que ademas los valores de las pérdidas de rodadura son superiores para velocidades

mayores, como deberia ser.
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Fig. 6.13: Potencia perdida para la transmisién 23B para w = 6000 rpm.

6.3.4. Discusion de resultados

La resolucion de la integral que aparece en la Ec. 6.18, usada para el calculo
del rendimiento, es extremadamente compleja; ademéds a dicha complejidad hay que
afnadirle el elevado nimero de pardmetros de los que depende. Ademads, si a dicha
integral se le introduce el coeficiente de friccion de Xu, Ecs. 6.33 'y 6.37, la complejidad
del conjunto aumenta considerablemente y hace que la ecuacién del rendimiento
dependa tanto de todas las variables geométricas, como de las variables propias del
lubricante, de la rugosidad de la superficie y de las condiciones dindmicas (potencia o

momento torsor aplicado y velocidad de rotacion).

Debido a la enorme complejidad del problema, se hace imposible obtener una
expresion analitica precisa del rendimiento y por tanto se trataria de encontrar una
expresion aproximada para el calculo de rendimiento que contemple simultdneamente
el efecto de todas las variables mencionadas, pero incluso la obtencién de una ecuacién
aproximada que abarque y sea vdlida para todas las variables de las que depende,
en todos sus rangos, es una tarea de enorme dificultad. Si se analizan otros estudios
realizados sobre este tema por diversos autores, epigrafe 1.4.2, se observa que los
modelos o conclusiones obtenidos sélo son vélidos para una determinada transmision
o una determinada variacion de un parametro. No se ha encontrado ningun estudio en

el que se haya dado un modelo de rendimiento con mas amplia validez.
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6.4. Modelo aproximado de la potencia perdida

El objetivo de este apartado es obtener una expresion aproximada de la potencia
perdida que sea simple y a la vez de suficiente precision, valida para un amplio
conjunto de variables de disefio; para asi poder obtener, de forma sencilla, el

rendimiento de una transmision.

Para abordar el problema, primeramente, se intent6 obtener un modelo simplificado
del coeficiente de fricciéon de Xu, para ello se simularon las dos transmisiones que
aparecen en el articulo de Petry-Johnson [78], denominadas 237 y 407, donde la tinica
diferencia entre ambas es la variacion del numero de dientes de 23 a 40 y una ligera
variacion del angulo de presion. En la figura 6.14 se muestra la forma del coeficiente
de friccién calculado con la ecuacion 6.33 para ambas transmisiones, 23T en azul y

40T en rojo. Se observa que el coeficiente de friccion varia considerablemente.

También se analizd el coeficiente de friccion para todas las transmisiones
resultantes de todas las combinaciones posibles entre los pardmetros de la tabla
6.2. Se observd que el coeficiente de friccién variaba entre un amplio rango de
valores, dependiendo enormemente de todas las variables que lo conforman, sin poder
establecer una tendencia o un comportamiento del coeficiente de friccion en funcidén
de cada variable. Ademads, considerando todas las combinaciones del estudio posibles,
el valor del coeficiente de friccion para un punto determinado de ¢ = &;,, podia valer
desde 0,005 hasta 0,05. E incluso, se observo que la forma del coeficiente de friccion a
lo largo de la linea de contacto varia cualitativamente dependiendo de la transmision:
puede ser asimétrico, puede ser practicamente decreciente desde los extremos al punto
de deslizamiento nulo (como se obtenia para las transmisiones utilizadas por Petry-
Johnson, Fig. 6.14) o puede aparecer una joroba justamente antes de hacerse nulo en
el punto de rodadura y alcanzar valores hasta un 20 % mayores de los que aparecen en
el punto & = &;,,,.

Dado que el coeficiente de friccion es tan variable, la idea inicial de obtener un

modelo sencillo de dicho coeficiente se descartd, pero ademas era facil prever que la
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Fig. 6.14: Coeficiente de friccién de Xu. Casos 23T y 40T de Petry-Johnson.

potencia perdida se encontraba fuertemente influenciada por todos los parametros de
los que depende el rendimiento; por tanto, se decidié buscar una ecuacién aproximada

de la integral completa.

Si se analiza la Ec. 6.37 se observa que existen determinados factores dentro de
la integral, en concreto dentro del coeficiente de friccion, que al no depender de & se
pueden extraer de la integral. La ecuacion del coeficiente de friccion de Xu se puede

escribir como:

p(E) = 1 MIFOPIO oz hse EETTTEENT hoe” py (21215 RV (6) V) Reg ()
(6.39)
donde aparecen términos que dependen de & y otros que son completamente
independientes de esta variable. Para facilitar la notacién, se han agrupado los términos
que no dependen de € en una variable denominada .., donde también se ha incluido

aquellos términos de V, y R,,, Ecs. 6.31 y 6.32, que no dependen de &.

cosa; qbs

T
b
Mcte = ebleh9es [_wlrbl] ’ v cos 3
C
2u 1l +uZ tga,

(6.40)
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Y alos términos dependientes de ¢ se les ha agrupado en la variable . (£):

balS R(E|Pr (€)1 o) bse SREIPEE)logyo(vo) b b
(&) = e 4ISREIP(E) 1ogo(vo) pbse PL(&)2|SR(E)|P
bg

2 s 2
Tew-D+0+wiga| (0 +wiga - Ze|| (641
Zl ZZ

Finalmente, si se introduce en la ecuacion de la potencia perdida, Ec. 6.37, las
expresiones anteriores del coeficiente de friccion u, se obtiene que la potencia perdida

S€ puede expresar Como:

é:inn+8ry
1+u , 2
Ps = Mt U Wilecte f /lvar(g)R('f) 'tg a, — Z_f‘ d'f (642)
1
Sfinn

Para obtener una ecuacion aproximada de la potencia perdida se van a establecer
una serie de valores a las variables, y para cada combinacién de variables, se
calculara la potencia perdida con Matlab resolviendo la Ec. 6.42 mediante integracion
numérica. Si a los resultados numéricos se les divide por los términos independientes
de &, se obtiene un término completamente independiente de la velocidad de rotacion

y del factor de rugosidad de las superficies.

PSl’le
1+u

APsFil‘ = (643)

Mt WiHcte

Aunque de esta forma se reduce ligeramente el nimero de variables de las que depende
el término a ajustar, este término sigue ligado a multitud de variables. Para poder
establecer un modelo aproximado se va a estudiar las diferentes variables que influyen

en la potencia perdida.

6.4.1. Estudio de la influencia de los parametros que afectan a la

potencia perdida

En este apartado se va a realizar un estudio sobre la influencia que tienen los
diferentes pardmetros geométricos y los pardmetros propios del lubricante. En el
apartado anterior, en la Fig. 6.2, se muestra la gran influencia que tienen el momento

torsor, el nimero de dientes, el dngulo de presion y la relacion de transmision sobre
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Fig. 6.15: Influencia del dngulo de hélice § en la potencia perdida.

la potencia perdida, por tanto, estos pardmetros no se estudiardn en este apartado.
Ni tampoco se estudiard si se producen modificaciones de la potencia perdida ante
variaciones del médulo y del ancho del diente, puesto que analizando las ecuaciones de
la tension de contacto se hace evidente su dependencia. Por otro lado, en la Ec. 6.43 se
habia conseguido que el término AP, r; sea independiente de la velocidad de rotacion
y de la rugosidad de las superficies, por tanto, tampoco serd necesario su estudio. Pero
se estudiardn otras variables como la viscosidad del lubricante, el angulo de hélice, la

altura de la cabeza y del pie del diente, el radio de acuerdo y los desplazamientos.

Para el estudio se utilizaran dos transmisiones diferentes, unacon Z; =24, u = 1,5
y @, = 22,5° que se representard en rojo y otracon Z; = 40, u = 25y @, = 25°
que se representard en negro. Para cada transmision se obtendrd la potencia perdida en
funcién del pardmetro modificado y asi se podrd comparar la variacién en la potencia

perdida al variar el parametro.

Enla Fig. 6.15, en la gréfica de la izquierda, se muestra la influencia del parametro
B sobre la potencia perdida para estas dos transmisiones. Como se concretd para
engranajes helicoidales, si se representa la potencia perdida en funcién del dngulo
de hélice, se tiene una curva que es ligeramente creciente para dngulos de hélice
pequenos y decreciente para angulos de hélice mayores. En la gréfica de la derecha

se ha representado la relacion entre la potencia perdida para engranajes helicoidales
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Fig. 6.16: Influencia de A, en la potencia perdida.
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Fig. 6.17: Influencia de h,0 y de rf en la potencia perdida

con respecto a rectos, es decir, se muestra el cociente entre la potencia perdida para
diferentes angulos de hélice y la potencia perdida para engranajes rectos o cuando
B =0.

La variacion de la altura de cabeza afecta al reparto de carga y a la tension de
contacto, como se ha demostrado en los capitulos 3 y 4. En la figura 6.16 se muestra la
influencia que tiene sobre la potencia perdida la modificacion de la altura de cabeza en
pifién y rueda. En la gréfica (a) se observa como, para ambas transmisiones, la potencia
aumenta a medida que aumenta la altura de cabeza de los engranajes: una variacion de
0,8 a 1,15 puede producir un aumento en las pérdidas de mas de 100W. En la grafica (b)

se muestra la potencia perdida en cada caso con la que se ha denominado de referencia,
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Fig. 6.18: Influencia de los coeficientes de desplazamiento x en la potencia perdida.
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Fig. 6.19: Influencia de la distancia entre centros, x., en la potencia perdida.

que corresponde con la potencia perdida obtenida con 4, = 1. Se observa que para el

mismo incremento o decremento de la altura de cabeza, las variaciones en la potencia

difieren ligeramente entre las dos transmisiones.

Cabe esperar que las variaciones de la altura de pie y del radio de acuerdo de la

cabeza de los dientes no influyan en la potencia perdida, puesto que se ha demostrado

que ambos pardmetros no influyen practicamente en la distribucion de carga ni en la

tension de contacto, y tampoco aparecen en la Ec. 6.42 de potencia perdida. En la figura

6.17 en la grafica de la izquierda se muestra la nula influencia sobre la potencia perdida

de las modificaciones en la altura de pie. Y en la grafica de la derecha, la influencia del

radio de acuerdo para ambas transmisiones.
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Fig. 6.20: Influencia de v, sobre la potencia perdida

La influencia del coeficiente de desplazamiento se muestra en la Fig. 6.18, para
coeficientes de desplazamientos negativos la potencia perdida aumenta y para positivos
disminuye. La relacion entre las dos transmisiones se ve que es similar, aunque para
desplazamientos negativos se incrementa la diferencia entre ellas.

Si se modifica el coeficiente x. se modifica la distancia entre centros de la siguiente
forma:

C = Tp1 + Iy +mx| +mxy + mx, (6.44)

Se produce una variacion del grado de recubrimiento transversal que puede llegar a ser
significativa. Por tanto la potencia perdida se ve modificada segun se representa en la
Fig. 6.19.

La viscosidad del lubricante afecta sobre la potencia perdida porque aparece en el
coeficiente f del coeficiente de rozamiento, Ec. 6.22, y en el coeficiente de rozamiento
u directamente, Ec. 6.21. Como demuestra en la figura 6.20 no mantiene la relacion de

proporcionalidad para diferentes transmisiones.

6.4.2. Propuesta de modelo

Como abarcar todas las variables simultdneamente, incluso a nivel computacional,
es practicamente imposible, se comienza estableciendo los rangos y los valores,

unicamente, de aquellas variables de las que se ha comprobado que tienen mas



262 CAPITULO 6. MODELO DE RENDIMIENTO

influencia. Tras el estudio de los pardmetros se ha elegido realizar un primer ajuste
en funcién de la presidon de contacto, de la viscosidad, del médulo y del ancho y se ha
dejado para un segundo paso el ajuste de las variables tipicas geométricas: nimero de
dientes del pifidn, relacion de transmision y dngulo de presion.

Logicamente, si se establecen varios valores predeterminados para cada una de
las variables, al variarlas simultineamente y realizar todas las combinaciones posibles
entre los diferentes valores de ellas, puede ocurrir que la presion de contacto tome
valores demasiado extremos o que el engranaje tenga una geometria poco realista, por
tanto, se ha establecido que el ancho de cara del diente sea dependiente del médulo y
que el momento torsor dependa a su vez del médulo y del ancho de cara, para asi evitar
este tipo de situaciones. De este modo, tomando de referencia los valores utilizados
por Petry-Johnson [78] y segutn la relacion existente entre la presion de contacto, el

momento torsor, el ancho de cara y el mdédulo se establece que:

b = Cym[m]
b 2

M, = Cy, ——— [Nm] (6.45)
bpmp,

donde bp; y mp,; son los valores del ancho de cara y del médulo utilizados por Petry-
Johnson en la transmisién 23T. Los coeficientes Cp, y Cy,, y el resto de variables toman

los valores:

Moédulo (m), m 0.001, 0.002, 0.005, 0.01
Coeficiente de ancho de cara (C)) 2,5,10,20
Coeficiente de momento torsor (Cy,) | 70, 140, 275, 413, 546, 684
Viscosidad absoluta del aceite (v,), cPs 10.7, 20, 30, 40, 50
Relacién de transmision (1) 1,15,2,25,3

Tabla 6.4: Valores de los pardmetros para el estudio de rendimiento.

Se ha trabajado en todo momento con engranajes estdndar (altura de cabeza del
diente h, = 1 y distancia entre centros nominal) y coeficientes de desplazamiento

nulos. El nimero de dientes del pifién y el 4ngulo de presidn necesarios para cubrir un
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amplio rango de valores de grado de recubrimiento pueden llegar a ser muy diferentes,
por ello se han definido dos tablas con los valores que deben tomar estos pardmetros
para alcanzar menor o mayor grado de recubrimiento. Con los valores de Z; y «,
definidos en la tabla 6.5 se consiguen valores bajos de &,, entre 1,4 y 1,8; con los

valores definidos en la tabla 6.6 se alcanzan valores mas altos, desde 1,85 a 2,45.

Numero de dientes del pifién (Z,) | 24, 30, 40
Angulo de presién (a,) 20,22.5,25

Tabla 6.5: Valores de los pardametros para engranajes con bajo grado de recubrimiento.

Numero de dientes del pifién (Z;) 40, 50
Angulo de presién () 13,15, 17

Tabla 6.6: Valores de los pardmetros para engranajes con alto grado de recubrimiento.

Considerando todas las combinaciones posibles de los pardmetros definidos en las
tablas anteriores la tension méxima de presion superficial se sitda en todo momento
entre 0,25 GPay 2 GPa.

Para la obtencién del modelo aproximado de la potencia se ha recurrido a técnicas
de regresion. Se ha optado por un modelo de regresion no lineal cuya estimacidn
se basa en métodos de busqueda de optimizacién que minimizan la norma de un
vector residual. Concretamente los pardmetros del modelo se han obtenido mediante
el método de los minimos cuadrados. El principal dilema es el tipo de ecuacién a usar.

Tras analizar las Ecs. 6.41 y 6.42 y después de diversos ajustes de regresion, se
ha optado por realizar un ajuste de regresion del término de la potencia AP;r;, de la
siguiente forma:

_ Mt i Cy C3
APy = Co 5 (logy(vo)) > m™ (6.46)
seglin esto, la potencia perdida se obtiene con la siguiente ecuacion:

1+u

Py = M, b

u

M\ Cy G
Wilcte C‘O 7 (loglo(vo)) m (64’7)
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Fig. 6.21: Ajuste del término AP, p; para Z; = 40, @, =20°y u = 1.

donde el pardmetro u.., dado por la Ec. 6.40, agrupa todos los términos del coeficiente
de friccién que no dependen de £ y los coeficientes Cy, C;, C, y C3 dependen del grado

de recubrimiento transversal segun las siguientes ecuaciones:

Coy C

Co=Cop+ — + — (6.48)
Eq Sa

C; = Cy + Ci1g, + Cipe? (6.49)

donde i = 1,2,3 y Coy, Co1, Cip, Cig, Ci1 'y Ci» son los coeficientes del modelo que, a
su vez, también se obtienen mediante técnicas de regresion.

Sin embargo, aunque inicialmente se simplificé la integral al méximo y se
extrajeron de la integral el mayor nimero de términos posibles, se ha comprobado
que, para el mismo modelo de AP r;; dado por la Ec. 6.46, se produce un mejor ajuste
con la siguiente ecuacion:

Psnum

APsFit =
14bs bs b b
M, 2 ebrehoe® o T r V)T (1 + u) cos B tg @)™

(6.50)

y por tanto, la potencia perdida aproximada se calcula con la siguiente ecuacion:

P -M 1+u by boeS  l+bs bs by 1 b C Mz Ci ) Cy (5
skt = My —— e e w7 1 v, ((1 +u)cosp tga;) {7 (logy(vo)) > m

(6.51)
donde los coeficientes Cy, Cy, C, y C; vienen dados por las Ecs. 6.48 y 6.49.

El procedimiento para obtener el valor de los coeficientes es el siguiente:
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Fig. 6.22: Ajuste de los coeficientes Cp, C1, C y C3 para Z; = 40, a,, = 20°.

= Resolviendo numéricamente las integrales se obtiene el valor de la potencia
perdida para todas las combinaciones posibles de los pardmetros de disefio y
funcionamiento y con la Ec. 6.50 se calcula, para cada caso, el valor el término

AP; r;; a ajustar.

» Para cada combinacién de valores de Z;, @, y u, se obtiene el valor de los
coeficientes Cy, Cy, C, y C3, ajustando el término obtenido en el paso anterior
con la Ec. 6.46. En la figura 6.21 en la grafica (a) se observa el ajuste que
se obtiene cuando Z; = 40, @, = 20° y u = 1, en rojo se representa el
resultado numérico, es decir, los datos a ajustar y en negro se representa el ajuste
conseguido. En la grafica (b) se muestra el error relativo cometido. Cabe destacar

que el ajuste obtenido para el resto de combinaciones de pardmetros es similar
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an Z Coo Coi Coz Cio Chy Ci2

20° 24 1.46301E+01  -4.96430E+01 4.21430E+01  -1.08726E+01  1.22145E+01  -3.41201E+00
20° 30 2.32780E+00  -8.08416E+00  7.02158E+00  -1.44357E+01  1.59832E+01  -4.37484E+00
20° 40  1.44064E-01 -5.14361E-01 4.59236E-01  -1.60701E+01  1.73327E+01  -4.58783E+00
22,5° 24 7.57545E+00  -2.40415E+01  1.90808E+01  -1.41374E+01  1.69176E+01  -5.01088E+00
22,5° 30  9.16150E-01  -2.96736E+00  2.40331E+00  -1.69129E+01  1.99453E+01  -5.79486E+00
22,5° 40  5.40512E-02 -1.79229E-01 1.48604E-01  -1.80664E+01  2.08919E+01  -5.91831E+00
25° 24 4.05763E+00  -1.21558E+01  9.10556E+00  -1.72290E+01  2.17245E+01  -6.76071E+00
25° 30  4.28806E-01  -1.30750E+00  9.96829E-01  -1.95849E+01  2.44093E+01  -7.48146E+00
25° 40  2.57930E-02 -8.02352E-02 6.24062E-02  -2.07152E+01  2.54935E+01  -7.68630E+00

Tabla 6.7: Coeficientes de Cy y C; para engranajes con bajo grado de recubrimiento.

al mostrado.

= Posteriormente para cada combinacion de Z; y «a, se realiza el ajuste de los
coeficientes Cy, C, C, y C3, segun las Ecs. 6.48 y 6.49, en funcién del grado
de recubrimiento transversal obtenido al variar la relacion de transmision entre
los 5 valores especificados en la tabla 6.2. En la figura 6.22 se muestra el
ajuste obtenido para cada uno de los coeficientes, los puntos rojos son los
valores a ajustar y en negro se representa el ajuste realizado. Se ha observado
que el coeficiente Cy tiene gran influencia sobre los resultados de la potencia
y pequeios errores en dicho coeficiente incrementan considerablemente los
errores en la potencia ajustada. Como los diferentes valores de Z; y «, producen
variaciones notables de los niveles de potencia, se ha optado por realizar un
ajuste solo en funcién del grado de recubrimiento transversal, y tabular los

diferentes coeficientes.

Este procedimiento se ha repetido para cada una de las combinaciones posibles de
Z, y a,. Los coeficientes para las transmisiones definidas para conseguir bajo grado
de recubrimiento transversal se muestran en las tablas 6.7 y 6.8 . Los coeficientes
correspondientes a los valores de Z; y a, necesarios para conseguir valores mayores
de &,, se muestran en las tablas 6.9 y 6.10

En las tablas 6.11 y 6.12 se muestra el coeficiente multiple ajustado, R?, obtenido

para cada combinacién de Z; y a,, que determina la bondad del ajuste de nuestro
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an Z Cxo Ca Cx» C3o C3 Cx

20° 24 -1.61759E+01  1.65907E+01  -4.51265E+00  2.13542E+01  -2.44291E+01  6.82403E+00
20° 30 -2.27890E+01  2.36360E+01  -6.33294E+00  2.84805E+01  -3.19665E+01  8.74968E+00
20° 40  -2.93697E+01  3.01509E+01  -7.86072E+00  3.17493E+01  -3.46654E+01  9.17566E+00
22,5° 24 -2.08160E+01  2.30524E+01  -6.62221E+00  2.78837E+01  -3.38351E+01  1.00218E+01
22,5 30 -2.77119E+01  3.08518E+01  -8.75945E+00  3.34348E+01  -3.98905E+01  1.15897E+01
22,5° 40 -3.45617E+01  3.82850E+01  -1.06949E+01  3.57418E+01  -4.17839E+01  1.18366E+01
25° 24 -251778E+01  2.95323E+01  -8.85708E+00  3.40671E+01  -4.34489E+01  1.35214E+01
25° 30 -3.30389E+01  3.90854E+01  -1.16897E+01  3.87789E+01  -4.88186E+01  1.49629E+01
25° 40  -4.10811E+01  4.87362E+01  -1.45179E+01  4.10395E+01  -5.09871E+01  1.53726E+01

Tabla 6.8: Coeficientes de C, y C3 para engranajes con bajo grado de recubrimiento.

an 7 Coo Coi Coz Cio Ci Ci

13° 40 6.78542E+00  -3.15462E+01  3.67089E+01  -1.25813E+01  1.06672E+01  -2.25572E+00
13° 50  6.82242E-01  -3.28262E+00  3.95167E+00 -1.46734E+01  1.20848E+01  -2.46435E+00
15° 40  232132E+00  -9.92265E+00  1.06099E+01  -1.42051E+01  1.29960E+01  -2.94837E+00
15° 50  2.17710E-01 -9.57231E-01 1.05262E+00  -1.53250E+01  1.36515E+01  -2.99519E+00
17° 40  6.67129E-01  -2.63988E+00  2.61280E+00  -1.49498E+01  1.47225E+01  -3.57991E+00
17° 50  7.12139E-02  -2.88853E-01 2.93011E-01  -1.29214E+01  1.22852E+01  -2.85188E+00

Tabla 6.9: Coeficientes de Cy y C; para engranajes con alto grado de recubrimiento.

modelo. Ademas, en las tablas se muestran los valores mas caracteristicos de los
errores relativos de los 2400 casos simulados para cada combinacién de Z; y «,,: error
relativo medio E,,.,, error relativo méximo E,,,, y error relativo minimo E,,;,. El error

relativo se calcula como:

Psnum - Ps i
E= P—F’ % 100 (6.52)

Los resultados que se observan en las tablas muestran que el ajuste conseguido en
todos los casos es bastante bueno, el coeficiente R* siempre es mayor a 0,98 y los
errores relativos medios que se obtienen son bastante pequefios. Sin embargo, los
errores relativos para determinados casos pueden llegar hasta el 36 %, aunque siempre
en el sentido de la seguridad y en valores de potencia, que traducido a rendimiento,
estos errores no son significativos.

En la figura 6.23 se observa el aspecto de los errores relativos cuando Z; = 40y

a, = 20°, aunque el aspecto tipico de los errores y las tendencias de dichos errores
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a7 Cao Ca C» C3o C3 Cxn

13° 40 -2.01100E+01  1.59787E+01  -3.34101E+00 2.47716E+01  -2.13344E+01  4.51144E+00
13° 50 -2.61189E+01  2.04879E+01  -4.14531E+00  2.89558E+01  -2.41695E+01  4.92870E+00
15° 40  -2.33937E+01  2.02086E+01  -4.52782E+00  2.80192E+01  -2.59919E+01  5.89674E+00
15° 50 -2.85404E+01  2.42870E+01  -5.28267E+00  3.02590E+01  -2.73029E+01  5.99039E+00
17° 40 -2.58622E+01  2.41573E+01  -5.79930E+00  2.95087E+01  -2.94450E+01  7.15983E+00
17° 50 -247645E+01  2.22764E+01  -5.10131E+00  2.54518E+01  -2.45705E+01  5.70376E+00

Tabla 6.10: Coeficientes de C, y C3 para engranajes con alto grado de recubrimiento.

2
ay Z R Epean Epax Epin

20° 24 09928 -0.2784 12.8074 -21.7724
20° 30 0.9886 -0.4470 16.4690 -30.1583
20° 40 09912 -0.7399 14.8044 -29.6915
22,5° 24 09871 -0.2530 17.2065 -30.9562
22,5° 30 09865 -1.3378 16.9318 -35.7889
22,5° 40 09938 0.3704 14.0746 -24.4767
25° 24 09822 1.5560 21.9924 -34.1181
25° 30 09873 1.1487 19.5087 -31.3027
25° 40 09956 -0.0277 11.7580 -21.4864

Tabla 6.11: Errores del modelo aproximado para engranajes con bajo grado de recubrimiento.

para el resto de combinaciones de Z; y «, son similares a los mostrados en esta figura.
Se observa que la mayoria de los errores se encuentran dentro de una banda y que, para
valores pequeiios de la viscosidad y para valores pequefios de la tensién maxima, los
errores se incrementan. El signo nos indica que el error se producird en el sentido de
la seguridad por lo que los resultados de potencia perdida obtenidos son ligeramente

superiores a los reales.

Por tanto, la potencia perdida para un engranaje recto con coeficientes de
desplazamiento nulos, con altura de cabeza para pifion y rueda estdndar y con distancia
entre centros nominal, se calcularia con la Ec. 6.51 y los coeficientes Cy, C;, C, y
C5 con las Ecs. 6.48 y 6.49 donde i = 1,2,3y Cyg, Co1, Coz, Cig, Ci1 'y Cip son los

coeficientes del modelo que se obtendrian de las tablas mostradas anteriormente.
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2
ay Zl R Emean Emax Emin

13 40 09912 0.5145 15.7395 -20.7845
13° 50 09886 0.0719 17.8502 -26.6589
15 40 09848 -0.3814 19.1079 -31.2476
15° 50 09859 0.0642 19.6202 -32.7057
17° 40 09898 0.0770 16.6223 -28.1199
17° 50 0.9930 0.8495 15.2537 -24.9769

Tabla 6.12: Errores del modelo aproximado para engranajes con alto grado de recubrimiento.
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Fig. 6.23: Error relativo entre la potencia perdida numérica y la obtenida con la Ec. 6.51 para

el caso: Z; =40y a, = 20°.

La potencia perdida para cualquier otro tipo de transmision se deberia de calcular
implementando y resolviendo numéricamente las Ecs. 6.37 y 6.38 propuestas para el
calculo de el rendimiento; aunque como aproximacion para un cdlculo inicial podria
ser valida la potencia obtenida con la Ec. 6.51 para los mismos datos de la transmision,
pero haciendo que el dngulo de hélice sea cero, los coeficientes de desplazamiento
nulos, la altura de cabeza para pifién y rueda estindar y la distancia entre centros
nominal. Incluso se podria obtener una mejor aproximacién multiplicando la potencia
obtenida por la Ec. 6.51 por un factor que se obtendria de las gréficas donde se

muestran la relacion sobre la potencia perdida de estos pardmetros con respecto a lo que
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se ha denominado potencia de referencia, Figs. 6.15, 6.16, 6.18 y 6.19. Légicamente
el error cometido en el cdlculo de la potencia seria mayor que el mostrado en las tablas
6.11 y 6.12, pero incluso en estos casos el error puede llegar a ser inferior al que se
obtendria de calcular la potencia perdida con otro coeficiente de friccién, como se ha
mostrado en el epigrafe 6.3.3 y como aproximacion para un cdlculo inicial podria ser

valido.



Capitulo 7

Conclusiones

El objetivo de esta Tesis Doctoral qued6 establecido en el desarrollo de un modelo
de calculo resistente de engranajes cilindricos de perfil de evolvente de alto grado de
recubrimiento transversal (High Transverse Contact Ratio, HTCR), esto es, con grado
de recubrimiento transversal mayor que 2. Se trata de proporcionar una herramienta
vdlida para la realizacion de disefios preliminares, evitando el alto coste computacional
de las simulaciones por elementos finitos, o que pueda servir de fundamento de un
método de célculo de la capacidad de carga, suficientemente consistente para una
propuesta de normalizacion. Ciertamente, es muy escasa la atenciéon que hasta la
fecha han prestado los distintos comités de normalizacién -ISO y AGMA como més
representativos- a este tipo de transmisiones, que sin embargo son cada vez mas
utilizadas en la industria por su mejor reparto de carga entre las distintas parejas de
dientes en contacto, que proporciona una mayor capacidad de carga a igualdad de

tamafio o peso.

Para el desarrollo del modelo se han seguido las mismas directrices, ampliamente
contrastadas, que la totalidad de las normas de engranajes existentes utilizan en sus
métodos de célculo: modelos sencillos de la teoria lineal de la elasticidad para los
calculos a flexion (ecuacion de Navier), las ecuaciones de Hertz del contacto entre
cilindros para los calculos a presion superficial, o modelos de pérdidas por friccién a

lo largo del engrane debidas al deslizamiento de las superficies para la estimacion del

271
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rendimiento. Todo ello, a partir de un modelo de distribucion de carga a lo largo de la
linea de contacto no uniforme, que tiene en cuenta la diferente rigidez de la pareja de
dientes en cada punto de contacto, obtenida a por aplicacion del principio de minimo
potencial de deformacién.

En el itinerario seguido para realizacion de estas tareas se pueden distinguir cuatro

etapas:

1. Generalizacién del modelo de distribucién de carga de minimo potencial de

deformacion.
2. Formulacién de un modelo de célculo a presion superficial de engranajes HTCR.
3. Formulacién de un modelo de cdlculo a rotura en la base de engranajes HTCR.
4. Desarrollo de una propuesta de cdlculo del rendimiento.

A continuacion se presentan con detalle las actividades desarrolladas y las

conclusiones alcanzadas en cada una de ellas.

7.1. Generalizacion del modelo de distribucion de
carga de minimo potencial de deformacion

El modelo de distribucién de carga de minimo potencial de deformacion se
expresa a partir del potencial unitario inverso, y de su integral (o sumatorio, en el
caso de engranajes rectos) a lo largo de la linea de contacto. Para este potencial
unitario inverso se habia conseguido una formulacion analitica aproximada sumamente
sencilla, mediante una funcién cosenoidal, que venia expresada en funcién de dos
unicos parametros: el grado de recubrimiento transversal y el parametro del perfil
del punto inferior de contacto. Pese a su simplicidad, esta funcién cosenoidal habia
dado excelentes resultados en la aproximacién de la fuerza por unidad de longitud
en infinidad de estudios realizados. Sin embargo, perdia precision en algunos casos

de interferencia de tallado en la base del diente del pifién -no en todos-, en los que la
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funcion potencial unitario inverso no se ajustaba a una curva cosenoidal, incluso perdia

su simetria.

Enseguida se vio que el ajuste era muy bueno para dientes con altura de cabeza
igual al médulo y radios de cabeza ajustados a la distancia entre centros de operacion,
de manera que se mantuviese la holgura radial establecida (lo que se ha venido en
llamar altura efectiva de contacto igual a dos veces el médulo). Eso dejaba de ocurrir en
dentaduras con penetracion, no tanto por la eliminacién de material, que apenas tiene
influencia, como por la posible aparicion de engrane en vacio, es decir, la ausencia de
contacto entre los puntos de la cabeza del diente contrario y los que, por efecto de la
penetracion, han sido eliminados del perfil. El mismo efecto se presentaba cuando,
sin interferencia de tallado, se rebajaba la cabeza del diente contrario, eliminando

igualmente el contacto en ese intervalo de la linea de engrane.

Como era de esperar, se ha comprobado que la asimetria introducida por la
reduccidn de la altura efectiva de cabeza se representa por la misma funcién cosenoidal
truncada en el extremo, con una reduccion del dominio de definicién igual al intervalo
en que no se produce contacto. Del mismo modo, un alargamiento de la altura
de cabeza de los dientes se representa mediante un alargamiento del intervalo de
contacto, y por tanto del intervalo de definicién de la funcién potencial inverso, pero

la formulacién cosenoidal contintda siendo perfectamente vélida.

Se ha comprobado, asimismo, que la modificacion de la distancia entre centros de
operacion -sin ajuste de la altura de cabeza, es decir, con modificacién de la holgura
radial- no introduce ninguna nueva asimetria en la funcién potencial unitario inverso,
por lo que el alargamiento o acortamiento del intervalo de contacto -segin los ejes
se acerquen o se alejen- habrd de afectar por igual a ambos extremos del dominio de
definicion de la funcidn. Sin embargo, puesto que esta modificacion no afectard en
ningun caso al pardmetro del perfil del punto de cabeza del pifién (que define el limite
superior del dominio de la funcién), una vez truncada o alargada la funcién en ambos
extremos, serd necesaria una traslacion de ejes, para dejar el punto superior de contacto

en el mismo sitio en que estaba.
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Todo lo anterior se ha formulado con la misma ecuacidon cosenoidal, considerando
un grado de recubrimiento ficticio y un punto inferior de contacto ficticio, y limitando
el dominio de definicién al intervalo real de engrane (definido por el pardmetro del
punto inferior de contacto y el grado de recubrimiento efectivos).

Y, como es natural, todo esto es vdlido para cualquier valor de la modificacién de
la distancia entre centros de operacion, sin mds restriccion que la de que el engrane
sea posible, es decir, que no se viole la restricciéon de interferencia, asi como de los
alargamientos o acortamientos de las cabezas de los dientes, incluyendo el caso de
alturas de cabeza diferentes en rueda y pinén. Ello hace que el modelo mejorado
desarrollado sea vdlido para todos los dientes exteriores de perfil de evolvente,
cualesquiera que sean sus dimensiones, normalizadas o no.

Los resultados obtenidos mediante esta formulacion analitica aproximada de la
distribucién de carga se han comparado con los obtenidos por integracién numérica
de las ecuaciones de la elasticidad, y se ha demostrado que los niveles de error
son sumamente pequeios en todos los casos, proporcionado valores del coeficiente
de determinacién miltiple ajustado R? superiores a 0,995 en la mayoria de los
casos. También se ha comparado la funcién potencial unitario inverso con la que
corresponderia a la distribucion de presiones de contacto obtenidas a través de una
simulacién por elementos finitos, encontrdndose de nuevo un ajuste muy razonable

entre ambas curvas.

7.2. Formulacion de un modelo de calculo a presion

superficial de engranajes HTCR

El modelo a presion superficial se ha desarrollado siguiendo un proceso totalmente
paralelo al que la norma ISO propone en su método de calculo: se utiliza la ecuacién
de Hertz para el contacto entre cilindros y se calcula la tension con los radios de
curvatura de los perfiles en cada punto de contacto. La dnica diferencia consistié en

la fuerza por unidad de longitud considerada, que corresponde, naturalmente, con la
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distribucion de carga desarrollada, y que se aplicé al célculo a engranajes de alto grado
de recubrimiento transversal. Se calcul6 el valor de la tension en todos los puntos de la
linea de contacto, extendiendo el analisis a todas las lineas de contacto en un ciclo de
engrane completo. Mediante el empleo de técnicas de calculo numérico se determino el
valor méximo de la tension en el ciclo de engrane (la tension critica), asi como el punto
de contacto y la posicién de engrane en la que se presenta (es decir, las condiciones
criticas de carga). Finalmente, y tras el andlisis de toda esa informacidn, se formulé la

siguiente propuesta de cdlculo de la tension de contacto critica:

1. Para engranajes rectos, la tension de contacto critica se localiza siempre en uno

de estos cuatro puntos:

El limite inferior del intervalo de contacto.

El limite inferior del intervalo inferior de contacto doble.

El limite superior del intervalo inferior de contacto doble.

El limite inferior del intervalo superior de contacto doble.

Se entiende siempre que los puntos se refieren a la rueda con parametro del
punto inferior de contacto menor (designada por pifidn virtual), que aunque
habitualmente coincide con el piiidn, puede no serlo en transmisiones con baja
relacion de transmision -proxima a 1- y elevado desplazamiento en el pifién. La
manera mas simple de obtener la tension de contacto critica consiste en calcular
la tension en los cuatro puntos, y seleccionar la mayor. En el caso de engranajes
con altura efectiva de contacto estindar (dos veces el mdédulo) el tltimo de los

puntos nunca puede ser critico.

2. Para engranajes helicoidales, la tension de contacto critica se localiza siempre
en uno de los siguientes puntos:
= El limite inferior del intervalo de contacto.

= Un méximo local entre el limite inferior y el punto medio del intervalo de

contacto.
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Como en el caso anterior, estd referido siempre al pifidn virtual. Para el
pardmetro del perfil del méximo local se ha proporcionado una ecuacion
aproximada, obtenida por interpolacion lineal entre los valores del pardmetro
del punto medio requeridos para localizar el médximo en cada extremo (limite
inferior y punto medio), que arroja resultados de elevada precision en los valores
de la tension. También se ha establecido la condicion para que el méximo esté en
uno u otro punto. En todos los casos, los célculos se llevan a cabo admitiendo
la coincidencia de extremos de las funciones ¢(€) e 1,(&y); que aunque puede no
darse cuando el maximo es local y el recubrimiento en el salto es menor que 1,
el error que introduce no sélo es pequeiio, sino que estadisticamente reduce el

error cometido en la estimacidon del maximo.

Los resultados de este modelo de tension de contacto se compararon con los
obtenidos por resolucién numérica del problema de maximizacién, obteniéndose unos
valores del error muy pequefios, para engranajes rectos siempre inferiores a £2,5 % y
para engranajes helicoidales tipicamente en torno al +2 %, y muy aceptables errores

maximos, que no superaron el nivel del 6 %.

También se han comparado resultados del modelo con resultados de simulaciones
por elementos finitos y con resultados del método de calculo propuesto por ISO. Los
andlisis realizados por elementos finitos arrojaron no s6lo valores muy parecidos de
las tensiones de contacto criticas, sino también de la distribucion de tensiones a lo
largo de toda la linea de contacto, en todo el ciclo de engrane. Sin embargo el andlisis
comparativo con ISO arroja mayores discrepancias. En efecto, sucede con frecuencia
que el punto de contacto critico del modelo desarrollado no coincide con el que ISO
utiliza para los calculos, como tampoco la fuerza por unidad de longitud considerada.
Pero las mayores discrepancias son debidas al factor de relacion de contacto que
introduce ISO que, seguramente pensado para engranajes convencionales, toma valores

muy altos para grado de recubrimiento por encima de 2.
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7.3. Formulacion de un modelo de calculo a rotura en

la base para engranajes HTCR

También el modelo a rotura en la base se ha desarrollado siguiendo un proceso
paralelo al que ISO propone en su método de calculo: se utiliza la ecuacion de Navier
para la flexion y se calcula la tension en la seccion de la base del diente que utiliza ISO
para la tension critica -aquélla cuya tangente al perfil forma un dngulo de 30° con el
eje de simetria del diente-, introduciendo el mismo factor de correccién de tensiones
que introduce ISO para tomar en consideracion tanto el efecto de concentracion de
tensiones en la base como el error que se comete al aplicar el principio de Saint-
Venant en secciones no alejadas de los puntos de aplicaciéon de las cargas, como
ocurre en los dientes de engranaje. En el caso de engranajes helicoidales también se
introduce el factor de dngulo de hélice, que tiene en cuenta la oblicuidad de las lineas de
contacto. Se introdujo en esas ecuaciones la expresion analitica de la carga por unidad
de longitud obtenida y se evalud la tension en cada una de las secciones transversales
del diente, para todas las condiciones de carga del diente correspondientes a un ciclo
completo de engrane.

Se desarrolld, mediante el empleo de técnicas de calculo numérico, un método
aproximado para la determinacion del valor de la tensién critica y de las condiciones
criticas de carga, en toda la seccidn critica del diente y en todo el ciclo de engrane. A
partir de ese analisis se formul6 la siguiente propuesta de cdlculo de la tension flexion

en la base critica:

1. Para engranajes rectos, la tension de flexion se calcula en el punto medio del

intervalo superior de contacto doble.

Se ha comprobado que el méaximo absoluto siempre se localiza en algin
punto de dicho intervalo superior de contacto doble, cerca del limite inferior
del intervalo -o en el mismo limite- para grados de recubrimiento transversal

pequeios (ligeramente superiores a 2), y sobre el limite superior para grados
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de recubrimiento transversal proximos a 3. Incluso, para engranajes con altura
efectiva de contacto no estdndar, el maximo se puede desplazar al limite superior
del intervalo inferior de contacto doble. Sin embargo, en todos los casos los
valores de la tension critica son muy similares a los de las tensiones en el punto
medio del intervalo superior de contacto doble, ya que en todo ese intervalo la
tension experimenta siempre una variacion muy ligera, de manera que el error
cometido por localizar la tension critica en el punto medio del intervalo es, por

lo general, muy pequefo, y en cualquier caso, inferior al 5 %.

. Para engranajes helicoidales, la tension de flexidn critica se calcula en el punto

de contacto correspondiente a una rotacién del 72 % de la rotacién de una seccioén
transversal del diente desde el engrane en el punto inferior de contacto hasta el

engrane en la cabeza.

Ha quedado probado que el maximo se encuentra siempre entre €l 70 % y el 74 %
de dicho giro, y que el error introducido al considerar el punto medio de ese
intervalo de giro es insignificante. También se ha comprobado que, en el caso de
altura de efectiva de contacto no estandar, el error es atin menor si se considera el
72 % de giro ficticio, es decir, calculado a partir de los valores ficticios del grado
de recubrimiento y del pardmetro del punto inferior de engrane. Sin embargo,
la diferencia en los valores de la tension calculados con los valores ficticios o
los efectivos es tan pequeiia, que es preferible una formulaciéon homogénea para
ambos casos, que complicar el calculo por una mejora en la precision que no

alcanzael 0,5 %.

Al igual que en modelo a presion superficial, los célculos se llevan a cabo
admitiendo la coincidencia de extremos de las funciones Y(&) e I,(&); que
aunque no se dara cuando el recubrimiento en el salto sea menor que 1, el error
que introduce permanece dentro de los niveles admisibles requeridos para los

calculos.

Los resultados de este modelo de tension de flexiéon se compararon con los



7.4. DESARROLLO DE UN MODELO DE RENDIMIENTO DE ENGRANAJES HTCR 279

obtenidos por resolucion numérica del problema de maximizacion, obteniéndose unos
valores del error muy pequefios (tipicamente en torno al +2 %), y muy aceptables
errores maximos, que no superaron el nivel del —2,5 % al 4 %.

También se han comparado resultados del modelo con resultados de simulaciones
por elementos finitos y con resultados del método de calculo propuesto por ISO. Los
andlisis realizados por elementos finitos arrojaron valores de las tensiones ligeramente
inferiores a los del modelo propuesto, con mayor diferencia en el caso de engranajes
helicoidales que en el de rectos, aunque las tendencias eran paralelas en los dos casos.
Gran parte de esta discrepancia se corrige si se considera el alivio en la tensién en
la base que proporciona la componente de compresion de la carga sobre el diente,
que ISO no considera para asegurar un pequefio margen de seguridad adicional, y por
esa misma razoén tampoco se ha considerado en el modelo propuesto. Si se toma en
cuenta esta correccidon por compresion, las diferencias en el caso de engranajes rectos
practicamente desaparecen, y se reducen notablemente en los engranajes helicoidales,
aunque no desaparecen del todo debido fundamentalmente a que la tensién de Von
Mises que proporciona el modelo de elementos finitos y la tension de Navier que
calcula el modelo propuesto no representan exactamente la misma magnitud.

El estudio comparativo con ISO, en este caso arroja discrepancias de tal magnitud
(del orden del +40 %) que no permiten ningln anélisis minimamente consistente. La
conclusién a la que se ha llegado es que la norma requiere, en este punto, una urgente
revision; y lo corrobora el hecho de que, para el cédlculo de la tension critica, ISO
proponga unas condiciones de carga que no se dan en ningiin momento del engrane: la

totalidad de la carga actuando en el punto inferior de contacto del diente.

7.4. Desarrollo de un modelo de rendimiento de

engranajes HTCR

El modelo de rendimiento desarrollado se basé en un planteamiento simple de

célculo de las pérdidas como el producto del coeficiente de friccién, por la fuerza
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normal y por el deslizamiento relativo de las superficies, pero todos ellos definidos
en cada punto de la linea de contacto. Para el coeficiente de friccion se utilizé un
modelo desarrollado en la Ohio State University, variable con la posicién de engrane
y que toma en consideracion todas las variables, geométricas y de funcionamiento,
de la transmision, asi como las condiciones de carga y las propiedades del lubricante.
La fuerza normal por unidad de longitud se calcul6 a partir la distribucién de carga
aqui presentada, y el deslizamiento relativo en cada punto se calculé a partir de las
ecuaciones del perfil. Esas pérdidas se integraron a lo largo de toda la linea de contacto
y de un ciclo completo de engrane, y a partir de ellas y la potencia transmitida se
evalud el rendimiento mecénico.

Este modelo no ha podido compararse con resultados experimentales, sencilla-
mente porque no hay publicados datos experimentales de rendimiento de engranajes
HTCR. No obstante, y puesto que el modelo planteado es vélido también para engrana-
jes convencionales, se pudo comparar con algunos resultados experimentales encontra-
dos en la bibliografia, asi como con un método simple publicado por ISO. Aunque se
aprecia alguna discrepancia en los resultados numéricos, se puede apreciar que las
tendencias son bastante coincidentes.

Aunque la complejidad del problema no ha permitido, en este caso, la
formulacién de un modelo analitico aproximado general, se ha desarrollado un método
semianalitico, que se apoya en valores tabulados de pardmetros de correlacion, valido
para engranajes rectos, dentro de un rango razonablemente amplio de valores de los
parametros geométricos. Este método, aunque comete un error de cierta significacion
en la evaluacion de la potencia perdida, muestra unas tendencias de variaciéon con
los pardmetros de disefio bastante parecidas a las que se obtienen por integracion
numérica, lo que proporciona una herramienta de disefio util por su bajo coste

computacional.
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Futuras lineas de investigacion

En lo que se refiere al modelo de célculo resistente presentado, y con el propdsito
de adecuarlo a los requerimientos de un documento de normalizacién, se habran de
acometer en el futuro una serie de trabajos, entre los que cabria destacar los siguientes

como mas inmediatos:

1. Replanteo del calculo de factores de influencia relacionados con la distribucién
de carga. Los factores de distribucién de carga tienen en cuenta multitud de
factores que intervienen en el contacto (desde la distancia entre apoyos del eje
hasta el ancho de cara del engranaje), pero el objetivo final es ajustar al valor
maximo de la tensidon en el diente que realmente se presenta al que calcula
mediante el procedimiento que establece. Es evidente que esa relacion entre el
maximo estimado y el maximo real depende directamente de la hipdtesis de
distribucién de carga empleada en el célculo, y el empleo de una distribucién de
carga no uniforme exige un nuevo factor de correccion que contemple esta nueva

relacion.

2. Validacion experimental del modelo. En la actualidad, la informacién experi-
mental publicada de engranajes de alto grado de recubrimiento transversal es es-
casisima, lo que no ha permitido realizar una validacion experimental del mode-
lo. Pero es evidente que ningin comité de normalizacién aceptard una propuesta

de norma que no haya sido validada experimentalmente.
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En lo que se refiere al modelo de rendimiento, también cabria plantear la
posibilidad de una nueva propuesta de normalizacién, que hasta ahora no ha
desarrollado ningin comité. Sin embargo, serian necesarios una serie trabajos previos,

entre los que destacan:

1. Validacién experimental del modelo. Tampoco en este caso hay publicados datos
experimentales de rendimiento de engranajes HTCR, y apenas unos cuantos

ensayos con engranajes convencionales.

2. Formulacion analitica aproximada del modelo. En la Tesis se ha presentado
un método semianalitico, valido para engranajes rectos, util por su bajo coste
computacional, pero que presenta unos margenes de error un poco elevados.
Serd necesario mejorar la precision del método, y generalizarlo al caso de

engranajes helicoidales.

Por dltimo, y aunque no forman parte del alcance de esta tesis, existen otros tipos
de transmisiones a los que se podria aplicar el mismo procedimiento para obtener una
distribucion de carga que tenga en cuenta la rigidez de la pareja de dientes en cada

punto de contacto, y a partir de ella sus modelos de calculo resistente:

1. Engranajes de dentado interior, que cada vez se utilizan mds en la transmisién
de potencia entre ejes paralelos, y que apenas han sido tenidos en cuenta por los

comités de normalizacion.

2. Engranajes con modificaciones del perfil, incluidos aquéllos que presentan
contacto puntual localizado, pues el reparto entre parejas en contacto simultineo

nunca sera uniforme.

3. Engranajes con perfiles asimétricos, muy estudiados en la actualidad por su buen
comportamiento a presion superficial, por el menor angulo de presion en el perfil
por el que contactan, y a rotura en la base, por el dngulo de presién mayor en el

perfil opuesto, lo que produce una mayor anchura en la base del diente.
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Todas ellas son susceptibles de alcanzar grados de recubrimiento transversal

mayores que 2, lo que debera ser también objeto de estudio.
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