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A mis padres, mis Maestros de Paciencia, Entrega y Comprensión





The scientist does not study Nature because it is useful; he studies it because he de-
lights in it, and he delights in it because it is beautiful. IfNature were not beautiful, it
would not be worth knowing, and if Nature were not worth knowing, life would not be
worth living. Of course, I do not here speak of that beauty which strikes the senses, the
beauty of qualities and appearances; not that I undervalue such beauty, far from it, but it
has nothing to do with science; I mean that profounder beautywhich comes from the har-
monious order of the parts and which a pure intelligence can grasp. This it is which gives
body, a structure so to speak, to the iridescent appearanceswhich flatter our senses, and
without this support the beauty of these fugitive dreams would be only imperfect, because
it would be vague and always fleeting.

Jules Henri Poincaré, (1854-1912).
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Resumen de la tesis doctoral

El objetivo principal de esta tesis doctoral es la fundamentación de técnicas de simulación
y modelos hidrodinámicos adecuados para la simulación de fluidos complejos a escala
mesoscópica.

El estudio de los fluidos complejos ha tenido un gran auge en las últimas décadas, tan-
to por el amplio rango de sus aplicaciones tecnológicas e industriales como desde el punto
de vista fundamental. El comportamiento de los fluidos complejos, tales como coloides,
emulsiones, polímeros, mezclas fluidas, surfactantes o fluidos multifásicos, está fuerte-
mente afectado por el acoplamiento entre la microestructura de estos fluidos y el flujo
macroscópico hidrodinámico. Debido a que este acoplamiento es no lineal, el problema
es inabordable con métodos analíticos y teóricos y es necesario recurrir a simulaciones
numéricas.

Desde el punto de vista macroscópico de la dinámica de fluidostradicional, el pro-
blema general de los fluidos complejos es la falta de modelos continuos adecuados. Las
descripciones usuales están basadas en leyes de conservación y ecuaciones constitutivas
que han tenido gran éxito en el caso de fluidos simples newtonianos. Para fluidos comple-
jos, sin embargo, se desconoce en general su ecuación constitutiva. Además este enfoque
no tiene en cuenta el ruido térmico, que es responsable del movimiento browniano de
pequeños objetos en suspensión, como pueden ser partículascoloidales o cadenas poli-
méricas. Despreciar el ruido térmico es en muchos casos físicamente inadecuado, pues
implica despreciar los procesos difusivos que afectan a la microestructura del fluido.

En el otro extremo de descripción, podemos estudiar el fluidodesde el punto de vista
microscópico. En este nivel la dinámica molecular (MD) representa el método más exac-
to y fundamental, pero tiene el inconveniente de que es computacionalmente demasiado
costoso como para poder tratar la hidrodinámica de fluidos complejos. Los procesos rele-
vantes que caracterizan a estos materiales se describen en la escala de su microestructura,
generalmente llamada mesoescala. Por lo tanto, la enorme complejidad de estos materia-
les requiere el uso de técnicas de simulación y algoritmos novedosos que representen al
fluido complejo con menos detalle, a un nivel más burdo, pero con la suficiente informa-
ción acerca de la mesoestructura interna del fluido.

Precisamente en este sentido, en los últimos años ha habido un gran esfuerzo pa-
ra desarrollar técnicas mesoscópicas que permiten resolver los problemas de las escalas
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temporales y espaciales adecuadas para la fenomenología deestos fluidos complejos entre
las que destacamos la simulación directa de Monte Carlo (DSMC), los gases de red (LG),
la aproximación de redes de Boltzmann (LBE), y la Dinámica dePartículas Disipativas
(DPD). Todos estos métodos discretos, en el fondo, se dirigen a resolver la hidrodinámica
de un fluido.

De entre todas estas técnicas, la que nos interesa como puntode partida en esta tesis
es la Dinámica de Partículas Disipativas (DPD). El modelo fue propuesto en 1991 por
Hoogerbrugge y Koelman y originalmente estaba inspirado enlos gases de red. Su ob-
jetivo era el diseño de un algoritmo que eliminara los efectos indeseables de la red pero
que preservara la hidrodinámica. Se trata de un método de simulación de partículas flui-
das que permite modelar el comportamiento hidrodinámico con fluctuaciones térmicas.
La imagen física de este modelo es que las partículas disipativas representan porciones
mesoscópicas del fluido que interaccionan de manera hidrodinámica. El modelo ha re-
cibido mucha atención desde el punto de vista teórico. Los métodos de teoría cinética
han permitido obtener fórmulas explícitas para los coeficientes de transporte en función
de los parámetros del modelo, y se ha aplicado a un rango amplio de situaciones tales co-
mo en la simulación del flujo en materiales porosos, suspensiones coloidales, separación
microfásica de copolímeros, flujos multicomponentes, y un largo etc. Sin embargo, esta
técnica presenta un problema conceptual porque las fuerzasconservativas del modelo no
se pueden relacionar de manera directa con el comportamiento termodinámico particular
del fluido a estudiar. Además no está claro todavía el rango deescalas físicas temporales
y espaciales que describe el modelo.

La Hidrodinámica de Partículas Suavizadas (SPH) es otro método de simulación ba-
sado en partículas, que fue desarrollado a principio de los setenta en el contexto de la
Astrofísica. Se trata esencialmente de una discretizaciónlagrangiana de las ecuaciones
de Navier-Stokes utilizando una función peso. El procedimiento transforma las ecuacio-
nes diferenciales en derivadas parciales de la hidrodinámica del continuo en ecuaciones
diferenciales ordinarias, que pueden ser interpretadas fácilmente como ecuaciones de mo-
vimiento de un conjunto de partículas interactuantes con leyes de fuerza prescritas. El
problema de esta técnica es que no incorpora de manera natural las fluctuaciones y, por lo
tanto, no se puede aplicar al estudio de los fluidos complejosa escala mesoscópica.

Uno de los propósitos de esta tesis doctoral es proporcionara la Dinámica de Partí-
culas Disipativas un fundamento teórico sólido. Las partículas DPD representan en un
sentido vago porciones mesoscópicas del fluido, aunque en laformulación inicial del mo-
delo no se hizo ninguna conexión con el fluido microscópico que representa. Pretendemos
clarificar algunos de los problemas conceptuales de la técnica, en concreto, asignar una
definición precisa del término mesoescala, comprender el origen de las fuerzas conservati-
vas del modelo, y realizar un estudio sistemático de la región de parámetros más adecuada
para las simulaciones de problemas hidrodinámicos de los fluidos complejos.

Otro de los objetivos de este trabajo es la generalización dela SPH para que incluya las
fluctuaciones térmicas y así poder aplicarla al ámbito mesoscópico. Además discutiremos
la relevancia del concepto de volumen, energía interna y entropía asociado a cada partícula
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fluida en ambos modelos.
En esta tesis, además, proponemos un nuevo modelo mesoscópico de partículas flui-

das basado en la construcción geométrica de la teselación deVoronoi donde cada celda
de Voronoi representa una porción mesoscópica del fluido. Lainteracción entre partículas
fluidas se infiere de la discretización de las ecuaciones de Navier-Stokes con el método de
volúmenes finitos. Este modelo representará una discretización lagrangiana de la hidrodi-
námica fluctuante y, por tanto, es muy adecuado para aplicaciones a los fluidos complejos.
Cuando las partículas fluidas tienen volúmenes grandes, se puede despreciar los términos
estocásticos y se recupera la hidrodinámica determinista convencional. Una característica
importante de este modelo es su consistencia termodinámica. Además, conserva los inva-
riantes dinámicos y reproduce la distribución de Einstein de equilibrio. Todo ésto se ha
verificado a través de simulaciones.

En todos los modelos aplicaremos el formalismo GENERIC (ecuación general para
el acoplamiento reversible e irreversible de no equilibrio) que asegura la consistencia ter-
modinámica, garantizando la primera y segunda ley de la termodinámica, y proporciona
una guía precisa para incluir correctamente las fluctuaciones térmicas.
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Capítulo 1

Introducción

En este capítulo introductorio presentamos algunas características de los fluidos comple-
jos, sus diferencias respecto a los fluidos simples, y mencionaremos en qué sentido su
estudio supone nuevos retos científicos y conceptuales. Analizaremos las limitaciones de
los métodos computacionales utilizados en el estudio de losfluidos complejos bajo los
dos puntos de vista tradicionales (el microscópico y macroscópico), y revisaremos las
llamadas técnicas “mesoscópicas” de simulación como alternativas efectivas a esos dos
enfoques tradicionales. Por último, explicamos la motivación y los objetivos de la tesis y
el desarrollo de la memoria que presentamos.

1.1 Los fluidos complejos

Los fluidos complejos son aquellos fluidos cuya descripción hidrodinámica no está da-
da simplemente por las ecuaciones constitutivas de Newton yFourier. Existen multitud
de ejemplos de fluidos complejos que van desde suspensiones coloidales (como la le-
che o la sangre) a soluciones poliméricas (pinturas y recubrimientos), polímeros fundidos
(plásticos), cristales líquidos (pantallas de dispositivos electrónicos), sistemas anfifílicos
(detergentes), microemulsiones (medicamentos, productos cosméticos), fluidos multifá-
sicos (bebidas carbónicas), etc. Como vemos, pueden formarparte de muchos procesos
biológicos y tienen numerosas aplicaciones farmacéuticas, médicas, industriales y tecno-
lógicas. Por ello es interesante avanzar en el conocimientode estos materiales.

Para comprender en detalle el comportamiento de los fluidos complejos no basta con
conocer sus constituyentes químicos, hay que tener en cuenta escalas intermedias de orga-
nización que afectan a sus propiedades reológicas macroscópicas. Pensemos por ejemplo
en la mayonesa: Se trata de una emulsión de vinagre, aceite y huevo. Cada uno de sus
constituyentes es relativamente fluido, pero el material por sí mismo se comporta casi
como un sólido. Este comportamiento no es debido a un cambio químico en el proceso
de mezcla, sino a que los ingredientes forman estructuras muy pequeñas llamadas mi-

1



2 Capítulo 1. Introducción

celas, del tamaño de micras. Ésta es una característica general que define a todos estos
fluidos: presentan ciertas microestructuras en su seno. Estas microestructuras tienen una
escala de longitud mesoscópica que juega un papel clave en las propiedades generales del
sistema y, en particular, en sus propiedades reológicas. Dehecho,el responsable final
de los comportamientos, a veces exóticos, de estos fluidos esel acoplamiento entre la
microestructura y las variables hidrodinámicas del fluido.

Por escala mesoscópica designamos un rango comprendido entre lo molecular y lo
macroscópico, (del Griegomesosmedio) aunque esta definición es ciertamente vaga: el
tamaño de dichas estructuras puede variar mucho de un sistema a otro. Como ejemplos
representativos de estas escalas de longitud, en la figura siguiente se muestran algunos
fluidos complejos:

- La suspensión magnetoreológica1 de la imagen consiste en una suspensión coloidal
de esferas de poliestireno de1 micra de diámetro con un núcleo interior de magnetita
suspendidas en agua. En la imagen se observan largas cadenasalineadas en la dirección
del campo magnético aplicado, que muestran que, aparte de lamicroestructura propia
dada por las partículas, éstas pueden formar mesoestructuras más complicadas.

- El cristal coloidal2 de la figura corresponde a un suspensión de esferas de polies-
tireno en un líquido simple. Las esferas tienen un diámetro de 0:625 micras y forman
estructuras cristalinas organizadas.

- Una emulsión es una mezcla de dos o más líquidos inmiscibles. En la imagen
tenemos una formada por agua y aceite. El tamaño promedio de las estructuras oscuras
es de3 micras.

- La espuma3 de la imagen está formada por burbujas de gas separadas por una pelí-
cula de jabón y muestra un patrón muy similar a una red donde los dominios de gas tienen
formas muy variadas, desde poliedros a cuasiesferas. El tamaño medio de las burbujas es
del orden del milímetro.

- La sangre humana4 es una suspensión coloidal. Los glóbulos rojos tienen un diá-
metro medio de7 micras, están inmersos en el plasma, que es un líquido claro,rosado,
compuesto por un 90% de agua. Además el plasma transporta a otras células como las
plaquetas y los glóbulos blancos.

Las escalas de longitud de las microestructuras varían mucho de un fluido complejo
a otro. Incluso para un mismo fluido podemos tener varias escalas mesoscópicas como
hemos visto en los ejemplos de la suspensión magnetoreológica y del cristal coloidal en
los que las partículas coloidales forman agregados más complejos. Además, asociada a
cada escala de longitud existe una escala temporal característica. De tal manera que en el
ejemplo del crecimiento de un cristal coloidal tenemos por una parte, un tiempo difusivo
asociado a las partículas coloidales y, por otra, una escalatemporal mucho mayor de

1Imagen cedida por Sonia Melle, Laboratorio de Sistemas Complejos del Departamento de Física Funda-
mental, UNED.

2Imagen del grupo de David Grier’s de la Universidad de Chicago. http://griergroup.uchicago.edu/ grier/
3Foto Cosmos. Imagen extraída de Stefan Hildebrandt, Mundo Científico188Marzo, pp.(56-59), 1998.
4Imagen perteneciente a la base de datos del Health Sciences Center de la Universidad de Utah. Ver

http://medstat.med.utah.edu/WebPath/HEMEHTML/
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(a) Fluido Magnetoreológico (b) Cristal coloidal

(c) Emulsión (d) Espuma

(e) Sangre
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reordenación de los microcristales para formar cristales mayores. El tratamiento de esta
coexistencia de escalas tanto temporales como espaciales es uno de los grandes retos que
plantea el estudio de los fluidos complejos.

En general, el acoplamiento no lineal de la mesoestructura ylas variables hidrodiná-
micas del fluido hace que un tratamiento analítico sea, en la mayor parte de los casos,
imposible. Por eso, para obtener una comprensión de la dinámica de estos sistemas es
necesario recurrir simulaciones numéricas. Sin embargo, la presencia de escalas espacio-
temporales tan distintas requiere la introducción de nuevas técnicas de simulación y nue-
vos modelos.

Finalmente, otro aspecto relevante de la dinámica de estos sistemas es la presencia
de fluctuaciones térmicas. Estas fluctuaciones son importantes para mesoestructuras cuyo
tamaño es típicamente inferior a una micra y son las responsables últimas de los proce-
sos difusivos que aparecen en estos sistemas. Cualquier técnica de simulación dirigida a
resolver estas escalas mesoscópicas debe describir estas fluctuaciones térmicas correcta-
mente.

1.2 La simulación de fluidos complejos

La simulación por ordenador del comportamiento de fluidos y sólidos se ha realizado
tradicionalmente desde dos puntos de vista complementarios pero contrapuestos. Por una
parte, en el nivel microscópico, se resuelven numéricamente las ecuaciones de Newton
que gobiernan la dinámica de todas las moléculas del fluido o sólido. Por otra, en el nivel
macroscópico las simulaciones se basan en la solución numérica de las ecuaciones de la
hidrodinámica o la elasticidad. Vamos a revisar estos dos enfoques en el contexto de la
simulación de fluidos complejos.

1.2.1 Nivel microscópico

A un nivel microscópico el fluido está descrito por las posiciones y velocidades de las
moléculas o átomos que lo constituyen. La interacción de estas partículas se modela a
través de potenciales efectivos (como por ejemplo el potencial de Lennard-Jones). Existen
dos técnicas básicas para la simulación del sistema desde elpunto de vista microscópico:
el método de Monte Carlo y la Dinámica Molecular.

El método de Monte Carlo(MC, (Metropoliset al., 1953)) consiste en la producción
de un camino aleatorio a través del espacio de fases, lo que permite muestrear la colec-
tividad de equilibrio del sistema. El método es muy eficientepero sólo permite estudiar
propiedades de equilibrio o estáticas.

La Dinámica Molecular, (Molecular Dynamics, MD) (Alder y Wainwright, 1957)
consiste en la resolución numérica de las ecuaciones de Newton y permite estudiar no sólo
las propiedades de equilibrio sino también las propiedadesdinámicas y de transporte.

En principio, uno podría pensar en utilizar la Dinámica Molecular para simular un
fluido complejo. A pesar de que la potencia de los superordenadores actuales es impre-
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sionante (se pueden simular decenas de millones de átomos simultáneamente (Zhouet al.,
1997)), en la mayoría de los casos de fluidos complejos las escalas temporales de interés
son inalcanzables. Hay que decir que, para evitar inestabilidades en la simulación, el paso
de tiempo de Dinámica Molecular debe ser típicamente unas 50veces menor que el me-
nor de los tiempos característicos moleculares (tiempos devibración o de colisión entre
partículas), lo que da lugar a pasos de tiempo del orden del femptosegundo. Pero dado
que los tiempos hidrodinámicos de interés en un fluido complejo pueden ser del orden de
los milisegundos o mayores, el número de pasos de integración necesario para llegar a
esta escala (� 1012) está fuera del rango aceptable para una simulación en una estación
de trabajo típica.

1.2.2 Nivel macroscópico

Desde un punto de vista macroscópico, la simulación de fluidos se hace discretizando las
ecuaciones de conservación de la masa, momento y energía quegobiernan los campos hi-
drodinámicos. Es lo que se conoce con el nombre de Dinámica deFluidos Computacional
(Computational Fluid Dynamics, CFD). Estas ecuaciones de balance no son suficientes
para caracterizar la dinámica y es necesario suministrar las ecuaciones constitutivas.

El caso más conocido en CFD es la solución numérica de las ecuaciones de Navier-
Stokes. La resolución numérica de las ecuaciones hidrodinámicas para fluidos simples
(newtonianos) tiene una larga historia y se han utilizado una gran variedad de técnicas
para la discretización espacial de dichas ecuaciones. Entre ellas se encuentran el método
de diferencias finitas, elementos finitos, volúmenes finitos, y los métodos espectrales, por
citar algunos (una introducción muy recomendable a dichos métodos se da en Fletcher
(1997)). Casi todos estos métodos están basados en una descripción euleriana del fluido,
donde las propiedades del fluido se evalúan en puntos fijos en el espacio. Sin embargo,
también existen técnicas lagrangianas que representan el fluido a través de partículas que
se mueven con el flujo. Destacamos entre ellas, por la importancia que tiene en esta tesis,
la técnica conocida comoHidrodinámica de Partículas Suavizadas. En la sección 1.4
se ofrece una introducción detallada a esta técnica.

Para el caso de los fluidos complejos, este enfoque macroscópico está ciertamente
limitado por el desconocimiento que se tiene de las ecuaciones constitutivas del fluido
particular en cuestión. Aunque existen distintos modelos (de complejidad variable) para
dichas ecuaciones constitutivas, su validez sólo puede asegurarse comparando los resul-
tados de simulación con experimentos, cuando esto es posible. Además, la gran mayoría
de las técnicas utilizadas en fluidodinámica computacionaldesprecian la presencia del
ruido térmico y sabemos que las fluctuaciones térmicas pueden jugar un papel crucial en
la dinámica difusiva que ocurre a escalas mesoscópicas.

1.2.3 Nivel “mesoscópico”

En los últimos años ha aparecido una gran variedad de técnicas de simulación de fluidos
que no están basadas directamente en la discretización de las ecuaciones de la hidrodi-
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námica ni se corresponden con el nivel microscópico de la Dinámica Molecular. Estas
técnicas se han venido englobando bajo el nombre de técnicasmesoscópicas de simula-
ción. En términos generales estas técnicas discretas involucran colisiones de “partículas”
que conservan la masa, el momento y, en algunos casos, la energía y, consecuentemente,
dan lugar a un comportamiento hidrodinámico macroscópico.Aunque estos métodos no
aseguran que se esté modelando correctamente la física en laescala del tiempo de coli-
sión, son capaces de capturar las propiedades hidrodinámicas con más eficiencia que la
Dinámica Molecular. Estos métodos a los que nos referimos son: Lattice Gas Automa-
ta, Direct Simulation Monte Carlo, Lattice Boltzmann Equation y Dissipative Particle
Dynamics. Explicaremos a continuación las ideas básicas de cada una de ellas, así co-
mo algunas de sus aplicaciones en problemas de simulación hidrodinámica de fluidos
complejos. Por la relevancia en esta tesis del métodoDissipative Particle Dynamics, le
dedicamos una sección aparte 1.3 .

El Autómata de Gas Reticular

El método llamado Autómata de Gas Reticular o de Red (Lattice gas automata, LGA) fue
inicialmente propuesto como una estrategia alternativa a la dinámica de fluidos computa-
cional (Frischet al., 1986; Wolfram, 1986; Frischet al., 1987). Los gases reticulares per-
tenecen a una clase de autómatas celulares que se utilizan para simular sistemas fluidos.
Un autómata celular consiste en una red regular cuyos nodos,los puntos de intersección
de la red, pueden tener un conjunto finito de estados. El autómata evoluciona en pasos de
tiempo discretos. El estado de cada nodo en cada instante está determinado por su propio
estado y el estado del conjunto de los nodos vecinos en el pasode tiempo anterior.

Esencialmente el Autómata de Gas Reticular es una caricatura de la Dinámica Mo-
lecular porque se trata de “partículas” definidas exclusivamente con posiciones y veloci-
dades, que se mueven libremente, en pasos discretos de tiempo, por una red regular. Esta
técnica representa una enorme ventaja computacional, al tratarse de un sistema discreto,
con partículas que interaccionan con potenciales tipo “esfera dura”. Se pueden llevar a
cabo simulaciones con muchas más partículas que con el modelo más realista de la MD
en el que se tiene que tener en cuenta, de manera continua, lasposiciones, velocidades y
potenciales de interacción. Las leyes de conservación se incorporan con reglas de actua-
lización de las variables en cada paso de tiempo discreto.

El primer método LGA capaz de reproducir las ecuaciones dinámicas de Navier-
Stokes se diseñó en un espacio bidimensional en el que se define una red hexagonal y
donde cada centro de la malla o nodo está conectado a sus puntos más próximos a lo largo
de 6 direcciones. Todas las partículas tienen masa unidad y su velocidad parte del nodo
y está dirigida hacia alguna celda adyacente. La evolución dinámica de las partículas se
realiza en dos etapas para cada paso de tiempo:

- Una etapa de propagación en la que cada partícula viaja por la red, desde un nodo
hacia otro dependiendo de su velocidad y dirección.

- Una segunda etapa de colisión en la que todas las partículasde un mismo nodo
interactúan manteniendo las variables conservadas: el momento, la masa, y la energía en
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los modelos con energía incluida (Ernst y Das, 1992; Grosfilset al., 1993).
El punto fuerte de los LGA es que se puede obtener el comportamiento hidrodinámico

(por ejemplo, un vórtice) con un número de pasos de tiempo varios órdenes de magnitud
menor que los necesarios con Dinámica Molecular para describir el mismo fenómeno.
Este ahorro de tiempo hace que, comparativamente con la MD, se puedan realizar simu-
laciones de fenómenos de mayor escala temporal. Sin embargo, presenta algunos incon-
venientes que limitan su aplicabilidad, tales como la faltade invariancia galileana, la gran
complejidad y la necesidad de grandes matrices de colisión sobre todo en los modelos tri-
dimensionales, y la pobre relación señal/ruido de los resultados (generalmente se realizan
promedios sobre varias celdas).

Aunque inicialmente los modelos de gases reticulares se usaron para el caso de fluidos
simples, en la simulación de diversos flujos (tales como el flujo de Poiseuille en una
tubería (d’Humiéres y Lallemand, 1986) o la inestabilidad de Kelvin-Helmholtz (Clavin
et al., 1988)), la primera aplicación de LGA a fluidos inmiscibles se publicó tan sólo un
año después de los artículos sobre la hidrodinámica de LGA (Rothman y Keller, 1988).
Desde entonces, el método se ha aplicado a coexistencia de fases (Appert y Zaleski, 1990),
flujos en medio porosos (Chenet al., 1991), microemulsiones (Boghosianet al., 1996) y
magnetohidrodinámica (Chen y Matthaeus, 1987), entre otras.

La Simulación Directa de Monte Carlo

El método conocido como Simulación Directa de Monte Carlo (Direct Simulation Monte
Carlo, DSMC) es un método estocástico basado en partículas, que fue desarrollado en los
años 60 (Bird, 1976, 1994). Originalmente fue formulado para describir la dinámica de un
gas poco denso. Se puede entender este modelo bien como una versión simplificada de la
Dinámica Molecular, siendo varios órdenes de magnitud más rápido que ella o bien como
un método de Monte Carlo para resolver la ecuación no lineal de Boltzmann dependiente
del tiempo.

El mecanismo consiste en colocar inicialmente las partículas en posiciones aleatoriasri, en un determinado dominio, con velocidadesvi elegidas de la distribución maxwe-
lliana de velocidades. La evolución temporal de dichas partículas se integra en cada paso
de tiempo de duración�t (generalmente una fracción del recorrido libre medio) en dos
fases:

- Fase de advección: Las partículas se mueven como si no interaccionaran, actualizán-
dose las posiciones de acuerdo conri + vi�t. Además, se implementan adecuadamente
los distintos tipos de contornos (por ejemplo, paredes especulares, periódicas, o térmicas)
sobre las partículas que lleguen a las paredes.

- Fase de colisión: El espacio total se discretiza en celdas de colisión y se selecciona
aleatoriamente en cada paso de tiempo un conjunto representativo de partículas para la
colisión. En vez de calcular exactamente las colisiones, elmétodo las genera de manera
que la distribución de velocidades emergentes de las colisiones sea compatible con la
teoría cinética de un gas diluido. Se suele usar un esquema deaceptación o rechazo para
seleccionar los pares de partículas cercanas que colisionarán. Imponiendo la conservación
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del momento lineal y la energía, se calculan las velocidadesde las partículas involucradas
después del choque. Como el método es inherentemente estocástico, la mayor parte de las
propiedades físicas de interés se calculan como promedios sobre las celdas de colisión.
Se trata, por tanto, de valores instantáneos de los campos hidrodinámicos que fluctúan en
el tiempo.

La DSMC fue desarrollada inicialmente por ingenieros aeroespaciales para simular
flujos de gases enrarecidos. En la década de los ochenta se utilizó en una gran variedad
de aplicaciones físicas y químicas que requerían una formulación cinética (por ejemplo,
fluctuaciones de no equilibrio, flujos a escalas del orden delnanómetro, deposición quí-
mica de vapores (Behrendt y Warnatz, 1997)). Se ha utilizadotambién para el estudio de
problemas de plasmas, (fluidos diluidos cargados). Recientemente, Malevanets y Kapral
(1999) han propuesto una variante del método DSMC que constituye una forma eficien-
te para estudiar la dinámica de los sistemas multicomponentes tales como suspensiones
coloidales.

El Gas Reticular de Boltzmann

Otro de los métodos de simulación hidrodinámica es el de redes basadas en la ecuación de
Boltzmann (Lattice-Boltzmann Equation, LBE). Estos modelos están muy relacionados
con los LGA y, en realidad, se desarrollaron para evitar los inconvenientes de los métodos
LGA (la falta de invariancia galileana, de isotropía y la pobre relación señal-ruido). A
finales de los años 80, Higuera y Jiménez (1989) derivaron la ecuación de Boltzmann para
la función de distribución de una partícula del LGA y entonces se extrajo la conclusión
de que podría ser como un método de simulación viable.

Tal y como el nombre sugiere, el LBE puede entenderse como unaforma simplifica-
da (en diferencias finitas) de la ecuación continua de Boltzmann que nos da la evolución
temporal de la función de distribución de una partícula (He yLuo, 1997). Precisamente
esta función es un parámetro estadístico del cual se puede extraer las propiedades macros-
cópicas del fluido, tales como la conservación de los momentos hidrodinámicos (masa,
momento y energía). El modelo calcula la evolución de la función de distribución de una
partículafi(ri;vi; t), (donderi y vi son la posición y velocidad de esa partícula) en una
red regular. Para disponer de una ecuación cerrada, son necesarias ciertas aproximaciones
5 para los operadores de colisión involucrados en la ecuaciónde Boltzmann (Qianet al.,
1992). El estado del sistema se actualiza de la misma forma que para el LGA, excepto
que ahora, en vez de considerar partículas individuales queviajan por la red, es la función
de distribución la que evoluciona.

La mayoría de los investigadores, cuyo interés inicial en los autómatas de gases re-
ticulares estaba motivado por las aplicaciones a la dinámica computacional de fluidos
viscosos, prefieren ahora los métodos LBE. La razón de este cambio estriba en que los
resultados obtenidos con LBE tienen una relación señal ruido mucho mayor que la de los

5Generalmente se realiza un desarrollo en serie hasta primerorden del operador de colisión entorno a la
función de distribución de equilibrio. En la aproximación Bhatnagar-Gross-Krook (BGK) se fuerza a las distri-
buciones de las partículas hacia su equilibrio local en un único paso de relajación.
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LGA, como corresponde al hecho de ser una técnica más macroscópica (en el sentido de
que la información en LBE es el número de partículas con cierta velocidad en cada nodo
en lugar de qué partículas están llegando con dicha velocidad al nodo). Las cantidades
conservadas se calculan directamente sin realizar promedios, ya que la evolución está es-
crita en términos de la distribución de probabilidad. Esta característica es la que acelera
enormemente el tiempo de cálculo, en varios órdenes de magnitud comparado con los mé-
todos LGA. Otra de las ventajas es que soluciona el problema de la invariancia galileana
de los LGA y simplifica considerablemente los algoritmos numéricos en tres dimensio-
nes. Sin embargo, la técnica esta sujeta al inconveniente dela red, lo que implica que
el tratamiento de las condiciones de contorno puede llegar aser realmente complicado.
Además introduce inestabilidades numéricas debido a errores de redondeo y al desarrollo
en serie de la distribución de equilibrio.

La técnica se ha aplicado en computación cuántica y en procesos reactivos. Se ha utili-
zado también para el estudio de propiedades reológicas de fluidos magnéticos (Hirabayas-
hi et al., 2001), simulación de dinámica de coloides cargados (Horbach y Frenkel, 2001),
para hidrodinámica de cristales líquidos (Dennistonet al., 2001), para fluidos anfifílicos
interactuantes (Nekoveeet al., 2000), propiedades críticas y separación de fases en mez-
clas fluidas (Martys y Douglas, 2001), suspensiones coloidales (Ladd, 1993, 1994a,b),
fluidos viscoelásticos (Giraudet al., 1998; Aharonov y Rothman, 1993) sedimentación de
partículas esféricas y no esféricas en canales (Qi, 1999), etc.

1.3 La Dinámica de Partículas Disipativas

Los primeros artículos sobre el método conocido como Dinámica de Partículas Disipa-
tivas, Dissipative Particle Dynamics(DPD), aparecen a principios de los años noventa
(Hoogerbrugge y Koelman, 1992). El método fue desarrolladode manera intuitiva para
el estudio de fluidos complejos y fenómenos hidrodinámicos relacionados. En realidad
el algoritmo original presenta claras influencias de los métodos de LGA. Sus creadores
estaban interesados en preservar la ganancia que supone poder mantener un paso de tiem-
po comparable al tiempo del recorrido libre medio, pero además querían incorporar una
distribución de velocidades continua e isótropa. Así se podrían evitar los inconvenientes
del LGA y LBE, los llamados “artefactos de red” (como la faltade invariancia galileana
debido al hecho de que la red por sí misma constituye un sistema de referencia preferen-
cial).

Por eso, en los artículos originales (Hoogerbrugge y Koelman, 1992; Koelman y Hoo-
gerbrugge, 1993) se describe la dinámica del modelo bajo el mismo espíritu de los gases
reticulares, de tal manera que el estado del sistema se actualizaba en pasos de tiempo
discretos�t, y se diferenciaban dos fases: una colisión instantánea y una propagación de
duración�t. En la fase de colisión cada partícula interacciona con todas las vecinas que
se encuentran dentro de la esfera de acción de un cierto radiofinito r
. Las fuerzas son
de tres tipos: conservativas, disipativas y aleatorias. Enla fase de propagación las posi-
ciones cambian por una propagación libre. En realidad, la dinámica descrita por esas dos
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fases satisface todos los requisitos para ser un modelo dinámico de fluido: la masa y el
momento total se conservan, y las ecuaciones son isótropas einvariantes galileanas, de tal
manera que el sistema, a escala macroscópica, obedece las ecuaciones de Navier-Stokes.
El término estocástico y el disipativo conjuntamente tienen el efecto de un termostato: si
el sistema se calienta demasiado, la disipación provocará un enfriamiento del sistema y
viceversa.

El desarrollo y fundamentación del método (Español y Warren, 1995; Español, 1995)
ha conducido a un algoritmo estocástico, que es en esencia bastante similar a la Dinámica
Molecular, en el sentido de partículas que interaccionan con ciertas fuerzas (en este caso
conservativas, disipativas y estocásticas) pero que avanzan con pasos de tiempos mucho
mayores que la MD. Como ocurre con el LGA, se ha utilizado paraacelerarlas simula-
ciones de fluidos complejos en comparación con la MD (Boeket al., 1997).

Las “partículas DPD” son consideradas como grupos de moléculas o átomos del flui-
do o, dicho de otro modo, como cúmulos mesoscópicos. De alguna manera poco preci-
sa el modelo DPD corresponde a un nivel de descripción mesoscópico del fluido. Los
efectos de los grados de libertadrápidosque se ignoran en esta descripción de nivel su-
perior del fluido, también llamada de grano gruesocoarse-grained), están caracterizados
por una cierta disipación y un ruido, de manera que sean consistentes con el teorema de
fluctuación-disipación. Por lo tanto, se acopla la dinámicade las “partículas” a un ba-
ño de calor. La diferencia con respecto a otros baños térmicos como el de la Dinámica
Browniana6 es que en este caso el momento se conserva.

Desde que se formuló, el modelo DPD ha recibido una gran atención. Desde un
punto de vista teórico, el estudio de la ecuación de Fokker-Planck correspondiente al
modelo discreto original tiene como solución de equilibrioestacionaria la distribución
de Gibbs si se se satisface una relación del tipo fluctuación-disipación que relaciona la
temperatura del sistema con la amplitud del ruido. Además, para garantizar la distribución
de Gibbs de equilibrio, son necesarias ciertas modificaciones en el algoritmo original
(Español y Warren, 1995; Español, 1995). El comportamientohidrodinámico ha sido
analizado (Español y Warren, 1995; Español, 1995, 1998a) y los métodos de la teoría
cinética han aportado fórmulas explícitas de los coeficientes de transporte en términos
de los parámetros del modelo (Marshet al., 1997a,b; Ripollet al., 2001). También se
ha presentado una generalización de la DPD que conserva la energía (Bonet y Mackie,
1997; Español, 1997a; Ripollet al., 1998), ya que el modelo original sólo era aplicable
a situaciones isotermas y no permitía estudiar procesos contransporte de calor. Se ha
denominado a este modelo comoDPD+e en contraposición aDPD-e que corresponde
modelo original isotermo (Ripoll, 2002).

Desde el punto de vista de las aplicaciones, el método se ha mostrado muy versátil
y ha demostrado ser muy útil en la simulación de flujos a travésde materiales porosos
(Koelman y Hoogerbrugge, 1993), suspensiones coloidales (Koelman y Hoogerbrugge,
1993; Boeket al., 1997), su reología (Koelman y Hoogerbrugge, 1993; Boeket al., 1997)

6En la Dinámica Browniana (Brownian Dynamics, BD) el momento no es una cantidad conservada local-
mente, lo que significa que el comportamiento es difusivo y nohidrodinámico.
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y el ordenamiento en dichas suspensiones (Dzwinel y Yuen, 2000), suspensiones poli-
méricas (Schlijperet al., 1995), separación microfásica de copolímeros (Groot y Warren,
1997; Groot y Madden, 1998; Grootet al., 1999), flujos multicomponentes (Coveney y
Novik, 1996; Juryet al., 1999; Novik y Coveney, 2000) y en la evolución de películas
fluidas (Dzwinel y Yuen, 1999).

1.3.1 Detalles del modelo DPD isotermo

Se presenta en esta sección un resumen de la formulación inicial del modelo DPD, o DPD-
e, que contiene disipación y conserva el momento total pero que no tiene incorporada la
conservación de la energía.

El modelo consiste en un conjunto deN partículas que se mueven en un dominio
continuo de volumen totalV0. El estado del sistema está dado por la posiciónRi(t) y la
velocidadvi(t) de cada partícula (que son variables continuas).

Con una notación diferente a la de los trabajos originales y en versión continua, la
evolución temporal de las variables que describen el estadode las partículas DPD se
puede escribir como dRidt = vi(t);mdvidt = Fi(t) (1.1)

donde hemos tomado la masa de todas las partículas, igual am.
La fuerza que actúa sobre las partículas presenta tres contribuciones:Fi(t) = Xj 6=i �FCij + FDij +FRij� : (1.2)

El primer sumando corresponde a la fuerza conservativa y deriva de un potencial ejercido
por la partículaj sobre la partículai, usualmente es una repulsión suave que actúa a lo
largo de la línea que une a los centros de las partículas y tiene alcance finitor
. Una
elección habitual en la literatura esFCij = � aij(1�Rij)eij Rij < r
0 Rij � r
 (1.3)

dondeaij es la repulsión máxima entre partículas,eij = Rij=Rij es el vector unitario
en la línea que une las partículasi; j, conRij = Ri �Rj y la distancia entre partículas
definida comoRij = jRi �Rj j.

El segundo y tercer sumando en (1.3) corresponden respectivamente a la fuerza di-
sipativa y aleatoria (o estocástica). La interacción entrepartículas se postula partiendo
de principios de simplicidad y simetría que garantizan el comportamiento hidrodinámico
correcto. Se presupone que las fuerzas son aditivas a pares.La invarianza galileana res-
tringe la posible dependencia de las fuerzas disipativas y aleatorias a combinaciones del
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tipoRij y vij . Porvij entendemos la velocidad relativavij = vi � vj . En particular se
elige FDij = �
!D(Rij)(eij �vij)eij ;FRij = �!R(Rij)eij�ij (1.4)

donde
 es el coeficiente de fricción,� es la amplitud del ruido,!D(Rij) y !R(Rij) son
funciones peso, en principio distintas, de alcance finitor
 (en principio igual para ambas
funciones) y�ij = �ji es un ruido blanco gaussiano que tiene las siguientes propiedadesh�ij(t)i = 0;h�ij(t)�i0j0 (t0)i = (Æii0Æjj0 + Æij0Æji0 )Æ(t� t0): (1.5)

La simetría�ij = �ji asegura la conservación del momento total. Obsérvese que hay un
número aleatorio independiente para cada par de partículas. Todas estas fuerzas satisfacen
la tercera ley de Newton y, por tanto, el sistema conserva el momento localmente, lo
cual implica que el sistema presenta comportamiento hidrodinámico a vectores de onda
grandes y a frecuencias pequeñas (Español, 1995).

Sustituyendo en (1.1) la forma de las fuerzas dada en las Ecs.(1.4) obtenemos un
conjunto de ecuaciones de Langevin, que en forma matemáticamente bien definida son
ecuaciones diferenciales estocásticas (Stochastic Differential Equations, SDE)dRi = vidt;mdvi = 24Xj 6=i FCij(Rij)� 
mXj 6=i !D(Rij)(eij �vij)eij35 dt+ �Xj 6=i !R(Rij)eijdWij (1.6)

dondedWij = dWji son los incrementos independientes del proceso de Wiener. Enten-
demos este sistema de ecuaciones diferenciales estocásticas en interpretación de Itô y, por
tanto, los incrementos del proceso de Wiener satisfacen la regla de cálculo mnemotécnicadWijdWi0j0 = (Æii0Æjj0 + Æij0Æji0 )dt; (1.7)

o sea,dWij es un infinitesimal de orden temporal1=2 (Gardiner, 1983).
Español y Warren (Español y Warren, 1995) derivaron estas ecuaciones diferenciales

estocásticas que corresponden al algoritmo original de la DPD, así como la ecuación de
Fokker-Planck (Fokker-Planck Equation, FPE) equivalente. Mostraron que se garantiza
la distribución de Gibbs como solución de equilibrio de la FPE, cuando se modifica el
algoritmo para que se satisfaga�!R(Rij)�2 = !D(Rij); (1.8)
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y cuando la amplitud del ruido� queda fijada por la condición de balance detallado�2 = (2kBT
m); (1.9)

siendoT la temperatura del estado de equilibrio hacia el cual el sistema relaja (si las con-
diciones de contorno se lo permiten) ykB la constante de Boltzmann. La condición de
balance detallado es la que iguala las tasas de las transiciones de probabilidad en equili-
brio de un evento1 ! 2 y su contrario2 ! 1 en un sistema dinámico. Se trata de una
condición suficiente (pero no necesaria) para garantizar que el sistema tiene un estado
de equilibrio (de Gibbs) (Gardiner, 1983; Risken, 1984). Deesta forma vemos que se
puede relacionar la temperatura del sistema con la amplituddel ruido a través de un teo-
rema de fluctuación-disipación. En la formulación originalde la DPD las funciones peso
satisfacen!D(R) = !R(R), lo que da lugar a problemas en la distribución de equilibrio.

1.3.2 Problemas en la DPD

Las partículas DPD se pueden interpretar de forma un poco vaga como porciones me-
soscópicas del fluido, o cúmulos de moléculas que se mueven demanera coherente e
hidrodinámica. La interacción entre dichas partículas se postula partiendo de principios
de simplicidad y simetría que garantizan el comportamientohidrodinámico correcto. Sin
embargo, la DPD presenta los siguientes problemas conceptuales:

- En el modelo original se desconoce con precisión el rango deescalas espacio tempo-
rales que describen estaspartículas fluidas, incluso aunque la presencia del ruido térmico
nos asegure que estamos dentro del área indefinida o ambigua de la mesoescala.

- El comportamiento termodinámico del modelo queda definidopor la interacción
conservativa entre partículas. Se considera que las fuerzas conservativas son fuerzas blan-
das, en claro contraste con las fuerzas singulares del tipo Lennard-Jones que se usan ha-
bitualmente en la Dinámica Molecular. Esta contribución conservativa de la fuerza fija
el comportamiento termodinámico global del sistema y la ecuación de estado. Por ejem-
plo, la presión que se obtiene como resultado de la simulación presenta una dependencia
cuadrática con la densidad. Por tanto, a priori, no se puedensimular con esta técnica
fluidos con otras ecuaciones de estado. Por el momento, no hayningún procedimiento
bien definido para relacionar la forma y amplitud de las fuerzas conservativas con el com-
portamiento termodinámico específico del sistema fisicoquímico que queremos modelar
(aunque se han llevado a cabo algunos intentos en esa dirección (Groot y Warren, 1997;
Groot y Madden, 1998; Grootet al., 1999)).

- Sabemos que el comportamiento resultante del fluido newtoniano simulado con DPD
a grandes escalas de espacio y tiempo es hidrodinámico, perola viscosidad del fluido y
otros coeficientes de transporte no se pueden relacionar de manera directa con los pará-
metros del modelo. Incluso en el caso de la DPD en ausencia de fuerzas conservativas, en
donde se han podido relacionarlos con métodos de teoría cinética (Marshet al., 1997a,b;
Ripoll et al., 2001), los resultados de la simulación para los coeficientes de transporte
presentan desviaciones de esas predicciones teóricas
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- Tampoco se conoce el rango de parámetros del modelo DPD más adecuado para las
distintas aplicaciones a problemas hidrodinámicos concretos.

1.4 La Hidrodinámica de Partículas Suavizadas

La Hidrodinámica de Partículas Suavizadas (Smoothed Particle Hydrodynamics, SPH)
surgió en el contexto de simulaciones en Astrofísica a principios de los 70 (Lucy, 1977;
Monaghan, 1992). Pese a sus 30 años de existencia, no ha sido enteramente aceptada
por la comunidad de física computacional a pesar de que los astrofísicos se refieren a ella
como una técnica “avanzada y sofisticada”7. Se trata básicamente de una discretización
lagrangiana de las ecuaciones de Navier-Stokes con ayuda deuna función peso. El pro-
cedimiento transforma las ecuaciones en derivadas parciales en ecuaciones diferenciales
ordinarias que se pueden interpretar como ecuaciones de movimiento para un conjunto de
partículas que interaccionan con leyes de fuerza prescritas. Es decir, la técnica permite
resolver ecuaciones diferenciales parciales con códigos de Dinámica Molecular. (En rea-
lidad el método es aplicable a otras ecuaciones en derivadasparciales, no necesariamente
hidrodinámicas).

Se ha aplicado a una cantidad enorme de problemas en Astrofísica: estrellas binarias,
colisiones de estrellas, colisión y fragmentación de nubes, movimiento cerca de agujeros
negros, supernovas, magnetohidrodinámica, formación planetaria, problemas cosmológi-
cos y formación de galaxias8. Recientemente se ha aplicado al estudio de flujos térmicos
en geometrías simples (Kumet al., 1995) y a flujos viscosos (Takedaet al., 1994; Posch
et al., 1995).

1.4.1 Detalles del modelo SPH

La SPH es una técnica de simulación lagrangiana libre de malla en la que el fluido está
representado por pseudo-partículas que interaccionan entre ellas, moviéndose con el flujo
y transportando en su movimiento toda la información computacional relacionada con
el fluido. Las propiedades del fluido se interpolan entre las partículas. El método está
basado en dos conceptos matemáticos que presentamos rápidamente en esta subsección:
el interpolante integral y la aproximación de la suma de Monte-Carlo.

El interpolante integral (un filtrado de convolución estándar) de cualquier funciónf(r) se define como la siguiente integral extendida a todo el espaciohf(r)i = Z
 f(r0)W (r� r0; h)dr0: (1.10)

La funciónkernelo núcleo,W (r; h), debe ser una función bastante picada entorno a cero,
para que se aproxime a una función delta de Dirac a medida queh! 0, donde la longitud

7Curso sobre SPH de John Hultman, Uppsala Astronomical Observatory, University of Uppsala
http://www.astro.uu.se/ pohlman/SPH//SPH-course.html.

8Para las referencias específicas de estas aplicaciones acudir a (Monaghan, 1992) y (Meglicki, 1994).
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de suavizadoh representa la anchura efectiva delkernely es equivalente a la anchura de
la celda del mallado en los métodos de diferencias finitas. Algunos de loskernelsmás
usados en la literatura son el exponencial, super-gaussiano, spline, la función de Lucy, la
función de Monaghan y diversos polinomios. Uno de los primeroskernelsque se utilizó
fue el gaussiano (Gingold y Monaghan, 1977)W (r; h) = 1p�h exp�� r2h2� : (1.11)

Generalmente elkerneles esféricamente simétrico, con derivada segunda continuay so-
porte compacto, de tal manera que sólo contribuye a la integración el volumen dentro de
una esfera de diámetro2h. Además elkerneldebe cumplir la condición de normalizaciónZ W (r; h)dr = 1 (1.12)

y limh!0hf(r)i = f(r): (1.13)

Si se utiliza la aproximación de la suma de Monte Carlo, que sesabe que converge a
medida que el número de puntosN (o partículas en la nomenclatura SPH) tiende a infinito,
y si los puntos de integraciónRj están distribuidos uniformemente, tenemoshf(r)i = NXj=1 mj�j f(Rj)W (r�Rj ; h) (1.14)

donde el factormj=�j es el elemento de volumen asociado a la partículaj, es decir, la
razón entre su masa y la densidad másica. Si aplicamos la Ec.(1.14) al campo de densidad
másica tenemos h�(r)i = NXj=1mjW (r�Rj ; h): (1.15)

Por lo tanto la densidad másica asociada a la partícula situada enRi es�i � h�(Ri)i = NXj=1mjW (Ri �Rj ; h): (1.16)

Analicemos el sentido de esta expresión: Cada partícula de masamj estásuavizadaen el
espacio de acuerdo con la función núcleo, considerada como su distribución de densidad
numérica espacial. La densidad en un punto del espacio se calcula sumando para dicho
punto las contribuciones de todas las partículas del sistema (dentro del rango delkernel).
Precisamente, el nombre de la técnica SPH proviene de esta interpretación.
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Además, en SPH los gradientes se calculan por diferenciación de la Ec.(1.14)hrf(r)i = NXj=1 mj�j f(Rj)rW (r�Rj ; h): (1.17)

Hemos considerado por simplicidad quehrfi =rhfi y hemos despreciado los términos
de superficie. Las ecuaciones (1.17) y (1.14) reunen toda la información esencial de la
SPH. Los gradientes se calculan, por tanto, sin ayuda de ninguna malla computacional
auxiliar.

En realidad, este método es aplicable a cualquier ecuación en derivadas parciales,
pero ha sido muy utilizado para resolver problemas hidrodinámicos. El método de in-
terpolación, aplicando la Ec.(1.14) a los campos hidrodinámicos y a sus ecuaciones de
evolución, convierte las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales en un conjunto de
ecuaciones diferenciales ordinarias en términos de partículas fluidas.

El punto clave de la SPH viene de sus propiedades lagrangianas. Las partículas SPH
automáticamente siguen al flujo y pueden mantener la resolución a masa constante fácil-
mente. Esto se obtiene usando longitudes de suavizamiento variablesh(r), y manteniendo
constante el número de vecinos de cada partícula en el radioh, (típicamente se requiere
del orden de 30-70 vecinos en el rango de acción definido por elsoporte delkernel), lo
cual permite abarcar un amplio rango dinámico de densidad.

1.4.2 Problemas en la SPH

Una dificultad característica del método SPH es la implementación de condiciones de
contorno sólidas. Hernquist (1993) señaló ésta y otras dificultades que emergen en la SPH
cuando se utilizan distancias de suavizamiento variables yde adaptabilidad temporal que
conduce a errores y violaciones de las leyes de conservacióndel fluido. En sus propias
palabras dice:

“Aunque la SPH es una herramienta muy útil para muchos problemas de interés astro-
físico, claramente es necesaria una formulación rigurosa,que cumpla las propiedades de
conservación.”

En principio, se sabe que para cualquier esquema de diferencias finitas se tiene una fa-
milia infinita de representaciones discretas que convergena las ecuaciones que deseamos
simular. Mientras que converjan hasta cierto orden somos libres para elegir la discretiza-
ción que más convenga nuestros propósitos (Benz, 1990; Monaghan, 1992). Por lo tanto
la aplicación del método descrito anteriormente sobre las ecuaciones del continuo no es
única a la hora de asignar valores de magnitudes hidrodinámicas a las partículas SPH.

Los fenómenos de las ondas de choque (shock phenomena) tampoco están bien re-
sueltos en SPH. Es necesario introducir la llamadaviscosidad artificialpara resolverlos
correctamente y para difuminar las discontinuidades a escalas resolubles. Aunque elker-
nel SPH ya de por sí suaviza las discontinuidades, las partículas se moverán irregular-
mente a lo largo de un frente de choque, y aparecerán oscilaciones después del choque.
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La viscosidad artificial amortigua los movimientos irregulares de tal manera que las par-
tículas se mueven con velocidades más cercanas a la velocidad promedio de su región. La
incorporación de estas viscosidades artificiales en el modelo preserva la invariancia gali-
leana, conserva el momento lineal, el angular y la energía total, y hace que no disminuya
la entropía. Sin embargo, introduce una viscosidad de cizalla extra en el flujo.

Además existe otro problema relacionado con su aplicabilidad a los fluidos complejos:
el hecho de que la SPH no tiene incorporada las fluctuaciones térmicas.

1.5 Objetivos y desarrollo de esta tesis

Es importante mencionar que el desarrollo de las técnicas mesoscópicas es un área re-
lativamente reciente y que no existen todavía estudios comparativos detallados de estos
métodos (salvo en contadas ocasiones, como en el caso Cates,Kendon, Bladon y Desplat
(1999), donde se comparan resultados de DPD y LBE). Además, es necesario un estudio
profundo de estas técnicas, ya que algunas de ellas, y en particular en la DPD, presentan
muchos problemas conceptuales serios. Precisamente, estees el punto de partida de esta
tesis: entender físicamente el modelo mesoscópico de la Dinámica de Partículas Disipa-
tivas.

En el camino hacia la comprensión del algoritmo, hemos clarificado la conexión con la
SPH para el caso más sencillo de un fluido simple. En ese sentido, este trabajo constituye
un estudio completo de estas dos técnicas mesoscópicas de simulación y el desarrollo de
un nuevo modelo de partículas fluidas que, siendo físicamente aceptable, resuelve algunos
de los problemas conceptuales y técnicos presentes tanto enla DPD como en la SPH, y
que describe el comportamiento de un fluido newtoniano con fluctuaciones térmicas.

Relativamente pocos investigadores usan la información termodinámica en sus mo-
delos, lo que puede tener graves implicaciones en la validezpara describir el comporta-
miento físicamente realista del material. Las consecuencias se reflejan en ciertas inesta-
bilidades de la solución numérica de las ecuaciones correspondientes o en la predicción
de resultados no físicos. Es, pues, necesario formular desde un principio los modelos
de manera consistente con las leyes termodinámicas, pero ¿Hay algún método sencillo
de construir modelos hidrodinámicos mesoscópicos termodinámicamente consistentes?
(Beris y Edwards, 1994). Precisamente, responder a esta pregunta es otro de los objetivos
de esta tesis.

En términos generales, la tesis se puede dividir en tres partes:

1. La Parte I, DPD: descripción mesoscópica de un fluido, engloba a los dos pri-
meros capítulos y corresponde al trabajo desarrollado cronológicamente en primer
lugar. Tratamos de entender separadamente el papel de las fuerzas conservativas y
disipativas del modelo DPD y también esclarecer de manera muy sencilla lo que
representan las “partículas DPD”.

En el CAPÍTULO 2 nos centramos en la parte disipativa y estocástica del modelo
DPD. Se discuten los diversos regímenes dinámicos de la DPD en ausencia de fuer-
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zas conservativas, en función de los parámetros del modelo.Este trabajo permite
delimitar cuál es la región hidrodinámica, que es precisamente la interesante en las
simulaciones de fluidos complejos y para cuyo estudio se ha diseñado la DPD.

Es importante comprender más profundamente el concepto demesopartícula flui-
da y esclarecer el rango de escalas espacio temporales que estas partículas fluidas
están describiendo. Como primera aproximación sencilla a dicho concepto, en el
CAPÍTULO 3 hemos simulado un fluido simple con Dinámica Molecular. Hemos
agrupado las partículas en cúmulos o gotas que tratamos comonuevas partículas
más gruesas en un proceso de descripción menos detallado. Otorgamos a loscúmu-
los de átomosuna cierta dinámica razonable. De los resultados de la simulación,
hemos inferido el tipo de potencial de fuerza medio entre cúmulos que nos permite
relacionarlo con las fuerzas conservativas de la DPD.

A la luz del desarrollo posterior, esta primera parte cabe entenderla como una apro-
ximación al problema de la fundamentación de las técnicas mesoscópicas.

2. LaParte II, GENERIC: DPD, SPH y Voronoi , está formada por los capítulos 4, 5.
Es en realidad la parte central de la tesis y la más relevante,ya que damos solución a
la formulación termodinámicamente consistente de un modelo de partículas fluidas
mesoscópicas.

En el CAPÍTULO 4 se introduce el formalismo GENERIC, que garantiza la compa-
tibilidad de cualquier ecuación dinámica con las leyes de laTermodinámica, y se
analiza la DPD y la SPH bajo este marco teórico. Se trata de técnicas que se han
desarrollado separadamente desde ámbitos alejados, pero que en realidad reflejan
un mismo tipo de enfoque al problema de un fluido simple. En esesentido, exten-
demos la SPH hacia la hidrodinámica fluctuante y el resultadorevela que la DPD no
es más que un modelo lagrangiano de mesopartículas fluidas que caricaturiza a las
ecuaciones de Navier Stokes de una manera particular. Se resuelven de esta manera
algunos problemas tanto conceptuales como prácticos de cada una de estas técnicas
(entendemos el orígen físico de las fuerzas conservativas en el modelo de la DPD,
la relación de los parámetros del modelo DPD con los coeficientes de transporte
del fluido y sabemos cómo incorporar correctamente las fluctuaciones térmicas en
la SPH). Aunque, a la luz de GENERIC, todavía se observan algunos puntos oscu-
ros en dichos modelos, por ejemplo, el papel relevante de la variable de volumen
asociada a la mesopartícula, así como el hecho de que en SPH seasocie a las partí-
culas un cuasi-volumen que no corresponde con una particióndel contenedor en el
que se encuentra el fluido.

Por tanto, es necesario formular correctamente un modelo departículas fluidas
mesoscópicas que sea consistente con la Termodinámica y además solucione los
problemas que se presentan en la DPD y SPH. Dicho trabajo se desarrolla en el
CAPÍTULO 5 bajo la idea de volúmenes finitos de Voronoi. Este modelo, desarro-
llado por nuestro grupo de investigación, lo denominaremosMODELO 1 frente al
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llamado MODELO 2 que ha sido formulado por de Fabritiis, Coveney y Flekkøy
(2002a).

3. LaParte III, Resultados deterministas y estocásticos del modelo de mesopartí-
culas fluidas de Voronoi, se centra en los resultados de simulación que validan el
MODELO 1. En el CAPÍTULO 6 se muestran los resultados deterministas. Las simu-
laciones estocásticas se presentan en el CAPÍTULO 7 y se realizan comparaciones
teóricas con las predicciones de GENERIC para las distribuciones de equilibrio.

La tesis se complementa con unas conclusiones generales, donde también se comentan
las perspectivas de trabajo futuro en el campo, y algunos apéndices complementarios al
trabajo global, donde se comparan el MODELO 1 y MODELO 2.

Figura 1.1: Esquema del desarrollo de la tesis.
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Capítulo 2

Regímenes dinámicos en la
Dinámica de Partículas
Disipativas

En este capítulo estudiamos el modelo DPD en ausencia de fuerzas conservativas. Discu-
timos teóricamente el comportamiento de la función de autocorrelación de la velocidad
de las partículas DPD. Identificamos dos regímenes dependiendo de los parámetros adi-
mensionales del modelo. Para valores bajos de la fricción adimensional, se observa un
comportamiento de campo medio para el cual son válidos los resultados de la teoría ci-
nética. Para valores mas altos de la fricción, los efectos hidrodinámicos colectivos son
dominantes. Hemos realizado simulaciones numéricas que validan la teoría presentada.

2.1 Introducción

En el capítulo 1 ya mencionamos que aunque el modelo de la Dinámica de Partículas
Disipativas se ha aplicado a muchos problemas físicos, no existe, por el momento, un
estudio sistemático de la región de parámetros más convenientes para la simulación de
problemas hidrodinámicos. Además, el cálculo de los coeficientes del transporte en si-
mulaciones recientes (Pagonabarragaet al., 1998) han mostrado ciertas desviaciones de
los valores predichos por la teoría cinética del modelo DPD desarrollada por Marshet al.
(1997a,b). En estos trabajos, las únicas dos aproximaciones que se hacen son el desarro-
llo en pequeños gradientes alrededor del equilibrio local yla hipótesis de caos molecular.
Sin embargo, es difícil investigar el origen de las discrepancias entre la teoría y las si-
mulaciones dentro del contexto de la teoría cinética. La teoría se limita a producir unas
expresiones explícitas para los coeficientes de transportesin mencionar su rango de la
validez. Se ha sugerido que es precisamente en la región de parámetros donde la teo-
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ría cinética falla donde sería más coherente realizar las simulaciones que reproducen el
comportamiento hidrodinámico (Pagonabarragaet al., 1998).

El trabajo desarrollado en este capítulo intenta aclarar este problema, presentando una
teoría que nos permite calcular la función del autocorrelación de la velocidad (velocity
autocorrelation function, vaf) de las partículas disipativas. La teoría trata a ciertas por-
ciones del sistema, las mesopartículas DPD, como partículas brownianas moviéndose en
un ambiente creado por el resto de las partículas. (En sentido estricto no son partículas
brownianas porque el momento total del sistema se conserva). Esta idea fue introducida
por Groot y Warren (1997) como una forma de calcular el coeficiente de difusión. Prime-
ramente identificamos los parámetros básicos adimensionales del modelo DPD que nos
van a permitir clasificar y discutir varios regímenes dinámicos. Si se considera que el
ambiente o entorno de la mesopartícula DPD se comporta de manera hidrodinámica, es
posible obtener una expresión analítica explícita para la función de autocorrelación de la
velocidad. Seguimos aquí la línea iniciada por los trabajospioneros sobre la teoría de
acoplamiento de modos (Ernstet al., 1970; Pomeau y Résibois, 1975) que permitieron
deducir las famosaslong time tails(colas a tiempos grandes) en la autocorrelación de
la velocidad. Finalmente, presentamos los resultados de las simulaciones numéricas que
validan nuestra hipótesis teórica.

Es importante resaltar que en este capítulo supondremos quela fuerza conservativa
DPD no está presente. La razón es que así podemos comparar nuestros resultados con las
predicciones de la teoría cinética del modelo DPD desarrollada hasta el momento (Marsh
et al., 1997b), obtenidas excluyendo explícitamente la fuerza conservativa. Además, que-
remos aislar los efectos de las fuerzas conservativas de aquellos debidos puramente a las
fuerzas disipativas del modelo DPD. El objetivo de este capítulo se limita a la parte disi-
pativa y estocástica del modelo DPD, dejando para el siguiente capítulo la discusión de la
parte conservativa.

Utilizaremos la descripción detallada del modelo DPD dada en la sección 1.3. Por
simplicidad en la notación, a partir de ahora denominamos lafunción peso!D(r) por!(r). Las ecuaciones diferenciales estocásticas (ver Ec.1.6) que en ausencia de fuerzas
conservativas gobiernan la posiciónRi y velocidadvi de lai-ésima partícula de masam
son dRi = vidt;mdvi = �
mXj !(Rij)(eij �vij)eijdt+ �Xj !1=2(Rij)eijdWij : (2.1)

La función peso adimensional!(r) (Hoogerbrugge y Koelman, 1992) esta normalizada
de acuerdo a Z dr!(r) = 1n; (2.2)

donden es la densidad numérica del sistema. En este capítulo hemos seleccionado la
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siguiente función peso de rango de alcance finitor
,!(r) = 3�r2
n �1� rr
� ; (2.3)

parar < r
 y cero sir > r
.
Vamos a discutir los parámetros fundamentales en el modelo de DPD. Eligiendo ade-

cuadamente las unidades de masa, tiempo y espacio siempre esposible reducir el número
de los parámetros relevantes del modelo. Es obvio que los regímenes dinámicos son
independientes de las unidades usadas, y dependerán exclusivamente de parámetrosadi-
mensionales. Hay seis parámetros: la masa de las partículasm, el coeficiente de fricción
, el alcance de las funciones pesor
, la energía térmicakBT , la distancia media entre las
partículas� (relacionada con la densidad numérican de partículas a través de� = n�1=d
donded es la dimensión del espacio que en este capítulo tomaremos igual a2), y L es la
longitud de la caja (o cualquier otra escala de longitud del contorno donde está el fluido a
representar). De estos seis parámetros podemos formar tresparámetros sin dimensiones.
Definiendo la velocidad térmicavT = (kBT=m)1=2 seleccionamos los siguientes:
 � 
r
dvT = �Td�
 ;s � r
� ;� � Lr
 : (2.4)

Estos parámetros tienen un significado físico preciso:�T es el tiempo que necesita
una partícula que se mueve a la velocidad térmica para recorrer una distanciar
, mientras
que�
 = 
�1 es un tiempo asociado a la fricción. Por lo tanto, lafricción adimensional
 es la razón de estas dos escalas de tiempo. Por otra parte,s es elsolapamientoentre las
partículas, que se relaciona con el número de partículas dentro del rango de interacción
(de laesfera de acción) de una dada. Finalmente,� es la longitud adimensional de la caja
de simulación. Estos parámetros adimensionales
; s y � nos permitirán caracterizar los
regímenes dinámicos del modelo.

2.2 La función de autocorrelación de la velocidad

La ecuación de la velocidad (2.1) se puede reescribir de la forma_vi = �
 24Xj 6=i !(Rij)eijeij35�vi + 
dVi(t) + ~Fim ; (2.5)
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donde la fuerza aleatoria es~Fidt = �Pj !1=2(Rij)eijdWij . Hemos introducido en
(2.5) la definición de la velocidadambientea través deVi(t) = dXj 6=i !(Rij)(eij �vj)eij : (2.6)

Esta velocidad es una media ponderada de las velocidades de todas las partículas vecinas
de la partículai (las que se encuentran dentro de su radio de acción). En lo quesigue, el
prefactor que acompaña avi en el lado derecho de (2.5) se reescribe comoXj 6=i !(Rij)eijeij = Z dr!(Ri � r)Ri � rjri � rj Ri � rjRi � rjn(r; t); (2.7)

donde hemos introducido el campo microscópico de densidad numérican(r; t) =Pj 6=i Æ(Rj � r). Si suponemos que la densidad es aproximadamente constantey que
toma el valorn (lo cual se ha confirmado numéricamente con los resultados desimula-
ción que obtendremos después) podemos hacer la siguiente aproximaciónZ dr!(Ri � r) Ri � rjRi � rj Ri � rjRi � rjn(r; t) � n Z dr!(r) rjrj rjrj = 1d : (2.8)

La última igualdad se obtiene sabiendo que la integral es un tensor de segundo orden
isótropo, que debe ser proporcional a la identidad (la constante de proporcionalidad se
calcula al tomar la traza de la integral y utilizar la normalización (2.2)).

El hecho de aproximar la densidad a una constante implica despreciar sus fluctua-
ciones y sus correlaciones. Se espera que para solapamientos grandes, cuando tengamos
muchas partículas en la esfera de acción, la relevancia de las fluctuaciones de densidad
sea muy pequeña. Es muy interesante calcular las fluctuaciones de la velocidad ambiente
directamente de la definición deVi en la Ec.(2.6)1d hVi(t)�Vi(t)i = d*0�Xj 6=i !ijeijeij �vj1A0�Xk 6=i !ikeikeik �vk1A+' dkBTNmV0 Z dr!2(r) = dkBTm 32�s2 ; (2.9)

para un numero grandeN de partículas DPD en el sistema. Observamos que la magnitud
de estas correlaciones decrece con el coeficiente de solapamientos. Esta característica
tiene sentido físico porque la velocidad ambiente es una media promediada de las veloci-
dades de las partículas que están dentro del rango de la esfera de acción. Estas velocidades
están distribuidas al azar y, por tanto, si hay muchas partículas en dicho rango, la media
será proporcionalmente más pequeña.

Después de hacer uso de las Ecs.(2.7) y (2.8) podemos reescribir la ecuación (2.5)
como dvi = �
d [vi �Vi℄ dt+ ~Fim dt: (2.10)
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Observamos que las partículas DPD se comportan de forma análoga a las partículas brow-
nianas, pero en un campo de velocidad sistemático determinado por el resto de sus par-
tículas vecinas. Sabemos que las propiedades estocásticasde la fuerza aleatoria no son
exactamente las de una partícula browniana, porque el momento total del sistema se con-
serva, pero para el desarrollo siguiente esto es irrelevante.

La solución formal de la Ec.(2.10) esvi(t) = exp ��
td �vi(0) + Z t0 dt0 exp��
(t� t0)d �"
dVi(t0) + ~Fi(t0)m # : (2.11)

Multiplicando esta ecuación porvi(t) y promediando, podemos encontrar que la magni-
tud hvi(t) �vi(t)i tiende hacia el valor de equipartición en una escala temporal de ordend=
. Por otra parte, si multiplicamos la Ec.(2.11) porvi(0) y Vi(0), respectivamente, y
promediamos, se obtiene un conjunto de ecuaciones para la función de autocorrelación de
la velocidad en equilibrio1d hvi(t)�vi(0)i = exp��
td � kBTm + 
d Z t0 dt0 exp ��
(t� t0)d � 1d hVi(t0)�vi(0)i;1d hvi(t)�Vi(0)i = 
d Z t0 dt0 exp ��
(t� t0)d � 1d hVi(t0)�Vi(0)i; (2.12)

donde hemos tenido en cuenta que la fuerza aleatoria no está correlacionada con la ve-
locidad ni en el presente ni en el pasado, y la propiedadhVi(0) �vi(0)i = 0, (que se
puede comprobar de la definición (2.6)). Sustituyendo la segunda ecuación de (2.12) en
la primera llegamos a una expresión que relaciona las funciones de autocorrelación de la
velocidad de la partícula y de la velocidad ambiente entre sí, es decir,1d hvi(t)�vi(0)i = exp��
td � kBTm+ �
d�2 Z t0 dt0(t� t0) exp ��
(t� t0)d � 1d hVi(t0)�Vi(0)i: (2.13)

El segundo término del lado derecho de esta ecuación representa losefectos colectivos.
Cuando este término es despreciable, decimos que una aproximación decampo medioes
válida, en la cual la función de autocorrelación de la velocidad decae exponencialmente.
La razón para el término “campo medio” proviene de que si en laEc.(2.10) se usa el va-
lor promediohVii = 0 en vez del valor instantáneoVi(t), se produce un decaimiento
exponencial en la función de autocorrelación de la velocidad. En el apéndice de la refe-
rencia Groot y Warren (1997), se calcula la función de autocorrelación de la velocidad
y el coeficiente de difusión de las partículas DPD usando estaaproximación de campo
medio.

La solución (2.13) es todavía formal porque no sabemos explícitamente la forma de
la correlación de la velocidad ambiente (la cual se dará en lapróxima sección). Sin
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embargo, es posible extraer alguna información útil de estaexpresión al escribirla en
forma adimensional. Elegimost como el tiempo adimensionaltvT =r
, o sea, el tiempo
expresado en unidades en las quer
 = 1 y vT = 1, y v = v=vT como una velocidad
adimensional. En estas unidades, las ecuaciones (2.12) son1d hvi(t)�vi(0)i = expf�
tg+
 Z t0 dt0 expf�
(t� t0)g1d hVi(t0)�vi(0)i;1d hvi(t)�Vi(0)i = 
 Z t0 dt0 expf�
(t� t0)g1d hVi(t0)�Vi(0)i; (2.14)

y la Ec.(2.13) queda1d hvi(t)�vi(0)i = expf�
tg+
2 Z t0 dt0(t� t0) expf�
(t� t0)g1d hVi(t0)�Vi(0)i
(2.15)

Ahora podemos hacer algunas predicciones cualitativas referentes a los regímenes diná-
micos sobre las expresiones (2.14) y (2.15). Para una fricción adimensional
 fijada, el
límite de gran solapamientos produce una pequeña contribución de la parte colectiva y
la función de autocorrelación de la velocidad decae de formaexponencial. La razón es
que la magnitud global de la correlación de la velocidad ambiente está determinada por
el valor en el origen, Ec.(2.9). Por otra parte, para un solapamiento fijados, cuando

es pequeño (en el límite de pequeña fricción o temperaturas altas) el comportamiento de
la autocorrelación de la velocidad es de nuevo exponencial.En el régimen opuesto de

grande, la contribución exponencial decae en un tiempo muy corto y la principal contri-
bución a tiempos mayores que
�1 está dada por el término colectivo. En realidad, en el
límite
!1 la función de memoria exponencial actúa como una función delta de Dirac
y para tiempos mayores que
�1 tenemos quehvi(t)�vi(0)i � hVi(t)�vi(0)i � hVi(t)�Vi(0)i: (2.16)

El significado físico de las expresiones en (2.16) es claro: Cuando la fricción es alta, la
velocidad de una partícula concreta queda esclavizada o tiende a la velocidad promedio
de su ambiente en un tiempo muy corto.

2.3 La hipótesis hidrodinámica

En esta sección presentamos una hipótesis hidrodinámica similar a la de la aproximación
de acoplamiento de modos introducida, por ejemplo, en Ernstet al.(1970) (para una revi-
sión de la teoría de acoplamiento de modos ver Pomeau y Résibois (1975)). La velocidad
ambienteVi definida en la Ec.(2.6) se puede escribir como un promedio sobre la esfera
de acción del campo microscópico de velocidad, esto es,Vi(t) = d Z dr!(Ri � r) Ri � rjRi � rj Ri � rjRi � rjn(r; t)v(r; t); (2.17)
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donde n(r; t)v(r; t) =Xj 6=i vjÆ(Rj � r): (2.18)

El campo de velocidadv(r; t) satisface las ecuaciones de la hidrodinámica cuando su
escala de longitud característica es mucho mayor que la distancia entre partículas. Es-
peramos que el promedio implicado en el cálculo deVi esté dominado por los modos
hidrodinámicos siempre que el rango de interacciónr
 sea mucho mayor que la distan-
cia entre partículas� (esto es, a gran solapamientos). En realidad, bajo la hipótesis de
que los campos hidrodinámicos varían lentamente en la escala r
, podemos sustituir la
velocidad ambiente por el campo de velocidad hidrodinámicoevaluado en la posición de
las partículas, esto es,Vi(t) = v(Ri(t); t), usando convenientemente la ecuación (2.7).
Esto nos conduce al comportamiento correcto a tiempos grandes pero a valores inexactos
a tiempos cortos.

En lo que resta de sección vamos a continuar despreciando lasfluctuaciones de den-
sidad,n(r; t) � n, pero mantendremos la velocidad hidrodinámica dentro de laintegral,
ponderada con!(jr�Rij). De la ecuación (2.17), la velocidad ambiente se expresa ade-
cuadamente en términos de las componentes de Fourier del campo de velocidadv(k; t),
o sea Vi(t) = dn Z dk(2�)2!(k)�v(k; t)ns(k; t); (2.19)

donde hemos introducido la densidad de partículas etiquetadas o señaladasns(k; t) =expfik�Ri(t)g y el tensor de segundo orden!(k) = Z dr!(r)r̂r̂ expf�ik�rg: (2.20)

De consideraciones geométricas, sabemos que dicho tensor!(k) tiene la forma!(k) = a(kr
)1+ b(kr
)k̂k̂ (2.21)

siendok̂ = k=jkj. Para calcular las funcionesa(kr
) y b(kr
) contraemos doblemente!(k) con el producto diádicôkk̂ y tomamos su traza. Esto nos lleva ak̂T!(k)k̂ = a(kr
) + b(kr
) = 2� Z 10 dr!(r)�J1(kr)k � rJ2(kr)� ;tr(!(k)) = 2a(kr
) + b(kr
) = 2� Z 10 r!(r)Jo(kr): (2.22)

Las integrales pueden ser escritas en función de las funciones de BesselJi y de las fun-
ciones hipergeométricas generalizadaspFqfa;b; zg (Wolfram, 1991) definidas comopFqfa;b; zg = 1Xk=0 (a1)k:::(ap)k(b1)k:::(bq)k zkk! (2.23)
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entendiendo con la notación(m)k = m(m + 1):::(m + k � 1). En concreto, para la
función peso!(r) utilizada en nuestras simulaciones y definida en la ecuación(2.3), las
ecuaciones (2.22) sona(kr
) + b(kr
) = � 1n1F2��32� ;�2; 52� ;� (kr
)24 �� 6n(kr
)2 + 6n(kr
)2 J0(kr
) + 6nkr
 J1(kr
)+ 6(kr
)2n 1F2��52� ;�3; 72� ;� (kr
)24 � ;2a(kr
) + b(kr
) = 6J1(kr
)kr
n � 2n 1F2��32� ;�1; 52� ;� (kr
)24 � : (2.24)

La resolución de éste sistema de dos ecuaciones nos da los valores dea(kr
) y b(kr
).
Con los cálculos previos, la función de correlación de la velocidad ambiente se puede

expresar comohVi(0)�Vi(t)i = (dn)2 Z dk(2�)2 dk0(2�)2!(k)!(k0)hns(k; 0)ns(k0; t)v(k; 0)v(k0 ; t)i:
(2.25)

Consideramos que la posición de la partículai esta muy débilmente correlacionada con
el campo de velocidadv(k; t), de tal manera que podemos aproximarhns(k; 0)ns(k0; t)v(k; 0)v(k0 ; t)i � hns(k; 0)ns(k0; t)i hv(k; 0)v(k0 ; t)i: (2.26)

La siguiente aproximación supone que estas correlaciones están dadas por la hidrodiná-
mica lineal (Boon y Yip, 1980) para la correlación del campo de velocidad, es decir,hv(k0; 0)vT (k; t)i = kBTnm (2�)2Æ(k+ k0)� [expf��k2tg(1� k̂k̂) + expf��k2tg 
osk
t k̂k̂℄: (2.27)

En esta expresión,� es la viscosidad de cizalla cinemática,� es el coeficiente de absor-
ción sónica, y
 es la velocidad del sonido para el fluido DPD, en nuestro caso gas ideal.
Vemos que la función de correlación (2.27) es no nula exclusivamente para el vector de
onda que satisfacek = �k0. Por tanto, en el primer promedio en el lado derecho de
(2.26) reconocemos a la función de dispersión intermedia incoherente (incoherent inter-
mediate scattering function) Fs(k; t) = hns(k; 0)ns(�k; t)i. Si aceptamos como válido
un comportamiento hidrodinámico para esta función (Boon y Yip, 1980), tenemos queFs(k; t) = expf�Dk2tg; (2.28)

siendoD el coeficiente de autodifusión de las partículas DPD.
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La expresión hidrodinámica final para la función de correlación de la velocidad am-
biente la encontramos al sustituir (2.26), (2.27) y (2.28),en (2.25)1d hVi(0)�Vi(t)i = 3dkBT4�r2
nm ��� (� +D)tr2
 � + 	�(� +D)tr2
 ; 
tr
�� ; (2.29)

con las definiciones pertinentes de las funciones� (x) = R dka2(k) expf�xk2gR dka2(k) ;	(y; z) = R dk(a(k) + b(k))2 expf�yk2g 
os kzR dk(a(k) + b(k))2 ; (2.30)

que cumplen�(0) = 1;	(0; 0) = 1, y las definiciones paraa(k); b(k) dadas por la
solución del sistema de ecuaciones (2.24).

De esta forma, la función de correlación de la velocidad ambiente queda expresada
explícitamente en términos de las propiedades hidrodinámicas del fluido, o sea, de los coe-
ficientes de transporte del fluido DPD. Sin embargo, la predicción no queda completada
hasta que se den los valores particulares de estos coeficientes de transporte. Una posibi-
lidad es medir dichos coeficientes directamente en una simulación. Otra posibilidad, que
es la que seguimos en este desarrollo, es utilizar los valores para�;D;�; 
 dados por la
teoría cinética de la referencia Marshet al. (1997b). Aunque para algunos regímenes di-
námicos, las predicciones de la teoría cinética no están en acuerdo cuantitativo exacto con
los coeficientes de transporte medidos en las simulaciones,(Pagonabarragaet al., 1998;
Revengaet al., 1999), esta ruta tiene la ventaja de que sabemos la dependencia explícita
de los coeficientes de transporte en términos de los parámetros adimensionales
; s. Esto
nos permite disponer de expresiones analíticas para una discusión cualitativa.

Los resultados para dichos coeficientes dados por la teoría cinética de Marshet al.
(1997b); Español (1998a) sonD = d
 kBTm ;� = 12 �
n 1d(d+ 2) Z r2!(r)dr + 
2 d
n R !(r)dr� ;�b = 
n 12d2 Z r2!(r)dr + 
2 1
n R !(r)dr ;
 = rkBTm : (2.31)

Recordemos que hemos tomado nulas las fuerzas conservativas del modelo DPD y, por
tanto, el coeficiente de absorción sónica, para el caso en quela ecuación de estado sea la
del gas ideal (Boon y Yip, 1980), es� = 2� + 12�b (donde�b la viscosidad cinemática de
volumen).
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Por conveniencia de notación definimos
(t) � 1d hvi(t)�vi(0)i;C(t) � 1d hVi(t)�Vi(0)i: (2.32)

Estamos ahora en disposición de escribir la predicción hidrodinámica (2.29) en tér-
minos de variables adimensionales. Con la expresión (2.3),sustituyendo (2.31) en (2.29)
obtenemosC(t) = 3d4�s2 ���� 380
 + 32
� t�+	�� 980
 + 114
� t; t�� : (2.33)

Obsérvese que la escala temporal de la función de correlación de la velocidad ambiente
queda determinada por
, mientras que su amplitud queda determinada por el parámetros. En la figura 2.1 mostramos la predicción teórica (2.33) paraun valor concreto des y
tres valores diferentes de
.

1e-061e-050.00010.0010.010.1
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C(t)
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Figura 2.1: Predicción hidrodinámica teórica para la función de correlación de la velocidad
ambienteC(t) en escala doble logarítmica para un valor del solapamientos = 2:82 y tres
valores diferentes de la fricción
. La curva inferior corresponde a
 = 0:5, la central
 = 8:3, y la superior a
 = 25. El comportamiento algebraico de las colas a tiempos largos
aparece a valores muy elevados del tiempo, típicamente cuando la correlación ya ha decaído
tres órdenes de magnitud respecto de su valor inicial. Las líneas de trazo continuo muestran
los resultados asintóticos descritos por la Ec.(2.34).

Para tiempos suficientemente grandes se observa una dependencia algebraica ent�1
que es la famosa cola de tiempos largost�d=2 (cond = 2) que surge del carácter difusivo
de los modos de cizalla y de partículas señaladas. En realidad, se puede calcular de
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manera directa el comportamiento asintótico deC(t) a tiempos grandes, lo que da lugar aC(t) � 18�s2 80
3
2 + 120 1t (2.34)

que, escrito en términos dimensionales, queda1d hVi(t)�Vi(0)i � kBTmn 18�(� +D)t (2.35)

valor que precisamente coincide con el resultado de la función de autocorrelación de
la velocidad de la partícula dado en Ernstet al. (1970) (obsérvese que la Ec.(2.16) es
aplicable para tiempos grandes).

00.20.40.60.81
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(t)
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Figura 2.2: Comparación entre el resultado de simulación de
(t) (línea continua) y el valor
de la predicción Ec. (2.15) (línea punteada) utilizando el resultado de simulación para la
función de correlación de la velocidad ambienteC(t). Los parámetros concretos de esta
simulación son:s = 2:82, 
 = 25, � = 10:0.

2.4 Resultados de simulación

Hemos simulado las ecuaciones (2.1) en dos dimensiones espaciales en un sistema con
condiciones de contorno periódicas. Calculamos, en equilibrio, la función de autocorre-
lación de la velocidad de las partículas DPD y también la de lavelocidad ambiente. En
la derivación de la Ec.(2.15) hemos hecho la aproximación deque el campo de densidad
es básicamente constante. Comprobaremos ahora que dicha aproximación es razonable,
calculando en el transcurso de una simulación la correlación de la velocidad ambienteC(t), evaluando numéricamente el término integral en la Ec.(2.15), y añadiendo el primer
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término exponencial de la Ec.(2.15). El resultado es la línea punteada de la figura 2.2.
También hemos representado el resultado para la función de correlación de la velocidad
(t) extraído directamente de la simulación (línea continua). Vemos que ambos resul-
tados están en bastante buen acuerdo, lo que implica que se puede utilizar la Ec.(2.15)
como punto de partida para el análisis teórico. Para el restode valores de
 estudiados
(
 = 0:5; 8:3; 25) obtenemos también concordancias razonables.

00.20.40.60.81
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

s2C(t)
t

Figura 2.3: Resultados de simulación de la función de correlación de la velocidads2C(t)
para un valor fijo de
 = 25 y diferentes valores del coeficiente de solapamientos =1:5; 2:18; 3:2 (la curva superior corresponde al menors). La línea punteada es la predicción
hidrodinámica (2.33). A medida que aumenta el solapamiento, los resultados de simulación
convegen a la predicción teórica.

Representamos en la figura 2.3, para
 = 25, el valor des2C(t) en función del
tiempo, para diferentes solapamientoss. Esta curva, de acuerdo con la predicción hidro-
dinámica (2.33), debería ser independiente del coeficientede solapamientos (dibujada
con la línea punteada en la figura 2.3). Observamos que los resultados de la simulación
convergen a la predicción teórica sólo para valores suficientemente grandes del solapa-
miento. Esto era esperable por el hecho de que el comportamiento hidrodinámico aparece
exclusivamente a escalas espaciales que involucran una cantidad suficientemente grande
de partículas dentro del rango de acción de la función peso.

Hemos investigado también los efectos de tamaño finito. En lafigura 2.4 mostramos
la función de correlación de la velocidad ambiente para distintos tamaños del sistema,
manteniendo constantes el resto de parámetros (s = 2:82, 
 = 25). Se observa una con-
siderable discrepancia entre la predicción hidrodinámicay los resultados de simulación
para cajas pequeñas. Esta desviación aparece a tiempos grandes y se reduce notable-
mente a medida que el tamaño del sistema aumenta. Esto se reconoce como un efecto
estándar de tamaño finito, y está relacionado con el hecho de que el espectro dek en sis-
temas pequeños sea discreto, pues el modo más lento decae como exp[�ak2mint℄ siendo
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Figura 2.4: Resultados de simulación para la función de correlación de la velocidadC(t)
para valores fijados des = 2:82, 
 = 25 y diferentes tamaños de la caja de simulación� = 7:9; 11:2; 15:8; 35:5 (la curva inferior corresponde al menor valor de�). La línea
gruesa es la predicción hidrodinámica (2.33).

En lo que sigue, estudiamos el efecto de
 en la función de autocorrelación de la ve-
locidad de las mesopartículas DPD. En la figura 2.5 mostramosla función de correlación
de la velocidad paras = 2:82,� = 10:0 y tres valores distintos de
 = 0:5; 8:3; 25. Tam-
bién representamos los términos exponenciales correspondientes en la ecuación (2.15).
Para valores pequeños de
 (pequeña fricción o temperaturas altas) el decaimiento de la
vaf está capturado bastante bien por el término exponencial. A medida que
 aumenta,
se empiezan a observar desviaciones del comportamiento exponencial, que son debidas al
término colectivo de la ecuación (2.15).

En la figura 2.6 se muestra que para valores grandes de
 y a tiempos largos, la función
de correlación de la velocidad de las partículas y de la velocidad ambiente coinciden, de
acuerdo con la Ec.(2.16).

2.5 Resumen y discusión

Hemos presentado una teoría para la Dinámica de Partículas Disipativas que permite com-
prender los diferentes regímenes que muestra el modelo. La teoría está basada en la ima-
gen física en la que las mesopartículas DPD se comportan comopartículas brownianas en
un ambiente de no-equilibrio generado por el resto de partículas DPD. Hemos derivado
una expresión explícita para la función de autocorrelaciónde la velocidad en la que el
comportamiento exponencial browniano está corregido por efectos colectivos. Usando
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Figura 2.5: Resultados de simulación para la función de correlación de la velocidad
(t) para
un valor fijado des = 2:82, � = 10:0 y diversos valores de
 = 0:5 (círculos),
 = 8:3
(triángulos) y
 = 25 (diamantes). Las líneas sólidas son los términos correspondientes aexpf�
tg en la Ec.(2.15) respectivamente.

variables adimensionales es posible delimitar el rango de parámetros en el que los efec-
tos colectivos son importantes. En el modelo aparecen tres parámetros adimensionales
(s;
; �) que caracterizan los diferentes regímenes en el sistema.

Identificamos dos regímenes dinámicos, el de campo medio y elde comportamiento
colectivo. La transición entre ambos está gobernada esencialmente por la fricción adi-
mensional
 teniendo efectos importantes sobre ello el solapamientos y el tamaño de la
caja�.

El comportamiento de campo medio aparece para valores pequeños de la fricción

o para solapamientoss grandes. Esto es físicamente razonable porque para fricciones
pequeñas, la dinámica del ambiente de una partícula apenas afecta al comportamiento de
esa partícula. Para solapamientos grandes los efectos colectivos se extienden sobre regio-
nes muy amplias. La aproximación de campo medio está íntimamente relacionada con la
hipótesis de caos molecular que se supone en la teoría cinética de la DPD (Marshet al.,
1997b,a). Más precisamente, si en la expresión usual de Green Kubo para el coeficiente
de difusión (Groot y Warren, 1997)D = Z 10 1d hvi(t)�vi(0)i (2.36)

se introduce la predicción exponencial de campo medio (ver ecuación (2.13), entonces,
se obtieneD = d
 kBTm . Este es el mismo resultado de la teoría cinética desarrollada por
Marsh, Backx y Ernst (1997b) teniendo en cuenta la normalización dada en Ecs.(2.2).

En realidad, es posible medir en las simulaciones el coeficiente de difusión de las
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Figura 2.6: Resultados de simulación para la función de correlación de la velocidad
(t) (lí-
nea delgada) y función de correlación de la velocidad ambienteC(t) (línea gruesa). También
hemos pintado el términoexpf�
tg de la Ec.(2.15) (línea de puntos). En esta simulación,s = 2:82, � = 10:0, 
 = 25.

partículas DPD incluyendo la aproximación de campo medio para la vaf dentro de la
fórmula Green-Kubo para el coeficiente de difusión .

Por tanto, la teoría cinética para este modelo es bastante exacta para los regímenes
dinámicos que corresponden a valores pequeños de la fricción 
 y la exactitud de las
predicciones aumenta a medida que el solapamientos se hace mayor.

Cuando la fricción adimensional
 es alta, lavaf no decae exponencialmente porque
está dominada por la dinámica colectiva. Hemos presentado una predicción teórica para
la parte colectiva de lavaf considerando que la función de correlación de la velocidad
ambiente refleja el comportamiento hidrodinámico subyacente. Tal comportamiento se
espera (y observa en las simulaciones) para valores suficientemente grandes del coefi-
ciente de solapamientos. En este caso, el efecto colectivo es pequeño pero está bien
descrito por la hidrodinámica. El hecho de que la hidrodinámica gobierne la velocidad
de las partículas implica la aparición de las colas a tiemposlargos en lavaf. Estas co-
las algebraicas se detectan a tiempos muy largos (para los cuales lavaf ya ha decaído
un factor10�3 de su valor original) y, por lo tanto, son bastante difícilesde observar en
nuestras simulaciones debido al ruido estadístico y a los efectos de tamaño finito. Sin
embargo, hemos obtenido suficiente evidencia numérica del comportamiento hidrodiná-
mico a tiempos cortos y esperamos también la presencia de laslong time tailsa tiempos
suficientemente grandes. La dependencia ent�1 de lavaf, incorporada en la fórmula de
Green-Kubo (2.36) nos conduce directamente a un resultado inesperado: el coeficiente de
difusión en dos dimensiones diverge logarítmicamente. Es bastante claro que esta “pe-
queña” divergencia será difícilmente observable en cualquier simulación ya que siempre
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tendremos una caja finita.
La DPD está concebida para simular problemas hidrodinámicos de fluidos complejos.

En realidad, querríamos que las partículas DPD se moviesen de tal forma que siguieran
exactamente el flujo que queremos modelar. Vemos que esto es precisamente lo que ocu-
rre cuando el coeficiente de fricción es suficientemente grande (en este caso la velocidad
de una partícula DPD coincide con la de su ambiente) y cuando el solapamiento es tam-
bién grande (de tal manera que la velocidad ambiente se muevehidrodinámicamente). En
este régimen, la dinámica de las partículas es principalmente colectiva y es donde la teoría
cinética precisamente falla: hay discrepancias entre las predicciones para los coeficientes
de transporte y los resultados de simulación (Pagonabarragaet al., 1998).

En los regímenes en los que los efectos colectivos son importantes, esperamos que
aparezcan desviaciones de las predicciones de la teoría cinética no sólo para el coeficiente
de difusión, sino para la viscosidad del fluido DPD (Pagonabarragaet al., 1998).

El haber estudiado el caso de un modelo de DPD con fuerza conservativa nula per-
mite aislar exclusivamente la dinámica disipativa del modelo DPD. Como hemos visto,
la transición entre un régimen y otro está gobernada por el solapamiento y la fricción
adimensional. Esperamos que los regímenes dinámicos encontrados no sean modificados
sustancialmente por la presencia de una fuerza conservativa no nula.



Capítulo 3

Descripción de grano grueso de
un fluido y su relación con la
DPD

En el capítulo anterior hemos discutido la dinámica del modelo DPD en ausencia de fuer-
zas conservativas. En este capítulo pretendemos ahondar precisamente en el significado
físico que se puede conceder a esas fuerzas conservativas enel modelo DPD. Para ello,
sobre un fluido simple simulado con Dinámica Molecular, aplicamos un procedimiento de
agrupamiento de átomos en cúmulos que se mueven con dinámicas razonables. Se discute
desde esta perspectiva la DPD y, en particular, nos centramos en el análisis de las fuerzas
conservativas (el potencial de fuerza medio) entre los “cúmulos de átomos” a través de
las funciones de distribución radial.

3.1 Introducción

En la Dinámica de Partículas Disipativas el fluido se representa en términos de partículas
que interaccionan a través de tres tipos de fuerzas: conservativas (que provienen de un
potencial suave repulsivo), fuerzas disipativas (que dependen de las velocidades relativas
de las partículas que se acercan) y fuerzas térmicas o aleatorias. La motivación original
para introducir los tres tipos de fuerzas proviene de una imagen heurística, poco rigurosa,
en la cual las partículas puntuales son consideras comogotas de fluidoque interaccionan
disipativamene debido a la fuerza viscosa y están sometidasa un movimiento térmico para
impedir que se queden paradas. Se ha demostrado que la DPD puede ser formulada de tal
forma que el sistema tiene una colectividad de equilibrio deGibbs y satisface un teorema
de fluctuación-disipación que permite relacionar la amplitud del ruido con la temperatura
del sistema en equilibrio (Español y Coveney, 1997; Españoly Warren, 1995). La co-

39
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lectividad de Gibbs está dada en términos de un potencial suave repulsivo y no depende
de la disipación del sistema. Dicho de otra forma, la parte conservativa del algoritmo es
la única responsable de la termodinámica de equilibrio del sistema (y en particular de la
propagación del sonido).

En este capítulo presentamos una perspectiva desde la cual comprender con más de-
talle la DPD: elcoarse grainingde un fluido simple. La idea fundamental es detallar con
un poco más de exactitud los términosgotas o partículas fluidas. Con esto pretendemos
clarificar algunos aspectos referentes al origen del los potenciales blandos (las fuerzas
conservativas) en la DPD.

3.2 La visión de grano grueso de un fluido

Para comprender el origen físico de las diferentes fuerzas que aparecen en la DPD es
necesario recurrir al concepto de grano grueso, denominadocoarse grainingen inglés.
Es ilustrativo acudir a primeramente a un trabajo previo (Español, 1996) en el que se ha
efectuado un procedimiento de grano grueso sobre un sistemamuy simple, una cadena
armónica unidimensional. Esta cadena puede entenderse como el modelo más simple de
cadena polimérica. En el nivel de descripción más detallado, el estado del sistema consiste

Figura 3.1: Descripción microscópica y mesoscópica en la cadena armónica unidimensional:
nivel de partículas y agrupación de varias partículas en cúmulos.

en un conjunto de partículas unidas con muelles con la misma constante recuperadora,
estando restringidas a moverse en una dimensión. Se describe la cadena unidimensional
en función de las posiciones y momentos de las partículas. Elprocedimiento propuesto
por Español (1996) agrupa las partículas de la cadena en cúmulos de un cierto tamaño.

En el nivel de descripción mesoscópico, menos detallado, lacadena queda descrita por
las posiciones y momentos de los centros de masa de los cúmulos. Se muestra que estas
nuevas entidades, los cúmulos, se comportan como si fuesensupra-partículas conectadas
entre sí con muelles de constantes recuperadoras más débiles. Además de estas fuerzas de
origen conservativo, están sometidas a fuerzas disipativas que dependen de la velocidad
relativa entre los cúmulos. Precisamente con la técnica de los operadores de proyección
se puede obtener una expresión de la nueva constante elástica y del coeficiente de fricción
del nivelcoarse-graineden función de las variables microscópicas. Además los cúmulos



3.2. La visión de grano grueso de un fluido 41

están también sometidos a una fuerza térmica aleatoria que da cuenta de todos los grados
de libertad eliminados en el nivel de descripción de los cúmulos, y que dependen de la
temperatura del estado de equilibrio. Esta es una idea recurrente en la mecánica estadís-
tica de no-equilibrio: siempre que se realiza una descripción de grano grueso, en la que
se describe al sistema con un número menor de variables, todos los grados de libertad eli-
minados aparecen en la dinámica de las variables macroscópicas en forma de disipación
y ruido. Además, ambos efectos están conectados a través delteorema de fluctuación-
disipación.

Con la misma intención que en el ejemplo anterior, podemos realizar una descripción
mesoscópica de un fluido. El problema esencial en el caso de unfluido es la definición
precisa de lo que llamamos cúmulos de partículas o gotas. Presentamos en lo que sigue
de sección, una propuesta razonable para tal definición.

Realizamos una simulación de equilibrio con Dinámica Molecular para representar
microscópicamente un fluido simple. Consideraremos un conjunto deN átomos en una
caja cúbica periódica de volumen totalV0. Las partículas interaccionan con un potencial
repulsivo WCA, (Weeks, Chandler y Andersen (1971)) que es unpotencial desplazado
tipo Lennard-Jones pero truncado en el mínimo.

Formaremos los cúmulos sembrando un numeroN
 de puntos inicialmente distribui-
dos de forma aleatoria en la caja, siendoN
 � N . Estos puntos definen los centros de
cúmulos. Asociamos a cada uno de estos centros el conjunto deaquellos átomos que
están en su vecindad. Lateselación de Voronoies una forma adecuada de hacer esto, ya
que cada partícula microscópica está asignada al centro de cúmulo que se encuentre más
próximo. De esta forma, el espacio se divide en celdas irregulares que no solapan y cu-
bren el espacio completamente. A cada celda centrada enRi se le asocia una velocidadvi a la que inicialmente se supone valor cero. A partir de las fuerzas microscópicas de las
partículas que pertenecen a cada celda (de la simulación de Dinámica Molecular), calcu-
lamos la fuerza total resultanteFi sobre la celdai debida a las partículas que pertenecen a
celdas vecinas. El centroRi y la velocidadvi constituyen las variables de la descripción
mesoscópica (menos detallada) de nuestro fluido.

A medida que la simulación de Dinámica Molecular subyacenteavanza, en cada pa-
so de tiempo discreto�t, movemos el centro de los cúmulos de acuerdo con la ley de
Newton: Ri(t+�t) = Ri(t) + vi(t)�t+ 12 Fi(t)mi(t) (�t)2vi(t+�t) = vi(t) + Fi(t)mi(t)�t (3.1)

dondemi(t) es la masa total de las partículas que pertenecen por proximidad a la celdai,
situada enRi en el tiempot. Lógicamente, la masa de cada cúmulo es una magnitud que
depende del tiempo porque las partículas microscópicas pueden moverse de una celda a
otra.

Se plantea una cuestión interesante: ¿Podemos relacionar,aunque sea de forma muy
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sencilla o simplista, la fuerzaFi que actúa sobre el cúmuloi con las posiciones y ve-
locidadesRi0 ;vi0 de ese cúmulo y las de sus vecinos? Dicho de otro modo, ¿podemos
obtener una descripción cerrada del fluido, autoconsistente, en el nivel mesoscópico? Es-
tá claro que si conociésemos la dependencia explícita de la fuerza que experimenta un
cúmulo dado en términos de la posición y velocidades de los cúmulos vecinos, podríamos
simular la ecuación de movimiento para los cúmulos en vez de simular la evolución de
las partículas microscópicas que los constituyen. Esto representaría un enorme ahorro de
tiempo computacional porque el número de cúmulos es mucho menor que el número de
partículas microscópicas y, además, porque la escala de evolución temporal de los cú-
mulos es mucho mayor que la microscópica. Así, un paso de tiempo razonable para la
simulación de la evolución de los cúmulos (típicamente una pequeña fracción de la escala
temporal de evolución de los cúmulos) es un paso de tiempo muygrande comparando con
el paso de tiempo necesario para simular la dinámica microscópica del sistema.

Sin embargo, nos encontramos aquí con un problema inverso, encontrar la fuerza de
interacción a partir del movimiento de los cúmulos. Éste es básicamente el problema que
se encontraron Kepler y Newton al intentar inferir la ley de fuerza entre los planetas y las
estrellas a partir de un conjunto de observaciones planetarias. Es cierto que el problema
planteado es realmente complicado y no pretendemos resolverlo de manera exacta. No
obstante, podemos extraer alguna información útil sobre ladinámica de los cúmulos a
través de nuestros resultados de simulación. De hecho, hemos definido un potencial de
fuerza medio de interacciónV (R) entre los cúmulos a partir de la función de distribución
radial a paresg(R)1 de los centros de los cúmulos, de acuerdo con la expresióng(R) = exp ��V (R)kBT � (3.2)

dondekB es la constante de Boltzmann yT es la temperatura del sistema en equilibrio
(MacQuarrie, 1976). En realidad, el potencial de fuerza medio V (R) da el promedio de la
fuerza que ejerce una partícula sobre otra partícula normalizado en el estado de equilibrio,
estando fijada la partícula que ejerce la interacción a una distanciaR .

Hemos comprobado que la temperatura cinética de los cúmulosmesoscópicos, defi-
nida a través de la energía cinéticahK
i de los cúmulos comoT
 = 23kB hK
iN
 , es igual
a la temperatura microscópicaT obtenida a partir de la energía cinética de las partícu-
las microscópicas. Podemos mantener esta afirmación con un argumento menos riguroso
calculando el promedio en equilibrio de la energía cinéticade un cúmulo y considerando
que la masa es constante. De esta forma también se obtiene la igualdad de la temperatura
microscópica y mesoscópica. En el límite de cúmulos muy masivos, las fluctuaciones

1Recuérdese que la función de distribución radialg(R) mide las correlaciones independientes del tiempo
entre las partículas. Da la probabilidad de encontrar un parde átomos a la distanciaR, relativa a la pro-
babilidad esperada para una distribución aleatoria de partículas a la misma densidad. Siendo más precisos,g(R)V(R;�R)=V0 es la probabilidad de encontrar una partícula en la capa esférica de radioR y anchura�R, estando una partícula en el origen. Entendemos porV(R;�R) = �R el elemento de volumen de la
capa esférica.
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relativas de masa son pequeñas y por tanto la igualdad de ambas temperaturas está garan-
tizada.

3.3 Resultados de simulación

Hemos realizado una simulación de Dinámica Molecular conN = 2197 partículas WCA
confinadas en una celda cúbica. El estado termodinámico del sistema está caracterizado
por la temperaturaT = 2 y la densidad� = 0:6 (en unidades reducidas convencionales
en la MD representando argón). Este estado corresponde a condiciones típicas de líquido
para este sistema.

Inicialmente elegimos los centros de los cúmulos seleccionando un númeroN
 de
partículas atómicas al azar y situando los centros de cúmuloen las posición de las partí-
culas microscópicas seleccionadas. Esto asegura que si elegimos un número de cúmulos
idéntico al número total de partículas microscópicas, cadapartícula constituye su propio
cúmulo para siempre (nótese que el algoritmo que actualiza las variables de los cúmulos
en la Ec.(3.1) es idéntico al de las partículas en ese caso).

A medida que la simulación avanza en el tiempo, calculamos lafunción de distri-
bución radial de los cúmulos y el correspondiente potencialde fuerza medio. Estudia-
mos sistemáticamente la dependencia de estas cantidades con el número total de cúmu-
losN
. VariandoN
 estamos cambiando la densidad numérica de los cúmulos, estoes,n
 = N
=L3, dondeL es la dimensión lineal de la caja de simulación que siempre per-
manece fijada. También hemos cambiado el tamaño típico de un cúmulo definido como�
 = (n
)�1=3 y la masa típicam
 definida como el número de partículas atómicas por
cúmulo,m
 = N=N
. Por lo tanto, los límites para la densidad numérica de cúmulon
 son� como la máxima densidad (cuandoN
 = N y tenemos una única partícula
por cúmulo ) yn
 = (3=L)3 como la mínima densidad. Este mínimo corresponde a te-
ner tres cúmulos por dimensión lineal. Esta restricción mínima elimina en lo posible la
autointeracción de los cúmulos a través de las condiciones de contorno periódicas.

Hemos observado en la figura 3.2 que para el rango de masas de los cúmulos entrem
 = 1 y m
 = 2 la función de distribución radialg(R) pierde su estructura atómica y
se dirige hacia una forma sin estructura prominente.

En la figura 3.3 mostramos lag(R) para cúmulos de masas comprendidas entrem
 = 2 y m
 = 10. Las curvas inferiores corresponden a los cúmulos más masivos.
La forma de todas las curvas es bastante similar. A medida quela distanciaR decre-
ce también lo haceg(R), lo cual significa que es menos probable encontrar cúmulos a
pequeñas distancias. Sin embargo, es importante resaltar el pequeño aumento de proba-
bilidad a distancias muy pequeñas, alrededor de0:2 en unidades reducidas. Sospechamos
que ese aumento eng(R) para distanciasR pequeñas es debido al hecho de que hay una
probabilidad no nula de encontrar cúmulos muy próximos entre sí (sobre todo para el
caso de cúmulos poco masivos). Este efecto espúreo se ve magnificado por la condición
de normalización a la densidad del sistema impuesta sobre lag(R). No es más probable
encontrar dos cúmulos poco masivos a distancia0:2 que a distancia0:5, sino que la capa
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Figura 3.2: Función de distribución radial en transición micro-mesoscópica. Entendemos porm
 la masa promedio de los cúmulos.

esférica correspondiente a estas pequeñas distancias tiene un volumen muy pequeño sien-
do el cociente número de eventos de cúmulos cercanos/volumen de la concha esférica,
relativamente grande. Por lo tanto, se espera que cuando loscúmulos son suficientemente
masivos, dichos eventos serán relativamente extraños, y esto se confirma en los resultados
de simulación presentados en la figura 3.3 donde el ligero aumento deg(R) en distancias
pequeñasR � 0 es menor a medida que aumenta la masa del cúmulo.

El mecanismo físico que produce la forma particular de la función de distribución
radialg(R) no se entiende bien. Para dilucidar mejor el carácter de estepotencial efectivo,
hemos estudiado la misma dinámica para un gas ideal de partículas no interactuantes.
Los resultados muestran esencialmente la misma forma para la g(R). Esto sugiere que
el potencial atómico no es relevante y que la forma particular deg(R) para los cúmulos
en nivel mesoscópico tiene un origen entrópico, de caráctervolumen excluidoque no es
enteramente trivial (ver figura 3.4).

El potencial de fuerza medio obtenido de la expresión (3.2) se muestra en la figura
3.5. Las curvas inferiores corresponden a los valores de masa de cúmulo menores. Este
potencial es repulsivo y tiene un rango de interacción que aumenta con la masa del cúmu-
lo. Tiene una altura finita lo cual significa que las partículas que se mueven sometidas a
dicho potencial de interacción pueden interpenetrarse. Esun reflejo de la posibilidad real
de que los centros de los cúmulos pueden cruzarse. Sin embargo, a medida que el cúmulo
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Figura 3.3: Función de distribución radialg(R) para distintos tamaños de cúmulos. En orden
descendiente cada curva corresponde a masas promedio de cúmulos dem
 = 2; 3; 4; 5; 8; 10.

es mayor, es más difícil que dos cúmulos estén cerca.
Hemos intentado encontrar una parametrización sencilla deeste potencial de fuerza

medio en función de dos magnitudes, el rango del potencialR0 (que estará relacionado
con el alcance de la interacción o el tamaño de los cúmulos) y la altura de la barrera
energéticaV0, que nos dará la intensidad de dicha interacción. Con respecto a las formas
funcionales de ajuste, hemos observado al representar estos potenciales en ejes lin-log
que paraR > 1 el decaimiento del potencial se puede aproximar muy bien poruna
exponencial. Esto sugiere ajustar el potencial de fuerza medio a la siguiente funciónV (R) = V0
osh� RR0� (3.3)

Esta función muestra un decaimiento exponencial a grandes distancias y va suave-
mente al valorV0 a distancias nulas. La derivada del potencial enR = 0 es cero y esto
implica que la fuerza media no presenta ninguna discontinuidad a medida que dos partí-
culas pasan una muy cerca de otra. Nótese que la función de ajuste (3.3) no presenta la
caída a distancias pequeñas de los resultados de simulaciónde lag(R), (sabemos que esta
característica desaparece para cúmulos grandes).

La esperanza de encontrar una expresión universal para el potencial de fuerza medio,
para cúmulos suficientemente masivos, queda confirmado gráficamente las figuras 3.6(a)
y (b). En la figura 3.6(a) representamos el valor deV0 en función de la longitud típica del
cúmulo�
. Desafortunadamente, para cúmulos grandes la estadísticaes menor debido a
que el número de cúmulos sobre el cual promediamos para medirg(R) es menor. Por el
contrario, es razonable concluir del gráfico que para grandes longitudes típicas de cúmulo
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Figura 3.4: Efecto del potencial microscópico en la forma de la función de distribución ra-
dial mesoscópica. Se representa en la figura la función de distribución radial para el potencial
microscópico WCA (círculos llenos) y en cuadrados rellenosla del gas ideal microscópico.
Además representamos lag(R) mesoscópica para cúmulos de masa media de 5 átomos co-
rresponde al WCA (círculos vacíos) y al gas ideal (cuadradosvacíos). Lógicamente en el gas
ideal todos los átomos tienen igual probabilidad de encontrarse a cualquier distancia de otro,
de ahí la línea recta. Lag(R) mesoscópica del CWA es muy parecida a la del gas ideal, y tan
sólo muestra un ligero efecto repulsivo del potencial.

se observa una saturación en la curva. La figura 3.6(b) representa el rango del potencial
en función del tamaño del cúmulo donde se observa una clara dependencia lineal.

3.4 Discusión

¿Por qué realizar un descripción de grano grueso en un fluido es una mejora sustancial a
la hora de intentar presentar un modelo que lo caracterice?

Por una parte, debemos mencionar que cualquier descripciónde grano grueso supone
una gran ventaja tanto en la simplicidad del modelo como en computación del mismo.
Representamos al sistema con menos variables que además evolucionan en escalas de
tiempo más lentas. Por consiguiente, somos capaces de alcanzar tiempos mayores en
simulaciones con un menor coste computacional: cantidad inferior de almacenamiento de
datos y menor necesidad de recursos informáticos. Sin embargo, hay que decir que en el
coarse grainingsiempre perdemos información y detalles sobre el sistema. Hay que estar
muy seguro de que las variables de grano grueso seleccionadas son capaces de describir
el fenómeno que nos interesa.

En el caso de los sistemas fluidos representados con la Dinámica de Partículas Disi-
pativas, sabemos que el sistema se describe con la dinámica de objetos, entendidos como
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Figura 3.5: El potencial del fuerza medio derivado de las funciones de distribución radial de
la figura 3.3, de acuerdo con la Ec.(3.2). En orden ascendentepara masas crecientes.

gotaso partículas de fluidoen sentido vago. En una simulación numérica de DPD lo
natural es seleccionar como unidad de longitud la distanciatípica entre dichaspartícu-
las (y por tanto la densidad numérica queda fijada automáticamente al valor 1 en estas
unidades), como unidad de energía la barrera energéticaV0, y como unidad de masa la
masa típica de esas partículas disipativas (en el modelo original se toma constante e igual
para todas ellas). De esta forma hemos seleccionado las unidades espacio-temporales que
corresponden al nivel de descripción simplificada o de granogrueso del fluido.

El paso de tiempo utilizado en las simulaciones de DPD debe ser, en general, una
pequeña fracción de esta unidad temporal que, a su vez, debe ser bastante grande compa-
rado con el paso de tiempo típico de la Dinámica Molecular. Esmás, el potencial blando
permite utilizar pasos de tiempo incluso más grandes en sus unidades correspondientes
comparadas con las de MD. En contraposición a los potenciales que se usan en las simula-
ciones MD (tipo Lennard-Jones) no se producen inestabilidades debido a que se alcancen
energías potenciales demasiado altas en un único paso de tiempo. Se debe apreciar, sin
embargo, que en comparación con el potencial de Lennard-Jones, este tipo de potenciales
blandos son menos eficientes en el intercambio de momento en cada colisión. Por tanto,
lo que ganamos al aumentar el paso de tiempo gracias al tipo depotencial blando se pier-
de debido a que debemos simular un mayor intervalo temporal para obtener resultados
estadísticamente relevantes.

Como vemos, la verdadera ventaja de la DPD sobre MD está en el significado dife-
rente de las escalas de espacio y tiempo que representan los modelos. Esta idea se refleja
mejor si consideramos una simulación MD realista del caso deuna suspensión coloidal.
La escala temporal de evolución de las partículas coloidales (pesadas) es muchos órdenes
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Figura 3.6: Parámetros de ajuste del potencial de fuerza medio, la barrera energéticaV0 y el
rangoR0, para diferentes tamaños de cúmulos.

de magnitud mayor que la escala de evolución de las partículas atómicas (ligeras) que for-
man el solvente. Por el contrario, si utilizamos partículasdisipativas para simular dicha
suspensión, en particular, si representamos el solvente enuna descripción degrano grue-
so, podemos reducir la diferencia entre las escalas de los dos tipos de partículas presentes
en nuestra simulación. De esta forma, los cúmulos pesados (las partículas disipativas)
evolucionan mucho más lentamente, en escalas temporales comparables a aquellas de las
partículas coloidales. O sea, la diferencia entre la escalamesoscópica del solvente (par-
tículas DPD) y las de las partículas coloidales es mucho menor que la que hay entre los
átomos del solvente (partículas MD) y los coloides.

¿Cuál es el origen de la forma tan particular de la función de distribución radialg(R)
mesoscópica? Es una fuerza de volumen excluido que casi no presenta dependencias
importantes del potencial de interacción molecular. De hecho, para el gas ideal y el po-
tencial WCA atómicos, se obtiene prácticamente la misma función de distribución radial
mesoscópica. Es interesante resaltar que una simulación deteselas de Voronoi riguro-
sa, sin ninguna dinámica entre ellas reflejaría unag(R) absolutamente plana, es decir,
equiprobabilidad de encontrar a cualquier tesela a cualquier distancia de otra. La diná-
mica mesoscópica es la responsable final de esta dificultad deinterpenetración para los
cúmulos. Por supuesto, es un impedimento “blando”, porque con suficiente energía se
puede superar la barrera energética. Otro punto importantereferente a la forma de la fun-
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ción de distribución radial mesoscópica se observa en la figura 3.2: la transición micro-
mesoscópica en lag(R) es inmediata, se observa la pérdida de los detalles del potencial
atómico en el momento que a los cúmulos le corresponde más de un átomo.

El potencial de fuerza medio extraído de la función de distribución radial mesoscópica
no coincide en general con el potencial real que actúa entre las mesopartículas, en el
sentido en que es una aproximación, que involucra suposición de interacción a pares, o
una teoría de campo medio. Una prueba sencilla de ello sería que si reprodujésemos la
evolución de los cúmulos con este potencial, encontraríamos desviaciones o divergencias
de las trayectorias de los cúmulos respecto de la simulaciónde la cual hemos extraído
ese potencial. Simplemente esperamos que el potencial que hemos inferido capture al
menosparte de la dinámica del sistema, aunque no con todo el detalle, porsupuesto.
Sabemos que cualquier procedimiento de grano grueso conlleva la presencia de disipación
y ruido térmico en el nivel más simplificado como recordatorio de los grados de libertad
eliminados. Sería interesante derivar analíticamente la ley de fuerza entre los cúmulos
de la misma forma que en que se puede obtener en el ejemplo de lacadena armónica
unidimensional (Español, 1996) anteriormente mencionado. En un análisis más riguroso,
que se escapa de la intención de este trabajo, estos efectos (disipación y fluctuaciones
térmicas) deberían ser incluidos adecuadamente en la descripción del fluido en términos
de cúmulos, además de la interacción conservativa provocada por el potencial suave.

La DPD ofrece un esquema mesoscópico razonable en el que se reproduce el compor-
tamiento hidrodinámico, sin embargo, la forma en que las fuerzas disipativas y aleatorias
se han introducido es bastantead hoc. Estos efectos de la disipación y el ruido se introdu-
cen en el modelo por argumentos de simetría y simplicidad. Lafuerza disipativa es lineal
en las velocidades y además es invariante bajo translaciones y transformaciones galilea-
nas. El término de ruido está fijado por el teorema de fluctuación-disipación (Español y
Warren, 1995). Todas estas fuerzas tienen un rango espacialfinito fijado por una función
peso. A la luz del análisis realizado en este capítulo parecenatural elegir esta función
peso precisamente como el mismo potencial suave que hemos inferido en este trabajo.
En el algoritmo original de Hoogerbrugge y Koelman (1992) laparte conservativa está
daba por un potencial lineal repulsivo que también se utiliza como la función peso de la
parte disipativa. Esta función de potencial depende de la densidad de puntos a través de
la condición de normalización que, aparte de factores numéricos, se puede demostrar que
la satisface también el potencial de la Ec.(3.2).

En este capítulo nos hemos limitado a elegir como variables mesoscópicas las posi-
ciones y velocidades de los cúmulos, para quedarnos en el mismo plano de descripción
del modelo isotermo original de la DPD. No hemos introducidootras variables termo-
dinámicas para caracterizar dichos cúmulos. Para una representación más completa del
fluido, las ecuaciones de movimiento de los cúmulos se puedenextender tomando como
variables mesoscópicas además de la posición y velocidad delos cúmulos, también su
masa y su energía interna. La hipótesis de equilibrio local nos permite obtener ecuaciones
cerradas para ese conjunto de variables mesoscópicas (Español, 1996). Estas ecuacio-
nes son, evidentemente, las ecuaciones de la hidrodinámicafluctuante. Esta extensión la
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realizaremos en capítulos subsiguientes. Lo que proponemos es un algoritmo bastante
similar a la DPD que discretice en una malla arbitraria lagrangiana las ecuaciones de la
hidrodinámica fluctuante.

Como hemos mencionado en el capítulo introductorio, la Hidrodinámica de Partículas
Suavizadas (SPH) constituye una discretización lagrangiana de las ecuaciones hidrodiná-
micas. Es similar a la DPD excepto que en ella no están presentes las fluctuaciones
térmicas. La estructura matemática del método que ofrece una solución del continuo ma-
croscópico se parece a las ecuaciones diferenciales ordinarias del enfoque microscópico
de la Dinámica Molecular atomista. En la referencia (Kum y Hoover, 1994) se muestra
que para un fluido ideal con una presión que depende cuadráticamente de la densidad, las
ecuaciones de la SPH son isomorfas a las ecuaciones de la Dinámica Molecular, donde la
función peso (utilizada para la discretización de las ecuaciones) juega el papel del poten-
cial interatómico. Por lo tanto, parece bastante natural utilizar como función peso en SPH
el potencial de fuerza medio escalado inferido en este trabajo, tal y como ya hemos dicho
para la DPD. Hay varias razones para esta propuesta:

- Primero, se ha observado que la forma de la función peso tiene efectos cualitativos
en el movimiento de las mesopartículas SPH para otras funciones peso ligeramente di-
ferentes. Por ejemplo, se ha observado en simulaciones de SPH una tendencia general
en el sistema de pares de partículas próximos que se mueven continuamente de manera
asociada. Este efecto a pares ocurre cuando utilizamos la función de peso de Monaghan
en vez de la de Lucy (Kumet al., 1995) ).

- Segundo, se observa un congelamiento de las partículas (loque hace que el sistema se
comporte artificialmente como un sólido) cuando la presión del sistema es suficientemente
grande, lo que conduce a efectos viscoelásticos espúreos (Kum et al., 1995). Este hecho
precisamente limita drásticamente la técnica SPH cuando sesimula los flujos subsónicos
a alta presión (Kumet al., 1995). Un fenómeno similar también se ha encontrado en
algunos trabajos de DPD (Koelman y Hoogerbrugge, 1993; Español, 1995).

Por lo tanto, sugerimos un estudio extensivo y sistemático de la forma del potencial
escalado que hemos obtenido en función del estado termodinámico del fluido micros-
cópico. Es muy importante poder disponer de funciones peso en la SPH (y de fuerzas
conservativas en la DPD) que no provoquen la inestabilidad de congelamiento (excepto,
obviamente, cuando el fluido microscópico esté sufriendo una transición de fase líquido-
sólido). Dicho de otro modo, pensamos que usando una funciónpeso que sea dependiente
del estado termodinámico podríamos librarnos del artefacto del congelamiento y del efec-
to extraño de pares de partículas con sus trayectorias altamente correlacionadas.

En realidad, con este tipo de análisis hemos conectado la DPDy la SPH. La com-
paración entre la DPD y la SPH sugiere mejoras en ambos algoritmos. Por un lado, la
DPD tiene un estado de equilibrio bien definido y presenta fluctuaciones térmicas pero la
manera de incorporar en ella las fuerzas viscosas es bastantead hoc. Pero todavía no está
claro como relacionar los parámetros propios del modelo conlas propiedades macroscó-
picas (tales como los coeficientes de transporte) del fluido que queremos representar. Por
el contrario, la SPH tiene definida la forma de incluir las fuerzas viscosas pero le falta in-
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corporar el efecto de las fluctuaciones térmicas. Una visiónunificadora, síntesis de ambos
métodos, será el objetivo de los próximos capítulos.
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Capítulo 4

La SPH y la DPD bajo el prisma
GENERIC

En este capítulo analizamos la Hidrodinámica de PartículasSuavizadas (SPH) bajo el mar-
co GENERIC y la generalizamos al incorporar las fluctuaciones térmicas correctamente.
Vemos que una elección más sencilla de los términos de ruido reproduce el modelo de la
Dinámica de Partículas Disipativas (DPD). En este contextoesclarecemos el sentido físi-
co de las fuerzas conservativas del modelo DPD. Vemos que losdos algoritmos tienen las
siguientes propiedades: la masa, el momento y la energía sonmagnitudes conservadas, la
entropía es una función no decreciente en el tiempo y ambos modelos tienen incorporadas
las fluctuaciones térmicas, de forma termodinámicamente consistente.

4.1 Introducción

En el capítulo anterior, hemos visto que la DPD es, en un sentido vago, similar al mé-
todo conocido como SPH (Españolet al., 1997; Español, 1997b, 1998a). Realizando un
coarse-grainigde un fluido, hemos obtenido un potencial de fuerza medio repulsivo en-
tre las mesopartículas fluidas que nos da una idea de la naturaleza física de las fuerzas
conservativas en la DPD: son fuerzas de volumen excluido o deorigen entrópico. Sin
embargo, desconocemos la forma de simular con DPD sistemas con comportamientos
termodinámicos variados.

Por otra parte, sabemos que las partículas SPH deben ser entendidas como porciones
de fluido que se mueven coherentemente con el flujo (como los nodos de una malla la-
grangiana irregular). El problema de la SPH es que no incluyelas fluctuaciones térmicas
(ni en forma de un tensor de tensiones aleatorio ni a través deun flujo de calor como en la
teoría de las fluctuaciones hidrodinámicas de Landau y Lifshitz (1959)). Por lo tanto, es
discutible la validez del método para el estudio de fluidos complejos a escalas mesoscó-
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picas donde dichas fluctuaciones son importantes. Las únicas fluctuaciones observables
en SPH tienen un origen puramente numérico debido a la discretización de las ecuaciones
de Navier-Stokes en términos de partículas. Obsérvese que las fluctuaciones de velocidad
consideradas en la SPH, por ejemplo, en (Hooveret al., 2000) no se corresponden con
las fluctuaciones térmicas de la teoría de las fluctuaciones hidrodinámicas de Landau y
Lifshitz (1959).

En este capítulo, utilizando el formalismo GENERIC, damos una solución a estos
problemas básicos en la SPH y la DPD. Extraemos, por analogíacon el análisis de la SPH
y de manera natural, el sentido físico de las fuerzas conservativas en el modelo DPD.
Primero presentaremos el formalismo de dos generadores (GENERIC) que garantiza la
consistencia termodinámica, (Grmela y Öttinger, 1997; Öttinger y Grmela, 1997; Öttin-
ger, 1997, 1998a,b). Posteriormente, analizaremos la SPH yla DPD dentro de dicho
contexto: Formulamos el modelo lagrangiano discreto de la SPH incluyendo las fluctua-
ciones térmicas correctas y veremos cómo una ligera variación en la forma del ruido nos
conduce al modelo DPD concualquier comportamiento termodinámico.

4.2 El formalismo GENERIC

Por completitud del capítulo presentamos en esta sección elformalismo GENERIC, re-
cientemente desarrollado por Grmela y Öttinger en (Grmela yÖttinger, 1997; Öttinger y
Grmela, 1997).

El formalismo GENERIC (acrónimo deGeneral Equation for Non Equilibrium
ReversibleI rreversibleCoupling) establece que todas las ecuaciones de transporte re-
levantes en la termodinámica de no equilibrio presentan unaestructura reconocible. Un
gran número de ejemplos confirman esta afirmación: la termodinámica lineal irreversible,
la hidrodinámica relativista y no relativista (Öttinger, 1998b), la ecuación de Boltzmann
(Öttinger, 1997), la teoría cinética de polímeros (Öttinger, 1998a), por mencionar algunos,
tienen todos la estructura GENERIC.

No se trata sólo de una manera de reescribir la ecuaciones de transporte tradiciona-
les en un lenguaje transparente, sino que permite derivar deuna forma bastante sencilla
ecuaciones dinámicas con sentido físico para sistemas no considerados hasta ahora. La
estructura garantiza la consistencia termodinámica, o sea, asegura que se satisfacen la
primera y segunda ley de la de la Termodinámica.

Para describir un sistema, primeramente hay que realizar una buena elección de las
variables. Para ello hay que saber cuáles son las características relevantes del fenómeno
que nos interesa describir. Hay que decidir cuál es el nivel de descripción apropiado para
ese fenómeno en concreto, y saber si el conjunto de variablesseleccionado en dicho nivel
es independiente y completo. GENERIC se basa en la idea de quelas variables relevantes
que describen al sistema en un cierto nivel, denotadas colectivamente porx, evolucionan
en escalas de tiempo perfectamente separadas de las escalasde otras variables que no
intervienen en dicha descripción. Es decir, las variables elegidas deben ser capaces de
dar una descripción cerrada del sistema. Si es así, el estadoactual del sistema depende
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sólo de un pasado muy reciente y todos los efectos de memoria pueden ser despreciados.
Se trata de una idea recurrente en la mecánica estadística deno equilibrio iniciada en los
trabajos pioneros de Zwanzig (1961) y Mori (1965). En realidad, la estructura GENERIC
puede serdeducidaa partir de primeros principios utilizando operadores de proyección
estándar (Öttinger, 1998a).

Los bloques básicos en el formalismo GENERIC son dos potenciales y dos operadores
lineales. Los potenciales son la energíaE(x) y la entropíaS(x), definidas como funciones
de las variablesx que hemos elegido para describir el estado del sistema. Los operadores
lineales sonL(x) y M(x). Las ecuaciones dinámicas deterministas GENERIC repiten
siempre la estructura dxdt = L(x)� �E(x)�x +M(x)� �S(x)�x : (4.1)

Hay que entender que�=�x generalmente implica derivadas funcionales más que deriva-
das parciales, ya quex puede representar campos dependientes de la posición, tales como
el campo de densidad�(r; t).

Reconocemos al primer sumando del lado derecho de la ecuación (4.1) como la parte
reversiblede la dinámica. El segundo es la parteirreversible. El punto fuerte de GENE-
RIC surge de las exigencias concretas respecto a ciertas simetrías en las matricesL(x) yM(x) que limitan las posibilidades sobre su modelado físico.

1. La matrizL(x) es antisimétrica y satisface la identidad de Jacobi (hecho que está
relacionado con la invariancia de la estructura temporal).Básicamente describe
efectos cinemáticos (reversibles) y está dada principalmente por la elección de las
variables y su comportamiento bajo transformaciones espaciales.

2. La matrizM(x) es simétrica y semidefinida positiva. Juega el papel de las ecua-
ciones constitutivas (propiedades materiales dinámicas)y responde, por tanto, de la
dinámica irreversible.

Pero más importante todavía, se deben satisfacer además lascondiciones dedegeneración
siguientes L(x)� �S(x)�x = 0;M(x)� �E(x)�x = 0: (4.2)

¿Qué están expresando estas condiciones? El requisito de que el gradiente�S(x)�x esté en
núcleo deL(x) expresa la naturaleza reversible de la contribución deL(x) a la dinámica:
la forma funcional de la entropía debe ser tal que no puede serafectada por el operador
que genera la dinámica reversible. La condición de que el gradiente �E(x)�x esté a su
vez en el espacio nulo deM(x) expresa la conservación de la energía total dada por la
contribución deM(x) a la dinámica.
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Estas propiedades aseguran que la energía total es un invariante dinámico, _E = 0,
y que la entropía es una función no decreciente del tiempo,_S � 0, como se puede de-
mostrar fácilmente por simple aplicación de la regla de la cadena y de las ecuaciones de
movimiento (4.1). En otras palabras,aseguran la consistencia termodinámica al satisfa-
cerse la primera y segunda ley de la Termodinámica.

En el caso de que haya otros invariantes dinámicos,I(x), en la evolución del sistema
(como por ejemplo el momento lineal o angular),L(x) y M(x) deben satisfacer otras
condiciones adicionales. En particular,�I(x)�x �L(x)� �E(x)�x = 0;�I(x)�x �M(x)� �S(x)�x = 0: (4.3)

que aseguran precisamente quedI(x)=dt = 0.
Las ecuaciones deterministas (4.1) son, en realidad, una aproximación en la que se

han despreciado las fluctuaciones térmicas. Pero si nuestronivel de descripción del siste-
ma necesita ruido, la dinámica general queda descrita por ecuaciones diferenciales esto-
cásticas o, equivalentemente, por una ecuación de Fokker-Planck (FPE) que gobierna la
función de probabilidad� = �(x; t). Esta FPE se escribe�t�(x; t) = � ��x ���(x; t) �L(x)� �E(x)�x +M(x)� �S(x)�x �� kBM(x)� ��(x; t)�x � ;

(4.4)
siendokB la constante de Boltzmann.

La función de distribución de las variables de un sistema en equilibrio está dada por
la función de distribución de Einstein. Se puede probar estaafirmación bajo la hipótesis
(bastante general) del caráctermixingde la dinámica microscópica del sistema (Español
y de la Rubia, 1992)). Si la dinámica microscópica asegura laexistencia de invariantes
dinámicos como la energíaE(x) y, quizás otrosI(x), entonces la distribución de Einstein
toma la forma �eq(x) = g(E(x); I(x)) exp�S(x)kB �

(4.5)

donde la funcióng queda completamente fijada por la distribución inicial de los invarian-
tes dinámicos. Por ejemplo, si en el instante inicial se conoce con elevada precisión el
valor de los invariantesE(x) e I(x), en particular, si toman los valoresE0; I0 respectiva-
mente, entonces, la función de distribución de Einstein se particulariza a�eq(x) = Æ(E(x) �E0)Æ(I(x) � I0)
(E0; I0) exp�S(x)kB � ; (4.6)

con el factor de normalización adecuado
(E0; I0).
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Para que la ecuación de Fokker-Planck (4.4) tenga como (única) solución de equilibrio
la función de distribución de Einstein las matricesL(x);M(x) deben verificar que��x ��L(x)� �E(x)�x � = 0;M(x)� �I�x = 0: (4.7)

La primera condición se puede entender como una condición deincompresibilidad sobre
la dinámica reversible en el espacio de estadosx y, además, ha sido derivada indepen-
dientemente con operadores de proyección (Öttinger, 1998a). La segunda condición es
simplemente el requisito para que la parte disipativa de la dinámica conserve la energía
total y cualquier otro invariante dinámico presente.

Cuando las fluctuaciones térmicas son necesarias para la descripción de nuestro sis-
tema, la función entropíaS(x) puede ser una funcióndecrecienteen el tiempo. Sin em-
bargo, esto no significa una violación de la segunda ley de la termodinámica, porque si
definimos elfuncional de entropíacomoS[�t℄ = Z S(x)�(x; t)dx � kB Z �(x; t) ln �(x; t)dx; (4.8)

es posible demostrar, utilizando la ecuación de Fokker-Planck (4.4), que este funcional es
estrictamente creciente en el tiempo:�tS[�℄ � 0. Dicho de otra forma, el funcional de
entropía juega el papel de una función de Lyapunov.

Finalmente, las ecuaciones estocásticas que son matemáticamente equivalentes a la
ecuación previa de Fokker-Planck (Gardiner, 1983; Öttinger, 1996) (en la interpretación
de Itô) sondx = �L(x)� �E(x)�x +M(x)� �S(x)�x + kB ��x �M(x)� dt+ d~x: (4.9)

Es interesante comparar (4.9) con las ecuaciones deterministas (4.1). En particular re-
saltar la aparición del término de ruido y de un término adicional, proporcional akB , en la
dinámica determinista. El término propiamente estocástico d~x es una combinación lineal
de incrementos independientes del proceso de Wiener y satisface la regla mnemotécnica
de Itô d~xd~xT = 2kBM(x)dt; (4.10)

lo que significa qued~x es un infinitesimal de ordendt1=2 (Gardiner, 1983). La Ec.(4.10)
es una forma compacta y formal del teorema de fluctuación-disipación.

A la hora de formular nuevos modelos es a veces conveniente especificar los ruidosd~x
directamente, en vez de la matrizM(x), ya que, por la condición (4.10), la matrizM(x)
tiene las propiedades adecuadas: es automáticamente definida simétrica y semidefinida
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positiva. Para preservar la conservación de la energía y el resto de invariantes dinámicos
en el tiempo, es necesario un requisito mucho más estricto para la forma concreta ded~x,�E(x)�x �d~x = 0;�I(x)�x �d~x = 0; (4.11)

que implican precisamente las ecuaciones (4.2) y (4.7).
Es sencillo interpretar el significado geométrico de (4.11): Los pequeños “golpes

aleatorios” producidos por el ruidod~x sobre el estadox son ortogonales a los gradientes
deE(x); I(x). Estos gradientes son vectores perpendiculares a las hipersuperficies de
energía constanteE(x) = E0 y de invariantes dinámicos constantesI(x) = I0. Por
tanto, las fluctuaciones mantienen siempre al estadox en la hipersuperficie de invariantes
dinámicos.

Acabamos esta sección resaltando que el tamaño de las fluctuaciones está gobernado
(formalmente) por la constante de BoltzmannkB . Las fluctuaciones se pueden eliminar
de dicha ecuación tomando el límitekB ! 0 (sin cambiar los elementos que constituyen
la estructura GENERICE(x); S(x); L(x);M(x)), de tal manera quekB puede ser consi-
derado como un pequeño parámetro que controla las fluctuaciones. Si tomamos el límitekB ! 0, las ecuaciones diferenciales estocásticas (4.9) se convierten en las ecuaciones
deterministas (4.1) y la ecuación de Fokker-Planck (4.4) tiene sólo primeras derivadas
de la misma forma que la ecuación de Liouville. Precisamenteen este límite, la función
de distribución�(x; t) no tiene dispersión y es esencialmente una función delta de Dirac
evaluada en la solución de las ecuaciones deterministas. Eneste caso, el funcional de la
entropíaS[�℄ se reduce, como debe ser, a la función entropíaS(x) que es una función no
decreciente en el tiempo.

4.3 Aplicaciones de GENERIC al modelo SPH

El problema básico en cualquier descripción de no equilibrio de un sistema dado es iden-
tificar el conjunto de variables relevantes de dicho sistema. Vamos a analizar el conjunto
de dichas variables en la dinámica de no equilibrio para el modelo SPH. Para simplifi-
car, comenzaremos con la SPH sin disipación. Recordemos queel método ya ha sido
presentado en la sección (1.4).

Sabemos que en la SPH la masami de cada una de las partículas es constante y que
están situadas en las posicionesRi con momentosPi. Se define además una variable
densidad�i asociada a cada partícula�i =Xj mjW (jRi �Rj j) (4.12)

a través de una función pesoW (r) (con forma de campana de soporte finitoh y norma-
lizada a la unidad). Con esta definición se ve que si las partículas están muy cerca de
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la partículai, la densidad definida por la Ec.(4.12) es mucho mayor en esa región del
espacio. A partir de la densidad podemos asignar un volumen asociado a cada partícula
fluida Vi(R1; : : : ;RM ) = mi�i : (4.13)

(Obsérvese que, en SPH, tanto la densidad como el volumen de cada partícula son fun-
ciones del conjunto de las posiciones de las partículas del sistema). Al hablar de pseudo-
partículas SPH opartículas fluidas, nos referimos a porciones de fluido o conjuntos de
moléculas que se mueven siguiendo los movimientos colectivos. Por tanto, parece razo-
nable considerar que estas partículas fluidas son pequeños sistemas termodinámicos con
su centro de masa situado enRi, con momentoPi, volumenVi definido en (4.13), masa
(fija) mi, y entropíaSi (o energía internaEi). Aunque son sistemas termodinámicos en el
sentido que se puede definir una función de entropía, se supone que las partículas fluidas
son suficientemente pequeñas como para sufrir el efecto de las fluctuaciones estocásticas
provocadas por las moléculas o átomos subyacentes que constituyen dicha mesopartícula
fluida.

Por tanto, el estado del sistema SPH queda descrito por el conjunto de variables inde-
pendientesx = fRi;Pi;mi; Si; i = 1; : : : ;Mg, siendoM el número total de partículas
fluidas SPH.

Los dos elementos básicos del formalismo GENERIC son la energía y la entropía del
sistema en función de las variables seleccionadas, para losque proponemos la siguientes
expresiones E(x) = Xi P2i2mi + E(Vi;mi; Si);S(x) = Xi Si; (4.14)

dondeE(Vi;mi; Si) es la energía interna de la mesopartícula fluidai en función de sus
variables extensivas. Como en el tratamiento habitual de lahidrodinámica, suponemos
la hipótesis de equilibrio local (de Groot y Mazur, 1964). Por tanto, la energía interna
de las partículas fluidas es la misma función de la masa, volumen y entropía que la de la
energía interna total en equilibrio en función de las variables extensivas del sistema total.
Podemos ahora calcular las derivadas deE(x) y S(x)�E(x)�x = 0BB� Pj �Ej�Vj �Vj�Rivi0Ti 1CCA ; �S(x)�x = 0BB� 0001 1CCA ; (4.15)

con las definiciones termodinámicas habituales para la velocidad de las partículas fluidas,
la presión y la temperatura (que son funciones de las variables extensivasVi;mi; Si)vi = Pimi ;



62 Capítulo 4. La SPH y la DPD bajo el prisma GENERICPj = � �Ej�Vj ����mj ;Sj ;Ti = �Ei�Si ����mi;Vi : (4.16)

Definamos ahora una cantidad relevante para el resto del desarrollo de la sección, la
derivada del volumen SPH definido en (4.13) con respecto a lasposiciones de las partícu-
las. Se calcula fácilmente
ij � �Vj�Ri = �mj�2j (mi!ji + ÆijXk mk!ik); (4.17)

siendo !ij =W 0(Rij)eij : (4.18)

La prima aquí se refiere a la derivada respecto al argumento yeij es el vector unitario en
la línea que une las partículasi; j, (!ij es antisimétrica en el cambioij). Análogamente
se define 
ji � �Vi�Rj = mi�2i (mj!ij � ÆijXk mk!ik): (4.19)

Construimos ahora la matrizL(x) del modelo SPH que representa a la hidrodinámica en
versión lagrangiana para un fluido no viscoso. Imponemos quela parte reversible de las
ecuaciones de movimiento debe ser_Rijrev = vi;_mijrev = 0;_Sijrev = 0: (4.20)

Es decir, la posición de la partícula fluida cambia exclusivamente de acuerdo con su velo-
cidad (tal y como corresponde a una descripción en términos de partículas lagrangianas de
masami) y, obviamente, como cualquier dinámica reversible no debeprovocar ninguna
variación en el contenido de entropía de la partícula fluida.Recordemos que las masas
son constantes por definición en SPH.

Si analizamos el términoL�rE en la Ec.(4.1) con las derivadas de la energía dadas en
(4.15), la matrizL(x) más simple que se nos pueda ocurrir y que produce las ecuaciones
deseadas tiene una estructura deM �M bloquesLij de tamaño8� 8 de la formaLij = 0BB� 0 1Æij 0 0�1Æij 0 0 00 0 0 00 0 0 0 1CCA : (4.21)
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La última y la penúltima fila aseguran la invariancia demi y de Si, (por antisimetría
la última y penúltima columna quedan fijadas). La primera filapreserva la ecuación de
movimiento para la posición y la primera columna también está definida obligatoriamente
por antisimetría.

La matrizL(x) es antisimétrica porqueLij = �LTji y satisface las condiciones de
degeneración Ecs.(4.2).

Tenemos que considerar también los invariantes dinámicosI(x) si queremos preser-
varlos en el modelo de partículas SPH. En nuestro caso, son elmomento totalP0 =PiPi, y la masa totalM0 = Pimi. Comprobemos su efecto sobre los invariantes,
Ecs.(4.3). Tenemos que la masa total y el momento total cumplen la condición, debido a
que
ij obedece Xi 
ij = 0: (4.22)

Finalmente, podemos garantizar la primera condición en lasecuaciones Ecs.(4.7) ya que
también se satisface la identidad siguienteXij ��Pi �(
ijPj) = 0: (4.23)

Las ecuación reversible resultante de aplicar_xjrev = L�rE para el momento es_Pijrev = Xj 
ijPj : (4.24)

Para algunas variables dependientes interesantes, podemos aplicar la regla la cadena y
obtener sus ecuaciones reversibles. En concreto, para el volumen_Vijrev = Xj 
ji � _Rj jrev =Xj 
ji �vj (4.25)

y para la energía interna_Eijrev = �Ei�Vi ����mi;Si _Vijrev + �Ei�mi ����Vi;Si _mijrev + �Ei�Si ����mi;Vi _Sijrev= �Ei�Vi ����mi;Si _Vijrev = �PiXj 
ji �vj : (4.26)

Es interesante analizar las ecuaciones de evolución para las variables del momento, vo-
lumen y energía interna de las mesopartículas. Vamos a compararlas con las ecuaciones
de Euler para un fluido no viscoso, en términos de campos continuos. Desde el punto de
vista macroscópico del continuo, estas ecuaciones son:� la ecuación de continuidad�t�(r; t) = �r�g(r; t); (4.27)



64 Capítulo 4. La SPH y la DPD bajo el prisma GENERIC� la ecuación de balance para el momento�tg(r; t) = �rP (r; t)�r�g(r; t)v(r; t); (4.28)� la ecuación para la energía interna por unidad de masa�t�(r; t) = �P (r; t)�(r; t)r�v(r; t)� v(r; t)�r�(r; t); (4.29)

o en versión entrópica �ts(r; t) = �r�s(r; t)v(r; t): (4.30)

En estas ecuaciones,�(r; t) es el campo de densidad de masa,g(r; t) = �(r; t)v(r; t) es el
campo de densidad de momento (siendo, por tanto,v(r; t) el campo de velocidad),s(r; t)
el campo de densidad de entropía (entropía por unidad de volumen) y�(r; t) el campo de
energía interna por unidad de masa (también conocido como energía interna específica).
El campo de presiónP (r; t) está dado, de acuerdo con la hipótesis de equilibrio local, porP (r; t) = P eq(�(r; t); s(r; t)) dondeP eq(�; s) es la ecuación de estado de equilibrio que
nos da la presión macroscópica en términos de la densidad de masa y entropía.

Si definimos la derivada material (también llamada total o sustancial) que nos da la
tasa del cambio de alguna cantidad siguiendo la evolución deuna partícula con el flujo a
través de ddt = �t + v(r; t)�r; (4.31)

usando el campo de volumen específicoV(r; t) = m=�(r; t) (dondem es una masa
de referencia) y definiendoE(r; t) como el campo de energía interna, las ecuaciones
anteriores se escriben _V(r; t) = V(r; t)r�v(r; t);m _v(r; t) = �V(r; t)rP (r; t);_E(r; t) = �P (r; t)V(r; t)r�v(r; t); (4.32)

donde el punto significa derivada material. Por simple comparación de estas ecuaciones
4.32 con las ecuaciones de movimiento reversibles para el volumen (4.25) y momento (o
velocidad) (4.24) de las pseudo-partículas SPH podemos interpretarlas como versiones
“discretas”, en términos de partículas lagrangianas, de las ecuaciones continuas para un
fluido no disipativo bajo una descripción lagrangiana. Dicho de otra manera, tenemos
una representación simplificada de los campos continuos plasmada en un conjunto finito
de pseudo-partículas que transportan la masa, el momento y la energía y que interaccionan
conservando dichas cantidades.

Si entendemos por la notación[f ℄i el valor del campo o función escalarf , [f ℄i como
el valor discreto del campo vectorial y[f�� ℄i como el valor discreto del campo tensorial
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asignado a la partículai, entonces reconocemos que la SPH propone como versiones
discretas de los operadores las aproximaciones:V �GRADIENTE : [Vrf ℄i � �Xj 
ijfj ;V � DIVERGENCIA : [Vr�f ℄i � Xj 
ji �fj ;V � DIVERGENCIA TENSOR: [Vr�f�� ℄i � Xj 
�jif��j : (4.33)

Si el rangoh de la función interpolante SPH es mucho menor que la escala típica es-
pacial de variación de las variables hidrodinámicasy la distancia típica entre partículas� es mucho menor queh, entonces, por ejemplo, es posible probar queVirf(ri) ��Pj 
ijf(rj). De esta forma, el objeto-vector que nosotros hemos denotado por
ij
en la ecuación (4.17) permite definir una versión discreta del operadorVr. De igual
forma podemos interpretar el resto de operadores discretos.

Para el conjunto de variables independientes, podemos sustituir la forma particular
dada en la Ec.(4.17) en las ecuaciones reversibles (4.20) y (4.24) llegamos a las ecuaciones
finales _Rijrev = vi;(mi _vi)jrev = �Xj mimj!ij "Pj�2j + Pi�2i # ;_mijrev = 0;_Sijrev = 0: (4.34)

Para el volumen y energía interna, sustituyendo en (4.25) y (4.26), tenemos_Vijrev = �Xj mi�2i mj!ij �vij ;_Eijrev = Xj Pimi�2i mj!ij �vij ; (4.35)

donde hemos definido la velocidad relativavij = vi � vj . Es importante darse cuenta
de que obtenemos la forma simetrizada en el momento. Precisamente corresponde a las
ecuaciones de la SPH en la forma preferida por Monaghan (1992). Sin embargo, la forma
es no simétrica en la ecuación de la energía interna (en contradicción con su propuesta).
Dichas formas surgen naturalmente de la estructura GENERICy de la definición natural
de la función de volumen, Ec.(4.13). Precisamente en la literatura sobre el tema (Serna
et al., 1996; Hernquist, 1993; Monaghan, 1992; Benz, 1990) existemucha controversia
sobre la gran variedad de implementaciones diferentes de laSPH y sobre las ventajas y
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exactitud de unas sobre otras. En algunos de dichos trabajosse menciona que si se usa
una forma simetrizada en la ecuación de evolución de la energía interna y si la densidad
se calcula con el interpolante SPH, entonces la entropía no se conserva tan bien como la
energía. O que si se integra la ecuación de la entropía, la energía total no se conserva
exactamente, o incluso que si se utiliza una ecuación de evolución para la densidad de la
partícula, la masa total no se conserva exactamente (se entiende, numéricamente en una
simulación). GENERIC permite seleccionar una formulaciónconcreta que es plenamente
consistente con la primera y segunda ley de la Termodinámica.

Sin embargo, nuestra formulación no soluciona el siguienteproblema que es común
a todas las versiones SPH propuestas hasta la fecha: dada unapartículai cuya presión esPi, si todas las presiones de las partículas vecinas toman exactamente el mismo valor de
la presiónPi, existe todavía una fuerza remanente sobre dicha partículai dada por_vi = �PiXj mj!ij " 1�2j + 1�2i # ; (4.36)

que es en general diferente de cero. Esto es físicamente inaceptable porque el estado de
equilibrio de un sistema SPH no está dado por una situación enla que todas las partícu-
las están en reposo con valores idénticos para las variablesintensivas (presión, potencial
químico y temperatura). Sin embargo, se trata de un estado deequilibrio en el que las
partículas están sometidas a fuerzas que nunca se cancelan produciendo unaagitación tér-
mica ficticia, de origen numérico, no físico. En presencia de disipación el sistema relaja a
un estado de equilibrio con todas las velocidades nulas peroformando cristales regulares,
para los cuales las fuerzas en (4.36) se anulan. Estos cristales tienen cierta elasticidad im-
propia de un fluido newtoniano. El hecho de que presiones iguales no produzcan fuerza
nula debe ser entendido como un artefacto numérico. Este efecto se puede reducir aumen-
tando el solapamiento, es decir, la razóns = h=� entre el alcance finitoh de la función
pesoW (r) y la distancia típica entre partículas fluidas�. Cuandos � 1, una partícula
tiene muchos vecinos. En dicha situación, para una distribución homogénea de partículas,
las densidades de las partículas son típicamente las mismas. La suma en (4.36) implicará
muchos vecinos, y por isotropía, la suma sobre!ij va a ser muy pequeña. Por tanto,
podemos reducir arbitrariamente el artefacto numérico al precio de aumentar el número
de vecinos, y por tanto, el tiempo de cálculo computacional.

El origen físico de este artefacto numérico está relacionado con el hecho de que el
volumen total, definido como la suma de los volúmenes de las partículas SPH, no es una
variable conservada. Nótese que la forma SPH de
ij no satisface

Pj 
ij = 0. En
realidad toma el valorXj 
ij = �Xj mimj  1�2j + 1�2i !!ij 6= 0: (4.37)

y, consecuentemente, el volumen total calculado comoVT = Pi Vi no es un invariante
dinámico, es decir, no se conserva. En generalVT 6= V0 si entendemos porV0 el volumen
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del contenedor en que se encuentran el fluido representado por las partículas fluidas.VT
sería un invariante si los volúmenes de las partículas fuesen una verdadera partición del
contenedor total. Precisamente esto es lo que se manifiesta en la característica no físi-
ca arriba mencionada: si todas las partículas tienen la misma presión, existe todavía una
fuerza remanente sobre cada partícula. Éste es un hecho común en todas las implemen-
taciones de SPH hasta la actualidad (Monaghan, 1992; Takedaet al., 1994; Poschet al.,
1995; Kumet al., 1995).

En el trabajo de Flekkøy y Coveney (1999), se refleja otra posibilidad para
ij obte-
nida de la construcción de Voronoi que sí cumple

Pj 
ij = 0. Precisamente esta es la
línea seguida en el capítulo 5.

4.3.1 Las fluctuaciones térmicas en SPH

En esta subsección nos centraremos en la parte irreversibledel modelo SPH, es decir, en
construir la matriz de disipaciónM(x) y en incorporar las fluctuaciones térmicas.

Para el caso de un fluido newtoniano que satisface la ley de Fourier para la conduc-
ción del calor las ecuaciones constitutivas ofrecen expresiones habituales para el tensor
de tensiones y para el flujo térmico relacionadas con el tensor gradiente de la velocidad y
con el gradiente de temperatura, respectivamente. Sin embargo, en presencia de fluctua-
ciones existen también en el fluido tensiones locales y flujostérmicos espontáneos, que
no están directamente relacionados con dichos gradientes.Estos efectos se describen por
el llamado tensor de tensiones aleatorio y el flujo de calor aleatorio. El problema consis-
te en establecer las propiedades de estas magnitudes estocásticas, tales como sus valores
cuadráticos medios y las correlaciones entre sus valores enlos diversos puntos del fluido
y en diferentes instantes. Las fórmulas generales de esta teoría llamadahidrodinámica
fluctuantefueron establecidas por Landau y Lifshitz (1959).

En el continuo, las fluctuaciones térmicas se introducen en las ecuaciones de la hidro-
dinámica para los campos intensivos (densidad de momento y de entropía) a través de la
divergencia de un tensor de tensiones aleatorio y un flujo de calor aleatorio respectiva-
mente, (Landau y Lifshitz, 1959; Español, 1998b).

En el algoritmo discreto seguimos una línea parecida. Tenemos que especificar pri-
mero dónde sucede la irreversibilidad. No queremos procesos irreversibles asociados a la
evolución de la posición, volumen o masa de las partículas. Esto implica que para nues-
tro caso discreto, el término de ruido en la ecuación de movimiento (4.9) debe tener la

estructurad~xT ! �0; d~Pi; 0; d ~Si�. Los términos aleatorios para las variables extensivasd~Pi; d ~Si son, por simple analogía con la expresión del ruido aleatorio en la hidrodinámi-
ca no lineal del continuo, versiones discretas del productodel volumen por la divergencia
de un flujo aleatorio (en el sentido de la Ec.(4.33)), o sea, )d~Pi = Xj �
ij �d~�j ;
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ij �d~Jqj � 1Ti d~�i :Xj �
jivTj : (4.38)

Sabemos que�
ij debe tener las dimensiones de volumen partido por longitud.En prin-
cipio, no sabemos qué objeto proponer. En ausencia de una mejor opción, elegimos�
ij = 
ij , con la definición de (4.17), por analogía con la parte reversible del mode-
lo SPH anteriormente analizada. El tensor de tensiones aleatorio d~�i y el flujo de calor
aleatoriod~Jqi se definen comod~�i = aidWSi + bi1d tr[dWi℄;d~Jqi = 
idVi: (4.39)

Los coeficientesai; bi; 
i son ai = �4kBTi �iVi�1=2 ;bi = �2dkBTi �iVi�1=2 ;
i = Ti�2kB �iVi�1=2 : (4.40)

Aquí, d es la dimensión física del espacio,�i es la viscosidad de cizalla de la mesopartí-
culai, �i es la viscosidad de volumen, y�i es la conductividad térmica. Estos coeficientes
de transporte pueden depender en general del estado termodinámico de la partícula fluidai. (Por simplicidad, consideramos que los coeficientes de transporte son constantes). A
primera vista, la forma particular de los coeficientes en la Ec.(4.40) puede parecer algo ar-
bitraria. En realidad, la forma funcional particular de estos coeficientes puede ser extraída
sólo después de escribir las ecuaciones discretas finales y compararlas con los términos
disipativos que aparecen en las ecuaciones en versión continua.

La matriz aleatoria simétrica de traza nuladWSi se define comodWSi = 12 �dWi + dWTi �� 1d tr[dWi℄1: (4.41)

dondedWi es una matriz de incrementos independientes de Wiener. El vector dVi es
también un vector de incrementos independientes de Wiener que satisfacen las reglas
mnemotécnicas de Itô dW��0i dW��0j = ÆijÆ��Æ�0�0dt;dV�i dV�j = ÆijÆ��dt;dV�i dW��0j = 0; (4.42)
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donde los índices griegos denotan las componentes tensoriales. Obsérvese que las formas
postuladas ded~Pi y d ~Si en la Ec.(4.38) satisfacenXi vi �d~Pi + Tid ~Si = 0;Xi d~Pi = 0; (4.43)

y, por tanto, las Ecs.(4.11) se cumplen. Esto significa que los ruidos conservan el momen-
to y la energía exactamente.

Es simple cuestión de álgebra sencilla construir el producto diádicod~xd~xT y calcular
la matrizM(x) de la Ec.(4.10). El procedimiento es bastante tedioso pero estándar. Una
vez que tenemosM(x), se pueden escribir los términosM(x) ��S=�x para la dinámica
irreversible de las ecuaciones de movimiento para las variables hidrodinámicas discretas.
Si suponemos que los coeficientes de transporte no dependen de la densidad de entropía
(pero pueden depender de la densidad de masa), las ecuaciones completas resultantes
son:dmi = 0;dRi = vidt;dPi = 0�Xj 
ijPj +Xj 
ij ��j1A dt+ d~Pi;TidSi = �1� kBCvi��2 �iViGi : Gi + �iViD2i� dt+Xj 
ij �Jqjdt� kBTiCvi Xj 
2ij �jVj T 2j dt� kBTimi ��d2 + d� 22d � 2�iVi + �iVi�Xj 
2jidt+ Tid ~Si: (4.44)

Hemos incluido lasversiones discretasdel tensor de tensiones�i, el tensor “gradiente”
de velocidad simétrico de traza nulaGi, la “divergencia”Di y el flujo de calorJqi como���i = �2 �iViG��i � �iViDiÆ�� ;G��i = 12Xk [
�kiv�k +
�kiv�k ℄� 1dÆ��Xk 
ki �vk;Di = Xk 
ki �vk;Jqi = �T 2i �iVi Xk 
ik 1Tk �1� kBCvk� : (4.45)
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Finalmente, la capacidad calorífica a volumen constante para la partícula fluidai se define
como Cvi = Ti��Ti�Si��1Vi : (4.46)

Los factores adimensionaleskB=Cvi son, por tanto, muy pequeños. En el límite dekB ! 0, podemos fácilmente reconocer en las Ecs.(4.44) y (4.45) todos los términos
correspondientes a las ecuaciones de la hidrodinámica del continuo (de Groot y Mazur,
1964) y los del modelo SPH (Monaghan, 1992).

4.4 El modelo DPD+e en forma GENERIC

En esta sección mostraremos cómo al proponer otras formas del ruido d~x, podemos obte-
ner una parte irreversible que esté íntimamente relacionada con la Dinámica de Partículas
Disipativas. El modelo DPD+e que presentamos aquí es una generalización natural del
modelo clásico DPD (Hoogerbrugge y Koelman, 1992) en el que se incluyen una variable
de energía interna (o entropía) como en las referencias Bonet y Mackie (1997); Español
(1997a). Además, lavariable de volumenasociada a las funciones peso propias de la
DPD, juega un papel crucial como en el caso de la SPH en la sección anterior.

Desde el punto de vista GENERIC, este modelo DPD+e difiere delmodelo SPH de
la sección precedentesólo en la forma de los términos disipativos y aleatorios. Por lo
tanto, la parte de la fuerza conservativa en la ecuación de evolución del momento de la
partícula DPD queda relacionada directamente con el gradiente de presión.

En vez de la forma (4.38), proponemos los términos aleatoriosd~x! (0; d~Pi; 0; d ~Si)
“a la” DPD (Español, 1997a; Bonet y Mackie, 1997; Ripollet al., 1998)d~Pi = Xj BijdWij ;d ~Si = 1Ti Xj AijdVij � 12Ti Xj Bij �vijdWij ; (4.47)

1dondeBij = �Bji, Bii = 0, y Aij = Aji son funciones adecuadas de la posición y
quizás, de otras variables de estado. Los procesos independientes de Wiener satisfacendWij = dWji y dVij = �dVji y las siguientes reglas mnemotécnicas de ItôdWii0dWjj0 = [ÆijÆi0j0 + Æij0Æi0j ℄dt;dVii0dVjj0 = [ÆijÆi0j0 � Æij0Æi0j ℄dt;dWii0dVjj0 = 0: (4.48)

1Nótese que para que el término de entropía sea más parecido alruido SPH, podemos reemplazar12Ti Pj Bij �vijdWij por� 1Ti Pj Bij �vidWij .
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Debemos observar que los términos de ruido de la DPD en la (4.47) también satisfacen
los requisitos exigidos (4.11), que se escriben comoXi d~Pi = 0;Xvi �d~Pi + Tid ~Si = 0: (4.49)

De nuevo, la primera ecuación asegura la conservación del momento y la segunda la de
la energía. Se comprende así que la fuerza aleatoriad~Pi representa fluctuaciones en la
línea que une a las partículas, y satisface la tercera ley de Newton. El primer sumando del
lado derecho en la expresión parad ~Si (4.47), asegura que se verifica la última ecuación
en las Ecs.(4.49) y el segundo término end ~Si está dictado por nuestro deseo de modelar
la conducción de calor de la forma dada por Español (1997a).

Intuitivamente, la diferencia esencial entre el ruido de laDPD, Ecs.(4.47), y el pos-
tulado en el método de SPH, Ecs.(4.38) es que en la DPD hay un ruido porcada parde
partículas, describiendo el intercambio de momento y energía a pares. Por el contrario,
en el de la SPH, hay un flujo aleatorio (un tensor de tensiones oun flujo de calor) para
cada partícula individualmente y el intercambio de magnitudes se describe a través de
la divergencia discreta de dichos flujos aleatorios. Por lo tanto, computacionalmente, la
DPD es más eficaz en este sentido que la SPH, ya que se realizan menos cálculos en la
parte estocástica del modelo. Dicho de otra manera, el ruidoDPD (4.47) se puede inter-
pretar como una caricatura de los términos de ruido (4.38) propuestos para el modelo de
la SPH. Precisamente por esta razón, tomaremos las formas siguientes deAij yBij , para
permanecer lo más cerca como posible a la (4.38) manteniendolas simetrías correctas enAij ;Bij , Aij = �2kBTiTj �V�1=2 j
ij j;Bij = �4kB TiTjTi + Tj 
V�1=2
ij : (4.50)

Denotamos por� a un parámetro con dimensiones de conductividad térmica y uncoefi-
ciente
 con dimensiones de viscosidad. Este modelo DPD tiene una única viscosidad en
vez de las dos (cizalla y bulk) que aparecen en el modelo SPH dela sección previa. ConV = V0=M denotamos el volumen medio por partícula.

La opción más sencilla para el objeto-vector
ij , dimensionalmente correcta, que
garantice las simetrías necesarias de los coeficientesAij y Bij , 2 y que se aproxima más

2Recordemos que laAij yBij tienen unas simetrías determinadas, y por esa razón no nos vale la expresión
de
ij definida con las ecuaciones (4.17), (4.18) en las que se considera que todas las partículas DPD tienen

igual masam y 
ij = !ij =W 0(Rij)eij ya definido en la ecuación (4.18),
ij = �V2 mimj !ij .
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a la propuesta de Español (1997a) y Bonet y Mackie (1997) es3
ij = �V2!ij = �V2W 0(Rij)eij (4.51)

Se trata ahora de una cuestión de álgebra construir la matrizirreversibleM(x) para
el algoritmo DPD con el teorema fluctuación-disipación (4.10). La parte irreversible final
de las ecuaciones de movimiento esdPijirr = �Xj 
ijV (vij �
ij)
ijdt+ d~Pi;TidSijirr = Xj 
ij2V (
ij �vij)2dt+ �VXj 
2ij(Tj � Ti)dt� kBCvi 
2VXj TjTi + Tj (
ij �vij)2dt� kBTim 
VXj Tj � TiTi + Tj
2ijdt� kBCvi �VXj 6=i 
2ijTjdt+ Tid ~Si: (4.52)

Hemos definido la viscosidad a pares como
ij = 
�1� TiTj(Ti + Tj)2 � kBCvi + kBCvj�� : (4.53)

Discutamos ahora estas ecuaciones. El momento de la partícula cambia de manera
irreversible debido a una fuerza de fricción que depende de las diferencias de velocidad
entre las partículas y debido al ruido térmico. Ésta es la forma convencional de la DPD
excepto por el hecho de que el coeficiente de fricción (4.53) depende de las temperaturas
(aunque con un pequeño prefactor de ordenkB=Cvi).

Respecto a la ecuación de evolución de la entropía, el primertérmino modela el pro-
ceso de calentamiento viscoso, el hecho de que el movimientode las partículas produce
una fricción interna que aumenta la energía interna de las partículas. Este término viene
dictado por la obligación de conservar la energía total.

El segundo término tiene en cuenta el proceso de conducción de calor y se puede
entender simplemente como una discretización de la ecuación de conducción. Es im-
portante darse cuenta de que esta forma del término de conducción es físicamente más
razonable que las expresiones dadas en Bonet y Mackie (1997). Los siguientes tres tér-
minos son proporcionales akB y aseguran la conservación exacta de la energía, como se
puede ver si calculamos explícitamentedE = �E�x dx+ 12 �2E�x�xd~xd~x.

Las ecuaciones dinámicas resultantes tienen la misma partereversible que las
Ecs.(4.44) y las fuerzas disipativas tipo “amortiguador browniano” características del mo-
delo DPD. Si introducimos el volumen y la variable de energíainterna en el modelo es-
tándar de la DPD, podemos derivar un modelo perfectamente admisible desde el punto de

3Obsérvese la semejanza con la ecuación (4.17)
ij � 
ij .
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vista termodinámico en el cual se reconoce que las fuerzas conservativas DPD son real-
mente fuerzas debidas a los gradientes de presión. Las ecuaciones finales de este nuevo
modelo son, de alguna manera, más simples que las Ecs.(4.44)y reproducen el comporta-
miento hidrodinámico macroscópico, aunque la identificación directa de los coeficientes
de transporte es mucho menos obvia.

4.5 Discusión

En este capítulo hemos considerado dos algoritmos diferentes (la SPH y la DPD) dentro
del formalismo llamado GENERIC. Vemos que dichos modelos pueden ser entendidos
como formas discretas de la hidrodinámica mesoscópica en presencia de fluctuaciones
térmicas.

El primer modelo considerado es el modelo SPH. Las ecuaciones Ecs.(4.44) son el
principal resultado de este capítulo. Tienen la estructurade SPH incorporando el ruido
térmico de manera consistente. Esto nos abre la puerta a las aplicaciones de la SPH a los
fluidos complejos donde los efectos brownianos son importantes. Las ecuaciones conser-
van la masa total, el momento total y la energía total del sistema de partículas y además
son invariantes galileanas. Pero pese a la simplicidad, el modelo presenta dos problemas
fundamentales relacionados entre sí. Por un lado, despreciando las fluctuaciones, vemos
que presiones iguales no producen fuerzas nulas entre las partículas, lo que es físicamente
inaceptable. Por otro, las partículas fluidas tienen asociado un volumen que no suma al
total del volumen del contenedor en el que están situadas, sino que fluctúa alrededor de
él. Esto podría tener implicaciones no deseables en el estado termodinámico de equilibrio
del sistema y en la evolución dinámica hacia él. En principio, ambos efectos anóma-
los se pueden reducir al aumentar el número de vecinos por cada partícula, al coste de
incrementar el tiempo de computación.

Finalmente, hemos mostrado que una variación pequeña en la parte irreversible del
modelo SPH conduce a una nueva versión del modelo DPD+e, que se diferencia de la
forma convencional DPD en que además de la variable de energía se ha incluido el volu-
men de las partículas como variable relevante. En consecuencia, vemos que las fuerzas
conservativas DPD introducidas sin base física inicial, representan verdaderas fuerzas de
presión y, por tanto, presentan el mismo problema de la SPH: el volumen total calculado
sumando los volúmenes de cada una de las mesopartículas no escorrecto.

Por ello, estamos interesados en derivar un modelo de mesopartículas fluidas que no
presente estas dificultades. Es lo que hacemos en los capítulos siguientes con la teselación
de Voronoi.
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Capítulo 5

Dinámica mesoscópica de
partículas fluidas de Voronoi: Un
modelo termodinámicamente
consistente

En este capítulo proponemos una discretización lagrangiana en volúmenes finitos de las
ecuaciones de la hidrodinámica del continuo a través de la teselación de Voronoi. Demos-
tramos que una modificación de dichas ecuaciones discretas respeta la Primera y Segunda
Ley de la Termodinámica. Esto se consigue encajando el modelo en la estructura GE-
NERIC. Es precisamente esa estructura la que asegura la consistencia termodinámica y
permite incluir en el modelo el ruido térmico correcto de manera sencilla. Obtenemos así,
un modelo discreto consistente para la hidrodinámica lagrangiana fluctuante.

5.1 Introducción

El trabajo desarrollado en los tres capítulos anteriores seha encaminado hacia la compren-
sión más profunda del modelo DPD y a la incorporación de las fluctuaciones térmicas en
la SPH con la ayuda del formalismo GENERIC (Españolet al., 1999). Sin embargo,
como hemos mencionado, ambas técnicas presentan ciertos inconvenientes:

- En el estado de equilibrio, para la SPH con disipación, las partículas tienen tendencia
a formar redes regulares con cierta componente elástica espúrea. Esto es debido a que
aunque las partículas tengan igual presión y estén en reposo, existen fuerzas remanentes
que sólo cancelan en una disposición en red regular. Este efecto de presiones iguales
dando fuerzas espúreas está íntimamente relacionado con elhecho de que las partículas

75
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SPH tienen asociado unvolumenque no es el volumen físico que correspondería a una
partición del contenedor.

- En la DPD se tienen severas limitaciones para modelar fluidos con diferentes ecua-
ciones de estado. Además, se desconocen a priori los coeficientes de transporte del fluido
que se representa porque no se dispone una forma general que los relacione con los pará-
metros del modelo.

Todos estos problemas debieran ser resueltos para disponerde una técnica mesocópica
de partículas fluidas adecuada para la simulación de problemas hidrodinámicos en escalas
mesoscópicas. En este capítulo describimos un modelo lagrangiano de volúmenes finitos
basado en la teselación de Voronoi para variables hidrodinámicas discretas. El modelo
conserva la masa, el momento y la energía totales, y además laentropía total es una fun-
ción creciente en el tiempo. Más importante incluso, podemos incluir el ruido térmico de
forma consistente, es decir, produciendo la función de distribución de Einstein. Se trata
de un algoritmo que, careciendo de los problemas de la DPD y dela SPH con fluctuacio-
nes térmicas, simula lagrangianamente la hidrodinámica fluctuante (Garcíaet al., 1987;
Breuer y Petruccione, 1993).

Además de la formulación del modelo, en los próximos dos capítulos se incluyen
simulaciones de casos simples que aseguran que el modelo funciona correctamente. Es un
paso estrictamente necesario para poder aplicarlo despuésa situaciones más interesantes
que involucren fluidos complejos. Dos casos de estudio que tenemos previstos en un
futuro son la simulación de suspensiones coloidales y el estudio de la transición de no
equilibrio líquido-vapor.

En el caso de las suspensiones coloidales, la naturaleza lagrangiana del algoritmo es
especialmente conveniente para adaptarse a los dominios intersticiales geométricamente
muy complicados que hay entre las partículas coloidales. Las fluctuaciones térmicas que
sufre el fluido son indispensables para describir el movimiento browniano de las partículas
suspendidas.

Para el segundo problema, la coexistencia de no equilibrio líquido-vapor, la interco-
nexión entre la termodinámica y la hidrodinámica hace necesaria una formulación de la
hidrodinámica discreta compatible con las leyes termodinámicas. Con el modelo mesos-
cópico de partículas fluidas de Voronoi es posible estudiar los efectos de las fluctuaciones
térmicas en la dinámica de la separación de fases y en la dinámica de burbujas, lamelas y
gotas.

Recientemente se han formulado paralelamente dos modelos de partículas fluidas ba-
sados en Voronoi para simular la hidrodinámica fluctuante. Nos referiremos a ellos co-
mo MODELO 1 el desarrollado por nuestro grupo de investigación (Serrano y Español
(2001)), y presentado íntegramente en este capítulo, y MODELO 2 el del grupo formado
por de Fabritiis, Coveney y Flekkøy (2002a). En el apéndice Bse presenta una compara-
ción más detallada entre ambos.

En realidad, para construir el algoritmo de volúmenes finitos nos hemos inspirado
en el trabajo de Flekkøy y Coveney (1999). En dicho artículo,los autores presentan
una derivación de la DPDde abajo a arriba, es decir, partiendo de la microdinámica.



5.2. La construcción de Voronoi 77

El espacio físico se divide en celdas de Voronoi y se dan definiciones explícitas para la
masa, momento y energía de las celdas en términos de los grados de libertad microscó-
picos (posiciones y momentos de las moléculas que constituyen el fluido). Las derivadas
temporales de estas funciones tienen la estructura deecuaciones de balance microscópi-
co en forma discreta. Dichas ecuaciones tienen términos que sepueden clasificar como
pertenecientes a una parte “promedio” y a otra parte “estocástica”. Para avanzar en la
fomulación práctica del MODELO 2, los autores proponen expresionesfenomenológicas,
físicamente razonables, para la parte “promedio”. Requieren, además, que se cumpla el
teorema de fluctuación-disipación para la parte “estocástica”. En nuestra opinión, no con-
sideramos realmente este enfoque comode abajo a arribadebido, precisamente, a que
se necesitan dichas expresiones fenomenológicas. Estrictamente hablando, un enfoquede
abajo a arribarequeriría la técnica de operadores de proyección o de teoría cinética, para
relacionar los coeficientes de transporte con la dinámica microscópica del sistema (en for-
ma de fórmulas de Green-Kubo, por ejemplo). Además, se necesitarían las expresiones
moleculares explícitas para las ecuaciones de estado.

Por el contrario, nosotros en este capítulo tomamos la ruta inversa para desarrollar
un modelo mesoscópico de partículas fluidas (MODELO 1), es decir, partimos de un en-
foque tipode arriba a abajoen el que las ecuaciones del continuo deterministas de la
hidrodinámica son el punto de partida, y bajamos hacia la mesoescala. Utilizando la
construcción de Voronoi y la función característica suave de la celda de Voronoi, introdu-
cida por Flekkøy y Coveney, obtenemos las ecuaciones discretas a partir de las ecuaciones
del continuo. Nuestro intento es más parecido al de Hietelet al. (2000). Sin embargo,
imponemos los requisitos necesarios en la discretización para que se satisfagan las Leyes
de la Termodinámica. Esto nos obliga a incluir un pequeño término en la ecuación del
momento. Aplicamos el formalismo GENERIC porque además de asegurar la consisten-
cia termodinámica, resume el teorema de fluctuación-disipación y facilita enormemente
la tarea de construir las fluctuaciones térmicas adecuadas consistentes con la disipación
del modelo.

La organización del contenido de este capítulo es la siguiente: empezamos con una
sección introductoria a la teselación de Voronoi, presentamos la discretización de las ecua-
ciones hidrodinámicas en volúmenes finitos de Voronoi y, coneste referente, construimos
un modelo GENERIC de partículas fluidas de Voronoi. Por último se presentan las con-
clusiones.

5.2 La construcción de Voronoi

En esta sección damos una descripción general de la construcción de Voronoi. Empeza-
mos introduciendo el diagrama de Voronoi y su teselación dual de Delanay1. Se trata de
unas de las construcciones geométricas más fundamentales definidas con un conjunto de

1Se puede encontrar una introducción a la teselación de Voronoi y conceptos de geometría computa-
cional relacionada enhttp://www.voronoi.com. Hay un applet Java interesante enhttp://wwwpi6.fernuni-
hagen.de/Geometrie-Labor/ VoroGlide/index.html.
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puntos o nodos distribuidos irregularmente, que cubren conteselas el espacio total. De-
finiremos la función característica suave de la tesela de Voronoi y también analizaremos
algunas de las propiedades derivadas de esta definición.

Por simplicidad conceptual consideraremos el espacio euclidianoR2 , aunque toda la
teoría es generalizable a un espaciod-dimensional. Consideremos un conjunto deM
puntos,fn1; n2; :::nMg, denominados nodos o centros, con coordenadas correspondien-
tesfR1;R2; :::;RMg. El diagrama de Voronoi de dicho conjunto es la subdivisión del
plano enM regiones,f�1; �2; :::; �Mg, cada una asociada a un nodo, de tal manera que
cualquier punto dentro de una región dada�i está más cerca al centroni que a ningún
otro centro. Esas regiones se conocen como celdas o polígonos de Voronoi (o Thiessen).
Obsérvese que en dicha definición entra la noción de distancia o métrica euclidiana. Un
ejemplo de lo dicho anteriormente, para el caso de 7 puntos enel plano, está representado
en la imagen superior de la Fig.5.1.

La triangulación de Delanay es el dual de los diagramas de Voronoi, y se construye
conectando los nodos que tienen contornos compartidos, y define, por tanto, la conectivi-
dad de las celdas. La triangulación correspondiente al ejemplo anterior está en la imagen
central de la Fig.5.1.

Una propiedad interesante de la triangulación de Delanay esel criterio del circun-
círculo vacío. Consiste en que cada triángulo de Delanay define un círculo que no contie-
ne a ningún otro nodo. El centro de dicho círculo es el vérticeque comparten los nodos
que definen a dicho triángulo particular. Véase la imagen inferior de la Fig.5.1.

Siguiendo la definición dada por Flekkøy y Coveney (1999) y Flekkøyet al. (2000a),
introducimos la función característica suavizada de la celda de Voronoii a través de�i(r) = �(jr�Rij)Pj �(jr�Rj j) ; (5.1)

donde la función�(r) = expf�r2=2�2g es una gaussiana de anchura�. Cuando� ! 0,
la función característica suavizada tiende a la verdadera función característica de Voronoi,
esto es lim�!0�i(r) =Yj �(jr �Rj j � jr�Rij); (5.2)

siendo�(x) la función paso de Heaviside. La función característica de Voronoi (5.2) toma
valor 1 sir está más cerca deRi que de ningún otroRj conj 6= i. Obsérvese de (5.1)
que la función característica es una partición del espacio,es decir,Xi �i(r) = 1: (5.3)

Utilizando esta función característica, el volumen de la celda de Voronoi (dependiente del
conjunto de las posiciones de los centros representado porfRjg) esVi(fRjg) = ZV0 �i(r)dr; (5.4)
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Figura 5.1: Superior: Diagrama de Voronoi. Central: Triangulación de Delanay. Inferior:
Circuncírculos correspondientes al diagrama de Voronoi.
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dondeV0 es el volumen total. Teniendo en cuenta (5.3) se satisface lacondición de cierreXi Vi = V0: (5.5)

El ejemplo de la figura 5.1 muestra la teselación de Voronoi de7 centros en el plano infini-
to. Sin embargo, el caso de interés para nuestras simulaciones corresponde a teselaciones
de Voronoi periódicas. La figura 5.2(a) muestra un ejemplo dela teselación periódica en
una caja bidimensional para el caso de 15 nodos distribuidosaleatoriamente en la caja, y
en la Fig.5.2(b) las líneas de contorno para un centro.

(a) Líneas de contorno en�i(r) = 0:5 para el conjunto de
funciones características en una
caja periódica en dos dimensiones
de dimensión linealL = 100.

(b) Líneas de contorno para la
función�i(r) para el centroi =1 de la teselación previa. El valor
de� es0:03. Dentro de la región
encerrada el valor de�i(r) es 1 y
fuera cero.

Figura 5.2: Líneas de contorno para la función�i(r) correspondientes a la teselación de
Voronoi de 15 centros situados aleatoriamente en una caja bidimensional, con condiciones de
contorno periódicas. Los centros están marcados con círculos.

5.2.1 Propiedades de la función característica suave de Voronoi

Mencionaremos ahora algunas propiedades útiles de la función característica suavizada de
Voronoi definida en la Ec.(5.1), que serán necesarias para eldesarrollo de este capítulo.
Primero, debido a la forma gaussiana de�(r), tenemos quer�(r) = � 1�2�(r)r: (5.6)
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Por tanto, ��r�i(r) = � 1�2�i(r)(r �Ri) + 1�2�i(r)Xj �j(r)(r �Rj): (5.7)

Utilizando la siguiente propiedad�i(r)(1� �i(r)) =Xj 6=i �i(r)�j(r); (5.8)

(que puede ser demostrada desde la definición (5.1)), podemos reescribir la Ec.(5.7) comor�i(r) = ��r�i(r) = 1�2 Xj �i(r)�j(r)(Ri �Rj): (5.9)

Otra relación muy útil es��i(r)�Rj = ÆijXj 6=i 1�2�i(r)�j(r)(r �Ri)� 1�2�i(r)�j(r)(r �Rj): (5.10)

En lo que sigue de esta subsección, vamos a calcular explícitamente la derivada del
volumen de la celdai con respecto a la posiciónRj de la celdaj, o seaGij = �Vi�Rj = 1�2 ZV0 dr�i(r)(Æij � �j(r))(r �Rj): (5.11)

Es importante considerar los casos particularesi = jGii = = �Vi�Ri = 1�2 ZV0 dr�i(r)(1� �i(r))(r �Ri)= Xj 6=i 1�2 ZV0 dr�i(r)�j(r)(r �Ri)= �Xj 6=i Gji: (5.12)

y el casoi 6= j Gij = � 1�2 ZV0 dr�i(r)�j(r)(r �Rj); j 6= i (5.13)

que se puede reescribir comoGij = � 1�2 ZV0 dr�i(r)�j(r)�r� Ri +Rj2 ��Rij 12�2 ZV0 dr�i(r)�j(r) (5.14)
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siendoRij = Ri �Rj .
La primera tarea será calcular el límite� ! 0 para estas dos integrales. Por esta razón,

es instructivo trabajar con las formas de las funciones�i(r) y �i(r)�j(r) para el caso en
que sólo hay dos centros o nodos (a partir de ahora también usaremos la nomenclatura
partículas2) en el sistema, tal y como se ha hecho en (Flekkøy y Coveney, 1999; Flekkøy
et al., 2000a). Con un poco de álgebra simple llegamos a�i(r) = 11 + expf�Rij �(r� (Ri +Rj)=2)=�2g ;�i(r)�j(r) = 14 
osh2(Rij �(r� (Ri +Rj)=2)=2�2g) : (5.15)

Nos damos cuenta que la función�i(r)�j(r) es distinta de cero sólo alrededor de la
frontera compartida por las celdas de Voronoi de las partículas i; j. Para el límite de�
pequeño ésto es verdad en sentido estricto. Por lo tanto, lasintegrales de (5.14) sobre
el volumen completoV0 se pueden calcular sólo sobre una región�ij “alrededor” de la
frontera de las celdasi; j.1�2 ZV0 dr�i(r)�j(r) = 14�2 Z�ij dr0 1
osh2(r0 �Rij=2�2)= 14�2Aij Z 1�1 dx 1
osh2(xRij=2�2) = AijRij (5.16)

En la frontera, hemos sustituido la expresión de�i(r)�j(r), que depende de la posición
de todos los centros de celda, por la Ec.(5.15), que depende tan sólo de la posición de los
dos centros de celdai; j. Notemos que

R10 
osh�2(x)dx = 1. Aquí,Aij es el área (la
longitud de un segmento de línea en dos dimensiones) de la frontera que delimita las dos
celdas de Voronoi de las partículas vecinasi; j. Para llegar a la Ec.(5.16) hemos hecho una
translación der a r0 = r � (Ri +Rj)=2 (es decir, hemos puesto el origen exactamente
en la frontera entre celdas). También hemos hecho una rotación, de tal forma que el ejex
quede en la línea que une a los centros de celda.

De manera análoga, podemos calcular la integral del primer término del lado derecho
de la Ec.(5.14) 1�2 ZV0 dr�i(r)�j(r)�r� Ri +Rj2 � = AijRij 
ij (5.17)

donde el vector
ij es, por definición, la posición del centro de masa de la cara entre las
celdas de Voronoii; j con respecto al punto medio de ambas(Ri +Rj)=2.

2Como se verá posteriormente en la formulación del modelo de partículas fluidas de Voronoi, otorgaremos
el significado de partícula a cada una de estas regiones del espacio con una cierta masa, que procede de las
moléculas o átomos del fluido que pueden moverse libremente entre estas partición del espacio.
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Figura 5.3: Teselación de Voronoi periódica (líneas discontinuas azules) para 30 centros (en
verde). Los vectores
ij están representados con el color rojo. La caja tiene una longitudL = 100.

Sustituyendo (5.16) y (5.17) en (5.14) llegamos a la expresiónGij � �Vi�Rj = �Aij � 
ijRij + eij2 � ; j 6= i (5.18)

donde eij = RijRij ;Rij = Ri �Rj ;Rij = jRij j: (5.19)

Obsérvese que
PjGij = 0 debido a la Ec.(5.4.1) y Ec.(5.13)

PiGij = 0 a causa de
la Ec.(5.11) y de que el volumen total es constante, independientemente de las posiciones
de los centros de Voronoi.

Vale la pena despejarAij y 
ij de (5.16) y (5.17) pues se trata de dos cantidades
especialmente relevantes para el resto del capítuloAij � Rij Z dr�2�i(r)�j(r);
ij � RijAij Z dr�2�i(r)�j(r)�r� Ri +Rj2 � : (5.20)

En el límite� ! 0 la cantidadAij es el área de contactoij entre las celdas de Voronoii y j, mientras que el vector
ij nos da la posición del centro de masa de la caraij con
respecto al punto medio o “centro” de la cara(Ri +Rj)=2.
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5.3 Método de volúmenes finitos en celdas de Voronoi

Como primer paso para derivar las ecuaciones del modelo de partículas fluidas mesoscó-
picas en la forma explícita de GENERIC, vamos a considerar elmétodo de volúmenes
finitos para la integración numérica de las ecuaciones de la hidrodinámica del continuo.
Basándonos en estas ecuaciones, que estrictamente no son termodinámicamente consis-
tentes, formularemos un modelo de partículas fluidas que sí lo es.

El método de volúmenes finitos consiste en la integración de las ecuaciones del con-
tinuo sobre regiones finitas del espacio (ovolúmenes finitos). Se obtienen así ecuaciones
diferenciales ordinarias para el promedio de los campos sobre dichas regiones que son
aproximaciones de las ecuaciones en derivadas parciales del continuo. En esta sección
presentamos un método de volúmenes finitos que utiliza la construcción de Voronoi como
herramienta matemáticamente elegante para discretizar las ecuaciones hidrodinámicas del
continuo.

5.3.1 Discretización en volúmenes finitos de Voronoi

Podemos realizar promedios de un campo de densidad arbitrario �(r; t) sobre una celda
de Voronoi particulari de la forma[�℄i(t) = 1Vi Z dr�(r; t)�i(r): (5.21)

La función[�℄i(t) es una variable de celda, que aproxima el valor del campo�(r; t) a un
valor constante en todo el volumen de esa celda.

En principio, los centros de celdas de Voronoi se pueden mover de manera arbitraria,
y por tanto,Ri(t) son funciones del tiempo. La derivada temporal de los promedios de
celdas queda descrita porddt [�℄i(t) = � _ViVi [�℄i(t) + 1Vi Z dr�i(t)�t�(r; t) + 1Vi Z dr�(r; t) ddt�i(r); (5.22)

donde el punto significa la derivada temporal. Observamos que [�℄i(t) cambia debido al
movimiento de las celdas y a la dependencia intrínseca del campo�(r; t) con el tiempo.

Consideramos de ahora en adelante que el campo�(r; t) obedece a una ecuación de
balance �t�(r; t) = �r�J(r; t); (5.23)

siendoJ(r; t) una densidad de corriente apropiada. Insertando (5.23) en (5.22), integran-
do por partes el operador nabla (r) y utilizando las ecuaciones (5.8) y (5.9) se llega a la
siguiente expresiónddt [�℄i(t) = � _Vi(t)Vi [�℄i(t) + 1Vi Xj Aijeij � [J℄ij � [�℄ij _Ri + _Rj2 !
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donde hemos incluido las definiciones para los promedios de algún campo de densidad
arbitrario sobre las caras[� � �℄ij = RijAij Z dr�2�i(r)�j(r) � � �[� � �℄jjij = RijAij Z dr�2�i(r)�j(r)�r� Ri +Rj2 � � � � : (5.25)

En el límite� ! 0 para las funciones características (cuando los contornos entre celdas
están perfectamente delimitados),[�℄jjij es un vector paralelo a la caraij, mientras queeij
es perpendicular a la cara.

Podemos escribir la Ec.(5.24) de otra formaddt (Vi[�℄i) =Xj Aijeij  [J℄ij � [�℄ij _Ri + _Rj2 !+Xj AijRij [�℄jjij � _Rij ; (5.26)

la cual satisface ddt  Xi Vi[�℄i! = 0; (5.27)

gracias a las simetrías de los promedios sobre las caras[� � �℄ij = [� � �℄ji , [� � �℄jjij =[� � �℄jjji. La ecuación (5.27) muestra que la discretización de Voronoi de la ecuación
de balance (5.23) conservaexactamentelas variablesextensivas(que son de la forma
densidad�volumen).

5.3.2 Desarrollo del gradiente

La ecuación (5.26) es rigurosa y exacta y no depende del tamaño típico de las celdas de
Voronoi. Si las celdas son suficientemente pequeñas frente ala escala típica de variación
de�(r; t), podemos aproximar la ecuación y transformarla en una ecuación cerradapara
las variables de celda. De tal forma que podemos proponer un algoritmo computacional
que en cada iteración actualice las variables de celda.

Consideremos que el campo�(r; t) tiene una escala típica de variación�� y que
la distancia típica entre centros de celdas es�
. Definimos el parámetro deresolución
a través del cocienter = �
=��. En el caso en quer es muy pequeña, la cantidad
adimensional �
�(Ri)r�(Ri) � r; (5.28)
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también será muy pequeña. Si agrupamos enO(r) a todos los términos que son de
tamaño relativor, podemos escribir los promedios de celdas como[�℄i � 1Vi Z dr�i(r)�(r)= 1Vi Z dr�i(r)�(r �Ri +Ri)= �(Ri) + 1Vi Z dr�i(r)(r �Ri)�r�(Ri) +O(r2)= �(Ri) +O(r): (5.29)

Procediendo con expansiones de Taylor similares obtenemosfácilmente[�℄ij = ��Ri +Rj2 �+O(r): (5.30)

Además ��Ri +Rj2 � = �(Ri) + �(Rj)2 +O(r2); (5.31)

y, por tanto, [�℄ij = [�℄i + [�℄j2 +O(r): (5.32)

Es decir, el promedio sobre caras se aproxima como la semisuma de los valores del campo
en las celdas. Después de algunos cálculos algebraicos se llega a[� ℄ij = [�℄ij [ ℄ij +O(r2): (5.33)

Finalmente, [�℄jjij = [�℄i + [�℄j2 
ij +O(r): (5.34)

Si definimos el vector área de la cara que comparten dos celdasadyacentesi; j
ij = 12Aijeij ; (5.35)

podemos reescribir [r�℄i = � 1Vi Xj 
ij [�℄j +O(r) (5.36)

de manera que dicho vector
ij puede entenderse como unaversión discreta del operador
gradiente. Además satisface la propiedadXj 6=i 
ij =Xj 6=i 12Aijeij = 0 (5.37)
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que es básicamente una forma de escribir el teorema de la divergencia tal y como se puede
demostrar de la identidad0 = Z dr�i(r) ��r1 = � Z dr ��r�i(r) = �Xj 6=i Aijeij (5.38)

donde se ha utilizado la Ec.(5.9) en la última igualdad.
Una manera elegante y alternativa de demostrar todas las aproximaciones anteriores

hace uso de la aproximación “basáltica” del campo. Podemos entenderlo de esta forma:�(r; t) �Xk �k(r; t)�k(t); (5.39)

es decir, aproximamos el campo�(r; t) como una “formación basáltica” en cada instante
de tiempo. (Ver la Figura 5.4). En un instante dado, los centros de las celdas están

Figura 5.4: “Giants Causeway” es un acantilado que se encuentra en la costa North Antrim
en Northurn, Irlanda. Se trata de una agrupación de columnasbasálticas de origen volcánico.

situados en ciertas posicionesRi(t), y el valor del campo toma un valor constante en
todo el volumen de Voronoi asociado a dicha celda. Nótese la dependencia temporal de
dichos valores�k(t).

Si en la definición de[�℄i aplicamos la aproximación basáltica (Ec.(5.39) en un ins-
tante de tiempo fijo tendremos[�℄i � 1Vi Z dr�i(r)�(r)� 1Vi Z dr�i(r)Xk �k(r)�k= 1Vi Z dr�2i (r)�i + 1Vi Xj 6=i Z dr�i(r)�j(r)�j= 1Vi Z dr�2i (r)�i + 1Vi Xj 6=i Aij�2Rij �j : (5.40)



88 Capítulo 5. Dinámica mesoscópica de partículas de Voronoi

En el límite de� ! 0, tal y como corresponde a la función característica de Voronoi,R dr�2i (r) = R dr�3i (r) = Vi con lo cual la aproximación del campo en la teselai queda[�℄i � �i; (5.41)

es decir, que en ese límite podemos identificar la aproximación basáltica del campo como�(r; t) �Xk �k(r; t)[�℄k(t): (5.42)

Para aproximar el valor del campo en la frontera de dos celdasde Voronoi, aplicando
la definición dada en (5.25) y usando de nuevo la aproximaciónbasáltica para el campo
continuo en un instante dado tenemos[�℄ij � RijAij Z dr�2�i(r)�j(r)�(r)� RijAij Z dr�2�i(r)�j(r)Xk �k(r)[�℄k= RijAij �[�℄i Z dr�2�2i (r)�j(r) + [�℄j Z dr�2�2j (r)�i(r)�= [�℄i + [�℄j2 : (5.43)

En esta expresión, los únicos sumandos no nulos serán parak = i y k = j. Es decir,
recuperamos exactamente la misma aproximación de la Ec. (5.32). Gracias a la forma
analítica conocida de las funciones suaves de Voronoi, en elcálculo anterior hemos podido
utilizar los resultados de las integralesZ dr�2�2i (r)�j(r) = Z dr�2�2j (r)�i(r) = Aij2Rij : (5.44)

De igual manera el gradiente del campo se aproxima con la forma basáltica. Usando
la propiedad (5.9) de la función característica suave de Voronoi tenemosr�(r) � Xi r (�i(r)) [�℄i= Xi 1�2 Xj �i(r)�j(r)(Ri �Rj)[�℄i: (5.45)

Particularizando la definición (5.21) del promedio de un campo general en una tesela,
para el caso en que el campo sea en realidad el gradiente de un campo continuo, y con la
expresión aproximada (5.45)[r�℄i = 1Vi Z dr (r�(r)) �i(r)� 1Vi Z drXj 1�2 Xk �j(r)�k(r)(Rj �Rk)[�℄j�i(r): (5.46)
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Vemos que hay integrales sobre todo el espacio que involucran tres funciones caracterís-
ticas de Voronoi�i; �j ; �k. Éstas tomarán valor no nulo exclusivamente cuandok = i,
ya que cuandok = j se anula el factor(Rj � Rk). Obsérvese también que el vecino
común ai; j contribuye exclusivamente en un punto del espacio, que es elvértice que
comparten. La contribución de esta región es despreciable frente a la contribución de la
cara que comparteni y j. Es decir,[r�℄i � 1Vi Z drXj 1�2�2j (r)(Rj �Ri)[�℄j�i(r)= � 1Vi Xj Z dr 1�2�2j�i(r)(r)Rij [�℄j= � 1Vi Xj Aij2 eij [�℄j ; (5.47)

que es exactamente el resultado de (5.36).
Usando razonamientos y cáculos similares se puede encontrar aproximaciones en tér-

minos de promedios de los campos en las celdas para el resto deexpresiones tales como[� ℄ij y[�℄jjij .
5.3.3 Volúmenes finitos para un fluido no viscoso

En esta subsección aplicamos el método de volúmenes finitos alas ecuaciones de la hi-
drodinámica del continuo. Por claridad, consideraremos primero la parte reversible de
las ecuaciones, que se conoce como ecuaciones de Euler. En lapróxima subsección nos
centraremos en la parte irreversible.

Las ecuaciones de Euler para un fluido no viscoso son la ecuación de continuidad�t�(r; t) = �r�g(r; t); (5.48)

la ecuación de balance para el momento�tg(r; t) = �rP (r; t)�r�g(r; t)v(r; t); (5.49)

y la ecuación de la entropía�ts(r; t) = �r�s(r; t)v(r; t): (5.50)

En dichas ecuaciones,�(r; t) es el campo de densidad de masa,g(r; t) = �(r; t)v(r; t)
es el campo de densidad de momento (siendo, por tanto,v(r; t) el campo de velocidad), ys(r; t) el campo de densidad de entropía (entropía por unidad de volumen). El campo de
presiónP (r; t) está dado, de acuerdo con la hipótesis de equilibrio local, por P (r; t) =P eq(�(r; t); s(r; t)) dondeP eq(�; s) es la ecuación de estado de equilibrio que nos da la
presión macroscópica en términos de la densidad de masa y entropía.
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Particularicemos la Ec.(5.26) para el caso concreto de que el campo de densidad sea
el de masa,�(r; t) = �(r; t) . Si las celdas de Voronoi no se moviesen, entonces_Ri = 0
y la expresión (5.26) se simplificaría considerablemente,ddtmi(t) =Xj Aijeij �[�v℄ij ; (5.51)

dondemi = Vi[�℄i es la masa de la celda de Voronoii. Esto corresponde a una discretiza-
ción eulerianade la ecuación de continuidad (5.48). El significado físico de la ecuación
Ec.(5.51) es claro:Aijeij � [�v℄ij es la masa total por unidad de tiempo que atraviesa la
caraij y la tasa del cambio total en la masa de la celdai es la suma de esta cantidad para
cada caraij.

La discretizaciónlagrangianade la ecuación de continuidad en la Ec.(5.48) se obtiene
especificando el movimiento de las celdas de acuerdo con_Ri(t) = [v℄i(t): (5.52)

De esta forma, las celdas de Voronoi siguen o se adaptan lo mejor que pueden al campo
de flujo. Aplicando la Ec.(5.26) para el campo de densidad de masa (5.48) tenemos_mijrev =Xj Aijeij ��[�v℄ij � [�℄ij [v℄i + [v℄j2 �+Xj AijRij [�℄jjij �([v℄i � [v℄j): (5.53)

La ecuación de balance del momento (5.49) se puede tratar de manera análoga y se obtiene
la siguiente ecuación en volúmenes finitos de Voronoi_Pi���rev = Xj Aijeij [P ℄ij +Xj Aijeij ��[gv℄ij � [g℄ij [v℄i + [v℄j2 �+Xj AijRij [g℄jjij �([v℄i � [v℄j); (5.54)

donde hemos introducido el momento total de la celdai, calculado comoPi = Vi[g℄i.
Por último, la ecuación de la entropía, Ec.(5.50), en versión lagrangiana discretizada

queda_Si���rev =Xj Aijeij ��[sv℄ij � [s℄ij [v℄i + [v℄j2 �+Xj AijRij [s℄jjij �([v℄i � [v℄j); (5.55)

dondeSi = Visi es la entropía total de la celdai.
En todas estas ecuaciones de evolución, el subíndicejrev denota la parte reversible de

las ecuaciones completas que representan la dinámica de un fluido viscoso. Las ecuacio-
nes (5.53), (5.54), y (5.55) son rigurosas y exactas y no dependen del tamaño típico de las
celdas de Voronoi.
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Usando las aproximaciones de Taylor de la subsección 5.3.2 en las ecuaciones pre-
vias, se llega a las ecuaciones discretas de volúmenes finitos de Voronoi para el fluido no
viscoso en forma final,_mijrev = Xj AijRij [�℄i + [�℄j2 
ij �([v℄i � [v℄j);_Pi���rev = Xj Aijeij [P ℄i + [P ℄j2 +Xj AijRij [�℄i + [�℄j2 [v℄i + [v℄j2 
ij �([v℄i � [v℄j);_Si���rev = Xj AijRij [s℄i + [s℄j2 
ij �([v℄i � [v℄j): (5.56)

Estas ecuaciones son un conjunto de ecuaciones cerradas parami;Pi; Si si utilizamos[�℄i = miVi ;[s℄i = SiVi ;[P ℄i = P eq([�℄i; [s℄i); (5.57)

donde hemos usado en la última ecuación una expansión de Taylor para la presión des-
preciando los términos de ordenO(r).
5.3.4 Volúmenes finitos para un fluido viscoso

Después de haber estudiado el caso no viscoso, en el que no aparece ninguna contribución
disipativa a la descripción del fluido, volvemos al caso general del fluido viscoso. Las
ecuaciones del continuo están dadas por (de Groot y Mazur, 1984)�t�(r; t) = �r��(r; t)v(r; t);�tg(r; t) = �rP (r; t)�r�g(r; t)v(r; t) �r�(�+�1);�ts(r; t) = �r�s(r; t)v(r; t) � 1T (r; t)r�Jq + 2�T (r; t)rv :rv + �T (r; t) (r�v)2;

(5.58)

donde, por comparación con las ecuaciones (5.48), (5.49), (5.50) podemos reconocer los
términos puramente irreversibles en las ecuaciones del momento y entropía. El campo de
temperaturaT (r; t), al igual que la presión, es una función de�; s a través de la hipótesis
de equilibrio local. Los dos puntos representan la contracción doble de dos tensores.
Estas ecuaciones deben ser complementadas con las ecuaciones constitutivas para la parte
simétrica de traza nula del tensor de tensiones viscoso�, la traza del tensor de tensiones�, y el flujo de calorJq . Suponemos las ecuaciones constitutivas tradicionales para un
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fluido simple, la de Newton para el tensor de tensiones, y la ley de Fourier para el flujo de
calor � = �2�rv;� = ��r�v;Jq = ��rT = �T 2r 1T : (5.59)

Se define la parte simétrica de traza nula del tensor gradiente de velocidad comorv = 12 �rv + (rv)T �� 1dr�v: (5.60)

Aquí,d es la dimensión del espacio físico en el que estudiamos al fluido. En principio, la
viscosidad de cizalla�, la viscosidad de volumen� y la conductividad térmica� pueden
depender del estado termodinámico del fluido a través de�; s. De esta forma, también se
pueden definir unos coeficientes de transporte asignados a cada celda de Voronoi.

Por el mismo procedimiento que hemos seguido para obtener las ecuaciones discretas
para el fluido no viscoso, encontramos que los términos viscosos (irreversibles) en la
ecuación de balance del momento son_Pi���irr =Xj Aijeij �[�rv℄ij +Xj Aijeij [�r�v℄ij : (5.61)

Podemos ahora considerar la expansión en gradientes de cadatérmino. Por ejemplo,��rv�ij = ��rv�i + ��rv�j2 +O(r);[�r�v℄ij = [�r�v℄i + [�r�v℄j2 +O(r): (5.62)

Así que, la Ec.(5.61) (con la aproximación (5.36)) se escribe_Pi���irr =Xj 
ij �[�rv℄j +Xj 
ij [�r�v℄j +O(r): (5.63)

Las componentes�; � del tensor en el primer término del lado derecho de (5.63) son[�rv�� ℄i = [�℄i[rv�� ℄i +O(r)= � [�℄iVi 0�12Xj �
�ij [v� ℄j +
�ij [v�℄j� � 1dÆ��Xj 
ij �[v℄j1A+O(r):
(5.64)

De manera análoga, [�r�v℄i � � [�℄iVi Xj 
ij �[v℄j : (5.65)
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Si introducimos las siguientes versiones discretas de las cantidades�;�;rv;r �v en
las Ecs.(5.59)�i = �2[�℄iVi Gi;�i = � [�℄iVi Di;G��i = �2412Xj �
�ij [v℄�j +
�ij [v℄�j �� 1dÆ��Xj 
ij �[v℄j35 ;Di = �Xj 
ij �[v℄j ; (5.66)

podemos escribir la parte irreversible de la ecuación del momento como_Pi���irr =Xj 
ij �(�j +�j1): (5.67)

Después de un procedimiento similar, la parte irreversiblede la dinámica en la ecuación
para la entropía se puede poner de la formaTi _Si���irr =Xj 
ij �[Jq ℄j + 2�iVi Gi : Gi + �iViD2i ; (5.68)

con [Jq ℄i = � [�℄iVi [T ℄2i Xj 
ij 1[T ℄j : (5.69)

Añadiendo las partes irreversibles de las Ecs.(5.67), (5.68) a las reversibles de Ecs.(5.56)
conseguimos tener una expresión final que corresponde a una discretización lagrangiana
en volúmenes finitos de la hidrodinámica del continuo.

La solución numérica del conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias finales de-
ben producir resultados que son exactos hasta ordenr (resolución). No obstante, debemos
ser conscientes de que estas ecuaciones discretas aproximadas no conservan exactamente
la energía en contraste con las ecuaciones originales de Navier-Stokes. Para solucionar
este problema y asegurar la consistencia termodinámica delmodelo discreto, presentamos
en la próxima sección un modelo GENERIC de partículas fluidas.

5.4 Un modelo GENERIC de partículas fluidas

Hemos presentado en el capítulo 4 una descripción de un fluidonewtoniano en términos
de partículas fluidasdiscretas tal y como se entienden en los modelos DPD y SPH. En
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esta sección, presentamos otro modelo de partículas fluidasinspirados en la discretización
en volúmenes finitos de Voronoi descrito en la sección previa.

Hemos visto en el capítulo anterior, que en los modelos de partículas de la DPD
y la SPH, entendemos las partículas como sistemas termodinámicos que se mueven
con el flujo. El estado del sistema queda descrito por el conjunto de variablesx =fRi;Pi;mi; Si; i = 1; : : : ;Mg, dondeM es el número de partículas fluidas,Ri es
la posición,Pi es el momento,mi la masa ySi la entropía de la partícula fluidai-ésima.
Seguiremos una ruta muy parecida, salvo que para nuestro nuevo modelo consideramos
que el volumen de la partículai es el volumen de la celda de VoronoiVi correspondiente
a dicha posiciónRi en el sistema global de posiciones, esto es, el dado por la Ec.(5.4)
que es una función implícita del conjunto de todas las posiciones de las partículas fluidas.
Las funciones de energía y entropía se postulan comoE(x) = Xi P2i2mi + E(mi; Si;Vi);S(x) = Xi Si: (5.70)

siendoE(mi; Si;Vi) la función energía interna. Cada partícula fluida tiene una ecua-
ción fundamental termodinámica porque la entendemos como un subsistema termodiná-
mico bien definido. Dicha ecuación fundamental relaciona laenergía internaEi de di-
cha partícula con su masami, volumenVi y entropíaSi, o sea, sus variables extensivasEi = E(mi;Vi; Si).

Los únicos invariantes dinámicos presentes en la dinámica del sistema son la masa
totalM(x) =Pimi y el momento totalP(x) =PiPi. La conservación del momento
angular precisaría la inclusión de variables despinen el modelo discreto, ver por ejemplo
(Español, 1998a).

Los gradientes de la energía y entropía son�E(x)�x = 0BBBBBBBBB�
�P
 �V
�Rj P
vj�v2j2 + �jTj

1CCCCCCCCCA ; �S(x)�x = 0BBBBBBBB� 0001
1CCCCCCCCA ; (5.71)

y hemos definido la velocidadvj , la presiónPj , el potencial químico por unidad de masa�j , y la temperaturaTj vj = Pjmj ;
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de acuerdo con las definiciones habituales.

5.4.1 Dinámica reversible

En esta sección consideramos la parte reversible de la dinámica de nuestro modelo de
partículas fluidas de Voronoi. La matrizL(x) está formada porM �M bloquesLij de
tamaño8� 8. La antisimetría deL(x) se traduce enLij = �Lji.0BBBBBBBB�

_Ri_Pi_mi_Si
1CCCCCCCCA
��������������rev =Xj Lij 0BBBBBBBBB�

�P
 �V
�Rj P
vj�v2j2 + �jTj
1CCCCCCCCCA ; (5.73)

Además, la matrizL(x) debe cumplir una serie de requisitos. Queremos que la parte
reversible de la dinámica produzca las siguiente ecuación de movimiento lagrangiana para
las posiciones (que esencialmente actualiza las posiciones de partículas con el campo de
velocidad promediado en esa celda de Voronoi)_Ri = vi: (5.74)

La opción más sencilla no trivial para el bloqueLij que genera la ecuación previa esLij = 0BBBBBBBB� 0 1Æij 0 0�1Æij �ij �ij �ij0 ��ji 0 00 ��ji 0 0
1CCCCCCCCA : (5.75)

La primera fila deLij asegura la ecuación de movimiento (5.74). La primera columna
queda fijada por la antisimetría deL(x). Obsérvese que la antisimetría deLij (que,
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además garantiza la conservación de la energía), implica que�Tij = ��ji. Realizando
la multiplicación de matrices en la Ec.(5.73), llegamos a que la parte reversible de la
dinámica es de la forma_Ri = vi;_Pi = Xj �Vj�RiPj +Xj �ij �vj +Xj �ij  �v2j2 + �j!+ ��jTj ;_mi = �Xj �jivj ;_Si = �Xj �jivj : (5.76)

Podemos desarrollar el término de presión haciendo uso de las ecuaciones (5.18) y ()Xj �Vj�RiPj = Xj 6=i �Vj�Ri (Pj � Pi)= Xj 6=i Z dr�2�i(r)�j(r)(r �Ri)(Pi � Pj)= Xj 6=i Aijeij Pi + Pj2 +Xj 6=i AijRij 
ij(Pi � Pj); (5.77)

y donde también hemos utilizado la propiedad (5.37)3.
La ecuación del momento queda entonces_Pi = Xj Aijeij Pi + Pj2 +Xj  �ij �vj ��ij v2j2 !+ Xj �AijRij 
ij(Pi � Pj) +�ij�j + �ijTj� : (5.78)

Ahora la pregunta básica que surge es, ¿qué formas particulares de�ij , �ij y �ij
debemos poner para que las Ecs.(5.76) sean consideradas como una versión discreta de
la hidrodinámica? Propondremos formas particulares de estas magnitudes para que las
ecuaciones Ecs.(5.76) y las Ecs.(5.56) sean lo más parecidas posible.

Los vectores�ij y�ij son fácilmente identificables por comparación con las ecuacio-
nes de masa y entropía, ((5.56) y (5.76)). La matriz�ij se obtiene por simple inspección
de la comparación entre la ecuación de momento de (5.56) y (5.76). Nuestras propuestas

3En realidad el término proporcional aeij es(�Pi + Pj) pero es idéntico a(Pi + Pj), ya que estamos
sumando/restando una cantidad que tiene valor cero.
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finales son: �ij = AijRij �i + �j2 
ij � ÆijXk AikRik �i + �k2 
ik ;�ij = AijRij si + sj2 
ij � ÆijXk AikRik si + sk2 
ik ;�ij = �AijRij �i + �j2 �vi + vj2 
ij � 
ij vi + vj2 �+ ÆijXk AikRik �i + �k2 �vi + vk2 
ik � 
ik vi + vk2 � :
(5.79)

Notemos que�Tij = ��ij = ��ji y, por tanto, la antisimetría deL(x) está asegurada.
Obsérvese también que

Pj �ij = 0 y que la condición de degeneraciónL ��S=�x = 0
también se satisface.

Si sustituimos (5.79) en (5.76) llegamos a las ecuaciones GENERIC para la parte
reversible de la evolución de nuestro sistema de variablesRi;Pi;mi; Si, o sea,_Ri = vi;_Pi = Xj Aijeij Pi + Pj2 +Xj AijRij �i + �j2 vi + vj2 
ij �(vi � vj)+ Xj AijRij 
ij �(Pi � Pj)� �i + �j2 (�i � �j) � si + sj2 (Ti � Tj)� ;_mi = Xj AijRij �i + �j2 
ij �(vi � vj);_Si = Xj AijRij si + sj2 
ij �(vi � vj): (5.80)

Aquí, vi = Pi=mi, �i = mi=Vi y si = Si=Vi. Analicemos el resultado: Estas ecuacio-
nes GENERIC (5.80) para la parte reversible de la dinámica son idénticas a la versión dis-
creta en volúmenes finitos de las ecuaciones no viscosas de lahidrodinámica, Ecs.(5.56),
excepto por el siguiente término en la ecuación del momentoXj AijRij 
ij �(Pi � Pj)� �i + �j2 (�i � �j) � si + sj2 (Ti � Tj)� : (5.81)

Este término nos recuerda mucho la relación de Gibbs-Duhem que en forma diferencial
esdP � �d� � sdT = 0. Por esta razón, se espera que este nuevo término (5.81) sea
pequeño, aunque no estrictamente nulo. Esto será además comprobado numéricamente.
De esta forma, las Ecs.(5.80) se pueden considerar como una verdadera discretización de
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las ecuaciones del continuo para la hidrodinámica no viscosa. La masa total, el momento
y la energía se conservanexactamentey la entropía total no cambia en el tiempo debido a
que se trata de una dinámica puramente reversible.

5.4.2 Dinámica irreversible

En esta subsección consideramos la parte irreversible de ladinámicaM(x)��S=�x. Par-
tiendo del ruidod~x postulado para las ecuaciones discretas, construiremos lamatrizM(x)
a través del teorema de fluctuación-disipación (4.10), y conella, la parte irreversible de
la dinámica. Si proponemos correctamente los términos aleatorios, las ecuaciones dis-
cretas resultantes deberían reproducir consistentementela parte disipativa de la dinámica
correcta.

De acuerdo con Landau y Lifshitz (1959), (y según lo mencionado en la sección 4.3.1
del capítulo anterior), las fluctuaciones térmicas se introducen en las ecuaciones del con-
tinuo de la hidrodinámica a través de la divergencia de un tensor de tensiones aleatorio y
un flujo de calor aleatorio. Para nuestro caso discreto, el término de ruido en las ecuación

de movimiento (4.9) se postula de la formad~xT ! �0; d~Pi; 0; d ~Si�, donde los términos

aleatoriosd~Pi y d ~Si son las divergencias discretas (en el sentido de la Ec.(5.36)) de un
cierto flujo aleatorio, o sea,d~Pi = Xj 
ij �d~�j ;d ~Si = 1Ti Xj 
ij �d~Jqj � 1Ti d~�i :Xj 
jivTj : (5.82)

Obsérvese en estas expresiones la aparición de
ij definida en (5.35). La razón de elegir
(5.35) viene dada a posteriori: las ecuaciones que resultarán son idénticas a la versión
discretizada en volúmenes finitos de Voronoi de la parte disipativa, es decir, ecuaciones
(5.67) y (5.68)).

Usando las definiciones necesarias de la subsección 4.3.1 para el tensor de tensiones
aleatoriod~�i, el flujo de calor aleatoriod~Jqi (ecuaciones (4.39)), los coeficientesai; bi; 
i4
(4.40), los coeficientes de transporte�i, �i, y �i asociados a la mesopartículai, y las pro-
piedades de las matrices y vectores de incrementos independientes del proceso de Wiener,
podemos comprobar que las formas postuladas ded~Pi; d ~Si en la Ec.(5.82) satisfacen las
Ecs.(4.11). Esto significa que los ruidos conservan el momento y la energía exactamente.

A partir del producto diádicod~xd~xT y la Ec.(4.10) se obtiene la matrizM(x). Así se
pueden escribir finalmente los términosM(x)��S=�x para la dinámica irreversible de las
ecuaciones de movimiento. Si suponemos que los coeficientesde transporte no dependen
de la densidad de entropía (pero pueden depender de la densidad de masa), las ecuaciones

4La forma funcional particular de los coeficientes en la Ec.(4.40) se puede extraer después de escribir las
ecuaciones discretas finales y compararlas con las ecuaciones de volúmenes finitos (5.67), (5.68).
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resultantes sondPijirr = Xj 
ij �(�j +�j1)dt+ d~Pi;TidSijirr = �1� kBCvi��2�iVi Gi : Gi + �iViD2i � dt+Xj 
ij �Jqjdt� kBTiCvi Xj 
2ij �jVj T 2j dt� kBTimi ��d2 + d� 22d � 2�iVi + �iVi�Xj 
2jidt+ Tid ~Si: (5.83)

En estas ecuaciones, hemos usado las cantidades ya definidasen la Ec.(5.66) y para el

flujo de calorJqi tomamosJqi = �T 2i �iVi Pj 
ji 1Tj �1� kBCvj � conCvi la capacidad

calorífica a volumen constante para la partícula fluidai (ver Ec.(4.46)).
Reuniendo la parte reversible en la Ec.(5.80) y la irreversible en la Ec.(5.83), comple-

tamos las ecuaciones de movimiento finales para las variables hidrodinámicas discretasdRi = vidt;dPi = Xj Aij2 eij(Pi + Pj)dt+Xj AijRij �i + �j2 vi + vj2 
ij �(vi � vj)dt+ Xj AijRij 
ij �(Pi � Pj)� �i + �j2 (�i � �j) � si + sj2 (Ti � Tj)� dt+ Xj Aij2 eij �(�j +�j1)dt+ Xj Aij2 eij �d~�j ;dmi = Xj AijRij �i + �j2 
ij �(vi � vj)dt;TidSi = TiXj AijRij si + sj2 
ij �(vi � vj)dt+ �1� kBCvi��2�iVi Gi : Gi + �iViD2i � dt+ Xj Aij2 eij �Jqjdt� kBTiCvi Xj A2ij4 �jVj T 2j dt� kBTimi ��d2 + d� 22d � 2�iVi + �iVi�Xj A2ij4 dt
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Es importante resaltar el hecho de que las ecuaciones escritas arriba reproducen exacta-
mente, en el límite dekB ! 0, la parte irreversible de las ecuaciones correspondientesa
la discretización en volúmenes finitos de Voronoi de la hidrodinámica del continuo pre-
sentada en la sección 5.3. Hemos mostrado, por tanto, que lasecuaciones (5.83) son
en realidad una discretización de la parte irreversible de la hidrodinámica con el ruido
térmico incluido de manera consistente.

5.5 Discusión y conclusiones

En este capítulo hemos formulado un modelo mesoscópico de partículas fluidas de Voro-
noi. Se trata de un algoritmo construido con el formalismo termodinámicamente consis-
tente llamado GENERIC.

Una discretización lagrangiana en volúmenes finitos de Voronoi de la hidrodinámica
del continuo muestra que las ecuaciones discretas “casi” encajan en la estructura GE-
NERIC. Para restablecer en dicho modelo esta estructura es necesario añadir un término
pequeño en la parte reversible de la dinámica. Así las ecuaciones conservan la masa, el
momento y la energía. La entropía es una función estrictamente creciente en el tiempo
en ausencia de fluctuaciones. Las fluctuaciones térmicas están consistentemente incor-
poradas, lo cual implica el aumento estricto del funcional de la entropía y la función de
distribución de Einstein como solución de equilibrio.

Hay que mencionar que el enfoque presentado en este trabajo tiene una gran similitud
con el método de simulación de Yuan y Doi también basado en la teselación de Voronoi
en forma lagrangiana (Yuan y Doi, 1998; Yuanet al., 1993, 1994; Yuan y Ball, 1994;
Yuan y Edwards, 1995). Ellos han utilizado su método para simular emulsiones concen-
tradas sometidas a un flujo y también se mencionan otras muchas aplicaciones a fluidos
complejos. La principal diferencia entre nuestro método y el de Yuan y Doi (1998) es el
cuidado especial que hemos tomado para asegurar una consistencia con la termodinámi-
ca (usando el formalismo GENERIC), lo que permite, entre otras muchas cosas, incluir
correctamente el ruido térmico y describir los aspectos difusivos del movimiento brow-
niano en objetos mesoscópicos. Otra diferencia importantees que nosotros tratamos con
un fluido compresible en el que la presión se da como una ecuación de estado en función
de las densidades de masa y entropía, en contraposición con la del trabajo de Yuan y Doi
(1998) donde la presión se obtiene de la condición de incompresibilidad.

Un enfoque similar es el propuesto por Hietelet al. (2000) ya que es una manera
similar de entender el problema de volúmenes finitos. Sin embargo, estos autores no con-
sideran el límite Voronoi de� ! 0 sino que toman una anchura finita para la función�(r), lo que les da un valor del coeficiente de solapamiento típicode 1.4. Como ellos
no consideran la construcción de Voronoi, se encuentran conel problema de evaluar inte-
grales parecidas a las de las Ecs.(5.20). En una dimensión, ésto se puede resolver con un
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método numérico de integración, pero es bastante inviable en dimensiones superiores.
La noción de celdas de Voronoi permite de forma muy clara tratar el problema del

acoplamiento de las ecuaciones continuas con la Dinámica Molecular. Este acoplamiento
es relevante cuando la descripción continua falla debido a los detalles moleculares com-
plejos en ciertas regiones tales como la línea de contacto entre dos fluidos y un sólido, o
en la singularidad que presenta la punta en la dinámica de la fractura de materiales rígi-
dos. Un trabajo muy prometedor en esa dirección es el realizado por Flekkøy, Wagner y
Feder (2000b)5.

En este capítulo se demuestra teóricamente que el modelo mesoscópico de Voronoi es
capaz de simular correctamente la hidrodinámica en presencia de fluctuaciones térmicas.
Los resultados de simulación que justifican dicha afirmación, correspondientes tanto a
la parte de la dinámica determinista como a la estocástica, se presentan en los próximos
capítulos.

5Este tipo de enfoque se conoce como métodos híbridos.



102 Capítulo 5. Dinámica mesoscópica de partículas de Voronoi



Parte III

Resultados deterministas y
estocásticos del modelo de
mesopartículas fluidas de

Voronoi

103





Capítulo 6

Dinámica determinista del
modelo de partículas fluidas de
Voronoi

En este capítulo presentamos los detalles de las simulaciones del modelo de mesopartí-
culas fluidas de Voronoi (MODELO 1) detallado en el capítulo anterior. En particular,
analizaremos cuestiones referentes a la parte geométrica ytopológica de la construcción
de Voronoi en dos dimensiones con condiciones de contorno periódicas, a la ecuación
de estado y a las unidades y parámetros utilizados en nuestras simulaciones. Nos cen-
traremos en la discusión de los resultados deterministas desimulación que confirman la
validez el modelo para tratar problemas hidrodinámicos en escalas mesoscópicas. Estu-
diaremos la respuesta del modelo a pequeñas perturbaciones(onda transversal y onda de
cizalla), el decaimiento de inhomogeneidades de temperatura, y someteremos al sistema
a una expansión irreversible. Por último comentaremos cómoimplementar condiciones
de contorno diversas.

6.1 Detalles de las simulaciones

Hemos implementado un código donde se simula el MODELO 1, es decir, las ecuaciones
(5.84). De acuerdo con la construcción de Voronoi, se ha teselado una caja bidimensional
con condiciones de contorno periódicas. Debido a que en estetrabajo no imponemos
condiciones de contorno que fuercen al sistema, los experimentos típicos consistirán en
el decaimiento de un estado inicial de no equilibrio hacia elestado de equilibrio. En
esta sección describimos con más detalle la parte relativa alos cambios topológicos de
la construcción de Voronoi, definimos el tipo de fluido con lasecuaciones de estado y
presentamos las unidades y parámetros elegidos en nuestrassimulaciones.

105
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6.1.1 Detalles sobre la topología y geometría de Voronoi

Como ya hemos descrito, la teselación de Voronoi se define como una subdivisión del
espacio determinada por un conjunto finito de puntos distintos: cada punto (centro) tiene
asociada la región del espacio más cercana a ese punto que a ningún otro. En el caso
bidimensional, la malla de Voronoi es un conjunto de celdas poligonales en el plano que
rodean a cada centro de tal manera que los lados de estos polígonos son los disectores
perpendiculares de las líneas que unen cada par de puntos vecinos. Por lo tanto, los
vértices de una celda de Voronoi son los circuncentros de lostriángulos definidos por
los tripletes de centros adyacentes y que forman la triangulación de Delanay. Si estamos
interesados en un mallado lagrangiano (que se mueve con el flujo), la malla de Voronoi
presenta propiedades que la hacen de especial utilidad:

- El conjunto de los polígonos rellenan sin solapamiento el espacio de manera única.
- El área y la longitud los lados de los polígonos cambia de manera continua a medida

que los puntos se mueven.
Consideraremos a cada centro de Voronoi como una partícula fluida o como un ele-

mento fluido. Cuando movamos los centros después de cada pasode tiempo, las celdas
de Voronoi se deforman y sus vecinos próximos pueden cambiar. Como resultado, la
configuración de las malla de Voronoi cambia de manera continua. Nótese que cambios
pequeños en las posiciones de los centros puede provocar grandes cambios en la situación
de los vértices.

Existen varias fases importantes relativas a la teselaciónde Voronoi en el cálculo de
la evolución temporal de las variables hidrodinámicas que representan estas porciones de
fluido:

1) Construcción de la topología
El teorema de Euler,M �B + V = 0, relaciona el número de celdas o centros (M ),

de vértices (V ) y lados o bordes (B) en una red plana sometida a condiciones de contorno
periódicas. Para la teselación de VoronoiB=V = 3=2 y, por lo tanto,V = 2M .

El número de caras en una teselación plana periódica deM centros es constante e
igual a3M , el de vértices también es constante e igual a2M . Por ello, hemos construi-
do una matriz de vértices (Mvertex(a,b)) y otra de caras (Mfaces(c,d)) que llevan toda la
información topológicade los centros de Voronoi. Todas las caras y los vértices están
clasificados numéricamente con estas matrices. Gracias a ello podemos reconstruir la to-
pología de la malla. Recurriendo a las coordenadas de los centros para una configuración
particular de la teselación de Voronoi podemos calcular todos los demás datos geomé-
tricos relacionados. Veamos el ejemplo siguiente representado esquemáticamente: Las
partículas o centrosi y j comparten la caraCij delimitada por los vérticesv1 y v2. El
vérticev1 está en el punto de intersección de las carasCij ; Cik ; Cjk y el v2 el relativo a
las carasCij , Cil y Cjl.

Algunos de los elementos de estas matrices referentes a la figura 6.1 que definen la
topología se dan en las Tablas 6.1.1 y 6.1.1

2) Construcción de la geometría:
En esta fase, con ayuda de la topología calculada anteriormente y de las posiciones
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Figura 6.1: Configuración de Voronoi relativa a 4 centrosi; j; k; l. Se muestran los dos
vérticesv1; v2 y las cinco caras implicadas (Cij ; Cik; Cil; Cjk; Cjl). Entiéndase que sobre
las etiquetasi; j; k; l se encuentran situados exactamente dichos centros de Voronoi.a b = 1 b = 2 b = 3 b = 4 b = 5 b = 6v1 i j k Cij Cik Cjkv2 i j l Cij Cil Cjl

. . . . . . .

Tabla 6.1: Matriz de vértices: Mvertex(a,b) (a=1,2M), (b=1,6). En la tabla se muestran
algunos elementos de esta matriz relativos al ejemplo del dibujo 6.1. Cada fila corresponde a
uno de los2M vértices del sistema. Las tres primeras columnas contienenlas etiquetas de los
centros de las celdas que confluyen en dicho vértice. Las trescolumnas siguientes contienen
el nombre o etiqueta de las caras que interseccionan en dichovértice.

de los centros de celdas, se calculan las coordenadas de los vértices, las áreas (longitud
de las caras de los polígonos de VoronoiAij), los vectores
ij y eij , y el volumen de las
teselasVi (área del polígono) comprobando siempre que

Pi Vi = V0.
3) Recombinación de la topología:
El hecho de que el número de caras y vértices en la teselación de Voronoi periódica se

mantienen constante, permite recalcular las conectividades de la malla a medida que los
centros se mueven con la dinámica lagrangiana. El proceso esencial en la modificación de
la topología es el de recombinación de vértices. En la figura 6.2 se muestra una secuencia
de dicho proceso.

Haciendo una comprobación por cada una de las caras, se decide si la topología an-
tigua, una vez realizado un movimiento de los centros lagrangianos, es válida o si por el
contrario hay que efectuar un cambio topológico. Dada una cara particular, en el ejem-
plo de la figura 6.2 la delimitada por las partículasij, recalculamos la posición de los
supuestos vérticesv1 (delimitado por las celdasijk) y v2 (formado por las celdasijl)
suponiendo válida la topología antigua, es decir la correspondiente a la parte izquierda
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nd 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10Cij i j k l v1 v2 Cik Cil Cjk CjlCik i k j : v1 : Cik Cij Cj: Cj:Cil i l j : v2 : Cil Cij Clj Cl:Cjl j l i : v2 : Cji Cj: Cli Cl:
. . . . . . . . . . .

Tabla 6.2: Matriz de caras: Mfaces(c,d) (c=1,3M), (d=1,10). En la tabla se muestran algunos
elementos de esta matriz relativos al dibujo 6.1. Algunos elementos de la matriz no están
definidos debido a que esa información exede de la que apareceen la figura 6.1.

Figura 6.2: Recombinación topológica entre 4 celdas de Voronoi.

de la figura. Se trazan los circuncírculos para comprobar si la distancia del vérticev1
al co-vecinok es menor o mayor que la distancia delv1 al centro co-vecinol. Si sigue
siendo menor, la topología antigua sigue siendo correcta, pero en caso contrario, se pro-
duce una recombinación. En ese caso es necesario recalcularla topología y se modifican
consecuentemente las matrices de caras y de vértices. En la recombinación las celdasij
han dejado de ser vecinas, para que lo sean las celdaskl, la “etiqueta” de la cara perma-
nece pero ahora conecta a otras celdas. Se producen cambios en las 4 caras implicadasCik ; Cil; Cjk ; Cjl. Hay dos caras que no modifican los nombres de sus vérticesCik; Cjl
y otras 2 que sí,Cil; Cjk . De igual manera, la etiqueta de los vértices se mantiene pero
después de la recombinación conectan a celdas diferentes.

6.1.2 Gas ideal

Por lo que respecta a la termodinámica de nuestro fluido, supondremos que está descrita
por las ecuaciones de estado del gas ideal. SiN es el número de moléculas (de tal manera
queNm0 es la masa total del sistema ym0 es la masa de una única molécula), dentro de
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un volumenV , la ecuación fundamental de la energía para un gas ideal en equilibrio se
puede escribir en función de la entropíaS, comoE(N;V ; S) = dNh24�m0 �NV � 2d exp�2d � SNkB � d+ 22 ��

(6.1)

siendoh la constante de Planck yd es el número de dimensiones espaciales. Las ecuacio-
nes de estado que definen la temperatura, el potencial químico por partícula y la presión
están dadas por T = ��E�S�N;V = 2dNkB E ;�� = � �E�N �V;S = E �2 + dd 1N � 2SdN2kB� ;P = ���E�V�N;S = NV kBT: (6.2)

El calor específico a volumen constante seráCv = � �E�T �N;V = d2NkB : (6.3)

Se debe resaltar que consideramos quecada celdatiene asociada una ecuación fundamen-
tal (6.1) porque cada partícula está considerada como un pequeño subsistema termodiná-
mico de gas ideal y, por tanto, se pueden definir en ella los parámetros intensivos (6.2). El
valor deN en la Ec.(6.1) se refiere al número de moléculas en la celda. Estos parámetros
intensivos de mesopartícula son los que se necesitan en las ecuaciones de movimiento del
sistema (5.84). Nótese queno estamos suponiendoque el sistema total se comporta como
un gas ideal, sólo que las mesopartículas fluidas tienen las ecuaciones de estado de un gas
ideal. Aunque físicamente sea de esperar, debemos comprobar con simulaciones que el
sistema total se comporta como un gas ideal(véase los resultados en la subsección 6.2.3).

6.1.3 Unidades reducidas

Las cuatro unidades básicas seleccionadas son la de masamu = Nmi
m0, la unidad de
entropíaSu = Nmi
kB , la unidad de longitudLu = N1=dmi
� y la unidad de temperaturaTu = Te. DondeNmi
 es un número arbitrario. Cualquier otra unidad se puede derivar
de estas cuatro fundamentales. Por ejemplo, la unidad de energíaEu, la de tiempotu, la
de presiónPu y la de volumenVu sonEu = TuSu = kBTeNmi
tu = LurmuEu = Lur m0kBTe
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L2uVu = Ldu = L2u: (6.4)

Aquím0 es la masa de una molécula (o átomo) del gas ideal,� es la distancia típica entre
moléculas en condiciones ambiente yTe = 273K es la temperatura ambiente. En estas
unidades y si elegimosNmi
 igual al número total de moléculas en la muestra a simular,
la masa total del sistema toma valor unidad; si el sistema está a temperatura ambiente,
entonces la temperatura reducida será~T = 1, la densidad de masa es 1 y también el lado
de la caja. Hemos elegido las unidades referidas a las cantidades globales de la muestra
de fluido que queremos simular. Podríamos seleccionar unidades referidas a la celda de
Voronoi, para que la masa típica de la celda tuviese valor unidad, pero esto implicaría
que simulaciones con distinto número de celdas corresponderían a muestras de tamaños
distintos más que a la misma muestra con diferente resolución.

Con dichas unidades definimos las magnitudes reducidas denotadas con una tilde:~T = TTe ;~P = PL2ukBNmi
Te ;~� = �kBNmi
Te ;~S = SkBNmi
 ;~E = EkBNmi
Te ;~V = VL2u : (6.5)

ComoNi es el número de moléculas en la celda mesoscópicai (se cumple
PMi=1Ni =Nmi
), la masa adimensional de la celdai es~mi = mimu = Nim0Nmi
m0 = NiNmi
 ; (6.6)

es decir, es la fracción de moléculas o átomos de la muestra total que están dentro de
la celdai. Con estas unidades reducidas, las relaciones termodinámicas adimensionales
(6.1) y (6.2) se escriben como~E( ~m; ~S; ~V) = ~m ~T ( ~m; ~S; ~V);~T ( ~m; ~S; ~V) = 1� ~m~V exp( ~S~m � 2) ;
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El potencial químico adimensional por unidad de masa es~� =  � ~E� ~m!~V; ~S = ~E  2~m � ~S~m2! : (6.8)

En las Ecs.(6.7), hemos introducido la constante adimensional� que depende exclusiva-
mente de parámetros microscópicos� = � ���2 = �22�m0kBTeh2 (6.9)

siendo� =q h2�m0kBTe la longitud de onda térmica.

Con estas cantidades adimensionales, las ecuaciones de movimiento son idénticas a
(5.80) y (5.83) con una tilde sobre cada variable.

6.1.4 Parámetros utilizados en las simulaciones

Estamos interesados en simular una muestra de argón, suponiendo que es un gas ideal.
Cada átomo tiene una masa dem0 = 6:6325� 10�26kg y suponemos que la temperatura
de equilibrio esTe = 273K.

El número de partículas o átomos en la muestra elegida esNmi
 = 4�104. UtilizamosM = 400 celdas de Voronoi mesoscópicas para discretizar la caja bidimensional, lo cual
corresponde a una cantidad promedio de 100 átomos de argón por cada celda. La distancia
típica entre átomos en un gas ideal a la temperatura y presiónambiente en 3 dimensiones
está alrededor de3 � 10�9m. Para mantener esa distancia típica en 2 dimensiones, la

longitud del lado de nuestra caja de simulación esL = N 12mi
3�10�9m = 6:67�10�7m.
Para este caso, el valor de la constante� definida en (6.9) es� = 3:98713893� 104.

Por simplicidad, tomaremos los valores adimensionales de las viscosidades de cizalla y
volumen, así como de la conductividad térmica iguales~� = ~� = ~� = 0:01.

6.2 Resultados deterministas

Como primera comprobación de nuestro modelo, hemos realizado simulaciones en las que
todos los términos proporcionales akB en las Ecs.(5.83) han sido despreciados. Esto nos
limita al caso de ecuacionesdeterministasque describen la hidrodinámica del continuo
convencional.
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El integrador temporal que hemos usado en este caso meramente determinista es un
Runge-Kutta de cuarto orden. También hemos desarrollado una generalización del algo-
ritmo temporalmente reversible conocido como Velocity-Verlet (que conserva la energía
total). Dicha generalización se ha construido aplicando elformalismo de Tuckermann,
que utiliza de manera extensiva la expansión de Trotter (Tuckermanet al., 92). El método
de Runge-Kutta tiene orden de precisión cuarto frente al segundo orden del Velocity-
Verlet generalizado. Aunque el método de Runge-Kutta es máslento se pueden usar
pasos de tiempos mayores para conseguir el mismo orden de precisión. La mayoría de los
resultados aquí presentados se han obtenido con el método deRunge-Kutta con un paso
de tiempo de�~t = 0:01.

Consideraremos la evolución hidrodinámica del gas ideal bidimensional representado
por un conjunto de partículas fluidas de Voronoi sometido a condiciones de contorno pe-
riódicas, es decir, no impondremos condiciones de contornoque fuercen al sistema. Los
experimentos típicos consistirán en el decaimiento de un estado inicial de no equilibrio
hacia el estado de equilibrio. En primer lugar, comprobaremos que realmente nuestras
ecuaciones discretas representan adecuadamente a la hidrodinámica del continuo. En par-
ticular estamos interesados en controlar el modelo, ajustándolo lo mejor posible a las
ecuaciones del continuo para que su respuesta sea la adecuada a los diferentes problemas
hidrodinámicos. Vamos a realizar mediciones de las viscosidades y velocidades del soni-
do a partir de la simulación que realmente representa este modelo de partículas fluidas y
a compararlos con los datos de las viscosidades de entrada enlas simulaciones.

En concordancia con los resultados de las ecuaciones de la hidrodinámica lineariza-
da, la evolución de las transformadas de Fourier de pequeñasperturbaciones respecto al
equilibrio para el campo de densidad de masa�(k; t) y momentog(k; t) toman la forma
�(k; t) = �i expf��k2tg sin 
ktk̂�g(k; 0)g(k; t) = expf��k2tg 
os 
ktk̂k̂�g(k; 0) + expf��k2tg h1� k̂k̂i�g(k; 0)

(6.10)

dondek̂ es el vector unitario en la dirección del vector de ondas,
 es la velocidad del
sonido,� es el coeficiente de absorción sónica y� = �=� es la viscosidad de cizalla
cinemática. Si las perturbaciones iniciales se producen exclusivamente en el campo de
velocidad �(r; 0) = 0;g(r; 0) = expfik0rgg0; (6.11)

entonces, en el espacio de Fourier son�(k; 0) = 0;g(k; 0) = (2�)d2 [Æ(k� k0) + Æ(k+ k0)℄g0; (6.12)
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siendod la dimensión de nuestro sistema yg0 = �v0.
Eligiendov0 = (v0; 0) como condiciones iniciales en las Ecs.(6.10) vemos que los

únicos resultados no nulos son parak = �k0. Si seleccionamos los vectores de onda
longitudinal (con respecto a la perturbación de velocidad)kL = (k0; 0) y transversalkT = (0; k0), es posible desacoplar los efectos de la difusión de la vorticidad y de la
propagación del sonido. Para el caso longitudinal tenemos
�(kL; t) = �i expf��k20tg sin 
k0t (2�)d2 �k̂L �v0;g(kL; t) = expf��k20tg 
os 
k0t (2�)d2 �k̂Lk̂L �v0; (6.13)

y para el transversal �(kT ; t) = 0;g(kT ; t) = expf��k20tg (2�)d2 �v0: (6.14)

En las simulaciones, la temperatura reducida se inicializaa ~T = 1 y la densidad reducida a~� = 1. El valor inicial de las velocidades de cada celda viene determinado por la pequeña
perturbación dada por la onda plana longitudinal o transversal, (según sea el caso) con
una amplitud inicial de la velocidad de~v0 = 0:01, y un vector de onda~k0 = 2�=~L.
Medimos en el curso de la simulación los campos de densidad demasa y momento en el
espacio de Fourier y ajustamos su evolución a las predicciones teóricas (6.13) y (6.14).
De estos ajustes, podemos extraer una medida numérica de la viscosidad cinemática, de
la velocidad del sonido y del coeficiente de absorción sónica.

6.2.1 Onda transversal

En la Fig.(6.3(a)) hemos reflejado el campo de momento transversal en el espacio de
Fourier en función del tiempo. Encontramos un excelente acuerdo con el decaimiento
teórico exponencial predicho por la ecuación (6.14).

En el caso de la perturbación transversal, hemos recogido laevolución temporal de la
energía total del sistema en función del tiempo y hemos comprobado que se conserva con
un error que es10�8 veces el valor total. La evolución de la entropía total se muestra en
la Fig.(6.3(b)). Se observa claramente que es una función nodecreciente en el tiempo.
También hemos analizado la presión (Fig.(6.4(a))), el potencial químico y la temperatura
(Fig.(6.4(b))) individual de cada partícula fluida en su camino al equilibrio termodiná-
mico. En las gráficas representamos el comportamiento de dichas magnitudes, para un
subconjunto de 20 de partículas, en función del tiempo. Podemos ver que el sistema al-
canza el equilibrio cuando todas las partículas toman exactamente el mismo valor para
esas variables intensivas.
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(a) Los puntos corresponden al resultado de
simulación del campo de momento transver-
sal en el espacio de Fourier en función del
tiempo. El ajuste teórico (en línea continua)
corresponde a un valor de~� = 0:0097 (el va-
lor de entrada en la simulación es~� = 0:01).
Este ejemplo que mostramos corresponde a
una resolución de unas 20 celdas por longi-
tud de cajaL.
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(b) Evolución temporal de la entropía total
de un sistema sometido a una perturbación
transversal. Es una función estrictamente
creciente en el tiempo.

Figura 6.3: Perturbación transversal: campo de densidad y entropía total.
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(a) Evolución temporal de las presiones in-
dividuales de 20 partículas sometidas a una
perturbación transversal. Se muestra en pun-
tos la historia de 19 de ellas y en línea con-
tinua la de una partícula. En equilibrio todas
las partículas tienen la misma presión.
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(b) Evolución temporal de las temperaturas
individuales de 20 partículas para la perturba-
ción transversal. En línea continua la de una
partícula en concreto. En el estado de equili-
brio todas las partículas tienen el mismo va-
lor de la temperatura final. Igualmente ocurre
para los potenciales químicos que convergen
todos a un único valor en equilibrio.

Figura 6.4: Perturbación transversal: presiones y temperaturas de un conjunto de partículas.
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6.2.2 Onda longitudinal

En el caso de la perturbación longitudinal, representamos en la Fig.6.5(a) el resultado
de simulación de la parte imaginaria del campo de densidad enel espacio de Fourier en
función del tiempo. El trazo continuo corresponde al ajustede la predicción teórica (6.13)
y los puntos a la simulación.

Hemos medido también la energía total (calculada como la suma de la energía interna
y cinética de las partículas) y vemos que se conserva con un error de10�8. La entropía
es, de nuevo, una función estrictamente creciente, como se ve en la Fig.6.5(b).

Analizamos de nuevo la evolución temporal de las presiones (Fig.6.6(a)) y de las
temperaturas termodinámicas (Fig.6.6(b)) para un conjunto de 20 partículas. El estado
de equilibrio queda establecido cuando todas las partículas toman idénticos valores para
estas variables (así como para los potenciales químicos).
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(a) En puntos, la parte imaginaria del campo
de densidad longitudinal en espacio de Fou-
rier en función del tiempo. La línea conti-
nua es el ajuste teórico a la expresión con~� = 0:01227 y ~
 = 1:3937. Correspon-
de a una resolución típica de 20 celdas por
longitud de cajaL.
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(b) Evolución temporal de la entropía total
del sistema para el experimento de la per-
turbación longitudinal. A pesar de las lige-
ras oscilaciones, es una función estrictamen-
te creciente en el tiempo.

Figura 6.5: Perturbación longitudinal: campo de densidad y entropía total.

Es muy interesante realizar un estudio sistemático de los coeficientes de transporte en
términos de laresolución. Definimos la resolución como el número de celdas por longitud

de caja
�M 1d =L�. En la Fig.(6.7(a)) hemos mostrado la viscosidad de cizallacinemática

numérica medida en la simulación con el decaimiento de las ondas transversales para dis-
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(a) Evolución temporal de las presiones in-
dividuales de 20 partículas seleccionadas del
sistema total para el experimento de la per-
turbación longitudinal. Una de ellas en línea
continua. En el equilibrio todas las presiones
son idénticas.
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(b) Evolución temporal de las temperaturas
individuales de 20 partículas elegidas del sis-
tema total para el experimento de la perturba-
ción longitudinal. Una de ellas en línea con-
tinua. En el equilibrio todas las presiones son
idénticas.

Figura 6.6: Perturbación longitudinal: presiones y temperaturas de unconjunto de partículas.

tintas resoluciones. La línea continua corresponde a la viscosidad que queríamos simular
y que es un dato de entrada para empezar la simulación. A medida que se aumenta la
resolución obtenemos un excelente acuerdo entre los valores medidos y los introducidos
al inicio de la simulación.

La velocidad del sonido se define como
 =s�V ��P�V �S (6.15)

y para un gas ideal en nuestras unidades reducidas es~
 = p2 ~T . En la Fig.(6.7(b)) se
representa la velocidad del sonido numérica y la que queremos simular (valor de entrada).

Los resultados de simulación están en muy buen acuerdo con las soluciones lineales de
las ecuaciones de la hidrodinámica y demuestran que con nuestra técnica, una resolución
típica deM = 25 partículas por longitud de cajaL obtenemos un error del 2% en la
viscosidad de entrada y un 1% en la velocidad del sonido entrada. Estos resultados son,
pues, una prueba satisfactoria para nuestro código determinista.
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(a) Los puntos corresponden a la viscosidad
de cizalla cinemática~� medida con el decai-
miento exponencial del campo de momento
en espacio de Fourier para diferentes resolu-

ciones a(M 1d =~L). La línea continua es la
viscosidad de cizalla cinemática de entrada
en el código.
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(b) Representamos con puntos la velocidad
del sonido~
 medida a través de la oscilación
de la parte imaginaria del campo de densidad
en espacio de Fourier en función de distin-

tas resoluciones (M 1d =~L), o sea, del número
de partículas mesoscópicasM por longitud

de caja~L. El valor predicho es~
 = p2 ~T ,
representado con la línea continua.

Figura 6.7: Viscosidad de cizalla cinemática y velocidad del sonido en función de la resolu-
ción.

6.2.3 Demostración de la hipótesis de equilibrio local

Una observación muy interesante extraída de las simulaciones anteriores de ondas de ci-
zalla y de compresión es que el valor de equilibrio de la entropía total para todas esas
simulaciones (en las Figs. 6.3(b) y 6.5(b)) es exactamente el mismo. El valor inicial de la
entropía total está fijado (por la aditividad) con las condiciones iniciales impuestas sobre
cada partícula individual. Como la única diferencia en las condiciones iniciales está en la
perturbación del campo de velocidad (para la perturbación transversal o longitudinal) y la
entropía total es independiente de la velocidad, el valor dela entropía total inicial es idén-
tico para los dos tipos de simulaciones. A la vez, ambas simulaciones tienen condiciones
iniciales tales que las cantidades conservadas (masa, volumen y energía) son exactamente
las mismas. Por tanto, el valor final de la entropía total se veque depende exclusivamente
de las cantidades extensivas globales conservadas y no de laforma particular en la que
el sistema llegue al equilibrio. Que la entropía total sea una función de estado es, por
supuesto, un requisito de la Termodinámica de Equilibrio. Para clarificar este punto, re-
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presentamos en la figura 6.8 la evolución temporal de la entropía total en el decaimiento
de una onda de cizalla para dos simulaciones que se diferencian únicamente en los coefi-
cientes de transporte. Observamos que ambas simulaciones comienzan en el mismo valor
(porque las condiciones iniciales son idénticas) y que se aproximan a un mismo valor
final de la entropía. La línea horizontal es el valor de la entropía calculada de la funciónS(M0;V0; E0) siendoM0;V0; E0 los valores de la masa, volumen y energíatotalesdel
sistema global. La funciónS(M0;V0; E0) es la inversa de la Ec.(6.1).
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Figura 6.8: La entropía total~S = Pi ~Si en función del tiempo. Los círculos son para
coeficientes de transporte~� = ~� = ~� = 0:01, y los cuadrados para0:03. La línea sólida es
la entropía evaluada de la ecuación de estado del gas ideal para los valores de las cantidades
extensivas del sistema total (masa, volumen y energía), inversa de la Ec.(6.1).

El hecho de que la entropía total aumente hacia el valor predicho por la termodinámica
no es en absoluto un resultado trivial. Físicamente, esperábamos que la entropía totalen
equilibrio fuese una función de estado que dependiese exclusivamente de las variables
extensivas del sistema entero. El hecho de que nuestra técnica de simulación satisfaga
este requisito físico es un resultado que no se esperaba de antemano. Otra forma de
explicar esto es la siguiente: Aunque en el método sólo especificamos el comportamiento
termodinámico de cada mesopartícula (o subsistema), la dinámica postulada es tal que, el
comportamiento termodinámico de equilibrio delsistema globales el mismo que el de los
subsistemas. En otras palabras, nuestra técnicavalida la hipótesis de equilibrio local. Una
vez que hemos comprobado esta propiedad, tenemos una ruta para especificar la función
energía interna de cada celda si sabemos la ecuación fundamental del sistema entero.

Nótese además que el valor final de la entropía en la Fig.6.8 nodepende del valor con-
creto de los coeficientes de transporte. A mayor disipación,más rápidamente el sistema
alcanza almismoestado de equilibrio. Si la disipación disminuye, el tiempode equili-
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brado del sistema aumenta. En el límite de disipación nula, la entropía es una constante
del movimiento, idéntica al valor inicial, y el sistema nunca llegará al estado de equilibrio
predicho por la Termodinámica. Las ecuaciones de Euler paraun fluido no viscoso son,
claramente, inconsistentes con la Termodinámica de Equilibrio. Se necesita algo de disi-
pación, no importa su magnitud, para que el sistema relaje alestado de equilibrio predicho
por la Termodinámica.

6.2.4 El decaimiento de las inhomogeneidades de temperatura

Estamos interesados en cuantificar el tamaño del término Gibbs-Duhem (5.81). En las
simulaciones anteriores de ondas de cizalla y sonido, las variaciones de los parámetros
intensivos era muy pequeñas (ver Figs. 6.4(a), 6.4(b) y 6.6(a), 6.6(b)) y consecuentemen-
te el término Gibbs-Duhem también es muy pequeño. Por esta razón, consideramos en
esta subsección una situación en la que potencialmente estetérmino es grande. Recorde-
mos que dicha contribución es la responsable de la conservación exacta de la energía del
modelo fluido GENERIC. Por eso, comparamos las simulacionesde una configuración
de dos temperaturas distintas en el sistemacon y sinel término Gibbs-Duhem (5.81) en
la ecuación del momento. Las simulaciones de las que hablamos imponen como condi-
ción inicial un perfil de temperaturas y velocidades para lasceldas, dependiendo de su
coordenada verticaly dentro de la caja. Las celdas de la mitad superior están inicialmen-
te a la temperatura~T = 1 mientras que las de la mitad inferior están a la temperatura~T = 2. Una onda inicial de cizalla asigna unos perfiles iniciales en las velocidades de
las partículas. Más que atender a las medidas de las conductividades térmicas, nos inte-
resa la relevancia del término Gibbs-Duhem. En la Fig.6.9, representamos la evolución
instantánea de la desviación de la energía total del valor inicial, es decir,�E(t) = E(t)�E(0)E(0) (6.16)

para los dos casoscon y sinel término Gibbs-Duhem.
Observamos que en las simulaciones del modelosin el término Gibbs-Duhem no se

conserva la energía. Sin embargo, también en el modelo GENERIC hay un ligero aumento
de la energía debido a los errores de la integración numérica. Para cuantificar dichos
errores en función del paso de tiempo de integración,�t, medimos la cantidad�Ê(�t) = 1Nstep NstepXk=1 ����E(k�t)�E(0)E(0) ���� (6.17)

fijando para dicho estudio un tiempo total deNstep�t = 4. En la Fig.6.10 se refleja
la dependencia de�Ê con el paso de tiempo�t para los dos modelos. El resultado es
revelador: Para el modelo GENERIC, conseguimos mejorar la conservación numérica
de la energía total a medida que el paso de tiempo tiende a cero. Para el modelosin el
término Gibbs-Duhem, no se mejora la conservación energética, sino que converge a un
valor típico que para este ejemplo particular es de10�6.
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Figura 6.9: Evolución instantánea del error relativo de la energía total en el tiempo. Los
puntos corresponden al modelosin el término de Gibbs-Duhem (5.81) y la línea continua al
modelo GENERIC, para un paso de tiempo de�t = 0:005.

Nótese que la energía generada por el término Gibbs-Duhem esmuy pequeño, tal y
como indican dichas figuras.

6.2.5 Expansión irreversible

En esta subsección se presentan resultados de la simulaciónde la evolución temporal de
la expansión irreversible de un gas ideal cuyo estado inicial corresponde a un campo de
densidad muy alejado del equilibrio.

En un artículo reciente de Hoover, Posch, Castillo y Hoover (2000), se explica que
el problema del equilibrado de un perfil de densidad sinusoidal utilizando una ecuación
de estado simplepolitrópica (ley de potencia)P / �2, es buena forma de comprobar
la calidad de los distintos algoritmos numéricos que resuelven la Dinámica de Fluidos
Computacional. Durante el transcurso de este proceso, se generan una cantidad de ondas
de sonido a través de las interacciones convectivas no lineales. La capacidad de describir
correctamente este experimento, durante un período de tiempo de varias ondas transver-
sales da una idea sobre la fiabilidad de la técnica elegida. Por esta razón simulamos la
expansión irreversible con nuestro modelo GENERIC y comparamos con los resultados
obtenidos por Hooveret al. (2000) con la SPH.

Debemos mencionar algo importante sobre la ecuación de estado elegida en las simu-
laciones. En el artículo de Hooveret al. (2000) se menciona que la ecuación de estado
politrópica se puede entender como una versión isoentrópica de la ecuación de estado del



122 Capítulo 6. Resultados deterministas del modelo de Voronoi

0.000 0.005 0.010 0.015

∆t

10
-11

10
-9

10
-7

10
-5

log(∆Ε(∆t)) 
^

.

Figura 6.10: La conservación de la energía en función del paso de tiempo, para el modelosin
el término Gibbs-Duhem (triángulos) y para el modelo completo GENERIC (círculos).

gas ideal. Esto ocurre cuando la presión es proporcional al cuadrado de la densidad de
masa. Consideramos que esta elección particular no es consistente termodinámicamente,
en el sentido que no se puede definir una temperatura asociada. Estrictamente hablan-
do, la temperatura de cada una las partículas es cero,Ti = 0. En este caso, la ecuación
de evolución de la energía es equivalente a la de continuidadde la masa (con un factor
de proporcionalidad adecuado), por lo tanto, la conduccióntérmica no se simula y no es
necesario dar ningún valor para el coeficiente de conductividad térmica�. En cambio,
nosotros hemos llevado a cabo simulaciones para el gas idealcompleto (definido consis-
tentemente) cuyas ecuaciones de estado, unidades, formas adimensionales y parámetros
hemos descrito con detalle en la sección 6.1.2.

Simulamos un sistema de átomos de argón en reposo con un perfilde densidad inicial
particular que relaja al equilibrio. Ya que la SPH describe ecuaciones de movimiento
meramente deterministas, en estetestnumérico hemos eliminado las fluctuaciones.

La condición inicial consiste en la siguiente distribuciónde masa periódica, continua
y altamente no lineal:~�(x; y) = ~�0(1 + 0:9 
os(~k0x))(1 + 0:9 
os(~k0y)); (6.18)

donde la constante~k0 = 2�=~L, ~L es la longitud de la caja de la celda periódica, y~�0
es la amplitud de la distribución de densidad inicial. Tal y como se explica en (Hoover
et al., 2000), hemos preparado la malla lagrangiana inicial para prevenir las distorsiones,
pero esto no es esencial para nuestra técnica, porque permite partir de una malla regular
aunque las deformaciones de cizalla y la concentración de celdas en algunas regiones
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puede provocar una disminución considerable de las distancias típicas entre partículas, y
consecuentemente se necesitaría disminuir el paso de tiempo. En la figura 6.11 mostramos
una configuración típica inicial para un sistema deM = 400 celdas de Voronoi adaptadas
a la distorsión inicial provocada por el anterior perfil de densidad.
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Figura 6.11: Situación de los centros de las celdas de Voronoi para la cajade lado~L=1 en
una configuración típica inicial para la perturbación no lineal del campo de densidad.

El ejemplo aquí mostrado corresponde, de nuevo, a una simulación con condiciones
de contorno periódicas deNmi
 = 4� 104 átomos de argón representadas porM = 400
mesopartículas de Voronoi, que daría en una distribución dedensidad homogénea unos
100 átomos de argón por celda. La amplitud inicial de la distribución de densidad elegida
es ~�0 = 1. Las viscosidades de cizalla y bulk y la conductividad térmica reducidas son~� = ~� = ~� = 0:01. El paso de tiempo reducido inicial se elige~dt = 1: � 10�5 y para
la configuración particular inicial, el sistema (pese a las fuertes distorsiones que sufre la
malla) llega al equilibrio sin tener que reducir el paso de tiempo. En las figuras siguientes
se presenta la dependencia temporal de algunos observablesrelevantes en forma reducida:
la energía cinética totalK (Fig.6.12(a)), la energía interna total� junto con la energía total
conservadaE (Fig.6.12(b)), y la entropía totalS (Fig.6.13). Hemos comprobado que la
energía, el momento, el volumen y la masa totales se conservan numéricamente a lo largo
de la simulación.
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(a) Evolución temporal de la energía cinética
total del sistema. Podemos observar las osci-
laciones que corresponden a las expansiones
y contracciones del gas ideal. Es un fenóme-
no que refleja la compresibilidad del gas, con
zonas de densidad alta y de enrarecimiento.
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(b) Evolución temporal de la energía interna
total del sistema. En línea discontinua hemos
representado la energía total del sistema que
se conserva a lo largo de la simulación.

Figura 6.12: Energía cinética, interna y total del sistema en función deltiempo.
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Figura 6.13: Evolución temporal de la entropía total del sistema. Tal y como era esperado
por la termodinámica de equilibrio, para un proceso irreversible, se trata de una función es-
trictamente creciente con el tiempo. El valor de equilibrioes el valor máximo al que llega (en
línea discontinua) y corresponde a la función entropía del gas ideal evaluada sobre los valores
de la masa, energía y volumen totales del sistema. El acuerdoentre nuestra simulación y el
predicho por la hipótesis de equilibrio local es manifiestamente bueno.
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Hemos definido la temperatura y la presión media del sistema como la media aritmé-
tica correspondiente, esto es,~T = Pi=1;M ~Ti=M . El resultado se refleja en las figuras
(Fig.6.14(a), Fig.6.14(b)).
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(a) Evolución temporal del valor medio de la
temperatura del sistema.
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(b) Evolución temporal del valor medio de la
presión del sistema.

Figura 6.14: Temperatura y presión medias del sistema en función del tiempo.

Los perfiles de densidad mostrados en esta subsección han sido calculados con la
función característica de la celda de Voronoi�i(r), Ec.(5.1), recordando que la función�(r) = expf�r2=2�2g es una gaussiana de anchura�. Cuando� ! 0, la función
característica suavizada tiende a la verdadera función característica de Voronoi. Obsér-
vese la dependencia de dichos perfiles con el parámetro�. En las figuras Fig.6.15(a) y
6.15(b) reflejamos el campo de densidad inicial para dos valores diferentes de�. Las
figuras 6.15(c) y 6.15(d) representan las superficies de densidad del sistema en tiempos
correspondientes al primer máximo y primer mínimo de la energía cinética de acuerdo
con nuestra simulación (ver figura 6.12(a)).
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(a) Campo de densidad en el tiempo~t = 0:0
con� = 0:01
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(b) Campo de densidad en el tiempo~t = 0:0
con� = 0:1
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(c) Campo de densidad en el tiempo reducido~t = 0:18, que corresponde al primer máximo
de la energía cinética para un valor de� =0:1.
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(d) Campo de densidad en el tiempo reducido~t = 0:42, que corresponde al primer mínimo
de la energía cinética para un valor de� =0:1.

Figura 6.15: Campo de densidad inicial para distintas� (anchura de la gaussiana con la que
se define la función característica suave de Voronoi) y en el primer máximo y mínimo de la
energía cinética total.
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En la Fig.6.16 se muestran los resultados para distintos valores de los coeficientes de
transporte. Se observa que para coeficientes de transporte mayores que0:03 (en unidades
reducidas) la energía cinética no presenta oscilaciones, esto es, el sistema relaja muy rápi-
damente al estado de equilibrio sin presentar las de ondas decompresión y enrarecimiento
(ondas de choque-shock waves).
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Figura 6.16: Evolución temporal de la energía cinética total del sistemapara valores distintos
de los coeficientes de transporte:0:1, 0:05, 0:03, 0:01, 0:005, 0:001. La curva superior
corresponde al menor valor de los coeficientes de transporte, y la curva inferior al valor más
alto. Para este conjunto de experimentos,~� = ~� = ~�, y la densidad de masa toma valores
entre[0; 1℄.

Hemos analizado también el comportamiento del sistema en diferentes puntos termo-
dinámicos. La dependencia con la temperatura inicial del sistema queda reflejada en la
Fig.6.17(a) y la dependencia con de la densidad media del sistema~�0 se muestra en la
figura 6.17(b) para tres experimentos con los mismos coeficientes de transporte. Otra
prueba interesante es conocer la dependencia de los resultados numéricos con la reso-
lución espacial elegida para resolver el problema, o sea, con la cantidad de partículas
utilizadas en la simulación, (ver la Fig.6.18). Estos resultados muestran una ligera depen-
dencia con la resolución, pero demuestran que incluso conM = 400 , que es el número
más pequeño de partículas de Voronoi utilizado, se describeadecuadamente el comporta-
miento. Sin embargo, hay que tener en cuenta que las pequeñasdesviaciones en la energía
cinética son debidas a ligeras diferencias en la energía total causadas por las diferentes
mallas iniciales (perfil de densidad inicial) para cada resolución. Mantener el valor de la
energía total idéntico para estos tres casos es sólo una dificultad técnica que puede ser
resuelta.
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(a) Evolución temporal de la energía cinética
total del sistema para diferentes valores del
perfil de temperatura inicial. La curva supe-
rior corresponde a un valor de~T = 100, la
intermedia a~T = 10 y la inferior a ~T = 1.
Obsérvese la dependencia de la velocidad del
sonido con la temperatura.
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(b) Evolución temporal de la energía cinética
total para tres densidades medias diferentes y
el mismo perfil de temperatura inicial~T = 1.
El mayor valor ~�0 = 10 corresponde a la
curva superior,~�0 = 3:2 a la curva central y~�0 = 1 a la inferior. En las tres simulaciones~� = ~� = ~� = 0:01.

Figura 6.17: Evolución temporal de la energía cinética total del sistemapara diferentes con-
diciones iniciales de temperatura y diferentes densidadesmedias iniciales.
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Figura 6.18: Evolución temporal de la energía cinética total para tres resoluciones diferentes
del mismo problema:M = 400 (círculos),M = 1024 (cuadrados),M = 2500 (triángulos),
para~� = ~� = ~� = 0:01.
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También hemos realizado simulaciones de las ecuaciones de Euler (con coeficientes
de transporte nulos), o dicho de otra forma, de las ecuaciones reversibles sometiendo al
sistema al mismo tipo de perturbación inicial que en las demás simulaciones descritas en
esta sección. La evolución temporal de la energía cinéticaK se muestra en la Fig.6.19.
En este límite, la entropía total del sistema es estrictamente constante en el tiempo, pero
el sistema es inestable. En las figuras 6.20(a), 6.20(b), 6.20(b) hemos caracterizado los
campos de densidad en varios tiempos relevantes. En particular, en el primer máximo y
mínimo deK .
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Figura 6.19: Evolución temporal de la energía cinética total para el casode coeficientes de
transporte nulos. La entropía total es constante en este caso. Eventualmente el sistema se hace
inestable.

Hooveret al. (2000) realizan estas simulaciones con SPH y dicen que el aumento
rápido de entropía en la expansión irreversible confinada deun gas ideal en ausencia de
coeficientes de transporte es un hecho sorprendente. Otro inconveniente de sus simu-
laciones es que las partículas se interpenetran librementeunas a otras. Es un artefacto
intrínseco a los métodos de partículas debido a la pobre representación de los contornos
e interfases. En principio dos fluidos de partículas suavizadas convencionales que co-
lisionen con velocidades sónicas se interpenetran. Sin embargo, en cualquier contorno
razonable entre dichos fluidos se debería descartar dicha interpenetración. La SPH con-
vencional degrada el campo de flujo hidrodinámico a medida que las partes del flujo que
se expanden penetran en las regiones de baja densidad. Está claro que el problema de la
interpenetración es una característica no deseada de la técnica SPH. De todos modos, se
han hecho algunos intentosad hocpara evitarla (Monaghan, 1989).
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(a) Campo de densidad en el tiempo~t = 0:2
que es el primer máximo en la energía ciné-
ticaK. El valor del parámetro es� = 0:05.
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(b) Campo de densidad en el tiempo~t =0:38 que es el primer mínimo en la ener-
gía cinéticaK. El valor del parámetro es� = 0:05.
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(c) Campo de densidad en el tiempo~t =0:56. El valor del parámetro es� = 0:05.

Figura 6.20: Instantáneas del campo de densidad para el caso de viscosidad nula.
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Pensamos que todos estos efectos espúreos e incorrectos a lahora de representar un
fluido con SPH son debidos a la incompleta interpretación de las partículas SPH como
subsistemas termodinámicos, añadiendo además el hecho de que la ecuación de estado
politrópica no está termodinámicamente bien definida. Ya hemos mencionado en el capí-
tulo precedente que en la formulación general de la SPH no se considera el volumenVi
como una variable termodinámica asociada a la partícula. Elcuasi-volumenSPH es algo
relacionado con el volumen de partículasuavizada, (que incluso presenta dependencia
con el alcance finito de la función peso), pero no es una subdivisión del volumen total
1. Por consiguiente, las funciones presiónP (mi;Vi; Si) y temperaturaT (mi;Vi; Si) de
cada partícula transfieren este error a las ecuaciones dinámicas del momento y de la entro-
pía. Precisamente este punto es crucial para describir la dinámica correcta de no equilibrio
del sistema así como para las propiedades y estado final de equilibrio.

Nuestro método mesoscópico, sin embargo, se comporta correctamente en un proceso
reversible, es decir, mantiene la entropía constante. Estoes probablemente debido a que es
un modelo termodinámicamente consistente y a que las partículas fluidas son subsistemas
termodinámicos de volumen determinado por la teselación deVoronoi, siendo ésta una
verdadera partición de la caja de simulación.

6.2.6 Condiciones de contorno

En las simulaciones de este capítulo sólo consideramos sistemas con condiciones de con-
torno periódicas. Sin embargo, es bastante fácil implementar otras condiciones de contor-
no sobre contornos sólidos. El primer punto a resolver es la teselación del espacio para
que se respeten geométricamente los contornos. En la Fig.6.21(a) mostramos cómo reu-
niendo pares de centros de celdas limítrofes y fijándolos, podemos construir paredes lisas.
Cada par tiene un centro en el seno del fluido y otro fuera, perteneciente al contorno.

Si las condiciones de contorno son de tipo von Neumann, se necesita especificar los
flujos en dichos contornos. En este caso, para cada centro de celda que define el contorno
y que está en el fluido se tiene que la interacción con su partícula correspondiente del
contorno está determinada por el flujo prescrito.

En el caso de condiciones de contorno de Dirichlet (como en lacondición de con-
torno de no deslizamiento), se impone que los valores de los campos hidrodinámicos en
cada par de centros (fuera y dentro) tomen los valores prescritos. Tenemos proyectado
en un próximo futuro realizar simulaciones que incorporen condiciones de contorno no
periódicas.

En el caso de condiciones de contorno sobre objetos flotantescomo partículas coloida-
les o moléculas poliméricas, una forma de proceder que implica una mínima modificación
del código es añadir interacciones elásticas entre ciertaspartículas Voronoi. Una forma
de hacerlo es conectando los pares de celdas vecinas con muelles elásticos de constantes
recuperadoras elevadas, de tal manera que éstas se encuentren típicamente a distancias

1La suma de los volúmenes de las partículas no es el volumen delcontenedor del experimento, (
Pi Vi 6=V0)
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(a) Cómo tratar una pared lisa horizontal con
la teselación de Voronoi usando pares de pun-
tos en el contorno.

(b) Representación de una cadena polimérica
y de una micela en un solvente simulado con
teselas de Voronoi.

Figura 6.21: Condiciones de contorno diversas: una pared lisa y geometrías para fluidos
complejos.

que corresponden con la longitud natural del muelle. Otras formas geométricas se pueden
tratar de manera análoga. En la imagen 6.21(b) tenemos una representación con teselas
de Voronoi de una cadena polimérica y una micela disueltas enel solvente.

6.3 Discusión y conclusiones

En este capítulo hemos presentado resultados de simulaciónpara la parte determinista del
MODELO 1 mesoscópico de partículas fluidas de Voronoi. Todas las pruebas a las que lo
hemos sometido han sido satisfactorias.

La construcción de Voronoi es relativamente difícil de implementar, en particular en
tres dimensiones, en comparación con la sencillez de la SPH que es fácilmente extra-
polable de dos a tres dimensiones. No obstante, una implementación tridimensional del
MODELO 1 ha sido recientemente llevada a cabo utilizando la librería CGAL2. Sin em-
bargo, la cantidad de vecinos necesarios para calcular las interacciones, es mucho menor.
Por ejemplo, en2 dimensiones, en la construcción de Voronoi se necesitan típicamente6 que frente a los30 � 40 necesarios en SPH. Creemos que esta es una razón muy po-

2Comunicación personal con Gianni de Fabritiis. CGAL es el acrónimo de Computational Geometry Algo-
rithms Library,http://www.cgal.org
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derosa para explotar este modelo en problemas donde la consistencia termodinámica sea
importante (por ejemplo problemas con coexistencia de fases).

En el capítulo 5 se demuestra teóricamente que el modelo mesoscópico de Voronoi,
MODELO 1 es capaz de simular correctamente la hidrodinámica en presencia de fluctua-
ciones térmicas. Los resultados correspondientes a la parte estocástica que lo justifican se
presentan en el próximo capítulo.
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Capítulo 7

Las fluctuaciones en la dinámica
mesoscópica de partículas fluidas
de Voronoi

En este capítulo discutimos las fluctuaciones en el modelo departículas fluidas basado en
la teselación de Voronoi bidimensional que ha sido desarrollado en el capítulo anterior.
El modelo puede describir el comportamiento de un fluido newtoniano a escalas mesos-
cópicas, precisamente aquellas en las que las fluctuacionestérmicas son importantes. La
consistencia termodinámica del modelo, garantizada con suestructura GENERIC, hace
que la función de distribución de equilibrio del sistema seala función de distribución de
Einstein. Precisamente de esta función de equilibrio, se calcula la función de distribución
de equilibrio para las variables de cada partícula individual. Veremos que los resultados
de las simulaciones del modelo estocástico completo muestran un acuerdo perfecto con
las funciones de distribución teóricas.

7.1 Introducción

Las ecuaciones de la hidrodinámica fluctuante (Fluctuating Hydrodynamics, FH) (Lan-
dau y Lifshitz, 1959) capturan, en el límite continuo, el régimenmesoscópicode un fluido
newtoniano simple. Este régimen corresponde a escalas de longitud pequeñas donde,
aunque el fluido sigue estando adecuadamente representado por la hidrodinámica (no
es necesaria todavía una descripción cinética), su naturaleza molecular comienza a ser
apreciable. Generalmente se modela dicho efecto incluyendo nuevos términos de ruido
aleatorio en las ecuaciones hidrodinámicas. El ruido aparece como la divergencia de un
tensor de tensiones aleatorio y de un flujo de calor estocástico, y la estructura de estos
flujos aleatorios está directamente determinada por el teorema de fluctuación-disipación

135
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(Landau y Lifshitz, 1959; Español, 1998b). Este régimen mesoscópico de la hidrodinámi-
ca es relevante no sólo en fluidos simples cuando interesan las escalas de longitud cortas,
(como por ejemplo es el caso de los experimentos de dispersión de luz), sino también es
crucial en la dinámica de los fluidos complejos. En particular en el estudio del movimien-
to browniano difusivo de objetos pequeños en suspensión (como partículas coloidales)
(Bedeaux y Mazur, 1974) generado por la naturaleza estocástica del solvente. Es obvia,
por tanto, la relevancia de los efectos provocados por las fluctuaciones en el estudio de la
dinámica difusiva de los fluidos complejos.

Recientemente se han desarrollado paralelamente dos modelos de partículas fluidas
(basados en una malla de Voronoi lagrangiana) para simular la hidrodinámica fluctuan-
te: MODELO 1 (Serrano y Español (2001)) y presentado íntegramente en elcapítulo 5, y
MODELO 2 elaborado por el grupo de Fabritiis, Coveney y Flekkøy (2002a). Las princi-
pales diferencias entre estos dos modelos son el uso de la entropía (MODELO 1) o de la
energía interna (MODELO 2) como variable independiente y, algo mucho más esencial, la
manera de discretizar los gradientes de temperatura y las divergencias de velocidad. Des-
de un punto de vista metodológico, los dos modelos obtienen de forma diferente (aunque
los resultados son equivalentes y complementarios) las fuerzas estocásticas preservando
el teorema de fluctuación-disipación:

- El MODELO 1 de mesopartículas fluidas basa su construcción en el formalismo GE-
NERIC (Grmela y Öttinger, 1997; Öttinger y Grmela, 1997) para codificar de manera
sencilla la física que está tras de la primera y segunda ley dela Termodinámica y del
teorema de fluctuación-disipación. Se debe insistir en que el formalismo GENERIC no
aporta ninguna física nueva, pero permite identificar muy rápidamente si el modelo es
termodinámicamente consistente y, en caso contrario, sugiere modificaciones para resta-
blecer la consistencia termodinámica.

- El MODELO 2 (Flekkøy y Coveney, 1999; Flekkøyet al., 2000a; de Fabritiiset al.,
2002a) consiste en escribir la distribución de equilibrio del conjunto de variables, ha-
ciendo una conjetura sobre la estructura del ruido aleatorio y calculando el operador de
Fokker-Planck que corresponde a las ecuaciones de Langevin, se extraen los coeficientes
del ruido al hacer un balance entre las partes difusivas y de arrastre o deriva (drift) del
operador de Fokker-Planck actuando sobre la distribución de equilibrio.

En el apéndice B haremos una revisión de ambos modelos discutiendo, las similitudes
y diferencias (Serranoet al., 2002). Mostraremos que la parte de la dinámica reversible
del MODELO 2 tiene una pequeña producción de entropía y también se demuestra que la
parte irreversible de la dinámica de ese modelo se puede ajustar al marco de GENERIC
asegurando, por tanto, una producción positiva de entropía.

Por lo tanto, el contenido de este capítulo se centra en los resultados de equilibrio
obtenidos con el MODELO 1 estocástico. En la sección 7.2 discutiremos cómo se puede
derivar, partiendo de la función de distribución de Einstein de M-partículas, la función de
distribución de equilibrio de una partícula. Presentamos los resultados de simulación en
la sección 7.3 y los comparamos con las expresiones teóricas, lo que nos permite discutir
la validez de nuestro modelo mesoscópico para simular la hidrodinámica fluctuante.



7.2. Distribuciones de equilibrio 137

7.2 Distribuciones de equilibrio para elMODELO 1

En el capítulo 5 hemos descrito las ecuaciones deterministas para el modelo discreto de
mesopartículas que representa a un fluido newtoniano. Si lasceldas de Voronoi son de
tamaño mesoscópico, serán susceptibles de sufrir los efectos de las fluctuaciones termo-
dinámicas. Dichas fluctuaciones se pueden incorporar de manera muy sencilla siguiendo
cualquiera de las dos rutas marcadas por el MODELO 1 ó por el MODELO 2. De hecho, en
el apéndice B se explica cómo entender en términos de GENERIClas fluctuaciones del
MODELO 2. Las ecuaciones diferenciales estocásticas resultantesson matemáticamente
equivalentes a una ecuación de Fokker-Planck que gobierna la función de distribución de
probabilidad� = �(x; t) en la que cada mesopartícula tiene una realización particular del
conjunto de variables de estado que hemos denotado de forma global conx. En notación
GENERIC, esta ecuación toma la forma (Grmela y Öttinger, 1997; Öttinger y Grmela,
1997; Öttinger, 1997, 1998a,b)�t�(x; t) = � ��x ���(x; t) �L(x)� �E(x)�x +M(x)� �S(x)�x �� kBM(x)� ��(x; t)�x � ;

(7.1)
siendokB la constante de Boltzmann.

En la sección 4.2 ya discutimos cómo la función de distribución de las variables de
un sistema dado en equilibrio estará dada por la función de distribución de Einstein. Esta
afirmación se puede probar bajo hipótesis bastantes generales sobre el carácter mezcla
(mixing) de la dinámica microscópica del sistema (Español y de la Rubia, 1992). Si en el
instante inicial se conoce con elevada precisión el valor delos invariantesE(x) e I(x),
en particular, si toman los valoresE0; I0 respectivamente, entonces recordemos que la
función de distribución de Einstein se escribe como�eq(x) = Æ(E(x) �E0)Æ(I(x) � I0)
(E0; I0) expfk�1B S(x)g; (7.2)

con el factor de normalización adecuado
(E0; I0). Es bastante sensato pedir que la
ecuación de Fokker-Planck (7.1) tenga como (única) solución de equilibrio la función de
distribución de Einstein. Como vimos, esto se puede conseguir si las matricesL(x) yM(x) cumplen las propiedades��x ��L(x)� �E�x � = 0; M(x)� �I�x = 0: (7.3)

La segunda condición es simplemente el requisito para que laparte disipativa de la diná-
mica conserve la masa total, la energía y cualquier otro invariante dinámico presente co-
mo, por ejemplo, el momento del sistema. La primera condición se puede entender como
una condición de incompresibilidad sobre la dinámica reversible en el espacio de esta-
dosx. Debemos decir, sin embargo, que esta ecuación de incompresibilidad se satisface
sólo aproximadamente en nuestra dinámica reversible. Sin embargo, como mostraremos
más adelante, la función de distribución de Einstein es, contodo, una aproximación muy
buena para la solución de equilibrio de la ecuación de Fokker-Planck.
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7.2.1 La función de distribución de equilibrio deM -partículas

En esta sección discutiremos la función de distribución de equilibrio �eq(x) correspon-
diente a las ecuaciones de movimiento de nuestro modelo discreto MODELO 1. Sin em-
bargo, es importante darse cuenta que la función de distribución de equilibrio es la misma
para los dos modelos, independientemente de la forma elegida para la parte irreversible
de la dinámica. La razón estriba en que los dos conjuntos de ecuaciones respetan “esen-
cialmente” la estructura GENERIC, en realidad hay que haceralgunas pequeñas modifi-
caciones en el MODELO 2 1, de tal manera que se garantiza que la función de distribución
de equilibrio para esas variables esté dada por la distribución de Einstein en presencia de
los invariantes dinámicos necesarios, Ec.(7.2). Como la masa totalM(x), la energía totalE(x) y el momento totalP(x) son cantidades que se conservan en la dinámica, la función
de distribución de equilibrio será para los dos modelos�eq(x) = 1
Æ(M(x)�M0)Æ(E(x) �E0)Æ(P(x) �P0) expfk�1B S(x)g; (7.4)

donde presuponemos que conocemos con absoluta precisión los valores de la masa totalM0, energíaE0 y momentoP0 en el instante inicial. Precisamente éste es el caso en
una simulación numérica, entendiendo por precisiónabsolutala precisión numérica. Por
supuesto,
 es un factor que asegura la normalización correcta de�eq(x). La energía
total y la entropía de nuestros modelos se escriben comoE(x) = Pi(P2i =2mi + Ei) yS(x) =Pi Si, dondeEi = E(mi; Si;Vi).

El estado más probableen equilibrio, de acuerdo con la ecuación (7.4), es el que
maximiza la entropía totalS(x) sometida a las restriccionesM(x) = M0, E(x) = E0,
y P(x) = P0. Si utilizamos la técnica de los multiplicadores de Lagrange�; � y V, el
estado más probable es el que maximiza la funciónf (fR;P;m; Sg) = k�1B S(x)� � (E(x)�V�P(x) � �M(x))
sin ningún tipo de restricciones. Igualando las derivadas parciales con respecto a cada
variable a cero, llegamos al siguiente conjunto de ecuaciones implícitas para los valores
más probables de las variablesx� = fR�i ;P�i ;m�i ; S�i g denotados por el símbolo�0�Xj �Vj�RiPj1A (x�) = 0;P�im�i = V;��i � �(x�i ) = �i(x�) = �+ d2V2;T �i � T (x�i ) = Ti(x�) = 1kB� : (7.5)

1Véase el apéndice B.
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La segunda igualdad indica que en el estado más probable todas las partículas se mueven
a la misma velocidadV. Se puede tomar igual a ceroV = 0 sin pérdida de generalidad.
Las últimas dos ecuaciones indican, respectivamente, que el potencial químico por unidad
de masa y la temperatura de todas las mesopartículas en el estado más probable es idéntico
al valor más probable de dichas variables termodinámicas discretas. Precisamente esto
implica que la presión debe ser también la misma para todas las mesopartículas (en un
fluido simple los parámetros intensivos no son independientes (Callen, 1960)).

Recordando el cálculo realizado en (5.77) la primera ecuación de (7.5)Xj �Vj�RiPj = Xj 6=i ��Aij2 eij + AijRij 
ij� (P �i � P �j ) = 0 (7.6)

se satisface de manera trivial, siempre que las presiones enel estado más probable sean
idénticas para todas las partículas del sistemaP �i = P �j = P �.

Una característica interesante referente al volumen totales quecualquierconfigura-
ción de posicionesRi (y por tanto de volúmenes de Voronoi) de las mesopartículas tiene
la propiedad de que el volumen total se conserva

Pi Vi = V0. Dicho de otro modo, aun-
que el volumen sea una cantidad conservada, no supone una restricción reflejada como tal
en forma de una función delta extra en la Ec.(7.4).

Para nuestro modelo, es mucho más conveniente considerar laprobabilidad de una
realización particular del conjunto total de variablesfV ;P;m; Sg en equilibrio en lugar
defR;P;m; Sg. Estas funciones de distribución se relacionan de la formaP(fV ;P;m; Sg) = Z fdRgÆM (V � V(fRg))�eq(x): (7.7)

Como�eq(x) depende de las posiciones sólo a través de las variables de volumen, tenemosP(fV ;P;m; Sg) = F(V1; : : : ; VM )�eq(fV;P;m; Sg); (7.8)

donde hemos definidofV g = fV1; : : : ; VMg yF(V1; : : : ; VM ) = Z dfRg MYi Æ(Vi � Vi(fRg)): (7.9)

Esta funciónF es proporcional a la densidad de probabilidad de que las partículas ten-
gan una distribución de volúmenes concretaV1; : : : ; VM siendo uniforme la función de
distribución de posiciones. Es interesante darse cuenta deque comoF(V1; : : : ; VM ) no
contiene ninguna información sobre la ubicación de los volúmenes, se espera que la pro-
babilidad de que una celda tenga un cierto volumen sea independiente de la gran mayoría
de los volúmenes del resto de las celdas. De esta forma, aceptamos como buena la apro-
ximación de que los volúmenes son estadísticamente independientes en una distribución
aleatoria de celdas, sobre todo si el número total del celdasM es muy grande. Sin embar-
go, existe una correlación global que debe ser obligatoriamente respetada, en concreto,
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preservar el volumen total. Por lo tanto, esperamos queF(V1; : : : ; VM ) / F (V1) � � �F (VM )Æ Xi Vi � V0! ; (7.10)

siendoF (V ) la densidad de probabilidad de que, dada una distribución aleatoria de pun-
tos, el volumen de una celda sea exactamenteV , independientemente de los valores de
los volúmenes de las otras celdas.

El cálculo analítico exacto de la funciónF (V ) es difícil, pero una expresión fenome-
nológica ya se propuso en Wejchertet al. (1986). Como la única escala en una distribu-
ción aleatoria de puntos es el volumen medio de cada celda, lafunción de distribución de
volumen debe tener una forma escalada del tipoF (V ) = 1V G �VV � ; (7.11)

dondeV representa el valor medio del volumen de cada celda yG(x) es la función de
distribución Gamma definida comoG(x) = ##�(#)x#�1 expf�#xg; (7.12)

adecuadamente normalizada a la unidad (
R10 G(x)dx = 1). Además,# es un parámetro

constante.
En la Fig.7.1 reflejamos (en puntos) el resultado de la distribución de volumen de

una celda para una teselación de Voronoi en dos dimensiones,dado un conjunto aleatorio
uniforme de puntos, junto con el buen ajuste a la función de distribución Gamma para un
valor del parámetro# = 3:8420 y con volumen medio deV = 0:0025.

7.2.2 La función de distribución de equilibrio de una partícula

Para poder comparar los resultados de las simulaciones con la teoría, es necesario que
consideremos la función de distribución de una única partícula, en lugar de la función de
distribución multidimensional de M-partículas. Por esta razón, como primer paso, inte-
graremos todas las variables de momento excepto los de la primera partícula. El resultado
es que habremos convertido la distribución “microcanónica” (7.4) en una distribución “ca-
nónica”. Después, integraremos sobre todos los volúmenes,masas y entropías de todas
las partículas excepto sobre los de la primera. Denotamos elestado porx = (y; fPg)
siendoy = (fV g; fmg; fSg) el conjunto formado por los volúmenes, masas y entro-
pías de todas las mesopartículas del sistema. Obsérvese quela entropía total y la energía
interna no dependen de los momentos.

Si integramos la función de distribución�eq(x) sobre todos los momentos excepto elP1, tendremos la probabilidad�(P1; y)�eq(P1; y) = (Qi F (Vi))
0 exp�S(y)kB � Æ MXi mi �M0! Æ MXi Vi � V0!
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Figura 7.1: Función de distribución del volumen de Voronoi dada una distribución aleatoria
de puntos en una simulación deM = 400 mesopartículas dentro de una caja bidimensional
de longitudL = 1 con condiciones de contorno periódicas. La línea continua corresponde al
ajuste de la función de la Ec.(7.11) con un valor de parámetro# = 3:8420 y con un volumen
medioV = 0:0025.�  MYi=2(2mi)d=2! �d(M�2)2 "E0 �Xi Ei(y)� P212m1# d(M�2)2 �1 ;(7.13)

donde hemos utilizado la siguiente ecuación, (demostrada en el apéndice VII de la refe-
rencia Español (2001)),Z ddMP Æ MXi P2i2mi �E0! Æd MXi Pi �P0! = �d(M�1)2 U d(M�1)�220 MYi (2mi)d=2

(7.14)
donded es la dimensionalidad del espacio,U0 = E0 �P20=2M0, y�& = 2 �&=2�(&=2) : (7.15)

Si nos damos cuenta de que esta probabilidad debe estar muy picada sobre el estado más
probable, podemos encontrar una aproximación convenientea la ecuación Ec.(7.13). Por
tanto, para aquellos valores deEi(y) para los cuales�eq(P1; y) tome un valor apreciable-
mente distinto de cero, la expresión aproximada será proporcional2 a una exponencial"E0 �Xi Ei � P212m1#q / exp(��� Xi Ei + P212m1!) ; (7.16)

2Con un factor con dimensiones de energía elevado aq.
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siendoE�i el valor más probable deEi y q = d(M � 2)=2� 1� 1. Hemos incluido una
definición para el parámetro���� = d(M � 1)=2� 1E0 �Pj E�j � dM=2E0 �Pj E�j ; (7.17)

que es inversamente proporcional al valor más probable de laenergía cinética del siste-
ma total (y será, por tanto, inversamente proporcional a la temperatura de equilibrio del
sistema). Incluyendo esta aproximación, podemos escribirla Ec.(7.13) como�eq(P1; y) = Yi F (Vi)
0 Æ MXi mi �M0! Æ MXi Vi � V0!� exp(S(y)kB � �� MXi Ei(y)� �� P212m1) (7.18)

donde reinterpretamos bajo el mismo símbolo
0 la constante adecuada de normalización.
En la Ec.(7.18) hemos despreciado en la exponencial el términod=2Pi lnmi porque es
pequeño frente a

Pi Ei(y). Para esto, es necesario notar queEi es una función de primer
orden de sus argumentosSi;mi; Vi y, por tanto, de ordenmi.

En concreto, estamos interesados en la función de distribución P(V1;P1;m1; S1)
que nos da la probabilidad de que una partícula concreta tomeunos ciertos valores de
las variablesV1;P1;m1; S1, independientemente de los valores del resto de variables del
sistema. Para llegar a esa expresión primeramente es necesario que definamos la función�(M;V) = Z d(M�1)fV gd(M�1)fmgd(M�1)fSg MYi=2F (Vi)Æ MXi=2mi �M!� Æ MXi=2 Vi � V! exp( MXi=2 � SikB � ��E(mi; Si; Vi)�) (7.19)

y analicemos sus derivadas con respecto a las variablesM y V . Cuando el número de
variables o de mesopartículasM es muy grande, el integrando es prácticamente nulo
salvo en su valor más probable y tenemos que��(M;V)�M � ����0�(M;V)��(M;V)�V � ���0�(M;V); (7.20)

siendo�0
y �0 ciertos multiplicadores de Lagrange adecuados que provienen de las res-

tricciones impuestas por las deltas de Dirac en el integrando (la conservación de la masa y
del volumen totales). Por tanto, la forma funcional de�(M;V) se puede aproximar muy
bien por una exponencial�(M;V) � expf���(�0M��0V)g: (7.21)
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Al integrar (7.18) sobre las variablesfV;m; Sg para todas las partículas excepto paraV1;P1;m1; S1 se puede reescribir la función de distribución de una partícula en términos
de la función�(M;V) definida en la ecuación (7.19) comoP(V1;P1;m1; S1) = 1
00F (V1)�(M0 �m1;V0 � V1)� exp� S1kB � ��E(m1; S1; V1)� �� P212m1� : (7.22)

y con la aproximación (7.21) llegamos finalmente a la expresión de la función de distri-
bución de una única partículaP(V1;P1;m1; S1) � F (V1)Z exp� S1kB � ���E(m1; S1; V1) + P212m1 � ��m1 +��V1�� ;

(7.23)
siendoZ el factor apropiado de normalización. La forma de esta función de distribución
se puede interpretar como la probabilidad de que en un subsistema, que puede intercam-
biar masa, momento, energía y volumen con un baño térmico de parámetros intensivos
(��; ��;��), sus variables extensivas tomen unos valores particulares. Es interesante ob-
servar que, aunque la distribución respecto al momento parece gaussiana a primera vista,
el momento no es estadísticamente independiente de la masa.En lo que se refiere al vo-
lumen, la presencia del factorF (V ) impide poder interpretar directamente�� como la
presión del baño térmico con el que está en contacto.

Los valores más probables de la función de distribución de una partícula (7.23) (re-
presentados por el símboloy) satisfacenP y1 + F 0(V y1 )��F (V y1 ) = ��;Py1 = 0;�y1 = ��;T y1 = 1kB�� ; (7.24)

siendoF 0 la derivada deF con respecto al volumen. Observemos la conexión entre��,
definido en la ecuación (7.17), (relacionado con el valor másprobable del inverso de la
energía cinética total) y el valor más probable de la temperatura termodinámica de la
partícula1.

Estos valores más probables, dados en la ecuación (7.24), deben ser comparados con
las Ecs.(7.5). Es importante apreciar que el valor más probablexy1 = fV y1 ;Py1;my1; Sy1g
de la función de distribución de una partícula dado por las Ecs.(7.24) no coincide exacta-
mente con el valor más probablex� de la función de distribución deM -partículas dado
por las Ecs.(7.5) debido a las integrales involucradas. Sinembargo, esperamos que las
discrepancias sean muy pequeñas.
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7.2.3 Distribuciones marginales para una mesopartícula

En una simulación es muy difícil determinar la función de distribución de equilibrio (7.23)
debido a que es una función definida en un espacio de cinco dimensiones (para el caso de
simulación bidimensional). Claramente, lo que necesitamos son las funciones de distribu-
ción de una única variable. En esta subsección, calculamos estas funciones de distribución
marginales.

La distribución de probabilidad conjunta del volumen, masay entropía de una partí-
cula se puede obtener fácilmente al integrar las variables del momento~PP(V;m; S) / F (V )Z �2�m�� � d2 exp� SkB � �� (E(m;S; V )� ��m+��V )� :

(7.25)
Si utilizamos la expresión analítica paraF (V ) dada por la Ec.(7.11), y realizando el

correspondiente cambio de variables de la entropíaS a la energía internaE , para el caso
de un gas ideal, estamos en disposición de calcular la función de distribución de masa y
volumen. El jacobiano de dicha transformación correspondea la temperaturaT (E). La
integral se puede resolver analíticamente y el resultado es(tomando la dimensionalidad
del espaciod = 2 desde ahora)P(V;m) / (V )#�1m2��V e2m2��� mm0 �� mm0� exp��#VV + �� (��m���V )� ;

(7.26)
donde�(x) es la función Gamma,e = exp(1) es el número de Neper,m0 es la masa de
la molécula o átomo delgas idealque tratamos de simular y� es una constante adimen-
sional (definida en la Ec.(6.9) que depende exclusivamente de parámetros microscópicos.
Podemos integrar la variable de volumen en la expresiónP(V;m) para sacar la función
de distribución de masa. Los límites de integración se puedeextender de(0;1) porque
el rango de variación de la masa de una partícula es muy pequeño comparado con la masa
total del sistemaM0.P(m) / Z 10 P(V;m)dV / �� mm0���#+ mm0�� mm0�2�1� mm0 �� 0� �e2k2B�� ����� + #V �1A mm0 exp f����mg : (7.27)

Por el contrario, podemos calcular la función de distribución de volumen si integramos
sobre la masa en la Ec.(7.26)P(V ) / (V )#�1 exp��#VV � ����V �J��;��(V ) (7.28)
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con la definición pertinente para la funciónJ��;��(V )J��;��(V ) = Z 10 m2�1� mm0 ���V e2�� � mm0 �� mm0� exp f����mg dm: (7.29)

que como vemos depende de los parámetros�� y ��. Análogamente se puede obtener la
función de distribución para la densidad de la Ec.(7.26):P(�) = Z P(V;m)Æ ��� mV � dV dm= Z P(V; �V )V dV / �2H��;��;��(�) (7.30)

donde hemos definido la funciónH��;��;��(�) = Z 10 V #+2� �V e2(�V )2��� �Vm0 ���Vm0�� exp��� #V + �� (������)�V � dV: (7.31)

que depende de con los parámetros��; �� y ��. La última función de distribución de una
única variable interesante que nos queda por determinar es la de la componentePx del
momento: P(P x) =r��2� Z P(m)pm exp(��� (P x)22M ) dm; (7.32)

obtenida por integración del volumen y entropía en la Ec.(7.23).

7.3 Resultados de simulación

Em este apartado presentamos los resultados del modelo completo MODELO 1, parte
estocástica incluida, que son mejores que los del modelo MODELO 2. La razón se explica
detalladamente en el apéndice B, y tiene que ver con la forma concreta de los términos
disipativos en cada uno de los dos modelos.

Los detalles específicos de las simulaciones están descritos exhaustivamente en el
capítulo anterior en la sección 6.1. Hemos modificado coherentemente el esquema de
integración ya que ahora las ecuaciones diferenciales son estocásticas. En concreto,
hemos elegido un algoritmo de Euler con un paso temporal suficientemente pequeño
(d~t = 0:000001) para mantener una aceptable conservación de la energía y del momento
total. Recordemos que cada partícula fluida contiene típicamente 100 átomos de argón (ya
queNmi
 = 40000 y M = 400). El sistema está a una temperaturaTe en una caja bidi-
mensional con condiciones de contorno periódicas. En unidades reducidas la temperatura
se inicializa aT = 1 y la densidad a� = 1. 3

3Aunque en este capítulo todos los resultados están dados en unidades reducidas hemos omitido el símbolo~x por simplicidad.
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Aunque cercano al equilibrio, el estado inicial no es unestado típico de equilibrio. Por
esta razón es necesario dejar que el sistema evolucione y querelaje hacia su equilibrio.
Hay que estar seguros de que realmente estamos realizando mediciones de las distribucio-
nesde equilibriopara el momento, la masa, el volumen y densidad de las mesopartículas.4

En la Fig.7.2 se muestra con puntos la función de distribución para la componentex del momento (P x) medida en la simulación. Como primera aproximación, podemos
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Figura 7.2: Función de distribución de equilibrio de la componentex del momento. El resul-
tado de la simulación paraP(Px) corresponde a los puntos. La línea continua corresponde a
nuestra predicción dada por la Ec.(7.32) con un valor de�� = 39947:26. La línea disconti-
nua corresponde al mejor ajuste gaussiano posible para dichos datos. Esto correspondería a un
sistema de mesopartículas de masas fijas, y por supuesto, éste no es el caso: las mesopartículas
intercambian masa (ver además la función de distribución demasa de equilibrio Fig.7.4).

ajustarla a una función gaussiana (en línea discontinua). Se trata de un ajuste razona-
ble, pero en el que se observan algunas discrepancias significativas. El origen de estas
diferencias proviene del hecho de que la masa y el momento no son estadísticamente in-
dependientes. Desde luego, la función de distribución del momento está en realidad dada
por la expresión Ec.(7.32). Si hacemos uso de esta ecuación yutilizamos la distribución
de masa obtenida en las simulaciones, obtenemos mucho mejorajuste en la distribución
de momento que la gaussiana inicial. El mejor ajuste corresponde a un valor del paráme-
tro �� = 39947:26, que concuerda perfectamente con el obtenido con la ecuación (7.17)
compatible con los valores de las magnitudes que se conservan, esto es, la masa total, el
momento y la energía del sistema para dicha simulación. En realidad también concuerda
con la temperatura global de equilibrio del gas ideal�� = 1=(kBT y1 ).

4Una forma rápida y sencilla de llegar al equilibrio consisteen imponer coeficientes de transporte elevados.
La prueba de que la entropía total ha alcanzado su máximo valor y que permanece constante para el estado de
equilibrio no es válida para el sistema con fluctuaciones.
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La igualdad de la temperatura cinética (dada a través de�� Ec.(7.17)-nótese que está
relacionada con el teorema de equipartición) y la temperatura termodinámica de equilibrio
en la Ec.(7.24) queda demostrada por los resultados reflejados en la Fig.7.3 donde se
presentan dos mediciones de la temperatura: la obtenida conla energía cinética media
de las mesopartículas y la media aritmética de las temperaturas termodinámicas de todas
ellas calculadas a través de la ecuación de estado de cada mesopartícula.

2 4 6 8 10 12
t
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T

Figura 7.3: Registro de la evolución temporal de la temperaturacinética y termodiná-
mica en el equilibrio definidas comoTk = PMi Eki=(MkB) (en línea de puntos) yTt = PMi Ti=M (con trazo continuo), respectivamente. Los valores mediossonTt =1:000� 0:004 y Tk = 1:00� 0:08, en unidades reducidas. La temperaturacinéticapresenta
mayores fluctuaciones asociadas a la anchura de la función dedistribución del momento de la
Fig.7.2.

En las Figs. 7.4, 7.5 y 7.6 se recogen los resultados de la simulación para las funciones
de distribución de equilibrio para la masa, el volumen y la densidad de una mesopartícu-
la. En línea continua se muestran los ajustes de dichos resultados a las funciones no
lineales dependientes de los tres parámetros (��, ��, ��) dados en las Ecs.(7.27), (7.28),
(7.30) respectivamente. Estos ajustes se han llevado a cabocon el método estándar de
Levenberg-Marquardt, que ajusta funciones no lineales pormínimos cuadrados. El valor
del parámetro�� se ha extraído del ajuste a la función de distribución de momento. Es
importante resaltar que muchos pares de valores de��, �� dan, individualmente, ajustes
razonables a los datos de simulación paraP(m);P(V );P(�), pero no a todas a la vez.
Precisamente, por esta razón, hemos minimizadosimultáneamentela función global de
las tres distribuciones por el método de los mínimos cuadrados. Este procedimiento nos
conduce a los siguientes valores óptimos�� = 39947:26; �� = 1:010; �� = �10:620:
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Figura 7.4: Función de distribución de equilibrio de la masa. Los puntoscorresponden a los
datos de la simulación, y la línea continua al ajuste de la Ec.(7.27) para los valores de los
parámetros�� = 39947:26, �� = 1:010, y �� = �10:620.
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Figura 7.5: Función de distribución de equilibrio del volumen. Los puntos corresponden a
los datos de la simulación, y la línea continua al ajuste de laEc.(7.28) para los valores de los
parámetros�� = 39947:26, �� = 1:010, y �� = �10:620.
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Figura 7.6: Función de distribución de equilibrio de la densidad. Los puntos corresponden a
los datos de la simulación, y la línea continua al ajuste de laEc.(7.30) para los valores de los
parámetros�� = 39947:26, �� = 1:010, y �� = �10:620.

De acuerdo con las Ecs.(7.24), los multiplicadores de Lagrange están directamente
conectados con los valores más probables de los parámetros intensivos en la simulación.
Hemos obtenido directamente de la simulación las distribuciones de equilibrio marginales
de las variables intensivas y encontramosT y = 1:001; P y = 0:994; �y = �10:556:
Si comparamos estas dos tríadas de valores, se obtiene un acuerdo perfecto con la tem-
peratura, y bastante razonable con la presión y el potencialquímico. Al considerar las
relaciones entre los valores más probables y los multiplicadores de Lagrange dados en la
Ec.(7.24), encontramos las variables intensivas más probablesP y; T y; �y de la distribu-
ción de equilibrio de una mesopartícula. Si evaluamos el potencial químico del gas ideal
para un valor de la temperatura deT y = 1=(kB��), encontramos un valor teórico para�(T y; P y) para comparar con el valor del ajuste��, es decir,�(T y; P y) = �� 1kB�� ;�� � F 0(V y)��F (V y)� = �10:596: (7.33)

Este resultado está realmente bastante más cerca del mejor ajuste�� = �10:620, lo que
es una buena indicación numérica de que los multiplicadoresde Lagrange��;��; �� son
en realidad los parámetros intensivos del sistema.

El tamaño de las fluctuaciones, o lo que es igual, la anchura delas funciones de distri-
bución de equilibrio, depende del tamaño real de las celdas de Voronoi. Para una densidad
determinada, por ejemplo, cuanto mayor sea el volumen (y la masa) de la mesopartícu-
la, menor será la anchura de la función de distribución de equilibrio, precisamente tal y
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como predice la mecánica estadística de equilibrio. Este resultado se ve claramente en la
Fig.7.7. En una situación general, el tamaño de las celdas quedará fijado por la escala de
longitud hidrodinámica que nos interese resolver. Típicamente, el “radio” de una celda
debe ser 20 veces menor que la escala de longitud hidrodinámica relevante (Serrano y
Español, 2001).
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Figura 7.7: Distribuciones de equilibrio de la densidad para dos volúmenes promedio de las
mesopartículas (V = 100, V = 200) y la misma densidad media en el sistema� = 1. La
curva con menor anchura corresponde a la de mayor volumen (y masa) promedio.

Una consecuencia importante que se extrae de las simulaciones estocásticas es el he-
cho de que la entropía total del sistema es una cantidad que fluctúa, es decir, que no es una
función estrictamente creciente en el tiempo. En una situación de equilibrio fluctúa alre-
dedor de un valor constante tal y como se muestra en la Fig.7.8. Se debe resaltar que este
comportamiento no contradice la Segunda ley de la Termodinámica (que es una ley ma-
croscópica). Obsérvese que las fluctuaciones en la entropíason del orden de la constante
de Boltzmann y, por tanto, en términos macroscópicos son despreciables. Por supuesto, si
las mesopartículas son muy grandes (en el límite termodinámico), las fluctuaciones serán
despreciables y la función entropía total será una función monótonamente creciente del
tiempo.

Si consideramos elfuncionalde la entropíaS[�t℄ = Z S(x)�(x; t)dx � kB Z �(x; t) ln �(x; t)dx; (7.34)

que es un funcional de la función de distribución de la probabilidad dependiente del tiem-
po �(x; t), se puede probar usando la ecuación de Fokker-Planck (7.1) que�tS[�t℄ � 0
(Grmela y Öttinger, 1997; Öttinger y Grmela, 1997; Öttinger, 1998a). Sólo mostramos
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la entropía total en equilibrio fluctuando (ver figura 7.8), porque la medición en simula-
ciones de este funcional es muy difícil debido a la elevada dimensionalidad de la función�(x; t).
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Figura 7.8: Evolución temporal de la entropía total de un sistema sometido a ruido térmico.
Los detalles de la simulación corresponden a los de las Figs.7.4, 7.5 y 7.6.

7.4 Discusión

En este capítulo y en el apéndice B correspondiente hemos analizado los modelos de par-
tículas fluidas de Voronoi: MODELO 1 (Serrano y Español, 2001) y MODELO 2 (Flekkøy
y Coveney, 1999). Ambos pueden ser entendidos como discretizaciones en volúmenes
finitos de las ecuaciones de Navier-Stokes en descripción lagrangiana en los que se han
incorporado fluctuaciones térmicas que obedecen el teoremade fluctuación-disipación en
el nivel discreto y, como consecuencia, la función de distribución de equilibrio está dada
por la función de distribución de Einstein. Tal y como se demuestra en el apéndice B,
el MODELO 2 tiene una parte reversible que causa un ligero aumento de entropía, aun-
que, debería ser conservada estrictamente en una dinámica reversible. Sin embargo, en
situaciones prácticas, se espera que esta producción no física de entropía reversible sea
despreciable en comparación con la producción entrópica deorigen irreversible. Rela-
cionado con ésto, los dos modelos se diferencian en la forma particular elegida para las
discretizaciones del tensor de tensiones y del flujo de calor. Se ha comprobado por la
comparación de los resultados de simulación que la discretización utilizada en el MO-
DELO 1 produce mejores resultados para las mediciones numéricasde los coeficientes de
transporte. Esto puede ser debido a que para el MODELO 2, las interacciones disipativas
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aparecen siempre en forma de interacción a pares entre celdas de Voronoi, muy en el es-
píritu del modelo original de la DPD (Hoogerbrugge y Koelman, 1992; Español, 1995;
Español y Warren, 1995) (ver también la sección 4.4). En el MODELO 1, la interacción no
es a pares sino que depende de todos los vecinos de una partícula dada. Por estas razones
se elige el MODELO 1 en las simulaciones.

Partiendo de la distribución de Einstein para el equilibrio(definida para el conjunto de
todas las variables presentes en el sistema), hemos calculado analíticamente las funciones
de distribución marginales de equilibrio correspondientes a una mesopartícula. En la
práctica, éstas son las únicas distribuciones medibles en la simulación. Hemos obtenido
un excelente acuerdo entre los resultados teóricos y las simulaciones, lo que confiere
enorme confianza a nuestro MODELO 1.

Los resultados de este capítulo permiten comparar el modelotermodinámicamente
consistente de partículas fluidas de Voronoi presentado en el capítulo 5 con la discusión
sobre la DPD y la SPH detalada en el capítulo 4. Vemos que el tamaño de las fluctua-
ciones térmicas en los tres modelos (el de Voronoi, la SPH confluctuaciones térmicas y
la DPD) está dado por el tamaño típico de los volúmenes de las mesopartículas. Podría
decirse que escala con el inverso de la raíz cuadrada de este volumen. La necesidad de
incorporar las fluctuaciones en un sistema particular está determinada por las escalas de
longitud externas que deban ser resueltas para un problema dado. Por ejemplo, si tene-
mos partículas coloidales submicrónicas (de tamaño menor que la micra), necesitaremos
resolver tamaños de partículas fluidas de, por ejemplo, un orden o dos de magnitud me-
nores que el diámetro de la partícula coloidal. Para estos volúmenes tan pequeños, las
fluctuaciones son importantes, de hecho, son las responsables del movimiento browniano
de las partículas coloidales. Una pelota de ping-pong, por el contrario necesita partículas
de fluido mucho más grandes, para las cuales las fluctuacionestérmicas son desprecia-
bles. Por supuesto, podemos usar un número muy grande de pequeñas partículas fluidas
para el tratamiento de la pelota de ping-pong en el seno de un fluido, pero en este caso las
fluctuaciones térmicas (grandes) sobre cada partícula se promediarán por el gran número
de partículas fluidas. Recordemos que las formulaciones originales de la Dinámica de
Partículas Disipativas no tenían incorporada la posibilidad de desconectar las fluctuacio-
nes térmicas según el tamaño de las partículas fluidas. Esto es debido al hecho de que esas
formulaciones no incluían elvolumen ni la masade las partículas fluidas como variables
dinámicas relevantes.

Hay varios puntos importantes que conciernen a la implementación práctica del algo-
ritmo mesoscópico de Voronoi. Por una parte, las distribuciones de volúmenes de Voronoi
son anchas y esto puede hacer que la resolución espacial sea diferente en distintas regiones
del espacio. Uno puede tener mesopartículas fluidas grandescoexistiendo con pequeñas.
Sin embargo, el tamaño de las partículas fluidas más voluminosas del sistema, comparado
con la escala de longitud hidrodinámica a resolver, debe serlo que determine la resolución
apropiada para un problema de flujo dado. Ya que el número de partículas fluidas grandes
está dado por la cantidad total de partículas fluidas, siempre es posible resolver un flujo
con una exactitud prescrita.
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El segundo punto importante concierne a la integración temporal. Hemos utilizado
en estas simulaciones un esquema simple de Euler para integrar las ecuaciones estocás-
ticas. Este método requiere pasos de tiempo muy pequeños para alcanzar el grado de
conservación de energía deseado. De hecho, esto representauna línea de investigación
abierta. Estamos considerando esquemas de orden mayor basados en la expansión de
Trotter (Tuckermanet al., 92) que, mantengan el mismo nivel de conservación energéti-
ca, pero que permitan pasos de tiempo de, al menos, dos órdenes de magnitud mayores.
(En preparación, de Fabritiis, Serrano, Español y Coveney (2002b)).

Sin embargo, el tamaño del paso de tiempo no está dictado únicamente por la escala
temporal hidrodinámica del problema, sino por los problemas de estabilidad en el proceso
de recombinación de la teselación lagrangiana en sí misma. En las ecuaciones de movi-
miento estos problemas de estabilidad se pueden achacar a lapresencia del vector
ij
(obsérvese que los términos con
ij son todos proporcionales aR�1ij ). Geométricamente,
todos los términos que involucren dicho vector provienen del cambio en el volumen de
una celda de Voronoi debido al giro rápido de la cara que comparten dos celdas vecinas
y que sucede cuando dos centros de celdas se acercan demasiado. Es lo que nosotros lla-
mamostwistingen inglés. En dicha situación, un ligero movimiento de los centros causa
una variación enorme en los volúmenes de las celdas, lo cual causa una diferencia enorme
de presión que da lugar a inestabilidades numéricas.

Una posible manera de eliminar este problema es que el centrode la celda permane-
ciera siempre cerca del verdadero centro de masa de la celda.Podemos conseguir este
propósito, por ejemplo, si después de cada paso de tiempo aplicamos una dinámica fic-
ticia sobre los centros de Voronoi, de tal manera que la teselación de Voronoi resultante
sea permanentemente centroide (Duet al., 1999), o sea, que el centro de la celda coincida
instantáneamente con el centro de masas. Este método es básicamente una reteselación
sobre una malla centroide. Esperamos que la computación adicional que conlleva esta re-
teselación se compense con la accesibilidad de tiempos totales de simulación más largos
debido a que se podrían utilizar pasos de tiempo mucho mayores.
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El objetivo inicial de esta tesis doctoral era profundizar en la comprensión del modelo me-
soscópico de la Dinámica de Partículas Disipativas (DPD) desde un punto de vista físico.
En el camino, hemos analizado la relación de esta técnica de simulación con la Hidrodi-
námica de Partículas Suavizadas (SPH). Hemos culminado el trabajo con la formulación
de un nuevo modelo de mesopartículas fluidas basándonos en lateselación de Voronoi.
Dicho modelo, que es termodinámicamente consistente, resuelve los problemas inheren-
tes a la DPD y SPH, y es capaz de describir el comportamiento deun fluido newtoniano
con fluctuaciones térmicas.

Los principales resultados de esta tesis se pueden resumir en los siguientes puntos:� Parte I: DPD: descripción de un fluido en grano grueso

1. En el modelo de la DPD en ausencia de fuerzas conservativashemos identi-
ficado dos regímenes dinámicos, el de campo medio y el de comportamiento
colectivo. La transición entre ambos está esencialmente gobernada por los pa-
rámetros del modelo. En concreto, por la fricción adimensional
, teniendo
efectos importantes sobre ella el solapamientos y la longitud adimensional
del recipiente� en que encontramos al fluido.
El comportamiento de campo medio aparece para valores pequeños de la fric-
ción
 o para solapamientoss grandes. Cuando la fricción adimensional

es alta, la autocorrelación de la velocidad de las partículas DPD no decae ex-
ponencialmente porque está dominada por la dinámica colectiva que está bien
descrita por la hidrodinámica. El hecho de que la hidrodinámica gobierne la
velocidad de las partículas implica la aparición de las famosaslong-time tails
(colas de tiempos grandes) en la función de la autocorrelación de la velocidad
de las partículas.
La región de parámetros colectiva del modelo, en principio,es la más adecua-
da para las simulaciones de los fluidos complejos.

2. La necesidad de entender los orígenes de las fuerzas conservativas en el mo-
delo DPD nos ha llevado a realizar uncoarse grainingde un fluido simple,
representado atómicamente con Dinámica Molecular, en términos de grupos
pequeños de átomos llamados cúmulos.

157
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Estos cúmulos suponen un primer paso, muy simplista, hacia el concepto de
partícula fluida o mesopartícula. Inferimos por los resultados de simulación
las fuerzas repulsivas conservativas entre dichos cúmulos. El potencial de
fuerza medio no coincide en general con el potencial real queactúa entre las
mesopartículas. En el caso de los cúmulos mesoscópicos esperamos que el
potencial que hemos inferido capture al menospartede la dinámica del sis-
tema aunque no con todo el detalle. Sabemos que cualquier procedimiento
de coarse-graining(al describir el sistema reduciendo el número de grados
de libertad, y por tanto la complejidad y el detalle), conlleva la aparición de
disipación y ruido térmico en las ecuaciones de descripcióndel nivelmenos
detallado. Es decir, que estos efectos debieran ser incluidos como fuerzas
de interacción entre los cúmulos de átomos, además de la interacción conser-
vativa debidas al potencial suave inferido de nuestras simulaciones. Hemos
extraído ideas intuitivas y extremadamente sencillas sobre las fuerzas conser-
vativas en la DPD. También hemos obtenido algunas ideas sobre la vecindad
de un grupo de moléculas a la hora de ejercer fuerzas en escalas mayores,
que nos han llevado a pensar en la teselación de Voronoi como una forma
matemáticamente elegante de describir un fluido lagrangianamente con me-
sopartículas.� Parte II: GENERIC: DPD, SPH y Voronoi

1. Hemos analizado la SPH bajo el formalismo GENERIC garantizando la com-
patibilidad del modelo con la Primera y Segunda ley de la Termodinámica.
Vemos que las fuerzas de presión están relacionadas con la dependencia de la
energía total del sistema con respecto alvolumenasociado a cada partícula.
Descubrimos en el volumen (porción de espacio real físico) una variable ex-
tensiva asociada a cada partícula SPH, relevante a la hora deotorgarle un sen-
tido completo como sistema termodinámico. En realidad, la SPH discretiza
en partículas las ecuaciones hidrodinámicas del continuo,y se puede entender
como una hidrodinámica mesoscópica discreta. Con GENERIC hemos incor-
porado en el modelo SPH las fluctuaciones térmicas de manera muy sencilla.
Sin embargo, siguen existiendo dificultades inherentes al método de la SPH: a
pesar de que en el estado de equilibrio mecánico las presiones son iguales, si-
guen existiendo fuerzas remanentes sobre las partículas, lo que es físicamente
inaceptable. Por otro lado, las partículas fluidas SPH tienen asociado un vo-
lumen cuya suma no coincide con el volumen total del contenedor en el que
están situadas. Esto puede afectar al estado termodinámicode equilibrio del
sistema y a la propia evolución dinámica de relajación del sistema a dicho es-
tado. En principio, ambos efectos se pueden reducir si aumentamos el número
de vecinos por partícula, al coste de incrementar el tiempo de computación.

Hemos mostrado que una variación pequeña en la parte irreversible del mo-
delo SPH conduce a una nueva versión del modelo DPD, que se diferencia
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del modelo inicial DPD en que además de incluir una variable de energía in-
terna, también el volumen de las partículas es una variable relevante. Como
consecuencia de este análisis y comparación, demostramos que las fuerzas
conservativas del modelo DPD deben representar verdaderasfuerzas de pre-
sión. De esta manera, se abre la posibilidad de controlar la ecuación de estado
de partida para el modelo DPD.

2. Con el fin de disponer de una técnica que resuelva los problemas de la DPD
y la SPH, hemos formulado un modelo mesoscópico de partículas fluidas de
Voronoi. La línea conductora ha sido la discretización lagrangiana de la hidro-
dinámica del continuo en volúmenes finitos de Voronoi. Hemosdemostrado
que las ecuaciones discretas “casi” satisfacen la estructura GENERIC. Para
restablecer en dicho modelo esa estructura añadimos un término en la parte
reversible de la dinámica. Así, las ecuaciones conservan lamasa, el momen-
to y la energía, y la entropía, en ausencia de fluctuaciones, es una función
estrictamente creciente en el tiempo. Las fluctuaciones térmicas están con-
sistentemente incorporadas, lo cual implica que el funcional de la entropía
es estrictamente creciente en el tiempo y que la función de distribución de
Einstein es la solución de equilibrio.

Las formulaciones originales de la DPD no permitían eliminar las fluctuacio-
nes térmicas en función del tamaño de las partículas fluidas.Esto es debido al
hecho de que las formulaciones iniciales no incluían elvolumen o la masade
las partículas como variables dinámicas relevantes.� Parte III: Resultados deterministas y estocásticos del modelo de mesopartícu-

las fluidas de Voronoi

1. Hemos implementado el modelo de Voronoi en dos dimensiones para el caso
de un gas ideal. La parte determinista del modelo ha superadosatisfactoria-
mente todas las pruebas a las que lo hemos sometido: estudio de la evolución
hacia el equilibrio de pequeñas perturbaciones en el campo de velocidad ini-
cial (onda transversal y onda de cizalla), decaimiento de inhomogeneidades
de temperatura, y expansión irreversible del gas.

2. Partiendo de la distribución teórica de Einstein para el equilibrio del sistema
de partículas fluidas de Voronoi (definida para el conjunto detodas las varia-
bles presentes en el sistema), hemos calculado analíticamente las funciones de
distribución marginales correspondientes a una mesopartícula. En la práctica,
éstas son las únicas distribuciones calculables en una simulación. Hemos ob-
tenido un excelente acuerdo entre los resultados teóricos ylas simulaciones,
lo que concede enorme confianza a nuestro modelo.

En resumen, hemos culminado el camino iniciado con el estudio y fundamentación
de la DPD y la SPH, modelos (de partículas blandas) mesoscópicos en el sentido
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amplio, formulando un modelo lagrangiano de partículas fluidas de Voronoi, con-
sistente con la Termodinámica, con fluctuaciones térmicas incorporadas, y en el que
se entienden y controlan todos los parámetros del modelo (viscosidades, ecuaciones
de estado, etc.).

Las líneas abiertas o perspectivas del trabajo son:� Además de las ventajas formales y estéticas del modelo de partículas de Voronoi,
hay que tener en cuenta que en dos dimensiones el número mediode vecinos en
el modelo de Voronoi es 6, mientras que en SPH el número típicode vecinos den-
tro del rango de la función peso está entre 30-60. Esta diferencia de un orden de
magnitud es muy importante y desde luego justifica la complejidad del algoritmo
de teselación. Vale la pena desarrollar algoritmos de reteselación optimizados por
la enorme reducción computacional que supone la interacción muy local.

Sería también interesante realizar una comparación rigurosa todos estos modelos
(DPD, SPH, Voronoi) en lo que se refiere a la eficiencia del código y la precisión
de los resultados.� Para que las simulaciones de fluidos complejos sean computacionalmente efecti-
vas, es necesario desarrollar métodos estocásticos de integración que utilicen pasos
temporales tan grandes como sean posibles, pero que preserven la conservación
de la energía y los otros invariantes. Los modelos de partículas fluidas consisten
generalmente en un sistema de muchas ecuaciones con variables acopladas. La
complejidad del sistema de ecuaciones estocástico es tan grande que prácticamente
los métodos estándar estocásticos de convergencia débil deórdenes superiores son
muy difíciles de aplicar. Es importante mencionar que en el campo de las técni-
cas de simulación de fluidos mesoscópicos, incluso se están utilizando esquemas
(implícitos y autoconsistentes) basados en integradores deterministas. Con estos
esquemas de integración no se garantiza la convergencia de la solución estocásti-
ca ni que se preserven las constantes del modelo. Precisamente, está surgiendo un
gran interés en desarrollar integradores estocásticos quepreserven las constantes
del problema, véase por ejemplo, el trabajo de White, Ciccotti y Hansen (2001).
Pensamos que hay que trabajar en esta línea, en concreto, estamos pensando en la
generalización de la fórmula de Trotter (válida para los operadores de evolución
temporal deterministas) al caso estocástico. Necesitamosentender, en primer lu-
gar, el paso de la formulación del nivel determinista (en términos de los operadores
de Fokker-Plank) al algoritmo estocástico al nivel de las variables estocásticas. Da-
da la complejidad matemática, es necesario un estudio detallado de modelos mucho
más simplificados que los modelos de partículas fluidas, donde se disponga tan sólo
de un sistema de pocas ecuaciones acopladas.� En este trabajo nos hemos limitado al estudio de los modelos sometidos a condicio-
nes de contorno periódicas. Aunque las condiciones de contorno en paredes sólidas
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son conceptualmente sencillas, es necesario estudiar detalladamente y validar su
implementación por medio de simulaciones.� Otra extensión natural de este trabajo es explotar las posibilidades (inherentes al
modelo lagrangiano de Voronoi para un fluido compresible) derepresentar condi-
ciones de contorno de geometrías variables como las que aparecen en el caso de
algunos fluidos complejos. Por ejemplo, esta técnica lagrangiana permite adaptar
la malla de forma natural a las regiones intersticiales (entre los objetos suspendidos)
en las suspensiones poliméricas y coloidales.� Aunque presentamos exclusivamente estudios sobre las fluctuaciones de equilibrio
que experimenta el modelo de mesopartículas de Voronoi en uninstante de tiempo
dado, con nuestro método podemos estudiar también las correlaciones hidrodiná-
micas temporales de las fluctuaciones de equilibrio y de no equilibrio.� Otro problema en el que se puede aplicar el modelo de Voronoi es el estudio de
las fluctuaciones térmicas en el umbral de inestabilidades hidrodinámicas del tipo
convectivo, para las cuales existen resultados experimentales (Quentin y Rehberg,
1995).� La consistencia termodinámica de los modelos permite, entre otras cosas, introducir
ecuaciones de estado mucho más generales que la ecuación delgas ideal utilizada
en esta tesis. En particular, es posible modelar un fluido de van der Waals capaz de
experimentar una transición de fase líquido-vapor. En estesistema se pueden anali-
zar los efectos de la tensión superficial y del ruido térmico incluidos en el modelo.
También se puede estudiar el crecimiento de estructuras o patrones que se desarro-
llan temporalmente como es el caso de gotas, burbujas o lamelas en situaciones no
isotermas.� Una de las ventajas de haber formulado este modelo de partículas fluidas en el mar-
co GENERIC es que es relativamente sencillo extenderlo a modelos con variables
internas adicionales capaces de describir la posible microestructura en el fluido.
Estas variables adicionales estarán acopladas a las variables convencionales hidro-
dinámicas de las partículas fluidas. Estamos pensando, por ejemplo, en un tensor
de conformación definido en cada partícula fluida que describa las orientaciones
moleculares poliméricas, o en una variable de concentración de especies definida
en la mesopartícula para describir mezclas químicamente reactivas.
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Apéndice A

Variables en GENERIC:
Dependientes vs. independientes

¿Qué sucede si en la descripción del estado del sistema hemoselegido, quizás sin saberlo,
variables que no son independientes entre ellas? Damos en este apéndice una respuesta a
esta pregunta.1

Hemos dicho que el estado del sistema se describe por un conjunto de variablesinde-
pendientesdenotadas porx. En este apéndice consideramos por cuestiones de simplici-
dad, que la dinámica es exclusivamente reversible. El estudio de este apéndice se puede
generalizar de manera automática al caso deM(x) 6= 0.

Suponiendo que los bloques generadores de GENERIC tienen laestructuraE(x) = E(x; y(x))S(x) = S(x; y(x))L(x) = L(x; y(x)) (A.1)

siendoy(x) una función del estadox (o un vector). Aplicando la regla de la cadena vemos
que rE(x) = rxE(x; y(x)) + JT (x)ryE(x; y(x)) (A.2)

y de manera similar paraS(x) y L(x). La matrizJ(x) se define comoJ(x) = �y=�x.
La parte reversible de la dinámica de GENERIC es_x = L(x)rE(x) = L(x; y(x))rxE(x; y(x))+L(x; y(x))JT (x)ryE(x; y(x)): (A.3)

1La motivación de este análisis surgió del considerar como variables independientes el volumen de la posi-
ción en el artículo Españolet al. (1999). No obstante, posteriormente observamos la redundancia de una de las
variables.
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Podemos considerar la derivada temporal de las funcionesy(x(t)) y obtener a través de
la regla de la cadena _y(x) = J(x) _x: (A.4)

Usando ahora la Ec.(A.3) dentro de (A.4), podemos agrupar ambas ecuaciones en la forma0� _x_y 1A = 0� L LJTJL JLJT 1A0� rxEryE 1A (A.5)

o, con la notación obviaz = (x; y(x)),_z = L(z)rzE(z): (A.6)

Una sutileza asombrosa es que la matrizL(z) tiene todas las propiedades requeridas para
ser una matriz reversibleen GENERIC. O sea,LT (z) = �L(z)L(z)rzS(z) = 0rz[L(z)rzE(z)℄ = 0 (A.7)

y se pueden comprobar fácilmente gracias a las propiedades deL(x).
Ahora, imaginemos que comenzamos la descripción del estadodel sistema con el

vectorz = (x; y) y que la matrizL(z) tiene la estructura0� L(x; y) L(x; y)JT (x)J(x)L(x; y) J(x)L(x; y)JT (x) 1A (A.8)

con J(x) = �h=�x para algún conjunto de funcionesh(x). Por lo tanto, tenemosddty = �h�x (x) _x = ddth(x) y, entonces,y = h(x). Así, si en un modelo la matrizL(z)
resulta que tiene la estructura dada en (A.8), entonces, necesariamente las variablesy son
dependientes de las variablesx.



Apéndice B

Dos modelos mesoscópicos de
Voronoi: MODELO 1 vs.
MODELO 2

Los modelos mesoscópicos de partículas fluidas de las referencias (Serrano y Español,
2001)-(MODELO 1) y (Flekkøy y Coveney, 1999; Flekkøyet al., 2000a; de Fabritiiset al.,
2002a)-(MODELO 2) se pueden entender como versiones discretas de las ecuaciones de
la hidrodinámica fluctuante del continuo en términos de partículas fluidas que se mueven
siguiendo el flujo. Sin embargo, las ecuaciones de movimiento de las variables mesoscó-
picas se han obtenido por dos caminos diferentes:

- en el MODELO 1, a través de una discretización de volúmenes finitos de las ecuacio-
nes de Navier-Stokes en representación entrópica, siendo la energía interna una variable
dependiente.

- en el MODELO 2, a través de consideraciones moleculares incluyendo una aproxima-
ción de diferencias finitas para los gradientes de velocidad. Está escrito en representación
energética, es decir, la entropíaSi = S(mi; Ei;Vi) debe ser entendida como una variable
dependiente.

En esta sección presentamos la conexión y diferencias entreestos dos modelos, anali-
zando por separado las partes reversibles e irreversibles de las ecuaciones de movimiento
en la sección B.1. Posteriormente, mostraremos que la parteirreversible de la dinámica
del MODELO 2 también se puede poner en forma GENERIC (sección B.2), utilizando la
notación de la referencia (Serrano y Español, 2001) para la parte determinista y estocás-
tica.
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B.1 Comparación de los dos modelos

B.1.1 Comparando la parte reversible

Las ecuaciones de evolución para un fluido no viscoso son completamente reversibles.
En primer lugar recordemos la forma de las ecuaciones en estecaso para el MODELO 1.
Seleccionando la posición, masa, momento y entropíaRi;mi;Pi; Si, (parai = 1; :::;M ),
como variables de estado independientes, la parte reversible de la dinámica del modelo
discreto para un fluido no viscoso se escribe_Ri = vi;_Pi = Xj Aijeij Pj � Pi2 +Xj AijRij �i + �j2 vi + vj2 
ij �vij+ Xj AijRij 
ij((Pi � Pj)� �i + �j2 (�i � �j)� si + sj2 (Ti � Tj));_mi = Xj AijRij �i + �j2 
ij �vij ;_Si = Xj AijRij si + sj2 
ij �vij : (B.1)

Aquí,vi = Pi=mi es la velocidad (vij = vi�vj), �i = mi=Vi es la densidad de masa, ysi = Si=Vi la densidad de entropía. La presiónPi y la temperaturaTi quedan determinada
por las ecuaciones de estado de equilibrio en función de las variables intensivas�i; si.

Recordemos algunas cantidades geométricas que surgen naturalmente de la cons-
trucción de Voronoi:Aij es el área (longitud en2d) de la cara entre dos celdasi; j,eij = (Ri �Rj)=Rij siendoRij = jRi �Rj j el vector unitario normal a la carai; j y,
finalmente,
ij es un vector paralelo a la carai; j señalando desde(Ri +Rj)=2 al centro
de la caraCij .

Resaltemos que el último término de la ecuación del momento en las Ecs.(B.1)Xj AijRij 
ij �(Pi � Pj)� �i + �j2 (�i � �j)� si + sj2 (Ti � Tj)� ; (B.2)

(que recuerda a la relación de Gibbs-Duhem) ha sido obtenidode la formulación termo-
dinámicamente consistente del modelo. Es bastante fácil demostrar que la masa totalPimi, el momento total

PiPi, y la energía total
Pi(P2=2mi + E(mi; Si;Vi)) son

magnitudes conservadasexactamentey que la entropía total
Pi Si no cambia en el tiem-

po debido al movimiento reversible. También se puede demostrar que las ecuaciones
arriba descritas se pueden entender como una discretización en volúmenes finitos de las
ecuaciones de Euler, para un fluido no viscoso (Serrano y Español, 2001).

Por el contrario, el MODELO 2 está escrito en representación energética en vez de
entrópica. Es decir, la entropíaSi = S(mi; Ei;Vi) debe ser entendida como una variable
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dependiente. Pero ambas representaciones deberían ser equivalentes. Las ecuaciones de
evolución (de Fabritiiset al., 2002a) para este modelo (con la notación elegida por el
MODELO 1) son:_Ri = vi;_Pi = Xj Aijeij Pj � Pi2 +Xj AijRij �i + �j2 vi + vj2 
ij �vij_mi = Xj AijRij �i + �j2 
ij �vij ;_Ei = Xj AijRij �i + �j2 
ij �vij �Xj Aij pi + pj2 eij �vij : (B.3)

1La parte reversible de la dinámica de las ecuaciones para la evolución de la posición
y masa son idénticas a las de de (B.1). Sin embargo, la ecuación para la evolución del
momento difiere sólo en la ausencia del término Gibbs-Duhem (B.2).

Se puede comprobar que si calculamos la derivada temporal dela entropía totalcon
las ecuaciones originales reversibles delMODELO 2, se obtiene una producción no nula
de entropíaque involucra una versión discreta de la relación de Gibbs-Duhem, análoga
a la (B.2). Se espera que dicho término sea muy pequeño y que ensituaciones prácticas
sea completamente despreciable al comparar con la producción entrópica provocada por
la parte irreversible de la dinámica. Sin embargo, lo físicamente razonable es proponer
una evolución en la energía que respete la producción nula deentropía para la parte ex-
clusivamente reversible. Una modificación satisfactoria del MODELO 2 para la ecuación
de la energía interna sería_Ei = �Ei�Vi _Vi + �Ei�mi _mi + �Ei�Si _Si= PiXj 12Aijeij �vij � PiXj AijRij 
ij �vij+ �iXj �i + �j2 AijRij 
ij �vij + TiXj si + sj2 AijRij 
ij �vij ; (B.4)

donde hemos utilizado la definición usual termodinámica para los parámetros intensivosPi, Ti y �i y la forma particular del volumen en términos de la posición de las celdas de
Voronoi descrita en el capítulo 5.

Es posible mostrar, siguiendo los pasos marcados en el capítulo 5 que la Ec.(B.4) se
puede entender como una discretización en volúmenes finitosde la ecuación del continuo
para el campo de densidad de energía�t� = �r�(�v)� Pr�v: (B.5)

válida hasta primer orden en gradientes espaciales.
1Entiéndase�i = Ei=Vi la densidad de energía interna de esa partícula.
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B.1.2 Comparando la parte irreversible

La parte disipativa en las ecuaciones de Navier-Stokes involucran las divergencias del
tensor de tensiones y el flujo de calor. Si suponemos para dichas magnitudes como vá-
lidas las ecuaciones constitutivas de Newton y la ley de Fourier, respectivamente, dichas
magnitudes se expresan de la forma� = � �rv + (rv)T � ;Jq = �rT; (B.6)

siendo� la viscosidad de cizalla (hemos considerado viscosidad de bulk nula por simpli-
cidad) y� la conductividad térmica.

La principal diferencia entre los dos MODELOS1 Y 2 referente a la parte disipativa de
las ecuaciones surge de la forma concreta elegida para discretizar el tensor de tensiones
y del flujo de calor. La comparación se hace más explícita al calcular el valor de la
divergencia del flujoJ en una celda dada.

Según el MODELO 1 la divergencia de un flujo se puede aproximar2 hasta primer
orden en derivadas espaciales por[r�J℄i = � 1Vi Xj Aijeij �[J℄ij ; (B.7)

siendo[J℄ij el promedio espacial del campoJ sobre la cara que comparten las celdas
vecinasi; j.

El significado físico de (B.7) queda patente cuando pensamosenAijeij como el vec-
tor normal de superficie de la carai; j. El promedio[J℄ij del flujo sobre la carai; j en
Ec.(B.7) se aproxima por la media aritmética[J℄ij = ([J℄i + [J℄j)=2 y después, el flujo[J℄i sobre la celdai (de manera idéntica para la celdaj), que están dados en términos de
las derivadas espaciales (B.6), se aproximan de nuevo con (B.7). La versión discreta del
tensor de tensiones y del flujo de calor para el MODELO 1 se escriben como���i = �Vi 12Xj Aij [e�ijv�j + e�ijv�j ℄� 1dÆ��Xj Aijeij �vj ;Jqi = �2Vi Xj AijeijTj : (B.8)

En el MODELO 2, el promedio del tensor de tensiones y del campo de flujo de calor
sobre la carai; j se aproximan por las expresiones3[�℄��ij = � 1Rij (v�ije�ij + e�ijv�ij);[Jq ℄ij = � 1Rij (Ti � Tj): (B.9)

2Ver la subsección 5.3.2.
3Obsérvese la no aparición de los sumatorios respecto a la ecuación B.8.
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La estructura diferente en ambos modelos para el tensor de tensiones y el flujo de calor
discreto (definidos en las Ecs.(B.9) y (B.8)) conduce a términos disipativos diferentes en
las ecuaciones de movimiento. Para el MODELO 2, las interacciones disipativas aparecen
siempre en forma de interacción a pares entre celdas de Voronoi, muy en el espíritu del
modelo original de la DPD (Hoogerbrugge y Koelman, 1992; Español, 1995; Español y
Warren, 1995) (ver también la sección 4.4). En el MODELO 1, la interacción no es a pares
sino que incluye información sobre todos los vecinos de una partícula dada.

Esto parece tener implicaciones importantes en las simulaciones numéricas. Por ejem-
plo, hemos mostrado en la sección 6.2 que la viscosidad cinemática medida en una simu-
lación da muy buen acuerdo con la viscosidad de entrada que queremos simular cuando
el tensor de tensiones se representa por la forma (B.8). Sin embargo, presenta un error
de hasta un 10% respecto al valor input si tomamos la forma (B.9) (de Fabritiiset al.,
2002a). Ésto puede ser debido al hecho de que las Ecs.(B.9) son una aproximación dema-
siado cruda del tensor de tensiones pues parece que calculanexclusivamente el gradiente
en la dirección que une a las partículasRij . En la implementación discreta de la Ec.(B.8)
se captura más información sobre dicho tensor (en otra dirección perpendicular), y por lo
tanto, conduce a resultados numéricos más satisfactorios.

B.2 Estructura GENERIC para la parte irreversible de
la dinámica para el MODELO 2

Para extraer la parte irreversible de la dinámica del MODELO 2 y conseguir fluctuaciones
térmicas termodinámicamente consistentes, una ruta sencilla es,primeramentepostular
los ruidos térmicosd~x y luego, construir la matrizM(x) con el teorema de fluctuación-
disipación, M(x) = d~xd~xT2kBdt : (B.10)

Recordamos que los ruidos se deben satisfacer las siguientes restricciones para garantizar
la conservación de la energíaE(x) y de cualquier otro posible invariante dinámicoI(x),�E(x)�x �d~x = 0;�I(x)�x �d~x = 0; (B.11)

así como las condiciones habituales de degeneración de GENERICM(x)� �E(x)�x = 0;M(x)� �I(x)�x = 0: (B.12)
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En este MODELO 2 se postulan los ruidos térmicos de la manerad~x = f0; d~Pi; d ~Eig. Es
importante darse cuenta que no consideramos ninguna fluctuación en la masa, en concor-
dancia con la idea que la ecuación de masa no contiene ningún término irreversible. Las
ecuaciones para el momento y la energía se completarán con los ruidosd~Pi = Xj BijdWij �eij ;d ~Ei = �12Xj BijdWij : eijvij +Xj CijdVij : (B.13)

Aquí, i; j caracterizan a las celdas de Voronoi,eij = Rij=jRjij es el vector unitario
en la línea que une los centros de celda, yvij = vi � vj es la velocidad relativa entre
dichas celdasi; j. El doble punto hay que entenderlo como una contracción doble. Para
cada par de partículas de celdas vecinasi; j hemos incluido una matriz de incrementos
independientes del proceso de WienerdWij . Su parte simétrica de traza nula designada
con la notacióndWij se escribe comodW��ij = 12 hdW��ij + dW��ij i : (B.14)

Por convenio, el superíndice refleja el carácter tensorial (las componentes), mientras que
el subíndice etiqueta a las diferentes celdas.

En la Ec.(B.13) se ha usado también un incremento independiente del proceso de
Wiener para cada par de celdas vecinas,dVij . Finalmente, las funcionesBij ; Cij podrían
depender del estado del sistema a través de la masa y de la energía interna de las partículas.
Imponemos las siguientes propiedades de simetríadWij = dWji;dVij = �dVji;Bij = Bji;Cij = Cji: (B.15)

A su vez, los incrementos independientes del proceso de Wiener cumplen las reglas mne-
motécnicas de ItôdW��0ii0 dW��0jj0 = [ÆijÆi0j0 + Æij0Æi0j ℄Æ��Æ�0�0dt;dVii0dVjj0 = [ÆijÆi0j0 � Æij0Æi0j ℄dt;dW��0ii0 dVjj0 = 0; (B.16)

para que respeten las simetrías (B.15) bajo el intercambio de partículas. Las propiedades
(B.16) implican la propiedad estocástica para el ruido de laEc.(B.14)dW��0ii0 dW��0jj0 = 12 [ÆijÆi0j0 + Æij0Æi0j ℄ hÆ��Æ�0�0 + Æ��0Æ�0�i dt: (B.17)
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Los invariantes dinámicos para este modelo son el momento lineal total y la energía total
(no hemos impuesto conservación del momento angular). Estas cantidades globales sonE(x) = Xi � P2i2mi + Ei�P(x) = Xi Pi (B.18)

y sus derivadas con respecto a las variables que definen el estadox = f::mi;Pi; Ei:::g
son �E�x ! 0BBBB� �v2j2vj1 1CCCCA �P�x ! 0BBBB� 010 1CCCCA ; (B.19)

dondevi = Pi=mi es la velocidad de la celdai. Es un ejercicio trivial demostrar que las
ecuaciones (B.11) se satisface estrictamente, debido a lassimetrías (B.15) y que ahora las
podemos escribir como Xi vi �d~Pi + d ~Ei = 0;Xi d~Pi = 0: (B.20)

Es decir, los ruidos que hemos postulado conservan exactamente el momento y la energía.

Ecuaciones deterministas

Las derivadas de la función de entropía son�S�x ! 0BBBB� ��jTj01Tj
1CCCCA ; (B.21)

con las definiciones habituales para el potencial químico por unidad de masa�i y la
temperaturaTi. De acuerdo con la ecuación Ec.(B.10), la matrizM(x) seráM !Mij = 0BBBBB� 0 0T 00 d~Pid~PTj2kBdt d~Pid ~Ej2kBdt0 d ~Eid~PTj2kBdt d ~Eid ~Ej2kBdt

1CCCCCA : (B.22)
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Los elementos de dicha matriz se obtienen de las definiciones(B.13) y de la propiedad
(B.17). El resultado esd~P�i d~P�jdt = Æij "Xk B2ik2 �Æ�� + e�ike�ik�#� B2ij2 �Æ�� + e�ije�ij� ;d~P�i d ~Ejdt = �Æij "Xk B2ik2 �v�ik2 + eik �vik2 e�ik�#� B2ij2 �v�ij2 + eij �vij2 e�ij� ;d ~Eid~P�jdt = �Æij "Xk B2ik2 �v�ik2 + eik �vik2 e�ik�#+ B2ij2 �v�ij2 + eij �vij2 e�ij� ;d ~Eid ~Ejdt = Æij "Xk B2ik2 ��vik2 �2 + �eik � vik2 �2�#+ B2ij2 ��vij2 �2 + �eij �vji2 �2�+ ÆijXk C2ik � Cij : (B.23)

Ahora estamos en disposición de escribir la parte irreversible determinista de la dinámica
aplicando _xjirr =M � �S�x ,0BBBB� _mi_Pi_Ei 1CCCCA����������irr =Xj Mij 0BBBB� ��jTj01Tj

1CCCCA ; (B.24)

La multiplicación de la matriz conduce directamente a las ecuaciones_mijirr = 0;_Pijirr = �Xj aij (vij + eij �vijeij) ;_Eijirr = �Xj 
ij(Ti � Tj) + 12Xj aij �v2ij + (vij �eij)2� ; (B.25)

con las definiciones pertinentes deaij = B2ij8kB � 1Ti + 1Tj� ;
ij = C2ij2kBTiTj : (B.26)

Si suponemos aij = �AijRij ;
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ij = �AijRij ; (B.27)

donde� es la viscosidad de bulk,� la conductividad térmica, yAij el área de la carai; j,
las ecuaciones deterministas irreversibles (B.25) quedan_mijirr = 0;_Pijirr = ��Xj AijRij (vij + vij �eijeij) ;_Eijirr = �Xj �AijRij (Ti � Tj) + �2Xj AijRij �(vij �eij)2 + v2ij� : (B.28)

Estas ecuaciones sonidénticasa la parte irreversible del MODELO 2 excepto por la pre-
sencia de un término extra en el MODELO 2 que describe la advección de la energía
cinética entre celdas. Este término es muy pequeño ya que es de tercer orden envij com-
parado con los términos de segundo orden en el resto de la ecuación energética. En el
límite continuo para el quevij se sustituye por gradientes de velocidad, esos términos
de mayor orden se desprecian. Nótese que la segunda ecuaciónen (B.27) está básica-
mente imponiendo que la viscosidad de bulk sea� = 2�=d, precisamente la hipótesis del
MODELO 24. Por supuesto, esta restricción se puede evitar en caso necesario.

De las Ecs.(B.26) y (B.27), extraemos que las expresiones para las funcionesBij ; Cij
en el MODELO 2 son Bij = �8kB� TiTjTi + Tj AijRij �1=2 ;Cij = �2kB�TiTjAijRij�1=2 : (B.29)

Ecuaciones estocásticas

Para escribir adecuadamente las ecuaciones estocásticasdxjirr =M � �S�x + kB ��M�x + d~x,
debemos calcular el términokB ��M�x . Una manera de entender el origen de este término
proviene básicamente de la interpretación estocástica elegida, en nuestro caso, la de Itô.

Las derivadas de la matrizM(x) sonXj ��xjMij =Xj 0BBBBB� 0Pj ��Pj d~Pid~Pj2kBdt +Pj ��Ej d~Pid ~Ej2kBdtPj ��Pj d ~Eid~Pj2kBdt +Pj ��Ej d ~Eid ~Ej2kBdt
1CCCCCA : (B.30)

4Entiéndase pord la dimensión espacial.
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Haciendo uso de los resultados (B.23) es fácil calcular las derivadaskBXj ��Pj d~Pid~Pj2kBdt = 0;kBXj ��Ej d~Pid ~Ej2kBdt = ��Xj AijRij dij(vij + vij �eijeij);kBXj ��Pj d ~Eid~Pj2kBdt = (d+ 1)kBXj AijRij � TiTjTi + Tj�� 1mi + 1mj� ;kBXj ��Ej d ~Eid ~Ej2kBdt = �2Xj AijRij dij �(vij �eij)2 + v2ij�+ �Xj AijRij �kBTjCvi � kBTiCvj � ;
(B.31)

donde hemos definido la magnituddij = 1(Ti + Tj)2 "T 2j kBCvi + T 2i kBCvj # (B.32)

que es una cantidad adimensional que involucra la capacidadcalorífica a volumen cons-
tante de la mesopartículai, Cvi. Para el caso de una mesopartículakB=Cvi será una
cantidad pequeña.

Por último, las ecuaciones diferenciales estocásticas GENERIC de la parte irreversible
del MODELO 2 sondmijirr = 0;dPijirr = ��Xj AijRij (1 + dij) (vij + eij �vijeij) dt+ d~Pi;dEijirr = �Xj �AijRij (Ti � Tj)dt+ �2Xj AijRij (1 + dij) �(vij �eij)2 + v2ij� dt� �Xj AijRij �kBTiCvj � kBTjCvi � dt� (d+ 1)�kBXj AijRij TiTjTi + Tj � 1mi + 1mj � dt+ d ~Ei: (B.33)

Estas ecuaciones “casi”coinciden con las descritas en la referencia (Flekkøyet al., 2000a)
exceptuando términos de ordenkB=Cvi (que típicamente va como el inverso del número
de átomos en la celdai).
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Summary

The main objective of this thesis is the foundation of some simulation techniques and
hydrodynamic models for the simulation of simple and complex fluids at mesoscales.

During the last decades, the study of complex fluids has gained increased importance,
not only for the wide range of technological and industrial applications but also from a
fundamental point of view. The behaviour of complex fluids, such as colloids, emulsions,
polymers, fluid mixtures, surfactants or multi-phase fluids, is strongly affected by the
coupling between the microstructure of those fluids and the macroscopic hydrodynamic
flow. As this coupling is highly non linear, the problem is analytically and theoretical
difficult to solve and it is neccesary to turn to numerical simulations.

From the macroscopic perspective of traditional fluid dynamics, the general problem
in the case of complex fluids is the lack of suitable continuummodels. The usual descrip-
tions are based on conservation laws and constitutive equations that have been successful
for Newtonian simple fluids. Nevertheless, for complex fluids, the particular constitutive
equations are in general unknown. Even more, this approach does not take into account
thermal noise effects, which are the ultimate responsible for the Brownian motion of the
small objects suspended in the solvent, such as the colloidal particles or polymeric chains.
Neglecting the thermal noise can be, in many cases, physically unacceptable, because it
implies disregarding the diffusive processes affecting the microstructure in the fluid.

On the other hand, we can study the fluid from the microscopic point of view. At this
level, Molecular Dynamics (MD) represents the most exact and fundamental method, but
it has the disadvantage that dealing with the long time scales of the hydrodynamics of
complex fluids is computationally too expensive.

The relevant processes that characterize these materials are described in the scale of
its microstructure, the so-called ’mesoscale’. The great complexity of these materials
requires novel and original algorithms, models and simulation techniques that are able to
capture the main properties of the complex fluids in a coarse grained level, but retaining
enough information about the internal mesostructure of thefluid. Precisely in this sense,
in the last years there has been a big effort in the development of mesoscopic techniques
able to handle the problems coming from the wide spatio-temporal scales involved in
the particular phenomenology of these materials. Some of the techniques are the Direct
Simulation Monte Carlo (DSMC), the Lattice Gas Model (LG), the Lattice Boltzmann
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Equation approximation (LBE), and the Dissipative Particle Dynamics (DPD). These are
called mesoscopic methods, using a relaxed terminology, because they do not correspond
to none of the traditional micro or macro perspectives. These methods try to capture the
hydrodynamic behaviour in a much more efficient way that Molecular Dynamics, even
if they apparently do not correspond to any discretization method of the hydrodynamic
equations governing the time evolution of the continuum hydrodynamic fields.

As a starting point in this thesis, we are interested in the Dissipative Particle Model
(DPD). It was originally proposed by Hoogerbrugge and Koelman in 1991, and shows
strong influences of the lattice cellular automata. The designed algorithm preserves hy-
drodynamics and eliminates the undesirable lattice effects (lack of Galilean invariance and
isotropy). The model consists on some fluid particles (defined with its position, mass and
velocity) interacting through conservative, dissipativeand random forces. They evolve in
continuous space, and are able to model the hydrodynamic behaviour including thermal
fluctuations. The naive physical image of these dissipativefluid particles is that in some
vague way they represent lumps or mesoscopic portions of fluid. From the theoretical
point of view the model has received quite a lot attention. Kinetic theory methods have
offered explicit formulae for the transport coefficients ofthe simulated fluid in terms of
the parameters used in the model. But even in the absence of conservative forces in the
model (for which the kinetic theory predictions for the transport coefficients should be
good), deviations of the measured quantities from the theoretical predictions have been
reported. The DPD model has been successfully applied to a wide range of situations
such as the simulation of flow in porous media, colloidal suspensions, microphase sepa-
ration in copolymers, multicomponent fluids, etc. However,this technique has some deep
conceptual problems that we investigate in this thesis: It is not at all clear which is the
range of spatio-temporal scales that these particles are representing, which is the region of
parameters of the model more suitable for the hydrodynamic description of the complex
fluids, how to control the simulated fluid (via the transport coefficients) given a set of
parameters in the model, and which is the relation of the conservative forces in the model
with the thermodynamic behaviour of the system we are interested in simulating.

The Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) is another simulation technique based
in particles for the solution of hydrodynamic problems. It was developed at the beginning
of the 70’s and has been mainly used in the Astrophysical context. It is essentially a
Lagrangian discretization of the Navier Stokes equations using a weight function with a
finite range. The procedure transforms the continuum hydrodynamic partial differential
equations into ordinary differential equations, that can be interpreted easily as equations
of motion for a group of interacting particles transportingsome fluid properties as the
flow evolves. The main problem of using this technique in the case of complex fluids is
that it does not include naturally the thermal fluctuations.

One of the main objectives of this thesis is to offer a more solid theoretical background
for the DPD model. We research into the main obscure points previously mentioned. Spe-
cifically, we work on assigning a more precise definition to the mesoscopic fluid particle,
understanding the physical origin of the conservative forces in the model and carrying
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out a systematic study of the region of parameters more suitable for the simulations of
hydrodynamical problems involving the complex fluids.

Another important objective of this work is the generalization of the SPH technique
in order to include correct thermal fluctuations (we will do it in the spirit of the Landau
Lifshitz fluctuating hydrodynamics) and so, opening the spectrum of applicability of the
technique to the mesoscopic environment.

We will see that the two techniques (SPH and DPD), coming fromvery different
contexts, are trying to solve the same problem, in quite a similar spirit. We will show
how the different definitions of the fluctuations and the corresponding dissipative terms
can give rise to each one of the models: SPH and DPD. Finally, the DPD model can be
viewed as a cartoon of the thermal noise of Landau-Lifshitz fluctuating hydrodynamics.

We also discuss the conceptual relevance of the mass, internal energy, entropy and
volume associated to each fluid particle, when we consider them as small thermodynamic
subsystems. All the usual extensive variables for the thermodynamic system become, in
a natural way, necessary to define properly the fluid mesoparticle.

The definition of the soft interpenetrating volume for each fluid particle in these two
soft fluid particle models (as DPD and SPH), is the ultimate responsible for some unde-
sirable features in both techniques. In order to solve theseinconvenient features, in this
thesis we also propose a new mesoscopic model of fluid particles based on the geometri-
cal construction of the Voronoi tessellation. Each Voronoicell has an associated volume
to the fluid particle defined through its position. The fluid particle interactions are infe-
rred by discretizing the Navier-Stokes equations with the finite volume method. This new
model represents a Lagrangian discretization of the fluctuating hydrodynamics, and then
it is very convenient for application to complex fluids and for the mesoscopic regime of
simple fluids where thermal fluctuations are also important.When the fluid mesoparticles
have big size (volumes or masses), the stochastic terms in the evolution equations may
be neglected, and so we recover the conventional deterministic hydrodynamic equations.
One of the main important characteristics of the Voronoi model is its thermodynamic
consistency. The model conserves the dynamical invariantsand reproduces the Einstein
distribution in equilibrium. All of this has been verified through simulations in two di-
mensions.

All the fluid particle models analyzed in this thesis (DPD, SPH, Voronoi) have been
cast into the GENERIC formalism (General Equation for Non Equilibrium Reversible
Irreversible Coupling) that guarantees the First and Second Law of Thermodynamics, and
offers a clear guide for including correctly thermal fluctuations.
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