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A mis padres, mis Maestros de Paciencia, Entrega y Compmensi






The scientist does not study Nature because it is usefuliutges it because he de-
lights in it, and he delights in it because it is beautiful.N&ture were not beautiful, it
would not be worth knowing, and if Nature were not worth kmgyilife would not be
worth living. Of course, | do not here speak of that beautychlisitrikes the senses, the
beauty of qualities and appearances; not that | undervalehdeauty, far from it, but it
has nothing to do with science; | mean that profounder beatnigh comes from the har-
monious order of the parts and which a pure intelligence casp. This it is which gives
body, a structure so to speak, to the iridescent appearawbésh flatter our senses, and
without this support the beauty of these fugitive dreamddavoe only imperfect, because
it would be vague and always fleeting.

Jules Henri Poincaré, (1854-1912).
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Resumen de la tesis doctoral

El objetivo principal de esta tesis doctoral es la fundam&adh de técnicas de simulacion
y modelos hidrodinamicos adecuados para la simulacién dfiicomplejos a escala
mesoscopica.

El estudio de los fluidos complejos ha tenido un gran augesdiltimas décadas, tan-
to por el amplio rango de sus aplicaciones tecnoldgicasiestridles como desde el punto
de vista fundamental. El comportamiento de los fluidos cejop| tales como coloides,
emulsiones, polimeros, mezclas fluidas, surfactantes doBuinultifasicos, esta fuerte-
mente afectado por el acoplamiento entre la microestractarestos fluidos y el flujo
macroscopico hidrodindmico. Debido a que este acoplam&nho lineal, el problema
es inabordable con métodos analiticos y tedricos y es nazesaurrir a simulaciones
numeéricas.

Desde el punto de vista macroscopico de la dindmica de flurddgional, el pro-
blema general de los fluidos complejos es la falta de modelosnuios adecuados. Las
descripciones usuales estan basadas en leyes de conservaciuaciones constitutivas
que han tenido gran éxito en el caso de fluidos simples neswtosi Para fluidos comple-
jos, sin embargo, se desconoce en general su ecuaciortetvestiAdemas este enfoque
no tiene en cuenta el ruido térmico, que es responsable dehmiemto browniano de
pequefios objetos en suspension, como pueden ser partioldaiales o cadenas poli-
méricas. Despreciar el ruido térmico es en muchos caseaifiginte inadecuado, pues
implica despreciar los procesos difusivos que afectan adeosstructura del fluido.

En el otro extremo de descripcion, podemos estudiar el fldésale el punto de vista
microscoépico. En este nivel la dindmica molecular (MD) esgnta el método méas exac-
to y fundamental, pero tiene el inconveniente de que es ctamjomalmente demasiado
costoso como para poder tratar la hidrodinamica de fluidogptejos. Los procesos rele-
vantes que caracterizan a estos materiales se describeersrala de su microestructura,
generalmente llamada mesoescala. Por lo tanto, la enonmeejodad de estos materia-
les requiere el uso de técnicas de simulacién y algoritmuedusos que representen al
fluido complejo con menos detalle, a un nivel mas burdo, penda suficiente informa-
cion acerca de la mesoestructura interna del fluido.

Precisamente en este sentido, en los ultimos afios ha habidoan esfuerzo pa-
ra desarrollar técnicas mesoscopicas que permiten resof/problemas de las escalas

XXi



XXil Resumen

temporales y espaciales adecuadas para la fenomenolagtoddluidos complejos entre
las que destacamos la simulacion directa de Monte Carlo (OSMs gases de red (LG),
la aproximacion de redes de Boltzmann (LBE), y la Dinamic&ddiculas Disipativas

(DPD). Todos estos métodos discretos, en el fondo, se diggesolver la hidrodinamica
de un fluido.

De entre todas estas técnicas, la que nos interesa comogriptotida en esta tesis
es la Dindmica de Particulas Disipativas (DPD). El mode® gtopuesto en 1991 por
Hoogerbrugge y Koelman y originalmente estaba inspirado®igases de red. Su ob-
jetivo era el disefio de un algoritmo que eliminara los efeatdeseables de la red pero
que preservara la hidrodindmica. Se trata de un método deasiion de particulas flui-
das que permite modelar el comportamiento hidrodindmicofertuaciones térmicas.
La imagen fisica de este modelo es que las particulas disipatpresentan porciones
mesoscoépicas del fluido que interaccionan de manera hidhotca. El modelo ha re-
cibido mucha atencion desde el punto de vista teérico. Ldsdoné de teoria cinética
han permitido obtener formulas explicitas para los coefieede transporte en funcién
de los parametros del modelo, y se ha aplicado a un rango@deféituaciones tales co-
mo en la simulacién del flujo en materiales porosos, suspeesicoloidales, separacion
microfasica de copolimeros, flujos multicomponentes, yaugd etc. Sin embargo, esta
técnica presenta un problema conceptual porque las fuesnasrvativas del modelo no
se pueden relacionar de manera directa con el comportamemniodinamico particular
del fluido a estudiar. Ademas no esta claro todavia el rangscias fisicas temporales
y espaciales que describe el modelo.

La Hidrodindmica de Particulas Suavizadas (SPH) es otrodoéte simulacion ba-
sado en particulas, que fue desarrollado a principio dedtEnta en el contexto de la
Astrofisica. Se trata esencialmente de una discretizdagnangiana de las ecuaciones
de Navier-Stokes utilizando una funcién peso. El proceelita transforma las ecuacio-
nes diferenciales en derivadas parciales de la hidrodg#del continuo en ecuaciones
diferenciales ordinarias, que pueden ser interpretaddsi#nte como ecuaciones de mo-
vimiento de un conjunto de particulas interactuantes cpeslele fuerza prescritas. El
problema de esta técnica es que no incorpora de maneraltasiflactuaciones y, por lo
tanto, no se puede aplicar al estudio de los fluidos comptegssala mesoscopica.

Uno de los propositos de esta tesis doctoral es proporcit@abinamica de Parti-
culas Disipativas un fundamento tedrico solido. Las paldk DPD representan en un
sentido vago porciones mesoscopicas del fluido, aunquefermtalacion inicial del mo-
delo no se hizo ninguna conexion con el fluido microscépiarepresenta. Pretendemos
clarificar algunos de los problemas conceptuales de lad&can concreto, asignar una
definicién precisa del término mesoescala, comprendeigemde las fuerzas conservati-
vas del modelo, y realizar un estudio sistematico de la redgdparametros mas adecuada
para las simulaciones de problemas hidrodinamicos de lo®ficomplejos.

Otro de los objetivos de este trabajo es la generalizacitm$leH para que incluya las
fluctuaciones térmicas y asi poder aplicarla al ambito noégso. Ademas discutiremos
la relevancia del concepto de volumen, energia internarggiatasociado a cada particula
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fluida en ambos modelos.

En esta tesis, ademas, proponemos un nuevo modelo mesmsdéarticulas flui-
das basado en la construccion geométrica de la teselacidordeoi donde cada celda
de Voronoi representa una porcion mesoscoépica del fluidmteeaccion entre particulas
fluidas se infiere de la discretizacion de las ecuaciones dieiN&tokes con el método de
volumenes finitos. Este modelo representara una disag&iizagrangiana de la hidrodi-
namica fluctuante y, por tanto, es muy adecuado para aglitesa los fluidos complejos.
Cuando las particulas fluidas tienen volumenes grandesiesieglespreciar los términos
estocasticos y se recupera la hidrodinamica determirastgenicional. Una caracteristica
importante de este modelo es su consistencia termodindAdesnas, conserva los inva-
riantes dinamicos y reproduce la distribucién de Einsteirequilibrio. Todo ésto se ha
verificado a través de simulaciones.

En todos los modelos aplicaremos el formalismo GENERICdeici general para
el acoplamiento reversible e irreversible de no equiligize asegura la consistencia ter-
modinamica, garantizando la primera y segunda ley de lao@imamica, y proporciona
una guia precisa para incluir correctamente las fluctuasitdrmicas.
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Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo introductorio presentamos algunas eafsiotas de los fluidos comple-
jos, sus diferencias respecto a los fluidos simples, y maaogmnos en qué sentido su
estudio supone nuevos retos cientificos y conceptualesizAremos las limitaciones de
los métodos computacionales utilizados en el estudio déuios complejos bajo los
dos puntos de vista tradicionales (el microscépico y mad@so), y revisaremos las
llamadas técnicas “mesoscdpicas” de simulacion comonaltieas efectivas a esos dos
enfoques tradicionales. Por dltimo, explicamos la motémag los objetivos de la tesis y
el desarrollo de la memoria que presentamos.

1.1 Los fluidos complejos

Los fluidos complejos son aquellos fluidos cuya descripcidrodindmica no esta da-
da simplemente por las ecuaciones constitutivas de Newkeouyier. Existen multitud
de ejemplos de fluidos complejos que van desde suspensiolvédates (como la le-
che o la sangre) a soluciones poliméricas (pinturas y r@oidmtos), polimeros fundidos
(plasticos), cristales liquidos (pantallas de dispasdtiglectrénicos), sistemas anfifilicos
(detergentes), microemulsiones (medicamentos, progswctsmeéticos), fluidos multifa-
sicos (bebidas carbonicas), etc. Como vemos, pueden faangr de muchos procesos
biolégicos y tienen numerosas aplicaciones farmacéuytieadicas, industriales y tecno-
I6gicas. Por ello es interesante avanzar en el conocimiEnéstos materiales.

Para comprender en detalle el comportamiento de los flucloplejos no basta con
conocer sus constituyentes quimicos, hay que tener erecesedlas intermedias de orga-
nizacion que afectan a sus propiedades reolégicas mapioasbPensemos por ejemplo
en la mayonesa: Se trata de una emulsion de vinagre, aceitevp.hCada uno de sus
constituyentes es relativamente fluido, pero el materialspanismo se comporta casi
como un solido. Este comportamiento no es debido a un camiimicp en el proceso
de mezcla, sino a que los ingredientes forman estructurgspeguenas llamadas mi-

1



2 Capitulo 1. Introduccién

celas, del tamafio de micras. Esta es una caracteristiceafjgue define a todos estos
fluidos: presentan ciertas microestructuras en su senas Estroestructuras tienen una
escala de longitud mesoscoépica que juega un papel clave projpiedades generales del
sistema y, en particular, en sus propiedades reolégicasebieo,el responsable final
de los comportamientos, a veces exoticos, de estos fluidelsagoplamiento entre la
microestructura y las variables hidrodinamicas del fluido

Por escala mesoscépica designamos un rango comprendiéd@niolecular y lo
macroscopico, (del Griegmesosnedio) aunque esta definicion es ciertamente vaga: el
tamario de dichas estructuras puede variar mucho de un aist@tno. Como ejemplos
representativos de estas escalas de longitud, en la figuresie se muestran algunos
fluidos complejos:

- La suspension magnetoreologicale la imagen consiste en una suspension coloidal
de esferas de poliestireno demicra de diametro con un nucleo interior de magnetita
suspendidas en agua. En la imagen se observan largas catieeadas en la direccion
del campo magnético aplicado, que muestran que, aparte e&laestructura propia
dada por las particulas, éstas pueden formar mesoestasiatds complicadas.

- El cristal coloidal® de la figura corresponde a un suspension de esferas de polies-
tireno en un liquido simple. Las esferas tienen un diamegr0.€25 micras y forman
estructuras cristalinas organizadas.

- Una emulsion es una mezcla de dos o més liquidos inmiscibles. En la imagen
tenemos una formada por agua y aceite. El tamafio promedasdesiructuras oscuras
es de3 micras.

- Laespum& de la imagen esta formada por burbujas de gas separadasgppelin
cula de jab6n y muestra un patron muy similar a una red dorsd#oiminios de gas tienen
formas muy variadas, desde poliedros a cuasiesferas. Bfitamedio de las burbujas es
del orden del milimetro.

- La sangre humand es una suspension coloidal. Los glébulos rojos tienen un dia
metro medio d& micras, estan inmersos en el plasma, que es un liquido ctzsado,
compuesto por un 90% de agua. Ademas el plasma transpontasacétulas como las
plaquetas y los glébulos blancos.

Las escalas de longitud de las microestructuras varian endeetun fluido complejo
a otro. Incluso para un mismo fluido podemos tener variadasoaesoscopicas como
hemos visto en los ejemplos de la suspension magnetorealggiel cristal coloidal en
los que las particulas coloidales forman agregados maslemapAdemas, asociada a
cada escala de longitud existe una escala temporal cdsticerDe tal manera que en el
ejemplo del crecimiento de un cristal coloidal tenemos par parte, un tiempo difusivo
asociado a las particulas coloidales y, por otra, una esealporal mucho mayor de

limagen cedida por Sonia Melle, Laboratorio de Sistemas Gxaspdel Departamento de Fisica Funda-
mental, UNED.

2lmagen del grupo de David Grier's de la Universidad de Chicagp://griergroup.uchicago.edu/ grier/

3Foto Cosmos. Imagen extraida de Stefan Hildebrandt, Muneittiico 188 Marzo, pp.(56-59), 1998.

4lmagen perteneciente a la base de datos del Health Sciemr#er@e la Universidad de Utah. Ver
http://medstat.med.utah.edu/WebPath/HEMEHTML/
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reordenacion de los microcristales para formar cristalegames. El tratamiento de esta
coexistencia de escalas tanto temporales como espadale® ele los grandes retos que
plantea el estudio de los fluidos complejos.

En general, el acoplamiento no lineal de la mesoestructiaa yariables hidrodina-
micas del fluido hace que un tratamiento analitico sea, eralponparte de los casos,
imposible. Por eso, para obtener una comprension de la dianafe estos sistemas es
necesario recurrir simulaciones numeéricas. Sin embaagngsencia de escalas espacio-
temporales tan distintas requiere la introduccion de rmganicas de simulacién y nue-
vos modelos.

Finalmente, otro aspecto relevante de la dindmica de eistesnsis es la presencia
de fluctuaciones térmicas. Estas fluctuaciones son imgestpara mesoestructuras cuyo
tamafio es tipicamente inferior a una micra y son las resptessaltimas de los proce-
sos difusivos que aparecen en estos sistemas. Cualquiaraéle simulacion dirigida a
resolver estas escalas mesoscopicas debe describir astaadlones térmicas correcta-
mente.

1.2 Lasimulacion de fluidos complejos

La simulacion por ordenador del comportamiento de fluidoslidss se ha realizado
tradicionalmente desde dos puntos de vista complemesfagio contrapuestos. Por una
parte, en el nivel microscépico, se resuelven numéricagniastecuaciones de Newton
gue gobiernan la dinamica de todas las moléculas del fluiddidos Por otra, en el nivel
macroscopico las simulaciones se basan en la solucion reantér las ecuaciones de la
hidrodinamica o la elasticidad. Vamos a revisar estos dfimjaes en el contexto de la
simulacion de fluidos complejos.

1.2.1 Nivel microscépico

A un nivel microscépico el fluido esta descrito por las pasieis y velocidades de las
moléculas o atomos que lo constituyen. La interaccion desgsrticulas se modela a
través de potenciales efectivos (como por ejemplo el pakae Lennard-Jones). Existen
dos técnicas bésicas para la simulacion del sistema depdatel de vista microscépico:
el método de Monte Carlo y la Dinamica Molecular.

El método de Monte Carlo(MC, (Metropoliset al., 1953)) consiste en la produccién
de un camino aleatorio a través del espacio de fases, lo qoetpenuestrear la colec-
tividad de equilibrio del sistema. El método es muy eficiggem sélo permite estudiar
propiedades de equilibrio o estaticas.

La Dinamica Molecular, (Molecular Dynamics, MD) (Alder y Wainwright, 1957)
consiste en laresolucion numérica de las ecuaciones doNgiermite estudiar no sélo
las propiedades de equilibrio sino también las propieddiésnicas y de transporte.

En principio, uno podria pensar en utilizar la Dinamica Malar para simular un
fluido complejo. A pesar de que la potencia de los superodigra actuales es impre-
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sionante (se pueden simular decenas de millones de atomal&sieamente (Zheoet al,,
1997)), en la mayoria de los casos de fluidos complejos ladassiemporales de interés
son inalcanzables. Hay que decir que, para evitar inetadés en la simulacion, el paso
de tiempo de Dinamica Molecular debe ser tipicamente unasé&ts menor que el me-
nor de los tiempos caracteristicos moleculares (tiempashdacion o de colisién entre
particulas), lo que da lugar a pasos de tiempo del orden ogitésegundo. Pero dado
que los tiempos hidrodinamicos de interés en un fluido complgeden ser del orden de
los milisegundos 0 mayores, el nimero de pasos de integraeiéesario para llegar a
esta escala{ 10'?) esta fuera del rango aceptable para una simulacion en taGides
de trabajo tipica.

1.2.2 Nivel macroscopico

Desde un punto de vista macroscoépico, la simulacion de #iusddace discretizando las
ecuaciones de conservacion de la masa, momento y energjalgjeenan los campos hi-
drodinamicos. Es lo que se conoce con el nombre de Dinamigut®s Computacional
(Computational Fluid Dynami¢csCFD). Estas ecuaciones de balance no son suficientes
para caracterizar la dindmica y es necesario suminisgadaaciones constitutivas.

El caso mas conocido en CFD es la solucién numérica de lasiecgs de Navier-
Stokes. La resolucion numérica de las ecuaciones hidnoiidad para fluidos simples
(newtonianos) tiene una larga historia y se han utilizad®m gnan variedad de técnicas
para la discretizacion espacial de dichas ecuacionese Eléis se encuentran el método
de diferencias finitas, elementos finitos, volimenes finjtdss métodos espectrales, por
citar algunos (una introduccion muy recomendable a diché®dos se da en Fletcher
(1997)). Casi todos estos métodos estan basados en ungdeésceuleriana del fluido,
donde las propiedades del fluido se evallan en puntos fijobespacio. Sin embargo,
también existen técnicas lagrangianas que representaidel d través de particulas que
se mueven con el flujo. Destacamos entre ellas, por la impoague tiene en esta tesis,
la técnica conocida comdidrodinamica de Particulas Suavizadas En la seccion 1.4
se ofrece una introduccion detallada a esta técnica.

Para el caso de los fluidos complejos, este enfoque maciosoéfta ciertamente
limitado por el desconocimiento que se tiene de las ecuesionnstitutivas del fluido
particular en cuestion. Aunque existen distintos modelescomplejidad variable) para
dichas ecuaciones constitutivas, su validez sélo puedpiesmse comparando los resul-
tados de simulacién con experimentos, cuando esto es posibémas, la gran mayoria
de las técnicas utilizadas en fluidodinAmica computacidaaprecian la presencia del
ruido térmico y sabemos que las fluctuaciones térmicas pyadar un papel crucial en
la dinamica difusiva que ocurre a escalas mesoscoépicas.

1.2.3 Nivel “mesoscépico”

En los dltimos afios ha aparecido una gran variedad de t&omécsimulacion de fluidos
gue no estan basadas directamente en la discretizaciols éedaciones de la hidrodi-
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namica ni se corresponden con el nivel microscépico de l@&mica Molecular. Estas
técnicas se han venido englobando bajo el nombre de téaniesascopicas de simula-
cion. En términos generales estas técnicas discretasioranl colisiones de “particulas”
que conservan la masa, el momento y, en algunos casos, Haeperonsecuentemente,
dan lugar a un comportamiento hidrodindmico macroscoficmque estos métodos no
aseguran que se esté modelando correctamente la fisicaescala del tiempo de coli-
sion, son capaces de capturar las propiedades hidrodiagucon mas eficiencia que la
Dinamica Molecular. Estos métodos a los que nos referimoslisattice Gas Automa-
ta, Direct Simulation Monte Carlo, Lattice Boltzmann Edoaty Dissipative Particle
Dynamics Explicaremos a continuacion las ideas basicas de cadaeauabiad, asi co-
mo algunas de sus aplicaciones en problemas de simuladéodiiamica de fluidos
complejos. Por la relevancia en esta tesis del méRidsipative Particle Dynamicde
dedicamos una seccién aparte 1.3 .

El Autbmata de Gas Reticular

El método llamado Autdémata de Gas Reticular o de Rettice gas automatd GA) fue
inicialmente propuesto como una estrategia alternatigadinimica de fluidos computa-
cional (Frischet al, 1986; Wolfram, 1986; Frischt al., 1987). Los gases reticulares per-
tenecen a una clase de autématas celulares que se utilizasipalar sistemas fluidos.
Un autdmata celular consiste en una red regular cuyos nlmogyntos de interseccion
de lared, pueden tener un conjunto finito de estados. El ai&devoluciona en pasos de
tiempo discretos. El estado de cada nodo en cada instaatéezgstminado por su propio
estado y el estado del conjunto de los nodos vecinos en edgatsempo anterior.

Esencialmente el Automata de Gas Reticular es una carcdeuta DindAmica Mo-
lecular porque se trata de “particulas” definidas exclusemste con posiciones y veloci-
dades, que se mueven libremente, en pasos discretos detiponpna red regular. Esta
técnica representa una enorme ventaja computacionahtatse de un sistema discreto,
con particulas que interaccionan con potenciales tipeefasiura”. Se pueden llevar a
cabo simulaciones con muchas mas particulas que con el onodsl realista de la MD
en el que se tiene que tener en cuenta, de manera continpasia®nes, velocidades y
potenciales de interaccion. Las leyes de conservaciorceepioran con reglas de actua-
lizacién de las variables en cada paso de tiempo discreto.

El primer método LGA capaz de reproducir las ecuacionesndtes de Navier-
Stokes se disefid en un espacio bidimensional en el que se definred hexagonal y
donde cada centro de la malla o nodo esta conectado a sus puae@roximos a lo largo
de 6 direcciones. Todas las particulas tienen masa unidadgiscidad parte del nodo
y estéa dirigida hacia alguna celda adyacente. La evoluditdnuica de las particulas se
realiza en dos etapas para cada paso de tiempo:

- Una etapa de propagacion en la que cada particula viajaped| desde un nodo
hacia otro dependiendo de su velocidad y direccion.

- Una segunda etapa de colision en la que todas las partidelas mismo nodo
interactian manteniendo las variables conservadas: ebmoria masa, y la energia en
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los modelos con energia incluida (Ernsty Das, 1992; Grasffd, 1993).

El punto fuerte de los LGA es que se puede obtener el compieriéorhidrodinamico
(por ejemplo, un vortice) con un nimero de pasos de tiempos/ardenes de magnitud
menor que los necesarios con Dinamica Molecular para dé&sefimismo fendmeno.
Este ahorro de tiempo hace que, comparativamente con la #pyedan realizar simu-
laciones de fendmenos de mayor escala temporal. Sin emlpeagenta algunos incon-
venientes que limitan su aplicabilidad, tales como la f@dténvariancia galileana, la gran
complejidad y la necesidad de grandes matrices de colietine $odo en los modelos tri-
dimensionales, y la pobre relacion sefial/ruido de los t@dos (generalmente se realizan
promedios sobre varias celdas).

Aungue inicialmente los modelos de gases reticulares serupara el caso de fluidos
simples, en la simulacién de diversos flujos (tales como @ flie Poiseuille en una
tuberia (d’Humiéres y Lallemand, 1986) o la inestabilidad<glvin-Helmholtz (Clavin
et al, 1988)), la primera aplicacion de LGA a fluidos inmisciblespsiblico tan sélo un
afio después de los articulos sobre la hidrodinamica de L@#h(Ran y Keller, 1988).
Desde entonces, el método se ha aplicado a coexistencisedq fgppert y Zaleski, 1990),
flujos en medio porosos (Chenal, 1991), microemulsiones (Boghosiahal., 1996) y
magnetohidrodindmica (Chen y Matthaeus, 1987), entrs.otra

La Simulacion Directa de Monte Carlo

El método conocido como Simulacion Directa de Monte Cdbliogct Simulation Monte
Carlo, DSMC) es un método estocastico basado en particulas, guesarrollado en los
afos 60 (Bird, 1976, 1994). Originalmente fue formulad@uiascribir la dindmica de un
gas poco denso. Se puede entender este modelo bien comasida genplificada de la
Dindmica Molecular, siendo varios 6rdenes de magnitud d@igdo que ella o bien como
un método de Monte Carlo para resolver la ecuacion no lireBlaftzmann dependiente
del tiempo.

El mecanismo consiste en colocar inicialmente las pagsceih posiciones aleatorias
r;, en un determinado dominio, con velocidageslegidas de la distribucion maxwe-
lliana de velocidades. La evolucion temporal de dichadq@aés se integra en cada paso
de tiempo de duracidoit (generalmente una fraccion del recorrido libre medio) en do
fases:

- Fase de adveccion: Las particulas se mueven como si nagotenaran, actualizan-
dose las posiciones de acuerdo epr- v; At. Ademas, se implementan adecuadamente
los distintos tipos de contornos (por ejemplo, paredescespes, periddicas, o térmicas)
sobre las particulas que lleguen a las paredes.

- Fase de colisién: El espacio total se discretiza en celdaslision y se selecciona
aleatoriamente en cada paso de tiempo un conjunto repagserde particulas para la
colision. En vez de calcular exactamente las colisionemnétbdo las genera de manera
que la distribucion de velocidades emergentes de las @odisisea compatible con la
teoria cinética de un gas diluido. Se suele usar un esquea@egéacion o rechazo para
seleccionar los pares de particulas cercanas que colidinrienponiendo la conservacion
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del momento lineal y la energia, se calculan las velociddééss particulas involucradas
después del choque. Como el método es inherentementesgtoda mayor parte de las
propiedades fisicas de interés se calculan como promeatios fas celdas de colision.
Se trata, por tanto, de valores instantaneos de los camghmslmiamicos que fluctian en
el tiempo.

La DSMC fue desarrollada inicialmente por ingenieros agvaeiales para simular
flujos de gases enrarecidos. En la década de los ochentdizg eri una gran variedad
de aplicaciones fisicas y quimicas que requerian una fawitul cinética (por ejemplo,
fluctuaciones de no equilibrio, flujos a escalas del ordemaedmetro, deposicion qui-
mica de vapores (Behrendt y Warnatz, 1997)). Se ha utilirmddién para el estudio de
problemas de plasmas, (fluidos diluidos cargados). Rexi@ite, Malevanets y Kapral
(1999) han propuesto una variante del método DSMC que toystina forma eficien-
te para estudiar la dinAmica de los sistemas multicompeaédales como suspensiones
coloidales.

El Gas Reticular de Boltzmann

Otro de los métodos de simulacion hidrodinamica es el desriealeadas en la ecuacion de
Boltzmann (attice-Boltzmann Equatigi.BE). Estos modelos estdn muy relacionados
conlos LGAY, en realidad, se desarrollaron para evitamogrivenientes de los métodos
LGA (la falta de invariancia galileana, de isotropia y la mokelacion sefal-ruido). A
finales de los afios 80, Higuera y Jiménez (1989) derivarasulacidn de Boltzmann para
la funcion de distribucién de una particula del LGA y entanse extrajo la conclusion
de que podria ser como un método de simulacion viable.

Tal y como el nombre sugiere, el LBE puede entenderse coméouma simplifica-
da (en diferencias finitas) de la ecuacién continua de Bealtungue nos da la evolucion
temporal de la funcién de distribucién de una particula (Heig, 1997). Precisamente
esta funcion es un parametro estadistico del cual se pugdeidas propiedades macros-
copicas del fluido, tales como la conservacion de los momsdnitirodinamicos (masa,
momento y energia). El modelo calcula la evolucién de laifimde distribucién de una
particulaf;(r;, v;,t), (donder; y v; son la posicion y velocidad de esa particula) en una
red regular. Para disponer de una ecuacion cerrada, sosamn@seciertas aproximaciones
5 para los operadores de colision involucrados en la ecuae@oltzmann (Qiaet al.,
1992). El estado del sistema se actualiza de la misma formpaya el LGA, excepto
que ahora, en vez de considerar particulas individualesigjam por la red, es la funcion
de distribucion la que evoluciona.

La mayoria de los investigadores, cuyo interés inicial snalgtomatas de gases re-
ticulares estaba motivado por las aplicaciones a la dirducnenputacional de fluidos
viscosos, prefieren ahora los métodos LBE. La razon de estbigastriba en que los
resultados obtenidos con LBE tienen una relacion sefiab migcho mayor que la de los

SGeneralmente se realiza un desarrollo en serie hasta poirden del operador de colisién entorno a la
funcién de distribucién de equilibrio. En la aproximaciohaBnagar-Gross-Krook (BGK) se fuerza a las distri-
buciones de las particulas hacia su equilibrio local en irpmaso de relajacion.
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LGA, como corresponde al hecho de ser una técnica mas mapioadcen el sentido de
gue la informacién en LBE es el nimero de particulas conecieiocidad en cada nodo
en lugar de qué particulas estan llegando con dicha vebbeidaodo). Las cantidades
conservadas se calculan directamente sin realizar prosiga@ que la evolucion esta es-
crita en términos de la distribucién de probabilidad. Est@acteristica es la que acelera
enormemente el tiempo de calculo, en varios érdenes de tndgimparado con los mé-
todos LGA. Otra de las ventajas es que soluciona el problenta idvariancia galileana
de los LGA y simplifica considerablemente los algoritmos étioos en tres dimensio-
nes. Sin embargo, la técnica esta sujeta al inconveniente r@el, lo que implica que
el tratamiento de las condiciones de contorno puede llegar eealmente complicado.
Ademas introduce inestabilidades numéricas debido aesro® redondeo y al desarrollo
en serie de la distribucion de equilibrio.

Latécnica se ha aplicado en computacion cuantica y en greceactivos. Se ha utili-
zado también para el estudio de propiedades reol6gicasdiesfimagnéticos (Hirabayas-
hi et al, 2001), simulacién de dindmica de coloides cargados (Hbripdrenkel, 2001),
para hidrodindmica de cristales liquidos (Dennistbal., 2001), para fluidos anfifilicos
interactuantes (Nekoves al., 2000), propiedades criticas y separacion de fases en mez-
clas fluidas (Martys y Douglas, 2001), suspensiones cdesd@add, 1993, 1994a,b),
fluidos viscoelasticos (Girawat al., 1998; Aharonov y Rothman, 1993) sedimentacion de
particulas esféricas y no esféricas en canales (Qi, 19@9), e

1.3 La Dinamica de Particulas Disipativas

Los primeros articulos sobre el método conocido como Dinarde Particulas Disipa-
tivas, Dissipative Particle DynamicéDPD), aparecen a principios de los afios noventa
(Hoogerbrugge y Koelman, 1992). El método fue desarrold@lmanera intuitiva para
el estudio de fluidos complejos y fendmenos hidrodindmietacionados. En realidad
el algoritmo original presenta claras influencias de losoa@t de LGA. Sus creadores
estaban interesados en preservar la ganancia que sup@rengdener un paso de tiem-
po comparable al tiempo del recorrido libre medio, pero adequerian incorporar una
distribucion de velocidades continua e isétropa. Asi seipackvitar los inconvenientes
del LGA y LBE, los llamados “artefactos de red” (como la fal@invariancia galileana
debido al hecho de que la red por si misma constituye un sastiemneferencia preferen-
cial).

Por eso, en los articulos originales (Hoogerbrugge y Koe)h892; Koelman y Hoo-
gerbrugge, 1993) se describe la dindmica del modelo bajéesehanespiritu de los gases
reticulares, de tal manera que el estado del sistema sdiz@haaen pasos de tiempo
discretosAt, y se diferenciaban dos fases: una colision instantanea prapagacion de
duracionAt. En la fase de colision cada particula interacciona corstaavecinas que
se encuentran dentro de la esfera de accién de un ciertofmaitior.. Las fuerzas son
de tres tipos: conservativas, disipativas y aleatoriaslaEase de propagacion las posi-
ciones cambian por una propagacion libre. En realidad nlandica descrita por esas dos
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fases satisface todos los requisitos para ser un modelmaiodle fluido: la masa 'y el

momento total se conservan, y las ecuaciones son isotropear@ntes galileanas, de tal
manera que el sistema, a escala macroscopica, obedecadasees de Navier-Stokes.
El término estocastico y el disipativo conjuntamente tieelefecto de un termostato: si
el sistema se calienta demasiado, la disipacion provoceemnfriamiento del sistema y
viceversa.

El desarrollo y fundamentacion del método (Espafiol y Wart85; Espafiol, 1995)
ha conducido a un algoritmo estocéstico, que es en eserstabasimilar a la Dinamica
Molecular, en el sentido de particulas que interaccionarcértas fuerzas (en este caso
conservativas, disipativas y estocésticas) pero que amazun pasos de tiempos mucho
mayores que la MD. Como ocurre con el LGA, se ha utilizado pagderarlas simula-
ciones de fluidos complejos en comparacion con la MD (Baekt., 1997).

Las “particulas DPD” son consideradas como grupos de mialgouatomos del flui-
do o, dicho de otro modo, como cimulos mesoscopicos. De alguamera poco preci-
sa el modelo DPD corresponde a un nivel de descripcion mésiescdel fluido. Los
efectos de los grados de libertaghidosque se ignoran en esta descripcion de nivel su-
perior del fluido, también llamada de grano gruesarse-graine] estan caracterizados
por una cierta disipacion y un ruido, de manera que seanstengs con el teorema de
fluctuacién-disipacién. Por lo tanto, se acopla la dinandiedas “particulas” a un ba-
flo de calor. La diferencia con respecto a otros bafios tésnticmo el de la Dinamica
Brownian& es que en este caso el momento se conserva.

Desde que se formuld, el modelo DPD ha recibido una gran iatendesde un
punto de vista tedrico, el estudio de la ecuacién de FoklareR correspondiente al
modelo discreto original tiene como solucion de equilitegtacionaria la distribucion
de Gibbs si se se satisface una relacion del tipo fluctuadigipacion que relaciona la
temperatura del sistema con la amplitud del ruido. Adensrs, garantizar la distribucion
de Gibbs de equilibrio, son necesarias ciertas modificasi@n el algoritmo original
(Espafiol y Warren, 1995; Espafiol, 1995). ElI comportamiéideodindmico ha sido
analizado (Espafiol y Warren, 1995; Espafiol, 1995, 1998a} ynétodos de la teoria
cinética han aportado formulas explicitas de los coefiegede transporte en términos
de los parametros del modelo (Marshal, 1997a,b; Ripollet al, 2001). También se
ha presentado una generalizacion de la DPD que conservargiaiiBonet y Mackie,
1997; Espafiol, 1997a; Ripadt al., 1998), ya que el modelo original sélo era aplicable
a situaciones isotermas y no permitia estudiar procesosransporte de calor. Se ha
denominado a este modelo co®D+e en contraposicién ®PD-e que corresponde
modelo original isotermo (Ripoll, 2002).

Desde el punto de vista de las aplicaciones, el método se bwado muy versatil
y ha demostrado ser muy util en la simulacion de flujos a tradeémateriales porosos
(Koelman y Hoogerbrugge, 1993), suspensiones coloid&leslifhan y Hoogerbrugge,
1993; Boeket al,, 1997), su reologia (Koelman y Hoogerbrugge, 1993; Baielt, 1997)

6En la Dindmica BrownianaBrownian DynamicsBD) el momento no es una cantidad conservada local-
mente, lo que significa que el comportamiento es difusivo fidmdinamico.
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y el ordenamiento en dichas suspensiones (Dzwinel y Yueb))2@uspensiones poli-
méricas (Schlijpeet al, 1995), separacion microfasica de copolimeros (Groot y&kar
1997; Groot y Madden, 1998; Groet al, 1999), flujos multicomponentes (Coveney y
Novik, 1996; Juryet al,, 1999; Novik y Coveney, 2000) y en la evolucion de peliculas
fluidas (Dzwinel y Yuen, 1999).

1.3.1 Detalles del modelo DPD isotermo

Se presenta en esta seccién un resumen de la formulacii@h dgétmodelo DPD, o DPD-
e, que contiene disipacion y conserva el momento total peeanq tiene incorporada la
conservacion de la energia.

El modelo consiste en un conjunto @é particulas que se mueven en un dominio
continuo de volumen totadly. El estado del sistema esta dado por la posi&téft) y la
velocidadv;(¢) de cada particula (que son variables continuas).

Con una notacion diferente a la de los trabajos originales yeesion continua, la
evolucién temporal de las variables que describen el edadas particulas DPD se
puede escribir como

dR,;
dt
dv;
S
donde hemos tomado la masa de todas las particulas, igual a
La fuerza que actla sobre las particulas presenta tresbeandnes:

= Vi(t)a

_ w0 (1.1)

Fi(t) = Y (F+FD+FF). (1.2)
J#i
El primer sumando corresponde a la fuerza conservativaiyed#ge un potencial ejercido
por la particulgy sobre la particula, usualmente es una repulsién suave que actia a lo
largo de la linea que une a los centros de las particulas & skrance finita.. Una
eleccion habitual en la literatura es

o aij(l—Rij)eij Rij <7
F.;, = { 0 Rij > e (1.3)
dondea;; es la repulsion maxima entre particulag, = R;;/R;; es el vector unitario
en la linea que une las particulag, conR;; = R; — R; y la distancia entre particulas
definida comaR;; = |R; — R;|.

El segundo y tercer sumando en (1.3) corresponden resp@eivte a la fuerza di-
sipativa y aleatoria (o estocastica). La interaccion epamiculas se postula partiendo
de principios de simplicidad y simetria que garantizan elportamiento hidrodinamico
correcto. Se presupone que las fuerzas son aditivas a phar@s/arianza galileana res-
tringe la posible dependencia de las fuerzas disipativdsataias a combinaciones del
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tipoR;; y v;;. Porv;; entendemos la velocidad relativgy = v; — v; . En particular se
elige

F/} = —w"(Rij)(eij-vij)ei,
Fg = owf(Rij)ei; ¢ (1.4)

dondey es el coeficiente de fricciom, es la amplitud del ruiday” (R;;) y w®(R;;) son
funciones peso, en principio distintas, de alcance finiten principio igual para ambas
funciones) y(;; = ¢;; es un ruido blanco gaussiano que tiene las siguientes plages

(Gi(t) = 0,
(GG ()Y = (Findjj + 8iji i)t —t'). (1.5)

La simetria(;; = (;; asegura la conservacion del momento total. Obsérvese gquenha
namero aleatorio independiente para cada par de partiduldas estas fuerzas satisfacen
la tercera ley de Newton y, por tanto, el sistema conservaoshento localmente, lo
cual implica que el sistema presenta comportamiento hidéogico a vectores de onda
grandesy a frecuencias pequefias (Espafiol, 1995).

Sustituyendo en (1.1) la forma de las fuerzas dada en laglEgsobtenemos un
conjunto de ecuaciones de Langevin, que en forma matenmita bien definida son
ecuaciones diferenciales estocastic&te¢hastic Differential EquationSDE)

dRZ = Vidt,
mdv; = |Y Fi(Riy) —ym Yy w’(Rij)(ei;-vij)ei; | dt
J#i J#i
+ o ZWR(RiJ)eideij (1-6)
J#i

dondedW;; = dWj; son los incrementos independientes del proceso de WientnE
demos este sistema de ecuaciones diferenciales estasé&stimterpretacion de 1td y, por
tanto, los incrementos del proceso de Wiener satisfacagla de calculo mnemotécnica

o seadWW;; es un infinitesimal de orden tempoial2 (Gardiner, 1983).

Espafiol y Warren (Espafiol y Warren, 1995) derivaron estasogmnes diferenciales
estocasticas que corresponden al algoritmo original dePlB,asi como la ecuacion de
Fokker-Planck Fokker-Planck EquationFPE) equivalente. Mostraron que se garantiza
la distribucién de Gibbs como solucion de equilibrio de I&EFBuando se modifica el
algoritmo para que se satisfaga

= wD(Ri]'), (18)
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y cuando la amplitud del ruide queda fijada por la condicion de balance detallado

o? = (2kgTym) (1.9

siendoT la temperatura del estado de equilibrio hacia el cual edrsiatrelaja (si las con-
diciones de contorno se lo permitenky la constante de Boltzmann. La condicién de
balance detallado es la que iguala las tasas de las traresaite probabilidad en equili-
brio de un eventd — 2y su contrari® — 1 en un sistema dindmico. Se trata de una
condicion suficiente (pero no necesaria) para garantizarejsistema tiene un estado
de equilibrio (de Gibbs) (Gardiner, 1983; Risken, 1984). d3&a forma vemos que se
puede relacionar la temperatura del sistema con la ammléldiido a través de un teo-
rema de fluctuacién-disipacion. En la formulacion origidella DPD las funciones peso
satisfaceno” (R) = wf(R), lo que da lugar a problemas en la distribucién de equilibrio

1.3.2 Problemas en la DPD

Las particulas DPD se pueden interpretar de forma un poca c@gno porciones me-
soscopicas del fluido, o cimulos de moléculas que se muevemadera coherente e
hidrodinamica. La interaccién entre dichas particulasostyta partiendo de principios
de simplicidad y simetria que garantizan el comportamibitbimdindmico correcto. Sin
embargo, la DPD presenta los siguientes problemas corateptu

- En el modelo original se desconoce con precision el rangsdaas espacio tempo-
rales que describen estaarticulas fluidasincluso aunque la presencia del ruido térmico
nos asegure que estamos dentro del area indefinida o amla@daangsoescala.

- El comportamiento termodinamico del modelo queda defipidola interaccion
conservativa entre particulas. Se considera que las fieorservativas son fuerzas blan-
das, en claro contraste con las fuerzas singulares del podrd-Jones que se usan ha-
bitualmente en la Dinamica Molecular. Esta contribucionsssvativa de la fuerza fija
el comportamiento termodindmico global del sistema y laeidn de estado. Por ejem-
plo, la presion que se obtiene como resultado de la simulgeiEsenta una dependencia
cuadratica con la densidad. Por tanto, a priori, no se pusenlar con esta técnica
fluidos con otras ecuaciones de estado. Por el momento, noihggn procedimiento
bien definido para relacionar la formay amplitud de las fagconservativas con el com-
portamiento termodindmico especifico del sistema fisicogpai que queremos modelar
(aunque se han llevado a cabo algunos intentos en esa divdGioot y Warren, 1997,
Groot y Madden, 1998; Groet al., 1999)).

- Sabemos que el comportamiento resultante del fluido néavtorsimulado con DPD
a grandes escalas de espacio y tiempo es hidrodinamicolgpeistosidad del fluido y
otros coeficientes de transporte no se pueden relacionaaderendirecta con los para-
metros del modelo. Incluso en el caso de la DPD en ausencigedsst conservativas, en
donde se han podido relacionarlos con métodos de teoritcairiarshet al, 1997a,b;
Ripoll et al, 2001), los resultados de la simulacién para los coeficsedéetransporte
presentan desviaciones de esas predicciones tedricas
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- Tampoco se conoce el rango de parametros del modelo DPDdeésatlo para las
distintas aplicaciones a problemas hidrodinamicos céosre

1.4 La Hidrodinamica de Particulas Suavizadas

La Hidrodinamica de Particulas Suavizadgsnpothed Particle HydrodynamjcSPH)
surgio en el contexto de simulaciones en Astrofisica a jmios de los 70 (Lucy, 1977;
Monaghan, 1992). Pese a sus 30 afios de existencia, no hansilaneente aceptada
por la comunidad de fisica computacional a pesar de quetiagiaikos se refieren a ella
como una técnica “avanzada y sofisticadaSe trata basicamente de una discretizacion
lagrangiana de las ecuaciones de Navier-Stokes con ayudadencion peso. El pro-
cedimiento transforma las ecuaciones en derivadas pasaal ecuaciones diferenciales
ordinarias que se pueden interpretar como ecuaciones denieato para un conjunto de
particulas que interaccionan con leyes de fuerza presciita decir, la técnica permite
resolver ecuaciones diferenciales parciales con codig@xmamica Molecular. (En rea-
lidad el método es aplicable a otras ecuaciones en deripadeaisles, no necesariamente
hidrodinamicas).

Se ha aplicado a una cantidad enorme de problemas en As@ofistrellas binarias,
colisiones de estrellas, colisién y fragmentacion de nuibesimiento cerca de agujeros
negros, supernovas, magnetohidrodindmica, formacidrefdaia, problemas cosmoldégi-
cos y formacion de galaxidsRecientemente se ha aplicado al estudio de flujos térmicos
en geometrias simples (Kuet al,, 1995) y a flujos viscosos (Takeéaal,, 1994; Posch
et al, 1995).

1.4.1 Detalles del modelo SPH

La SPH es una técnica de simulacién lagrangiana libre dearealla que el fluido esta
representado por pseudo-particulas que interaccionenadlas, moviéndose con el flujo
y transportando en su movimiento toda la informacién comgianhal relacionada con
el fluido. Las propiedades del fluido se interpolan entre &tiqulas. El método esta
basado en dos conceptos matematicos que presentamosmépidan esta subseccion:
el interpolante integral y la aproximacion de la suma de Mdparlo.

El interpolante integral (un filtrado de convolucion est@ndle cualquier funcion
f(r) se define como la siguiente integral extendida a todo el @spac

(f(r)) :/Qf(r')W(r—r',h)dr'. (1.10)

La funcionkernelo nucleo W (r, h), debe ser una funcién bastante picada entorno a cero,
para que se aproxime a una funcién delta de Dirac a medida gu®, donde la longitud

“Curso sobre SPH de John Hultman, Uppsala Astronomical @iteey, University of Uppsala
http://www.astro.uu.se/ pohlman/SPH//SPH-course.html
8Para las referencias especificas de estas aplicaciongs afMinaghan, 1992) y (Meglicki, 1994).
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de suavizadd representa la anchura efectiva #efnely es equivalente a la anchura de
la celda del mallado en los métodos de diferencias finitagu#ds de lokernelsmas
usados en la literatura son el exponencial, super-gawsspline, la funcién de Lucy, la
funcién de Monaghan y diversos polinomios. Uno de los priakernelsque se utilizd
fue el gaussiano (Gingold y Monaghan, 1977)

1 r?
Wi(r,h) = —-e¢ —— . 1.11
b = e {1} (111)
Generalmente &erneles esféricamente simétrico, con derivada segunda contisaa
porte compacto, de tal manera que sélo contribuye a la it&gr el volumen dentro de
una esfera de diameted. Ademés ekerneldebe cumplir la condicién de normalizacién

/W(r,h)dr —1 (1.12)
y
Lim (f(r)) = f(r). (1.13)

Si se utiliza la aproximacién de la suma de Monte Carlo, qusabe que converge a
medida que el nimero de punt¥go particulas en la nomenclatura SPH) tiende a infinito,
y si los puntos de integracidR; estan distribuidos uniformemente, tenemos

N

(@)= "L R)W(x - Ry, h) (1.14)

j=1 Pi

donde el factorm;/p; es el elemento de volumen asociado a la partigués decir, la
razon entre su masay la densidad masica. Si aplicamos laEL.al campo de densidad
masica tenemos

N
(p(0)) =D miW(r = Ry, h). (1.15)

Por lo tanto la densidad masica asociada a la particulasiteaR ; es

N
pi = (p(Ri)) = D m;W(R; — R;. h). (1.16)
j=1

Analicemos el sentido de esta expresion: Cada particulzaderny; estasuavizadaen el
espacio de acuerdo con la funcién nucleo, considerada comistsibucion de densidad
numérica espacial. La densidad en un punto del espacio@g@aaumando para dicho
punto las contribuciones de todas las particulas del séstdentro del rango déerne).
Precisamente, el nombre de la técnica SPH proviene de éstarigtacion.
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Ademas, en SPH los gradientes se calculan por diferenoideita Ec.(1.14)

N
(V) = Z%f(RJ)VW(r_RJah)- (1.17)

j=1 "
Hemos considerado por simplicidad X f) = V(f) y hemos despreciado los términos
de superficie. Las ecuaciones (1.17) y (1.14) reunen tod#damacion esencial de la
SPH. Los gradientes se calculan, por tanto, sin ayuda deimingalla computacional
auxiliar.

En realidad, este método es aplicable a cualquier ecuacid@ervadas parciales,
pero ha sido muy utilizado para resolver problemas hidddioos. El método de in-
terpolacién, aplicando la Ec.(1.14) a los campos hidradinés y a sus ecuaciones de
evolucion, convierte las ecuaciones diferenciales ewvaléais parciales en un conjunto de
ecuaciones diferenciales ordinarias en términos de piasiduidas.

El punto clave de la SPH viene de sus propiedades lagrarsgibaa particulas SPH
automaticamente siguen al flujo y pueden mantener la rééolaanasa constante facil-
mente. Esto se obtiene usando longitudes de suavizamimables:(r), y manteniendo
constante el nUmero de vecinos de cada particula en el kadifpicamente se requiere
del orden de 30-70 vecinos en el rango de accién definido psopeirte dekerne), lo
cual permite abarcar un amplio rango dinamico de densidad.

1.4.2 Problemas enla SPH

Una dificultad caracteristica del método SPH es la impleawédn de condiciones de
contorno solidas. Hernquist (1993) sefial6 ésta y otrasuttdides que emergen en la SPH
cuando se utilizan distancias de suavizamiento variabiesadaptabilidad temporal que
conduce a errores y violaciones de las leyes de conservdeldhuido. En sus propias
palabras dice:

“Aunque la SPH es una herramienta muy util para muchos prudseale interés astro-
fisico, claramente es necesaria una formulacion rigumpsacumpla las propiedades de
conservacion.”

En principio, se sabe que para cualquier esquema de difasdimitas se tiene una fa-
milia infinita de representaciones discretas que conveadas ecuaciones que deseamos
simular. Mientras que converjan hasta cierto orden sorhoadipara elegir la discretiza-
cién que més convenga nuestros propdsitos (Benz, 1990;dhanal1992). Por lo tanto
la aplicacion del método descrito anteriormente sobredaa@ones del continuo no es
Unica a la hora de asignar valores de magnitudes hidrod@a&railas particulas SPH.

Los fendmenos de las ondas de chogleotk phenomepdampoco estan bien re-
sueltos en SPH. Es necesario introducir la llamédeosidad artificialpara resolverlos
correctamente y para difuminar las discontinuidades da&soasolubles. Aunque kér-
nel SPH ya de por si suaviza las discontinuidades, las parsisglanoveran irregular-
mente a lo largo de un frente de choque, y apareceran osciexdespués del choque.



1.5. Objetivos y desarrollo de esta tesis 17

La viscosidad artificial amortigua los movimientos irregyels de tal manera que las par-
ticulas se mueven con velocidades mas cercanas a la velgemaedio de su region. La
incorporacion de estas viscosidades artificiales en el lngueserva la invariancia gali-
leana, conserva el momento lineal, el angular y la enertdg johace que no disminuya
la entropia. Sin embargo, introduce una viscosidad dela@ieatra en el flujo.

Ademas existe otro problema relacionado con su aplicahilidos fluidos complejos:
el hecho de que la SPH no tiene incorporada las fluctuaciémascas.

1.5 Objetivos y desarrollo de esta tesis

Es importante mencionar que el desarrollo de las técnica®snépicas es un area re-
lativamente reciente y que no existen todavia estudios aatipos detallados de estos
métodos (salvo en contadas ocasiones, como en el caso Kaesn, Bladon y Desplat
(1999), donde se comparan resultados de DPD y LBE). Aderad&gaesario un estudio
profundo de estas técnicas, ya que algunas de ellas, y écuparen la DPD, presentan
muchos problemas conceptuales serios. Precisamentesasitpunto de partida de esta
tesis: entender fisicamente el modelo mesoscoépico de Enfdoa de Particulas Disipa-
tivas.

En el camino hacia la comprension del algoritmo, hemosfidado la conexion con la
SPH para el caso més sencillo de un fluido simple. En ese seatitk trabajo constituye
un estudio completo de estas dos técnicas mesoscopicaswlasdn y el desarrollo de
un nuevo modelo de particulas fluidas que, siendo fisicaaaptable, resuelve algunos
de los problemas conceptuales y técnicos presentes tatadd¥D como en la SPH, y
que describe el comportamiento de un fluido newtoniano cetutiziones térmicas.

Relativamente pocos investigadores usan la informacidnaginamica en sus mo-
delos, lo que puede tener graves implicaciones en la vatidez describir el comporta-
miento fisicamente realista del material. Las consecasrs# reflejan en ciertas inesta-
bilidades de la solucién numérica de las ecuaciones camesgntes o en la prediccion
de resultados no fisicos. Es, pues, necesario formularedasgrincipio los modelos
de manera consistente con las leyes termodinamicas, per gglin método sencillo
de construir modelos hidrodinamicos mesoscopicos temaoticamente consistentes?
(Beris y Edwards, 1994). Precisamente, responder a egjarieees otro de los objetivos
de esta tesis.

En términos generales, la tesis se puede dividir en tregpart

1. LaParte I, DPD: descripcion mesoscopica de un fluidoengloba a los dos pri-
meros capitulos y corresponde al trabajo desarrolladmtigitamente en primer
lugar. Tratamos de entender separadamente el papel detaadiconservativas y
disipativas del modelo DPD y también esclarecer de maneyasancilla lo que
representan las “particulas DPD”.

En el CAPITULO 2 nos centramos en la parte disipativa y estocastica dellmode
DPD. Se discuten los diversos regimenes dinamicos de la DRDsencia de fuer-
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zas conservativas, en funcion de los parametros del mo#ste. trabajo permite
delimitar cudl es la region hidrodinamica, que es precisaena interesante en las
simulaciones de fluidos complejos y para cuyo estudio sedediddo la DPD.

Es importante comprender méas profundamente el concepitedeparticula flui-
day esclarecer el rango de escalas espacio temporales qa@adtaulas fluidas
estan describiendo. Como primera aproximacion sencille@fzodconcepto, en el
CapPiTULO 3 hemos simulado un fluido simple con Dinamica Molecular. Hgm
agrupado las particulas en cumulos o gotas que tratamos icoevas particulas
mMAs gruesas en un proceso de descripcion menos detalladga®bs a losimu-
los de atomosina cierta dinamica razonable. De los resultados de la aaidu,
hemos inferido el tipo de potencial de fuerza medio entreutdsque nos permite
relacionarlo con las fuerzas conservativas de la DPD.

A la luz del desarrollo posterior, esta primera parte caleneterla como una apro-
ximacion al problema de la fundamentacion de las técnica®seépicas.

. LaParte Il, GENERIC: DPD, SPHy Voronoi, esta formada por los capitulos 4, 5.

Es enrealidad la parte central de la tesis y la mas relewgntgje damos solucion a
la formulacion termodinamicamente consistente de un noatkeparticulas fluidas
mesoscopicas.

En el CaPiTULO 4 se introduce el formalismo GENERIC, que garantiza la compa
tibilidad de cualquier ecuacién dinamica con las leyes deetanodinamica, y se
analiza la DPD y la SPH bajo este marco tedrico. Se trata ecgcque se han
desarrollado separadamente desde ambitos alejados, ymemqgealidad reflejan
un mismo tipo de enfoque al problema de un fluido simple. Erses&do, exten-
demos la SPH hacia la hidrodinamica fluctuante y el resultenigda que la DPD no
es mas que un modelo lagrangiano de mesoparticulas fluigasagoaturiza a las
ecuaciones de Navier Stokes de una manera particular. Bgves de esta manera
algunos problemas tanto conceptuales como practicos deucadie estas técnicas
(entendemos el origen fisico de las fuerzas conservativasraodelo de la DPD,
la relacion de los parametros del modelo DPD con los coef&setie transporte
del fluido y sabemos cémo incorporar correctamente las fis@ines térmicas en
la SPH). Aunque, a la luz de GENERIC, todavia se observamafgpuntos oscu-
ros en dichos modelos, por ejemplo, el papel relevante darlable de volumen
asociada a la mesoparticula, asi como el hecho de que en %Rbicse a las parti-
culas un cuasi-volumen que no corresponde con una partleiccontenedor en el
gue se encuentra el fluido.

Por tanto, es necesario formular correctamente un modefmadéulas fluidas
mesoscopicas que sea consistente con la Termodinamicanaadmlucione los
problemas que se presentan en la DPD y SPH. Dicho trabajosserdia en el
CAPITULO 5 bajo la idea de volumenes finitos de Voronoi. Este modelearme-
llado por nuestro grupo de investigacion, lo denominarelio®eLO 1 frente al
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llamado MoDELO 2 que ha sido formulado por de Fabritiis, Coveney y Flekkay
(2002a).

3. LaParte lll, Resultados deterministas y estocasticos del maio de mesoparti-
culas fluidas de Voronoj se centra en los resultados de simulacién que validan el
MoODELO 1. Enel GPiTULO 6 Se muestran los resultados deterministas. Las simu-
laciones estocasticas se presentan enagli@ILO 7 y se realizan comparaciones
tedricas con las predicciones de GENERIC para las disiohes de equilibrio.

La tesis se complementa con unas conclusiones generalete thimbién se comentan
las perspectivas de trabajo futuro en el campo, y algunasdiges complementarios al
trabajo global, donde se comparan ebbELO 1y MODELO 2.

DPD-e Modelo mesoscopico hidrodinamico isotermo

DPD+e Modelo mesoscopico hidrodinamico

Problemas: ;Fuerzas conservativas?
¢ Coeficientes de transporte?

SPH Discretizacion de la hidrodinamica del continuo

Problemas: ; Volumen de las particulas fluidas?
;Fluctuaciones térmicas?

VORONOI Un buen modelo mesoscopico de particulas fluidas
que resuelve estos problemas

Diferentes formas Modelo 1| A la Landau Lifshitz

para la parte irreversible @ Modelo 2 | A pares, (a la DPD)

Figura 1.1: Esquema del desarrollo de la tesis.
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Parte |

DPD: descripcidon mesoscopica de
un fluido
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Capitulo 2

Regimenes dinamicos en la
Dinamica de Particulas
Disipativas

En este capitulo estudiamos el modelo DPD en ausencia dafieonservativas. Discu-
timos tedricamente el comportamiento de la funcion de autetacion de la velocidad
de las particulas DPD. Identificamos dos regimenes depadwite los parametros adi-
mensionales del modelo. Para valores bajos de la friccioneatbional, se observa un
comportamiento de campo medio para el cual son validos fsgtagelos de la teoria ci-
nética. Para valores mas altos de la friccion, los efec®Hinamicos colectivos son
dominantes. Hemos realizado simulaciones numéricas digenéa teoria presentada.

2.1 Introduccién

En el capitulo 1 ya mencionamos que aunque el modelo de laniiaade Particulas
Disipativas se ha aplicado a muchos problemas fisicos, sbeeyor el momento, un
estudio sisteméatico de la regién de parametros mas comienripara la simulacion de
problemas hidrodinamicos. Ademas, el calculo de los cesifies del transporte en si-
mulaciones recientes (Pagonabarragal., 1998) han mostrado ciertas desviaciones de
los valores predichos por la teoria cinética del modelo DB§adollada por Marsét al.
(1997a,b). En estos trabajos, las Unicas dos aproximacmmese hacen son el desarro-
llo en pequefios gradientes alrededor del equilibrio lodalhipétesis de caos molecular.
Sin embargo, es dificil investigar el origen de las discnefs entre la teoria y las si-
mulaciones dentro del contexto de la teoria cinética. Ledese limita a producir unas
expresiones explicitas para los coeficientes de transpiortmencionar su rango de la
validez. Se ha sugerido que es precisamente en la regionrdegtaos donde la teo-
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24 Capitulo 2. Regimenes dindmicos en la DPD

ria cinética falla donde seria mas coherente realizar maslaciones que reproducen el
comportamiento hidrodinamico (Pagonabarregal., 1998).

El trabajo desarrollado en este capitulo intenta aclatapesblema, presentando una
teoria que nos permite calcular la funcién del autocori@tade la velocidadvelocity
autocorrelation function, vafde las particulas disipativas. La teoria trata a ciertas po
ciones del sistema, las mesoparticulas DPD, como paributavnianas moviéndose en
un ambiente creado por el resto de las particulas. (En sessigicto no son particulas
brownianas porque el momento total del sistema se consdtgtg idea fue introducida
por Grooty Warren (1997) como una forma de calcular el camfteide difusion. Prime-
ramente identificamos los pardmetros basicos adimens®dal modelo DPD que nos
van a permitir clasificar y discutir varios regimenes dirdosi Si se considera que el
ambiente o entorno de la mesoparticula DPD se comporta derenhidrodinamica, es
posible obtener una expresién analitica explicita parariaibn de autocorrelacion de la
velocidad. Seguimos aqui la linea iniciada por los trabpjoseros sobre la teoria de
acoplamiento de modos (Ernst al, 1970; Pomeau y Résibois, 1975) que permitieron
deducir las famosal®ng time tails(colas a tiempos grandes) en la autocorrelacion de
la velocidad. Finalmente, presentamos los resultadossdgrtaulaciones numéricas que
validan nuestra hipotesis tedrica.

Es importante resaltar que en este capitulo supondremds. duerza conservativa
DPD no esta presenté.a razén es que asi podemos comparar nuestros resultadiasco
predicciones de la teoria cinética del modelo DPD desadalhasta el momento (Marsh
et al, 1997b), obtenidas excluyendo explicitamente la fuernaewativa. Ademas, que-
remos aislar los efectos de las fuerzas conservativas édl@gdebidos puramente a las
fuerzas disipativas del modelo DPD. El objetivo de estetalipse limita a la parte disi-
pativa y estocastica del modelo DPD, dejando para el sitpie@pitulo la discusién de la
parte conservativa.

Utilizaremos la descripcién detallada del modelo DPD dadéaeseccion 1.3. Por
simplicidad en la notacion, a partir de ahora denominamdsreion pesav? (r) por
w(r). Las ecuaciones diferenciales estocasticas (ver Ec.le5gn ausencia de fuerzas
conservativas gobiernan la posiciBn y velocidadv; de lai-ésima particula de masa
son

de‘ = V; dt,

—ym Zw(RU)(eij -vij)eijdt +o Zwlﬂ(RU)eideij. (21)
J J

mdv;

La funcion peso adimensionalr) (Hoogerbrugge y Koelman, 1992) esta normalizada
de acuerdo a
1
/drw(r) = —, (2.2)

n

donden es la densidad numérica del sistema. En este capitulo hestezzisnado la
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siguiente funcién peso de rango de alcance finifo

=22 (1-1) .

parar < r.y Cerosir > r..

Vamos a discutir los parametros fundamentales en el moadiRiD. Eligiendo ade-
cuadamente las unidades de masa, tiempo y espacio siengusilele reducir el nimero
de los parametros relevantes del modelo. Es obvio que Idmeegs dinamicos son
independientes de las unidades usadas, y dependeraniexmleste de parametrosli-
mensionalesHay seis parametros: la masa de las particulasl coeficiente de friccion
v, el alcance de las funciones pesola energia térmicag 7', la distancia media entre las
particulas\ (relacionada con la densidad numérnicde particulas a través de= n /¢
donded es la dimension del espacio que en este capitulo tomaremm@saig), y L es la
longitud de la caja (o cualquier otra escala de longitud detarno donde esté el fluido a
representar). De estos seis parametros podemos formaatd@setros sin dimensiones.
Definiendo la velocidad térmiaar = (kT /m)'/? seleccionamos los siguientes:

Ve _ TT

dUT_R’
g = T
= 3
L
nwo= —. (2.4)

Te

9]

Estos parametros tienen un significado fisico prectgoes el tiempo que necesita
una particula que se mueve a la velocidad térmica para ezaora distancia., mientras
quer, = y~! es un tiempo asociado a la friccién. Por lo tantdfrilecion adimensional
2 eslarazon de estas dos escalas de tiempo. Por otrapestelsolapamientoentre las
particulas, que se relaciona con el numero de particulasodaéel rango de interaccion
(de laesfera de accignde una dada. Finalmentees la longitud adimensional de la caja
de simulacién. Estos parametros adimensioralesy p nos permitiran caracterizar los
regimenes dinamicos del modelo.

2.2 La funciéon de autocorrelacion de la velocidad

La ecuacion de la velocidad (2.1) se puede reescribir dataao

(2.5)

3=

Vi =—v {; w(Rij)eijeij} Vit gvi(t) +
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donde la fuerza aleatoria & dt = o Z]. w1/2(Rij)eideij. Hemos introducido en
(2.5) la definicion de la velocidaaimbientea través de

= dz )(eij-vi)e;. (2.6)
J#i

Esta velocidad es una media ponderada de las velocidadegdatelas particulas vecinas
de la particula (las que se encuentran dentro de su radio de accion). En Isigue, el
prefactor que acompafavaen el lado derecho de (2.5) se reescribe como
R,—r R;—r

Y w(Rijesjei; = /drw(Ri 1) (), (2.7)

T |r; —r| |IR; — 1|

J#i
donde hemos introducido el campo microscépico de densidewérican(r,t) =
> ;i 6(R; —r). Sisuponemos que la densida_d es aproximadamente congtquee
toma el valom (lo cual se ha confirmado numéricamente con los resultadssrdéda-
cién que obtendremos después) podemos hacer la siguientérapcion

-r R;—r 1
f st - DR R ) n a5 @)
La dltima igualdad se obtiene sabiendo que la integral eensot de segundo orden
isotropo, que debe ser proporcional a la identidad (la emestde proporcionalidad se
calcula al tomar la traza de la integral y utilizar la normation (2.2)).

El hecho de aproximar la densidad a una constante impligarefgar sus fluctua-
ciones y sus correlaciones. Se espera que para solapasnjgatales, cuando tengamos
muchas particulas en la esfera de accion, la relevancissditauaciones de densidad
sea muy pequefia. Es muy interesante calcular las fluctiescinla velocidad ambiente
directamente de la definicion d&; en la Ec.(2.6)

1
E(Vz(t)Vz(t)) = d< Zwijeijeij-vj Zwikeikeik-vk >
i k#i
dkgTN ) dkgT 3
2.
mVy /drw( m 2ms?’ (2:9)

para un numero grand€ de particulas DPD en el sistema. Observamos que la magnitud
de estas correlaciones decrece con el coeficiente de solapgam Esta caracteristica
tiene sentido fisico porque la velocidad ambiente es unaanpedmediada de las veloci-
dades de las particulas que estan dentro del rango de la dsfaccion. Estas velocidades
estan distribuidas al azar y, por tanto, si hay muchas péati@n dicho rango, la media
sera proporcionalmente mas pequefa.

Después de hacer uso de las Ecs.(2.7) y (2.8) podemos keekriecuacion (2.5)
como

dv; = ~Xjvi—Vidi+ iar. (2.10)
d m
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Observamos que las particulas DPD se comportan de formagareilas particulas brow-
nianas, pero en un campo de velocidad sisteméatico detedmpar el resto de sus par-
ticulas vecinas. Sabemos que las propiedades estocatitasuerza aleatoria no son
exactamente las de una particula browniana, porque el nmonotal del sistema se con-
serva, pero para el desarrollo siguiente esto es irrelevant

La solucién formal de la Ec.(2.10) es

w0+ [t ey [0 [lvi(w i

y ; . (2.11)

t
vi(t) = exp {—%

Multiplicando esta ecuacion pet;(t) y promediando, podemos encontrar que la magni-
tud (v;(t)-v;(t)) tiende hacia el valor de equiparticion en una escala terhgerarden
d/~. Por otra parte, si multiplicamos la Ec.(2.11) po(0) y V;(0), respectivamente, y
promediamos, se obtiene un conjunto de ecuaciones pand@fude autocorrelacién de
la velocidad en equilibrio

L) = e [—%}’%T% (v esy [—@} vty v,
Vi) = 3 [arexp [—@ L) vio)), (2.12)

donde hemos tenido en cuenta que la fuerza aleatoria no@stdacionada con la ve-
locidad ni en el presente ni en el pasado, y la propigdad0) -v;(0)) = 0, (Que se
puede comprobar de la definicién (2.6)). Sustituyendo larseg ecuacion de (2.12) en
la primera llegamos a una expresion que relaciona las foaside autocorrelacion de la
velocidad de la particula y de la velocidad ambiente enfressilecir,

1 vt| kT
E(Vz’(t)-vi(O)) = exp [—E %
+ (%)2/0 di'(t — ') exp —w} $<Vi(tl)‘vi(0)>. (2.13)

El segundo término del lado derecho de esta ecuacion repadssefectos colectivos
Cuando este término es despreciable, decimos que unama@san decampo medi@s
vélida, en la cual la funcién de autocorrelacion de la veladidecae exponencialmente.
La razén para el término “campo medio” proviene de que si €tlé2.10) se usa el va-
lor promedio(V;) = 0 en vez del valor instantanég; (¢), se produce un decaimiento
exponencial en la funcion de autocorrelacion de la velatidan el apéndice de la refe-
rencia Groot y Warren (1997), se calcula la funcién de autetacion de la velocidad
y el coeficiente de difusion de las particulas DPD usandoagst@aximacion de campo
medio.

La solucion (2.13) es todavia formal porque no sabemosadaitgrtiente la forma de
la correlacion de la velocidad ambiente (la cual se dar4d emdaima seccién). Sin
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embargo, es posible extraer alguna informacion Gtil de espaesion al escribirla en
forma adimensional. Elegimdscomo el tiempo adimensiongby /7., 0 sea, el tiempo
expresado en unidades en las gue= 1y vy = 1,y Vv = v/vp como una velocidad
adimensional. En estas unidades, las ecuaciones (2.12) son

FEOO) = (-0 +0 [ @ exp{-0T -1 VD) T0),
TEOVA) = 0 [ d ep-0F - LV V0. (2.14)
y la Ec.(2.13) queda
LEOFO) = (-0 + 0 [ & E-T)exp(-E - 1) Vi) Vi(0)
0
(2.15)

Ahora podemos hacer algunas predicciones cualitativaserges a los regimenes dina-
micos sobre las expresiones (2.14) y (2.15). Para unadncaiimensiona fijada, el
limite de gran solapamientoproduce una pequefia contribucién de la parte colectiva y
la funcion de autocorrelacion de la velocidad decae de faxpanencial. La razén es
gue la magnitud global de la correlacién de la velocidad antkiesta determinada por
el valor en el origen, Ec.(2.9). Por otra parte, para un sohaento fijados, cuandof)

es pequefio (en el limite de pequefia friccion o temperatiiesd al comportamiento de
la autocorrelacion de la velocidad es de nuevo exponerieiagél régimen opuesto de
grande, la contribucion exponencial decae en un tiempo ratty ¢ la principal contri-
bucién a tiempos mayores ge ' esta dada por el término colectivo. En realidad, en el
limite 2 — oo la funcién de memoria exponencial actia como una funcida del Dirac

y para tiempos mayores q@E * tenemos que

(¥i(1) ¥:(0)) ~ (Vi(2)-¥:(0)) = (Vi(1)-Vi(0)). (2.16)
El significado fisico de las expresiones en (2.16) es clat@n@o la friccion es alta, la

velocidad de una particula concreta queda esclavizadadetia la velocidad promedio
de su ambiente en un tiempo muy corto.

2.3 La hipotesis hidrodinamica

En esta seccién presentamos una hipétesis hidrodinAmidarsa la de la aproximacion
de acoplamiento de modos introducida, por ejemplo, en Etradt(1970) (para una revi-
sion de la teoria de acoplamiento de modos ver Pomeau y Re€1875)). La velocidad
ambienteV; definida en la Ec.(2.6) se puede escribir como un promediedatesfera
de accién del campo microscépico de velocidad, esto es,

Rz' —r Rz —r
t .t 2.17
|RZ _ r‘ ‘Rl _ r‘n(r? )v(r/ )’ ( )

Vi(t) = d / drw(R; — )
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donde

n(r,t)v(r,t) = Zvj5(Rj —r). (2.18)

J#i

El campo de velocidast (r, ¢) satisface las ecuaciones de la hidrodinamica cuando su
escala de longitud caracteristica es mucho mayor que landist entre particulas. Es-
peramos que el promedio implicado en el calculoVieesté dominado por los modos
hidrodinamicos siempre que el rango de interaceidsea mucho mayor que la distan-
cia entre particulad (esto es, a gran solapamienfo En realidad, bajo la hipotesis de
gue los campos hidrodinamicos varian lentamente en lasescgbodemos sustituir la
velocidad ambiente por el campo de velocidad hidrodindm¥eduado en la posicion de
las particulas, esto e¥,;(t) = v(R;(t),t), usando convenientemente la ecuacion (2.7).
Esto nos conduce al comportamiento correcto a tiempos gsgueto a valores inexactos
a tiempos cortos.

En lo que resta de seccion vamos a continuar desprecianflodasaciones de den-
sidad,n(r,t) ~ n, pero mantendremos la velocidad hidrodindmica dentro dedgral,
ponderada cow(|r — R;|). De la ecuacion (2.17), la velocidad ambiente se expresa ade
cuadamente en términos de las componentes de Fourier debaenelocidad (k, t),

0 sea
dk
Vilt) = dn/ K 1) v (K, B (K, )
(2m)?
donde hemos introducido la densidad de particulas etidasta sefaladas; (k,t) =
exp{ik-R;(t)} y el tensor de segundo orden

(2.19)

w(k) = /drw(r)ff' exp{—ik-r}. (2.20)
De consideraciones geométricas, sabemos que dicho teflsptiene la forma
w(k) = a(kr.)1 + b(kr.)kk (2.21)

siendok = k/|k|. Para calcular las funcionegkr.) y b(kr.) contraemos doblemente
w(k) con el producto diadickk y tomamos su traza. Esto nos lleva a

kTw(k)k = a(kre)+ b(kr,) =2n /000 drw(r) (Jl (kkr) - rJg(kr)> ,
tr(w(k)) = 2a(kr.)+ b(kr.) =27 /000 rw(r)J, (kr). (2.22)

Las integrales pueden ser escritas en funcién de las fueside Bessel; y de las fun-
ciones hipergeométricas generalizagBg{a, b, z} (Wolfram, 1991) definidas como

o0

F{abz}—zwz—k (2.23)
PR e (b ) (b B! :
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entendiendo con la notaciqgm), = m(m + 1)...(m + k — 1). En concreto, para la
funcion pesaw(r) utilizada en nuestras simulaciones y definida en la ecud2i@y, las

ecuaciones (2.22) son
5) (kr.)?
’ 4

a(kr:) + b(kr.)

I

|

| —
—
&
—N
N
N| o
~
/N
n
Do |

- n(k?ﬂc)j + n(ljﬂc)2 Jolkre) + %ﬂc‘]z(k“)
L S (5.2 ).
a(kre) + b(kre) = % - %ng { (2) , (1, g) ,—(kif)Q } (2.24)

La resolucion de éste sistema de dos ecuaciones nos dadossvdéu (kr.) y b(kr.).
Con los célculos previos, la funcién de correlacion de lasigdlad ambiente se puede
expresar como

(Vi(0) Vi) = (dn)? / %%w(k)w(k'xns(k,o>ns<k',t>v<k,o>v<k',t>>.
(2.25)

Consideramos que la posicién de la particuésta muy débilmente correlacionada con
el campo de velocidad(k, t), de tal manera que podemos aproximar
(n+(k, 00, (K, )v(k, 0)V(K' 1)~ (n(k,0)n,(K', 1) (v(k,0)v(K',1)). (2.26)

La siguiente aproximacion supone que estas correlaciat@s dadas por la hidrodina-
mica lineal (Boony Yip, 1980) para la correlacion del campwaédlocidad, es decir,

vk, 0)vl(k,t) =
x  [exp{—vk*}(1 — kk) + exp{—Tk’t} coskct kk]. (2.27)

kT 9 ,
—(2m)°6(k +k
nm(w) (ke + k)

En esta expresiom, es la viscosidad de cizalla cinemétitaes el coeficiente de absor-
cion sbnica, y es la velocidad del sonido para el fluido DPD, en nuestro casadgal.
Vemos que la funcidn de correlacion (2.27) es no nula ex@usente para el vector de
onda que satisfack = —k’. Por tanto, en el primer promedio en el lado derecho de
(2.26) reconocemos a la funcion de dispersion intermedishierenteiGcoherent inter-
mediate scattering functigrf (k, ¢t) = (ns(k,0)ns(—k,t)). Si aceptamos como valido
un comportamiento hidrodinamico para esta funcién (Booipy ¥980), tenemos que

Fy(k,t) = exp{—DE*t}, (2.28)

siendoD el coeficiente de autodifusion de las particulas DPD.
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La expresion hidrodinamica final para la funcion de coriiélade la velocidad am-
biente la encontramos al sustituir (2.26), (2.27) y (2.28)(2.25)

Vi) Vi(t) = —nl {q»((””)t)w(w,c_’f)}, (2.29)

2 2 2
4drrinm r2 r2 e

con las definiciones pertinentes de las funciones

[ dka®(k) exp{—=zk’}
?(@) = T dka?(k) ’
[ dk(a(k) + b(k))? exp{—yk?} cos kz

J dk(a(k) + b(k))? ’

¥ (y,2) (2.30)

que cumplen®(0) = 1,%(0,0) = 1, y las definiciones para(k), b(k) dadas por la
solucion del sistema de ecuaciones (2.24).

De esta forma, la funcion de correlacion de la velocidad antbiqueda expresada
explicitamente en términos de las propiedades hidrodireswiel fluido, o sea, de los coe-
ficientes de transporte del fluido DPD. Sin embargo, la pogdiicno queda completada
hasta que se den los valores particulares de estos coeficmtransporte. Una posibi-
lidad es medir dichos coeficientes directamente en unaagidm. Otra posibilidad, que
es la que seguimos en este desarrollo, es utilizar los ey, D, T', ¢ dados por la
teoria cinética de la referencia Marshal. (1997b). Aunque para algunos regimenes di-
namicos, las predicciones de la teoria cinética no estaocuaEr@o cuantitativo exacto con
los coeficientes de transporte medidos en las simulaci@Ragpnabarraget al., 1998;
Revengeaet al,, 1999), esta ruta tiene la ventaja de que sabemos la dep@adaplicita
de los coeficientes de transporte en términos de los pam@dsregtimensionaled, s. Esto
nos permite disponer de expresiones analiticas para urisdis cualitativa.

Los resultados para dichos coeficientes dados por la teioética de Marstet al.
(1997b); Espafiol (1998a) son

T
v om
1 1 , , d
v = 2{7nd(d+2)/r w(r)dr+c'ynfw(r)dr )
1 9 9 1
— e+ ¢ ———
& o /r w(r)dr +c yn [w(r)de’

c = \/@. (2.31)
m

Recordemos que hemos tomado nulas las fuerzas conseswdgvenodelo DPD vy, por
tanto, el coeficiente de absorcion sénica, para el caso ela@oeacion de estado sea la
del gasideal (Boony Yip, 1980), &= 2v + %ub (dondey, la viscosidad cinemética de
volumen).
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Por conveniencia de notacién definimos
c(t) =

CH) = —(Vi(H)-Vi(0)). (2.32)

Estamos ahora en disposicion de escribir la predicciérotdiddmica (2.29) en tér-
minos de variables adimensionales. Con la expresion @i8)ituyendo (2.31) en (2.29)
obtenemos

c@) = %[@([8%94—%}15)%—\11([;—094—%}1575” (2.33)

Obsérvese que la escala temporal de la funcidn de correldeida velocidad ambiente
gueda determinada p6Y, mientras que su amplitud queda determinada por el parametr
s. Enla figura 2.1 mostramos la prediccion tedrica (2.33) pargalor concreto de y

tres valores diferentes de

0.1 F
0.01
_0.001 F
C(t) i

0.0001

1e-05 |

le-0f bl v vl el
0.01 0.1 1 10 100 1000
t

Figura 2.1: Predicci6n hidrodinamica tedrica para la funcién de caniéh de la velocidad
ambienteC () en escala doble logaritmica para un valor del solapamiento2.82 y tres
valores diferentes de la fricciéf2. La curva inferior corresponde @ = 0.5, la central
Q = 8.3,y lasuperior & = 25. El comportamiento algebraico de las colas a tiempos largos
aparece a valores muy elevados del tiempo, tipicamenteladarcorrelacion ya ha decaido
tres 6rdenes de magnitud respecto de su valor inicial. basdide trazo continuo muestran
los resultados asintéticos descritos por la Ec.(2.34).

Para tiempos suficientemente grandes se observa una dapienagebraica et !
que es la famosa cola de tiempos largo&? (cond = 2) que surge del caracter difusivo
de los modos de cizalla y de particulas sefialadas. En rdalsgapuede calcular de
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manera directa el comportamiento asintéticd’t{é) a tiempos grandes, lo que da lugar a

- 1 802 1
) ~ = 2.34
c) 8ms2 302 4+ 120 ¢ ( )
gue, escrito en términos dimensionales, queda
1 kT 1
V(1) V; ~2s 2.

valor que precisamente coincide con el resultado de la dunde autocorrelaciéon de
la velocidad de la particula dado en Erestal. (1970) (obsérvese que la Ec.(2.16) es
aplicable para tiempos grandes).

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.2: Comparacion entre el resultado de simulaciére@dé (Iinea continua) y el valor
de la predicciéon Ec. (2.15) (linea punteada) utilizandoeslltado de simulacion para la
funcién de correlacién de la velocidad ambieiitét). Los parametros concretos de esta
simulacion sons = 2.82, Q = 25, = 10.0.

2.4 Resultados de simulacion

Hemos simulado las ecuaciones (2.1) en dos dimensionesi&gsaen un sistema con
condiciones de contorno periddicas. Calculamos, en égigijila funcidon de autocorre-
lacion de la velocidad de las particulas DPD y también la dellacidad ambiente. En
la derivacion de la Ec.(2.15) hemos hecho la aproximacidyueeel campo de densidad
es basicamente constante. Comprobaremos ahora que dickar@grion es razonable,
calculando en el transcurso de una simulacion la correlad#la velocidad ambiente
C(t), evaluando numéricamente el término integral en la E&J2ylafiadiendo el primer
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término exponencial de la Ec.(2.15). El resultado es lalimenteada de la figura 2.2.
También hemos representado el resultado para la funcioardelacion de la velocidad
c(t) extraido directamente de la simulacion (linea continuamas que ambos resul-
tados estan en bastante buen acuerdo, lo que implica queede ptilizar la Ec.(2.15)

como punto de partida para el analisis tedrico. Para el test@lores dé) estudiados

(©2 = 0.5, 8.3, 25) obtenemos también concordancias razonables.

1
0.8 | -
0.6
s2C(1)
0.4

0.2

Figura 2.3: Resultados de simulacion de la funcion de correlacion dellacidads?C ()
para un valor fijo d&2 = 25 y diferentes valores del coeficiente de solapamiente-
1.5,2.18, 3.2 (la curva superior corresponde al mendrLa linea punteada es la prediccion
hidrodinamica (2.33). A medida que aumenta el solapamidosoresultados de simulacion
convegen a la prediccion teorica.

Representamos en la figura 2.3, p&ra= 25, el valor des>C(Z) en funcion del
tiempo, para diferentes solapamiento&sta curva, de acuerdo con la prediccion hidro-
dinamica (2.33), deberia ser independiente del coefic@mtsolapamientse (dibujada
con la linea punteada en la figura 2.3). Observamos que loka@ss de la simulacion
convergen a la prediccion tedrica sélo para valores sufaieente grandes del solapa-
miento. Esto era esperable por el hecho de que el comportenhiglrodinamico aparece
exclusivamente a escalas espaciales que involucran utidazhsuficientemente grande
de particulas dentro del rango de accion de la funcion peso.

Hemos investigado también los efectos de tamafio finito. Eguaa 2.4 mostramos
la funcién de correlacién de la velocidad ambiente parantdst tamafios del sistema,
manteniendo constantes el resto de parametres.82, () = 25). Se observa una con-
siderable discrepancia entre la prediccién hidrodinamites resultados de simulacion
para cajas pequefias. Esta desviacion aparece a tiempaegrase reduce notable-
mente a medida que el tamafio del sistema aumenta. Esto smceammo un efecto
estandar de tamafio finito, y esta relacionado con el hechoelel@spectro de en sis-
temas pequefios sea discreto, pues el modo mas lento decaesqgmak?; t] siendo

min
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kmin = 27T/L
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Figura 2.4: Resultados de simulacion para la funcién de correlacioradelocidadC(t)
para valores fijados de = 2.82, Q = 25 y diferentes tamafios de la caja de simulacién
uw = 7.9,11.2,15.8,35.5 (la curva inferior corresponde al menor valor dg La linea
gruesa es la prediccion hidrodinamica (2.33).

En lo que sigue, estudiamos el efectoftlen la funcién de autocorrelacion de la ve-
locidad de las mesoparticulas DPD. En la figura 2.5 mostrdarfosicion de correlacion
de lavelocidad para= 2.82, u = 10.0y tres valores distintos de = 0.5, 8.3, 25. Tam-
bién representamos los términos exponenciales correipaesl en la ecuacion (2.15).
Para valores pequerios fig(pequefia friccion o temperaturas altas) el decaimienta de |
vaf esta capturado bastante bien por el término exponencialedida que? aumenta,
se empiezan a observar desviaciones del comportamiendoengpial, que son debidas al
término colectivo de la ecuacion (2.15).

Enlafigura 2.6 se muestra que para valores grand@s/detiempos largos, la funcion
de correlacién de la velocidad de las particulas y de la igdddcambiente coinciden, de
acuerdo con la Ec.(2.16).

2.5 Resumeny discusion

Hemos presentado una teoria para la Dindmica de Particisipaiivas que permite com-
prender los diferentes regimenes que muestra el modeleokiatesta basada en la ima-
gen fisica en la que las mesoparticulas DPD se comportan gartioulas brownianas en
un ambiente de no-equilibrio generado por el resto de pga8dPD. Hemos derivado
una expresion explicita para la funcion de autocorrelad®ia velocidad en la que el
comportamiento exponencial browniano esta corregido fentes colectivos. Usando
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Figura 2.5: Resultados de simulacién para la funcién de correlaciéa gelbcidace(z) para
un valor fijado des = 2.82, u = 10.0 y diversos valores d& = 0.5 (circulos),©2 = 8.3
(triangulos) yQ2 = 25 (diamantes). Las lineas solidas son los términos corresgues a
exp{—t} en la Ec.(2.15) respectivamente.

variables adimensionales es posible delimitar el rangoaté@npetros en el que los efec-
tos colectivos son importantes. En el modelo aparecen &egmetros adimensionales
(s, Q, 1) que caracterizan los diferentes regimenes en el sistema.

Identificamos dos regimenes dindmicos, el de campo medidg ebmportamiento
colectivo. La transicion entre ambos esta gobernada edpraite por la friccion adi-
mensional? teniendo efectos importantes sobre ello el solapamiegtel tamafio de la
cajap.

El comportamiento de campo medio aparece para valores fes|de la friccior?

0 para solapamientosgrandes. Esto es fisicamente razonable porque para fr&sio
pequenfas, la dinamica del ambiente de una particula apfatas al comportamiento de
esa particula. Para solapamientos grandes los efectasioadese extienden sobre regio-
nes muy amplias. La aproximacion de campo medio esté intaneemelacionada con la
hip6tesis de caos molecular que se supone en la teoriacairiila DPD (Marslet al,,
1997b,a). Méas precisamente, si en la expresion usual den®@ugeo para el coeficiente
de difusién (Grooty Warren, 1997)

n-[ L) (2.36)

se introduce la prediccidon exponencial de campo medio (ea@on (2.13), entonces,

se obtieneD = i%. Este es el mismo resultado de la teoria cinética desateofiar

Marsh, Backx y Ernst (1997b) teniendo en cuenta la normabpredada en Ecs.(2.2).
En realidad, es posible medir en las simulaciones el coefeide difusion de las
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Figura 2.6: Resultados de simulacién para la funcién de correlaciéra delbcidade(t) (Ii-

nea delgada) y funcién de correlacién de la velocidad artdi@(x) (Iinea gruesa). También
hemos pintado el términexp{—Qt} de la Ec.(2.15) (linea de puntos). En esta simulacion,
s =2.82, 1 =10.0,Q = 25.

particulas DPD incluyendo la aproximacion de campo media femvaf dentro de la
férmula Green-Kubo para el coeficiente de difusion .

Por tanto, la teoria cinética para este modelo es bastaattaepara los regimenes
dinamicos que corresponden a valores pequefios de la fri€cip la exactitud de las
predicciones aumenta a medida que el solapamies¢échace mayor.

Cuando la fricciéon adimension&l es alta, lavaf no decae exponencialmente porque
esta dominada por la dinamica colectiva. Hemos presentaaprediccion tedrica para
la parte colectiva de laaf considerando que la funcién de correlacion de la velocidad
ambiente refleja el comportamiento hidrodinamico subyicemal comportamiento se
espera (y observa en las simulaciones) para valores stéioiente grandes del coefi-
ciente de solapamienta En este caso, el efecto colectivo es pequefio pero esta bien
descrito por la hidrodinamica. El hecho de que la hidrodicargobierne la velocidad
de las particulas implica la aparicién de las colas a tiengrg®s en lavaf. Estas co-
las algebraicas se detectan a tiempos muy largos (para ddssciavaf ya ha decaido
un factor10—* de su valor original) y, por lo tanto, son bastante dificdesobservar en
nuestras simulaciones debido al ruido estadistico y a lest@s de tamafio finito. Sin
embargo, hemos obtenido suficiente evidencia numéricaoaeportamiento hidrodina-
mico a tiempos cortos y esperamos también la presencia tnaéme tailsa tiempos
suficientemente grandes. La dependencitiérde lavaf, incorporada en la férmula de
Green-Kubo (2.36) nos conduce directamente a un resutt@dpérado: el coeficiente de
difusién en dos dimensiones diverge logaritmicamente. dstante claro que esta “pe-
quefia” divergencia sera dificilmente observable en ciglgimulacion ya que siempre
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tendremos una caja finita.

La DPD esta concebida para simular problemas hidrodinawiedluidos complejos.
En realidad, querriamos que las particulas DPD se movies¢a ébrma que siguieran
exactamente el flujo que queremos modelar. Vemos que este@sgmente lo que ocu-
rre cuando el coeficiente de friccion es suficientementedgréen este caso la velocidad
de una particula DPD coincide con la de su ambiente) y cuadrstdapamiento es tam-
bién grande (de tal manera que la velocidad ambiente se rhigreelinamicamente). En
este régimen, la dindmica de las particulas es principatoetectiva y es donde la teoria
cinética precisamente falla: hay discrepancias entrerkigriones para los coeficientes
de transporte y los resultados de simulacion (Pagonalzeatad), 1998).

En los regimenes en los que los efectos colectivos son iamted, esperamos que
aparezcan desviaciones de las predicciones de la teoéticeino solo para el coeficiente
de difusion, sino para la viscosidad del fluido DPD (Pagorralgaet al, 1998).

El haber estudiado el caso de un modelo de DPD con fuerzargatisa nula per-
mite aislar exclusivamente la dindmica disipativa del ni@@#D. Como hemaos visto,
la transicién entre un régimen y otro esta gobernada porlapamiento y la friccion
adimensional. Esperamos que los regimenes dinamicosteadosno sean modificados
sustancialmente por la presencia de una fuerza conservetinula.



Capitulo 3

Descripcion de grano grueso de
un fluido y su relacion con la
DPD

En el capitulo anterior hemos discutido la dinamica del fobB&D en ausencia de fuer-
zas conservativas. En este capitulo pretendemos ahoretasgmente en el significado
fisico que se puede conceder a esas fuerzas conservatigamenelo DPD. Para ello,
sobre un fluido simple simulado con Dinamica Molecular,atios un procedimiento de
agrupamiento de atomos en cumulos que se mueven con dirsaiaicamables. Se discute
desde esta perspectiva la DPD y, en particular, nos censramel andlisis de las fuerzas
conservativas (el potencial de fuerza medio) entre los tdaside atomos” a través de
las funciones de distribucion radial.

3.1 Introduccién

En la Dinamica de Particulas Disipativas el fluido se repriasen términos de particulas
gue interaccionan a través de tres tipos de fuerzas: cais@v (que provienen de un
potencial suave repulsivo), fuerzas disipativas (que nigpe de las velocidades relativas
de las particulas que se acercan) y fuerzas térmicas o r@édesatba motivacion original
para introducir los tres tipos de fuerzas proviene de ung@maeuristica, poco rigurosa,
en la cual las particulas puntuales son consideras gatas de fluidajue interaccionan
disipativamene debido a la fuerza viscosa y estan sometidiasnovimiento térmico para
impedir que se queden paradas. Se ha demostrado que la DEB®gmrdormulada de tal
forma que el sistema tiene una colectividad de equilibriGids y satisface un teorema
de fluctuacién-disipaciéon que permite relacionar la amgldel ruido con la temperatura
del sistema en equilibrio (Espafiol y Coveney, 1997; Espgfibarren, 1995). La co-

39
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lectividad de Gibbs esta dada en términos de un potenciatseaulsivo y no depende
de la disipacion del sistema. Dicho de otra forma, la partsevativa del algoritmo es
la Unica responsable de la termodinamica de equilibrioid&drea (y en particular de la
propagacion del sonido).

En este capitulo presentamos una perspectiva desde laotopiender con mas de-
talle la DPD: elcoarse grainingde un fluido simple. La idea fundamental es detallar con
un poco mas de exactitud los térmirgitas o particulas fluidas Con esto pretendemos
clarificar algunos aspectos referentes al origen del losnpales blandos (las fuerzas
conservativas) en la DPD.

3.2 Lavision de grano grueso de un fluido

Para comprender el origen fisico de las diferentes fueraasagarecen en la DPD es
necesario recurrir al concepto de grano grueso, denomic@ase grainingen inglés.
Es ilustrativo acudir a primeramente a un trabajo previpéasl, 1996) en el que se ha
efectuado un procedimiento de grano grueso sobre un sistemaimple, una cadena
armonica unidimensional. Esta cadena puede entenderseaionodelo mas simple de
cadena polimérica. En el nivel de descripcion mas detalkddstado del sistema consiste

Figura 3.1: Descripcion microscopica y mesoscopica en la cadena acanénidimensional:
nivel de particulas y agrupacion de varias particulas erutasn

en un conjunto de particulas unidas con muelles con la migmstante recuperadora,
estando restringidas a moverse en una dimension. Se defighdena unidimensional
en funcion de las posiciones y momentos de las particulaprogedimiento propuesto
por Espafiol (1996) agrupa las particulas de la cadena erl@sideiun cierto tamafio.

En el nivel de descripcién mesoscopico, menos detalladadana queda descrita por
las posiciones y momentos de los centros de masa de los cginBdanuestra que estas
nuevas entidades, los cumulos, se comportan como si fgepemparticulas conectadas
entre si con muelles de constantes recuperadoras massd@ulkmas de estas fuerzas de
origen conservativo, estan sometidas a fuerzas disigajva dependen de la velocidad
relativa entre los cimulos. Precisamente con la técnicaglegeradores de proyeccion
se puede obtener una expresion de la nueva constantealadetcoeficiente de friccion
del nivelcoarse-grainean funcién de las variables microscépicas. Ademéas los assnul
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estan también sometidos a una fuerza térmica aleatoriaagoeethta de todos los grados
de libertad eliminados en el nivel de descripcion de los damuwy que dependen de la
temperatura del estado de equilibrio. Esta es una idearegttaren la mecanica estadis-
tica de no-equilibrio: siempre que se realiza una des@iipde grano grueso, en la que
se describe al sistema con un numero menor de variables, fmglgrados de libertad eli-
minados aparecen en la dinamica de las variables macressdgm forma de disipacion
y ruido. Ademas, ambos efectos estan conectados a travésodema de fluctuacion-
disipacion.

Con la misma intencién que en el ejemplo anterior, podenazeae una descripcion
mesoscopica de un fluido. El problema esencial en el caso flaido es la definicion
precisa de lo que llamamos cumulos de particulas o gotasefemos en lo que sigue
de seccion, una propuesta razonable para tal definicion.

Realizamos una simulacion de equilibrio con Dinamica Mol@cpara representar
microscopicamente un fluido simple. Consideraremos urucomjde N atomos en una
caja cubica periddica de volumen tol@l. Las particulas interaccionan con un potencial
repulsivo WCA, (Weeks, Chandler y Andersen (1971)) que epatancial desplazado
tipo Lennard-Jones pero truncado en el minimo.

Formaremos los cumulos sembrando un nunérale puntos inicialmente distribui-
dos de forma aleatoria en la caja, siendo <« N. Estos puntos definen los centros de
cumulos. Asociamos a cada uno de estos centros el conjurdquddlos atomos que
estan en su vecindad. lteselacion de Voronas una forma adecuada de hacer esto, ya
gue cada particula microscopica esta asignada al centrianaiél@ que se encuentre mas
proximo. De esta forma, el espacio se divide en celdas il@eggique no solapan y cu-
bren el espacio completamente. A cada celda centrad® ee le asocia una velocidad
v; ala que inicialmente se supone valor cero. A partir de lazfgemicroscépicas de las
particulas que pertenecen a cada celda (de la simulacioimdeniza Molecular), calcu-
lamos la fuerza total resultankg sobre la celdadebida a las particulas que pertenecen a
celdas vecinas. El centi®; y la velocidadv; constituyen las variables de la descripcion
mesoscoépica (menos detallada) de nuestro fluido.

A medida que la simulacidn de Dinamica Molecular subyacewd®za, en cada pa-
so de tiempo discretd¢, movemos el centro de los cimulos de acuerdo con la ley de
Newton:

R;(t+ At) = R;(t) +vi(t)At + %:;((’?) (At)?
vilt+ At = vi(t) + i((tt)) At (3.1)

dondem;(t) es la masa total de las particulas que pertenecen por paadmila celda,
situada erR; en el tiempa. Logicamente, la masa de cada camulo es una magnitud que
depende del tiempo porque las particulas microscépicasepumoverse de una celda a
otra.

Se plantea una cuestion interesante: ¢ Podemos relacongye sea de forma muy
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sencilla o simplista, la fuerzR; que actla sobre el cimulocon las posiciones y ve-
locidadesR;/, v de ese cumulo y las de sus vecinos? Dicho de otro modo, ¢psdemo
obtener una descripcion cerrada del fluido, autoconsestentel nivel mesoscopico? Es-
ta claro que si conociésemos la dependencia explicita destad que experimenta un
cumulo dado en términos de la posicion y velocidades de lositns vecinos, podriamos
simular la ecuacién de movimiento para los cimulos en vezndelar la evolucion de
las particulas microscopicas que los constituyen. Est@septaria un enorme ahorro de
tiempo computacional porque el nimero de cumulos es muchomegie el nimero de
particulas microscopicas y, ademas, porque la escala diec&mtemporal de los cu-
mulos es mucho mayor que la microscépica. Asi, un paso d@tigazonable para la
simulacién de la evolucién de los camulos (tipicamente wrpipfia fraccion de la escala
temporal de evolucion de los cimulos) es un paso de tiempagnamgle comparando con
el paso de tiempo necesario para simular la dinamica migpasz del sistema.

Sin embargo, nos encontramos aqui con un problema invarsongar la fuerza de
interaccién a partir del movimiento de los ciimulos. Esteéssdamente el problema que
se encontraron Kepler y Newton al intentar inferir la ley derfa entre los planetas y las
estrellas a partir de un conjunto de observaciones plaastdEs cierto que el problema
planteado es realmente complicado y no pretendemos relsotieemanera exacta. No
obstante, podemos extraer alguna informacion util soberiamica de los cumulos a
través de nuestros resultados de simulacion. De hecho,sheéefimido un potencial de
fuerza medio de interaccidn(R) entre los cimulos a partir de la funcién de distribucion
radial a pareg(R)* de los centros de los cimulos, de acuerdo con la expresion

V(R)} (3.2)

g(R) = exp {— T

dondekp es la constante de Boltzmanriyes la temperatura del sistema en equilibrio
(MacQuarrie, 1976). En realidad, el potencial de fuerzaimEdR) da el promedio de la
fuerza que ejerce una particula sobre otra particula naradal en el estado de equilibrio,
estando fijada la particula que ejerce la interaccion a wstardiial? .

Hemos comprobado que la temperatura cinética de los curmdeescopicos, defi-
nida a través de la energia cinétidd.) de los cimulos com@, = 353 %Z), es igual
a la temperatura microscépi@aobtenida a partir de la energia cinética de las particu-
las microscépicas. Podemos mantener esta afirmacién cagumeanto menos riguroso
calculando el promedio en equilibrio de la energia cinéian ciimulo y considerando
que la masa es constante. De esta forma también se obtigueldad de la temperatura
microscopica y mesoscopica. En el limite de cimulos muyvaossias fluctuaciones

1Recuérdese que la funcion de distribucion ragi@k) mide las correlaciones independientes del tiempo
entre las particulas. Da la probabilidad de encontrar undpaatomos a la distanci&, relativa a la pro-
babilidad esperada para una distribucion aleatoria décpkas a la misma densidad. Siendo mas precisos,
g(R)V(R,AR)/Vy es la probabilidad de encontrar una particula en la capsiesfée radioR y anchura
AR, estando una particula en el origen. Entendemos/gt, AR) = AR el elemento de volumen de la
capa esférica.
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relativas de masa son pequefias y por tanto la igualdad desaembperaturas esta garan-
tizada.

3.3 Resultados de simulacion

Hemos realizado una simulacion de Dinamica Molecular®os 2197 particulas WCA
confinadas en una celda cubica. El estado termodindmicastieis esta caracterizado
por la temperaturd’ = 2 y la densidag = 0.6 (en unidades reducidas convencionales
en la MD representando argon). Este estado correspondelicoes tipicas de liquido
para este sistema.

Inicialmente elegimos los centros de los cumulos seleecida un nimeraV, de
particulas atémicas al azar y situando los centros de clemulas posicion de las parti-
culas microscopicas seleccionadas. Esto asegura qugisneteun niimero de cimulos
idéntico al nimero total de particulas microscépicas, @aticula constituye su propio
cumulo para siempre (nétese que el algoritmo que actualizedriables de los cimulos
en la Ec.(3.1) es idéntico al de las particulas en ese caso).

A medida que la simulacion avanza en el tiempo, calculamdsrieion de distri-
bucién radial de los camulos y el correspondiente potemtgauerza medio. Estudia-
mos sistematicamente la dependencia de estas cantidadebmamero total de cimu-
los N,.. VariandoN, estamos cambiando la densidad numérica de los cimulosgsto
n. = N./L?, dondeL es la dimension lineal de la caja de simulacién que siempre pe
manece fijada. También hemos cambiado el tamafio tipico dérunle definido como
Ae = (n.)~'/? y la masa tipican,. definida como el nimero de particulas atémicas por
cumulo,m. = N/N,. Por lo tanto, los limites para la densidad numérica de camul
n. sonp como la maxima densidad (cuand = N y tenemos una Unica particula
por cimulo ) yn. = (3/L)* como la minima densidad. Este minimo corresponde a te-
ner tres cumulos por dimension lineal. Esta restriccionimmarelimina en lo posible la
autointeraccion de los cumulos a través de las condiciomesigtorno periddicas.

Hemos observado en la figura 3.2 que para el rango de masas dénhlos entre
m. = 1y m, = 2 lafuncion de distribucion radigl( R) pierde su estructura atdbmica y
se dirige hacia una forma sin estructura prominente.

En la figura 3.3 mostramos lg(R) para cumulos de masas comprendidas entre
m. = 2y m. = 10. Las curvas inferiores corresponden a los ciimulos mas osasiv
La forma de todas las curvas es bastante similar. A mediddagdistanciak decre-
ce también lo hace(R), lo cual significa que es menos probable encontrar cimulos a
pequefas distancias. Sin embargo, es importante resafteqeefio aumento de proba-
bilidad a distancias muy pequefias, alrededdr.gen unidades reducidas. Sospechamos
que ese aumento gl R) para distancia® pequefias es debido al hecho de que hay una
probabilidad no nula de encontrar cimulos muy proximoseesiti(sobre todo para el
caso de cumulos poco masivos). Este efecto espureo se véficadmpor la condicion
de normalizacion a la densidad del sistema impuesta sobféla No es mas probable
encontrar dos cimulos poco masivos a distaddajue a distancia.5, sino que la capa
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Figura 3.2: Funcion de distribucion radial en transicion micro-mespsta. Entendemos por
m. la masa promedio de los cimulos.

esférica correspondiente a estas pequefas distanciasitieolumen muy pequefio sien-
do el cociente nimero de eventos de cumulos cercanos/voldmé concha esférica,
relativamente grande. Por lo tanto, se espera que cuandartugos son suficientemente
masivos, dichos eventos seran relativamente extrafios) gesonfirma en los resultados
de simulacién presentados en la figura 3.3 donde el ligereatoey(R) en distancias
pequefiag ~ 0 es menor a medida que aumenta la masa del cimulo.

El mecanismo fisico que produce la forma particular de lxifum de distribuciéon
radialg(R) no se entiende bien. Para dilucidar mejor el caracter dpettacial efectivo,
hemos estudiado la misma dinamica para un gas ideal depastico interactuantes.
Los resultados muestran esencialmente la misma forma @a(&). Esto sugiere que
el potencial atomico no es relevante y que la forma particeég (R) para los cimulos
en nivel mesoscopico tiene un origen entrdpico, de caraoteamen excluidgue no es
enteramente trivial (ver figura 3.4).

El potencial de fuerza medio obtenido de la expresién (&2nsestra en la figura
3.5. Las curvas inferiores corresponden a los valores da desimulo menores. Este
potencial es repulsivo y tiene un rango de interaccion queeata con la masa del cimu-
lo. Tiene una altura finita lo cual significa que las partisujae se mueven sometidas a
dicho potencial de interaccion pueden interpenetrarsaenksflejo de la posibilidad real
de que los centros de los cimulos pueden cruzarse. Sin espbargdida que el cimulo
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Figura 3.3: Funcion de distribucion radigl( R) para distintos tamafios de cimulos. En orden
descendiente cada curva corresponde a masas promedio desaien. = 2,3,4,5, 8, 10.

es mayor, es mas dificil que dos cimulos estén cerca.

Hemos intentado encontrar una parametrizacion sencilestiepotencial de fuerza
medio en funcidn de dos magnitudes, el rango del potedgidhjue estara relacionado
con el alcance de la interaccién o el tamafio de los cumulosg)aftlira de la barrera
energéticd’/y, que nos dard la intensidad de dicha interaccién. Con respdas formas
funcionales de ajuste, hemos observado al representar @stenciales en ejes lin-log
que parakR > 1 el decaimiento del potencial se puede aproximar muy bienupar
exponencial. Esto sugiere ajustar el potencial de fuerzhiawela siguiente funcion

Vo
cosh (R%)

Esta funcién muestra un decaimiento exponencial a grandemdias y va suave-
mente al valoif, a distancias nulas. La derivada del potenciafes: 0 es cero y esto
implica que la fuerza media no presenta ninguna discowtatlia medida que dos parti-
culas pasan una muy cerca de otra. Notese que la funcion ste §pu3) no presenta la
caida a distancias pequefias de los resultados de simutkcian( R), (sabemos que esta
caracteristica desaparece para cumulos grandes).

La esperanza de encontrar una expresion universal partegiqia de fuerza medio,
para cumulos suficientemente masivos, queda confirmadoarénte las figuras 3.6(a)
y (b). En la figura 3.6(a) representamos el valof/gen funcion de la longitud tipica del
cumulo).. Desafortunadamente, para cimulos grandes la estadistioanor debido a

que el numero de cumulos sobre el cual promediamos para g{étlires menor. Por el
contrario, es razonable concluir del grafico que para gialoahgitudes tipicas de camulo

V(R) = (3.3)
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Figura 3.4: Efecto del potencial microscépico en la forma de la funciérdistribucion ra-

dial mesoscépica. Se representa en la figura la funcién tiébdision radial para el potencial
microscopico WCA (circulos llenos) y en cuadrados rellelaodel gas ideal microscopico.
Ademas representamos ¢éR) mesoscoépica para cimulos de masa media de 5 &tomos co-
rresponde al WCA (circulos vacios) y al gas ideal (cuadradoms). Légicamente en el gas
ideal todos los atomos tienen igual probabilidad de enasgra cualquier distancia de otro,

de ahi la linea recta. Lg{ R) mesoscépica del CWA es muy parecida a la del gas ideal, y tan
s6lo muestra un ligero efecto repulsivo del potencial.

se observa una saturacion en la curva. La figura 3.6(b) remieesl rango del potencial
en funcidon del tamafio del cimulo donde se observa una clpemdencia lineal.

3.4 Discusioén

¢ Por qué realizar un descripcién de grano grueso en un flasidoa@mejora sustancial a
la hora de intentar presentar un modelo que lo caracterice?

Por una parte, debemos mencionar que cualquier descrigeigrano grueso supone
una gran ventaja tanto en la simplicidad del modelo como empadacion del mismo.
Representamos al sistema con menos variables que adenhdsiawan en escalas de
tiempo mas lentas. Por consiguiente, somos capaces deald@ampos mayores en
simulaciones con un menor coste computacional: cantidadande almacenamiento de
datos y menor necesidad de recursos informaticos. Sin gmidaay que decir que en el
coarse grainingsiempre perdemos informacién y detalles sobre el sisteraggde estar
muy seguro de que las variables de grano grueso seleccisada@apaces de describir
el fendmeno que nos interesa.

En el caso de los sistemas fluidos representados con la Qa&heiParticulas Disi-
pativas, sabemos que el sistema se describe con la dinaenddgetos, entendidos como
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Figura 3.5: El potencial del fuerza medio derivado de las funciones stildiicion radial de
la figura 3.3, de acuerdo con la Ec.(3.2). En orden ascengangemasas crecientes.

gotaso particulas de fluiden sentido vago. En una simulacion numérica de DPD lo
natural es seleccionar como unidad de longitud la distaifgiea entre dichaparticu-

las (y por tanto la densidad numérica queda fijada automaticeravalor 1 en estas
unidades), como unidad de energia la barrera enerdgétioacomo unidad de masa la
masa tipica de esas particulas disipativas (en el modgjmalse toma constante e igual
paratodas ellas). De esta forma hemos seleccionado lasdesiéspacio-temporales que
corresponden al nivel de descripcion simplificada o de gganeso del fluido.

El paso de tiempo utilizado en las simulaciones de DPD dehesegeneral, una
pequefa fraccién de esta unidad temporal que, a su vez, eiebastante grande compa-
rado con el paso de tiempo tipico de la Dinamica MoleculamEs, el potencial blando
permite utilizar pasos de tiempo incluso mas grandes enrsdades correspondientes
comparadas con las de MD. En contraposicion a los potesajalese usan en las simula-
ciones MD (tipo Lennard-Jones) no se producen inestaldiisidebido a que se alcancen
energias potenciales demasiado altas en un Unico pasargmtieSse debe apreciar, sin
embargo, que en comparacion con el potencial de Lennams,Jeste tipo de potenciales
blandos son menos eficientes en el intercambio de momentadencolision. Por tanto,
lo que ganamos al aumentar el paso de tiempo gracias al tipotercial blando se pier-
de debido a que debemos simular un mayor intervalo temparal gbtener resultados
estadisticamente relevantes.

Como vemos, la verdadera ventaja de la DPD sobre MD esta égndicado dife-
rente de las escalas de espacio y tiempo que representandedos. Esta idea se refleja
mejor si consideramos una simulacion MD realista del casandesuspension coloidal.
La escala temporal de evolucion de las particulas col@dakesadas) es muchos érdenes
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Figura 3.6: Parametros de ajuste del potencial de fuerza medio, larba@nergéticd; vy el
rango Ry, para diferentes tamafios de cimulos.

de magnitud mayor que la escala de evolucion de las paiatdanicas (ligeras) que for-
man el solvente. Por el contrario, si utilizamos particdliagpativas para simular dicha
suspensidn, en particular, si representamos el solventeadescripcion dgrano grue-
so, podemos reducir la diferencia entre las escalas de lospissde particulas presentes
en nuestra simulacion. De esta forma, los cumulos pesadepdrticulas disipativas)
evolucionan mucho mas lentamente, en escalas temporahgmcables a aquellas de las
particulas coloidales. O sea, la diferencia entre la esnakoscépica del solvente (par-
ticulas DPD) y las de las particulas coloidales es mucho nmumla que hay entre los
atomos del solvente (particulas MD) y los coloides.

¢Cual es el origen de la forma tan particular de la funcionistelolicion radialy (R)
mesoscopica? Es una fuerza de volumen excluido que casieseria dependencias
importantes del potencial de interaccion molecular. Déhbgpara el gas ideal y el po-
tencial WCA atémicos, se obtiene practicamente la mismeidmnde distribucién radial
mesoscoépica. Es interesante resaltar que una simulaciteselas de Voronoi riguro-
sa, sin ninguna dinamica entre ellas reflejaria gif¥a) absolutamente plana, es decir,
equiprobabilidad de encontrar a cualquier tesela a cualglistancia de otra. La dina-
mica mesoscopica es la responsable final de esta dificultadetpenetracion para los
cumulos. Por supuesto, es un impedimento “blando”, porguescficiente energia se
puede superar la barrera energética. Otro punto impontafeieente a la forma de la fun-
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cion de distribucion radial mesoscopica se observa en laafigi2: la transicion micro-
mesoscopica en lg(R) es inmediata, se observa la pérdida de los detalles delgalen
atomico en el momento que a los cimulos le corresponde masd@emo.

El potencial de fuerza medio extraido de la funcién de distion radial mesoscoépica
no coincide en general con el potencial real que actia easrenesoparticulas, en el
sentido en que es una aproximacion, que involucra supasitédnteraccion a pares, o
una teoria de campo medio. Una prueba sencilla de ello seeisiqgeprodujésemos la
evolucion de los cumulos con este potencial, encontragatesviaciones o divergencias
de las trayectorias de los cimulos respecto de la simula@da cual hemos extraido
ese potencial. Simplemente esperamos que el potencialequeshinferido capture al
menosparte de la dinamica del sistema, aunque no con todo el detallesygmresto.
Sabemos que cualquier procedimiento de grano grueso cafdlpresencia de disipacion
y ruido térmico en el nivel mas simplificado como recordataie los grados de libertad
eliminados. Seria interesante derivar analiticamenteylalé fuerza entre los ciimulos
de la misma forma que en que se puede obtener en el ejemplocdedaa arménica
unidimensional (Espafiol, 1996) anteriormente mencionBdain analisis mas riguroso,
gue se escapa de la intencion de este trabajo, estos efdipaion y fluctuaciones
térmicas) deberian ser incluidos adecuadamente en lag@éordel fluido en términos
de cumulos, ademas de la interaccion conservativa proaquarck| potencial suave.

La DPD ofrece un esquema mesoscoépico razonable en el quareduee el compor-
tamiento hidrodinamico, sin embargo, la forma en que lazfsedisipativas y aleatorias
se han introducido es bastamithoc Estos efectos de la disipacion y el ruido se introdu-
cen en el modelo por argumentos de simetria y simplicidaduéiza disipativa es lineal
en las velocidades y ademas es invariante bajo translacjotransformaciones galilea-
nas. El término de ruido esta fijado por el teorema de fluodmadisipacion (Espafiol y
Warren, 1995). Todas estas fuerzas tienen un rango esfiat@fijado por una funcién
peso. A la luz del analisis realizado en este capitulo paratiwral elegir esta funcién
peso precisamente como el mismo potencial suave que heffieoislanen este trabajo.
En el algoritmo original de Hoogerbrugge y Koelman (1992)date conservativa esta
daba por un potencial lineal repulsivo que también se atéamo la funcion peso de la
parte disipativa. Esta funcion de potencial depende derlaidad de puntos a través de
la condicion de normalizacién que, aparte de factores nigcogse puede demostrar que
la satisface también el potencial de la Ec.(3.2).

En este capitulo nos hemos limitado a elegir como variabksostopicas las posi-
ciones y velocidades de los ciimulos, para quedarnos en elonkano de descripcion
del modelo isotermo original de la DPD. No hemos introduattas variables termo-
dindmicas para caracterizar dichos camulos. Para unasegeeion mas completa del
fluido, las ecuaciones de movimiento de los cimulos se puedender tomando como
variables mesoscopicas ademas de la posicion y velocidémsdgimulos, también su
masa y su energiainterna. La hipotesis de equilibrio loaspermite obtener ecuaciones
cerradas para ese conjunto de variables mesoscopicadi(Espa96). Estas ecuacio-
nes son, evidentemente, las ecuaciones de la hidrodinfloitzante. Esta extension la
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realizaremos en capitulos subsiguientes. Lo que propamesion algoritmo bastante
similar a la DPD que discretice en una malla arbitraria lagi@na las ecuaciones de la
hidrodinamica fluctuante.

Como hemos mencionado en el capitulo introductorio, ladtdiodramica de Particulas
Suavizadas (SPH) constituye una discretizacion lagraagia las ecuaciones hidrodina-
micas. Es similar a la DPD excepto que en ella no estan pesséad fluctuaciones
térmicas. La estructura matematica del método que ofreesalncién del continuo ma-
croscépico se parece a las ecuaciones diferenciales gedirtiel enfoque microscépico
de la Dindmica Molecular atomista. En la referencia (Kum yt#y, 1994) se muestra
que para un fluido ideal con una presion que depende cuadréite de la densidad, las
ecuaciones de la SPH son isomorfas a las ecuaciones de laibélslolecular, donde la
funcion peso (utilizada para la discretizacién de las eocnas) juega el papel del poten-
cial interatémico. Por lo tanto, parece bastante natuiledartcomo funcién peso en SPH
el potencial de fuerza medio escalado inferido en estejoatahy como ya hemos dicho
para la DPD. Hay varias razones para esta propuesta:

- Primero, se ha observado que la forma de la funcién pese égattos cualitativos
en el movimiento de las mesoparticulas SPH para otras fuesipeso ligeramente di-
ferentes. Por ejemplo, se ha observado en simulacionestdais®tendencia general
en el sistema de pares de particulas préximos que se muentinueonente de manera
asociada. Este efecto a pares ocurre cuando utilizamosd#&fude peso de Monaghan
envez de la de Lucy (Kurat al, 1995) ).

- Segundo, se observa un congelamiento de las particulpisdloace que el sistema se
comporte artificialmente como un sélido) cuando la pres@isidtema es suficientemente
grande, lo que conduce a efectos viscoelasticos espureosdékal, 1995). Este hecho
precisamente limita drasticamente la técnica SPH cuansioséa los flujos subsénicos
a alta presion (Kunet al, 1995). Un fendmeno similar también se ha encontrado en
algunos trabajos de DPD (Koelman y Hoogerbrugge, 1993;fiedph995).

Por lo tanto, sugerimos un estudio extensivo y sistematcka dorma del potencial
escalado que hemos obtenido en funcion del estado ternmodiodel fluido micros-
copico. Es muy importante poder disponer de funciones peda 8PH (y de fuerzas
conservativas en la DPD) que no provoquen la inestabiligacbdigelamiento (excepto,
obviamente, cuando el fluido microscopico esté sufriendotransicion de fase liquido-
sdlido). Dicho de otro modo, pensamos que usando una fupegmque sea dependiente
del estado termodinamico podriamos librarnos del artefdeitcongelamiento y del efec-
to extrafio de pares de particulas con sus trayectoriaseaitarnorrelacionadas.

En realidad, con este tipo de analisis hemos conectado laypRC5PH. La com-
paracion entre la DPD y la SPH sugiere mejoras en ambos tgsi Por un lado, la
DPD tiene un estado de equilibrio bien definido y presentafagones térmicas pero la
manera de incorporar en ella las fuerzas viscosas es baathhdc Pero todavia no esta
claro como relacionar los parametros propios del modelda®propiedades macrosco-
picas (tales como los coeficientes de transporte) del fluidoggeremos representar. Por
el contrario, la SPH tiene definida la forma de incluir laghas viscosas pero le falta in-
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corporar el efecto de las fluctuaciones térmicas. Una visidfitadora, sintesis de ambos
métodos, serd el objetivo de los proximos capitulos.
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Capitulo 4

La SPH y la DPD bajo el prisma
GENERIC

En este capitulo analizamos la Hidrodinamica de PartiQuasizadas (SPH) bajo el mar-
co GENERIC y la generalizamos al incorporar las fluctuagdganicas correctamente.
Vemos que una eleccion mas sencilla de los términos de reffoduce el modelo de la

Dinamica de Particulas Disipativas (DPD). En este contesttarecemos el sentido fisi-
co de las fuerzas conservativas del modelo DPD. Vemos qufalgoritmos tienen las

siguientes propiedades: la masa, el momento y la energiaagnitudes conservadas, la
entropia es una funcién no decreciente en el tiempo y ambdslo®tienen incorporadas
las fluctuaciones térmicas, de forma termodinamicamemtgistente.

4.1 Introduccion

En el capitulo anterior, hemos visto que la DPD es, en und®rtgo, similar al mé-
todo conocido como SPH (Espareailal, 1997; Espafiol, 1997b, 1998a). Realizando un
coarse-grainigde un fluido, hemos obtenido un potencial de fuerza medidsiplen-
tre las mesoparticulas fluidas que nos da una idea de la lea@ifésica de las fuerzas
conservativas en la DPD: son fuerzas de volumen excluido @rigen entropico. Sin
embargo, desconocemos la forma de simular con DPD sisteomascenportamientos
termodinamicos variados.

Por otra parte, sabemos que las particulas SPH deben sediglakecomo porciones
de fluido que se mueven coherentemente con el flujo (como ldssne una malla la-
grangiana irregular). El problema de la SPH es que no indag/8uctuaciones térmicas
(ni en forma de un tensor de tensiones aleatorio ni a través €lgjo de calor como en la
teoria de las fluctuaciones hidrodinamicas de Landau y itzf$h959)). Por lo tanto, es
discutible la validez del método para el estudio de fluidosplejos a escalas mesosco-

55
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picas donde dichas fluctuaciones son importantes. Lasdiflicduaciones observables
en SPH tienen un origen puramente numérico debido a la tzr®n de las ecuaciones
de Navier-Stokes en términos de particulas. Obsérvesasgtiettuaciones de velocidad
consideradas en la SPH, por ejemplo, en (Ho@teal., 2000) no se corresponden con
las fluctuaciones térmicas de la teoria de las fluctuacioidesdinamicas de Landau y

Lifshitz (1959).

En este capitulo, utilizando el formalismo GENERIC, dampa solucién a estos
problemas bésicos en la SPH y la DPD. Extraemos, por analogial analisis de la SPH
y de manera natural, el sentido fisico de las fuerzas coatheas en el modelo DPD.
Primero presentaremos el formalismo de dos generadordSERES) que garantiza la
consistencia termodinamica, (Grmela y Ottinger, 1997inQ¢r y Grmela, 1997; Ottin-
ger, 1997, 1998a,b). Posteriormente, analizaremos la SRHDPD dentro de dicho
contexto: Formulamos el modelo lagrangiano discreto dé’ld Bcluyendo las fluctua-
ciones térmicas correctas y veremos cémo una ligera vaniagi la forma del ruido nos
conduce al modelo DPD cooualquier comportamiento termodinamico

4.2 Elformalismo GENERIC

Por completitud del capitulo presentamos en esta secci@mneblismo GENERIC, re-
cientemente desarrollado por Grmela y Ottinger en (Grmé&tinger, 1997; Ottinger y
Grmela, 1997).

El formalismo GENERIC (acrénimo d&eneral Equation for Non Equilibrium
ReversiblelrreversibleCoupling) establece que todas las ecuaciones de transjgerte r
levantes en la termodinamica de no equilibrio presentarestractura reconocible. Un
gran numero de ejemplos confirman esta afirmacién: la temaadca lineal irreversible,
la hidrodinamica relativista y no relativista (Ottinge®9Bb), la ecuacion de Boltzmann
(Ottinger, 1997), la teoria cinética de polimeros (Ottm@)@98a), por mencionar algunos,
tienen todos la estructura GENERIC.

No se trata sélo de una manera de reescribir la ecuacioneardgporte tradiciona-
les en un lenguaje transparente, sino que permite derivanadéorma bastante sencilla
ecuaciones dinamicas con sentido fisico para sistemasnsiderados hasta ahora. La
estructura garantiza la consistencia termodinamica, pasegura que se satisfacen la
primeray segunda ley de la de la Termodindmica

Para describir un sistema, primeramente hay que realizzbuena eleccién de las
variables. Para ello hay que saber cuéles son las caréicesielevantes del fendbmeno
gue nos interesa describir. Hay que decidir cuél es el nevelabcripcion apropiado para
ese fenédmeno en concreto, y saber si el conjunto de varisddiescionado en dicho nivel
es independiente y completo. GENERIC se basa en la idea desjueriables relevantes
gue describen al sistema en un cierto nivel, denotadastiva@le®nte por:, evolucionan
en escalas de tiempo perfectamente separadas de las ekxalaias variables que no
intervienen en dicha descripcion. Es decir, las variablegidas deben ser capaces de
dar una descripcion cerrada del sistema. Si es asi, el estadal del sistema depende
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s6lo de un pasado muy reciente y todos los efectos de memumdep ser despreciados.
Se trata de una idea recurrente en la mecanica estadistcaedgiilibrio iniciada en los
trabajos pioneros de Zwanzig (1961) y Mori (1965). En realida estructura GENERIC
puede sededucidaa partir de primeros principios utilizando operadores dg/@ccion
estandar (Ottinger, 1998a).

Los bloques basicos en el formalismo GENERIC son dos pailesey dos operadores
lineales. Los potenciales son la enetf{a) y la entropiaS(z), definidas como funciones
de las variables que hemos elegido para describir el estado del sistema.dayadores
lineales sonZ(z) y M(z). Las ecuaciones dindmicas deterministas GENERIC repiten
siempre la estructura

dr OE(x) 0S(x)
dt = L(z): Ox or

Hay que entender qu#/ 0z generalmente implica derivadas funcionales mas que deriva
das parciales, ya quepuede representar campos dependientes de la posicién;tate
el campo de densidadr, ).

Reconocemos al primer sumando del lado derecho de la eaudci como la parte
reversiblede la dindAmica. El segundo es la parteversible El punto fuerte de GENE-
RIC surge de las exigencias concretas respecto a ciertafrigimen las matricds(z) y
M (z) que limitan las posibilidades sobre su modelado fisico.

+ M(x)-

(4.1)

1. La matrizL(z) es antisimétrica y satisface la identidad de Jacobi (heakcegta
relacionado con la invariancia de la estructura tempor@Bsicamente describe
efectos cinematicos (reversibles) y esta dada principatenzor la eleccién de las
variables y su comportamiento bajo transformaciones éslpac

2. La matrizM (z) es simétrica y semidefinida positiva. Juega el papel de las-ec
ciones constitutivas (propiedades materiales dinamycasponde, por tanto, de la
dindmica irreversible.

Pero més importante todavia, se deben satisfacer adentéstiisiones delegeneracion
siguientes

L(z) i 0
M(x)-ag;m) = 0. (4.2)

¢, Qué estan expresando estas condiciones? El requisiteads gmdiente@g% esté en
nucleo del(z) expresa la naturaleza reversible de la contribuciéh(de a la dindmica:

la forma funcional de la entropia debe ser tal que no puedafsetada por el operador
gue genera la dinamica reversible. La condicion de que eiiegnaeag—gf) esté a su
vez en el espacio nulo d¥ (z) expresa la conservacion de la energia total dada por la

contribucion deV/ (z) a la dinamica.
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Estas propiedades aseguran que la energia total es uraimeadinamicoF = 0,
y que la entropia es una funcién no decreciente del tierfips, 0, como se puede de-
mostrar facilmente por simple aplicacion de la regla de tfena y de las ecuaciones de
movimiento (4.1). En otras palabraseguran la consistencia termodinamica al satisfa-
cerse la primera y segunda ley de la Termodinamica

En el caso de que haya otros invariantes dinamib@s, en la evolucion del sistema
(como por ejemplo el momento lineal o angulak)) y M (z) deben satisfacer otras
condiciones adicionales. En particular,

oI (x) oS(xz)
o ‘M (x)- . 0. (4.3)

que aseguran precisamente gdéz)/dt = 0.

Las ecuaciones deterministas (4.1) son, en realidad, ueiag@cion en la que se
han despreciado las fluctuaciones térmicas. Pero si nuggilale descripcion del siste-
ma necesita ruido, la dinamica general queda descrita paicemes diferenciales esto-
casticas o, equivalentemente, por una ecuacion de Folkeck(FPE) que gobierna la
funcion de probabilidag = p(z, t). Esta FPE se escribe

9E(x)

Oup(z.t) = —%- {p(:ﬂ,ﬂ {L(x) .+ M(@) dp(x, 1)

agf) - kBM(x)-iam )
(4.4)

siendok g la constante de Boltzmann.

La funcién de distribucion de las variables de un sistemageiibrio esta dada por
la funcion de distribucién de Einstein. Se puede probarastaacion bajo la hipotesis
(bastante general) del caraciwixing de la dindmica microscépica del sistema (Espafiol
y de la Rubia, 1992)). Si la dinamica microscépica aseguexistencia de invariantes
dindmicos como la energfa(z) y, quizas otrod (), entonces la distribucion de Einstein
toma la forma

S(x)

(@) = 9(B(a). T exp { 2L @5)
donde la funciéry queda completamente fijada por la distribucién inicial deihwarian-
tes dindmicos. Por ejemplo, si en el instante inicial se ceramn elevada precision el
valor de los invarianteB(x) e I(z), en particular, si toman los valorés, I, respectiva-
mente, entonces, la funcién de distribucién de Einsteirastcplariza a

§(E(x) — Fo)d(I(x) — o) exp { S(x) }

eq — At
pr) O(Eo. ) i

(4.6)

con el factor de normalizacion adecudd@y, Ip).
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Para que la ecuacién de Fokker-Planck (4.4) tenga comaog((sotucion de equilibrio
la funcion de distribucion de Einstein las matricBéz), M (x) deben verificar que

0 0E(x)]
B_x{L(w) ox } =0
M(x)-% - 0. 4.7)

La primera condicidn se puede entender como una condicigrcdenpresibilidad sobre
la dinamica reversible en el espacio de estadgsademas, ha sido derivada indepen-
dientemente con operadores de proyeccion (Ottinger, 1998asegunda condicion es
simplemente el requisito para que la parte disipativa dénandica conserve la energia
total y cualquier otro invariante dindmico presente.

Cuando las fluctuaciones térmicas son necesarias paradapd&mn de nuestro sis-
tema, la funcion entropié(z) puede ser una funcictecrecienten el tiempo. Sin em-
bargo, esto no significa una violacién de la segunda ley dertaddinamica, porque si
definimos efuncional de entropi@omo

Slon = [ S(@)pta, e~ ka [ plr.0)1n pla, da, (4.8)

es posible demostrar, utilizando la ecuacion de FokkareRIg4.4), que este funcional es
estrictamente creciente en el tiem@ghS[p] > 0. Dicho de otra forma, el funcional de
entropia juega el papel de una funcion de Lyapunov.

Finalmente, las ecuaciones estocasticas que son matamétite equivalentes a la
ecuacion previa de Fokker-Planck (Gardiner, 1983; Ottint@96) (en la interpretacion
de Itd) son

OE(x)
ox

9S(x) 0 -
o —I—kBa—x-M(a:) dt + dz. (4.9)

dx = |L(x)- + M(z)-
Es interesante comparar (4.9) con las ecuaciones detstasiifé.1). En particular re-
saltar la aparicion del término de ruido y de un término adial, proporcional &z, en la
dindmica determinista. El término propiamente estoaddtices una combinacion lineal
de incrementos independientes del proceso de Wiener jesatis regla mnemotécnica
de It6
dzdz! = 2kp M (x)dt, (4.10)

lo que significa qué es un infinitesimal de ordeft'/? (Gardiner, 1983). La Ec.(4.10)
es una forma compacta y formal del teorema de fluctuaciGpadign.

Ala hora de formular nuevos modelos es a veces convenigrgeiéisar los ruidogz
directamente, en vez de la matfiz(z), ya que, por la condicion (4.10), la matdiZ(x)
tiene las propiedades adecuadas: es autométicamenteldedfimétrica y semidefinida
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positiva. Para preservar la conservacion de la energiagstl de invariantes dinamicos
en el tiempo, es necesario un requisito mucho mas estricadg&rma concreta dé,

0E(x) .

o dx = 0,

O@) 4z = o, (4.11)
ox

gue implican precisamente las ecuaciones (4.2) y (4.7).

Es sencillo interpretar el significado geométrico de (4.119s pequefios “golpes
aleatorios” producidos por el ruidéx sobre el estado son ortogonales a los gradientes
de E(z),I(z). Estos gradientes son vectores perpendiculares a lashjgficies de
energia constant&(z) = E, y de invariantes dindmicos constantés) = [,. Por
tanto, las fluctuaciones mantienen siempre al estagtola hipersuperficie de invariantes
dinamicos.

Acabamos esta seccion resaltando que el tamafio de las fliactes esta gobernado
(formalmente) por la constante de Boltzmadnn Las fluctuaciones se pueden eliminar
de dicha ecuacion tomando el limitg — 0 (sin cambiar los elementos que constituyen
la estructura GENERIE (z), S(x), L(z), M (z)), de tal manera queg puede ser consi-
derado como un pequefio parametro que controla las fluchexi&i tomamos el limite
ks — 0, las ecuaciones diferenciales estocésticas (4.9) seeztewien las ecuaciones
deterministas (4.1) y la ecuacién de Fokker-Planck (4efetisolo primeras derivadas
de la misma forma que la ecuacion de Liouville. Precisamenteste limite, la funcién
de distribuciérp(z, t) no tiene dispersion y es esencialmente una funcion deltarde D
evaluada en la solucion de las ecuaciones deterministagsstErcaso, el funcional de la
entropiaS[p] se reduce, como debe ser, a la funcién entrSig que es una funciéon no
decreciente en el tiempo.

4.3 Aplicaciones de GENERIC al modelo SPH

El problema basico en cualquier descripcion de no equilithei un sistema dado es iden-
tificar el conjunto de variables relevantes de dicho sistévamos a analizar el conjunto
de dichas variables en la dindmica de no equilibrio para elelecoSPH. Para simplifi-
car, comenzaremos con la SPH sin disipacién. Recordemoslquétodo ya ha sido
presentado en la seccion (1.4).

Sabemos que en la SPH la masade cada una de las particulas es constante y que
estan situadas en las posiciod@scon momento®;. Se define ademas una variable
densidag; asociada a cada particula

pi=>_ m;W(R;—R;|) (4.12)
i

a través de una funcién pe$b(r) (con forma de campana de soporte firfity norma-
lizada a la unidad). Con esta definicion se ve que si las p&@ati@stan muy cerca de
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la particulai, la densidad definida por la Ec.(4.12) es mucho mayor en gsénrelel
espacio. A partir de la densidad podemos asignar un volusmsiaalo a cada particula
fluida s

Vi(Ry,...,Ry) = p—’ (4.13)

(2

(Obsérvese que, en SPH, tanto la densidad como el volumeaddeparticula son fun-
ciones del conjunto de las posiciones de las particulassiehs). Al hablar de pseudo-
particulas SPH @articulas fluidasnos referimos a porciones de fluido o conjuntos de
moléculas que se mueven siguiendo los movimientos cotextivor tanto, parece razo-
nable considerar que estas particulas fluidas son pequisferaas termodinamicos con
su centro de masa situado B, con momentd;, volumenV; definido en (4.13), masa
(fija) m;, y entropiaS; (o energia intern&;). Aunque son sistemas termodindmicos en el
sentido que se puede definir una funcion de entropia, se sup@nlas particulas fluidas
son suficientemente pequefias como para sufrir el efects dledauaciones estocasticas
provocadas por las moléculas o atomos subyacentes quéwysisdicha mesoparticula
fluida.

Por tanto, el estado del sistema SPH queda descrito por jeintomle variables inde-
pendientes = {R;,P;,m;,S;,i = 1,..., M}, siendoM el nimero total de particulas
fluidas SPH.

Los dos elementos basicos del formalismo GENERIC son |layémngia entropia del
sistema en funcion de las variables seleccionadas, pagauéoproponemos la siguientes
expresiones

E() = ) Pi + EVi,mi, Si)

Qmi

A
&
I

> S, (4.14)

donde&(V;, m;, S;) es la energia interna de la mesoparticula fldida funcion de sus
variables extensivas. Como en el tratamiento habitual dediendinamica, suponemos
la hipotesis de equilibrio local (de Groot y Mazur, 1964).r Bmto, la energia interna
de las particulas fluidas es la misma funcién de la masa, @ignentropia que la de la
energia interna total en equilibrio en funcion de las vdeskxtensivas del sistema total.
Podemos ahora calcular las derivadadide) y S(z)

0g; dV;
OB () 21 v, 7 05(x) g
) _ Vi z) _
o - ' , o] (4.15)
T 1

con las definiciones termodinamicas habituales para l&idzld de las particulas fluidas,
la presion y la temperatura (que son funciones de las vasahitensiva¥;, m;, S;)
P;

Vi = —
m;
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0E;
p = -2
J oV; m;,S;
0&;
T - 4.16
851 m;,Vi ( )

Definamos ahora una cantidad relevante para el resto detdlésde la seccion, la
derivada del volumen SPH definido en (4.13) con respectoolsisiones de las particu-
las. Se calcula facilmente

oV; m;
Qi' = - - Wi ij Wik 4.17
j IR, p? (mwj; + 03 Ek MEWik ), ( )
siendo
Wij = W’(Rij)eij. (4.18)

La prima aqui se refiere a la derivada respecto al argumestoes el vector unitario en
la linea que une las particulag, (w;; es antisimétrica en el cambig). Analogamente
se define

avi m;

jS = aR] = p—?(mjwij — 51‘]‘ ;mkwik)- (419)

Construimos ahora la matriz(z) del modelo SPH que representa a la hidrodinamica en
version lagrangiana para un fluido no viscoso. Imponemodayparte reversible de las
ecuaciones de movimiento debe ser

Rz’ |rev = Vi
mz’ |rev )
Silev = 0. (4.20)

Es decir, la posicion de la particula fluida cambia exclus®mate de acuerdo con su velo-
cidad (tal y como corresponde a una descripcion en térmimpadiculas lagrangianas de
masam;) y, obviamente, como cualquier dinamica reversible no gebeocar ninguna
variacion en el contenido de entropia de la particula fluRlecordemos que las masas
son constantes por definicion en SPH.

Si analizamos el términb-V E en la Ec.(4.1) con las derivadas de la energia dadas en
(4.15), la matrizL(x) mas simple que se nos pueda ocurrir y que produce las eceacion
deseadas tiene una estructuraldex M bloquesL;; de tamafi® x 8 de la forma

0 15; 0 0
| 16 0 0 0

L = 0 0 0 (4.21)
0 0 0 0



4.3. Aplicaciones de GENERIC al modelo SPH 63

La dltima y la pendltima fila aseguran la invarianciarde y de S;, (por antisimetria
la dltima y pendltima columna quedan fijadas). La primeradieserva la ecuacion de
movimiento para la posicion y la primera columna tambiéa dsfinida obligatoriamente
por antisimetria.

La matriz L(z) es antisimétrica porquk;; = —L}; y satisface las condiciones de
degeneracion Ecs.(4.2).

Tenemos que considerar también los invariantes dinanfiggssi queremos preser-
varlos en el modelo de particulas SPH. En nuestro caso, saomlento totalP, =
> ; P, ylamasa totalM, = >, m;. Comprobemos su efecto sobre los invariantes,
Ecs.(4.3). Tenemos que la masa total y el momento total @mialcondicién, debido a
queQ;; obedece

> ;=0 (4.22)

Finalmente, podemos garantizar la primera condicién eadaaciones Ecs.(4.7) ya que
también se satisface la identidad siguiente

0
ij !

Las ecuacion reversible resultante de apligar, = L-V E para el momento es

Pilev = > QP (4.24)
J

Para algunas variables dependientes interesantes, psdgiicar la regla la cadena y
obtener sus ecuaciones reversibles. En concreto, parbueien

Vileev = Zﬂji'Rj\revzzﬂji'Vj (4.25)
J J

y para la energia interna

g'rv = .'rv a .'rv a0 5v'rv
Z‘ ¢ avz m;,S; VZ‘ o am’ Vi,S; m" o BS’ m;,Vi Z| ’
= - Vi‘rev = _Pizﬂji'vj- (426)
Vi m;,S; j

Es interesante analizar las ecuaciones de evolucion pakeaitables del momento, vo-
lumen y energia interna de las mesoparticulas. Vamos a cangmscon las ecuaciones
de Euler para un fluido no viscoso, en términos de camposmtargi Desde el punto de
vista macroscoépico del continuo, estas ecuaciones son:

e |la ecuacion de continuidad

atp(r:t) = —V-g(l‘,t), (4.27)
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e la ecuacion de balance para el momento

og(r,t) = =V P(r,t) — V-g(r,t)v(r,t), (4.28)

e |a ecuacion para la energia interna por unidad de masa

_ P B _
Oe(r,t) = o D) V-v(r,t) — v(r,t)-Ve(r, 1), (4.29)
0 en version entrépica
Os(r,t) = =V -s(r,t)v(r,t). (4.30)

En estas ecuacionggr, t) es el campo de densidad de maga, t) = p(r, t)v(r,t) esel
campo de densidad de momento (siendo, por tarfio) el campo de velocidad)(r, ¢)

el campo de densidad de entropia (entropia por unidad deneoluye(r, t) el campo de
energia interna por unidad de masa (también conocido coergierinterna especifica).
El campo de presioR(r, t) esta dado, de acuerdo con la hipotesis de equilibrio looal, p
P(r,t) = P*(p(r,t), s(r,t)) dondeP*!(p, s) es la ecuacion de estado de equilibrio que
nos da la presién macroscopica en términos de la densidadskyrentropia.

Si definimos la derivada material (también llamada total siascial) que nos da la
tasa del cambio de alguna cantidad siguiendo la evoluciamdeparticula con el flujo a
través de

d
— =0 +v(r,t)-V, (4.31)
dt
usando el campo de volumen especifige,t) = m/p(r,t) (dondem es una masa
de referencia) y definiendé(r,t) como el campo de energia interna, las ecuaciones
anteriores se escriben

V(r,t) = V(r,t)V-v(r,t),
mv(r,t) = =V(r,t)VP(r,t),
Ex,t) = —P(r,t)V(r,t)V-v(r,t), (4.32)

donde el punto significa derivada material. Por simple coagén de estas ecuaciones
4.32 con las ecuaciones de movimiento reversibles pardwhem (4.25) y momento (o
velocidad) (4.24) de las pseudo-particulas SPH podemerpietarlas como versiones
“discretas”, en términos de particulas lagrangianas, sledaaciones continuas para un
fluido no disipativo bajo una descripcién lagrangiana. Dide otra manera, tenemos
una representacion simplificada de los campos continuesmplda en un conjunto finito
de pseudo-particulas que transportan la masa, el momememgigia y que interaccionan
conservando dichas cantidades.
Si entendemos por la notaciffi, el valor del campo o funcion escalfy [f], como
el valor discreto del campo vectorial §**], como el valor discreto del campo tensorial
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asignado a la particula entonces reconocemos que la SPH propone como versiones
discretas de los operadores las aproximaciones:

Q

V x GRADIENTE: [VV /], =) Qs
J
Zﬂji'fy’=
J

>y (4.33)
J

V x DIVERGENCIA: [VV -f],

Q

V x DIVERGENCIA TENSOR: [VV" f#¥].

Q

Si el rangoh de la funcion interpolante SPH es mucho menor que la esqada tés-
pacial de variacion de las variables hidrodinamigde distancia tipica entre particulas
A es mucho menor quk, entonces, por ejemplo, es posible probar Hu¥ f(r;) ~
— Zj Q;; f(r;). De esta forma, el objeto-vector que nosotros hemos dempi@ad?; ;
en la ecuacién (4.17) permite definir una version discretaperadoryV. De igual
forma podemos interpretar el resto de operadores discretos

Para el conjunto de variables independientes, podemagugulst forma particular
dadaenlaEc.(4.17) en las ecuaciones reversibles (4.2@4)(legamos a las ecuaciones
finales

Rz"rev = Vj,
. P, P
(mivi)‘rev = —Zmimjwij —g-|-_2 ,
i i P
7;ni‘rev = 0,
Silrev =0 (4.34)

Para el volumen y energia interna, sustituyendo en (4.2526], tenemos

. ml
Vi|rev - _Z p—2mjw1‘j'vij,
j i
. Piml-
Eilrev = 5 7 MW Vij, (4.35)
i

J
donde hemos definido la velocidad relatvg = v; — v;. Es importante darse cuenta
de que obtenemos la forma simetrizada en el momento. Pmesiga corresponde a las
ecuaciones de la SPH en la forma preferida por Monaghan J1882embargo, la forma
es no simétrica en la ecuacién de la energia interna (enachotion con su propuesta).
Dichas formas surgen naturalmente de la estructura GENERIKla definicién natural
de la funcion de volumen, Ec.(4.13). Precisamente en latiiea sobre el tema (Serna
et al, 1996; Hernquist, 1993; Monaghan, 1992; Benz, 1990) exmteha controversia
sobre la gran variedad de implementaciones diferentes 8PHay sobre las ventajas y
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exactitud de unas sobre otras. En algunos de dichos trabajoenciona que si se usa
una forma simetrizada en la ecuacion de evolucion de la Energrna y si la densidad
se calcula con el interpolante SPH, entonces la entropia norsserva tan bien como la
energia. O que si se integra la ecuacion de la entropia, lgiartetal no se conserva
exactamente, o incluso que si se utiliza una ecuacion de@dol para la densidad de la
particula, la masa total no se conserva exactamente (sméefinuméricamente en una
simulacion). GENERIC permite seleccionar una formulacidncreta que es plenamente
consistente con la primera y segunda ley de la Termodinamica

Sin embargo, nuestra formulacién no soluciona el siguiprdblema que es comun
a todas las versiones SPH propuestas hasta la fecha: dagarticala; cuya presion es
P;, sitodas las presiones de las particulas vecinas tomateexaate el mismo valor de
la presionP;, existe todavia una fuerza remanente sobre dicha partidalda por

. 11
Vi=—PYy mjwij |5+, (4.36)
7 Pi P

que es en general diferente de cero. Esto es fisicamentpiadte porque el estado de
equilibrio de un sistema SPH no esta dado por una situacidm @me todas las particu-
las estén en reposo con valores idénticos para las variabdesivas (presion, potencial
quimico y temperatura). Sin embargo, se trata de un estagquikbrio en el que las
particulas estdn sometidas a fuerzas que nunca se canaacipndo unagitacion tér-
mica ficticia, de origen numérico, no fisicBn presencia de disipacion el sistema relaja a
un estado de equilibrio con todas las velocidades nulasfper@ando cristales regulares,
para los cuales las fuerzas en (4.36) se anulan. Estodesitiemen cierta elasticidad im-
propia de un fluido newtoniano. El hecho de que presionesagum produzcan fuerza
nula debe ser entendido como un artefacto numérico. Estefe puede reducir aumen-
tando el solapamiento, es decir, la razoa h/\ entre el alcance finitd de la funcion
pesolV (r) y la distancia tipica entre particulas fluidasCuandos > 1, una particula
tiene muchos vecinos. En dicha situacion, para una disidhinomogénea de particulas,
las densidades de las particulas son tipicamente las mikamaama en (4.36) implicara
muchos vecinos, y por isotropia, la suma sabfe va a ser muy pequefia. Por tanto,
podemos reducir arbitrariamente el artefacto numéricoedip de aumentar el nimero
de vecinos, y por tanto, el tiempo de calculo computacional.

El origen fisico de este artefacto numérico esta relaciomad el hecho de que el
volumen total, definido como la suma de los volimenes de ldipks SPH, no es una
variable conservada. Nétese que la forma SPHXeno satisface)_; €2;; = 0. En
realidad toma el valor

1 1
F F Pj  Pi

2

y, consecuentemente, el volumen total calculado cde= ), V; no es un invariante
dinamico, es decir, no se conserva. En gengray V, si entendemos padi, el volumen
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del contenedor en que se encuentran el fluido representadisguarticulas fluidas/r
seria un invariante si los volimenes de las particulas fuesa verdadera particion del
contenedor total. Precisamente esto es lo que se manifie$dacaracteristica no fisi-
ca arriba mencionada: si todas las particulas tienen la angesidn, existe todavia una
fuerza remanente sobre cada particula. Este es un hechm@niddas las implemen-
taciones de SPH hasta la actualidad (Monaghan, 1992; Tatedal1994; Posclet al,
1995; Kumet al., 1995).

En el trabajo de Flekkgy y Coveney (1999), se refleja otreblimad paraf2;; obte-
nida de la construccién de Voronoi que si cumﬁ[t; Q,; = 0. Precisamente esta es la
linea seguida en el capitulo 5.

4.3.1 Las fluctuaciones térmicas en SPH

En esta subseccion nos centraremos en la parte irrevedsibieodelo SPH, es decir, en
construir la matriz de disipaci@¥ (z) y en incorporar las fluctuaciones térmicas.

Para el caso de un fluido newtoniano que satisface la ley deefF@ara la conduc-
cion del calor las ecuaciones constitutivas ofrecen eiqores habituales para el tensor
de tensiones y para el flujo térmico relacionadas con el tgmadiente de la velocidad y
con el gradiente de temperatura, respectivamente. Sinrgmten presencia de fluctua-
ciones existen también en el fluido tensiones locales y fldjosicos espontaneos, que
no estan directamente relacionados con dichos gradidfgss efectos se describen por
el llamado tensor de tensiones aleatorio y el flujo de catatatio. El problema consis-
te en establecer las propiedades de estas magnitudesstisas;dales como sus valores
cuadraticos medios y las correlaciones entre sus valorkes eliversos puntos del fluido
y en diferentes instantes. Las férmulas generales de esia tamadahidrodinamica
fluctuantefueron establecidas por Landau y Lifshitz (1959).

En el continuo, las fluctuaciones térmicas se introduceagaduaciones de la hidro-
dindmica para los campos intensivos (densidad de momerg@ntdopia) a través de la
divergencia de un tensor de tensiones aleatorio y un flujcatte aleatorio respectiva-
mente, (Landau y Lifshitz, 1959; Espafiol, 1998b).

En el algoritmo discreto seguimos una linea parecida. Teseque especificar pri-
mero dénde sucede la irreversibilidad. No queremos predesversibles asociados a la
evolucion de la posicién, volumen o masa de las particulsg iBplica que para nues-
tro caso discreto, el término de ruido en la ecuacion de miewito (4.9) debe tener la

estructuralz” — (0, dP;,0, déi) . Los términos aleatorios para las variables extensivas

dP;, dS; son, por simple analogia con la expresién del ruido aleatrila hidrodinami-
ca no lineal del continuo, versiones discretas del prodietoolumen por la divergencia
de un flujo aleatorio (en el sentido de la Ec.(4.33)), 0 sea, )

dP; = Y Qj;-ds,
J
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- 1 _ - 1 . =
J J

Sabemos qu&;; debe tener las dimensiones de volumen partido por long&adprin-
cipio, no sabemos qué objeto proponer. En ausencia de ur@ pgion, elegimos
Q,;; = Q;;, con la definicién de (4.17), por analogia con la parte révierslel mode-
lo SPH anteriormente analizada. Eltensor de tensionewdteds; y el flujo de calor
aleatoriodJ? se definen como

do; = ainM%tr[dwi],

Los coeficientes;, b;, ¢; son

ni \ 2
a; = <4kBTiv1> ;

C' 1/2

Ci

Py 1/2
T (%Bﬁ) . (4.40)

Aqui, d es la dimensién fisica del espacig,es la viscosidad de cizalla de la mesoparti-
culai, ; es laviscosidad de volumengy es la conductividad térmica. Estos coeficientes
de transporte pueden depender en general del estado tedmodo de la particula fluida

i. (Por simplicidad, consideramos que los coeficientes aspi@te son constantes). A
primera vista, la forma particular de los coeficientes ercl§4=40) puede parecer algo ar-
bitraria. En realidad, la forma funcional particular deosstoeficientes puede ser extraida
s6lo después de escribir las ecuaciones discretas finalm®pacarlas con los términos
disipativos que aparecen en las ecuaciones en versiomuoanti

La matriz aleatoria simétrica de traza nW? se define como
—s 1 1
dW, = 3 [dWi + dW; ] — Etr[dWi]l. (4.41)
dondedW; es una matriz de incrementos independientes de Wiener. cEIrvéV; es

también un vector de incrementos independientes de Wiareisgtisfacen las reglas
mnemotécnicas de Itd

AW AW = 856,000, dL,
AVEAVY = 630,41,
AVEdWY” = 0, (4.42)
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donde los indices griegos denotan las componentes telesoi@bservese que las formas
postuladas d€P; y dS; en la Ec.(4.38) satisfacen

Z \Z] df)z + Tldgz = 0,

i

> dp; = 0, (4.43)

y, por tanto, las Ecs.(4.11) se cumplen. Esto significa geiauiolos conservan el momen-
toy la energia exactamente.

Es simple cuestién de algebra sencilla construir el praddiéidicodzdz” y calcular
la matriz)M (z) de la Ec.(4.10). El procedimiento es bastante tedioso pémeéar. Una
vez que tenemod/(z), se pueden escribir los términds(z)-0S/0x para la dinamica
irreversible de las ecuaciones de movimiento para lashlagdidrodinamicas discretas.
Si suponemos que los coeficientes de transporte no depeadamdnsidad de entropia
(pero pueden depender de la densidad de masa), las ecisacmmeletas resultantes
son:

dmi = 0,
de‘ = Vidt,
dP; = Zﬂijpj'i'zﬂij'aj dt+d13i,
J J
T;dS; = 1- kp G G, -I-ClD dt+Zﬂi--Jq.dt
Coi ) \*v; —
ksT; d2+d—2 M G
_ 02, K’]T2 i i i Q2
e Sty - (55 3 ) D
4 TdS:. (4.44)

Hemos incluido lawersiones discretadel tensor de tensiones, el tensor “gradiente”
de velocidad simétrico de traza nug, la “divergencia’D; y el flujo de calolJ{ como

s =l Spge
Z
Giw = —Zﬂzlvk +Q,mvk — —(SNVZQ]“ Vi
D; = Zﬂki Vi,
k

; 1 kg
J? = _p2ki Q.— (1= . 4.45
! Rz ; T ( Cvk) (4.45)
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Finalmente, la capacidad calorifica a volumen constantelpgarticula fluida se define
como
T\ "
Cpi =T, | — . 4.46
=1 (5 Si)vi (4.46)

Los factores adimensionalég; /C,,; son, por tanto, muy pequefios. En el limite de
ks — 0, podemos facilmente reconocer en las Ecs.(4.44) y (4.4®)stéos términos
correspondientes a las ecuaciones de la hidrodindmicadéhao (de Groot y Mazur,
1964) y los del modelo SPH (Monaghan, 1992).

4.4 Elmodelo DPD+e en forma GENERIC

En esta seccidbn mostraremos como al proponer otras forrhasdiedi, podemos obte-
ner una parte irreversible que esté intimamente relacoawl la Dinamica de Particulas
Disipativas. El modelo DPD+e que presentamos aqui es urergeacion natural del
modelo clasico DPD (Hoogerbrugge y Koelman, 1992) en el guiecduyen una variable
de energia interna (o entropia) como en las referenciastBdviackie (1997); Espafiol
(1997a). Ademas, lsariable de volumemsociada a las funciones peso propias de la
DPD, juega un papel crucial como en el caso de la SPH en ladseaoterior.

Desde el punto de vista GENERIC, este modelo DPD+e difierendelelo SPH de
la seccion precedens®loen la forma de los términos disipativos y aleatorios. Por lo
tanto, la parte de la fuerza conservativa en la ecuacionae@®n del momento de la
particula DPD queda relacionada directamente con el gradie presion.

En vez de la forma (4.38), proponemos los términos aleatdfio- (0, dP;, 0, dS;)
“ala” DPD (Espafiol, 1997a; Bonet y Mackie, 1997; Ripatllal., 1998)

dP; = Y BjdWi,
J
- 1 1
dSl = f ; A”dVl] - Q_TZ ; Bij 'Videija (447)
1dondeBij = —-Bj;, B;; = 0,y 4;; = Aj; son funciones adecuadas de la posicion y
quizas, de otras variables de estado. Los procesos indep&ggide Wiener satisfacen
dW;; = dWj; y dVi; = —dVj; y las siguientes reglas mnemotécnicas de 1t6
dWii/dejr = [52']'(51‘/]'/ + (Sijr(sirj]dt,
dVipdVjy = [6ij60 5 — dijrbuj]dt,
dWiidVij = 0. (4.48)

IN6tese que para que el término de entropia sea mas pareciddadal SPH, podemos reemplazar
QLTZ' Zj Bi]‘ ~VijdVVij pOI’—T% Z]. Bij -VidWij.
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Debemos observar que los términos de ruido de la DPD en I&)(tarhbién satisfacen
los requisitos exigidos (4.11), que se escriben como

> dp;

> vi-dP; + TidS; = 0. (4.49)

I
=

De nuevo, la primera ecuacion asegura la conservacion delemio y la segunda la de
la energia. Se comprende asi que la fuerza aleaiﬁ’rjaepresenta fluctuaciones en la
linea que une a las particulas, y satisface la tercera leydead. El primer sumando del
lado derecho en la expresion pat$; (4.47), asegura que se verifica la Gltima ecuacion
en las Ecs.(4.49) y el segundo términods esta dictado por nuestro deseo de modelar
la conduccion de calor de la forma dada por Espafiol (1997a).

Intuitivamente, la diferencia esencial entre el ruido d®RD, Ecs.(4.47), y el pos-
tulado en el método de SPH, Ecs.(4.38) es que en la DPD hayidmparcada parde
particulas, describiendo el intercambio de momento y éaergares. Por el contrario,
en el de la SPH, hay un flujo aleatorio (un tensor de tensionasftujo de calor) para
cada particula individualmente y el intercambio de magigituse describe a través de
la divergencia discreta de dichos flujos aleatorios. Poatdo, computacionalmente, la
DPD es mas eficaz en este sentido que la SPH, ya que se reabras galculos en la
parte estocastica del modelo. Dicho de otra manera, el DRI (4.47) se puede inter-
pretar como una caricatura de los términos de ruido (4.3g)ymstos para el modelo de
la SPH. Precisamente por esta razon, tomaremos las forguasrgies ded;; y B;;, para
permanecer lo mas cerca como posible a la (4.38) manteniaagonetrias correctas en
Aij, Bij,

K 1/2
Aij = <2kBTiTj:> ‘Q”L
v
T,T;, ~ 1/2
B, = [4 il B Q... 4.
i ( kBTi+ij> Y (4:50)

Denotamos pok a un parametro con dimensiones de conductividad térmicacpefi-
cientey con dimensiones de viscosidad. Este modelo DPD tiene uia ¥isicosidad en
vez de las dos (cizalla 'y bulk) que aparecen en el modelo SR&ls#Ecion previa. Con
V = Vy/M denotamos el volumen medio por particula.

La opcion mas sencilla para el objeto-vecf?y;, dimensionalmente correcta, que
garantice las simetrias necesarias de los coeficiehtes B;;, ? y que se aproxima mas

2Recordemos que |d;; y B;; tienen unas simetrias determinadas, y por esa razén no leda expresion
de ©;; definida con las ecuaciones (4.17), (4.18) en las que sedewasiue todas las particulas DPD tienen

igual masany ;; = w;; = W'(R;;)e;; ya definido en la ecuacion (4.18},; = -V LA

mj
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a la propuesta de Espafiol (1997a) y Bonet y Mackie (199Y) es

=2 =2
Qij = -y Wi; = 2 W’(Rij)eij (4.51)

Se trata ahora de una cuestion de algebra construir la nragnersible)M (z) para
el algoritmo DPD con el teorema fluctuacion-disipaciéon@.1a parte irreversible final
de las ecuaciones de movimiento es

dP;l.. = Z%J vi; Q) dt + dP;,
TidS;|,, = gg(gw Vi )2dt + = ZQ T;)dt

kBT "}/
2 2
CMQVZT +1T; (i -vij)"dt = ZT T, Q”dt

k‘Bh:

ZQZ Tjdt + T;dS;. (4.52)
J#z

Hemos definido la viscosidad a pares como

B T, (ks ks
T=a (1 ITEYDE (C_ * cvj>> ' (4.53)

Discutamos ahora estas ecuaciones. El momento de la parti@mbia de manera
irreversible debido a una fuerza de friccién que dependesldiferencias de velocidad
entre las particulas y debido al ruido térmico. Esta es lmdoronvencional de la DPD
excepto por el hecho de que el coeficiente de friccion (4.8Bgdde de las temperaturas
(aunque con un pequerio prefactor de orblgpC;).

Respecto a la ecuacion de evolucion de la entropia, el pténmmino modela el pro-
ceso de calentamiento viscoso, el hecho de que el movimilentas particulas produce
una friccién interna que aumenta la energia interna de ldfcpkas. Este término viene
dictado por la obligacion de conservar la energia total.

El segundo término tiene en cuenta el proceso de conducei@aldr y se puede
entender simplemente como una discretizacion de la equdei@conduccion. Es im-
portante darse cuenta de que esta forma del término de cdddwes fisicamente mas
razonable que las expresiones dadas en Bonet y Mackie (1883 siguientes tres tér-

minos son proporcionaleskg; y aseguran la conservacion exacta de la energia, como se

; . 8E 1 5%E
puede ver si calculamos explicitamedté = 7> dx + 5 5.5 dzdz.

Las ecuaciones dindmicas resultantes tienen la misma paresible que las
Ecs.(4.44)y las fuerzas disipativas tipo “amortiguadomnbriano” caracteristicas del mo-
delo DPD. Si introducimos el volumen y la variable de eneigiierna en el modelo es-
tandar de la DPD, podemos derivar un modelo perfectamenteséode desde el punto de

30Obsérvese la semejanza con la ecuacion (4;!1-])~ Q.
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vista termodindmico en el cual se reconoce que las fuerzesoetivas DPD son real-
mente fuerzas debidas a los gradientes de presion. Lasietesdinales de este nuevo
modelo son, de alguna manera, mas simples que las Ecsy4eitpducen el comporta-
miento hidrodindmico macroscopico, aunque la identifimaciirecta de los coeficientes
de transporte es mucho menos obvia.

4.5 Discusion

En este capitulo hemos considerado dos algoritmos dieséla SPH y la DPD) dentro
del formalismo llamado GENERIC. Vemos que dichos modela=dpn ser entendidos
como formas discretas de la hidrodinamica mesoscopicaesepcia de fluctuaciones
térmicas.

El primer modelo considerado es el modelo SPH. Las ecuazibos.(4.44) son el
principal resultado de este capitulo. Tienen la estruder&PH incorporando el ruido
térmico de manera consistente. Esto nos abre la puerta plieaciones de la SPH a los
fluidos complejos donde los efectos brownianos son imptasahas ecuaciones conser-
van la masa total, el momento total y la energia total dedisiatde particulas y ademas
son invariantes galileanas. Pero pese a la simplicidadpdkfo presenta dos problemas
fundamentales relacionados entre si. Por un lado, deapdzias fluctuaciones, vemos
gue presiones iguales no producen fuerzas nulas entrerté=ufess, lo que es fisicamente
inaceptable. Por otro, las particulas fluidas tienen adodi@ volumen que no suma al
total del volumen del contenedor en el que estan situadas gsie fluctia alrededor de
él. Esto podria tener implicaciones no deseables en eletadodinamico de equilibrio
del sistema y en la evolucién dinamica hacia él. En prin¢ipinbos efectos anéma-
los se pueden reducir al aumentar el nimero de vecinos pargaaticula, al coste de
incrementar el tiempo de computacion.

Finalmente, hemos mostrado que una variacion pequefia emt&ipeversible del
modelo SPH conduce a una nueva version del modelo DPD+e,eqdiesencia de la
forma convencional DPD en que ademas de la variable de ersedia incluido el volu-
men de las particulas como variable relevante. En conseieyeemos que las fuerzas
conservativas DPD introducidas sin base fisica inicigrgsentan verdaderas fuerzas de
presién y, por tanto, presentan el mismo problema de la SRiglienen total calculado
sumando los volimenes de cada una de las mesoparticulasowexo.

Por ello, estamos interesados en derivar un modelo de miisopes fluidas que no
presente estas dificultades. Es lo que hacemos en los cajsitgliientes con la teselacion
de Voronoi.
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Capitulo 5

Dinamica mesoscopica de
particulas fluidas de Voronoi: Un
modelo termodinamicamente
consistente

En este capitulo proponemos una discretizacion lagraaggarvolimenes finitos de las
ecuaciones de la hidrodinédmica del continuo a través ded#aieion de Voronoi. Demos-
tramos que una modificacion de dichas ecuaciones discesasta la Primera y Segunda
Ley de la Termodinamica. Esto se consigue encajando el meutela estructura GE-
NERIC. Es precisamente esa estructura la que asegura lsteoicga termodinamica y
permite incluir en el modelo el ruido térmico correcto de prarsencilla. Obtenemos asi,
un modelo discreto consistente para la hidrodinamica fagaaa fluctuante.

5.1 Introduccién

El trabajo desarrollado en los tres capitulos anteriorba gmcaminado hacia la compren-
sién mas profunda del modelo DPD y a la incorporacion de latufciones térmicas en
la SPH con la ayuda del formalismo GENERIC (Espaétoal, 1999). Sin embargo,
como hemos mencionado, ambas técnicas presentan ciarbos@mientes:

- En el estado de equilibrio, para la SPH con disipacién,dasqulas tienen tendencia
a formar redes regulares con cierta componente elasticaesspEsto es debido a que
aungue las particulas tengan igual presion y estén en repasten fuerzas remanentes
que solo cancelan en una disposicion en red regular. Esteoefe presiones iguales
dando fuerzas espureas esta intimamente relacionado beclhe de que las particulas

75
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SPH tienen asociado wolumenque no es el volumen fisico que corresponderia a una
particion del contenedor.

- En la DPD se tienen severas limitaciones para modelar #uida diferentes ecua-
ciones de estado. Ademas, se desconocen a priori los catgeide transporte del fluido
gue se representa porque no se dispone una forma generabqetakione con los para-
metros del modelo.

Todos estos problemas debieran ser resueltos para disfonea técnica mesocopica
de particulas fluidas adecuada para la simulacion de prallamdrodinamicos en escalas
mesoscoépicas. En este capitulo describimos un modelaigigrao de volimenes finitos
basado en la teselacion de Voronoi para variables hidroda#s discretas. El modelo
conserva la masa, el momento y la energia totales, y aderaés¢gia total es una fun-
cién creciente en el tiempo. Mas importante incluso, podeimaduir el ruido térmico de
forma consistente, es decir, produciendo la funcion deibiigtion de Einstein. Se trata
de un algoritmo que, careciendo de los problemas de la DPOg $leH con fluctuacio-
nes térmicas, simula lagrangianamente la hidrodinamictutimte (Garciat al., 1987,
Breuer y Petruccione, 1993).

Ademas de la formulacién del modelo, en los préximos dostalasi se incluyen
simulaciones de casos simples que aseguran que el modeiorfarcorrectamente. Es un
paso estrictamente necesario para poder aplicarlo degmiggciones mas interesantes
gue involucren fluidos complejos. Dos casos de estudio quesrtes previstos en un
futuro son la simulacion de suspensiones coloidales y atlestle la transicion de no
equilibrio liquido-vapor.

En el caso de las suspensiones coloidales, la naturalezmtagna del algoritmo es
especialmente conveniente para adaptarse a los domitgosticiales geométricamente
muy complicados que hay entre las particulas coloidales fluatuaciones térmicas que
sufre el fluido son indispensables para describir el movitoibrowniano de las particulas
suspendidas.

Para el segundo problema, la coexistencia de no equilitopindo-vapor, la interco-
nexién entre la termodindmica y la hidrodindmica hace reg@@sna formulacion de la
hidrodinamica discreta compatible con las leyes termadiogs. Con el modelo mesos-
copico de particulas fluidas de Voronoi es posible estudgelectos de las fluctuaciones
térmicas en la dindmica de la separacion de fases y en la @iaémburbujas, lamelas y
gotas.

Recientemente se han formulado paralelamente dos modefrticulas fluidas ba-
sados en Voronoi para simular la hidrodinamica fluctuantes féferiremos a ellos co-
mo MoDELO 1 el desarrollado por nuestro grupo de investigacion (8eryaEspafiol
(2001)), y presentado integramente en este capituloppido 2 el del grupo formado
por de Fabritiis, Coveney y Flekkay (2002a). En el apéndise Bresenta una compara-
cién mas detallada entre ambos.

En realidad, para construir el algoritmo de volumenes fnitos hemos inspirado
en el trabajo de Flekkay y Coveney (1999). En dicho articlds,autores presentan
una derivacién de la DPEe abajo a arriba es decir, partiendo de la microdinamica.
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El espacio fisico se divide en celdas de Voronoi y se dan daiimes explicitas para la
masa, momento y energia de las celdas en términos de lossgtadibertad microsco-
picos (posiciones y momentos de las moléculas que constitelfluido). Las derivadas
temporales de estas funciones tienen la estructuezdaciones de balance microscopi-
co en forma discreta. Dichas ecuaciones tienen términos qpaesgen clasificar como
pertenecientes a una parte “promedio” y a otra parte “esticed. Para avanzar en la
fomulacion préactica del MIDELO 2, los autores proponen expresiof@somenoldgicas
fisicamente razonables, para la parte “promedio”. Regquojeademas, que se cumpla el
teorema de fluctuacion-disipacion para la parte “estaza@stizn nuestra opinién, no con-
sideramos realmente este enfoque calea@bajo a arribadebido, precisamente, a que
se necesitan dichas expresiones fenomenoldgicas. Bsigate hablando, un enfoqde
abajo a arribarequeriria la técnica de operadores de proyeccion o deteiogética, para
relacionar los coeficientes de transporte con la dinAmiceostopica del sistema (en for-
ma de formulas de Green-Kubo, por ejemplo). Ademas, se it@dan las expresiones
moleculares explicitas para las ecuaciones de estado.

Por el contrario, nosotros en este capitulo tomamos la nrexrsa para desarrollar
un modelo mesoscoépico de particulas fluidas@eLo 1), es decir, partimos de un en-
foque tipode arriba a abajoen el que las ecuaciones del continuo deterministas de la
hidrodinamica son el punto de partida, y bajamos hacia laoesesala. Utilizando la
construccion de Voronoi y la funcién caracteristica suavkadelda de Voronoi, introdu-
cida por Flekkgy y Coveney, obtenemos las ecuaciones thsaartir de las ecuaciones
del continuo. Nuestro intento es mas parecido al de Hedtal. (2000). Sin embargo,
imponemos los requisitos necesarios en la discretiza@tmque se satisfagan las Leyes
de la Termodinamica. Esto nos obliga a incluir un pequefiitér en la ecuacion del
momento. Aplicamos el formalismo GENERIC porque ademéassdgwar la consisten-
cia termodinamica, resume el teorema de fluctuacion-digipg facilita enormemente
la tarea de construir las fluctuaciones térmicas adecuaeasstentes con la disipacion
del modelo.

La organizacion del contenido de este capitulo es la sigrlieampezamos con una
seccién introductoria a la teselacion de Voronoi, preseasda discretizacion de las ecua-
ciones hidrodinamicas en voliumenes finitos de Voronoi y,asia referente, construimos
un modelo GENERIC de particulas fluidas de Voronoi. Por @tga presentan las con-
clusiones.

5.2 La construccion de Voronoi

En esta seccion damos una descripcion general de la cariétmde Voronoi. Empeza-
mos introduciendo el diagrama de Voronoi y su teselaciohdii®elanay. Se trata de
unas de las construcciones geométricas mas fundamengéileglals con un conjunto de

1Se puede encontrar una introduccién a la teselacion de dbrpmonceptos de geometria computa-
cional relacionada ehttp://www.voronoi.com. Hay un applet Java interesante eitp://wwwpi6.fernuni-
hagen.de/Geometrie-Labor/ VoroGlide/index.html
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puntos o nodos distribuidos irregularmente, que cubrertesglas el espacio total. De-
finiremos la funcién caracteristica suave de la tesela denddry también analizaremos
algunas de las propiedades derivadas de esta definicion.

Por simplicidad conceptual consideraremos el espacidcgand R?, aunque toda la
teoria es generalizable a un espag¢idimensional. Consideremos un conjunto e
puntos{ni,na, ...ny }, denominados nodos o centros, con coordenadas correspendi
tes{R;, R, ..., R }. El diagrama de Voronoi de dicho conjunto es la subdivisién d
plano enM regiones{x1, x2, ..., XM }, cada una asociada a un nodo, de tal manera que
cualquier punto dentro de una region dadaestd mas cerca al centng que a ningin
otro centro. Esas regiones se conocen como celdas o pasigeridoronoi (o Thiessen).
Obsérvese que en dicha definicidn entra la nocion de distanciétrica euclidiana. Un
ejemplo de lo dicho anteriormente, para el caso de 7 puntek@ano, esta representado
en la imagen superior de la Fig.5.1.

La triangulacién de Delanay es el dual de los diagramas denddry se construye
conectando los nodos que tienen contornos compartidoginedpor tanto, la conectivi-
dad de las celdas. La triangulacion correspondiente al@{eanterior estd en la imagen
central de la Fig.5.1.

Una propiedad interesante de la triangulacion de Delana} esterio del circun-
circulo vacio Consiste en que cada triangulo de Delanay define un circeloq contie-
ne a ningun otro nodo. El centro de dicho circulo es el végiee comparten los nodos
gue definen a dicho triangulo particular. Véase la imagesrioif de la Fig.5.1.

Siguiendo la definicion dada por Flekkgy y Coveney (1999)kKbyet al. (2000a),
introducimos la funcion caracteristica suavizada de ldacék Voronoi a través de

A(lr - Ri|)

xi(r) = m (5.1)

donde la funcién\(r) = exp{—r?/20?} es una gaussiana de anchar&uandar — 0,
la funcién caracteristica suavizada tiende a la verdadedn caracteristica de Voronoi,
esto es

lim xi(r) = J] 0 = Ry| = r - Ra), (5.2)
J
sienddd(z) la funcion paso de Heaviside. La funcion caracteristicaatenoi (5.2) toma

valor 1 sir estd mas cerca dR; que de ningun otr®; conj # i. Obsérvese de (5.1)
gue la funcion caracteristica es una particion del espasidgcir,

> xilm) =1. (5.3)

Utilizando esta funcion caracteristica, el volumen de ldade Voronoi (dependiente del
conjunto de las posiciones de los centros representaddpgd) es

WWM=AM®M (5.4)
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Figura 5.1: Superior: Diagrama de Voronoi. Central: Triangulacion ddabay. Inferior:
Circuncirculos correspondientes al diagrama de Voronoi.
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donde), es el volumen total. Teniendo en cuenta (5.3) se satisfammidicion de cierre

> V=V (5.5)

El ejemplo de la figura 5.1 muestra la teselacion de Voron@ickntros en el plano infini-
to. Sin embargo, el caso de interés para nuestras simuéscoomresponde a teselaciones
de Voronoi periédicas. La figura 5.2(a) muestra un ejempliadeselacion periédica en
una caja bidimensional para el caso de 15 nodos distribaigasoriamente en la caja, y
en la Fig.5.2(b) las lineas de contorno para un centro.

(@) Lineas de contorno en
xi(r) = 0.5 para el conjunto de
funciones caracteristicas en una
caja periédica en dos dimensiones
de dimensién lineal. = 100.

(b) Lineas de contorno para la
funcién x;(r) para el centra =

1 de la teselacion previa. El valor
de o es0.03. Dentro de la regién
encerrada el valor de;(r)es 1y

fuera cero.

Figura 5.2: Lineas de contorno para la funcign(r) correspondientes a la teselacion de
Voronoi de 15 centros situados aleatoriamente en una adijadmsional, con condiciones de
contorno periédicas. Los centros estan marcados conasicul

5.2.1 Propiedades de la funcién caracteristica suave de \@roi

Mencionaremos ahora algunas propiedades Utiles de |afunaracteristica suavizada de
Voronoi definida en la Ec.(5.1), que seran necesarias pafeselrollo de este capitulo.
Primero, debido a la forma gaussianaZlg), tenemos que

VA@M) = — = A()r. (5.6)

o2
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Por tanto,
0 1 1
gXi(T) = _;Xi(r)(r -R;) + ;Xz'(r) ij (r)(r — Ry). (5.7)
J

Utilizando la siguiente propiedad
( 1 - Xz Z Xz Xj (58)
J#i
(que puede ser demostrada desde la definicion (5.1)), pademscribir la Ec.(5.7) como
0

Vxi(r) = 5 oxi(r) = sz r)x; (r)(Ri — R;). (5.9)
Otra relacion muy Util es
Oxi(r) 1 1
3R,; = dij pr ;Xi(r)Xj (r)(r —R;) — ;Xi(r)Xj (r)(r —Ry;). (5.10)

En lo que sigue de esta subseccion, vamos a calcular eapifmitte la derivada del
volumen de la celdacon respecto a la posicid®; de la celdgj, o sea

Vi 1
Gu = g = o [, )G 0 Ry (5.11)

Es importante considerar los casos particulares;

av; 1
Gi = = & = 57 |, dou(t - @) - R)
= Z / dry;(r)x;(r)(r — R;)
ﬁfz
- -Ya. (5.12)
J#i
y el casai # j
1 .
Gi = o5 | damGEe-Ry), A (5.13)

que se puede reescribir como

1 R, +R; 1
Gij = —;/v dry;(r)x;(r) <r— 5 ]> — Rijﬁ/v dry;(r)x;(r) (5.14)




82 Capitulo 5. DinAmica mesoscopica de particulas de Vorono

SiendoRij =R, — Rj.

La primeratarea serd calcular el limite— 0 para estas dos integrales. Por esta razon,
es instructivo trabajar con las formas de las funciop€s) y x;(r)yx; (r) para el caso en
gue sélo hay dos centros 0 nodos (a partir de ahora tambiéenuga la nomenclatura
particulag) en el sistema, tal y como se ha hecho en (Flekkgy y Coven89, Fekkay
et al, 2000a). Con un poco de algebra simple llegamos a

1
Xi(r) = 1 +exp{—-R;;-(r — (R; + R;)/2)/0}’

i (r)x; (r) 1
XEXG T 4cosh’(Ryj-(r — (R; + R;)/2)/202})

(5.15)

Nos damos cuenta que la funci@i(r)y;(r) es distinta de cero sélo alrededor de la
frontera compartida por las celdas de Voronoi de las pdascu;j. Para el limite der
pequefio ésto es verdad en sentido estricto. Por lo tantmtegales de (5.14) sobre
el volumen completd’; se pueden calcular s6lo sobre una redign“alrededor” de la
frontera de las celdas;.

1 1 1
— dr i(r)x;(r = - r'
a2 |, Xi(r)x; (r) 402 J, cosh?(r'-Ry; /202)
4o — cosh®(zR;;/20%)  Rij

En la frontera, hemos sustituido la expresiongé)x;(r), que depende de la posicion
de todos los centros de celda, por la Ec.(5.15), que depand®lo de la posicion de los
dos centros de celda;j. Notemos quefoOC cosh™?(z)dz = 1. Aqui, 4;; es el area (la
longitud de un segmento de linea en dos dimensiones) dentefeoque delimita las dos
celdas de Voronoi de las particulas vecings Para llegar ala Ec.(5.16) hemos hecho una
translacién de ar’ = r — (R; + R;)/2 (es decir, hemos puesto el origen exactamente
en la frontera entre celdas). También hemos hecho unadataiz tal forma que el eje
qguede en la linea que une a los centros de celda.

De manera anéloga, podemos calcular la integral del priénerino del lado derecho
de la Ec.(5.14)

R Ri+ R R; Aij
Ly

donde el vectoe;; es, por definicion, la posicion del centro de masa de la cdre ks
celdas de Voronal, j con respecto al punto medio de ambRs + R;)/2.

2Como se veréa posteriormente en la formulacién del modelcadécplas fluidas de Voronoi, otorgaremos
el significado de particula a cada una de estas regiones phitieson una cierta masa, que procede de las
moléculas o atomos del fluido que pueden moverse libremeirte estas particion del espacio.
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Figura 5.3: Teselacion de Voronoi periodica (lineas discontinuasesgydara 30 centros (en
verde). Los vectores;; estan representados con el color rojo. La caja tiene unatlohg
L = 100.

Sustituyendo (5.16) y (5.17) en (5.14) llegamos a la expresi

oV, Cii €
i = — = _Ai' Y A s ] ] A
donde
R;;
€ = Ri]]"
Rij = R;—-Rj,
Rij = [Ryl. (5.19)

Obsérvese qud_; G;; = 0 debido a la Ec.(5.4.1) y Ec.(5.13); G;; = 0 a causa de
la Ec.(5.11) y de que el volumen total es constante, indépeteiente de las posiciones
de los centros de Voronoi.

Vale la pena despejat;; y c;; de (5.16) y (5.17) pues se trata de dos cantidades
especialmente relevantes para el resto del capitulo

dr
Aij = Rij/;Xi(r)Xj(r),
R;; dr R;,+R;
o = 32 [ S (r- ). (5.20)

En el limitec — 0 la cantidad4;; es el area de contactg entre las celdas de Voronoi
iy j, mientras que el vectay;; nos da la posicion del centro de masa de la ¢aueon
respecto al punto medio o “centro” de la cRy; + R;)/2.
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5.3 Método de volumenes finitos en celdas de Voronoi

Como primer paso para derivar las ecuaciones del modelortieydas fluidas mesosco-
picas en la forma explicita de GENERIC, vamos a considerarébdo de volimenes
finitos para la integracion numérica de las ecuaciones deltadinamica del continuo.
Basandonos en estas ecuaciones, que estrictamente nersoditédmicamente consis-
tentes, formularemos un modelo de particulas fluidas quees. |

El método de volumenes finitos consiste en la integraciomsle¢uaciones del con-
tinuo sobre regiones finitas del espaciov@imenes finitgs Se obtienen asi ecuaciones
diferenciales ordinarias para el promedio de los campogesdibhas regiones que son
aproximaciones de las ecuaciones en derivadas parcidlesmauo. En esta seccion
presentamos un método de voliumenes finitos que utiliza lstieation de Voronoi como
herramienta matematicamente elegante para discretizeclgciones hidrodindmicas del
continuo.

5.3.1 Discretizacion en voliumenes finitos de Voronoi

Podemos realizar promedios de un campo de densidad aibit(ar t) sobre una celda
de Voronoi particulaf de la forma

16],(t) = Vi / dr(r, )i (r). (5.21)

La funcion[¢],(t) es una variable de celda, que aproxima el valor del capipd) a un
valor constante en todo el volumen de esa celda.

En principio, los centros de celdas de Voronoi se pueden ni®/enanera arbitraria,
y por tanto,R;(¢) son funciones del tiempo. La derivada temporal de los provsete
celdas queda descrita por

S10L0 =~ + 5 [ Aot + 5 [ ot T, 622

donde el punto significa la derivada temporal. Observamesy(t) cambia debido al
movimiento de las celdas y a la dependencia intrinseca dgdea(r, t) con el tiempo.
Consideramos de ahora en adelante que el caffng) obedece a una ecuacion de
balance
at(b(r: t) = —V'J(I‘, t): (523)

siendoJ(r, t) una densidad de corriente apropiada. Insertando (5.2%)22)( integran-
do por partes el operador nabR) y utilizando las ecuaciones (5.8) y (5.9) se llega a la
siguiente expresion

L~ 0 0 s g ReR
E[(ﬁ]z(t) - - Vi [gb]i(t)_'_vi;Azjez] ([J]ZJ_[(b]ZJT)
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1 Aij

YOI [¢].; Rij, (5.24)
i ij
J

donde hemos incluido las definiciones para los promediodgiem @ampo de densidad
arbitrario sobre las caras

R o k- GO
= R Sueue (- R e2)

En el limitec — 0 para las funciones caracteristicas (cuando los contomtos eeldas
estan perfectamente deIimitadda)],L‘j es un vector paralelo a la cara mientras que;;
es perpendicular a la cara.

Podemos escribir la Ec.(5.24) de otra forma

% (Vilgl,) = ;Aijeij ([J]ij - [¢]ijw> 2 R_Z:;WB'RU’ (5.26)

la cual satisface
d
4 (; vimi) - (5.27

gracias a las simetrias de los promedios sobre las ¢ards = [--];i , [--

I
]ij -
[ -]}‘i. La ecuacion (5.27) muestra que la discretizacion de Vardeda ecuacion

de balance (5.23) conserexactamentdas variablesextensivagque son de la forma
densidackvolumen).

5.3.2 Desarrollo del gradiente

La ecuacion (5.26) es rigurosa y exacta y no depende del tatf@do de las celdas de
Voronoi. Silas celdas son suficientemente pequefias frdateszala tipica de variacion
de ¢(r, t), podemos aproximar la ecuacion y transformarla en una &oueerradapara
las variables de celda. De tal forma que podemos proponegariteno computacional
gue en cada iteracion actualice las variables de celda.
Consideremos que el campdr, ¢) tiene una escala tipica de variacidp y que

la distancia tipica entre centros de celdas\esDefinimos el parametro desolucion
a través del cociente = X./A4s. En el caso en que es muy pequefia, la cantidad
adimensional

Ac

(R;)

Vé(R;) ~ T, (5.28)
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también serd muy pequefia. Si agrupamo$XW ) a todos los términos que son de
tamafio relativar, podemos escribir los promedios de celdas como

[¢];

1
. / drxi(r) 6 (r)
_ Vl / drxi(r)(r — R; + R;)

= OR) + 3 [ e (c - R)- V(R + O(T?)
+0(V)

= ¢(Ry) (5.29)
Procediendo con expansiones de Taylor similares obtenfwibrente
R; + R;
[‘b]z] =¢ (7; J) + O(V). (5.30)
Ademas
' (Ri;Ry) - AR LRy, o2, (5.31)
y, por tanto,
4+ )
[¢]ij = M +0(V). (5.32)

Es decir, el promedio sobre caras se aproxima como la semidemhos valores del campo
en las celdas. Después de algunos céalculos algebraicegaeall

[¢¢]ij = [¢]zg[1/’]m + O(VQ)- (5.33)

Finalmente,

[d)]‘i‘j - Mcﬁ +0O(V). (5.34)

Si definimos el vector area de la cara que comparten dos calgasentes, j

1
ﬂij = 5Aijeij, (535)

podemos reescribir
1
Vel = =3 > o] + O(V) (5.36)
J

de manera que dicho vectr;; puede entenderse como weasion discreta del operador
gradiente Ademas satisface la propiedad

1
Z Qi = Z FAijei; =0 (5.37)
J#i J#i
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que es basicamente una forma de escribir el teorema de fgein@a tal y como se puede
demostrar de la identidad

0 0
0= /dI‘Xi(T)al = _/draXi(r) = - ZAijeij (5.38)
J#i
donde se ha utilizado la Ec.(5.9) en la dltima igualdad.

Una manera elegante y alternativa de demostrar todas lagiagaciones anteriores
hace uso de la aproximacioén “basaltica” del campo. Podemteséerlo de esta forma:

S(r,t) m Y xr(r, ) (t), (5.39)
k

es decir, aproximamos el campér, ¢) como una “formacion basaltica” en cada instante
de tiempo. (Ver la Figura 5.4). En un instante dado, los osndle las celdas estan

Figura 5.4: “Giants Causeway” es un acantilado que se encuentra entk Mosth Antrim
en Northurn, Irlanda. Se trata de una agrupacion de coluiveséiticas de origen volcanico.

situados en ciertas posicionBs(t), y el valor del campo toma un valor constante en
todo el volumen de Voronoi asociado a dicha celda. Notesepentiencia temporal de
dichos valoregy (t).

Si en la definicion dég]; aplicamos la aproximacion baséltica (Ec.(5.39) en un ins-
tante de tiempo fijo tendremos

9], Vi / dr(r) ()
Vii/dTXi(r);Xk(r)%

1 1
- 5 / et (06 + 5, gj / drxi (£)x; (1) b5

Q

1 2 1 141"0'2
- 5/ LIRS (5.40)
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En el Iimite desc — 0 tal y como corresponde a la funcion caracteristica de \@ron

[ drx?(r) = [drx}(r) = V; conlo cual la aproximacién del campo en la tesejaeda
(¢, ~ i (5.41)
es decir, que en ese limite podemos identificar la aproxindmasaltica del campo como
DEDPPACHIAGE (5.42)
k

Para aproximar el valor del campo en la frontera de dos cdi&sronoi, aplicando
la definicion dada en (5.25) y usando de nuevo la aproximdiadaltica para el campo
continuo en un instante dado tenemos

gy = Um( 5 ()60

JZ” ) Y il
k

X

ij

= 2 (1 [ Sxdeno + 10 [ S )

(5.43)

En esta expresion, los Unicos sumandos no nulos serarkparay k = j. Es decir,
recuperamos exactamente la misma aproximacion de la B22)(5.Gracias a la forma
analitica conocida de las funciones suaves de Voronoi,&l@llo anterior hemos podido
utilizar los resultados de las integrales

dr . dr . Aji
[ Sxiwue = [ Sdmum = o (5.49)
ij
De igual manera el gradiente del campo se aproxima con laafbaséltica. Usando
la propiedad (5.9) de la funcion caracteristica suave dendgrtenemos

>V (i) 4]
> 2 Yo (0 (Rs — Rlel, (545)

Particularizando la definicion (5.21) del promedio de un pargeneral en una tesela,
para el caso en que el campo sea en realidad el gradiente éenpo continuo, y con la
expresion aproximada (5.45)

Vo, = 3 [ (V) )
v [ LI Zm )R, - Ri)[¢], (). (5.46)
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Vemos que hay integrales sobre todo el espacio que invaltiea funciones caracteris-
ticas de Voronoi;, x;, Xk- Estas tomaran valor no nulo exclusivamente cuando i,

ya que cuandé& = j se anula el factofR; — R;). Obsérvese también que el vecino
comun ai, j contribuye exclusivamente en un punto del espacio, que eérite que
comparten. La contribucion de esta regién es despreciabieefa la contribucion de la
cara que compartery j. Es decir,

2

Vol & g [ dr Y xR - Rl )

_ _%. /ﬁt%ﬁm@XﬂRMMj
J

1 Ajj
= —vi : 7780 [‘ﬁ]a (5.47)
J

que es exactamente el resultado de (5.36).
Usando razonamientos y caculos similares se puede encaptoximaciones en tér-
minos de promedios de los campos en las celdas para el resipsiones tales como

0], Vgl

5.3.3 \Volumenes finitos para un fluido no viscoso

En esta subseccion aplicamos el método de volimenes finiassezuaciones de la hi-
drodinamica del continuo. Por claridad, consideraremosgyo la parte reversible de
las ecuaciones, que se conoce como ecuaciones de EulerpExiaa subseccién nos
centraremos en la parte irreversible.

Las ecuaciones de Euler para un fluido no viscoso son la égudeicontinuidad

Op(r,t) = =V-g(r,t), (5.48)
la ecuacion de balance para el momento
dg(r,t) = =V P(r,t) — V-g(r,t)v(r,t), (5.49)
y la ecuacion de la entropia
Os(r,t) = =V s(r,t)v(r,t). (5.50)

En dichas ecuaciones(r, t) es el campo de densidad de mag@;, t) = p(r,t)v(r,t)

es el campo de densidad de momento (siendo, por tafito;) el campo de velocidad), y
s(r,t) el campo de densidad de entropia (entropia por unidad deneolu EI campo de
presionP(r,t) esta dado, de acuerdo con la hipétesis de equilibrio localPgr, t) =
Pe4(p(r,t), s(r,t)) dondeP*4(p, s) es la ecuacion de estado de equilibrio que nos da la
presion macroscoépica en términos de la densidad de maseopient
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Particularicemos la Ec.(5.26) para el caso concreto de lqtengpo de densidad sea
el de masag(r,t) = p(r,t) . Silas celdas de Voronoi no se moviesen, entofites 0
y la expresion (5.26) se simplificaria considerablemente,

%mi(t) =" Ajjeij-[pv]ij, (5.51)

dondem; = V;[p]; es la masa de la celda de VoronoEsto corresponde a una discretiza-
cion eulerianade la ecuacion de continuidad (5.48). El significado fisiedadecuacion
Ec.(5.51) es claroA;;e;; - [pv];; es la masa total por unidad de tiempo que atraviesa la
caraij y la tasa del cambio total en la masa de la céldala suma de esta cantidad para
cada cardj.

La discretizaciomagrangianade la ecuacion de continuidad en la Ec.(5.48) se obtiene
especificando el movimiento de las celdas de acuerdo con

Ri() = [V];(0). (5.52)

De esta forma, las celdas de Voronoi siguen o se adaptan tor oueg pueden al campo
de flujo. Aplicando la Ec.(5.26) para el campo de densidad asar(b.48) tenemos

|eev ZAz'je"'<[PV —lpl——=—" ) Z RZ] [p] ([v]; = [¥];)- (5.53)

La ecuacién de balance del momento (5.49) se puede trataagierananalogay se obtiene
la siguiente ecuacion en volumenes finitos de Voronoi

Zj:Aijeij +2Aije”'< [g]ijm>

+ 3 2 lell- (¥~ ), (554

Vi + v

donde hemos introducido el momento total de la céldalculado com®; = V;[g];.
Por ultimo, la ecuacion de la entropia, Ec.(5.50), en varkigrangiana discretizada
queda

V. 4+ |V].
= 3 e (11 = by ) + 5 A2, - ), 659

rev j ij
dondeS; = V;s; es la entropia total de la celda

En todas estas ecuaciones de evolucion, el subingdicdenota la parte reversible de
las ecuaciones completas que representan la dinamica dedovlscoso. Las ecuacio-
nes (5.53), (5.54), y (5.55) son rigurosas y exactas y nortkpedel tamafio tipico de las
celdas de Voronoi.
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Usando las aproximaciones de Taylor de la subseccion 5a3l&sescuaciones pre-
vias, se llega a las ecuaciones discretas de volumenes filatgoronoi para el fluido no
viscoso en forma final,

m

Milrey = ZRU i2 7, cij-([v]; = [v])):

Pi . = ZAijeij + Z ZJ i ] [V]i -;_ [V]j Cij'([v]i _ [v]j):
Sil., = 2 2 @cij-uv]i - [v],). (5.56)

Estas ecuaciones son un conjunto de ecuaciones cerradas p®;, S; si utilizamos

W= 3
sl = %
[Pl = P*%(0pl,,[sl,), (557)

donde hemos usado en la ltima ecuacion una expansion der Teyh la presion des-
preciando los términos de ordéH V).

5.3.4 \Volumenes finitos para un fluido viscoso

Después de haber estudiado el caso no viscoso, en el quersc@penguna contribucion
disipativa a la descripcion del fluido, volvemos al caso gaindel fluido viscoso. Las
ecuaciones del continuo estan dadas por (de Groot y Mazgd4,)19

atp(rat) = —V-p(r,t)v(r,t),

oig(r,t) = —VP(r,t) - V-g(r,t)v(r,t) — V-(TI + I11),

Os(r,t) = =V.s(r,t)v(r,t) — ﬁV-Jq + %W 1 Vv + T(f ) (V-v)?2,
(5.58)

donde, por comparacion con las ecuaciones (5.48), (53980))podemos reconocer los
términos puramente irreversibles en las ecuaciones delemimy entropia. El campo de
temperaturd’(r, t), al igual que la presién, es una funcion e a través de la hipétesis
de equilibrio local. Los dos puntos representan la conibacdoble de dos tensores.
Estas ecuaciones deben ser complementadas con las eesamaostitutivas para la parte
simétrica de traza nula del tensor de tensiones visEhda traza del tensor de tensiones
I1, y el flujo de calorJ¢. Suponemos las ecuaciones constitutivas tradicionatasyma
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fluido simple, la de Newton para el tensor de tensiones, ylddd~ourier para el flujo de
calor

O = -2V,
n = —(V-v,
J9 = —kVT = KT2V%. (5.59)
Se define la parte simétrica de traza nula del tensor gradientelocidad como
— 1 1
Vv=3 (Vv +(vv)T) - ZVev. (5.60)

Aqui, d es la dimensién del espacio fisico en el que estudiamos dbfl&n principio, la
viscosidad de cizallg, la viscosidad de volumefy la conductividad térmica pueden
depender del estado termodinamico del fluido a travgs gleDe esta forma, también se
pueden definir unos coeficientes de transporte asignadamaekla de Voronoi.

Por el mismo procedimiento que hemos seguido para obteneclmciones discretas
para el fluido no viscoso, encontramos que los términos s@acdirreversibles) en la
ecuacion de balance del momento son

P; . ZAif'eif'[”W]ij + ZAz’jez'j [(V-v]ij- (5.61)
J j

Podemos ahora considerar la expansion en gradientes d&canitao. Por ejemplo,

[19v]; + [nVV]

Vvl = s +O(V),
(v, = YL o), (5.62)
Asi que, la Ec.(5.61) (con la aproximacion (5.36)) se escrib
P; = > QY]+ > Q45[CV V] + O(V). (5.63)
J J
Las componentes, 3 del tensor en el primer término del lado derecho de (5.63) son
WOVl = OVl + O(W)
- [;7}]; (% > (@50, +5ivl;) - %5&5 > Qij-[v]j) +0O(V).
J J

(5.64)
De manera anéloga,
SRR SN (5.65)
J
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Si introducimos las siguientes versiones discretas dedlaidadedI, I, Vv, V-v en
las Ecs.(5.59)

[N}
=
|

m = i,

;<

~
E

m, = LD,

> (g + Qv - 5“529” }

Qi;-[v];, (5.66)

x

N | =

Q|
Q
™
I
I
1

.

S
I
I

podemos escribir la parte irreversible de la ecuacion dehemio como

p,|

= Q;;-(I; + I0;1). (5.67)
J

Después de un procedimiento similar, la parte irreversiblé&a dinamica en la ecuacion
para la entropia se puede poner de la forma

G
V

ZQ” [39, G G+ = (5.68)

con
[Jq]i = _[ ]

TI; Zﬂijﬁ- (5.69)
7 j

Afiadiendo las partes irreversibles de las Ecs.(5.67)3)%a&as reversibles de Ecs.(5.56)
conseguimos tener una expresion final que corresponde asanatizacion lagrangiana
en volumenes finitos de la hidrodindmica del continuo.

La solucion numérica del conjunto de ecuaciones diferéag@dinarias finales de-
ben producir resultados que son exactos hasta erftesolucion). No obstante, debemos
ser conscientes de que estas ecuaciones discretas apitagintaconservan exactamente
la energia en contraste con las ecuaciones originales derh&okes. Para solucionar
este problemay asegurar la consistencia termodinamicaati#lo discreto, presentamos
en la préxima seccion un modelo GENERIC de particulas fluidas

5.4 Un modelo GENERIC de particulas fluidas

Hemos presentado en el capitulo 4 una descripcion de un fheidtoniano en términos
de particulas fluidadiscretas tal y como se entienden en los modelos DPD y SPH. En
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esta seccion, presentamos otro modelo de particulas fingf@isados en la discretizacion
en volimenes finitos de Voronoi descrito en la seccion previa

Hemos visto en el capitulo anterior, que en los modelos décpkas de la DPD
y la SPH, entendemos las particulas como sistemas ternmoidiogi que se mueven
con el flujo. El estado del sistema queda descrito por el cémjde variabless =
{R;,P;,m;,S;, i =1,...,M}, dondeM es el nUmero de particulas fluidd; es
la posicion,P; es el momentay; la masa yS; la entropia de la particula fluidaésima.
Seguiremos una ruta muy parecida, salvo que para nuestvo madelo consideramos
gue el volumen de la particulaes el volumen de la celda de Vorongicorrespondiente
a dicha posiciorR; en el sistema global de posiciones, esto es, el dado por (&.&c.
gue es una funcion implicita del conjunto de todas las pws&s de las particulas fluidas.
Las funciones de energia y entropia se postulan como

P2
E(x) = Y o +&mi SV,

sz’

54
&
I

> s (5.70)

siendo&(m;, S;, V;) la funcidn energia interna. Cada particula fluida tiene wm-e
cion fundamental termodinamica porque la entendemos consnibsistema termodina-
mico bien definido. Dicha ecuacion fundamental relacionenlergia intern&; de di-
cha particula con su masa;, volumeny; y entropiaS;, 0 sea, sus variables extensivas
Ei = E(mz Vi, Sz)

Los Unicos invariantes dinamicos presentes en la dinangtaistema son la masa
total M (z) = >, m; y el momento totaP(z) = . P;. La conservacion del momento
angular precisaria la inclusién de variablesgmen el modelo discreto, ver por ejemplo
(Espafiol, 1998a).

Los gradientes de la energia y entropia son

- Z’y %P’Y 0
Vj 0
OE(x) _ 0S(x) _ (5.71)
or o2 ’ or 0 ’ '
—3 T
T 1

y hemos definido la velocidad;, la presionP;, el potencial quimico por unidad de masa
1, y la temperaturd’;
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0E;
-p. = = .
J oV; m;,S; '
_ 9
Hi = amj Sj,Vj,
0E;
T. = 2= 72
J aSJ - ’ (5 )

de acuerdo con las definiciones habituales.

5.4.1 Dinamica reversible

En esta seccion consideramos la parte reversible de la wiada®a nuestro modelo de
particulas fluidas de Voronoi. La matizz) esta formada podd x M blogquesL;; de

tamafa’ x 8. La antisimetria dé (x) se traduce el;; = —Lj;.
. v,
R; DI £
P; Vj
=> L ] , (5.73)
i ’ _Tj + 1y
Si rev Tj

Ademas, la matrizZ.(z) debe cumplir una serie de requisitos. Queremos que la parte
reversible de la dindmica produzca las siguiente ecua@dnavimiento lagrangiana para
las posiciones (que esencialmente actualiza las posgimearticulas con el campo de
velocidad promediado en esa celda de Voronoi)

R; = v;. (5.74)

La opcioén mas sencilla no trivial para el blogLig que genera la ecuacion previa es

0 10;; 0 0
~16; Ay Ay Ty
L;j = . (5.75)
0 A0 0
0 r; 0 0

La primera fila deL;; asegura la ecuacion de movimiento (5.74). La primera cofumn
queda fijada por la antisimetria dez). Obsérvese que la antisimetria He; (que,
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ademas garantiza la conservacion de la energia), implk—:aA@u: —Aj;. Realizando
la multiplicacion de matrices en la Ec.(5.73), llegamos a lguparte reversible de la
dindmica es de la forma

Ri = Vi,
. av]
P; = P+ZAZJ VJ+ZAZJ - tu | +TuT5,
J
mi = —ZA]‘Z'V]‘,
J

Sz’ = - erivj'. (576)
J

Podemos desarrollar el término de presion haciendo usa@elaciones (5.18) y ()

aV; aV;
aRP T ZZ)R; (P = B)
J#i
= 3 [ St - R)B - )
J#i
P+ P A;
= ) Aije 2 +Z Leij(Pi = ), (5.77)
J#i J#i B

y donde también hemos utilizado la propiedad (5°37)
La ecuacion del momento queda entonces

J

N Z( (P - P)+A”u]+I‘UT> (5.78)

Ahora la pregunta basica que surge es, ¢qué formas partisaeA;;, A;; y I';;
debemos poner para que las Ecs.(5.76) sean consideradasioarwersion discreta de
la hidrodindmica? Propondremos formas particulares des @sagnitudes para que las
ecuaciones Ecs.(5.76) y las Ecs.(5.56) sean lo mas pasqumidile.

Los vectoreg);; y I';; son facilmente identificables por comparacion con las éouac
nes de masa y entropia, ((5.56) y (5.76)). La mafriz se obtiene por simple inspeccién
de la comparacion entre la ecuacion de momento de (5.567§)(INuestras propuestas

3En realidad el término proporcionaleg; es(—P; + P;) pero es idéntico &P; + P;), ya que estamos
sumando/restando una cantidad que tiene valor cero.
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finales son:
Aij pi + pj Ak pi+ pr
A = WPl s ik Pi .
ij Rij D) Cij ij ; Rix D) Cik s
Aij si + s Air i+ si,
r,., = ZSusiTsi, . s ik 5i .
v Rij 2 Cij 2] - Rzk 9 Cik,
Aup,_'_p. v, + Vv; v, + Vv;
Y Aik pitpe [Vitve VitV
13 p Rik 2 9 ik ik 9 .
(5.79)
Notemos que&iTj = —A;; = —Aj; y, por tanto, la antisimetria dB(z) esta asegurada.

Obsérvese también qLEj I';; = 0y que la condicién de degeneraci6ndS/dz = 0
también se satisface.

Si sustituimos (5.79) en (5.76) llegamos a las ecuaciondsEFHC para la parte
reversible de la evolucion de nuestro sistema de varid)eB;, m;, S;, 0 sea,

Ri = Vi,
P = ;Aijeij722 ]+;R_Z—Z2 P e (Vi - vj)
Ai' pi + pj S; + 85
+ D e (= By = = = ) — LT —Ty) ),
— Rij 2 2
: Aij pi + pj
i = ZR_;TJCij'(vi_vj)a
j
. Ai si 4 5
Si = ZﬁwTS]Cij'(Vi—Vj)- (5.80)
ij

J
Aqui,v; = P;/m;, p; = m;/V;y s; = S;/Vi. Analicemos el resultado: Estas ecuacio-
nes GENERIC (5.80) para la parte reversible de la dinamicadsmticas a la version dis-

creta en voliimenes finitos de las ecuaciones no viscosashdidainamica, Ecs.(5.56),
excepto por el siguiente término en la ecuacion del momento

Aij i +pj Si + 8;
> TG <(Pi - Pj) - %(Nz’ — ) = =5 (T - Tj)> : (5.81)
i Y

Este término nos recuerda mucho la relacién de Gibbs-Duheneq forma diferencial
esdP — pdu — sdT' = 0. Por esta razén, se espera que este nuevo término (5.81) sea
pequefio, aunque no estrictamente nulo. Esto sera ademasadi@do numéricamente.

De esta forma, las Ecs.(5.80) se pueden considerar comceutiadera discretizacion de
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las ecuaciones del continuo para la hidrodinamica no vésdcs masa total, el momento
y la energia se conservaractamentg la entropia total no cambia en el tiempo debido a
que se trata de una dinamica puramente reversible.

5.4.2 Dinadmica irreversible

En esta subseccion consideramos la parte irreversiblediedenical (x)-0S/0z. Par-
tiendo del ruidalz postulado para las ecuaciones discretas, construirenmaiie M (x)

a través del teorema de fluctuacién-disipacién (4.10), yetla) la parte irreversible de
la dindmica. Si proponemos correctamente los términosaales, las ecuaciones dis-
cretas resultantes deberian reproducir consistenteragpaete disipativa de la dinamica
correcta.

De acuerdo con Landau y Lifshitz (1959), (y segun lo mendoren la seccion 4.3.1
del capitulo anterior), las fluctuaciones térmicas se éhicen en las ecuaciones del con-
tinuo de la hidrodinamica a través de la divergencia de usotette tensiones aleatorio y
un flujo de calor aleatorio. Para nuestro caso discretorrainé de ruido en las ecuacion

de movimiento (4.9) se postula de la foraia — (0, dP;,0, déi), donde los términos

aleatoriosIP; y dS; son las divergencias discretas (en el sentido de la Ec)jsi@ain
cierto flujo aleatorio, o sea,

df)l = Zﬂij'd&j:
J
~ 1 ~ 1 T

Obsérvese en estas expresiones la aparicid®;gddefinida en (5.35). La razén de elegir
(5.35) viene dada a posteriori: las ecuaciones que reénlson idénticas a la version
discretizada en volumenes finitos de Voronoi de la partgadlisia, es decir, ecuaciones
(5.67)y (5.68)).

Usando las definiciones necesarias de la subseccion 41a lpgansor de tensiones
aleatoriada ;, el flujo de calor aleatoridj;? (ecuaciones (4.39)), los coeficientgsh;, c;*
(4.40), los coeficientes de transponte(;, y k; asociados a la mesoparticuly las pro-
piedades de las matrices y vectores de incrementos indiepéesidel proceso de Wiener,
podemos comprobar que las formas postuladaitjedS; en la Ec.(5.82) satisfacen las
Ecs.(4.11). Esto significa que los ruidos conservan el mémela energia exactamente.

A partir del producto diadicdzdi” y la Ec.(4.10) se obtiene la matidd (). Asi se
pueden escribir finalmente los términkq x)-0.5/0x para la dinAmica irreversible de las
ecuaciones de movimiento. Si suponemos que los coeficigatieansporte no dependen
de la densidad de entropia (pero pueden depender de la @édsidhasa), las ecuaciones

4La forma funcional particular de los coeficientes en la E4Qftse puede extraer después de escribir las
ecuaciones discretas finales y compararlas con las eceadigvolimenes finitos (5.67), (5.68).
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resultantes son

APl = Y Q;-(IL; + I;1)dt + dP;,
J
kp 20 = Gi 2
T;dS;|,, = |(1-— G;:G;+2>D7|dt Qi;-Jidt
‘1rr ( Cvz) |: V + 3 V + Z J
ks 9 Kj o keT; d* + d -2 2172 Cz 5
- Q5T Q
TZCM ; i V dt = m; 2d Vl Z dt
+ TydS;. (5.83)
En estas ecuaciones, hemos usado las cantidades ya deéinittagc.(5.66) y para el
flujo de calorJ{ tomamosJ] = —T7§ >, QﬂT ( - g—B) conC,; la capacidad

calorifica a volumen constante para Ia partlcula fltzu(icer Ec.(4.46)).
Reuniendo la parte reversible en la Ec.(5.80) y la irrebégsin la Ec.(5.83), comple-
tamos las ecuaciones de movimiento finales para las vasiblwieodinamicas discretas

dRZ = th
A 2 l+ Z+
dP; = Z 9 el](P +P dt-l-z ]p ijv QVJCij-(Vi—Vj)dt
P zy
pi + pj S: + 55
+ ZR” <P p;) - 22 (i — ) — 22 7(Ti—Ty’)>dt
Ajj
+ 2 e” (Hj-l-Hjl)dt
J
Ajj ~
+ ZTJeij-de,
J
Aij pi +pj
dm; = ;R; 5 Leij-(vi — vy)dt,
TzdSz = Z ” Sl+sy '(Vz'—Vj)dt
J
kp 2772 Cz 2
1-— G;:G; D; | dt
- < Cvz) |:Vz +V

Aij q ks Al] Kj z

k‘BTi d2 +d— 2 27]2 CZ 1]
o (( 2d ) Vi Y Vi ; dt
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Aij  we Ajj
+ Z e dd] +dé; : Z ey, (5.84)
J J

Es importante resaltar el hecho de que las ecuacionesassaritba reproducen exacta-
mente, en el limite dég — 0, la parte irreversible de las ecuaciones correspondientes
la discretizacion en volumenes finitos de Voronoi de la hddrémica del continuo pre-
sentada en la seccion 5.3. Hemos mostrado, por tanto, qeeuasiones (5.83) son
en realidad una discretizacion de la parte irreversiblead@drodindmica con el ruido
térmico incluido de manera consistente.

5.5 Discusion y conclusiones

En este capitulo hemos formulado un modelo mesoscopicortieyas fluidas de Voro-
noi. Se trata de un algoritmo construido con el formalismmtglindmicamente consis-
tente llamado GENERIC.

Una discretizacion lagrangiana en volimenes finitos dendirde la hidrodinamica
del continuo muestra que las ecuaciones discretas “cas#j@&men la estructura GE-
NERIC. Para restablecer en dicho modelo esta estructuracesario afiadir un término
pequefio en la parte reversible de la dindmica. Asi las emoegiconservan la masa, el
momento y la energia. La entropia es una funcion estricte@aciente en el tiempo
en ausencia de fluctuaciones. Las fluctuaciones térmicais eshsistentemente incor-
poradas, lo cual implica el aumento estricto del funcioraledentropia y la funcién de
distribucion de Einstein como solucién de equilibrio.

Hay que mencionar que el enfoque presentado en este trarggaina gran similitud
con el método de simulacién de Yuan y Doi también basado ezs&ecion de Voronoi
en forma lagrangiana (Yuan y Doi, 1998; Yuanal, 1993, 1994; Yuan y Ball, 1994;
Yuan y Edwards, 1995). Ellos han utilizado su método paralsimemulsiones concen-
tradas sometidas a un flujo y también se mencionan otras magiiaaciones a fluidos
complejos. La principal diferencia entre nuestro métodbdeeYuan y Doi (1998) es el
cuidado especial que hemos tomado para asegurar una eangston la termodinami-
ca (usando el formalismo GENERIC), lo que permite, entrasotnuchas cosas, incluir
correctamente el ruido térmico y describir los aspectassdibs del movimiento brow-
niano en objetos mesoscopicos. Otra diferencia imporestpie nosotros tratamos con
un fluido compresible en el que la presion se da como una égudeiestado en funcién
de las densidades de masa y entropia, en contraposicida dehtrabajo de Yuan y Doi
(1998) donde la presion se obtiene de la condicion de incesitglidad.

Un enfoque similar es el propuesto por Hie¢tlal. (2000) ya que es una manera
similar de entender el problema de volimenes finitos. Sireegd) estos autores no con-
sideran el limite Voronoi d& — 0 sino que toman una anchura finita para la funcion
A(r), lo que les da un valor del coeficiente de solapamiento tigécd.4. Como ellos
no consideran la construccion de Voronoi, se encuentraglqumoblema de evaluar inte-
grales parecidas a las de las Ecs.(5.20). En una dimensibnse puede resolver con un
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método numeérico de integracion, pero es bastante inviabineensiones superiores.

La nocion de celdas de Voronoi permite de forma muy clarartralt problema del
acoplamiento de las ecuaciones continuas con la DinamidadMiar. Este acoplamiento
es relevante cuando la descripcién continua falla debids aétalles moleculares com-
plejos en ciertas regiones tales como la linea de contatt® @os fluidos y un sélido, o
en la singularidad que presenta la punta en la dinamica adadtufa de materiales rigi-
dos. Un trabajo muy prometedor en esa direccion es el relaligar Flekkay, Wagner y
Feder (20008)

En este capitulo se demuestra teGricamente que el modetsodgséco de Voronoi es
capaz de simular correctamente la hidrodinamica en presdadluctuaciones térmicas.
Los resultados de simulacién que justifican dicha afirmaaénrespondientes tanto a
la parte de la dinamica determinista como a la estocasggaresentan en los proximos
capitulos.

SEste tipo de enfoque se conoce como métodos hibridos.
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Capitulo 6

Dindmica determinista del
modelo de particulas fluidas de
Voronoi

En este capitulo presentamos los detalles de las simuézitel modelo de mesoparti-
culas fluidas de VoronoMODELO 1) detallado en el capitulo anterior. En particular,
analizaremos cuestiones referentes a la parte geométogmipgica de la construccion
de Voronoi en dos dimensiones con condiciones de contorriodieas, a la ecuacion
de estado y a las unidades y parametros utilizados en nsiggimalaciones. Nos cen-
traremos en la discusion de los resultados deterministagriéacion que confirman la
validez el modelo para tratar problemas hidrodinamicossealas mesoscopicas. Estu-
diaremos la respuesta del modelo a pequefias perturba¢inmistransversal y onda de
cizalla), el decaimiento de inhomogeneidades de tempeigtisometeremos al sistema
a una expansion irreversible. Por ultimo comentaremos d@ptementar condiciones
de contorno diversas.

6.1 Detalles de las simulaciones

Hemos implementado un cédigo donde se simula ebLo 1, es decir, las ecuaciones
(5.84). De acuerdo con la construccion de Voronoi, se héeisena caja bidimensional
con condiciones de contorno periédicas. Debido a que entredtejo no imponemos

condiciones de contorno que fuercen al sistema, los expatos tipicos consistiran en
el decaimiento de un estado inicial de no equilibrio haciasthdo de equilibrio. En

esta seccion describimos con mas detalle la parte relatve @mbios topoldgicos de
la construccion de Voronoi, definimos el tipo de fluido condasaciones de estado y
presentamos las unidades y parametros elegidos en nussttdaciones.

105
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6.1.1 Detalles sobre la topologia y geometria de Voronoi

Como ya hemos descrito, la teselacion de Voronoi se defin® ecora subdivision del
espacio determinada por un conjunto finito de puntos distintada punto (centro) tiene
asociada la region del espacio mas cercana a ese punto gonglm mtro. En el caso
bidimensional, la malla de Voronoi es un conjunto de celadigpnales en el plano que
rodean a cada centro de tal manera que los lados de estosnodigon los disectores
perpendiculares de las lineas que unen cada par de puniossiedor lo tanto, los
vértices de una celda de Voronoi son los circuncentros déritosgulos definidos por
los tripletes de centros adyacentes y que forman la triacgud de Delanay. Si estamos
interesados en un mallado lagrangiano (que se mueve corjog) faumalla de Voronoi
presenta propiedades que la hacen de especial utilidad:

- El conjunto de los poligonos rellenan sin solapamientspeio de manera Unica.

- El' &reay la longitud los lados de los poligonos cambia deamgatontinua a medida
gue los puntos se mueven.

Consideraremos a cada centro de Voronoi como una particida  como un ele-
mento fluido. Cuando movamos los centros después de cada@aisonpo, las celdas
de Voronoi se deforman y sus vecinos préximos pueden cam@@iamo resultado, la
configuracién de las malla de Voronoi cambia de manera ageatiNdtese que cambios
pequefios en las posiciones de los centros puede provoodegreambios en la situacién
de los vértices.

Existen varias fases importantes relativas a la teselat#dvbronoi en el célculo de
la evolucién temporal de las variables hidrodindmicas gpeasentan estas porciones de
fluido:

1) Construccién de la topologia

El teorema de Euled/ — B + V' = 0, relaciona el nimero de celdas o centrbf)(
de vértices¥') y lados o bordesR) en una red plana sometida a condiciones de contorno
periddicas. Para la teselacion de VoroBgiV = 3/2y, por lo tantoV = 2M.

El nimero de caras en una teselacion plana periddicel dentros es constante e
igual a3, el de vértices también es constante e iguala Por ello, hemos construi-
do una matriz de vértices (Mvertex(a,b)) y otra de caras ¢bHéc,d)) que llevan toda la
informacion topolégicale los centros de Voronoi. Todas las caras y los vértices esta
clasificados numéricamente con estas matrices. Graciésgoelemos reconstruir la to-
pologia de la malla. Recurriendo a las coordenadas de Itsgrara una configuracion
particular de la teselacién de Voronoi podemos calculangdds deméas datos geomé-
tricos relacionados. Veamos el ejemplo siguiente reptaderesquematicamente: Las
particulas o centrosy j comparten la car&’;; delimitada por los vérticesl y v2. El
vérticevl esta en el punto de interseccion de las céfasCix, Cjr y el v2 el relativo a
las carag’i;, Ciy y Cji.

Algunos de los elementos de estas matrices referentes aita Bgl que definen la
topologia se dan en las Tablas 6.1.1y 6.1.1

2) Construccion de la geometria

En esta fase, con ayuda de la topologia calculada antemberyede las posiciones
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Figura 6.1: Configuracion de Voronoi relativa a 4 centrag, k,l. Se muestran los dos
vérticesv1, v2 y las cinco caras implicada€’(;, C;, Cj;, Cji, Cj;). Entiéndase que sobre
las etiquetas, j, k, | se encuentran situados exactamente dichos centros deoiforon

a |[b=1|b=2|b=3|b=4|b=5|b=6
vl i J kK Cij Cik C;
UQ I J l Cz’j Oil Cj

Tabla 6.1: Matriz de vértices: Mvertex(a,b) (a=1,2M), (b=1,6). En &bla se muestran
algunos elementos de esta matriz relativos al ejemplo tejalb.1. Cada fila corresponde a
uno de lo®2 M vértices del sistema. Las tres primeras columnas contiesestiquetas de los
centros de las celdas que confluyen en dicho vértice. Lasdiasnas siguientes contienen
el nombre o etiqueta de las caras que interseccionan en\dictice.

de los centros de celdas, se calculan las coordenadas dértmes, las areas (longitud
de las caras de los poligonos de Vorodgj), los vectores;; y e;;, y el volumen de las
teselas); (area del poligono) comprobando siempre JueV; = Vq.

3) Recombinacion de la topologia

El hecho de que el nUmero de caras y vértices en la teselagiordnoi periddica se
mantienen constante, permite recalcular las conectiesldd la malla a medida que los
centros se mueven con la dindmica lagrangiana. El procesgiaten la modificacion de
la topologia es el de recombinacion de vértices. En la figixaé®muestra una secuencia
de dicho proceso.

Haciendo una comprobacion por cada una de las caras, se detidtopologia an-
tigua, una vez realizado un movimiento de los centros lagaaos, es vélida o si por el
contrario hay que efectuar un cambio topologico. Dada uregarticular, en el ejem-
plo de la figura 6.2 la delimitada por las particulgasrecalculamos la posicion de los
supuestos vérticesl (delimitado por las celdagk) y v2 (formado por las celdagi)
suponiendo valida la topologia antigua, es decir la comedignte a la parte izquierda
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e\d | 1]|2|3|4]5 6 7 8 9 10
Cij i j k I vl v2 Cik Oil Cjk C]I
Ci i k ] vl . Cik Cij Cj. CJ
Cz’l i I j v2 . Cz’l Cz’j Cl]' Cl
Cﬂ ] I i v2 . Cﬂ CJ Cli Cl

Tabla 6.2: Matriz de caras: Mfaces(c,d) (c=1,3M), (d=1,10). En ladat® muestran algunos
elementos de esta matriz relativos al dibujo 6.1. Algunesehtos de la matriz no estan
definidos debido a que esa informacion exede de la que apamdadigura 6.1.

Figura 6.2: Recombinacién topolégica entre 4 celdas de Voronoi.

de la figura. Se trazan los circuncirculos para comprobar distancia del vérticel

al co-vecinok es menor 0 mayor que la distancia délal centro co-vecind. Si sigue
siendo menor, la topologia antigua sigue siendo correeta, gn caso contrario, se pro-
duce una recombinacién. En ese caso es necesario recédcidpologia y se modifican
consecuentemente las matrices de caras y de vértices. &tolabinacion las celdag

han dejado de ser vecinas, para que lo sean las deldias‘etiqueta” de la cara perma-
nece pero ahora conecta a otras celdas. Se producen cambéss4ecaras implicadas
Cir, Cu,Cji, Cj . Hay dos caras que no modifican los nombres de sus véeiige€’;;

y otras 2 que siC';, Cj. De igual manera, la etiqueta de los vértices se mantierce per
después de la recombinacion conectan a celdas diferentes.

6.1.2 Gasideal

Por lo que respecta a la termodinamica de nuestro fluido nelippmos que esta descrita
por las ecuaciones de estado del gas ideaV 88 el nimero de moléculas (de tal manera
gque Nmyq es la masa total del sistemany es la masa de una Unica molécula), dentro de
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un volumenV, la ecuacion fundamental de la energia para un gas idealwlibeq se
puede escribir en funcién de la entropiacomo

ANR2 [N\ 7 2/ S  d+2
oo N (Y (28 am)

siendoh la constante de Planckdes el nUmero de dimensiones espaciales. Las ecuacio-
nes de estado que definen la temperatura, el potencial qufoigarticula y la presion
estan dadas por

o€ 2
o= (2) = .
(as)w iNFp
oo (98 _g(2tdl 25
T \on),s " “\Td N aN%hg )
o€ N
P = — (X)) =Zkm 6.2
(59) 0= 2

El calor especifico a volumen constante sera

o€ d
Cp = (6_T> o 5 Nkn. (6.3)

Se debe resaltar que consideramosapta celdaiene asociada una ecuacion fundamen-
tal (6.1) porque cada particula esta considerada como urefiecgubsistema termodina-
mico de gas ideal y, por tanto, se pueden definir en ella Igspetros intensivos (6.2). El
valor deN en la Ec.(6.1) se refiere al nUmero de moléculas en la celdas parametros
intensivos de mesoparticula son los que se necesitan ecuasienes de movimiento del
sistema (5.84). Notese gne estamos suponiendae el sistema total se comporta como
un gas ideal, sélo que las mesoparticulas fluidas tieneclex®mnes de estado de un gas
ideal. Aunque fisicamente sea de esperar, debemos comgabaimulaciones que el
sistema total se comporta como un gas ideabkse los resultados en la subseccion 6.2.3).

6.1.3 Unidades reducidas

Las cuatro unidades basicas seleccionadas son la demmasa N,,;.mo, la unidad de
entropiaS, = Nmickp, la unidad de longitud.,, = Nil/ifA y la unidad de temperatura
T, = T.. DondeN;. €s un numero arbitrario. Cualquier otra unidad se puedgateri
de estas cuatro fundamentales. Por ejemplo, la unidad dgiaiig, la de tiempa,, la

de presionP, y la de volumen, son

E, = TuSu:kBTeNmic

My mo
ty = Lu - Lu
E, V kT,
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my Ly s — kpTeNpmjic
2L L3

Vo = Li=12 (6.4)

u =

Aquimg es la masa de una molécula (o atomo) del gas idezs,|la distancia tipica entre
moléculas en condiciones ambientd&y = 273K es la temperatura ambiente. En estas
unidades y si elegimo¥,,;. igual al nimero total de moléculas en la muestra a simular,
la masa total del sistema toma valor unidad; si el sistendaagtmperatura ambiente,
entonces la temperatura reducida $Er& 1, la densidad de masa es 1 y también el lado
de la caja. Hemos elegido las unidades referidas a las edetdylobales de la muestra
de fluido que queremos simular. Podriamos seleccionar desdaferidas a la celda de
\Voronoi, para que la masa tipica de la celda tuviese valataghipero esto implicaria
gue simulaciones con distinto nimero de celdas correspi@mie muestras de tamafios
distintos mas que a la misma muestra con diferente resolucio

Con dichas unidades definimos las magnitudes reducidasadizrsocon una tilde:

~ T
o= L
T.’
s _ _PL
kBNmi(‘.Te’
_— m
S A
- S
S = —
kpNmic’
p- &
kBNmicTe
: V

Como N; es el nimero de moléculas en la celda mesoscag®acumpley” | N; =
Nunic), la masa adimensional de la celdes
m; Nz'mo Nz'

i = My, - Nmicmo - Nmic’ (66)

es decir, es la fraccion de moléculas o atomos de la muesalagioe estan dentro de
la celdai. Con estas unidades reducidas, las relaciones termodiagmiimensionales
(6.1) y (6.2) se escriben como

Em,S5,V) =



6.2. Resultados deterministas 111

R

p = ML
V

'Sz

C, = (6.7)

El potencial quimico adimensional por unidad de masa es

3 o€ (2 S
:<%>“:5(%—W>. (6.8)
V,S

En las Ecs.(6.7), hemos introducido la constante adimeakioque depende exclusiva-
mente de pardmetros microscopicos

M N221mekgT,

o= <X> - X 2moksTe (6.9)

. _ h . Ve .
siendoA = DTy 1 la longitud de onda térmica.

Con estas cantidades adimensionales, las ecuaciones daiprie son idénticas a
(5.80) y (5.83) con una tilde sobre cada variable.

6.1.4 Parametros utilizados en las simulaciones

Estamos interesados en simular una muestra de argén, sagdorgue es un gas ideal.
Cada atomo tiene una masardg = 6.6325 x 10~2%kg y suponemos que la temperatura
de equilibrioedl’, = 273 K.

El nimero de particulas o atomos en la muestra elegida,gs= 4 x 10*. Utilizamos
M = 400 celdas de Voronoi mesoscopicas para discretizar la cajaéisional, lo cual
corresponde a una cantidad promedio de 100 atomos de argéadzocelda. La distancia
tipica entre atomos en un gas ideal a la temperatura y prasibiente en 3 dimensiones
esta alrededor d& x 10~?m. Para mantener esa distancia tipica en 2 dimensiones, la

1
longitud del lado de nuestra caja de simulaciéies N2 .3x10™%m = 6.67x 10~ "m.
Para este caso, el valor de la constantiefinida en (6.9) es = 3.98713893 x 10*.
Por simplicidad, tomaremos los valores adimensionalesslgiscosidades de cizalla 'y

volumen, asi como de la conductividad térmica igugles¢ = & = 0.01.

6.2 Resultados deterministas

Como primera comprobacién de nuestro modelo, hemos rdalsgimulaciones en las que
todos los términos proporcionaleg g en las Ecs.(5.83) han sido despreciados. Esto nos
limita al caso de ecuacioneeterministagjue describen la hidrodinamica del continuo
convencional.
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El integrador temporal que hemos usado en este caso mermdetatminista es un
Runge-Kutta de cuarto orden. También hemos desarrollaggeneralizacion del algo-
ritmo temporalmente reversible conocido como Velocitylde(que conserva la energia
total). Dicha generalizaciéon se ha construido aplicandorehalismo de Tuckermann,
gue utiliza de manera extensiva la expansion de Trottek@ataret al., 92). El método
de Runge-Kutta tiene orden de precision cuarto frente airs#m orden del Velocity-
Verlet generalizado. Aunque el método de Runge-Kutta eslems se pueden usar
pasos de tiempos mayores para conseguir el mismo ordendalsifine La mayoria de los
resultados aqui presentados se han obtenido con el métdrionde-Kutta con un paso
de tiempo deAt = 0.01.

Consideraremos la evolucion hidrodinamica del gas idefiri@nsional representado
por un conjunto de particulas fluidas de Voronoi sometidoralimones de contorno pe-
riddicas, es decir, no impondremos condiciones de contgueduercen al sistema. Los
experimentos tipicos consistirdn en el decaimiento de tadesnicial de no equilibrio
hacia el estado de equilibrio. En primer lugar, comprobasque realmente nuestras
ecuaciones discretas representan adecuadamente a Witéainica del continuo. En par-
ticular estamos interesados en controlar el modelo, adsté lo mejor posible a las
ecuaciones del continuo para que su respuesta sea la adecloadliferentes problemas
hidrodindmicos. Vamos a realizar mediciones de las videolss y velocidades del soni-
do a partir de la simulacion que realmente representa esdelmde particulas fluidas y
a compararlos con los datos de las viscosidades de entrdam®mulaciones.

En concordancia con los resultados de las ecuaciones dértadiamica lineariza-
da, la evolucion de las transformadas de Fourier de pequefiagbaciones respecto al
equilibrio para el campo de densidad de mada ¢t) y momentog(k, t) toman la forma

cp(k,t) = —iexp{—Tk>t}sincktk-g(k,0)

exp{—Tk>t} cos cktkk-g(k, 0) + exp{—vk>t} [1 - RR] -g(k,0)
(6.10)

AN

=

=
[

dondek es el vector unitario en la direccion del vector de ondass la velocidad del
sonido,I" es el coeficiente de absorcion sonica y= 7/p es la viscosidad de cizalla
cinematica. Si las perturbaciones iniciales se producelugsixamente en el campo de
velocidad

p(r,0) = 0,
exp{ikor}go, (6.11)

o)
=
=
o
=
I

entonces, en el espacio de Fourier son

p(k,0)

gk,0) = [0(k — ko) + d(k + ko)] go, (6.12)

I
=
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siendod la dimensién de nuestro sistemgy = pvg.

Eligiendov, = (vg,0) como condiciones iniciales en las Ecs.(6.10) vemos que los
Unicos resultados no nulos son p&ra= +kgy. Si seleccionamos los vectores de onda
longitudinal (con respecto a la perturbacion de velociddd)= (ko,0) y transversal
kT = (0, ko), es posible desacoplar los efectos de la difusion de lacidati y de la
propagacion del sonido. Para el caso longitudinal tenemos

L . 2 . (27T)d . L
ep(k™,t) = —zexp{—I‘kOt}smckotTpk Vg
L 2 (2m)¢ cror
g(k",t) = exp{-Tkyt} cosckotTpk k" vy, (6.13)

y para el transversal

p(kT:t) = 0,
(2m)°

gk, 1) 5

exp{—vkat}

pVo. (6.14)

En las simulaciones, la temperatura reducida se inicializa= 1y la densidad reducida a
p = 1. Elvalor inicial de las velocidades de cada celda vienerdetado por la pequefia
perturbacién dada por la onda plana longitudinal o trarsalg(segun sea el caso) con
una amplitud inicial de la velocidad dg = 0.01, y un vector de ond&, = 27r/i.
Medimos en el curso de la simulacion los campos de densidathda y momento en el
espacio de Fourier y ajustamos su evolucioén a las prediesiteoricas (6.13) y (6.14).
De estos ajustes, podemos extraer una medida numérica edsidad cinemética, de
la velocidad del sonido y del coeficiente de absorcién sonica

6.2.1 Onda transversal

En la Fig.(6.3(a)) hemos reflejado el campo de momento tewsalen el espacio de
Fourier en funcién del tiempo. Encontramos un excelenter@cucon el decaimiento
tedrico exponencial predicho por la ecuacion (6.14).

En el caso de la perturbacion transversal, hemos recogamlacion temporal de la
energia total del sistema en funcién del tiempo y hemos cobaalo que se conserva con
un error que e30~® veces el valor total. La evolucion de la entropia total sestraesn
la Fig.(6.3(b)). Se observa claramente que es una funcidenceciente en el tiempo.
También hemos analizado la presion (Fig.(6.4(a))), elrmméd quimico y la temperatura
(Fig.(6.4(b))) individual de cada particula fluida en su o®val equilibrio termodina-
mico. En las graficas representamos el comportamiento #@slimagnitudes, para un
subconjunto de 20 de particulas, en funcion del tiempo. Rodeser que el sistema al-
canza el equilibrio cuando todas las particulas toman aweite el mismo valor para
esas variables intensivas.
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(a) Los puntos corresponden al resultado de
simulacion del campo de momento transver-
sal en el espacio de Fourier en funcién del
tiempo. El ajuste teorico (en linea continua)
corresponde a un valor de= 0.0097 (el va-

lor de entrada en la simulacién 2s= 0.01).
Este ejemplo que mostramos corresponde a
una resolucion de unas 20 celdas por longi-
tud de cajal..

t

(b) Evoluciéon temporal de la entropia total

de un sistema sometido a una perturbacion
transversal. Es una funcién estrictamente
creciente en el tiempo.

Figura 6.3: Perturbacion transversal: campo de densidad y entroia tot
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(a) Evolucion temporal de las presiones in-

dividuales de 20 particulas sometidas a una
perturbacion transversal. Se muestra en pun-
tos la historia de 19 de ellas y en linea con-

tinua la de una particula. En equilibrio todas

las particulas tienen la misma presion.
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(b) Evolucion temporal de las temperaturas
individuales de 20 particulas para la perturba-
cion transversal. En linea continua la de una
particula en concreto. En el estado de equili-
brio todas las particulas tienen el mismo va-
lor de la temperatura final. Igualmente ocurre
para los potenciales quimicos que convergen
todos a un Unico valor en equilibrio.

Figura 6.4: Perturbacion transversal: presiones y temperaturas denjmnto de particulas.
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6.2.2 Onda longitudinal

En el caso de la perturbacion longitudinal, representamda &ig.6.5(a) el resultado
de simulacion de la parte imaginaria del campo de densid&ll espacio de Fourier en
funcion del tiempo. El trazo continuo corresponde al ajdstk prediccién tedrica (6.13)
y los puntos a la simulacion.

Hemos medido también la energia total (calculada como laslente energia interna
y cinética de las particulas) y vemos que se conserva comainds10-8. La entropia
es, de nuevo, una funcion estrictamente creciente, come ee la Fig.6.5(b).

Analizamos de nuevo la evolucidn temporal de las presioRes6(.6(a)) y de las
temperaturas termodinamicas (Fig.6.6(b)) para un conjdat20 particulas. El estado
de equilibrio queda establecido cuando todas las partitataan idénticos valores para
estas variables (asi como para los potenciales quimicos).

0.004
1259344+
0.002
. 12.59343
P 0.000 - S
12.59342r
-0.002
-0.004 ! : : : 1259341 ! ! . .
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

(a) En puntos, la parte imaginaria del campo
de densidad longitudinal en espacio de Fou-
rier en funcién del tiempo. La linea conti-
nua es el ajuste teodrico a la expresion con
I' = 0.01227y ¢ = 1.3937. Correspon-
de a una resolucion tipica de 20 celdas por
longitud de cajal.

(b) Evolucion temporal de la entropia total
del sistema para el experimento de la per-
turbacion longitudinal. A pesar de las lige-
ras oscilaciones, es una funcion estrictamen-
te creciente en el tiempo.

Figura 6.5: Perturbacion longitudinal: campo de densidad y entropé. to

Es muy interesante realizar un estudio sisteméatico de lefic@entes de transporte en
términos de laesolucion Definimos la resolucién como el niUmero de celdas por lodgitu

de caja(M% /L). En la Fig.(6.7(a)) hemos mostrado la viscosidad de cizallematica
numérica medida en la simulacién con el decaimiento de ldatmansversales para dis-
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(a) Evolucion temporal de las presiones in-
dividuales de 20 particulas seleccionadas del
sistema total para el experimento de la per-
turbacion longitudinal. Una de ellas en linea
continua. En el equilibrio todas las presiones
son idénticas.

(b) Evolucion temporal de las temperaturas
individuales de 20 particulas elegidas del sis-
tema total para el experimento de la perturba-
cion longitudinal. Una de ellas en linea con-
tinua. En el equilibrio todas las presiones son
idénticas.

Figura 6.6: Perturbacién longitudinal: presiones y temperaturas d=njunto de particulas.

tintas resoluciones. La linea continua corresponde atasidad que queriamos simular
y que es un dato de entrada para empezar la simulacion. A emgdielse aumenta la

resolucién obtenemos un excelente acuerdo entre los gatoedidos y los introducidos

al inicio de la simulacion.

La velocidad del sonido se define como

c=4/-V (g—];) . (6.15)

y para un gas ideal en nuestras unidades reducidas=es/27. En la Fig.(6.7(b)) se
representa la velocidad del sonido numérica y la que quesemular (valor de entrada).

Los resultados de simulacion estan en muy buen acuerdossollgiones lineales de
las ecuaciones de la hidrodinamica y demuestran que cotraté&snica, una resolucion
tipica deM = 25 particulas por longitud de caja obtenemos un error del 2% en la
viscosidad de entrada y un 1% en la velocidad del sonidodmtiastos resultados son,
pues, una prueba satisfactoria para nuestro cédigo deistai
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(a) Los puntos corresponden a la viscosidad
de cizalla cinematic& medida con el decai-
miento exponencial del campo de momento
en espacio de Fourier para diferentes resolu-
ciones aMé/Z). La linea continua es la
viscosidad de cizalla cinemética de entrada
en el codigo.

(b) Representamos con puntos la velocidad
del sonido¢ medida a través de la oscilacion

de la parte imaginaria del campo de densidad
en espacio de Fourier en funcién de distin-

. 1~ .
tas resoluciones\( < /L), o sea, del nimero
de particulas mesoscépicag por longitud

de cajal.. El valor predicho eg = /2T,
representado con la linea continua.

Figura 6.7: Viscosidad de cizalla cinematica y velocidad del sonidowereibn de la resolu-
cion.

6.2.3 Demostracion de la hipétesis de equilibrio local

Una observacion muy interesante extraida de las simulesianteriores de ondas de ci-
zalla y de compresion es que el valor de equilibrio de la @fdrtotal para todas esas
simulaciones (en las Figs. 6.3(b) y 6.5(b)) es exactamémeéseno. El valor inicial de la
entropia total esté fijado (por la aditividad) con las coindies iniciales impuestas sobre
cada particula individual. Como la Unica diferencia en tagdiciones iniciales esté en la
perturbacion del campo de velocidad (para la perturbacasversal o longitudinal) y la
entropia total es independiente de la velocidad, el valta datropia total inicial es idén-
tico para los dos tipos de simulaciones. A la vez, ambas attaries tienen condiciones
iniciales tales que las cantidades conservadas (masaenply energia) son exactamente
las mismas. Por tanto, el valor final de la entropia total spreedepende exclusivamente
de las cantidades extensivas globales conservadas y ndatenia particular en la que
el sistema llegue al equilibrio. Que la entropia total sea fumcion de estado es, por
supuesto, un requisito de la Termodinamica de EquilibraraRlarificar este punto, re-
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presentamos en la figura 6.8 la evolucion temporal de la giattotal en el decaimiento
de una onda de cizalla para dos simulaciones que se difareficicamente en los coefi-
cientes de transporte. Observamos que ambas simulaciomésnzan en el mismo valor
(porque las condiciones iniciales son idénticas) y que sexapan a un mismo valor
final de la entropia. La linea horizontal es el valor de laggi&r calculada de la funcion
S(Mao, Vo, Ey) siendoM,, Vg, Ey los valores de la masa, volumen y enertgialesdel
sistema global. La funciéf(M,, Vo, Ey) es la inversa de la Ec.(6.1).

12.59345

12.59344 04
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»

S 1250343t "
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t

Figura 6.8: La entropia totalS = > S; en funcion del tiempo. Los circulos son para
coeficientes de transporfe= 5 = £ = 0.01, y los cuadrados pai@03. La linea sélida es
la entropia evaluada de la ecuacion de estado del gas idedlopaalores de las cantidades
extensivas del sistema total (masa, volumen y energiarsawe la Ec.(6.1).

El hecho de que la entropia total aumente hacia el valorghtegior la termodinamica
no es en absoluto un resultado trividtisicamente, esperabamos que la entropiacatal
equilibrio fuese una funcién de estado que dependiese exclusivameifds #ariables
extensivas del sistema entero. El hecho de que nuestraaégdaisimulacion satisfaga
este requisito fisico es un resultado que no se esperabatel@ao. Otra forma de
explicar esto es la siguiente: Aunque en el método solo é&@eros el comportamiento
termodinamico de cada mesoparticula (o subsistema), daniba postulada es tal que, el
comportamiento termodinamico de equilibrio distema globags el mismo que el de los
subsistemas. En otras palabras, nuestra tégaliala hipétesis de equilibrio local. Una
vez que hemos comprobado esta propiedad, tenemos una ratespacificar la funcion
energia interna de cada celda si sabemos la ecuacion funtdmel sistema entero.

Noétese ademas que el valor final de la entropia en la Fig.6d@pende del valor con-
creto de los coeficientes de transporte. A mayor disipaci@s, rapidamente el sistema
alcanza amismoestado de equilibrio. Si la disipacion disminuye, el tienggoequili-
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brado del sistema aumenta. En el limite de disipacion nalentropia es una constante
del movimiento, idéntica al valor inicial, y el sistema natiegara al estado de equilibrio
predicho por la Termodinamica. Las ecuaciones de Euleryafido no viscoso son,
claramente, inconsistentes con la Termodinamica de BqoiliSe necesita algo de disi-
pacién, no importa su magnitud, para que el sistema relajgatio de equilibrio predicho
por la Termodinamica.

6.2.4 El decaimiento de las inhomogeneidades de temperagur

Estamos interesados en cuantificar el tamafio del términbsdduhem (5.81). En las
simulaciones anteriores de ondas de cizalla y sonido, laacianes de los parametros
intensivos era muy pequefias (ver Figs. 6.4(a), 6.4(b) wh.6(6(b)) y consecuentemen-
te el término Gibbs-Duhem también es muy pequefio. Por eaba raonsideramos en
esta subseccion una situacion en la que potencialmenteesieo es grande. Recorde-
mos que dicha contribucion es la responsable de la cons@nexacta de la energia del
modelo fluido GENERIC. Por eso, comparamos las simulacideasna configuracion
de dos temperaturas distintas en el sisteoray sinel término Gibbs-Duhem (5.81) en
la ecuacion del momento. Las simulaciones de las que hablanpmnen como condi-
cion inicial un perfil de temperaturas y velocidades paractddas, dependiendo de su
coordenada vertical dentro de la caja. Las celdas de la mitad superior estamlmien-

te a la temperatur@ = 1 mientras que las de la mitad inferior estan a la temperatura
T = 2. Una onda inicial de cizalla asigna unos perfiles iniciatesas velocidades de
las particulas. Mas que atender a las medidas de las covidadgs térmicas, nos inte-
resa la relevancia del término Gibbs-Duhem. En la Fig.@Presentamos la evolucion
instantanea de la desviacion de la energia total del vamaines decir,

E(t) - E(0)
E(0)

para los dos cas@on y sinel término Gibbs-Duhem.

Observamos que en las simulaciones del modielel término Gibbs-Duhem no se
conservala energia. Sin embargo, también en el modelo GENE& un ligero aumento
de la energia debido a los errores de la integracion numéReaa cuantificar dichos
errores en funcion del paso de tiempo de integracdinmedimos la cantidad

AE(t) (6.16)

Nstep
1

AE(At) = Netep ;

fijando para dicho estudio un tiempo total NetepAt = 4. En la Fig.6.10 se refleja
la dependencia dA E con el paso de tiempat¢ para los dos modelos. El resultado es
revelador: Para el modelo GENERIC, conseguimos mejoraoteearvacion numérica
de la energia total a medida que el paso de tiempo tiende a leara el modelsin el
término Gibbs-Duhem, no se mejora la conservacion eneggéino que converge a un
valor tipico que para este ejemplo particular eg@e’.

E(kAt) — E(0)

50) (6.17)
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Figura 6.9: Evolucion instantanea del error relativo de la energid ttael tiempo. Los
puntos corresponden al modelm el término de Gibbs-Duhem (5.81) y la linea continua al
modelo GENERIC, para un paso de tiempakie= 0.005.

Nétese que la energia generada por el término Gibbs-Duhenugpequefio, tal y
como indican dichas figuras.

6.2.5 Expansion irreversible

En esta subseccién se presentan resultados de la simutkclérevolucion temporal de
la expansion irreversible de un gas ideal cuyo estado Irdoimesponde a un campo de
densidad muy alejado del equilibrio.

En un articulo reciente de Hoover, Posch, Castillo y Hoo2600), se explica que
el problema del equilibrado de un perfil de densidad sinasaitlizando una ecuacion
de estado simplgolitrépica (ley de potencialP « p?, es buena forma de comprobar
la calidad de los distintos algoritmos numéricos que resuela Dindmica de Fluidos
Computacional. Durante el transcurso de este procesonseageuna cantidad de ondas
de sonido a través de las interacciones convectivas nddsedaa capacidad de describir
correctamente este experimento, durante un periodo dpdiemvarias ondas transver-
sales da una idea sobre la fiabilidad de la técnica elegidaed$?a raz6n simulamos la
expansion irreversible con nuestro modelo GENERIC y coarpas con los resultados
obtenidos por Hoovest al. (2000) con la SPH.

Debemos mencionar algo importante sobre la ecuacion déossliegida en las simu-
laciones. En el articulo de Hoovet al. (2000) se menciona que la ecuacion de estado
politrépica se puede entender como una version isoentrdlgita ecuacion de estado del
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Figura 6.10: La conservacion de la energia en funcién del paso de tienapa,gb modelsin
el término Gibbs-Duhem (triangulos) y para el modelo comop®ENERIC (circulos).

gas ideal. Esto ocurre cuando la presion es proporcionaladrado de la densidad de
masa. Consideramos que esta eleccion particular no estarisitermodindmicamente,
en el sentido que no se puede definir una temperatura asod&tiéctamente hablan-
do, la temperatura de cada una las particulas es €gre,0. En este caso, la ecuacion
de evolucion de la energia es equivalente a la de continuiddd masa (con un factor
de proporcionalidad adecuado), por lo tanto, la condudéidnica no se simulay no es
necesario dar ningun valor para el coeficiente de conddetiviérmicax. En cambio,
nosotros hemos llevado a cabo simulaciones para el gasioegleto (definido consis-
tentemente) cuyas ecuaciones de estado, unidades, fodinanaionales y parametros
hemos descrito con detalle en la seccién 6.1.2.

Simulamos un sistema de a&tomos de argdn en reposo con urdpatéhsidad inicial
particular que relaja al equilibrio. Ya que la SPH describeagiones de movimiento
meramente deterministas, en eststnumérico hemos eliminado las fluctuaciones.

La condicion inicial consiste en la siguiente distribucitinmasa periédica, continua
y altamente no lineal:

plz,y) = po(1+ 0.9 cos(kox))(1 + 0.9 cos(koy)). (6.18)

donde la constant, = 27/L, L es la longitud de la caja de la celda periédicaiy

es la amplitud de la distribucion de densidad inicial. Tabyno se explica en (Hoover
et al, 2000), hemos preparado la malla lagrangiana inicial peaaepir las distorsiones,
pero esto no es esencial para nuestra técnica, porque egraniir de una malla regular
aunque las deformaciones de cizalla y la concentracion ldesen algunas regiones
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puede provocar una disminucion considerable de las diggtipicas entre particulas, y
consecuentemente se necesitaria disminuir el paso deidinga figura 6.11 mostramos
una configuracion tipica inicial para un sistemalde= 400 celdas de Voronoi adaptadas
a la distorsion inicial provocada por el anterior perfil dagidad.

041
03!
021
01l :
00 ||
o1t b
.02 L
03]
.04 L

05 | | | | | | | |
05 -04 03 02 -01 00 01 02 03 04

Figura 6.11: Situacion de los centros de las celdas de Voronoi para ladeajado/.=1 en
una configuracion tipica inicial para la perturbacién nedindel campo de densidad.

El ejemplo aqui mostrado corresponde, de nuevo, a una siolaon condiciones
de contorno periddicas d§,,;. = 4 x 10* &tomos de argon representadas pbr= 400
mesoparticulas de Voronoi, que daria en una distribuciétetisidad homogénea unos
100 atomos de argon por celda. La amplitud inicial de laidistion de densidad elegida
espo = 1. Las viscosidades de cizalla y bulk y la conductividad téemeducidas son
¢ = = & = 0.01. El paso de tiempo reducido inicial se elige= 1. x 1077 y para
la configuracién particular inicial, el sistema (pese a lestes distorsiones que sufre la
malla) llega al equilibrio sin tener que reducir el paso dmfo. En las figuras siguientes
se presenta la dependenciatemporal de algunos obserrealbiemtes en forma reducida:
la energia cinética totdl’ (Fig.6.12(a)), la energia interna totéglinto con la energia total
conservadd’ (Fig.6.12(b)), y la entropia totd (Fig.6.13). Hemos comprobado que la
energia, el momento, el volumen y la masa totales se comseuvaéricamente a lo largo
de la simulacion.
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(a) Evolucion temporal de la energia cinética (b) Evolucion temporal de la energia interna
total del sistema. Podemos observar las osci- total del sistema. En linea discontinua hemos
laciones que corresponden a las expansiones representado la energia total del sistema que
y contracciones del gas ideal. Es un fenéme- se conserva a lo largo de la simulacién.

no que refleja la compresibilidad del gas, con
zonas de densidad alta y de enrarecimiento.

Figura 6.12: Energia cinética, interna y total del sistema en funciortideipo.

430

4251

Figura 6.13: Evolucién temporal de la entropia total del sistema. Talme®@ra esperado
por la termodinamica de equilibrio, para un proceso irsié, se trata de una funcion es-
trictamente creciente con el tiempo. El valor de equililesoel valor maximo al que llega (en
linea discontinua) y corresponde a la funcién entropia aeldeal evaluada sobre los valores
de la masa, energia y volumen totales del sistema. El acesitt® nuestra simulacion y el
predicho por la hipétesis de equilibrio local es manifiestara bueno.
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Hemos definido la temperatura y la presion media del sistemmda media aritmé-
tica correspondiente, esto €,= >, , ,, 7i/M. El resultado se refleja en las figuras
(Fig.6.14(a), Fig.6.14(b)). ’
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0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t t
(a) Evolucion temporal del valor medio de la (b) Evolucién temporal del valor medio de la
temperatura del sistema. presién del sistema.

Figura 6.14: Temperatura y presién medias del sistema en funcién deptiem

Los perfiles de densidad mostrados en esta subseccion lmaoadailados con la
funcion caracteristica de la celda de Vororeir), Ec.(5.1), recordando que la funcion
A(r) = exp{—r?/20?} es una gaussiana de anchata Cuandooc — 0, la funcion
caracteristica suavizada tiende a la verdadera funci@cieafstica de Voronoi. Obsér-
vese la dependencia de dichos perfiles con el parametEn las figuras Fig.6.15(a) y
6.15(b) reflejamos el campo de densidad inicial para dogesldiferentes de. Las
figuras 6.15(c) y 6.15(d) representan las superficies dedsehdel sistema en tiempos
correspondientes al primer méximo y primer minimo de la giaetinética de acuerdo
con nuestra simulacién (ver figura 6.12(a)).
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(c) Campo de densidad en el tiempo reducido

i = 0.18, que corresponde al primer maximo
de la energia cinética para un valor de=
0.1.
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(d) Campo de densidad en el tiempo reducido

i = 0.42, que corresponde al primer minimo
de la energia cinética para un valor @e=
0.1.

Figura 6.15: Campo de densidad inicial para distintaganchura de la gaussiana con la que
se define la funcién caracteristica suave de Voronoi) y emirlgp maximo y minimo de la

energia cinética total.
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En la Fig.6.16 se muestran los resultados para distintosestle los coeficientes de
transporte. Se observa que para coeficientes de transpaytees qud.03 (en unidades
reducidas) la energia cinética no presenta oscilaciostses, el sistema relaja muy rapi-
damente al estado de equilibrio sin presentar las de ondaswjgresion y enrarecimiento
(ondas de choquehock waves

0.05

0.04 ¢

0.03

0.02

001} ¢

Figura 6.16: Evolucién temporal de la energia cinética total del sistpara valores distintos
de los coeficientes de transporte:1, 0.05, 0.03, 0.01, 0.005, 0.001. La curva superior
corresponde al menor valor de los coeficientes de transpoldecurva inferior al valor mas
alto. Para este conjunto de experiment®s;s 7 = &, y la densidad de masa toma valores
entre[0, 1].

Hemos analizado también el comportamiento del sistemaferedies puntos termo-
dindmicos. La dependencia con la temperatura inicial désia queda reflejada en la
Fig.6.17(a) y la dependencia con de la densidad media delrgig, se muestra en la
figura 6.17(b) para tres experimentos con los mismos coefésgede transporte. Otra
prueba interesante es conocer la dependencia de los desutiaméricos con la reso-
lucién espacial elegida para resolver el problema, o sealaccantidad de particulas
utilizadas en la simulacion, (ver la Fig.6.18). Estos reslds muestran una ligera depen-
dencia con la resolucién, pero demuestran que inclusal€ca 400 , que es el nimero
mas pequefio de particulas de Voronoi utilizado, se desadbeuadamente el comporta-
miento. Sin embargo, hay que tener en cuenta que las peqiesiasciones en la energia
cinética son debidas a ligeras diferencias en la energihdatisadas por las diferentes
mallas iniciales (perfil de densidad inicial) para cadaleson. Mantener el valor de la
energia total idéntico para estos tres casos es s6lo unaltdifi¢écnica que puede ser
resuelta.



128

Capitulo 6. Resultados deterministas del modelo de Vomoi

(a) Evolucién temporal de la energia cinética
total del sistema para diferentes valores del
perfil de temperatura inicial. La curva supe-
rior corresponde a un valor dé = 100, la
intermedia &’ = 10y la inferior a7 = 1.
Obsérvese la dependencia de la velocidad del
sonido con la temperatura.
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(b) Evolucién temporal de la energia cinética
total para tres densidades medias diferentes y
el mismo perfil de temperatura inicidl = 1.

El mayor valorpp = 10 corresponde a la
curva superiorgg = 3.2 a la curva central y

po = 1 alainferior. En las tres simulaciones

(=14 =Fk=00L

Figura 6.17: Evolucion temporal de la energia cinética total del sistpara diferentes con-
diciones iniciales de temperatura y diferentes densidaxeias iniciales.
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Figura 6.18: Evolucion temporal de la energia cinética total para treslueiones diferentes
del mismo problemal = 400 (circulos),M = 1024 (cuadrados)M = 2500 (triangulos),

para( = n =k = 0.01.
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También hemos realizado simulaciones de las ecuacioneslde(Eon coeficientes
de transporte nulos), o dicho de otra forma, de las ecuazi@mversibles sometiendo al
sistema al mismo tipo de perturbacion inicial que en las desimaulaciones descritas en
esta seccion. La evolucién temporal de la energia cinéfic® muestra en la Fig.6.19.
En este limite, la entropia total del sistema es estrictéen@mnstante en el tiempo, pero
el sistema es inestable. En las figuras 6.20(a), 6.20(H)(i.Bhemos caracterizado los
campos de densidad en varios tiempos relevantes. En partien el primer maximo y
minimo dekK .
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Figura 6.19: Evolucién temporal de la energia cinética total para el cisooeficientes de
transporte nulos. La entropia total es constante en esie Easntualmente el sistema se hace
inestable.

Hooveret al. (2000) realizan estas simulaciones con SPH y dicen que etrmtom
rapido de entropia en la expansion irreversible confinadandgas ideal en ausencia de
coeficientes de transporte es un hecho sorprendente. @wuovieniente de sus simu-
laciones es que las particulas se interpenetran librenuerate a otras. Es un artefacto
intrinseco a los métodos de particulas debido a la pobreseptacion de los contornos
e interfases. En principio dos fluidos de particulas sud@gaonvencionales que co-
lisionen con velocidades sOnicas se interpenetran. Siragyopen cualquier contorno
razonable entre dichos fluidos se deberia descartar ditdr@émetracion. La SPH con-
vencional degrada el campo de flujo hidrodinamico a medigdagipartes del flujo que
se expanden penetran en las regiones de baja densidadla@Estgue el problema de la
interpenetracién es una caracteristica no deseada denlea&PH. De todos modos, se
han hecho algunos intentad hocpara evitarla (Monaghan, 1989).
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(a) Campo de densidad en el tiempe: 0.2
gue es el primer méaximo en la energia ciné-
tica K. El valor del parametro es = 0.05.
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(b) Campo de densidad en el tiempo=
0.38 que es el primer minimo en la ener-
gia cinéticaK. EIl valor del parametro es
o = 0.05.
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(c) Campo de densidad en el tiempo=
0.56. El valor del parametro es = 0.05.

Figura 6.20: Instantaneas del campo de densidad para el caso de vistosiida
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Pensamos que todos estos efectos esplreos e incorrectosra e representar un
fluido con SPH son debidos a la incompleta interpretacioradeérticulas SPH como
subsistemas termodinamicos, afiadiendo ademas el hech@da gcuacion de estado
politrépica no esta termodindmicamente bien definida. Yadsemencionado en el capi-
tulo precedente que en la formulacion general de la SPH norsgdera el volumeny;
como una variable termodinamica asociada a la particuleu&di-volumersPH es algo
relacionado con el volumen de particsiaavizada (que incluso presenta dependencia
con el alcance finito de la funcidn peso), pero no es una sisidtivdel volumen total
1. Por consiguiente, las funciones presi®m;, V;, S;) y temperaturd’(m;, V;, S;) de
cada particula transfieren este error a las ecuacionesidemadel momento y de la entro-
pia. Precisamente este punto es crucial para describivdaniica correcta de no equilibrio
del sistema asi como para las propiedades y estado final dibegu

Nuestro método mesoscépico, sin embargo, se comportatanrente en un proceso
reversible, es decir, mantiene la entropia constante. .esgioobablemente debido a que es
un modelo termodinamicamente consistente y a que las platituidas son subsistemas
termodinamicos de volumen determinado por la teselaciévodenoi, siendo ésta una
verdadera particion de la caja de simulacion.

6.2.6 Condiciones de contorno

En las simulaciones de este capitulo sélo consideramessstcon condiciones de con-
torno periddicas. Sin embargo, es bastante facil impleanemtas condiciones de contor-
no sobre contornos sélidos. El primer punto a resolver essialdcion del espacio para
que se respeten geométricamente los contornos. En laHi¢g$ mostramos como reu-
niendo pares de centros de celdas limitrofes y fijandolamos construir paredes lisas.
Cada par tiene un centro en el seno del fluido y otro fueragpeciente al contorno.

Si las condiciones de contorno son de tipo von Neumann, sssite@specificar los
flujos en dichos contornos. En este caso, para cada centedddeque define el contorno
y que esta en el fluido se tiene que la interaccion con su pkrtéorrespondiente del
contorno esta determinada por el flujo prescrito.

En el caso de condiciones de contorno de Dirichlet (como eralicién de con-
torno de no deslizamiento), se impone que los valores dealopas hidrodindmicos en
cada par de centros (fuera y dentro) tomen los valores [ieesciTenemos proyectado
en un préximo futuro realizar simulaciones que incorpommdéciones de contorno no
periddicas.

En el caso de condiciones de contorno sobre objetos flotemites particulas coloida-
les o moléculas poliméricas, una forma de proceder quedapha minima modificacién
del codigo es afadir interacciones elasticas entre cipadiulas Voronoi. Una forma
de hacerlo es conectando los pares de celdas vecinas cdesrelasticos de constantes
recuperadoras elevadas, de tal manera que éstas se eecufitamente a distancias

ILa suma de los volmenes de las particulas no es el volumesodtEnedor del experimentoy); V; #
Vo)
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(a) Como tratar una pared lisa horizontal con (b) Representacion de una cadena polimérica
la teselacion de Voronoi usando pares de pun- y de una micela en un solvente simulado con
tos en el contorno. teselas de Voronoi.

Figura 6.21: Condiciones de contorno diversas: una pared lisa y geasgbdra fluidos
complejos.

gue corresponden con la longitud natural del muelle. Otiasdis geométricas se pueden
tratar de manera analoga. En la imagen 6.21(b) tenemos preseatacion con teselas
de Voronoi de una cadena polimérica y una micela disuelta$ svivente.

6.3 Discusion y conclusiones

En este capitulo hemos presentado resultados de simufzaniata parte determinista del
MODELO 1 mesoscoépico de particulas fluidas de Voronoi. Todas labpaia las que lo
hemos sometido han sido satisfactorias.

La construccion de Voronoi es relativamente dificil de iempéntar, en particular en
tres dimensiones, en comparacion con la sencillez de la SRHeg facilmente extra-
polable de dos a tres dimensiones. No obstante, una imptaoi@n tridimensional del
MoDELO 1 ha sido recientemente llevada a cabo utilizando la liar€GAL. Sin em-
bargo, la cantidad de vecinos necesarios para calculartErsicciones, es mucho menor.
Por ejemplo, er2 dimensiones, en la construccién de Voronoi se necesitaratignte
6 que frente a oS0 — 40 necesarios en SPH. Creemos que esta es una raz6n muy po-

2Comunicacion personal con Gianni de Fabritiis. CGAL es sbrino de Computational Geometry Algo-
rithms Library,http://www.cgal.org
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derosa para explotar este modelo en problemas donde |stTsa termodinamica sea
importante (por ejemplo problemas con coexistencia desfase

En el capitulo 5 se demuestra teéricamente que el modelosoigsoo de Voronoi,
MoODELO 1 es capaz de simular correctamente la hidrodindmica ernmiesde fluctua-
ciones térmicas. Los resultados correspondientes a kagstdcastica que lo justifican se
presentan en el proximo capitulo.



134 Capitulo 6. Resultados deterministas del modelo de Vomnoi




Capitulo 7

Las fluctuaciones en la dinamica
mesoscopica de particulas fluidas
de Voronoil

En este capitulo discutimos las fluctuaciones en el modabadéculas fluidas basado en
la teselacion de Voronoi bidimensional que ha sido dedadwlen el capitulo anterior.
El modelo puede describir el comportamiento de un fluido opiaho a escalas mesos-
copicas, precisamente aquellas en las que las fluctuadiénmeigas son importantes. La
consistencia termodinamica del modelo, garantizada ca@ssuctura GENERIC, hace
que la funcion de distribucion de equilibrio del sistemalsdancion de distribucion de
Einstein. Precisamente de esta funcion de equilibrio, leelleda funcion de distribucion
de equilibrio para las variables de cada particula indafidiferemos que los resultados
de las simulaciones del modelo estocastico completo naurestr acuerdo perfecto con
las funciones de distribucion tedricas.

7.1 Introduccién

Las ecuaciones de la hidrodinamica fluctuafieituating Hydrodynamicsd=H) (Lan-
dauy Lifshitz, 1959) capturan, en el limite continuo, elinégnmesoscoépicde un fluido
newtoniano simple. Este régimen corresponde a escalasndaud pequefias donde,
aunque el fluido sigue estando adecuadamente represerdad ipidrodinamica (no
es necesaria todavia una descripcién cinética), su namaraholecular comienza a ser
apreciable. Generalmente se modela dicho efecto inclwypnevos términos de ruido
aleatorio en las ecuaciones hidrodinamicas. El ruido @pazemo la divergencia de un
tensor de tensiones aleatorio y de un flujo de calor estooastila estructura de estos
flujos aleatorios esta directamente determinada por ett@@ide fluctuacion-disipacion

135
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(Landau y Lifshitz, 1959; Espafiol, 1998b). Este régimenasespico de la hidrodinami-
ca es relevante no solo en fluidos simples cuando interesastalas de longitud cortas,
(como por ejemplo es el caso de los experimentos de dispeatsifuz), sino también es
crucial en la dinamica de los fluidos complejos. En particeieel estudio del movimien-
to browniano difusivo de objetos pequefios en suspensidndgmarticulas coloidales)
(Bedeaux y Mazur, 1974) generado por la naturaleza esica @kl solvente. Es obvia,
por tanto, la relevancia de los efectos provocados por lesifigiones en el estudio de la
dinamica difusiva de los fluidos complejos.

Recientemente se han desarrollado paralelamente dosasatkeparticulas fluidas
(basados en una malla de Voronoi lagrangiana) para sinalsidrodinamica fluctuan-
te: MODELO 1 (Serrano y Espafiol (2001)) y presentado integramentecapéllo 5, y
MODELO 2 elaborado por el grupo de Fabritiis, Coveney y Flekkgy 22)0Las princi-
pales diferencias entre estos dos modelos son el uso dedpientMoDbELO 1) 0 de la
energiainterna (MDELO 2) como variable independiente y, algo mucho més esermial, |
manera de discretizar los gradientes de temperatura yagdncias de velocidad. Des-
de un punto de vista metodoldgico, los dos modelos obtieadarcha diferente (aunque
los resultados son equivalentes y complementarios) lagdaestocasticas preservando
el teorema de fluctuacién-disipacion:

- EIMoDELO 1 de mesoparticulas fluidas basa su construccion en el fismaGE-
NERIC (Grmela y Ottinger, 1997; Ottinger y Grmela, 1997)gaodificar de manera
sencilla la fisica que esta tras de la primera y segunda ldg @ermodinamica y del
teorema de fluctuacién-disipacion. Se debe insistir en gtmmaalismo GENERIC no
aporta ninguna fisica nueva, pero permite identificar myydamente si el modelo es
termodindmicamente consistente y, en caso contrariogiigiodificaciones para resta-
blecer la consistencia termodindmica.

- EI MoDELO 2 (Flekkgy y Coveney, 1999; Flekkey al., 2000a; de Fabritiist al.,
2002a) consiste en escribir la distribucion de equilibb cbnjunto de variables, ha-
ciendo una conjetura sobre la estructura del ruido aleayocialculando el operador de
Fokker-Planck que corresponde a las ecuaciones de Langevnxtraen los coeficientes
del ruido al hacer un balance entre las partes difusivas yrdstee o derivadrift) del
operador de Fokker-Planck actuando sobre la distribua@éudilibrio.

En el apéndice B haremos una revision de ambos modelosidisdat las similitudes
y diferencias (Serranet al,, 2002). Mostraremos que la parte de la dinamica reversible
del MoDELO 2 tiene una pequefa produccién de entropia y también se demgee la
parte irreversible de la dinamica de ese modelo se puedmmaisnarco de GENERIC
asegurando, por tanto, una produccién positiva de entropia

Por lo tanto, el contenido de este capitulo se centra en tndtados de equilibrio
obtenidos con el MDELO 1 estocastico. En la seccién 7.2 discutiremos como se puede
derivar, partiendo de la funcién de distribucién de Eimstle M-particulas, la funcién de
distribucion de equilibrio de una particula. Presentarmesésultados de simulacion en
la seccion 7.3 y los comparamos con las expresiones tegioagise nos permite discutir
la validez de nuestro modelo mesoscépico para simular fadiimica fluctuante.
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7.2 Distribuciones de equilibrio para elMoDELO 1

En el capitulo 5 hemos descrito las ecuaciones deternsmstia el modelo discreto de
mesoparticulas que representa a un fluido newtoniano. 8eldas de Voronoi son de
tamafio mesoscoépico, seran susceptibles de sufrir lossfdetlas fluctuaciones termo-
dindmicas. Dichas fluctuaciones se pueden incorporar demaamuy sencilla siguiendo
cualquiera de las dos rutas marcadas porebElLo 1 6 por el MODELO 2. De hecho, en
el apéndice B se explica como entender en términos de GENERIfictuaciones del
MODELO 2. Las ecuaciones diferenciales estocasticas resultsonesiatematicamente
equivalentes a una ecuacién de Fokker-Planck que gobefoadion de distribucién de
probabilidado = p(z, t) en la que cada mesoparticula tiene una realizacién patidal
conjunto de variables de estado que hemos denotado de ftoba gonz. En notacion
GENERIC, esta ecuacion toma la forma (Grmela y Ottinger,7i@8tinger y Grmela,
1997; Ottinger, 1997, 1998a,b)

Dl 1) = [p(x,n

OE(x)
ox

9S(x)
ox

Ip(.1)
ox ’
(7.1)

L(z)- + M(x)- —kpM(x)-

siendok g la constante de Boltzmann.

En la seccion 4.2 ya discutimos como la funcion de distribucie las variables de
un sistema dado en equilibrio estara dada por la funcionsighiicion de Einstein. Esta
afirmacién se puede probar bajo hipétesis bastantes gesa@tbre el caracter mezcla
(mixing) de la dinamica microscépica del sistema (Espafiol y de laaRB92). Si en el
instante inicial se conoce con elevada precision el valdoslénvariantest () e I(x),
en particular, si toman los valordg), I, respectivamente, entonces recordemos que la
funcién de distribucion de Einstein se escribe como

6(E(x) — Eo)d(I(z) — In) 1
“d(x) = exp{kn S(z)}, 7.2
con el factor de normalizaciéon adecuad@FEy, I;). Es bastante sensato pedir que la
ecuacion de Fokker-Planck (7.1) tenga como (Unica) sahud@equilibrio la funcion de
distribucion de Einstein. Como vimos, esto se puede coirssiglas matrices L(z) y
M (z) cumplen las propiedades

%- [L(w)%—f} =0, M(w)% =0. (7.3)
La segunda condicion es simplemente el requisito para qperta disipativa de la dina-

mica conserve la masa total, la energia y cualquier otraisnviee dindmico presente co-
mo, por ejemplo, el momento del sistema. La primera condis@puede entender como
una condicion de incompresibilidad sobre la dindmica st en el espacio de esta-
dosz. Debemos decir, sin embargo, que esta ecuacién de incoiifidesl se satisface

sélo aproximadamente en nuestra dinamica reversible.riragyo, como mostraremos
mas adelante, la funcién de distribucion de Einstein est@do, una aproximacion muy
buena para la solucion de equilibrio de la ecuacion de FeRkarck.
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7.2.1 Lafuncién de distribucion de equilibrio de M -particulas

En esta seccion discutiremos la funcion de distribuciongielibrio p®4(z) correspon-
diente a las ecuaciones de movimiento de nuestro modelethselobELO 1. Sin em-
bargo, es importante darse cuenta que la funcion de distdibae equilibrio es la misma
para los dos modelos, independientemente de la forma elegic la parte irreversible
de la dinamica. La razon estriba en que los dos conjuntosui@Enes respetan “esen-
cialmente” la estructura GENERIC, en realidad hay que halgemas pequefias modifi-
caciones en el MDELO 2 1, de tal manera que se garantiza que la funcién de distribucié
de equilibrio para esas variables esté dada por la distébue Einstein en presencia de
los invariantes dindmicos necesarios, Ec.(7.2). Como kart@alM (z), la energia total
E(z) y el momento totaP () son cantidades que se conservan en la dinamica, la funcién
de distribucion de equilibrio sera para los dos modelos

p*i(x) = %5(/\4(%) ~ Mo)3(E(z) — Eg)6(P(z) — Po) exp{kp'S(2)},  (7.4)

donde presuponemos que conocemos con absoluta precisigaldtes de la masa total
M., energiaF, y momentoP, en el instante inicial. Precisamente éste es el caso en
una simulacién numérica, entendiendo por precisigsolutala precision numérica. Por
supuestof? es un factor que asegura la normalizacién correcta®dler). La energia
total y la entropfa de nuestros modelos se escriben dBfed = >, (P?/2m; + &) y
S(m) = Zz Si, dondeSl- = S(mi, Sl,vl)

El estado méas probablesn equilibrio, de acuerdo con la ecuacién (7.4), es el que
maximiza la entropia toteff (z) sometida a las restricciongd (z) = My, E(x) = Ey,
y P(z) = Py. Si utilizamos la técnica de los multiplicadores de Lageafigh y V, el
estado mas probable es el que maximiza la funcion

F{R,P,m,S}) = k' S(z) = #(E(x) = V-P(x) = \M(x)

sin ningun tipo de restricciones. Igualando las derivadasiples con respecto a cada
variable a cero, llegamos al siguiente conjunto de ecuasionplicitas para los valores
mas probables de las variables= {R}, P}, m}, S} denotados por el simbofo

aV;

—J p. Y —
: aRl J (CU ) Oa
J
PL_ v
m;
* * * d 2
pi = p(zi) = pie™) = A+ 5V5
* * * 1
T =T(x}) =Ti(z") = b (7.5)

lvéase el apéndice B.
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La segunda igualdad indica que en el estado mas probabkelaslparticulas se mueven
a la misma velocida®. Se puede tomar igual a ce¥o = 0 sin pérdida de generalidad.
Las ultimas dos ecuaciones indican, respectivamente | ga¢escial quimico por unidad
de masay la temperatura de todas las mesoparticulas ead® esas probable es idéntico
al valor mas probable de dichas variables termodinamicaseatas. Precisamente esto
implica que la presién debe ser también la misma para todasdsoparticulas (en un
fluido simple los parametros intensivos no son indepenesgi@allen, 1960)).
Recordando el célculo realizado en (5.77) la primera eéoatg (7.5)

BV Az AZ * *
mh = X (et gie)@m-rm=o 09
j ! J#i E

se satisface de manera trivial, siempre que las presionelsemtado mas probable sean
idénticas para todas las particulas del sistétha= P} = P*.

Una caracteristica interesante referente al volumen éstgluecualquierconfigura-
cién de posicioneR; (y por tanto de volumenes de Voronoi) de las mesoparticigias t
la propiedad de que el volumen total se conséryd’; = V. Dicho de otro modo, aun-
que el volumen sea una cantidad conservada, no supone tniexiés reflejada como tal
en forma de una funcién delta extra en la Ec.(7.4).

Para nuestro modelo, es mucho mas conveniente considgrestabilidad de una
realizacion particular del conjunto total de variab{és P, m, S} en equilibrio en lugar
de{R,P,m,S}. Estas funciones de distribucién se relacionan de la forma

P{V,P,m,S}) = /{dR}5M(V — V{R}))p*(2). (7.7)

Comop®d(z) depende de las posiciones solo a través de las variablefutiearg tenemos

PV, P,m,S})=F(Vi,...,Va)p*i({V,P,m,S}), (7.8)
donde hemos definidgV’} = {V1,...,Vir}y
M
Five V) = [dRYT]00 = Vi(R). 79

Esta funcionF es proporcional a la densidad de probabilidad de que lakplag ten-
gan una distribucién de volimenes concrgfa. . ., V; siendo uniforme la funcion de
distribucion de posiciones. Es interesante darse cuerqaeleomar (Vi, ..., Vas) no
contiene ninguna informacion sobre la ubicacién de losmeldes, se espera que la pro-
babilidad de que una celda tenga un cierto volumen sea indep#e de la gran mayoria
de los volumenes del resto de las celdas. De esta formaaateptomo buena la apro-
ximacion de que los volimenes son estadisticamente indegrees en una distribucién
aleatoria de celdas, sobre todo si el nimero total del célfias muy grande. Sin embar-
go, existe una correlacion global que debe ser obligatamenrespetada, en concreto,
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preservar el volumen total. Por lo tanto, esperamos que

siendoF' (V') la densidad de probabilidad de que, dada una distribuc&aiaia de pun-
tos, el volumen de una celda sea exactaméntmdependientemente de los valores de
los volumenes de las otras celdas.

El célculo analitico exacto de la funcidf(V") es dificil, pero una expresién fenome-
nolégica ya se propuso en Wejchettal. (1986). Como la Unica escala en una distribu-
cion aleatoria de puntos es el volumen medio de cada celtimdan de distribucion de
volumen debe tener una forma escalada del tipo

F(V) = %g <%> (7.11)

dondeV representa el valor medio del volumen de cada celdday es la funcion de
distribucion Gamma definida como

9

G(z) = %mﬁ_l exp{—dz}, (7.12)
adecuadamente normalizada a la unidﬁ& G(xz)dx = 1). Ademasyp) es un parametro
constante.

En la Fig.7.1 reflejamos (en puntos) el resultado de la Histion de volumen de
una celda para una teselacién de Voronoi en dos dimensigda@és un conjunto aleatorio
uniforme de puntos, junto con el buen ajuste a la funcién sigilbicion Gamma para un
valor del parametrd = 3.8420 y con volumen medio d& = 0.0025.

7.2.2 Lafuncién de distribucion de equilibrio de una partiala

Para poder comparar los resultados de las simulacionesadeorlia, es necesario que
consideremos la funcion de distribucion de una Unica pdatjen lugar de la funcién de
distribucion multidimensional de M-particulas. Por estadn, como primer paso, inte-
graremos todas las variables de momento excepto los deragrparticula. El resultado
es que habremos convertido la distribucion “microcandifitd) en una distribucion “ca-
nénica”. Después, integraremos sobre todos los volumemesas y entropias de todas
las particulas excepto sobre los de la primera. Denotamestaiio por: = (y, {P})
siendoy = ({V},{m},{S}) el conjunto formado por los volimenes, masas y entro-
pias de todas las mesoparticulas del sistema. Obsérvelkeenteopia total y la energia
interna no dependen de los momentos.

Si integramos la funcion de distribucigf!(z) sobre todos los momentos excepto el
Py, tendremos la probabilidad P, y)

M M
PPy = (]—L(I;O(Vz)) exp { Sk(z) } o (Z m; — Mo) ] (Z Vi — Vo)
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Figura 7.1: Funcién de distribucion del volumen de Voronoi dada unaibistion aleatoria

de puntos en una simulacion dé = 400 mesoparticulas dentro de una caja bidimensional
de longitudZ = 1 con condiciones de contorno periédicas. La linea contiou@sponde al
ajuste de la funcién de la Ec.(7.11) con un valor de paramitro3.8420 y con un volumen
medioV = 0.0025.

, dM—2)
PA 2
By = &ly) - ﬁ (7.13)

Yanr—2)
nd/2 ) ZalM—2)
X (II(QmZ) ) 5

i=2

donde hemos utilizado la siguiente ecuacion, (demostragh &péndice VII de la refe-
rencia Espafiol (2001)),

M p2 M Yoty a=n-2 1
/ddMP 5 Z 5 i EO 5d ZPl _ 1)0 — %UO 2 H(2mi)d/2

(7.14)
donded es la dimensionalidad del espadi@, = Eq — P3/2M,,y
T, =21
=2 . 7.15

Si nos damos cuenta de que esta probabilidad debe estar cagaobre el estado mas
probable, podemos encontrar una aproximacion converadatecuacion Ec.(7.13). Por
tanto, para aquellos valores 8gy) para los cualeg® (P, y) tome un valor apreciable-

mente distinto de cero, la expresion aproximada sera peapal? a una exponencial

Y .
Ey — Z P — P—% x expl —f* Z&' + P—% , (7.16)
p 2m1 p 2m1 ’

2Con un factor con dimensiones de energia elevaglo a
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siendo&; el valor més probable d& y ¢ = d(M —2)/2 — 1> 1. Hemos incluido una

definicién para el parametr

dM-1)/2-1 ~ dM/2
Eo—-Y,;&  Eo-Y ;&

que es inversamente proporcional al valor mas probable eedeyia cinética del siste-

ma total (y sera, por tanto, inversamente proporcional artgperatura de equilibrio del
sistema). Incluyendo esta aproximacion, podemos estaikic.(7.13) como

g = (7.17)

M M
peYPry) = H Fgf)ls (Z m; — Mo) J (ZVz - Vo)
M 2
xexp{%) —B*;Ei(y)—ﬁ*%} (7.18)

donde reinterpretamos bajo el mismo simi@jda constante adecuada de normalizacion.
En la Ec.(7.18) hemos despreciado en la exponencial elnérmiiR ", In m; porque es
pequefio frente &, £;(y). Para esto, es necesario notar gues una funcion de primer
orden de sus argument8gs m;, V; y, por tanto, de ordem;;.

En concreto, estamos interesados en la funcion de disibibde(V;, Py, my,S1)
qgue nos da la probabilidad de que una particula concreta tmoe ciertos valores de
las variabled/;, Py, my, Sy, independientemente de los valores del resto de variables d
sistema. Para llegar a esa expresion primeramente es necgsadefinamos la funcion

M M
P(M,V) = /d(M_l){V}d(M_l){m}d(M_l){S}HF(Vi)zS (Z m; — M)

x 0 (Zv —v> exp{Z (E —ﬂ*E(mi,Si,ViQ} (7.19)
=2 =2

y analicemos sus derivadas con respecto a las varididlgs). Cuando el nimero de

variables o de mesoparticuldgé es muy grande, el integrando es practicamente nulo

salvo en su valor mas probable y tenemos que

IBM,YV)
o & TAAeMY)
%/\g,v) BT ®(M, V), (7.20)

siendoll y A\ ciertos multiplicadores de Lagrange adecuados que prewiga las res-
tricciones impuestas por las deltas de Dirac en el integréadonservacién de la masay
del volumen totales). Por tanto, la forma funcionafide\1, V) se puede aproximar muy
bien por una exponencial

(M, V) ~ exp{—B* (AN M —TT'V)}. (7.21)
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Al integrar (7.18) sobre las variabldd’,m, S} para todas las particulas excepto para
V1,P1,mq, S se puede reescribir la funcion de distribucion de una pdaien términos
de la funcion® (M, V) definida en la ecuacién (7.19) como

1
P(Vi,P1,m1,S1) WF(Vl)q’(MO_mlaVO_Vl)
0
P2
< e {2 pelm s - (122
kg 2m;y

y con la aproximacion (7.21) llegamos finalmente a la exprede la funcion de distri-
bucion de una Unica particula

F(V1)
A

2
exp{é_ﬂ* (g(mlsslavl)-i'i_)‘*ml-l_n*vl :
kp 2my
(7.23)
siendoZ el factor apropiado de normalizacion. La forma de esta fimde distribucion
se puede interpretar como la probabilidad de que en un seimsisque puede intercam-
biar masa, momento, energia y volumen con un bafio térmicadengtros intensivos
(B8*, A*, I1*), sus variables extensivas tomen unos valores particulBEsinteresante ob-
servar que, aunque la distribucion respecto al momentee@aussiana a primera vista,
el momento no es estadisticamente independiente de la Bada.que se refiere al vo-
lumen, la presencia del fact@t(1') impide poder interpretar directameriié como la
presion del bafio térmico con el que esta en contacto.
Los valores mas probables de la funcion de distribucion @epamticula (7.23) (re-
presentados por el simbolpsatisfacen

P(VhPl)ml:Sl) ~

aval
Pf+7F(V12 = I,
B*F(VY)
Pl = o,
pho=
1
TV = — 7.24
! Pyl (7.24)

siendoF” la derivada de"' con respecto al volumen. Observemos la conexion etitre
definido en la ecuacion (7.17), (relacionado con el valor prtébable del inverso de la
energia cinética total) y el valor mas probable de la tentperdermodinamica de la
particulal.

Estos valores mas probables, dados en la ecuacién (7.28n der comparados con
las Ecs.(7.5). Es importante apreciar que el valor mas pteba = {V,', P! m! i}
de la funcion de distribucion de una particula dado por las(E24) no coincide exacta-
mente con el valor mas probahté de la funcion de distribucion d&f/ -particulas dado
por las Ecs.(7.5) debido a las integrales involucradas.eBibhargo, esperamos que las
discrepancias sean muy pequefias.
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7.2.3 Distribuciones marginales para una mesoparticula

En una simulacién es muy dificil determinar la funcion derthscion de equilibrio (7.23)
debido a que es una funcién definida en un espacio de cincodiomes (para el caso de
simulacion bidimensional). Claramente, lo que necesitesoa las funciones de distribu-
cion de una Gnica variable. En esta subseccion, calculastasfeinciones de distribucion
marginales.

La distribucion de probabilidad conjunta del volumen, masatropia de una parti-
cula se puede obtener facilmente al integrar las varialdlesidmentd®

d
2
P, s) o« T (B0) ep {5 =t e, s.v) - wm o ).
Z p* kg
(7.25)

Si utilizamos la expresion analitica pafél’) dada por la Ec.(7.11), y realizando el
correspondiente cambio de variables de la entrSpdda energia intern&, para el caso
de un gas ideal, estamos en disposicion de calcular la fam@distribucién de masa y
volumen. El jacobiano de dicha transformacion corresp@nidetemperaturd’(£). La
integral se puede resolver analiticamente y el resultagmesando la dimensionalidad
del espacial = 2 desde ahora)

2\ mg
P(V,m) oc (V)= 1m? (:112/—;*> r (mﬁ0> exp {—19% + 5" (AN'm - H*V)} ,
(7.26)
dondel'(z) es la funcion Gamma, = exp(1) es el nimero de Nepern,, es la masa de
la molécula o atomo dejas idealque tratamos de simularcy es una constante adimen-
sional (definida en la Ec.(6.9) que depende exclusivamenpaimetros microscopicos.
Podemos integrar la variable de volumen en la expreBi@n m) para sacar la funcion
de distribucion de masa. Los limites de integracion se pegtinder d€0, co) porque
el rango de variacion de la masa de una particula es muy pegoefparado con la masa
total del sistema\1,.

P(m) /OmP(V,m)dVocr<ﬂ>r<l9+ﬂ> <£>2(17%)

Mo mo mo

m
mq

ae?

exp{B*\*m}. (7.27)
Ky (6710 + )

Por el contrario, podemos calcular la funcion de distribnae volumen si integramos
sobre la masa en la Ec.(7.26)

PV) & (V)" lexp {—19% - B*H*V} Tae (V) (7.28)
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con la definicion pertinente para la funcigi- - (V)

oo . 2 mio
T x+ (V) =/0 (1) (agf ) r (%) exp {B*A\*m}dm.  (7.29)

gue como vemos depende de los parametifog A*. Analogamente se puede obtener la
funcién de distribucién para la densidad de la Ec.(7.26):

Plp) = /P(V,m)&(p—%)dVdm

= /P(V, pVIVAV & p*Hae x- 11+ (p) (7.30)

donde hemos definido la funcion

PV
o0 . Ver \ ™o _ [pV
Hae ve 11e - yo+2 <70‘ ) [‘( )
) = f wr) o

X exp { <—% + B8 (\p— H*)> V} dv. (7.31)

que depende de con los parameffos\* y I1*. La dltima funcion de distribucion de una
Unica variable interesante que nos queda por determinards la component®, del

momento: )
P(P*) = \/g/ %exp {—B* (123]\4) }dm, (7.32)

obtenida por integracion del volumen y entropia en la EZ3(.

7.3 Resultados de simulacion

Em este apartado presentamos los resultados del modeldatonyioDELO 1, parte
estocéstica incluida, que son mejores que los del modelpBo 2. La razén se explica
detalladamente en el apéndice B, y tiene que ver con la foomereta de los términos
disipativos en cada uno de los dos modelos.

Los detalles especificos de las simulaciones estan desentmustivamente en el
capitulo anterior en la seccion 6.1. Hemos modificado colenmeente el esquema de
integracion ya que ahora las ecuaciones diferenciales stcasticas. En concreto,
hemos elegido un algoritmo de Euler con un paso temporaliesotiianente pequefio
(dt = 0.000001) para mantener una aceptable conservacion de la energianpdeento
total. Recordemos que cada particula fluida contiene tipode 100 atomos de argon (ya
queN,,;. = 40000y M = 400). El sistema esta a una temperatilireen una caja bidi-
mensional con condiciones de contorno periddicas. En degleeducidas la temperatura
se inicializa & = 1y la densidad @ = 1. 3

SAunque en este capitulo todos los resultados estan dadesdates reducidas hemos omitido el simbolo
Z por simplicidad.
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Aunque cercano al equilibrio, el estado inicial no egstado tipico de equilibricPor
esta razén es necesario dejar que el sistema evolucione relgie hacia su equilibrio.
Hay que estar seguros de que realmente estamos realizaddnanes de las distribucio-
nesde equilibriopara el momento, la masa, el volumen y densidad de las méisnjas?

En la Fig.7.2 se muestra con puntos la funcién de distribupira la componente
z del momento P*) medida en la simulacién. Como primera aproximacion, pagem

2000

1500 |

P(P) 1000|

500 -

0 ‘/’ | | | -
-0.0010  -0.0005 0.0000 0.0005 0.0010
P

Figura 7.2: Funcion de distribucion de equilibrio de la componentgel momento. El resul-
tado de la simulacién par@(P*) corresponde a los puntos. La linea continua corresponde a
nuestra prediccion dada por la Ec.(7.32) con un valostle= 39947.26. La linea disconti-

nua corresponde al mejor ajuste gaussiano posible parasdietios. Esto corresponderia a un
sistema de mesoparticulas de masas fijas, y por supuestopést el caso: las mesoparticulas
intercambian masa (ver ademas la funcién de distribuciémate de equilibrio Fig.7.4).

ajustarla a una funcién gaussiana (en linea discontinua)tre®a de un ajuste razona-
ble, pero en el que se observan algunas discrepanciascaginids. El origen de estas
diferencias proviene del hecho de que la masa y el momentomestadisticamente in-
dependientes. Desde luego, la funcién de distribucién dehemto esta en realidad dada
por la expresion Ec.(7.32). Si hacemos uso de esta ecuacitizgmos la distribucion
de masa obtenida en las simulaciones, obtenemos mucho ajggte en la distribucion
de momento que la gaussiana inicial. EI mejor ajuste cooredgpa un valor del parame-
tro 5* = 39947.26, que concuerda perfectamente con el obtenido con la ecu@titr)
compatible con los valores de las magnitudes que se coms@&st@ es, la masa total, el
momento y la energia del sistema para dicha simulacion. &idael también concuerda
con la temperatura global de equilibrio del gas id&ak 1/(kBTf).

4Una forma rapida y sencilla de llegar al equilibrio consisteémponer coeficientes de transporte elevados.
La prueba de que la entropia total ha alcanzado su maximoyajae permanece constante para el estado de
equilibrio no es valida para el sistema con fluctuaciones.



7.3. Resultados de simulacion 147

La igualdad de la temperatura cinética (dada a traves dec.(7.17)-notese que esta
relacionada con el teorema de equiparticion) y la tempexrééumodinamica de equilibrio
en la Ec.(7.24) queda demostrada por los resultados refkejaa la Fig.7.3 donde se
presentan dos mediciones de la temperatura: la obtenidiarergia cinética media
de las mesoparticulas y la media aritmética de las tempasatermodindmicas de todas
ellas calculadas a través de la ecuacion de estado de cadpartézula.

0.8 ‘ ‘ ‘ ‘
2 4 6 8 10 12
t

Figura 7.3: Registro de la evolucion temporal de la temperatcirgética y termodina-
mica en el equilibrio definidas com@}, = ZZM E;/(Mkg) (en linea de puntos) y
T: = Zf” T;/M (con trazo continuo), respectivamente. Los valores mestiosT; =
1.000+0.004 y T}, = 1.00 + 0.08, en unidades reducidas. La temperatirgticapresenta
mayores fluctuaciones asociadas a la anchura de la funcidistdbuciéon del momento de la
Fig.7.2.

Enlas Figs. 7.4, 7.5y 7.6 se recogen los resultados de ldasiran para las funciones
de distribucién de equilibrio para la masa, el volumen y lasittad de una mesoparticu-
la. En linea continua se muestran los ajustes de dichogadesla las funciones no
lineales dependientes de los tres paramef#dsi(*, A*) dados en las Ecs.(7.27), (7.28),
(7.30) respectivamente. Estos ajustes se han llevado accabel método estandar de
Levenberg-Marquardt, que ajusta funciones no linealesrpoimos cuadrados. El valor
del parametr@@* se ha extraido del ajuste a la funcion de distribucion de mémeEs
importante resaltar que muchos pares de valord$*de* dan, individualmente, ajustes
razonables a los datos de simulacion pBfa:), P(V), P(p), pero no a todas a la vez.
Precisamente, por esta razén, hemos minimizchultaneamentka funcion global de
las tres distribuciones por el método de los minimos cuadraBste procedimiento nos
conduce a los siguientes valores 6ptimos

B* =39947.26, II* = 1.010, \* = —10.620.
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Figura 7.4: Funcion de distribucion de equilibrio de la masa. Los puntosesponden a los
datos de la simulacién, y la linea continua al ajuste de [&7EXY) para los valores de los
parametrogd* = 39947.26, IT* = 1.010, y \* = —10.620.
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Figura 7.5: Funcion de distribucién de equilibrio del volumen. Los mstorresponden a
los datos de la simulacién, y la linea continua al ajuste dlé7.28) para los valores de los
parametrog* = 39947.26, I1* = 1.010, y A\* = —10.620.
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Figura 7.6: Funcién de distribucién de equilibrio de la densidad. Lostps corresponden a
los datos de la simulacion, y la linea continua al ajuste dielé7.30) para los valores de los
parametrog* = 39947.26, I1* = 1.010, y \* = —10.620.

De acuerdo con las Ecs.(7.24), los multiplicadores de lregrastan directamente
conectados con los valores méas probables de los param@tasivos en la simulacion.
Hemos obtenido directamente de la simulacion las distidimes de equilibrio marginales
de las variables intensivas y encontramos

Tt =1.001, P'=0994, X =—-10.556.

Si comparamos estas dos triadas de valores, se obtiene emlagerfecto con la tem-
peratura, y bastante razonable con la presion y el potegeiaiico. Al considerar las
relaciones entre los valores mas probables y los multigices de Lagrange dados en la
Ec.(7.24), encontramos las variables intensivas mas ptedR’, 71, ;! de la distribu-
cion de equilibrio de una mesoparticula. Si evaluamos @rmial quimico del gas ideal
para un valor de la temperatura @ = 1/(kg/3*), encontramos un valor tedrico para
w(T*, PT) para comparar con el valor del ajustg es decir,

1 F'(vh
Tt Pty = < T — 7> = —10.596. 7.33
u( ) H kpB* B*F (V1) ( )
Este resultado esta realmente bastante méas cerca del fjousferd = —10.620, lo que

es una buena indicacién numérica de que los multiplicadteésgrangeg™, IT*, A* son
en realidad los pardmetros intensivos del sistema.

El tamafio de las fluctuaciones, o lo que es igual, la anchuesdenciones de distri-
bucién de equilibrio, depende del tamafio real de las cekl&sbnoi. Para una densidad
determinada, por ejemplo, cuanto mayor sea el volumen (yasajnde la mesoparticu-
la, menor seréd la anchura de la funcién de distribucion ddiledo, precisamente tal y
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como predice la mecanica estadistica de equilibrio. Estdteslo se ve claramente en la
Fig.7.7. En una situacion general, el tamafio de las celdedaga fijado por la escala de
longitud hidrodindmica que nos interese resolver. Tipmat®, el “radio” de una celda

debe ser 20 veces menor que la escala de longitud hidrodiaaelevante (Serrano y

Espafiol, 2001).
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Figura 7.7: Distribuciones de equilibrio de la densidad para dos vohieagpromedio de las
mesoparticulasi{ = 100, V' = 200) y la misma densidad media en el sistema 1. La
curva con menor anchura corresponde a la de mayor volumeagg)mromedio.

Una consecuencia importante que se extrae de las simutsostocasticas es el he-
cho de que la entropia total del sistema es una cantidad aquéd]es decir, que no es una
funcién estrictamente creciente en el tiempo. En una sdoate equilibrio fluctta alre-
dedor de un valor constante tal y como se muestra en la Fige&.8ebe resaltar que este
comportamiento no contradice la Segunda ley de la Termoda@é(que es una ley ma-
croscépica). Obsérvese que las fluctuaciones en la ensopidel orden de la constante
de Boltzmanny, por tanto, en términos macroscépicos sgrelesbles. Por supuesto, si
las mesoparticulas son muy grandes (en el limite termodaagntas fluctuaciones seran
despreciables y la funcién entropia total sera una funciénGtonamente creciente del
tiempo.

Si consideramos élincionalde la entropia

Slpt] = /S(w)p(w,t)dm—kg/p(a:,t) In p(z,t)dz, (7.34)

que es un funcional de la funcién de distribucion de la prdioizia dependiente del tiem-
po p(z,t), se puede probar usando la ecuacion de Fokker-Planck @eb;§[p:] > 0
(Grmela y Ottinger, 1997; Ottinger y Grmela, 1997; Ottinded98a). Sélo mostramos
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la entropia total en equilibrio fluctuando (ver figura 7.8)que la medicion en simula-
ciones de este funcional es muy dificil debido a la elevadedsionalidad de la funcién
p(z,t).
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Figura 7.8: Evolucién temporal de la entropia total de un sistema soimetiruido térmico.
Los detalles de la simulacién corresponden a los de las Figs7.5y 7.6.

7.4 Discusion

En este capitulo y en el apéndice B correspondiente hembsadwlos modelos de par-
ticulas fluidas de Voronoi: MIDELO 1 (Serrano y Espafiol, 2001) ydeLO 2 (Flekkgy

y Coveney, 1999). Ambos pueden ser entendidos como dizsgcaines en volumenes
finitos de las ecuaciones de Navier-Stokes en descripcgiarigiana en los que se han
incorporado fluctuaciones térmicas que obedecen el teaterfiactuacion-disipacion en
el nivel discreto y, como consecuencia, la funcién de distion de equilibrio esta dada
por la funcion de distribucién de Einstein. Tal y como se destta en el apéndice B,
el MoODELO 2 tiene una parte reversible que causa un ligero aumentotdspé aun-
que, deberia ser conservada estrictamente en una din&wueraible. Sin embargo, en
situaciones practicas, se espera que esta produccionice dis entropia reversible sea
despreciable en comparacién con la produccién entropicaiden irreversible. Rela-
cionado con ésto, los dos modelos se diferencian en la foarieylar elegida para las
discretizaciones del tensor de tensiones y del flujo de.c&erha comprobado por la
comparacion de los resultados de simulacion que la disamfin utilizada en el M-
DELO 1 produce mejores resultados para las mediciones numégdas coeficientes de
transporte. Esto puede ser debido a que para@b®dl o 2, las interacciones disipativas
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aparecen siempre en forma de interaccion a pares entresaidéoronoi, muy en el es-
piritu del modelo original de la DPD (Hoogerbrugge y Koelma®92; Espafiol, 1995;
Espafioly Warren, 1995) (ver también la seccion 4.4). En@blL0 1, lainteraccion no
es a pares sino que depende de todos los vecinos de unalpatéida. Por estas razones
se elige el MODELO 1 en las simulaciones.

Partiendo de la distribucién de Einstein para el equilifdifinida para el conjunto de
todas las variables presentes en el sistema), hemos cid@naliticamente las funciones
de distribucién marginales de equilibrio correspondigriieuna mesoparticula. En la
practica, éstas son las Unicas distribuciones medibles gimulacién. Hemos obtenido
un excelente acuerdo entre los resultados teéricos y lagagiones, lo que confiere
enorme confianza a nuestrodeLo 1.

Los resultados de este capitulo permiten comparar el madeitodindmicamente
consistente de particulas fluidas de Voronoi presentadb@apéulo 5 con la discusion
sobre la DPD y la SPH detalada en el capitulo 4. Vemos que elftarde las fluctua-
ciones térmicas en los tres modelos (el de Voronoi, la SPHlaootuaciones térmicas y
la DPD) esta dado por el tamafio tipico de los volumenes dedasparticulas. Podria
decirse que escala con el inverso de la raiz cuadrada dedadsteen. La necesidad de
incorporar las fluctuaciones en un sistema particular estrmiinada por las escalas de
longitud externas que deban ser resueltas para un probledea &or ejemplo, si tene-
mos particulas coloidales submicrénicas (de tamafio marelagmicra), necesitaremos
resolver tamafios de particulas fluidas de, por ejemplo, denas dos de magnitud me-
nores que el diametro de la particula coloidal. Para estiisnemes tan pequefios, las
fluctuaciones son importantes, de hecho, son las respessidimovimiento browniano
de las particulas coloidales. Una pelota de ping-pong, Ipmmrgrario necesita particulas
de fluido mucho més grandes, para las cuales las fluctuadiémegas son desprecia-
bles. Por supuesto, podemos usar un nimero muy grande deffasquarticulas fluidas
para el tratamiento de la pelota de ping-pong en el seno daido fpero en este caso las
fluctuaciones térmicas (grandes) sobre cada particulasgegiaran por el gran nimero
de particulas fluidas. Recordemos que las formulaciongiates de la Dinamica de
Particulas Disipativas no tenian incorporada la posandide desconectar las fluctuacio-
nes térmicas segun el tamafio de las particulas fluidas. €8tb@lo al hecho de que esas
formulaciones no incluian elolumen ni la masae las particulas fluidas como variables
dindmicas relevantes.

Hay varios puntos importantes que conciernen a la implemceént practica del algo-
ritmo mesoscopico de Voronoi. Por una parte, las distrines de volimenes de Voronoi
son anchasy esto puede hacer que laresolucion espaci#tseate en distintas regiones
del espacio. Uno puede tener mesopatrticulas fluidas grandgsstiendo con pequefas.
Sin embargo, el tamafio de las particulas fluidas mas volsagael sistema, comparado
con la escala de longitud hidrodindmica a resolver, dehe sgre determine la resolucion
apropiada para un problema de flujo dado. Ya que el nimerordepas fluidas grandes
esta dado por la cantidad total de particulas fluidas, siempposible resolver un flujo
con una exactitud prescrita.



7.4. Discusion 153

El segundo punto importante concierne a la integracion ¢eeatp Hemos utilizado
en estas simulaciones un esquema simple de Euler paraantagrecuaciones estocas-
ticas. Este método requiere pasos de tiempo muy pequef@sjcanzar el grado de
conservacion de energia deseado. De hecho, esto reprasarifaea de investigacion
abierta. Estamos considerando esquemas de orden maydiobasala expansion de
Trotter (Tuckermaret al, 92) que, mantengan el mismo nivel de conservacion energéti
ca, pero que permitan pasos de tiempo de, al menos, dos érdemeagnitud mayores.
(En preparacion, de Fabritiis, Serrano, Espafiol y Cove2@yab)).

Sin embargo, el tamafio del paso de tiempo no esta dictadamaitte por la escala
temporal hidrodinamica del problema, sino por los probledeestabilidad en el proceso
de recombinacién de la teselacion lagrangiana en si misméastecuaciones de movi-
miento estos problemas de estabilidad se pueden achacareskncia del vectat;;
(obsérvese que los términos ogf son todos proporcionales&*jl). Geométricamente,
todos los términos que involucren dicho vector proviendrcdmbio en el volumen de
una celda de Voronoi debido al giro rapido de la cara que campaos celdas vecinas
y que sucede cuando dos centros de celdas se acercan demasi&mque nosotros lla-
mamostwistingen inglés. En dicha situacion, un ligero movimiento de logmes causa
una variacién enorme en los voliimenes de las celdas, lo aushaina diferencia enorme
de presion que da lugar a inestabilidades numéricas.

Una posible manera de eliminar este problema es que el aamteocelda permane-
ciera siempre cerca del verdadero centro de masa de la detdlemos conseguir este
proposito, por ejemplo, si después de cada paso de tiempampls una dinamica fic-
ticia sobre los centros de Voronoi, de tal manera que lagegel de Voronoi resultante
sea permanentemente centroide @dal., 1999), o sea, que el centro de la celda coincida
instantdneamente con el centro de masas. Este método eanhdsie una reteselacion
sobre una malla centroide. Esperamos que la computacidioadi que conlleva esta re-
teselacién se compense con la accesibilidad de tiempdegata simulacién mas largos
debido a que se podrian utilizar pasos de tiempo mucho mg&yore
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El objetivo inicial de esta tesis doctoral era profundizaleecomprension del modelo me-
soscopico de la Dinamica de Particulas Disipativas (DPBjJlelen punto de vista fisico.
En el camino, hemos analizado la relacion de esta técnicenddesion con la Hidrodi-
namica de Particulas Suavizadas (SPH). Hemos culminadabaljé con la formulacion
de un nuevo modelo de mesoparticulas fluidas basandonogeselacién de Voronoi.
Dicho modelo, que es termodindmicamente consistenteglkesios problemas inheren-
tes ala DPD y SPH, y es capaz de describir el comportamiento deido newtoniano
con fluctuaciones térmicas.
Los principales resultados de esta tesis se pueden resuios siguientes puntos:

e Parte I: DPD: descripcion de un fluido en grano grueso

1. En el modelo de la DPD en ausencia de fuerzas conservhgwags identi-
ficado dos regimenes dinamicos, el de campo medio y el de ateniento
colectivo. Latransicién entre ambos esta esencialmeritergada por los pa-
rametros del modelo. En concreto, por la friccion adimermaif, teniendo
efectos importantes sobre ella el solapamienyola longitud adimensional
del recipientg: en que encontramos al fluido.

El comportamiento de campo medio aparece para valores pes|de la fric-
cion Q2 o para solapamientasgrandes. Cuando la friccion adimensiofial
es alta, la autocorrelacion de la velocidad de las parsddRD no decae ex-
ponencialmente porque estd dominada por la dindmica c@lepie esta bien
descrita por la hidrodindmica. El hecho de que la hidrodinamgobierne la
velocidad de las particulas implica la aparicion de las faslong-time tails
(colas de tiempos grandes) en la funcidn de la autocoréelald la velocidad
de las particulas.

La region de parametros colectiva del modelo, en princgsda mas adecua-
da para las simulaciones de los fluidos complejos.

2. La necesidad de entender los origenes de las fuerzasatnses en el mo-
delo DPD nos ha llevado a realizar aoarse grainingde un fluido simple,
representado atomicamente con Dinamica Molecular, enriéende grupos
pequefios de atomos llamados ciimulos.

157
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Estos cimulos suponen un primer paso, muy simplista, hac@aneepto de
particula fluida o mesoparticula. Inferimos por los residtade simulacion
las fuerzas repulsivas conservativas entre dichos cumibgotencial de
fuerza medio no coincide en general con el potencial reabgtiea entre las
mesoparticulas. En el caso de los cumulos mesoscopicosapgmeque el
potencial que hemos inferido capture al mepage de la dinamica del sis-
tema aunque no con todo el detalle. Sabemos que cualquisgdinoiento
de coarse-graining(al describir el sistema reduciendo el nimero de grados
de libertad, y por tanto la complejidad y el detalle), cordléa aparicion de
disipacién y ruido térmico en las ecuaciones de descripgdgmivel menos
detallada Es decir, que estos efectos debieran ser incluidos conaafsie
de interaccion entre los cimulos de atomos, ademas de tadoién conser-
vativa debidas al potencial suave inferido de nuestraslaciones. Hemos
extraido ideas intuitivas y extremadamente sencillassslalsrfuerzas conser-
vativas en la DPD. También hemos obtenido algunas ideas $obecindad
de un grupo de moléculas a la hora de ejercer fuerzas en soajres,
que nos han llevado a pensar en la teselacion de Voronoi comdouma
matematicamente elegante de describir un fluido lagraagiante con me-
soparticulas.

e Parte Il: GENERIC: DPD, SPH y Voronoi

1. Hemos analizado la SPH bajo el formalismo GENERIC gazantio la com-
patibilidad del modelo con la Primera y Segunda ley de la ®einémica.
Vemos que las fuerzas de presion estan relacionadas copdadtncia de la
energia total del sistema con respecte@lmenasociado a cada particula.
Descubrimos en el volumen (porcion de espacio real fisina)uariable ex-
tensiva asociada a cada particula SPH, relevante a la hotard@rle un sen-
tido completo como sistema termodindmico. En realidad Al 8iscretiza
en particulas las ecuaciones hidrodinamicas del contins®puede entender
como una hidrodindmica mesoscopica discreta. Con GENEBmDE incor-
porado en el modelo SPH las fluctuaciones térmicas de mansraencilla.
Sin embargo, siguen existiendo dificultades inherentegtddo de la SPH: a
pesar de que en el estado de equilibrio mecanico las pressondaguales, si-
guen existiendo fuerzas remanentes sobre las particvigseles fisicamente
inaceptable. Por otro lado, las particulas fluidas SPH tieseciado un vo-
lumen cuya suma no coincide con el volumen total del contanex el que
estan situadas. Esto puede afectar al estado termodindmieguilibrio del
sistema y a la propia evolucion dinamica de relajacion détsia a dicho es-
tado. En principio, ambos efectos se pueden reducir si atamas el nUmero
de vecinos por particula, al coste de incrementar el tienepmdputacion.

Hemos mostrado que una variacion pequefia en la parte sieleedel mo-
delo SPH conduce a una nueva version del modelo DPD, que exermiifa
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del modelo inicial DPD en que ademas de incluir una variablertergia in-
terna, también el volumen de las particulas es una variatdeante. Como
consecuencia de este andlisis y comparacion, demostramolas fuerzas
conservativas del modelo DPD deben representar verdaieraas de pre-
sion. De esta manera, se abre la posibilidad de controlaukac#n de estado
de partida para el modelo DPD.

2. Con el fin de disponer de una técnica que resuelva los pnaisiele la DPD
y la SPH, hemos formulado un modelo mesoscoépico de parsifiuidas de
Voronoi. La linea conductora ha sido la discretizaciondagiana de la hidro-
dindmica del continuo en volimenes finitos de Voronoi. Hederaostrado
gue las ecuaciones discretas “casi” satisfacen la esteu@ENERIC. Para
restablecer en dicho modelo esa estructura afiadimos umtéem la parte
reversible de la dinamica. Asi, las ecuaciones conservarata, el momen-
to y la energia, y la entropia, en ausencia de fluctuaciosesna funcién
estrictamente creciente en el tiempo. Las fluctuacionesicés estan con-
sistentemente incorporadas, lo cual implica que el furadide la entropia
es estrictamente creciente en el tiempo y que la funcién steldicion de
Einstein es la solucion de equilibrio.

Las formulaciones originales de la DPD no permitian elimias fluctuacio-
nes térmicas en funcién del tamafio de las particulas fluitkis.es debido al
hecho de que las formulaciones iniciales no incluiaro&imen o la masde
las particulas como variables dinamicas relevantes.

e Parte Ill: Resultados deterministas y estocasticos del mado de mesoparticu-
las fluidas de Voronoi

1. Hemos implementado el modelo de Voronoi en dos dimensipae el caso
de un gas ideal. La parte determinista del modelo ha supsetibfactoria-
mente todas las pruebas a las que lo hemos sometido: estuldi@blucion
hacia el equilibrio de pequefias perturbaciones en el campeldcidad ini-
cial (onda transversal y onda de cizalla), decaimiento Heritogeneidades
de temperatura, y expansion irreversible del gas.

2. Partiendo de la distribucidn tedrica de Einstein parayellidrio del sistema
de particulas fluidas de Voronoi (definida para el conjunttodes las varia-
bles presentes en el sistema), hemos calculado analititaias funciones de
distribucion marginales correspondientes a una mesopkatiEn la practica,
éstas son las Unicas distribuciones calculables en undesitn. Hemos ob-
tenido un excelente acuerdo entre los resultados tedritas simulaciones,
lo que concede enorme confianza a nuestro modelo.

En resumen, hemos culminado el camino iniciado con el esfuflindamentacion
de la DPD y la SPH, modelos (de particulas blandas) mesasxpn el sentido
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amplio, formulando un modelo lagrangiano de particulaglflside Voronoi, con-
sistente con la Termodinamica, con fluctuaciones térmizasporadas, y en el que
se entiendeny controlan todos los parametros del modaleqsidades, ecuaciones
de estado, etc.).

Las lineas abiertas o perspectivas del trabajo son:

e Ademas de las ventajas formales y estéticas del modelo tieydas de Voronoi,

hay que tener en cuenta que en dos dimensiones el nimero desdarinos en
el modelo de Voronoi es 6, mientras que en SPH el niUmero tf@oeecinos den-
tro del rango de la funcion peso esta entre 30-60. Esta dd&arele un orden de
magnitud es muy importante y desde luego justifica la conagaléjdel algoritmo
de teselacion. Vale la pena desarrollar algoritmos deefeteidn optimizados por
la enorme reduccién computacional que supone la intenaceigy local.

Seria también interesante realizar una comparacion sguarios estos modelos
(DPD, SPH, Voronoi) en lo que se refiere a la eficiencia delgmglila precision
de los resultados.

Para que las simulaciones de fluidos complejos sean conipnaéoente efecti-
vas, es necesario desarrollar métodos estocasticos desicitan que utilicen pasos
temporales tan grandes como sean posibles, pero que medargonservacion
de la energia y los otros invariantes. Los modelos de p&atidluidas consisten
generalmente en un sistema de muchas ecuaciones con esréupladas. La
complejidad del sistema de ecuaciones estocastico esaadeygue practicamente
los métodos estandar estocésticos de convergencia débifléiees superiores son
muy dificiles de aplicar. Es importante mencionar que ereglgo de las técni-
cas de simulacion de fluidos mesoscopicos, incluso se esliaando esquemas
(implicitos y autoconsistentes) basados en integradasmdinistas. Con estos
esquemas de integracién no se garantiza la convergencaastéulcion estocasti-
ca ni que se preserven las constantes del modelo. Precisgrastd surgiendo un
gran interés en desarrollar integradores estocasticopigserven las constantes
del problema, véase por ejemplo, el trabajo de White, Cicgddansen (2001).
Pensamos que hay que trabajar en esta linea, en concratopsgtensando en la
generalizacion de la férmula de Trotter (valida para losrageres de evolucién
temporal deterministas) al caso estocéastico. Necesitamesder, en primer lu-
gar, el paso de la formulacion del nivel determinista (emigos de los operadores
de Fokker-Plank) al algoritmo estocastico al nivel de lagades estocasticas. Da-
da la complejidad matemética, es necesario un estudidatidale modelos mucho
mas simplificados que los modelos de particulas fluidas,elsedisponga tan s6lo
de un sistema de pocas ecuaciones acopladas.

En este trabajo nos hemos limitado al estudio de los modeiostidos a condicio-
nes de contorno periddicas. Aunque las condiciones de mmm paredes sélidas
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son conceptualmente sencillas, es necesario estudidiadataente y validar su
implementacion por medio de simulaciones.

Otra extension natural de este trabajo es explotar las ipdaites (inherentes al

modelo lagrangiano de Voronoi para un fluido compresibledegeesentar condi-

ciones de contorno de geometrias variables como las quecapaen el caso de
algunos fluidos complejos. Por ejemplo, esta técnica laggaaa permite adaptar
la malla de forma natural a las regiones intersticialesédas objetos suspendidos)
en las suspensiones poliméricas y coloidales.

Aunque presentamos exclusivamente estudios sobre lagdtiches de equilibrio
gue experimenta el modelo de mesoparticulas de Voronoi @rstante de tiempo
dado, con nuestro método podemos estudiar también ladamomes hidrodina-
micas temporales de las fluctuaciones de equilibrio y de niiledgo.

Otro problema en el que se puede aplicar el modelo de Voranel estudio de
las fluctuaciones térmicas en el umbral de inestabilida@Eedinamicas del tipo
convectivo, para las cuales existen resultados experatesniQuentin y Rehberg,
1995).

La consistencia termodinamica de los modelos permiteg efitas cosas, introducir
ecuaciones de estado mucho mas generales que la ecuacgasdédal utilizada
en esta tesis. En particular, es posible modelar un fluidadeler Waals capaz de
experimentar una transicion de fase liquido-vapor. Engstema se pueden anali-
zar los efectos de la tensién superficial y del ruido térmotuidos en el modelo.
También se puede estudiar el crecimiento de estructurasanpa que se desarro-
llan temporalmente como es el caso de gotas, burbujas odarmaelsituaciones no
isotermas.

Una de las ventajas de haber formulado este modelo de pastftuidas en el mar-
co GENERIC es que es relativamente sencillo extenderlo elosdon variables
internas adicionales capaces de describir la posible estmactura en el fluido.
Estas variables adicionales estaran acopladas a laslear@mvencionales hidro-
dinamicas de las particulas fluidas. Estamos pensandojgrople, en un tensor
de conformacioén definido en cada particula fluida que destai® orientaciones
moleculares poliméricas, o en una variable de concentratBéespecies definida
en la mesoparticula para describir mezclas quimicameatévas.
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Apéndice A

Variables en GENERIC:
Dependientes vs. independientes

¢, Qué sucede si en la descripcion del estado del sistema ledggmo, quizas sin saberlo,
variables que no son independientes entre ellas? DamoseeapEndice una respuesta a
esta pregunta.

Hemos dicho que el estado del sistema se describe por umtoie variabletde-
pendienteslenotadas par. En este apéndice consideramos por cuestiones de simplici-
dad, que la dinamica es exclusivamente reversible. El isstiedeste apéndice se puede
generalizar de manera automatica al casd/de) # 0.

Suponiendo que los bloques generadores de GENERIC tiemsirletura

E@) = By@)
S() = Sr,y@)
L) = Tey) (A1)

siendoy(x) una funcion del estado (o un vector). Aplicando la regla de la cadena vemos
que

VE(z) = V. E(z,y(2)) + J7 (2)V, E(z,y(z)) (A2)

y de manera similar paré(z) y L(x). La matriz.J(z) se define comd(z) = dy/0x.
La parte reversible de la dinamica de GENERIC es

& = L(z)VE(z) = L(z,y(2)) V. B(z,y(2)) + L(z,y(2)) ] (2)V, E(z,y(z)). (A.3)

1La motivacién de este andlisis surgié del considerar comablas independientes el volumen de la posi-
cion en el articulo Espafiet al. (1999). No obstante, posteriormente observamos la redeizdde una de las
variables.
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166 Apéndice A. Variables en GENERIC: Dependientes vs. ingendientes

Podemos considerar la derivada temporal de las funcippes)) y obtener a través de
la regla de la cadena
y(z) = J(x)z. (A.4)

Usando ahorala Ec.(A.3) dentro de (A.4), podemos agrupbaamcuaciones en la forma

© L Lj" V.E
— (A.5)
] JL JLJT V,E
0, con la notacién obvia = (z,y(x)),

i = L(2)V.E(2). (A.6)

Una sutileza asombrosa es que la maffiz) tiene todas las propiedades requeridas para
ser una matriz reversiblen GENERIC. O sea,

LT(2) = —L(2)
L(z)V.S(z) = 0
V:L(z)VE(2)] = 0 (A7)

y se pueden comprobar facilmente gracias a las propiedades:l
Ahora, imaginemos que comenzamos la descripcion del estaldsistema con el
vectorz = (z,y) y que la matrizL(z) tiene la estructura

( L(z,y) L(z,y)J" (x) )
B B (A.8)
J(x)L(z,y)  J(z)L(z,y)J" (x)

con J(z) = 0h/Ox para algun conjunto de funcionégz). Por lo tanto, tenemos
4y = dh(z)i = Lh(z)y, entoncesy = h(z). Asi, si en un modelo la matriz(z)

resulta que tiene la estructura dada en (A.8), entoncessagamente las variablgson
dependientes de las variables



Apéndice B

Dos modelos mesoscopicos de
Voronoi: MODELO 1 vs.
MODELO 2

Los modelos mesoscopicos de particulas fluidas de las nefase(Serrano y Espafiol,
2001)-(MopELO 1) y (Flekkgy y Coveney, 1999; Flekk@yal, 2000a; de Fabritiist al.,
2002a)-(MoDELO 2) se pueden entender como versiones discretas de las @uesde
la hidrodinamica fluctuante del continuo en términos deipaes fluidas que se mueven
siguiendo el flujo. Sin embargo, las ecuaciones de movimigaias variables mesosco-
picas se han obtenido por dos caminos diferentes:

-en el MODELO 1, a través de una discretizacion de volumenes finitos deissc®-
nes de Navier-Stokes en representacién entrépica, siangleergia interna una variable
dependiente.

-enel MODELO 2, através de consideraciones moleculares incluyendquogima-
cion de diferencias finitas para los gradientes de velocilath escrito en representacion
energética, es decir, la entrogia= S(m;, &;, V;) debe ser entendida como una variable
dependiente.

En esta seccion presentamos la conexién y diferenciasesttoe dos modelos, anali-
zando por separado las partes reversibles e irreversibles @cuaciones de movimiento
en la seccion B.1. Posteriormente, mostraremos que la ipatersible de la dinamica
del MODELO 2 también se puede poner en forma GENERIC (seccion B.Zgando la
notacion de la referencia (Serrano y Espafiol, 2001) pararta determinista y estocas-
tica.
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168 Apéndice B. MODELO 1 vs. MODELO 2

B.1 Comparacion de los dos modelos

B.1.1 Comparando la parte reversible

Las ecuaciones de evolucion para un fluido no viscoso son letanpente reversibles.
En primer lugar recordemos la forma de las ecuaciones ercastepara el MDELO 1.
Seleccionando la posicién, masa, momento y entBpjan;, P;, S;, (parai = 1, ..., M),
como variables de estado independientes, la parte releedstda dinamica del modelo
discreto para un fluido no viscoso se escribe

Ri = Vi,

. P — P A p: v .

P, = ZAijeij%JrZR_f{&QWLQVJ%.W
j “

A“ ,0'+,0' S; + s
+ Z#Cij((Pi—Pj)—%(ui—uj)— (T - Tj)),

. 1)
J
i Y

. A s + 85

Sz’ = ZR—] 2 JCZ']'-VZ']'. (Bl)
i Y

Aqui,v; = P;/m; eslavelocidady;; = v; —v;), p; = m;/V; es ladensidad de masa, y
s; = S;/V;ladensidad de entropia. La presiByy la temperaturd; quedan determinada
por las ecuaciones de estado de equilibrio en funcién dealéables intensivag;, s;.

Recordemos algunas cantidades geométricas que surgealmatote de la cons-
truccion de Voronoi: 4;; es el area (longitud eld) de la cara entre dos celdasj,
e;; = (R; — R;)/R;; siendoR;; = |R; — R;| el vector unitario normal a la cataj y,
finalmentec;; es un vector paralelo a la carg sefialando desd®; + R;)/2 al centro
de la caral;;.

Resaltemos que el tltimo término de la ecuacion del momeniaseEcs.(B.1)

Aij i +Pj $; + 8
ZR—fcij [(Pi—Pj)—p—ﬂ(ui—uj)— 5 (Ti=Ty)|, (B2
i Y

(que recuerda a la relacion de Gibbs-Duhem) ha sido obtel@da formulacion termo-
dinamicamente consistente del modelo. Es bastante facibsear que la masa total
>, mi, el momento total", P;, y la energia total",(P?/2m; + £(m;, S;, V;)) son
magnitudes conservadasactamentg que la entropia toté , S; no cambia en el tiem-
po debido al movimiento reversible. También se puede dearogtie las ecuaciones
arriba descritas se pueden entender como una discretizacigolimenes finitos de las
ecuaciones de Euler, para un fluido no viscoso (Serrano yfig52001).

Por el contrario, el MDELO 2 est& escrito en representacion energética en vez de
entropica. Es decir, la entropfa = S(m;, £;,V;) debe ser entendida como una variable
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dependiente. Pero ambas representaciones deberian sedatjaes. Las ecuaciones de
evolucion (de Fabritiiet al, 2002a) para este modelo (con la notacion elegida por el
MODELO 1) son:

R, = v,

. P, — P; A 40V Vs

Pio= Y Ayey g+ ) RS T ey
i i

. Aij pi+pj
i

. Aiiei+e; pi +Dj

& = D propteivig = ) Ay e vy, (B.3)
i i

La parte reversible de la dinamica de las ecuaciones panlac&n de la posicion
y masa son idénticas a las de de (B.1). Sin embargo, la ecupaia la evolucion del
momento difiere so6lo en la ausencia del término Gibbs-Dulie#) (

Se puede comprobar que si calculamos la derivada tempolaletgropia totaton
las ecuaciones originales reversibles &bDELO 2, se obtiene una produccion no nula
de entropiaque involucra una version discreta de la relacion de Giblbiseln, analoga
ala (B.2). Se espera que dicho término sea muy pequefio y cgigianiones practicas
sea completamente despreciable al comparar con la prdduestrépica provocada por
la parte irreversible de la dinamica. Sin embargo, lo ffeieate razonable es proponer
una evolucioén en la energia que respete la produccion nudatdepia para la parte ex-
clusivamente reversible. Una modificacién satisfactoelaMioDELO 2 para la ecuacion
de la energia interna seria

; o0& o0& . 0&; .
E = a—lez + a—ﬂ’leZ + 6_5152

1 A;
= Pingijeij'vij_PiZ#cij'vij
i i
pi+pj
DV
J

donde hemos utilizado la definicién usual termodinamica s parametros intensivos
P;, T; y u; y la forma particular del volumen en términos de la posiciériad celdas de
Voronoi descrita en el capitulo 5.

Es posible mostrar, siguiendo los pasos marcados en eulapitjue la Ec.(B.4) se
puede entender como una discretizacion en volimenes fietizsecuacion del continuo
para el campo de densidad de energia

Ore = =V -(ev) — PV -v. (B.5)

vélida hasta primer orden en gradientes espaciales.

1Entiéndase; = &;/V; la densidad de energia interna de esa particula.

Aij i+ 85 Aij
R'J< CijVij -I-Tiz Si t 5 ] Cij-Vij, (B.4)
1] J
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B.1.2 Comparando la parte irreversible

La parte disipativa en las ecuaciones de Navier-Stokeduoran las divergencias del
tensor de tensiones y el flujo de calor. Si suponemos paraslitiagnitudes como va-
lidas las ecuaciones constitutivas de Newton y la ley deieguespectivamente, dichas
magnitudes se expresan de la forma

I = »(Vv+(Vv)),
39 = kYT, (B.6)

siendon la viscosidad de cizalla (hemos considerado viscosidadilkeniila por simpli-
cidad) y« la conductividad térmica.

La principal diferencia entre los dosdwbeLOS1 Y 2 referente a la parte disipativa de
las ecuaciones surge de la forma concreta elegida para&tiiserel tensor de tensiones
y del flujo de calor. La comparacion se hace mas explicita lalza el valor de la
divergencia del flujd en una celda dada.

Segun el MDELO 1 la divergencia de un flujo se puede aproxirhdrasta primer
orden en derivadas espaciales por

V-3 = —%ZAijeij'[J]m (B.7)
j

siendo[J];; el promedio espacial del cam@osobre la cara que comparten las celdas
vecinasi, j.

El significado fisico de (B.7) queda patente cuando pensamds;e;; como el vec-
tor normal de superficie de la catgi. El promedio[J];; del flujo sobre la card j en
Ec.(B.7) se aproxima por la media aritmét{d; = ([J]; + [J];)/2 y después, el flujo
[J]; sobre la celda (de manera idéntica para la celfjaque estan dados en términos de
las derivadas espaciales (B.6), se aproximan de nuevo c@h (Ba version discreta del
tensor de tensiones y del flujo de calor para eld#L0 1 se escriben como

o n1 o a1 Llsa
16 ) > Aijlefiv] +efve] - 70 Oy Aijesjvi,
(3 . .
J J

K
J

En el MODELO 2, el promedio del tensor de tensiones y del campo de flujolde ca
sobre la cara, j se aproximan por las expresiorfes

[e3 1 [e] (o]
[H]ijﬁ = n—RH(vijefj—l—eiij),
ij
1
By = wp(Ti=T)). (B.9)
ij

2Ver la subseccion 5.3.2.
30Obsérvese la no aparicién de los sumatorios respecto adaiénlB.8.
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La estructura diferente en ambos modelos para el tensonsietes y el flujo de calor
discreto (definidos en las Ecs.(B.9) y (B.8)) conduce a téosdisipativos diferentes en
las ecuaciones de movimiento. Para eddELO 2, las interacciones disipativas aparecen
siempre en forma de interaccion a pares entre celdas de diprony en el espiritu del
modelo original de la DPD (Hoogerbrugge y Koelman, 1992;aagh 1995; Espafiol y
Warren, 1995) (ver también la seccion 4.4). En eliMLO 1, la interaccion no es a pares
sino que incluye informacion sobre todos los vecinos de andqula dada.

Esto parece tener implicaciones importantes en las sioales numeéricas. Por ejem-
plo, hemos mostrado en la seccién 6.2 que la viscosidad éifiearmedida en una simu-
lacion da muy buen acuerdo con la viscosidad de entrada gremuos simular cuando
el tensor de tensiones se representa por la forma (B.8). 8o, presenta un error
de hasta un 10% respecto al valor input si tomamos la forn®) (Be Fabritiiset al,,
2002a). Esto puede ser debido al hecho de que las Ecs.(B.@hsa@proximacion dema-
siado cruda del tensor de tensiones pues parece que catsalasivamente el gradiente
en la direccion que une a las particulg. En laimplementacion discreta de la Ec.(B.8)
se captura més informacién sobre dicho tensor (en otradiireperpendicular), y por lo
tanto, conduce a resultados numéricos mas satisfactorios.

B.2 Estructura GENERIC para la parte irreversible de
la dinamica para el MODELO 2

Para extraer la parte irreversible de la dinAmica debdLo 2 y conseguir fluctuaciones
térmicas termodindmicamente consistentes, una rutallseesjprimeramentegpostular
los ruidos térmicogz y luegg construir la matriz\/ (x) con el teorema de fluctuacion-
disipacion,

_ dzdz”
- 2kpdt’

M(z) (B.10)

Recordamos que los ruidos se deben satisfacer las sigsirestecciones para garantizar
la conservacion de la energligz) y de cualquier otro posible invariante dinamib@a),

OE(x) ..

o dx = 0,

@) iz = o, (B.11)
ox

asi como las condiciones habituales de degeneracién de BENE

M(z)- = 0. (B.12)
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En este MODELO 2 se postulan los ruidos térmicos de la man#ra= {0, dP;, défl-}. Es
importante darse cuenta que no consideramos ninguna fti@tuen la masa, en concor-
dancia con la idea que la ecuacién de masa no contiene nidgambo irreversible. Las
ecuaciones para el momento y la energia se completarancandos

dPi = ZBideij-eij,
J

1 _
dgl = —5 ; Bideij S €iVij + ; Cz]de] (813)

Aqui, i,j caracterizan a las celdas de Voronej; = R;;/|R|;; es el vector unitario
en la linea que une los centros de celda,y = v; — v; es la velocidad relativa entre
dichas celdas, j. El doble punto hay que entenderlo como una contraccioreddtara
cada par de particulas de celdas vecingshemos incluido una matriz de incrementos
independientes del proceso de Wied® ;;. Su parte simétrica de traza nula designada
conla notaciérdWij se escribe como

AW = % AW + dWie | . (B.14)
Por convenio, el superindice refleja el caracter tensdaglqgomponentes), mientras que
el subindice etiqueta a las diferentes celdas.

En la Ec.(B.13) se ha usado también un incremento indepetedde| proceso de
Wiener para cada par de celdas vecida$;. Finalmente, las funcionds;;, C;; podrian
depender del estado del sistema a través de la masay dedéagntrna de las particulas.
Imponemos las siguientes propiedades de simetria

AW, = dWj,
dVij = —dVj;,
B;j = Bj,
c; = Cp. (B.15)

A su vez, los incrementos independientes del proceso deeMbeimplen las reglas mne-
motécnicas de Itd

de‘i?‘ deJﬁ, = [51']'52"]" =+ 52-]'/ (Si;j](so‘ﬁ(so‘ B dt,
dVii dej’ = [52']'52'/]-/ — 5ij’5i’j]dt,
AW dVy; = 0, (B.16)

para que respeten las simetrias (B.15) bajo el intercangpadiculas. Las propiedades
(B.16) implican la propiedad estocéstica para el ruido decléB.14)

7 1 ]_ 1Al 1 1
AW AW = 5 1838y + 81605 620675 4 527620 | d. (B.17)
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Los invariantes dinamicos para este modelo son el momeralliotal y la energia total
(no hemos impuesto conservacion del momento angular)s Eatagidades globales son

P}
Z ( T Ei>

P(z) = Y P; (B.18)

&
B
[

y sus derivadas con respecto a las variables que defineradbest {..m;,P;,&;...}
son

v 0
2

OE oP

== v 9 1|, (B.19)
1 0

dondev; = P;/m; es la velocidad de la celdaEs un ejercicio trivial demostrar que las
ecuaciones (B.11) se satisface estrictamente, debidsariatrias (B.15) y que ahora las
podemos escribir como

I
=

Z A\ -df’i + dgi
> dP;

Es decir, los ruidos que hemos postulado conservan exactaglenomento y la energia.

I
=

(B.20)

Ecuaciones deterministas

Las derivadas de la funcién de entropia son

23]

T;
@ — 0 , (B.21)
Ox
1
T;

con las definiciones habituales para el potencial quimicoup@ad de masa; y la
temperaturd’;. De acuerdo con la ecuacion Ec.(B.10), la mattizz) sera

0 o” 0
0 df’idf’? df’idgj

M — M;; = Shndi Skedt | - (B.22)
0 d€;dPT dE:déE;

2kpdt 2kpdt



174 Apéndice B. MODELO 1 vs. MODELO 2

Los elementos de dicha matriz se obtienen de las definici@#&8) y de la propiedad
(B.17). El resultado es

AP dP? B2 B,
T = [T (el - ().
déidPy B (Vi Vik _a B} (vii Vij o
a0 %37(7*%' 2 k) +7(7+eij'7%>’
dgzdg] an Vik 2 Vik 2 Bz2 Vii 2 Vi 2
deide; 5 ik (_) (_) i (_f) (_f)
dt ”zk:2 2 ) ey o) Fleuy
+ 6y Cii — Cij (B.23)
k
Ahora estamos en disposicion de escribir la parte irrevierdieterminista de la dinamica
aplicandoz|,,, = M-22,
P; => M;| o |, (B.24)
. j
Ei irr TLJ

La multiplicacion de la matriz conduce directamente a lameiones

mi|irr - 07
Piliw = - Zaz’j (vij + e vijes;)
J
. 1 . .
Eilie = =) cij(Ti—T))+ 3 > ai; (vii + (vij-ei)’) . (B.25)
J J
con las definiciones pertinentes de
By (1 1
YT Bk <E+Tj>’
2
cij = Y (B.26)
2kpTT;
Si suponemos
Al
a;; = 77—J
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cij = A,

(B.27)

dondey es la viscosidad de bull, la conductividad térmica, ¥;; el area de la cara j,
las ecuaciones deterministas irreversibles (B.25) quedan

mi|irr = 0;

) B Ajj

Piliw = -7 Z o (Vij + Vij-€ijeij)

Eiliw = —ZA Ay T ;) ”ZR” (vij-ei)>+v3). (B.28)

Estas ecuaciones satenticasa la parte irreversible del MDELO 2 excepto por la pre-
sencia de un término extra en elddeLO 2 que describe la adveccion de la energia
cinética entre celdas. Este término es muy pequerio ya quetescer orden em;; com-
parado con los términos de segundo orden en el resto de lai@cuwmergética. En el
limite continuo para el que;; se sustituye por gradientes de velocidad, esos términos
de mayor orden se desprecian. Notese que la segunda eceac{Br27) esta basica-
mente imponiendo que la viscosidad de bulk §ea2n/d, precisamente la hipdtesis del
MODELO 2. Por supuesto, esta restriccion se puede evitar en cassaniece

De las Ecs.(B.26) y (B.27), extraemos que las expresiomadgmfunciones;;, C;;

en el MODELO 2 son
T,T; Ay\'?
8kp "l ,
( BIT T R”> ’

4.\ 1/?
Ciy = <2k3/\TiTjR—”> : (B.29)
]

Ecuaciones estocasticas

Para escribir adecuadamente las ecuaciones estocabticas= M -|- kB M L i,

debemos calcular el térmirigs ‘9];4. Una manera de entender el orlgen de este término

proviene basicamente de la interpretacion estocéastigalalesn nuestro caso, la de Ito.
Las derivadas de la matri# (z) son

0 9 dPidP; 9 dPidé;
Z BTM” = Z Zj oP; 2kpdl + Z] BE; 2kpdt . (B.30)
j J J
>

o dE;dP; 9 d&idE
jan 2kpdt +Z] 0&; 2kpdt

4Entiéndase pot la dimension espacial.
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Haciendo uso de los resultados (B.23) es facil calculardaisatas

o dP; dP
kBZ oP; 2kpdt 0
0 dPidc‘,‘j Ajj
ng Shpdt = _n;R_ijdij(Vij + vij-eijeij),
o d&; dP Ajj T;T; 1 1
= (d+ 1)k Y A S, —+—,
BZBP Qdet (d+ )B;Ri]‘ (Tz’"‘T]’) <mi+mj>’
0 dcc/‘ldEJ B n Aij ) ) ) z] kBT kBTz
kBZj:agj Skpdt 2 Zj:Rijd” ((vig-ei) + v HZ Ry | Coi  Cuy |
(B.31)
donde hemos definido la magnitud
1 T?kp  T2kp
d;; = J : B.32
/ (Tz + Tj)2 Cvi Cvj ( )

que es una cantidad adimensional que involucra la capacaladfica a volumen cons-
tante de la mesoparticula C,;. Para el caso de una mesopartickitg/C,; sera una
cantidad pequefa.

Por dltimo, las ecuaciones diferenciales estocasticasEFEN de la parte irreversible
del MODELO 2 son

dmilie = 0,

dPiliy = —nz ” (14 dsj) (vy -I-el-j-vijel-j)dt+d13i,

dEilie = —ZA j (T; — Ty) dt+”ZRw dij) ((vij-eq)? +v2) di
T ()
— (d+)nkp 2; TT;rTf [i + E} dt + dE;. (B.33)

Estas ecuaciones “casi”coinciden con las descritas effdeereia (Flekkget al,, 2000a)
exceptuando términos de ordep/C,; (Que tipicamente va como el inverso del nimero
de atomos en la celdy
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Summary

The main objective of this thesis is the foundation of sonmeusition techniques and
hydrodynamic models for the simulation of simple and comfligds at mesoscales.

During the last decades, the study of complex fluids has daimeeased importance,
not only for the wide range of technological and industrigplécations but also from a
fundamental point of view. The behaviour of complex fluids;isas colloids, emulsions,
polymers, fluid mixtures, surfactants or multi-phase fluidsstrongly affected by the
coupling between the microstructure of those fluids and theroscopic hydrodynamic
flow. As this coupling is highly non linear, the problem is btigally and theoretical
difficult to solve and it is neccesary to turn to numericalgiations.

From the macroscopic perspective of traditional fluid dyitanthe general problem
in the case of complex fluids is the lack of suitable continumatels. The usual descrip-
tions are based on conservation laws and constitutive isqsathat have been successful
for Newtonian simple fluids. Nevertheless, for complex ffyithe particular constitutive
equations are in general unknown. Even more, this approae$ ot take into account
thermal noise effects, which are the ultimate responsiié¢ife Brownian motion of the
small objects suspended in the solvent, such as the cdlfmdicles or polymeric chains.
Neglecting the thermal noise can be, in many cases, phiysigacceptable, because it
implies disregarding the diffusive processes affectirgrtticrostructure in the fluid.

On the other hand, we can study the fluid from the microscogpiictf view. At this
level, Molecular Dynamics (MD) represents the most exadtfandamental method, but
it has the disadvantage that dealing with the long time scaleéhe hydrodynamics of
complex fluids is computationally too expensive.

The relevant processes that characterize these mataratiescribed in the scale of
its microstructure, the so-called 'mesoscale’. The greanmexity of these materials
requires novel and original algorithms, models and sinmetechniques that are able to
capture the main properties of the complex fluids in a coaramed level, but retaining
enough information about the internal mesostructure ofithié. Precisely in this sense,
in the last years there has been a big effort in the developaienesoscopic techniques
able to handle the problems coming from the wide spatio-taalpscales involved in
the particular phenomenology of these materials. Someeofathniques are the Direct
Simulation Monte Carlo (DSMC), the Lattice Gas Model (LG@)etLattice Boltzmann
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Equation approximation (LBE), and the Dissipative Pagtidynamics (DPD). These are
called mesoscopic methods, using a relaxed terminologguse they do not correspond
to none of the traditional micro or macro perspectives. €hasthods try to capture the
hydrodynamic behaviour in a much more efficient way that Molar Dynamics, even
if they apparently do not correspond to any discretizatia@thod of the hydrodynamic
equations governing the time evolution of the continuumrbgginamic fields.

As a starting point in this thesis, we are interested in thesipative Particle Model
(DPD). It was originally proposed by Hoogerbrugge and Kaginm 1991, and shows
strong influences of the lattice cellular automata. Thegiesi algorithm preserves hy-
drodynamics and eliminates the undesirable lattice effgatk of Galilean invariance and
isotropy). The model consists on some fluid particles (ddfimi¢h its position, mass and
velocity) interacting through conservative, dissipativel random forces. They evolve in
continuous space, and are able to model the hydrodynamavtmehr including thermal
fluctuations. The naive physical image of these dissipdilivé particles is that in some
vague way they represent lumps or mesoscopic portions af. flerom the theoretical
point of view the model has received quite a lot attentiomeHic theory methods have
offered explicit formulae for the transport coefficientstioé simulated fluid in terms of
the parameters used in the model. But even in the absencesém@tive forces in the
model (for which the kinetic theory predictions for the tsaort coefficients should be
good), deviations of the measured quantities from the #teal predictions have been
reported. The DPD model has been successfully applied tada winge of situations
such as the simulation of flow in porous media, colloidal sinsjions, microphase sepa-
ration in copolymers, multicomponent fluids, etc. Howetlgis technique has some deep
conceptual problems that we investigate in this thesiss ttdt at all clear which is the
range of spatio-temporal scales that these particles presenting, which is the region of
parameters of the model more suitable for the hydrodynasscription of the complex
fluids, how to control the simulated fluid (via the transparéfficients) given a set of
parameters in the model, and which is the relation of the@masive forces in the model
with the thermodynamic behaviour of the system we are igtetein simulating.

The Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) is another sitioul technique based
in particles for the solution of hydrodynamic problems. #sadeveloped at the beginning
of the 70’s and has been mainly used in the Astrophysicalesontlt is essentially a
Lagrangian discretization of the Navier Stokes equatiaiisgia weight function with a
finite range. The procedure transforms the continuum hygdrachic partial differential
equations into ordinary differential equations, that carrterpreted easily as equations
of motion for a group of interacting particles transports@me fluid properties as the
flow evolves. The main problem of using this technique in thgecof complex fluids is
that it does not include naturally the thermal fluctuations.

One of the main objectives of this thesis is to offer a morilsbkeoretical background
for the DPD model. We research into the main obscure poietdgusly mentioned. Spe-
cifically, we work on assigning a more precise definition te thesoscopic fluid particle,
understanding the physical origin of the conservativederin the model and carrying
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out a systematic study of the region of parameters moreldeifar the simulations of
hydrodynamical problems involving the complex fluids.

Another important objective of this work is the generali@atof the SPH technique
in order to include correct thermal fluctuations (we will dani the spirit of the Landau
Lifshitz fluctuating hydrodynamics) and so, opening thecspen of applicability of the
technique to the mesoscopic environment.

We will see that the two techniques (SPH and DPD), coming fuemy different
contexts, are trying to solve the same problem, in quite alairapirit. We will show
how the different definitions of the fluctuations and the esponding dissipative terms
can give rise to each one of the models: SPH and DPD. FinallyDiPD model can be
viewed as a cartoon of the thermal noise of Landau-Lifshitztflating hydrodynamics.

We also discuss the conceptual relevance of the mass, ahtemergy, entropy and
volume associated to each fluid particle, when we consi@en ths small thermodynamic
subsystems. All the usual extensive variables for the tbdgmamic system become, in
a natural way, necessary to define properly the fluid mesofgart

The definition of the soft interpenetrating volume for eaciidfparticle in these two
soft fluid particle models (as DPD and SPH), is the ultimagpoasible for some unde-
sirable features in both techniques. In order to solve tiresmvenient features, in this
thesis we also propose a new mesoscopic model of fluid pestidsed on the geometri-
cal construction of the Voronoi tessellation. Each Vororell has an associated volume
to the fluid particle defined through its position. The fluidtizde interactions are infe-
rred by discretizing the Navier-Stokes equations with thigfivolume method. This new
model represents a Lagrangian discretization of the flticigéydrodynamics, and then
it is very convenient for application to complex fluids and flle mesoscopic regime of
simple fluids where thermal fluctuations are also importéfiten the fluid mesoparticles
have big size (volumes or masses), the stochastic term&iaviblution equations may
be neglected, and so we recover the conventional detettinihigdlrodynamic equations.
One of the main important characteristics of the Voronoi gidd its thermodynamic
consistency. The model conserves the dynamical invareamdseproduces the Einstein
distribution in equilibrium. All of this has been verifiedrtbugh simulations in two di-
mensions.

All the fluid particle models analyzed in this thesis (DPDHsRoronoi) have been
cast into the GENERIC formalism (General Equation for Nonuildorium Reversible
Irreversible Coupling) that guarantees the First and Sétaw of Thermodynamics, and
offers a clear guide for including correctly thermal fludiaas.
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