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Resumen /Abstract

El efecto del pasado en los mecanismos que describen la dindmica no
es en ningtin modo despreciable y debe tenerse en cuenta como un factor
fundamental en muchos sistemas dindmicos. A lo largo de las dos partes
que contiene la tesis estudiamos el papel que desempenan los mecanismos
de retardo temporal en sendos sistemas. En primer lugar, veremos como la
dindmica poblacional del ratén ciervo, el principal reservorio del virus cau-
sante del Sindrome Pulmonar por Hantavirus, se ve afectada por el retardo
en la infecciéon observindose, a través de un nuevo modelo, propiedades que
no han sido descritas matematicamente con anterioridad. En esta linea estu-
diamos distintos escenarios a partir del fendmeno climatico de El Nino y su
relacion con el brote de la infeccion. En un contexto diferente, en la segun-
da parte de la tesis analizamos en detalle los eventos extremos observados
en la luz emitida por un laser semiconductor al que se le ha anadido una
cavidad externa resonante. La luz que se refleja en ella es redirigida hacia
el dispositivo donde desestabiliza la dindmica y genera un régimen cadtico
cuyos pulsos estudiamos como extremos.

The role of the past in dynamical systems has been neglected for years.
However, nowadays it starts to gain attention and it is considered of great
importance for the understanding of the underlying mechanisms of many dy-
namical systems. In the two parts of this thesis we study the role of the delay
in different systems. In the first part, we analyze the population dynamics
of deer mice, the main host of the virus that causes Hantavirus Pulmonary
Syndrome in humans, and how a new model based on the delay observed
in infected mice describes properties that have not been seen in previous
models. We set up different scenarios for the El Nifio phenomenon and its
link with the onset of the infection. In the second part and in a different
context, we study extreme events in the light emitted by a semiconductor
laser with an external cavity. The light is reflected by the outer mirror and
redirected towards the device destabilizing the dynamics which evolve to a
chaotic regime with pulses that are considered extremes.
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Capitulo 1

Introduccion

A lo largo de la literatura cientifica y en cursos de fisica, fundamental-
mente clasica, se estudian los distintos sistemas dinamicos desde la afirma-
cion de que es posible describir sus evoluciones con la tnica informacion de
su estado presente. Esta afirmacién ha servido como base para el desarrollo
de la fisica durante mucho tiempo y ha sido germen de teorias tan impor-
tantes como las que describen el conjunto de fuerzas fundamentales entre las
que se encuentra el electromagnetismo [33]. Sin embargo, en el siglo de los
sistemas complejos, esta aproximacion no es suficiente y se queda coja ante
la imposibilidad de describir los procesos desde sus interacciones bésicas [12].

Se trata entonces de encontrar una descripciéon que se adapte al conjunto
del sistema y a los mecanismos que determinan su evolucién como un todo.
Estos mecanismos son desde este punto de vista extensos en el tiempo de
manera que introducen el efecto del pasado en las predicciones. Ejemplos de
ello son los atascos en la circulacién de coches o los procesos de maduracion
y asimilacién de recursos en la biologfa.

Se puede abordar mateméaticamente este nuevo marco conceptual exten-
diendo las ya conocidas teorias markovianas al retardo temporal, que en el
caso de esta tesis son las ecuaciones diferenciales [60], la ecuacién maes-
tra [62], 80] y los métodos numéricos, en particular el algoritmo de Gilles-

pie [15] [17, [61].
La variacion del retardo temporal en estas descripciones conlleva una
gran variedad de regimenes dindmicos entre los que encontramos soluciones

estacionarias del tipo punto fijo o ciclo limite ademas de atractores caoticos.

Entre las caracteristicas que presentan las trayectorias de un sistema
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dindmico encontramos los eventos extremos, que como su nombre indica co-
rresponden a aquellos valores de las variables que se salen de lo corriente con
graves consecuencias para el sistema [I1]. Los sistemas con mecanismos que
se extienden temporalmente son, como cualquier otro, susceptibles del efecto
de los eventos extremos a través de sus parametros y sensibles, en funcion
de su robustez, a los valores extremos de sus variables.

En esta tesis abordamos dos campos en los que tienen lugar procesos
extendidos en el tiempo, que no pueden tratarse dentro del marco habitual,
y en donde estudiamos el comportamiento de los eventos extremos. En la
primera parte nos acercamos al campo de la dindmica poblacional con la in-
tencion de estudiar la incidencia de la enfermedad infecciosa conocida como
Sindrome Pulmonar por Hantavirus. El primer capitulo sirve de introduccion
breve al impacto de las enfermedades infecciosas y al Sindrome Pulmonar
por Hantavirus. En el segundo capitulo nos acercamos desde la perspectiva
de la ecologia a las relaciones conceptuales que describen la infeccién en su
reservorio principal y el efecto que tiene sobre él el fenémeno extremo de El
Nino.

A continuacién, en el capitulo (@), introducimos un nuevo modelo ma-
tematico que permite describir la infeccién en funcién de su relaciéon con la
poblacién. La extension temporal del sistema viene descrita por el proceso
de maduracién. En este mismo capitulo analizamos el modelo a partir de
las variaciones climéticas de El Nifio en una regién geografica particular del
sur-oeste de EEUU.

En el capitulo siguiente aproximamos el sistema a partir de un marco
teorico distinto, donde consideramos la naturaleza finita y discreta del sis-
tema. Finalizamos el desarrollo de la primera parte de la tesis con el estudio
de la dispersion en el espacio del reservorio transmisor de la infeccion, que
permite obtener predicciones para el control de su propagaciéon. En el capi-
tulo () incluimos las conclusiones.

La segunda parte de la tesis se centra en el estudio del efecto de los
mecanismos de retardo temporal en las variables relevantes de la dinamica.
Con anterioridad introdujimos el efecto extremo de las condiciones climéti-
cas en el sistema a través de los parametros. Ahora damos un paso adelante
y consideramos los valores extremos de las variables como consecuencia del
retardo. Escogemos el campo de los ldseres semiconductores donde la luz
reflejada en una cavidad externa resonante afecta a la dindmica del laser
desestabilizandola para ciertos valores de la retroalimentacion optica.

En el capitulo (§) introducimos brevemente la nociones bésicas sobre



laseres y eventos extremos que sirven como base en el capitulo (@) para
identificar y analizar los pulsos extremos observados en las variables funda-
mentales.

Concluimos en el capitulo (I describiendo las principales aportaciones
introducidas a lo largo de este trabajo que resumen las investigaciones lle-
vadas a cabo en los dltimos afios y que dan pie a la defensa de la tesis.






Capitulo 2

Enfermedades infecciosas

2.1. Introduccién

Algunas enfermedades sobreviven en la memoria a lo largo del tiempo,
como datos en los registros de acontecimientos o cicatrices en la cultura y
en los patrones sociales. Un profundo respeto nos embarga al recordar sus
efectos devastadores, tan capaces como el arma més poderosa de sesgar vidas
humanas, de mermar la poblaciéon hasta indices insospechados, de colapsar
civilizaciones poderosas e incluso de cambiar la concepciéon de la propia vida.

En registros antiguos como la Biblia, donde se narran las plagas que aso-
laron Egipto, o en los escritos griegos se hace referencia a ellas. Los griegos
llamaron a estas enfermedades loimos [74], més tarde se las llamo pestes o
plagas y hoy en dia las conocemos como enfermedades infecciosas.

Figura 2.1: Miniatura de la Biblia Toggenburg de 1411. Se cree que representa
la enfermedad de la Peste (Wikimedia Commons).
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En funcién de los datos estimados, hasta ahora, la enfermedad infecciosa
més devastadora ha sido la peste, llevindose consigo en sucesivos brotes
a mas de 200 millones de personas en Europa y Asia. A partir del siglo
XV, coincidiendo con el descubrimiento del Nuevo Mundo, enfermedades
infecciosas como la viruela o el sarampion se propagaron desde Europa vy,
de manera tragica, terminaron por destruir las civilizaciones amerindias y
del Pacifico. Mas recientemente tenemos recuerdo de la pandemia de gripe
conocida como la gripe espafnola, que caus6 entre 1918 y 1919 més de 50
millones de muertos [46].

Ante estas enfermedades las personas parecen estar, en un primer momen-
to, indefensas y surge de manera natural la pregunta de como defendernos.
La respuesta llegd en el siglo XIX de manos de la ciencia, al desarrollarse
la teoria microbiana que explica de forma acertada el proceso de infeccion.
De esta manera se empieza a identificar a los microorganismos patogenos
relacionados con las enfermedades, desarrollandose las primeras vacunas y
antimicrobianos para combatirlas. Louis Pasteur, Robert Koch o Alexander
Fleming entre otros destacaron en este campo.

El uso extensivo de la penicilina, el descubrimiento de una vacuna para la
polio o el desarrollo de un antibiético, la Estreptomicina, para la tuberculo-
sis son ejemplos de los logros conseguidos durante estos afios y que llevaron,
a mediados del siglo XX, a plantearse la posibilidad de controlar, reducir
e incluso erradicar las enfermedades infecciosas. Sin embargo, los afos pos-
teriores vinieron a desmentir este ensueno. Por un lado aparecieron nuevas
enfermedades infecciosas, como el Sindrome de Inmunodeficiencia Adquirida
(HIV/AIDS), el Sindrome Respiratorio Agudo Severo (SARS) o el Sindrome
Pulmonar por Hantavirus (HPS), producidas por el salto de los microbios
desde su reservorio natural al ser humano. Por otro lado, otras enfermedades
ya existentes emergieron con mas fuerza. Es el caso de la malaria, la tu-
berculosis o la gripe. Estos nuevos brotes resultaron ser resistentes a los
antimicrobianos y estar relacionados con factores como la mutacién del virus
o adquisicion de nuevos genes en bacterias, el salto de microbios entre es-
pecies o factores ambientales como las variaciones climdticas o la intrusion
humana en los ecosistemas.

2.2. Enfermedades infecciosas emergentes

Actualmente, las cifras revelan que mas del 25% de las muertes que se
producen en un ano son consecuencia directa de enfermedades infecciosas
como las enfermedades respiratorias, el sida, las enfermedades diarreicas, la
tuberculosis o la malaria [I01]. Muchas de ellas pertenecen al grupo de en-
fermedades infecciosas emergentes (EIs), que engloba a “nuevas infecciones
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que han aparecido en una poblacién o que existian con anterioridad pero que
han crecido rdpidamente en incidencia o distribucién geografica” [76]. En la
Figura (2.2) identificamos las EIs mas importantes distribuidas a lo largo del
globo.

Multidrug-resistant tuberculosis
Cryptosporidiosis | |‘

Vancomycin-resistant / Drug-resistant malaria
5. awreus ‘
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E. coll O15T:HT S 4 i
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Figura 2.2: Enfermedades infecciosas emergentes y re-emergentes dis-
tribuidas geograficamente en las dreas de mayor impacto. El rojo represen-
ta nuevas enfermedades infecciosas, mientras que el azul enfermedades re-
emergentes y el negro enfermedades “emergentes deliberadamente” [74] [75].

La emergencia o re-emergencia de Els puede comprenderse a partir de
una amalgama de factores que son por un lado genéticos y bioldgicos , y
por otro sociales, politicos y econémicos. A continuaciéon enumeramos los
factores méas representativos |74} [75] [76]:

= Adaptacion y cambio de los microbios.

= Susceptibilidad humana a la infeccién.

= Climatologia y meteorologia.

= Demografia y comportamiento humanos.
= Desarrollo econémico y uso del suelo.

= Viajes internacionales y comercio.

= Tecnologia e industria.
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= Abandono de las politicas de salud publica.

Pobreza y desigualdades sociales.
= Guerra y hambre.
= Falta de voluntad politica.

» Intencién deliberada de hacer dano.

Combatir las Els es luchar contra las principales enfermedades infecciosas
de la actualidad que, como ya hemos dicho, son una de las causas de mor-
talidad mas importantes. Hipotéticamente contamos con 3 herramientas. La
primera es la prevencién. Siempre se puede prevenir, con mayor 0 menor
éxito, reduciendo el riesgo de infeccién. En algunos casos el mantenimiento
de unas condiciones de higiene adecuadas es suficiente. Sin embargo, cuando
el patégeno consigue superar esta primera barrera y nos infecta, el campo de
accién pasa a nuestro cuerpo y el riesgo aumenta. Si estamos vacunados, el
sistema inmunologico puede controlar y reducir la infeccién. Si no es asi y en
ultima estancia nuestro sistema inmunologico no esté preparado para frenar
la infeccion podemos recurrir a agentes externos para inhibir o destruir los
patégenos, como antibidticos para las bacterias o antivirales para los virus.

La enfermedad infecciosa que estudiamos en esta tesis es conocida como
Sindrome Pulmonar por Hantavirus o HPS y es una enfermedad emergente
que ha sido recientemente descubierta en 1993. Desde entonces ha captado
gran cantidad de atencién por parte de la comunidad cientifica, principal-
mente de América del Norte y del Sur, continentes en donde se han dado
casos de HPS [77, 87]. Factores como las variaciones climéaticas y en general
los cambios en el entorno han contribuido a la emergencia de la enfermedad
que aunque en la actualidad no tiene un gran impacto en cuanto a nimero
de casos si presenta un indice de mortalidad elevado.

2.2.1. Evolucién de la infeccion: modelos matematicos

La historia nos ha dejado claras evidencias de la capacidad destructiva
de las enfermedades infecciosas, que aparecen puntualmente a lo largo del
tiempo en sucesivos brotes como la graves pandemias de peste que asolaron
Europa en los siglos VI y XIV, y Asia en el siglo XIX. Resulta por tanto
natural buscar la explicacién de la formacion, desarrollo y desaparicién de
los brotes de infeccion en las sociedades humanas.

En la década de 1920, la ciencia desarroll6 los primeros modelos mateméti-
cos modernos que empezaban a capturar los rasgos més significativos de las



2.3. Sindrome Pulmonar por Hantavirus 9

infecciones [3], 56]. Estos modelos dividen a la poblacion en distintos com-
partimentos en funcién de su relaciéon con la infeccion. La divisién béasica
(modelo SIR) tiene en cuenta a los individuos susceptibles (S), los infecta-
dos (I) y los recuperados (R). La evolucion de un individuo que consigue
recuperarse de la enfermedad se inicia en el estado S. De ahi pasa, una vez
se infecta, al estado infectado I. Y finalmente, tras un tiempo y si consigue
sobrevivir, se recupera y evoluciona al estado R.

—-

Susceptible Infectado Recuperado

Figura 2.3: Proceso de infeccion en el modelo SIR [54].

De esta manera, siguiendo la evoluciéon de las variables, es posible re-
producir mateméaticamente un brote de una enfermedad infecciosa (Figu-

ra (2.4)).

330
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Figura 2.4: Relacion entre el modelo SIR (linea roja) y 2 brotes de enfer-
medades infecciosas con distinta escala temporal (linea azul). En (a) se re-
presenta la evolucién semanal de casos con sarampién en Bristol, mientras
que en (b) se describen los casos diarios de un brote de peste bubonica en

Sydney [54].

2.3. Sindrome Pulmonar por Hantavirus

Las primeras evidencias que atestiguan la existencia del Hantavirus datan
del siglo XX y son consecuencia del efecto del virus en humanos [48] [67]. En
concreto se remontan a la guerra de Corea, a principios de la década de 1950,
cuando un brote de una enfermedad desconocida hasta entonces se extendio
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entre las tropas de las Naciones Unidas arrojando un balance de més de
3000 soldados hospitalizados. El cuadro clinico que presentaban se caracte-
riza por fiebre postrante aguda, insuficiencia renal y shock. Mientras que la
tasa de mortalidad alcanzaba valores del 7%. En 1978, 25 anos después del
fin del conflicto, un grupo de cientificos consigui6 aislar el virus causante
de la enfermedad e identificar al Apodemus agrarius o ratéon listado como
su principal reservorio. Al virus le llamaron “Hantaan”, como el nombre de
un pequeno rio cercano a la frontera entre Corea del Norte y Corea del Sur
entorno al cuél la infeccion era endémica [45]. Mientras que, de acuerdo con
los sintomas descritos, la enfermedad recibi6 el nombre de Fiebres Hemo-
rragicas con Sindrome Renal (HFRS). Desde entonces otros hantavirus han
sido identificados en regiones de Europa y Asia, y clasificados en un género
separado dentro de la familia Bunyaviridae (Tabla (2.1)).

HPS %
[Jo-s =%
[]e-20
[ 21-100 ~
[ 101-1,000
[ 1.001-5,000

HFRS
[Jo-s

1 100-1,000

[ 10,000-20,000

NE

[_los

[ Je-20

= 21-100

[ 101-1,000

B 1.001-5,000

HFRS & NE

[ 5.000-10,000
Figura 2.5: Distribucién geografica aproximada de la incidencia de las en-
fermedades causadas por el Hantavirus en cada pais durante un ano. La

Nefropatia epidémica (NE) es una variante leve del HFRS [47].

En Mayo de 1993 fue identificada una nueva enfermedad en la region
de Four Corners, en el sur-oeste de EEUU, siendo necesario hospitalizar a,
las personas afectadas. Los sintomas mostraban un cuadro caracteristico de
sindrome respiratorio agudo, mientras que la tasa de mortalidad alcanzaba
valores muy elevados, entorno al 70 % durante los primeros dias (en la ac-
tualidad se situa alrededor del 40 %) [102]. Rapidamente el Centro para el
Control y Prevencion de enfermedades (CDC) identifico el patogeno como un
nuevo tipo de Hantavirus, llamandole virus Sin Nombre (SNV) [79]. Como
resultado de esta investigacion, la enfermedad, que a diferencia del HFRS
afecta al sistema respiratorio, pas6 a conocerse como Sindrome Pulmonar
por Hantavirus (HPS). Ademas se inicié la busqueda del organismo trans-
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misor, con el objetivo de identificar el principal reservorio del virus. En poco
tiempo el CDC identifico al raton ciervo (Peromyscus maniculatus), consi-
derado el mamifero més extendido en Norte Ameérica, como el reservorio del
virus SNV y en consecuencia su anfitrion principal [26].

Estos hallazgos dieron pie a una intensa investigacién que, a lo largo
de toda América, ha llevado al descubrimiento de decenas de nuevos han-
tavirus (hasta 25 en 2002) relacionados con la enfermedad HPS, y asociados
con roedores de la subfamilia Sigmodontinae dentro de la familia Muridae
(Tabla ([Z1))). Algunos de estos hantavirus, pero no todos, han resultado ser
patogenos para los humanos como el virus Andes (ANDV) o el virus SNV.
En consecuencia, el CDC ha estado investigando y controlando la evolucion
de dichos hantavirus, llegando incluso a considerar alguno de ellos como po-
tenciales agentes bioterroristas. El paradigma quizé sea el virus ANDV que
puede transmitirse entre humanos, con una tasa de mortalidad muy eleva-

da. [48, 68, 52].

Tabla 2.1: Hantavirus con su distribucién geografica y enfermedad asociada.

Grupo y subfamilia Virus Abreviacion  Distribucién geografica Roedor anfitrion Enfermedad asociada
Viejo Mundo
Murinae Hantaan HTNV China, Corea del Sur, Rusia Apodemus agrarius HFRS
Dobrava Belgrade DOBV Balcanes Apodemus flavicollis HFRS
Seoul SEOV Todo el mundo Rattus HFRS
Saaremaa SAAV Europa Apodemus agrarius HFRS
Amur AMRV Este de Rusia Apodemus peninsulae HFRS
Soochong — Corea del Sur Apodemus peninsulae Desconocida
Arvicolinae Puumula PUUV Europa, Asia y América Clethrionomys glareolus HFRS/NE

Khabarovsk KHAV Este de Rusia Microtus fortis Desconocida
Muju MUJV Corea del Sur Myodes regulus Desconocida
Prospect Hill PHV Maryland (EEUU) Microtus pennsylvanicus Desconocida
Tula TULV Rusia y Europa Microtus arvalis Desconocida
Isla Vista ISLAV Norte América Microtus californicus Desconocida
Topografov TOPV Siberia (EEUU) Lemmus sibericus Desconocida

Nuevo Mundo

Sigmodontinae Sin Nombre SNV Norte América Peromyscus maniculatus HPS
Monongahela MGLV Norte Ameérica Peromyscus leucopus HPS
New York NYV Norte Ameérica Peromyscus leucopus HPS
Black Creek Canal BCCV Norte América Sigmodon hispidus HPS
Bayou BAYV Norte Ameérica Oryzomys palustris HPS
Limestone Canyon Norte América Peromyscus boylii Desconocida
Playa de Oro — Méjico Oryzomys couesi Desconocida
Catacamas — Honduras Oryzomys couesi Desconocida
Choclo — Panama Oligoryzomys fulvescens HPS
Calabazo — Panama Zygodontomys brevicauda Desconocida
Rio Segundo RIOSV Costa Rica Reithrodontomys mexicanus Desconocida
Cano Delgadito CADV Venezuela Sigmodon alstoni Desconocida
Andes ANDV Argentina y Chile Oligoryzomys longicandatus HPS
Bermejo BMJV Argentina Oligoryzomys chocoensis HPS
Pergamino PRGV Argentina Akodon azarae Desconocida
Lechignanas LECV Argentina Oligoryzomys flavescens HPS
Maciel MCLV Argentina Bolomys obscurus HPS
Oran ORNV Argentina Oligoryzomys longicandatus HPS
Laguna Negra LANYV Paraguay, Bolivia y Argentina Calomys laucha HPS
Alto Paraguay Paraguay Chaco Holochilus chacoensis Desconocida
Ape Aime Este de Paraguay Akodon montensis Desconocida
Itapia Este de Paraguay Oligoryzomys nigripes Desconocida
Rio Mamore Bolivia y Peru Oligoryzomys microtis Desconocida
Araraquara — Brasil Bolomys lasiurus HPS
Juquitiba — Brasil Oligoryzomys nigripes HPS
Jabora — Brasil y Paraguay Akodon montensis

@ —, todavia no existe abreviatura segin el indice de virus ICTVdb.
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2.4. Manifestacion, diagndstico y tratamiento médi-
co del HPS

El Hantavirus esté integrado por RNA monocatenario que, una vez den-
tro del cuerpo, ataca a las células en las que se replica, generando disfun-
ciones que pueden llegar a causar la muerte de las personas infectadas. Los
hantavirus encontrados en América son causantes de la enfermedad HPS,
considerada la afeccion mas grave causada por este virus por su alta tasa
de mortalidad. Entre otros, los virus SNV y ANDV son agentes causales de
HPS. Sus sintomas se caracterizan por una fase prodémica febril, seguida
de insuficiencia respiratoria y edema pulmonar. En los casos més graves el
cuadro evoluciona hacia la acidosis lactica y el shock cardiogénico, que es la
principal causa de muerte entre los pacientes hospitalizados. Esta es la razon
por la que muchos cientificos prefieren llamar a la enfermedad Sindrome Car-
diopulmonar por Hantavirus (HCPS).

La transmision de la infeccién de los roedores a las personas se cree que
sucede principalmente a través de la inhalaciéon de una mezcla aerosolizada
del virus con saliva, orina o heces, més probable que el contacto directo con
los roedores o el consumo de alimentos o agua contaminados. Una vez que
la persona es infectada se inicia el periodo de incubacién que en promedio
dura entre 11 y 32 dias para el virus SNV [48].

La enfermedad se divide segun los sintomas en 4 fases empezando con
el periodo prodémico llamado fase febril, y seguido por la fase cardiopul-
monar y la fase diurética, para terminar con un periodo de convalescencia

(Fig. (Z8)) [31) 48, 67, 0],

La primera fase, el prodromo febril, se caracteriza por fiebre, mialgia y
malestar general, con una duraciéon de entre 3 y 5 dias en la mayoria de
los pacientes. Otros sintomas como dolor de cabeza, mareos, anorexia, nau-
seas, vomitos o diarrea pueden también aparecer. La fase cardiopulmonar
se inicia de manera repentina con el comienzo del edema pulmonar desa-
rrollandose en un breve intervalo de tiempo (0-24h), y acompanado por tos
seca y taquipnea. Los casos en los que la enfermedad tiene menor virulencia
pueden necesitar inicamente oxigeno suplementario mientras que los casos
méas graves evolucionan rapidamente hacia un fallo respiratorio, que gene-
ralmente precede al shock. En estos casos, el paciente necesita intubacion
y ventilaciéon mecénica. Ademads, se observa como las radiografias de pecho
justo después del inicio de la fase cardiopulmonar son uniformemente anor-
males (Figura (27)) [57]. Otros sintomas son shock cardiogénico, acidosis
lactica y hemoconcentracién, pudiendo evolucionar rapidamente hacia un
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Figura 2.6: Evolucion clinica de la enfermedad HPS [48].

shock profundo o hacia arritmias de manera que, en minutos o horas, los pa-
cientes acaban muriendo. En estos casos graves es necesario la oxigenacion
por membrana extracorporea (ECMO), de modo que en su ausencia todos
los pacientes mueren en un intervalo corto de tiempo después del inicio de la
fase. La fase cardiopulmonar dura en promedio entre 2 y 4 dias, alargandose
en pacientes con ECMO.

Los pacientes que sobreviven entran en la fase diurética donde tiene lu-
gar un rapido despeje del edema pulmonar, con la desaparicion de la fiebre
y el shock, junto a una diuresis esponténea. El periodo de convalescencia
puede durar meses o anos aprecidndose sintomas de debilidad, fatiga y una
capacidad de difusién gaseosa anormal en los pulmones.

2.4.1. Diagnéstico

Durante la fase prodrémica es casi imposible diferenciar la enfermedad
HPS de entre otras enfermedades que presentan un cuadro de fiebre aguda.
Es por tanto en la fase cardiopulmonar cuando por primera vez podemos
identificar la enfermedad por sus sintomas en pacientes. La presencia de ede-
ma pulmonar junto a una revision del frotis periférico son suficientes para
un presunto diagnostico, que es muy importante, crucial, debido a la rapi-
da evoluciéon de la enfermedad. Las pruebas serologicas especificas para el
hantavirus identifican los anticuerpos IgG e IgM y permiten un diagnosti-
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Figura 2.7: Radiografia de pecho correspondiente a un paciente enfermo de
HPS. El paciente ha desarrollado un edema intersticial marcado con indis-
tincién hilar, lineas B de Kerley. Cortesia del CDC.

co definitivo de la enfermedad HPS, que puede incluso ser diagnosticada al
inicio del préodromo febril cuando aparecen por primera vez los anticuerpos
IgG e IgM (Figura (2.6])). Las pruebas més comunes para detectar la infec-
cién por Hantavirus corresponden al ensayo por inmunoabsorcién ligado a
enzimas (ELISA) y a la prueba por inmunoblot (SIA). La primera prueba
fue desarrollada por el CDC.

2.4.2. Tratamiento

Por el momento no existe ninguna vacuna segura y efectiva contra el Han-
tavirus para el tratamiento del HPS, por lo que ninguna ha sido aprobada
para su uso en EEUU. Para los pacientes que ya han contraido la enfer-
medad, la terapia antiviral con Ribavirin no parece arrojar resultados claros.
Por todo ello, un presunto diagnostico durante la fase cardiopulmonar (co-
rrecto en el 90% de los casos), es crucial para un réapido control clinico y
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mantenimiento de los pacientes.

Mientras no halla un tratamiento o vacuna efectivo para combatir la en-
fermedad la mejor estrategia es la prevencién, reduciendo lo mas posible el
contacto con roedores en los hogares y lugares de trabajo [23] 24].

Resumen

Las enfermedades emergentes y re-emergentes siguen siendo una de las
principales causas de muerte, por lo que una buena prevencién es necesaria,
siendo crucial en aquellas enfermedades con el HIV/AIDS o el HPS para las
cuales la ciencia todavia no ha descubierto una cura.

Como hemos visto en este capitulo el HPS es una enfermedad letal, con
una tasa de mortalidad que se situa entorno al 40 %, y aunque en un primer
examen parece que su impacto no es tan alarmante como el de otras enfer-
medades, ya se han encontrado casos de transmisién del virus entre personas
en América del Sur. Estos factores agudizan la necesidad de anticipacion y
desarrollo de politicas de prevencién ante futuras infecciones.

En esta primera parte de la tesis desarrollamos un nuevo marco teori-
co con el fin de capturar las caracteristicas mas importantes en la historia
natural de la infeccién, que se resumen fundamentalmente en la interaccion
entre el ratéon ciervo y el virus SNV. En particular nos vamos a centrar en
los estudios desarrollados en el sur-oeste de EEUU, en donde el efecto de las
variaciones climéaticas extremas del fenémeno de El Nino es crucial para la
apariciéon de la enfermedad HPS.






Capitulo 3

Relacion entre el ratén ciervo y
el virus SNV

3.1. Introduccién

Durante las semanas que siguieron al descubrimiento de la enfermedad,
los cientificos del CDC desarrollaron un intenso estudio en busca del agente
causante del HPS, las causas del contagio y la dindmica de la enfermedad.
Los resultados de dicha investigacién concluyeron que el causante de la en-
fermedad era un virus hasta entonces desconocido de la familia de los han-
tavirus, al que se le asoci6 el nombre de virus Sin Nombre (SNV). Este tipo
de virus, descubierto en la guerra de Corea, reside principalmente entre roe-
dores. En el caso del SNV, el ratén ciervo, el mamifero mas extendido en
Norte América, resulté ser el anfitrion principal del virus en la regiéon de
Four Corners donde la enfermedad fue descubierta.

El impacto de la enfermedad fue alarmante, con una tasa de mortalidad
que se situé en el 70 % durante las primeras semanas. El desarrollo de méto-
dos de tratamiento en esta primera etapa permitié estabilizar y mantener
pacientes durante la crisis, reduciendo la tasa de mortalidad al 40 % donde
permanece en la actualidad [102]. Sin embargo, todavia hoy una prevencion
eficaz constituye la mejor herramienta para combatir la infecciéon ante la cual
no tenemos tratamientos antivirales ni vacunas definitivas.

En este capitulo abordaremos la dindmica poblacional del ratén ciervo
y su impacto en la infeccién, analizando las causas principales que llevaron
al estallido de la infecciéon en Four Corners e introduciremos brevemente los
modelos matemaéticos que describen de forma cuantitativa la infeccién.

17
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3.2. Desarrollo historico

A lo largo de las 2 ultimas décadas diferentes estudios de campo han
aportado datos sobre la dinamica poblacional del ratén ciervo y su relacion
con el virus SNV. En su articulo de 2002, Yates et al. presentan un resumen
claro y conciso del estado de la investigaciéon, motivado por el desarrollo
historico [I02]. En esta seccion recogemos buena parte de lo que alli se dice,
e introduciremos brevemente los modelos matematicos méas relevantes pre-
sentes en la literatura.

Tras el descubrimiento del ratéon ciervo como principal anfitrién del virus
SNV se iniciaron estudios de campo con la intenciéon de encontrar la relacion
entre la infeccion en humanos y la dinamica poblacional de los ratones. Es-
tos estudios partieron de la hipotesis, establecida en la teoria epidemioldgica
clasica, que afirma que una mayor probabilidad de contagio y por tanto de
casos de HPS se debe principalmente a un aumento de los contactos con
riesgo de infeccién entre ratones y humanos. Investigadores de la Universi-
dad de Nuevo Méjico pertenecientes al museo de biologia del sur-oeste, junto
al departamento de salud de Nuevo Méjico y el CDC iniciaron un estudio
de campo con la intencion de corroborar dicha hipotesis [25]. Los resultados
confirmaron las previsiones, encontrando que el nimero de ratones infectados
era significativamente mayor cerca de los hogares en donde se habian dado
casos de HPS.

3.2.1. Hipotesis de la cascada trofica

En Junio de 1993 el Sevilleta LTER site en Nuevo Méjico se unié a la
investigacion aportando nuevos datos a través del programa Sevilleta LTER
rodents, que recoge informacion acerca de la poblacién de ratones ciervo y su
entorno desde 1989 [64]. En la Figura (3.1 vemos en forma de diagrama de
barras la evoluciéon temporal en anos, hasta 2001, de 3 de las variables mas
representativas: las precipitaciones, la vegetaciéon y la densidad de ratones

ciervo [64].

A partir de estos datos podemos trazar una correlacion entre las variables
de modo que se observa un fenémeno en cadena, en el cual las lluvias inducen
el desarrollo de la vegetacién y éste a su vez, el subsiguiente aumento del
numero de ratones. Esta hipotesis, que en este caso fue formulada en 1993,
recibié el nombre de cascada trofica y permitié relacionar por primera vez
las variaciones climéticas que generan los cambios en la afluencia de preci-
pitaciones con la poblacion de ratones a largo plazo [85, R6]. En concreto,
los datos de Nuevo Méjico indican que el fenomeno de El Nino (El Nino-
Southern Oscillation) es una de las causas més significativas de la variacion
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Figura 3.1: Diagramas de barras que representan para cada ano, las precipi-
taciones, vegetacion y densidad de Peromyscus spp. tomadas en el Sevilleta
National Wildlife Refuge en Nuevo Méjico, y procedentes del Sevilleta Long
Term Ecological Research (LTER). Las precipitaciones fueron recogidas du-
rante el periodo otonio-primavera, mientras que la vegetacion y la densidad
de ratones se corresponden al mes de primavera [102].

de las precipitaciones entre las estaciones de otofio y primavera. Estas varia-
ciones ciclicas pasan de periodos célidos y himedos correspondientes al Nifo,
a periodos frios y secos caracteristicos de la Nina.

Comprobada esta hipoétesis, los cientificos supusieron una relacion direc-
ta entre el riesgo de infecciéon en humanos y la poblacién de ratones, tanto
infectados como no infectados. Esta relacion les permitia hacer predicciones
de futuros brotes de HPS a partir de las variaciones de recursos en los eco-
sistemas, generadas por los fendmenos climaticos extremos y en concreto, en
el caso del sur-oeste de EEUU, el fen6meno del Nifo. La asociacién entre los
casos de HPS y el fenémeno de El Nino ha sido mas tarde corroborada por

Hjelle y Glass [43].

Una primera descripcién matemética nos permite ver cuantitativamente
esta relacion. Se trata de la ecuacion logistica (ecuacion (B.I])), que describe
de manera sencilla la evolucién de los ratones en funciéon de 3 mecanismos:
nacimientos, muertes naturales y competencia entre ellos. Los pardmetros se
corresponden con la tasa de nacimientos, a, la tasa de muertes naturales,
b y la capacidad de carga, K. La capacidad de carga indica la cantidad de
recursos que tienen los ratones en su entorno como agua, comida o buenas
madrigueras; y con los que pueden proliferar.
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Figura 3.2: El efecto del fenomeno de El Nino en la ecuaciéon logistica. En
(a), El Nifo es representado con un valor alto de K igual a 15 mientras que
la Nina en (b) con un valor bajo K = 3 que implica un descenso en el nimero
de ratones. M representa la densidad de ratones ciervo.

Una répida asociaciéon entre la capacidad de carga y las variaciones
climéticas nos permite ver la conexiéon existente entre ellas. De tal modo,
las variaciones extremas como el fendmeno de El Nino afectan a los recursos
modificando la capacidad de carga del modelo.

dM M?

En la Figura (B:2)) podemos apreciar el efecto de K en la densidad de ra-
tones. Cuando la capacidad de carga, K, es alta se produce una proliferacion
de ratones que evoluciona hasta saturar el sistema y alcanzar un valor esta-
cionario. Del mismo modo, el descenso de K trae consigo una disminucién
del nimero de ratones de acuerdo con la hipoétesis inicial de la cascada trofica.

El modelo que hemos introducido brevemente en estas lineas, en conso-
nancia con la hipotesis de la cascada trofica, fue desarrollado inicialmente
por P.F. Verhulst en 1838 basandose en el libro “Ensayo sobre el principio
de poblaciéon'de T. Malthus. En la actualidad, se aplica a otras poblaciones
de seres vivos como una primera aproximacion a su crecimiento y evolucion.
En concreto, en ratones ciervo se ha observado en laboratorio que la pobla-
cién sigue un crecimiento en forma de sigmoide caracteristico de la ecuacion

logistica [99].

El modelo tiene un estado estacionario estable, My = K(b — ¢), carac-
terizado por los parametros del sistema y en particular por la capacidad de
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carga. Esta ecuacion no lineal tiene soluciéon analitica que, como en los casos
experimentales, presenta forma de sigmoide.

K(b—c)M(0)eb—0)t
M(t) = K (b—c)+M(0)(elb=9)t—1) (3:2)

3.2.2. Nuevo episodio del Nino

Con estas premisas se iniciaron en 1994 nuevos estudios de campo con
el objetivo de validar la hipdtesis de la cascada trofica. Las investigaciones
tuvieron lugar en regiones cercanas a Four Corners, concretamente en los es-
tados de Arizona, Nuevo Méjico y Colorado (Figura (3.3)), y a partir de 1995
también en el estado de Montana [4] 20}, 30} [72], 84]. Durante los estudios se
recopilaron datos relativos al ratén ciervo y a su relaciéon con el virus SNV.
Se midieron caracteristicas tales como el sexo, el tamano y el peso ademas
de tomar muestras de sangre con la finalidad de contrastarlas a través del
test ELISA y detectar anticuerpos IgG relacionados con el virus SNV [64].
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Figura 3.3: Mapa indicativo de los distintos sitios donde se han llevado a
cabo estudios de campo correspondientes a los estados de Arizona, Nuevo
Méjico y Colorado [72].

En 1997, la aparicién de un nuevo episodio del Nifio trajo consigo un
aumento significativo en la poblacién de ratones, en consonancia con las
predicciones que basadas en las hip6tesis anteriores preveian el aumento. Se
pasd de un promedio de 1 ratén por hectarea a valores de casi 20 ratones
por hectérea en varios lugares del estudio. Al mismo tiempo los test ELISA
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Figura 3.4: Historia natural correspondiente al impacto de la infeccién en
el centro de estudio Zuni, Nuevo Mé¢jico. La densidad de ratones ciervo se
representa con rombos unidos por una linea negra, mientras que la densidad
de ratones infectados se corresponde con los cuadrados y la linea roja. Los
casos de enfermos por HPS estan representados en diagrama de barras en
color verde [102].

permitieron cuantificar el impacto del virus. Sorprendentemente la relacion
entre el numero total de ratones y aquellos infectados y con anticuerpos IgG
no seguia exactamente lo esperado. Los datos indicaban un retardo entre
ambas variables que no podia ser explicando simplemente por una relacién
directa entre los ratones infectados y el total. De esta manera las investiga-
ciones identificaban un nuevo tiempo de retardo, que venia a constatar la
necesidad de comprender el papel de la infeccion.

En la Figura (34]) podemos ver la evoluciéon temporal que desde el inicio
de los estudios y a lo largo de la década de los 90 describen el comportamiento
de las 3 variables mas significativas asociadas a la infecciéon. En un diagra-
ma de barras se representa el niimero de casos enfermos de HPS que esta
relacionado con la densidad de ratones, marcada con rombos, y en primera
estancia con la densidad de ratones infectados, en cuadrados. El retardo tem-
poral entre la explosién demografica de ratones en la primavera de 1997 y su
posterior infeccién, que acontece meses después, se observa también a partir
del otono de 1998 cuando la poblacién de ratones disminuye drasticamente
al mismo tiempo que la infeccién persiste en valores altos. Esta caracteristica
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podria ser explicada por la hipotesis “delayed density-dependent” que ase-
gura que la poblacién después de la época reproductiva determina de forma
proporcional la infeccion en la siguiente estacion reproductiva [72].

3.2.3. La infeccidén en el raton ciervo

Los distintos estudios, iniciados para verificar la hipétesis de la cascada
trofica, vinieron a cubrir la falta de informacién existente sobre los mecanis-
mos de transmision de la infeccion [4, 19, 201 30] [72 [7T]. Una de las primeras
investigaciones, publicada en 1997, senala la importancia de la transmisién
horizontal del virus SNV a lo largo de la vida de los ratones, asi como de su
posible estructura en edades, descartando una transmisién vertical a través
del material genético [71].

A medida que se iban conociendo més datos y se verificaba el papel que
juega la transmisiéon horizontal se ahondaba en su descripcién. Los distintos
trabajos apuntaban a las luchas o encuentros agresivos que tienen lugar entre
ratones como la principal causa de contagio.

Merece la pena destacar que el virus SNV no afecta de forma aparente,
por lo menos no le causa enfermedad conocida al raton ciervo que se piensa ha
coevolucionado junto al virus desde hace millones de anos de acuerdo con su
historia natural [I02]. A este respecto Douglass et al. han encontrado que el
peso corporal se desarrolla méas lentamente en ratones recién infectados [29].
Sin embargo, puede que sea necesario volver a considerar esta idea a la luz
de nuevos estudios que afirman que los hantavirus tienen aproximadamente
una edad de 900 anos y exhiben una rapida evolucion a corto plazo [88], [89).
Por lo tanto, por una u otra razén, el virus se comporta como una etiqueta
que nos permite diferenciar y clasificar a los ratones entre aquellos infectados
y aquellos que no lo estan.

Con estos ingredientes, en 2002 Abramson y Kenkre propusieron un mo-
delo matematico de 2 variables (ecuaciones (B.3])) que ponia en relacion la
densidad de ratones con la densidad de ratones infectados [6]. Este modelo
distingue entre ratones infectados, My, y el resto, Mg, susceptibles de ser
infectados. Su evolucién temporal, en consonancia con la ecuaciéon logistica,
incluye un término de contagio que describe las luchas entre ratones.

El estudio del modelo revela una transiciéon entre 2 estados finales o esta-
cionarios en funcién de la capacidad de carga, K, y en ultima estancia de las
variaciones climéticas extremas como el fenémeno de El Nino. De modo que
cuando K es mayor que un valor critico, K., tiene lugar la infecciéon de la
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Figura 3.5: Simulaciones numeéricas del modelo AK correspondientes al feno-
meno del Nino. En (a), donde K > K, se observa infeccion (K = 15),
mientras que en (b), K < K. y la infeccion desaparece (K = 3).

poblacién y el subsiguiente riesgo para la salud publica. Mientras que cuando
K < K, se produce la desaparicién del virus. Estos 2 escenarios concuerdan
con el efecto del Nino, 1 K, capaz de inducir la infeccion, y el de la Nina,
J K, que mantendria el valor de la capacidad de carga por debajo del valor
critico y la poblacion libre de la infeccion (Figura (3.0)).

Ms — bM — cMg — MM aMgM;

(3.3)

2l = —eMy — MM 4 o MgM;

En una segunda revisiéon encontramos nuevos detalles que profundizan en
las descripciones anteriores, y que nos permiten postular algunas hipotesis o
aproximaciones que van a desembocar en un nuevo modelo [90]. Los articu-
los de Mills et al. de 1999 y Calisher et al. de 2007 |21}, [72] aportan nueva
informacion sobre los mecanismos de contagio entre ratones y su distribucion
en términos de edad o tamafno. En Mills et al. los datos recogidos a lo largo
3 anos de estudios de campo revelan una estructura en edades en funcién de
la capacidad de contagio. Ademas, sugieren que los ratones jovenes no con-
traen el virus, que es transmitido entre los ratones adultos a través de luchas
entre ellos. En el segundo articulo, Calisher et al. subrayan la importancia
de esta hipoétesis, basdndose para ello en los datos representados en la Figu-
ra (3.0). En ella se dibuja en diagramas de barras las distribuciones tanto de
anticuerpos como de heridas y cicatrices visibles recogidas a partir de los ra-
tones ciervo capturados durante los afios comprendidos entre 1994-2004. En
el eje horizontal se indica el peso de los ratones, que se dividen en clases de
acuerdo con su edad. De modo que la horquilla entre 0-10g representa a los
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Figura 3.6: Porcentaje de ratones ciervo con anticuerpos contra el virus SNV
(a), con heridas o cicatrices detectables (b) y con anticuerpos con o sin heri-
das (c). Representados en relacion a sus masas. Datos recogidos durante el
periodo comprendido entre 1994 y 2004 en Arizona, Colorado, Montana y
Nuevo Méjico. El nimero de ratones estudiados junto a la probabilidad (test
de Fisher), se indican encima de cada barra [21].

ratones méas jovenes mientras que los ratones de mayor edad estan incluidos
en el intervalo que va desde los 27g en adelante. El paso de jéven a adulto
tiene lugar entre las clases 15-18g y 19-22g. En el primer panel, A, donde
se describe el porcentaje de ratones ciervo con anticuerpos, identificamos 2
regiones diferentes. Mientras que la evolucién de anticuerpos en jévenes no
sigue una tendencia definida, la evolucién en adultos es claramente moné-
tona creciente e incluso lineal. Esta diferencia sugiere un comportamiento
distinto entre jovenes y adultos.

El porcentaje de ratones con heridas y cicatrices visibles esta representa-
do en el panel B. Este indica un aumento creciente con la edad que puede ser
fruto de la acumulacién en el tiempo, observiandose una correlaciéon positiva
entre el porcentaje de ratones con heridas y cicatrices visibles, y el de rato-
nes con anticuerpos. Ademaés, en el panel C vemos como en las 6 clases de
pesos existentes los ratones macho que tienen cicatrices o heridas presentan
una mayor prevalencia de anticuerpos frente a aquellos que no tienen heridas
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Figura 3.7: Efecto de los anticuerpos maternos para una poblacién de topillo
rojo en laboratorio. MatAb-, se corresponde con la linea continua y MatAb-
con la linea discontinua. En (a) representamos la hembras mientras que en

(b) los machos. Los astériscos indican diferencias significativas entre ambos
grupos MatAb [50].

ni cicatrices. Sin embargo, la prevalencia de ratones macho con anticuerpos,
entre heridos y no heridos, no difiere significativamente ni en la infancia ni
en la juventud, como tampoco en la vejez.

A la luz de los datos representados en la Figura (3.6) se observan 2 re-
giones distintas que sugieren diferencias entre 2 etapas vitales del raton cier-
vo, correspondientes al antes y al después del paso a la edad adulta. Ademas,
las luchas entre ratones parecen jugar un papel relevante en el contagio de los
ratones adultos, si bien no es claro entre los jévenes. En consecuencia otros
mecanismos deberian explicar la diferencia de comportamiento observado
durante la nifiez y la juventud en el porcentaje de ratones con anticuerpos.

Los estudios de Mills et al. y Calisher et al. resaltan la importancia de
los anticuerpos maternos como fuente de protecciéon ante el virus en estas
primeras etapas, que en consecuencia no provendrian de la infecciéon por el
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virus SNV. Esta explicacién estd de acuerdo con los estudios experimen-
tales sobre anticuerpos maternos en roedores llevados a cabo en laboratorio
[14] [40} 50]. En particular, como se ve en la Figura ([8.1), Kallio et al. han estu-
diado el efecto de los anticuerpos en una poblacion de topillo rojo, reservorio
del hantavirus Puumala (PUUV), concluyendo que existe una proteccion de
los anticuerpos maternos frente al virus, que en este caso tiene una duracién
de entre 8 y 12 semanas [50]. Este efecto también ha sido observado fuera
del laboratorio [49]. En particular, para el raton ciervo, el intervalo de pro-
teccién estd en consonancia con el tiempo que tarda en alcanzar la madurez,
estimado entre las 8 y 10 semanas [26].

Estas consideraciones profundizan en los mecanismos que describen la
relacion entre el ratén ciervo y el virus SNV, y son hipotesis actuales que
deben ser contrastadas a través de experimentos de campo [18]. Sin embargo,
y a falta de estos estudios, esta tesis sigue un camino alternativo e intenta
contrastar las hipotesis desde un punto de vista tedrico. De esta manera nos
proponemos describir las propiedades méas importantes del proceso a largo
plazo e inferir otras nuevas con el objetivo de validarlas experimentalmente.
En esta direcciéon desarrollamos un primer modelo fenomenolégico de acuer-
do con los modelos y razonamientos desarrollados a lo largo de este capitulo.

Resumen

Los datos recogidos en los estudios de campo vienen a clarificar la relacion
entre la poblacion de ratones ciervo y el virus SNV en el proceso de infeccion.
En particular destacamos la susceptibilidad de los ratones al virus, que esta
en relacion con la edad y la luchas que tienen lugar entre ellos y que actiian
como elemento de transmisiéon de la infeccién. Ademaés, a falta de resultados
experimentales concluyentes, las distintas hipo6tesis introducidas son discuti-
das teniendo en cuenta modelos matematicos sencillos.

En los capitulos siguientes estudiaremos el papel de la edad en la trans-
misién del virus y explicaremos, a través de un nuevo modelo, la relacién
entre el fenémeno de El Nino y la poblaciéon de ratones. En particular el
retardo temporal observado entre la poblacion y la infeccién. Como corolario
final, estudiamos el modelo con la intencién de reducir el impacto del virus
SNV entre las personas, como posible herramienta de prevencién.






Capitulo 4

Modelo

4.1. Introduccion

El virus SNV no sélo se transmite entre los ratones ciervo a través de
luchas entre ellos, sino que también se transmite al inhalarse en una mezcla
aerosolizada con saliva, orina o heces. Las dindmicas de estos mecanismos
de transmisiéon son complejas, habiéndose observado distintos escenarios en
funcién de factores como el estado de la infeccion en las madres, la exposiciéon
inicial al virus, el género, la edad (masa), los cambios estacionales, el tamano
medio de la poblacion o las diferencias especificas del habitat en el que viven.
Ademés, la dindmica de la poblacién podria también depender entre otras
cosas del género, el estado de infecciéon o el desarrollo inicial de los ratones.
La complejidad en la relacion entre todos estos factores dificulta en gran me-
dida el estudio de la infeccién, de modo que resulta necesario aproximar el
sistema a los factores mas relevantes, con los que si podemos construir mode-
los matemaéticos plausibles. Un primer intento en esta direccion lo constituye
el modelo de Abramson y Kenkre (modelo AK) [6]. En él, la propagacion
del virus tiene lugar a través de luchas o encuentros agresivos entre ratones,
de manera que la poblacién de ratones queda totalmente determinada por
2 variables en funcién de la infeccion. Este modelo fenomenoldgico permite
describir, como se ha dicho en el capitulo anterior, la aparicién y propagacion
de la infeccion a partir de la capacidad de carga, K, y en ultima instancia
las variaciones climéticas extremas del fen6meno de El Nino.

El modelo que vamos a tratar en este capitulo considera, al igual que
el modelo AK, la transmision del virus a través del contacto entre ratones.
Tiene como novedoso una divisién de la poblaciéon en términos de la edad
y el riesgo de contagio, y profundiza en la descripcion de las caracteristicas
principales de la infecciéon como el retardo en la aparicién del brote o su pos-
terior persistencia [90]. Estos retardos temporales, observados en los estudios
de campo, son explicados de manera sencilla por el modelo como veremos a
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continuacioén.

En la primera secciéon describimos el modelo, introducido en el capitu-
lo anterior, dejando su anélisis para las secciones siguientes. De modo que
primero de forma analitica y luego a través de simulaciones numéricas, ana-
lizamos los escenarios més relevantes en la historia natural de la infeccion en
Four Corners. Concluimos el capitulo incluyendo una propuesta para reducir
la infeccién, asi como una comparaciéon entre los modelos existentes.

4.1.1. Modelo

Introducir un modelo nuevo en la literatura no siempre es una tarea, fa-
cil y requiere, entre otras cosas, que el modelo esté motivado por conceptos
claros y plausibles. Ademaés, la descripcion matematica que hace de soporte
a los conceptos, mas cualitativos, debe ajustarse lo més posible al sistema en
cuestion. En esta tesis partimos, en primera estancia, de una descripcién en
forma de ecuaciones diferenciales como marco para la evolucién del sistema,
beneficiAndonos de la gran cantidad de herramientas mateméticas existentes
para su estudio. Si bien, la naturaleza continua de las variables es un limite
superior o aproximado de una realidad discreta y finita, como comprobare-
mos més adelante en la tesis.

Con este modelo vamos a ir un paso adelante para profundizar, a par-
tir de las investigaciones de campo, en el conocimiento de la infeccién en
ratones ciervo. En particular, no sélo incorporamos al modelo el hecho de
que la transmision del virus SNV es horizontal, i.e., que los ratones nacen
libres del virus. Sino que ademés estudiamos como esta transmisiéon puede
estructurarse en edades.

En esta direccién observamos que, aunque los ratones pueden infectarse
aun siendo crias [I8], la mayoria de ratones jovenes no tienen el virus, que
generalmente es contraido en la etapa adulta a través del contacto, en forma
de luchas entre ellos. Este periodo libre de infeccién es consecuencia de di-
versos factores, entre los que encontramos la proteccién pasiva y temporal de
los anticuerpos maternos y la falta de exposicion al virus en ratones jovenes.
El modelo recoge estas ideas a través de una divisién en edades entre jovenes
y adultos, que va a jugar un papel relevante en la dindmica de la infeccién a

largo plazo [90].

El modelo describe por separado a los jovenes y a los adultos. En concreto
consideramos 3 variables: My que se refiere a la densidad de ratones jovenes,
libres del virus, M4s a la densidad de adultos susceptibles de infectarse y
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M 4; ala densidad de adultos infectados. Estas variables evolucionan relacio-
nandose entre si en la forma descrita por los siguientes procesos: nacimientos,
muertes, competencia por los recursos, contagio de la infeccién y maduracion
de los ratones jovenes en adultos susceptibles. De ellos, destacamos 3 de sus
caracteristicas principales.

1. Los ratones jovenes, sexualmente maduros, contribuyen de igual forma
que los adultos al término de nacimiento. Esta hipétesis se basa en
datos biologicos que indican que, en valor medio, el periodo libre de
infeccién dura mas que el tiempo que tarda en alcanzarse la madurez
sexual, y es del mismo orden que el tiempo en el cual se alcanza el peso
y tamano adulto. Esta idea obviamente implica que My representa a
los jovenes sexualmente maduros y no a los neonatos.

2. El término de maduracién describe como los jévenes pasan a la edad
adulta y se vuelven susceptibles a contraer el virus. De esta manera,
los ratones que entran en la juventud en ¢ — 7 y alcanzan la madurez
en t, son susceptibles al virus.

3. El virus sélo se transmite entre adultos, de acuerdo con la hipotesis
inicial del periodo libre de infeccién.

El modelo que proponemos viene descrito por el siguiente conjunto de
ecuaciones:

My — pM — cMy — 25M _ pe= T M (¢ — 1)

di K
dﬂgfs =be TM(t —7) — cMas — Mf}éM — aMagM a; (4.1)
Wi = —cMy; — MaM 4 oMy Mg

En él, M se corresponde con la densidad total de ratones mientras que
a, b, ¢, K, v y T son pardmetros positivos relacionados con los procesos: b
y ¢ representan la tasa de nacimientos y muertes respectivamente, K es la
capacidad de carga, a la tasa de transmisiéon del virus y por tdltimo + indica
el factor de riesgo y 7 el tiempo de maduracién, ambos relativos al proceso
de maduracién. La funcién que describe el riesgo o dificultad para llegar a
la madurez tiene aqui forma exponencial, de acuerdo con la propuesta de
Aiello y Freedman [9]. Sin embargo cualquier otra funciéon que se comporte
de manera similar lleva a las mismas conclusiones.
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Finalizamos la seccién considerando la relajacion de alguna de las hip6te-
sis iniciales. En concreto, la contribucién de los ratones jévenes al térmi-
no de nacimiento, de manera que no todos los ratones joévenes son sexual-
mente maduros. Si suponemos una tasa de nacimientos, by, entre los ratones
jovenes, las simulaciones numéricas resultantes arrojan una dependencia sig-
nificativa respecto a by. Sin embargo, y a medida que by se aproxima a b,
los resultados cualitativos se conservan y la hipotesis inicial se vuelve més
robusta.

4.2. Desarrollo analitico

La suma de las 3 ecuaciones que forman el modelo nos devuelve a la
ecuacién logistica, que como ya hemos visto, describe la evolucién de la po-
blacion de ratones en laboratorio [99]. Ademas, cuando la tasa de nacimien-
tos, b, es mayor que la tasa de muertos, c, la ecuaciéon logistica desarrolla un
estado estacionario estable y finito.

My =K(b— ) (4.2)

A partir de esta expresion obtenemos los estados estacionarios o puntos
fijos del modelo. En este caso son 4 estados estacionarios, de los que inmedia-
tamente descartamos 2 por ser irrelevantes en nuestro estudio del sistema. Se
trata de los estados estacionarios correspondientes a la ausencia de ratones
(My = Mus = My; = 0) y a un valor negativo, no realista, de la infeccion
(My; < 0). Los otros 2 estados estacionarios que nos interesan estan repre-
sentados en las expresiones (43]) y (A4]). Ambos son muy similares, con las
mismas densidades de ratones jévenes y adultos, diferencidndose tinicamente
en el estado de la infeccion. De modo que mientras que en la expresion (£3))
no hay ningin raton infectado, la expresion ([£4]) describe a un estado con
infeccidn, i.e., un valor finito de ratones infectados.

My = Mg(1—e™7)

Mas = Mge™ 7 (43)
My; =0

My, = b (4.4)
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Un anélisis lineal de las estabilidad de los puntos fijos revela una bifur-
cacion transcritica en funcion de la capacidad de carga K [65] 95]. En el
apéndice (A]) estudiamos esta transicion, cuyo valor critico, K., viene dado
por:

be ™

b9

(4.5)

El estudio de estabilidad a partir de los autovalores indica que cuando
K > K. el sistema evoluciona hacia el estado estacionario con My4; > 0
(ecuacion (@4])), mientras que cuando K < K. la infeccion desaparece,
My; = 0 (ecuacion ([3])). Visto de otro modo, cuando el namero de ra-
tones alcanza un valor estacionario superior a % tiene lugar un brote de
infeccion.

El fenémeno de El Nino, con sus oscilaciones peridédicas entre el Nino y
la Nina es, como hemos visto en la hipdtesis de la cascada trofica, suficiente
para explicar la alternancia de escenarios, entre periodos con mayor indice
de infecciéon y riesgo para la salud publica, y periodos en los que la infeccion
desaparece y el riesgo se minimiza.

4.2.1. Dinamica transitoria

El retardo temporal, que hemos introducido en el modelo a través del
proceso de maduracién, no depende de las caracteristicas del entorno si bien
juega un papel predominante en la dindmica, dividiendo la evolucién del sis-
tema en una primera etapa o transitorio y un estado final.

Es posible estudiar el sistema en el transitorio asumiendo que en el in-
tervalo (—7,0) la capacidad de carga toma el valor K,, y que la solucién ha
alcanzado el estado estacionario. Ademads, sabemos que el sistema se relaja
a un valor estacionario, y en concreto M a través de la ecuacion logistica,
lo hace en un tiempo finito ¢y ~ 7. Sustituyendo My (t —7) = Ko(b—¢) y
M (t) = K(b— ¢) en el modelo, obtenemos los estados a los que tiende el
sistema en el transitorio.

My = (b—c)(K — Kue™7)
Mas = Ko(b—c)e 7 (4.6)
My =0



34 CAPITULO 4. Modelo

My =(b—c)(K — Kgue 7)
Mays = b (47)
Ma;=(b—c)K,e 77 -2

El parametro K, determina la estabilidad de las soluciones de modo que,
como hicimos antes para las soluciones en el estado estacionario, desarrolla-
mos una aproximacion lineal para el estudio de la estabilidad encontrando
una, bifurcacién transcritica con un valor critico K, = % que, curiosa-

mente, coincide con K, (apéndice (A)).

En las expresiones (d0) y (A1), aparece un limite inferior al valor de 7
como consecuencia de que ambas expresiones no pueden tener valores nega-
tivos en el numero de ratones jovenes, lo que no seria realista. Para evitar
ésto, introducimos un limite biolégico My > 0.

(i =10 (52 (4.5)

4.3. Estudio numeérico: escenarios

Las variaciones en el nimero de ratones ciervo, como consecuencia de las
condiciones climaticas, son interpretadas a la luz del modelo como modifi-
caciones en los pardmetros K y =, de acuerdo con la hipdtesis de la cascada
trofica. Ademas, siguiendo la evolucion natural de los ratones ciervo recogida
a lo largo de la decada de los anos 90 en los estudios de campo alrededor
de Four Corners (ver Figura (3.4) en capitulo (8])), proponemos 3 escenarios
que resumen los periodos mas significativos.

1. Escenario A: K > K. > K,
2. Escenario B: K, > K. > Ky K. > K, > K
3. Escenario C: K, > K > K,

Para analizar la evolucién temporal del sistema resolvemos el modelo
numéricamente. Los valores de los pardmetros son escogidos de manera que
o bien son similares a otros modelos de la literatura [6], [7, [§, 32] o bien se
ajustan a los datos biologicos [26], [40l 50l 06]. En las simulaciones a = 0.4,
b=2,¢=06y7T=2con K y ~ variables. El valor de 7, introducido por
primera vez en este modelo, se ha estimado a partir de los datos biol6gicos
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que indican que el ratéon ciervo alcanza el peso y el tamano adulto, tiene su
primera camada, alcanza la madurez sexual y se dispersa para establecerse
en su propia madriguera alrededor de 1-3 meses [26, [96]. Ademés, la protec-
ci6n pasiva de los anticuerpos maternos en roedores tiene una prevalencia
de 1,5 a 3 meses [40} [50]. De esta manera un rango valido para 7 de entre 1
y 3 meses parece razonable. Es importante resaltar que el comportamiento
cualitativo del modelo es robusto e independiente del valor particular de 7.
Finalmente, la condicion inicial en el intervalo (—7,0) describe un estado
estacionario anterior para los pardmetros K, y vq-

4.3.1. Escenario A: K>K . >K,

En este primer escenario el sistema parte de condiciones ambientales
duras o dificiles, que han generado la desaparicién de la infeccion y la reduc-
cion, a valores minimos, del nimero de ratones.

La variaciones climéaticas extremas del fenémeno de El Nino, y en este
escenario corresponden a el Nifo, inducen cambios significativos en la ca-
pacidad de carga, K, que toma valores por encima de K., permitiendo que
el sistema se recupere. Esto genera una explosion demografica del niimero de
ratones, fundamentalmente de los ratones jévenes que después de un tiempo
T se convierten en adultos susceptibles de infectarse con el virus. A partir de
este tiempo 7 empieza a crecer el nimero de ratones infectados generandose
un brote de infeccion y haciendo saltar las alarmas ante la posibilidad de que
se den nuevos casos de HPS (Figura (@.1])).

En la Figura (4I) claramente se observa un retardo temporal entre el
aumento de la densidad de ratones y el brote de la infeccion. Este compor-
tamiento, caracteristico de este escenario, estd en consonancia con los datos
de campo recogidos en [102], en concreto con el efecto del Nifio durante los
periodos de 1993 y 1997-1998.

4.3.2. Escenario B: K,>K.>K y K.>K,>K

En este caso, el sistema proviene de un periodo con condiciones ambien-
tales favorables en el que ha tenido lugar un brote de infeccién, y debido al
efecto de la Nina evoluciona hacia un valor de K por debajo de K.. En los
primero momentos, caracterizados por un tiempo 7, la dindmica transitoria
genera una rapida reduccién del nimero de ratones jovenes al tiempo que
mantiene el nimero de ratones infectados. En consecuencia, la relacién entre
la densidad de ratones infectados y la densidad total de ratones aumenta
significativamente, manteniendo el riesgo de infecciéon en humanos durante
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Figura 4.1: Escenario A. Evolucion temporal de la densidad de ratones para
K =15y ~v = 0,42 (K, = 8,27). La condicién inicial para la capacidad de
carga es K, = 7,5, mientras que las distintas densidades toman los valores
My = 5,96, My = 4,50, My, = 0,02 (cerca de la solucion estacionaria
(ecuacion (£3)). El tiempo se mide en meses. En (a), My se corresponde
con los ratones jovenes, M4, con los ratones adultos susceptibles y Ma;
con los adultos infectados. En (b), vemos como la densidad de ratones sigue
la ecuacién logistica, y se relaja rapidamente al estado estacionario. Mpy
se refiere a los ratones no infectados, My + My, mientras que My a los
infectados; finalmente, en (c) representamos el ratio entre ratones infectados
y la poblacién total, donde se aprecia facilmente el brote de infeccion.

el tiempo que dura este periodo. Pasado un tiempo 7, la solucién transito-
ria evoluciona hasta alcanzar el estado estacionario M4; = 0, descrito en la

expresion (L3) (Figura (£2])).

Este fenémeno de persistencia en la infeccién puede reducirse e incluso
desaparecer si la tasa de supervivencia de los ratones jovenes en el proceso de
maduracién disminuye, lo que en el modelo se corresponde con un aumento
del valor de «. En este caso, K. varia cumpliendo la condiciéon K. > K, > K,
de manera que el sistema evoluciona rapidamente hacia la desaparicion de la
infeccion, como se observa en la Figura (£3]). A la luz de los casos de HPS
observados en humanos podemos interpretar el periodo que sucede al efecto
del Nino en los anos 1997-1998 como un fenémeno de persistencia de acuerdo
con este escenario.
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Figura 4.2: Escenario B. Evolucién temporal de la densidad de ratones para
K=75y~vy=0,42 (K. = 8,27). El sistema evoluciona a partir del escenario
A endonde K, =15y My = 11,93, M a5 = 5,00, M 4; = 4,06. La descripcion
general de los diferentes paneles se corresponde con la Fig. (&T]).
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Figura 4.3: Escenario B, en donde se ha aumentado el pardmetro . Re-
presentamos la evoluciéon de ratones para los valores K = 7,5 y v = 0,9
(K. = 21,6). El sistema proviene del escenario A con la condicion inicial de
K,=15,v=0,42 y My = 11,93, M 45 = 5,00, M 4; = 4,06. La descripcién
general de los diferentes paneles se corresponde con la Fig. (d.J]).



38 CAPITULO 4. Modelo

4.3.3. Escenario C: K,>K>K,

Si las condiciones ambientales se suavizan, de manera que K toma valo-
res por encima de K., la poblacién de ratones infectados no desaparece para
tiempos largos. Este escenario esta en consonancia con el efecto que, sobre la
poblacién de ratones, tuvieron el monzoén y el posterior invierno suave en el
ano 1999 [102]. Como vemos en la Figura (4.3)), el sistema evoluciona hacia
un valor estacionario con My; # 0 (expresion (£4)), después de un periodo
intermedio de persistencia similar al escenario B.
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Figura 4.4: Escenario C. Evolucién temporal de la densidad de ratones para
los parametros K = 10 y v = 0,42 (K. = 8,27). El sistema proviene del
escenario A donde K, = 15 y My = 11,93, M4s = 5,00, M4; = 4,06. La
descripcion general de los diferentes paneles se corresponde con la Fig. (41]).

4.3.4. Historia natural de la infeccion

Los escenarios A, B y C que acabamos de introducir describen los pe-
riodos més significativos observados en la interaccién entre las variaciones
climaticas, el raton ciervo y el virus SNV, de modo que caracterizan la histo-
ria natural de la infeccion a lo largo de la década de los 90 en el sur-oeste de
EEUU (ver Figura (3.4) en el capitulo (3])). Después de conocer y desarrollar
cada uno de los escenarios, comparamos el modelo con los datos experimen-
tales.

En la Figura (45 identificamos claramente 2 intervalos con un alto ries-
go de contagio, con el consiguiente riesgo para la salud publica. Esta carac-
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teristica esté recogida en el escenario A que, como ya sabemos, modela los
periodos marcados por el efecto del Nifio que en este caso se corresponden
con los anos 1993 y 1997-1998. El caracter ciclico del fenomeno de El Nino
nos recuerda el papel de la Nifia en el proceso histérico, cuya influencia ha
sido crucial en el rapido descenso de la poblacién de ratones infectados, lle-
gando incluso a valores cercanos a 0, y que hemos descrito a través de los
escenarios C y B.
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Figura 4.5: Una sucesion plausible de escenarios ejemplifica la historia natu-
ral de los ratones. El eje horizontal representa el tiempo medido en meses,
que se divide en 6 intervalos de distinta duracién. Los escenarios se ordenan
segun el patron (de izquierda a derecha) ACBACB. Las curvas discontinuas
en los paneles (a) y (b) representan los datos de campo recogidos en [102],
que se corresponden con los procesos que tuvieron lugar en la década de 1990
en el sur-oeste de EEUU.

Ademas, las investigaciones de campo revelan que la relacion entre M y
M7 en el brote de la infeccién y su posterior desaparicién, presenta un retar-
do temporal que estd recogido, en este estudio, en los escenarios A y B. Es
interesante notar que a pesar de la simplicidad del modelo, y de la inevitable
dispersién de los datos experimentales, nuestros resultados son compatibles
con los datos experimentales publicados por Yates et al., correspondientes a
los brotes de infeccion ocurridos en 1993 y 1997-1998 [102].
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4.4. Control de la infeccion

Este modelo describe la evolucién de una tinica poblacion, la de rato-
nes ciervo, sin considerar el efecto de la interaccion con otras especies. Sin
embargo, es posible que esta interacciéon pueda afectar a la dindmica de la
infeccién. En concreto, consideramos el papel de los depredadores en los
ratones jovenes [22], que puede estudiarse en el modelo sin necesidad de
modificaciones a través del pardmetro . De modo que, un aumento de la
depredacion de los ratones jovenes implicaria un incremento de v, y traeria
consigo un aumento de K.. En consecuencia, el sistema sufriria una transi-
cion de fase, pasando de K > K. a K < K., y la variable M 4; evolucionaria
hacia el valor estacionario 0.

Esta transiciéon no implicar cambios en la densidad de ratones, M, que
se mantiene constante (no depende de ). Sin embargo, el efecto de los
depredadores si implicarfa un cambio en la estructura de la poblacién que
dificultaria la propagaciéon del virus y reduciria el riesgo de contagio en las
personas.

Resumen

A lo largo de este capitulo hemos desarrollado un nuevo modelo fenome-
nolégico que introduce algunos ingredientes no considerados anteriormente
en otros modelos mateméticos, y que estan relacionados con la interaccién
entre el ratén ciervo y el virus SNV. La divisiéon en edades tiene en cuenta
el papel del periodo libre de infecciéon al considerar que los anticuerpos en
jovenes y subadultos provienen principalmente de la madre y no del efecto
del virus en el organismo.

El modelo describe el crecimiento logistico de la poblacién y su relacién
con las variaciones climaticas extremas del fenomeno de El Nino, que ya han
sido introducidas anteriormente en otros modelos. Ademaés, predice el retar-
do temporal observado entre la poblaciéon y la infeccion a partir del periodo
libre de infeccién y del proceso de maduraciéon de los ratones que divide la
dindmica entre un proceso transitorio inicial y un proceso final [90].

En el modelo AK (capitulo (3))), Abramson y Kenkre describen la dinami-
ca de la infecciéon y explican gran parte de las caracteristicas observadas. Sin
embargo, no explican el retardo en la infeccién que se observa en los estudios
de campo. Una extension del modelo, desarrollado entre otros autores por
Abramson y Kenkre, fue publicada en 2007 [55]. Este modelo, llamado mo-
delo LS por su analogia entre los ratones jévenes y adultos y las moléculas
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de liquido y s6lido, incluye una divisién en términos de edad en la que un
término de maduracién, que considera el espacio, describe el paso de jévenes
a la edad adulta. Ademaés, todos los ratones son considerados susceptibles de
ser infectados.

Sin embargo, el modelo LS todavia no ha sido resuelto de manera analiti-
ca, y su estudio numérico arroja un comportamiento similar al del modelo
AK. En consecuencia, ni el modelo AK ni el modelo LS describen el retardo
observado en la infeccién, que parece estar méas relacionado con la ausencia
de propagacion del virus entre ratones jovenes.

En el capitulo siguiente profundizaremos en la naturaleza discreta y fini-
ta de la poblacién, donde consideraremos las hipoétesis iniciales desde un
descripcion matematica diferente.






Capitulo 5

Descripcion microscopica

5.1. Introduccién

En el capitulo anterior hemos considerado un modelo matemético que,
basado en los sistemas de ecuaciones diferenciales, se ajusta al marco con-
ceptual definido para la interaccién entre el ratén ciervo y el virus SNV.

En este capitulo fundamentamos el modelo fenomenolégico a partir de
la naturaleza finita y discreta de la poblacién. En este caso, la falta de in-
formacion en la dindmica de las entidades no es un impedimento para una
descripcién general. Sin embargo, esta aproximacién reduce la descripcién de
la dindmica a probabilidades, considerando realizaciones en lugar de trayec-

torias [83].

El determinismo del capitulo anterior da paso a las fluctuaciones: internas
en sistemas inherentemente estocasticos y externas cuando la incertidumbre
proviene de parametros externos. En la medida en que sea posible introduci-
mos estos conceptos a lo largo del capitulo. Al mismo tiempo relegamos los
desarrollos matemaéticos a los apéndices finales.

A lo largo del capitulo discutimos el papel de las fluctuaciones en la po-
blacién de ratones ciervo, particularmente en los ratones infectados. En la
seccion (B.2]) realizamos un estudio preliminar de la evolucion de los ratones
que, como ya hemos visto, estd descrita en la aproximacién determinista por
la ecuacion logistica. Seguidamente consideramos la estructura de la pobla-
cién y describimos su evolucién temporal. En particular el limite termodi-
namico, que recupera el modelo fenomenologico, y los estados estacionarios,
que a su vez estudiamos con un método perturbativo (seccion (53.2)). En
la seccion (5.3.3) analizamos el sistema desde un punto de vista numérico,
y contrastamos los resultados con la descripcion analitica. Finalmente com-
paramos, en la seccion [5.3.4], las distribuciones de probabilidad numérica y

43
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analitica en el estado estacionario.

5.2. La poblaciéon de ratones: sin estructura

En esta secciéon desarrollamos un primer acercamiento a la naturaleza
discreta y finita de la poblacion. A partir de la ecuacion logistica, que repre-
senta de manera continua y determinista a la poblacién, vamos a conocer los
procesos que resumen el comportamiento general.

Estos mecanismos representan el niicleo de la descripcion que, desde un
punto de vista discreto, viene dado por los siguientes procesos.

= Nacimientos:

X5 Xx+x (5.1)
= Muertes:
X590 (5.2)
= Muertes por competencia:
k71
X+X = X (5.3)

Los parametros b, ¢ y k~! toman valores positivos, y se corresponden con
las constantes de reacciéon de cada proceso.

Una reflexién rapida sobre la sucesion temporal de los procesos aclara
algunos aspectos que, aunque obvios, merecen la pena ser mencionados. Los
procesos ocurren de forma ordenada en el tiempo, sucediéndose unos a otros.
Sin embargo, no es posible reproducir con fidelidad la sucesién de procesos
debido, entre otras cosas, a la falta de medios para recoger toda esa infor-
macién. Por ello, desde este punto de vista, el problema es inabordable.

En una primera aproximaciéon tratamos de conocer la probabilidad de
encontrar a la poblacién en el estado X y en el tiempo ¢ a partir de las
sucesiones temporales. En concreto su primer momento, el valor medio X,
y su segundo momento, la varianza 2. Esto nos permite distinguir entre un
valor medio, X, determinista y sus fluctuaciones, 6.X, estocésticas y carac-
terizadas por la varianza.

La mayoria de los procesos considerados en este estudio no tienen memo-
ria, son de Markov, lo que, en palabras llanas, quiere decir que el presente
determina completamente el futuro, independientemente del pasado. Esto
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simplifica en gran medida los célculos. En la secciéon siguiente estudiaremos
un proceso que no es Markov, el proceso de maduraciéon, que introduce un
retardo temporal en el sistema.

El andamiaje matematico que vamos a emplear esta basado en la ecuacién
maestra, una de las piedras angulares en el estudio de los procesos estocas-
ticos, que se ajusta como un guante a la descripcion que buscamos [37, [100].
En el apéndice (B]) incluimos los desarrollos teoricos que llevan a la formu-
lacion de la ecuaciéon maestra para la poblacién de ratones a partir de los

procesos (1), (52) v (3).

En este caso, la expresion (.4) es la ecuacion maestra resultante para
la poblacion de ratones, que viene descrita en su forma compacta por los
operadores construccion, E, y destruccion, E~L.

aP(z,t) _ (E—1)eXP(X,t) + (E7' = 1)bXP(X,1)
dt 1 (5.4)
+ (B = 1D)(5p) X (X = 1)P(X,1)

Esta ecuacién no es tratable en la manera en la que ha sido planteada
por lo que no tiene una solucién clara. Sin embargo es posible obtener de
manera sencilla el primer momento de su distribucion.

dX o o 1., o
—r = bX —eX — ()X - X) (5.5)

Profundizando un poco en la ecuacién de valores medios estudiamos el
limite termodinémico, en el cual el dominio (en este caso una superficie), €2,
tiende a infinito, mientras la densidad =z = % es finita. En este caso parti-

cular, al sustituir % por K, la expresién resulta ser analoga a la ecuacién

logistica (B.1).

dx x?

Volviendo a la ecuacion (5.4]), es posible realizar una expansion de la pro-
babilidad en términos del tamano del sistema para aquellos casos en los que
la poblacion es numerosa [32], 37, [100]. En el articulo de Escudero et al. [32]
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se desarrolla este estudio para las fluctuaciones internas. Recogemos estos
célculos en el apéndice (Bl). Como resultado obtenemos la expresion (5.7),
que describe la distribucién estacionaria de las fluctuaciones internas en for-
ma de gaussiana centrada en el valor medio K (b — ¢), con varianza Kb.

1 —oa2

En la Figura (5.I)) ilustramos el proceso de manera que comparamos los
resultados analiticos con las simulaciones numeéricas realizadas a partir del
algoritmo exacto de Gillespie (apéndice (). Este método permite conocer
las realizaciones de manera independiente a la ecuacién maestra y con ello,
el valor medio y la varianza de la distribucion.

Vemos como ambas descripciones coinciden en el estado estacionario.
En funcién de estos resultados concluimos que las fluctuaciones internas no
juegan un papel significativo en la dindmica, de modo que no introducen
cambios cualitativos en el caso en el que la poblacién de ratones es numerosa
(limite termodinamico) y el sistema es homogéneo, i.e., interaccionan todos
con todos (bien mezclado).

5.3. La poblaciéon de ratones: con estructura

Como hicimos en el capitulo anterior, dividimos la poblacién en distintos
compartimentos en funcién de su relacion con el virus. En este caso descri-
bimos la dindmica de la poblaciéon en mayor detalle. Para ello, en primer
lugar planteamos y desarrollamos la ecuaciéon maestra. Después estudiamos
la probabilidad en el estado estacionario a través de un método perturbativo
(apéndice (Bl)), contrastando los resultados desde un punto de vista numérico
(apéndice (C)). Finalizamos la seccion comparando ambos métodos, analiti-
co y numérico, para los distintos estados estacionarios.

5.3.1. Ecuacién maestra

Dividimos los procesos entre aquellos que afectan a la poblaciéon en su
conjunto, y que ya hemos visto en la seccién anterior, y aquellos que tienen
en cuenta movimientos entre los distintos compartimentos, como los procesos
de maduracion e infecciéon. A continuacion los enumeramos.
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Figura 5.1: Evolucién temporal de la poblacién de ratones en el escenario A.
En linea discontinua dibujamos el valor medio (negro) y la desviacion tipica
(azul) promediados sobre 1000 realizaciones que han sido simuladas con el
algoritmo de Gillespie. En linea continua representamos los valores analiticos
del valor medio (negro) y la desviacion tipica en el estado estacionario (azul).
Los pardametros son: ¢ = 0,6, b =2 y K = 40.

= Nacimientos:

N T (5.8)
ShS+y (5.9)
I5T1+Y (5.10)
= Muertes:
Y 50 (5.11)
S50 (5.12)

I590 (5.13)
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= Muertes por competencia:

= Contagio:

s Maduracién:

=

Y+Y BY
1
Y+SHBY

1
Y+T2AY

1
S+Y %49

=

S+8%58

1
S+I3%s8

1
I+Y 37T
1
IT+S37T

1

\l/?rl»—‘

I+1

S+IST+1T

(5.14)
(5.15)

(5.16)

(5.17)
(5.18)

(5.19)

(5.20)
(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

En particular consideramos el proceso (5.24]). Este proceso se extiende en
el tiempo, por lo que es no markoviano. Comienza al tener lugar el nacimiento
de un raton, y continua hasta que el raton entra en su etapa adulta (sus-
ceptible al virus) Y — S, un tiempo 7 mas tarde. Este proceso no puede
analizarse directamente, no es instantineo, y debe descomponerse en sus

partes mas fundamentales.

S P(Y,S, It + ALY +1,8 — LI ET; Tyrg )

Y'S'I

(5.25)
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La expresion (5.25]) describe la probabilidad de que un ratén joven madure,
y se divide en sucesivas partes o etapas [62].

1. El término Ty g representa el nacimiento de un ratén. Esto puede
ocurrir en cualquiera de las configuraciones iniciales, (Y, 8", 1), por
lo que hay que sumarlas todas.

2. T" indica el periodo de maduracién del ratén. No todos los ratones
alcanzan la edad adulta.

3. Finalmente, al completar el periodo de maduracion, (Y +1,5—1,1,¢),
el raton madura y se convierte en adulto, (Y, S, I,t + At).

De acuerdo a estas etapas, dividimos la expresion (£.25)) en una jerarquia
de probabilidades condicionadas y analizamos cada una de sus partes por
separado.

PY, S, I,t+At;Y +1,5 =1, 1,1 Yy g ) =
P(Y,S, I,t + At)Y +1,5 =1, 1,t;T; Yy g 1)
P(Y +1,8 — 1,1, t/T; Ty g 1) (5.26)
PO/Tyrgy)
(

P(Yyig )

El primer término del segundo miembro describe las probabilidades de
convertirse en adulto, considerada como certeza, y por tanto igual a 1 cuan-
do se cumplen las condiciones que le preceden en el tiempo. Los términos
siguientes determinan la probabilidad de estas condiciones. Mientras que el
segundo término conlleva la sucesiéon de muchos procesos que no conocemos
y no podemos simplificar, el tercer miembro se corresponde con la probabili-
dad de supervivencia en el periodo de maduracién 7 y puede aproximarse por
e~ 7. Finalmente la probabilidad de que ocurra un nacimiento viene dada
por P(Yyrgp) =b((Y —1)+ S +I)AtP(Y', S, Tt — 7).

Una vez descompuesto el proceso (0.24)) en cada una de sus partes, esta-
mos en condiciones de escribir la ecuacion maestra del sistema (ecuacion (5.27))).
En el apéndice (B) recogemos los calculos que llevan a ella.
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‘Z—IZ =(Ey' —1)b(Y + S+1)P+ (Ey — 1)cYP
+ (ES — 1)CSP + (E[ — 1)CIP

1
+(By = )52 V(Y =1+ S+ P

1
+(Bs = 1)gpS(Y +5 = 1+1)P 5

1
+(Er = 1) I(Y + S+1-1)P

+ (BsE;' — 1)aSIP

+(BEg'By —1) S P(Y,S, Lt/ Yy o)
Y's'r’

(Y = 1)+ S +1)PY S T t—71)

La evolucion temporal de la probabilidad no tiene una forma cerrada, por
lo que no puede resolverse directamente. Sin embargo, es posible estudiar los
momentos de la probabilidad. En esta tesis estudiamos su primer momento,
dejando el resto a futuros analisis. El sistema de ecuaciones resultante corres-
pondiente a la expresion (0.28) describe la evolucion de los valores medios
(variables independientes).

~

W _ Ny — ey — YD) por (N — 1) — 1)

dt 2k
45 e (N(t — ) — 1) — e§ — SN0 _ 5] (5.28)

i—{z—ci—%—i—aé‘f

Aproximamos estas ecuaciones al limite termodinadmico, donde consi-
deramos la densidad de las variables: My = %, Mg = %, M; = é y
M = My + Mg + Mj;. Con estas nuevas variables los parametros b y ¢

: : C _ 2k
no cambian. Silo hacen ay K: a =aQ2y K = 4.

My — yN — eMy — MM be TM(t —T)

dt K
aMas — be M (t — 1) — cMas — MaM — oMy My, (5.29)
% = —cMai — M‘}(ZM + aMasMy;
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Esta aproximaciéon de campo medio es compatible con el modelo fenome-
nologico obtenido de forma heuristica en el capitulo (). Ademas, el modelo
se corresponde con las ecuaciones de campo medio, lo que demuestra que
se puede fundamentar desde su naturaleza discreta y finita. Sin embargo,
estas ecuaciones no resuelven la evoluciéon temporal de la probabilidad, en
particular sus fluctuaciones.

5.3.2. Fluctuaciones

Estudiamos la probabilidad estacionaria de los ratones infectados a par-
tir de un desarrollo perturbativo de la descripciéon de campo medio. Para
ello consideramos fluctuaciones en el sistema de ecuaciones (4.1]), de modo
que las variables se descomponen en sus valores estacionarios y fluctuaciones:
X +0X. De esta manera M, la suma de My + M a5+ M 4;, se escribe como

M(t) = K(b—c) + 6M(t) (5.30)

donde 0M (t) es una variable aleatoria cuya evolucion esté descrita por
la expresion (5.31), siendo £(¢) un ruido blanco [32].

dwc‘ft ®) _ (b - )sM + V2RHG = 9e) (5.31)

< oM >=0
< (5M)2 >= Kb (5_32)
< 5M(t)5M(tl) >= Kbef(bfc)‘t*t,‘

Para estudiar la estocasticidad de M 4;, primero necesitamos conocer las
fluctuaciones de M y My . Como la probabilidad estacionaria de las fluctua-
ciones tiene forma gaussiana, es suficiente conocer los 2 primeros momentos
de las variables junto a sus correlaciones.

Consideramos que Mas = M — My — M 4;, de modo que la solucién es-
tacionaria para los ratones adultos infectados tiene la forma siguiente.

dM y; _
A = (aK(b—c)e ™ — b)My; — aM3,
d Ai
t (5.33)

— MAi((Kil — a)5M + a(SMy).
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En el apéndice (B) estudiamos las fluctuaciones de My; a partir de la
propagaciéon de dM en las distintas variables relevantes.

A continuacién ordenamos la expresion (5.33]) considerando un dnico rui-
do, e introducimos un forzamiento externo, A, que representa de manera sen-
cilla el papel de las fluctuaciones externas. Este término considera la reintro-
duccion de la infeccién en el sistema a partir de la interaccién con su entorno.

dM 4; _
A (aK(b—c)e™ ™ —b)Ma; — a3,
dt (5.34)
— Ma;0Z + A
<0Z>=0
< (62)% >=C? (5.35)

< 6Z2()5Z(t) >= C2e—b=0li~1

C? = Kb((K™' —a)® + _aR
c(2b —¢)
1 1 (5.36)
+a(K~t—a)(c(l —e7) + be_w)(z + m)

La ecuacion (5.34) es una ecuacion estocastica para My;, cuya evolu-
cion depende de un ruido de color. A partir de su ecuacién de Fokker-
Planck aproximada asociada es posible describir su probabilidad estacionaria

(apéndice (B]) [35} [36].

-0

(b—)e™ VT (2A(b—c)eVT +aM % (2a(—b+c) K+e77 (4b—2c+aM 4,)))
e 2CM 4,

bb=c)? | a(b—c)(A+(b—c)2e ITK
CC +a c C c e )

P(Ma;) = N(1+ Ma;) M a1~

(5.37)

La probabilidad estd normalizada en funcién de la constante N. Si mi-
ramos detenidamente el segundo miembro de la expresion (0.37)) vemos como
la densidad de probabilidad tiene una singularidad en 0, normalizable por

encima de la curva K, = % — (;j‘_e—z)g.

De este modo, la probabilidad se comporta como una delta de Dirac
cuando el sistema estd por debajo de K., confirmandose la existencia de un
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Figura 5.2: Diagrama de fase correspondiente a la densidad de probabilidad
estacionaria para los ratones infectados. Discutimos el diagrama en términos
de K y a, mientras que el resto de pardmetros permanecen fijos: b = 2,
¢ = 0,6,y =042 y 7 = 2. No hay forzamiento externo (A = 0). La linea
continua negra corresponde a K., la discontinua azul a K} y la continua-
discontinua roja a K}*. Los puntos marcados con (a) hasta (d) representan
las densidades de probabilidad estacionaria dibujadas en la Figura (5.5]).

punto fijo estable en 0. En el otro caso, cuando estamos por encima, el punto
fijo se vuelve inestable y la probabilidad toma valores finitos.

Cuando A = 0, i.e., no hay forzamiento externo, identificamos 2 nuevas
regiones como vemos en la Figura (0.2). La region entre las curvas K, (linea
continua negra) y K (linea discontinua azul) tiene como solucién una singu-
laridad en 0 ademads de una distribucién de la probabilidad en valores finitos.
Finalmente, en la regién por encima de K} la singularidad desaparece. Hay
una tercera curva, K** (linea discontinua con puntos roja), por encima de
la cual el sistema tiene un méaximo para algin valor finito de M4;.

Es posible interpretar el diagrama de fases a partir de la estabilidad de los
puntos fijos. Cuando el sistema estd por debajo de K., ninguna fluctuacion
en M 4; consigue sacar al sistema del 0. Por lo que, como se ha dicho, consi-
deramos esta probabilidad como una delta de Dirac. Si, por el contrario, K
es mayor que K., el punto fijo en 0 pasa a ser inestable creindose un punto
fijo estable en valores finitos de M 4;.

Cuando A # 0 el forzamiento externo impide que las realizaciones al-
cancen el 0. Por lo tanto, siguiendo el analisis expuesto en [32], el estado
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estacionario bajo fluctuaciones externas e internas presenta una transicion
general descrita por K., mientras que en la ausencia de fluctuaciones ex-
ternas, las fluctuaciones internas pueden llevar al sistema a la ausencia de
infeccion para valores bajos de K por encima de K.. Volveremos a esta in-
terpretaciéon mas adelante al estudiar numéricamente las realizaciones.

5.3.3. Simulaciones numeéricas

Recientemente se ha estudiado el algoritmo de Gillespie con retardo tem-
poral [15}, 17, [61]. En esta tesis hemos adaptado el esquema desarrollado por
Cai [17] a nuestro sistema e introducido un nuevo término para describir la
transicion a la edad adulta (apéndice ().

Principalmente estamos interesados en el estudio del limite termodiné-
mico donde el nimero de ratones es alto y es posible comparar nuestros
resultados con el estudio analitico. Sin embargo, en nuestro caso, las simu-
laciones estan restringidas a dominios, €2, finitos. No obstante, un truco nos
permite recuperar el limite termodinamico al considerar que el dominio est4
formado a su vez por una infinitud de subdominios finitos, de modo que cada
uno de ellos interacciona con los de su entorno. En particular, consideramos
el movimiento entre subdominios de los ratones infectados, que describimos
en forma de fluctuaciones externas, e introducimos en las simulaciones como
un limite inferior al nimero de ratones infectados.

En funcién de las condiciones climaticas tenemos en cuenta 2 escena-
rios [90], donde estudiamos el papel que juegan las fluctuaciones. El primer
escenario se corresponde con el escenario A, en él se dan condiciones fa-
vorables para el incremento de la poblacién y el subsiguiente brote de la
infecciéon. En el segundo, escenario B, las condiciones empeoran y el niimero
de ratones disminuye junto a la infeccién.

Los pardametros que escogemos para representar ambos escenarios estan
en consonancia con los valores del capitulo anterior: Q = 8, a = 0,025, b = 2,
c=0,6, 7=2y v =0,42 dejando K variable.

5.3.3.1. Escenario A

Bajo estas condiciones tiene lugar un aumento de la poblacion [6l, 90].
Como el virus se propaga entre los ratones adultos, existe un retardo tem-
poral entre el crecimiento de la poblacién producido por el aumento de los
jovenes, y la infeccién, que ocurre cuando los ratones jovenes se convierten
en adultos. Este periodo estd descrito por el tiempo de maduraciéon, 7, y
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Figura 5.3: Comparacién de la evoluciéon temporal entre el modelo fenomeno-
logico (linea continua azul) y el método numérico del algoritmo de Gillespie
(linea discontinua roja) para el escenario A. Cada panel se corresponde con
una variable. En (a) dibujamos M, My en (b), Mas en (¢) y Ma; en (d).

K =15.

caracteriza el sistema [90)].

En la Figura (53] observamos como el valor medio de las realizaciones
evoluciona en consonancia con la descripcién de campo medio cuando consi-
deramos fluctuaciones externas. Para las realizaciones en las cuales la infec-
cion desaparece, solo las fluctuaciones externas consiguen devolver la infec-

cion al sistema.

La aproximacién de campo medio describe el limite termodindmico cuan-
do el nimero de ratones infectados es suficientemente alto para considerar

que conceptualmente nunca desaparece la infeccion.
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Figura 5.4: Comparacién de la evoluciéon temporal analitica y numérica de
la variables como en la Figura (5.3)) para el escenario B. K = 7,5.

5.3.3.2. Escenario B

Cuando las condiciones climéticas empeoran, como ocurre en el caso de
la Figura (5.4)), la poblacion decrece (a) y las variables siguen evoluciones ya
conocidas ((b),(c),(d)) [6, @0]. La infeccion tiende a desaparecer después de
un periodo de persistencia caracterizado por el tiempo de maduracion [90].
Esta persistencia, como ya sabemos, debe ser considerada como una senal
de alarma ante un mayor riesgo de infeccion.

En este escenario, las fluctuaciones externas no juegan un papel impor-
tante debido a que las realizaciones evolucionan desde valores finitos hacia
la ausencia de la infeccién. Tanto las realizaciones como la aproximacién de
campo medio se ajustan cuantitativamente bien, como se aprecia en la Figu-

ra (5.4).
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Figura 5.5: Representacion de las funciones de densidad de probabilidad co-
rrespondientes a los parametros indicados en la Figura (5.2]). Consideramos
fluctuaciones internas tanto en la probabilidad teérica (linea azul continua)
como en la probabilidad numérica (histograma rojo). El estado estacionario
a partir de las ecuaciones fenomenolégicas esta representado con una linea
vertical azul. Para la densidad de probabilidad numérica tomamos 1000 re-
alizaciones en un tiempo finito sin fluctuaciones externas, i.e., el punto fijo
0 es un estado absorbente.

5.3.4. Estado estacionario

En esta subseccion comparamos la densidad de probabilidad tedrica en
el estado estacionario (subseccion (5.3.2))), sin fluctuaciones externas, con
su anéloga numérica computada a partir del algoritmo de Gillespie. En la
Figura (5.2]) vemos el efecto de las fluctuaciones internas, menos acusado en
la probabilidad calculada de manera numeérica para cada uno de los valores
de los parametros. Para K < K. no hay infeccién, como vemos en (a). En
los paneles (b), (¢) y (d), K > K. y en consecuencia aparece un brote de in-
feccion. En estos paneles vemos como las fluctuaciones internas, para valores
bajos de la capacidad de carga, alcanzan el estado absorbente localizado en
el 0, mientras que para valores altos esta probabilidad desaparece. Cualita-
tivamente, la descripciéon tedrica muestra fluctuaciones mucho més intensas
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que las realizaciones numéricas, por lo que las transiciones dibujadas en la
Figura (52), K} y K}*, podrian cambiar de forma en un diagrama de fase
numérico. En general, ésto sugiere que la infeccion puede extinguirse en el
estado estacionario en ausencia de fluctuaciones externas, como ya vimos en

la subseccion (5.3.2]).

Resumen

Considerando la naturaleza finita y discreta de la poblacién hemos estu-
diado, bajo el marco conceptual desarrollado en el capitulo (), una nueva
aproximacién al modelo fenomenolégico en el limite termodindmico. En este
capitulo hemos visto como la ausencia de infeccién es un estado absorbente,
alcanzable fuera del limite termodindmico tanto en el transitorio como en el
estado estacionario.

En particular ésto es relevante en el escenario A, donde la infeccién puede
llegar a niveles alarmantes para la salud piblica o por el contrario, extin-
guirse. Sin embargo el escenario cambia cuando consideramos fluctuaciones
externas y recuperamos el limite termodinamico. Estas fluctuaciones actiian
como soporte y, en muchos casos, como germen, recobrando las previsiones
de brote de infeccién.

Ademés hemos estudiado como las fluctuaciones en el estado estacionario,
cuando no consideramos fluctuaciones externas, describen distintos escena-
rios en funcion del tamano de las fluctuaciones.

En el siguiente capitulo daremos un salto conceptual en el modelo al
introducir espacio en las ecuaciones para estudiar la difusiéon de los ratones.



Capitulo 6

Propagacion espacial de la
infeccion

6.1. Introduccién

En los capitulos anteriores estudiamos la infecciéon por SNV en ratones
ciervo, en los casos en los que el sistema es homogéneo. En este capitulo
damos un paso adelante y consideramos la propagacion de la infeccién en el
espacio que, como se ha observado en América del Sur [44], es una de las
principales causas de contagio a tener en cuenta en humanos.

En particular, estudiamos este fenémeno a partir del modelo fenome-
nologico desarrollado en el capitulo (), que extendemos para considerar la
difusién de ratones. En la literatura encontramos algunos trabajos que estu-
dian este fenomeno [7, 22, [55), [66].

A lo largo de la primera parte del capitulo seguimos, de forma similar,
los desarrollos expuestos en [7], mientras que en la segunda parte introduci-
mos nuevos ingredientes que van a definir con mayor precisiéon el escenario
de propagacion. En la seccion (6.2) desarrollamos el modelo considerando
difusion. En la seccion (6.3]) planteamos un escenario general y analizamos
las principales caracteristicas de la propagacion. Seguidamente estudiamos
la propagacién en un escenario con tiempo de agotamiento en la capacidad
de carga. Y finalmente, en la seccion (6.5]), enumeramos las prevenciones,
introducidas en las secciones anteriores, con el fin de evitar la propagacion
de la infeccion.

29
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6.2. Modelo

El raton ciervo cambia eventualmente de madriguera. En particular, des-
pués de abandonar a su madre, en busca de una nueva madriguera en su
entorno. Como una primera aproximacién a la descripcién de este proceso
consideramos un movimiento aleatorio que representa la dispersién de ca-
da uno de los ratones. En una descripcién continua este proceso viene dado
por un mecanismo de difusién, y de esta manera lo incluimos en el modelo
fenomenologico. Ademas este mecanismo también afecta al proceso de madu-
racion, cuyo cambio entendemos a través de 2 conceptos principales [39]. El
primero considera que los ratones nacidos en t — 7 y que sobreviven, madu-
ran en un tiempo ¢t. Mientras que el segundo tiene en cuenta que los ratones
se mueven de forma difusiva, dada por un coeficiente de difusion, Dy, que
define la probabilidad de alcanzar un punto x del dominio después de haber
nacido en y. Si sumamos estos 2 ingredientes llegamos a la expresion (6.1,
e integrando sobre todo el espacio obtenemos el niimero de ratones que al-
canzan la madurez en la posicién z y el tiempo .

be 7T\ dx Dy e @YADY T N1 (y f — 7) (6.1)

Esta descripcién, que es una extension del modelo desarrollado en el capi-
tulo ([B]), describe de forma més realista las heterogeneidades del espacio. La
capacidad de carga, K(z,t), depende ahora del tiempo y del espacio. Este
cambio es sustancial y define un mapa de refugios en donde la infeccion
prevalece en funcién de un valor critico, K, = al(’gifc). Si las circunstancias
cambian, como vamos a ver en las secciones siguientes, se produce un movi-
miento total de ratones desde los refugios hasta las zonas libres de infeccion,
que esta caracterizado por el coeficiente de difusién, diferente para ratones
jovenes, Dy, y adultos, D 4. Teniendo en cuenta estos conceptos, el modelo

unidimensional es el siguiente.

dMy 62My MYM
—— =Dy——+ +bM — cMy —
dt Y 022 * Y K(z,t)
(6.2)
0 1 2
—he T = o @=ADYT prn t— ) d
e /OO JiDit (y,t —7)dy
dMAs 82MAS MAsM
=D —cMps — —aMasMa;
dt A7 022 A K(x,t) A As A
(6.3)

o0
1
+ b ’YT/ -
© ) irDyr
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dM ; 0? M o My M

=D —cMy; — ———— M 4o M 4; 6.4
dt A 02 CIVI A4 K(x,t)+a AsIM Ag ( )

A partir de las ecuaciones (6.2)), (6.3) y (6.4]), consideramos el compor-
tamiento general de los ratones, M = My + Mas + M 4;.

dM 0 My 0% My M?
Y _p D b— )M —
Y TPy +b-0 K(z,t)

dt 0z2 (6:5)

Cuando D = Dy = Dy, la expresion para M coincide con la ecuacion de
Fisher. Esta ecuacién ha sido estudiada de forma extensiva, aunque todavia
no ha sido posible obtener su solucién analitica general [34] [78].

6.3. Escenario

La infeccién, bajo condiciones ambientales dificiles, sobrevive inicamente
en los refugios (K7 > K.). Sin embargo, como ya se ha dicho, ciertos cam-
bios en el entorno son suficientes para inducir un cambio cualitativo desde
el refugio hacia los alrededores.

El aumento y posterior saturacién del nimero de ratones en el refugio,
implica un movimiento efectivo hacia los alrededores buscando una oportu-
nidad ecolégica. En los lugares donde esta oportunidad ecoldgica es alta, la
capacidad de carga, K, aumenta. Si Ko > K, la infecciéon puede aparecer
en ese area, mientras que si Ky < K, la infeccién no se propaga.

En las subsecciones siguientes analizamos numéricamente y analitica-
mente el escenario con K1 > K.y Ko > K., y discutimos las principales
caracteristicas de la propagacion. Consideramos como condiciones iniciales
un nimero finito de ratones, algunos infectados, en el refugio y ningtun ratén
en el entorno.

6.3.1. Estudio numeérico

Implementamos el modelo a través de un método pseudoespectral, donde
los términos no lineales y de maduracién se computan en el dominio real, y
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Figura 6.1: Dispersion de ratones en 1d. desde el refugio hacia su entorno
en el tiempo ¢ = 18 u.t.. En color indicamos las diferentes categorias. Los
ratones jovenes estdn dibujados en azul, los adultos susceptibles en verde
y los infectados en rojo. La suma de los 3 esta representada en negro. Los
parametros son v = 0,42 y K1 = Ko = 30 > K., donde K, = 8,27.

la implementaciéon del proceso tiene lugar en el dominio de Fourier [73]. En
la implementacién utilizamos el método de Euler y condiciones de contorno
periddicas en 1d. .

Los parametros utilizados son los mismos que en anteriores capitulos, de
modo que en las siguiente simulaciones ¢ = 0,4, b = 2, ¢ = 0,6 y 7 = 2
dejando K y ~ variables. El sistema es robusto respecto al coeficiente de
difusién que, a falta de valores precisos en la literatura, eleguimos como el
valor que mejor se ajusta a nuestras simulaciones: D = Dy = Dy = 10.
El paso de tiempo y espacio en las simulaciones viene dado por dt = 0,005,
N = 1024 y L = 512, donde N se corresponde con el niimero de puntos en
la discretizacion del espacio y L es la longitud del dominio.

Los ratones se propagan desde el refugio, situado en el medio del dominio,
a lo largo del eje X. Después de un transito, la propagacién alcanza un esta-
do en el que los ratones se dispersan en frentes bien definidos (Figuras (6.1))
y ([6.2])). Primero los ratones sanos, principalmente los jovenes, My, invaden
su entorno a velocidad constante, independiente de Ky (Figura (6.1I))) a un
ritmo dado por la ecuacion de Fisher, y que define la vanguardia de los rato-
nes, el frente M. Después llega el frente de infeccién que se propaga de forma
asintdtica a velocidad constante, menor o igual a la velocidad del frente M,
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Figura 6.2: Evolucién temporal en z = 360 u.e., correspondiente a la propa-
gacion de ratones en la Fig. (6.1)).

como se muestra en la Figura (6.3]).

6.3.2. Estudio analitico

Consideramos el conjunto de frentes que, como el sistema global, se mueve
desde el refugio hacfa sus alrededores. En el apéndice (D)) abordamos con mas
detalle los célculos de esta subseccion.

Después de un transito, cada uno de los frentes empieza a moverse a
velocidad constante. Si desplazamos el sistema de referencia y lo colocamos
encima de cada frente, en una posiciéon comévil a ellos, los frentes parecen
congelados, y las ecuaciones (6.2)), (€.3), (6.4) y (6.3) pueden simplificarse,
eliminandose los términos de evolucion temporal. Resulta suficiente si estu-
diamos los frentes de M y My;, debido a que el frente de M esta formado
por los frentes de My y M as.

M2 02 M 2M oM
(b—c)M — — + Dy=——X 4+ Dy, ax;‘ tous—=0  (6.6)
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Figura 6.3: Propagacion en el tiempo de los frentes. El frente M esté dibujado
en azul, el frente M 45 en verde y el frente M4; en rojo. Representamos para
varios valores K las diferentes velocidades de los frentes de infeccion, M 4;.
Para K = 30 y K = 20, la linea discontinua y la linea continua-discontinua
respectivamente, la velocidad se ajusta asintéticamente a la velocidad del
frente de M como indican las lineas negras. La linea discontinua (K = 12)
describe una velocidad inferior al frente M, mientras que la linea continua

de més abajo, K = 6, representa un frente inmévil como es de esperar para
K< K. v=042.

M M 02 M ;
— eMai =~ 4 aMagMa; + Da—pmt
ox
; (6.7)
Ma;
+ v, awAz -0

A continuacién aproximamos cada uno de los frentes a una transicion
abrupta entre 2 soluciones homogéneas. Para el frente de M estudiamos la
transicion en el borde, donde M = 0.

M=04+0M
My = 0+ dMy
Mps =0+ Mg,
Mu; = 0+ M
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En este punto 0,0M4 = 0y dMy =~ dM como se aprecia en la Figu-
ra (6.I)), y sustituyendo esta condicién en la ecuacion (6.6) obtenemos la
expresion siguiente.

VMO0 OM — DOy M — (b — c)0M =0 (6.8)

Un analisis de autovalores (apéndice (D)), en el que consideramos al
frente como no oscilatorio, determina un criterio para la velocidad del cual,
como vemos a partir de las simulaciones numeéricas, el sistema selecciona el
valor minimo.

VM = 2 Dy(b — C) (6.9)

Estudiamos el frente de ratones infectados (frente de My;) en el estado
estacionario para M = K(b—c¢) y Mas = K(b—c)e .

UM 4,000 M a; + D403 0Ma; + (b —ae” ""K(b—¢))dMa; =0 (6.10)

De manera que sus autovalores, calculados de la misma manera que el
frente de M, define la siguiente expresion para la velocidad.

vt = 2v/Da(aK (b — c)e 1™ —b) (6.11)
Ambas velocidades coinciden para K = K, siendo K, mayor que K.

(Dy (b—c¢)+ Dab)e™™
a(b—c)Dy

K, = > K, (6.12)

Numéricamente vemos que cuando K. < K < K,, los frentes de M y
de My; evolucionan a velocidades diferentes. Sin embargo cuando K, < K,
el sistema se mueve al unisono a la velocidad definida por el frente de M

(Figura (6.3)).
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Figura 6.4: Distribucion de ratones de acuerdo con la Fig. (6.]). Un tiempo
de agotamiento, 74, describe la evolucion hacia K3 = 5, con v = 0,7. En (a),
K1 =Ky =30,yen (b), K1 =30y Ko = 22. Podemos ver como la infeccion
se propaga en (a) mientras que no lo hace en (b). K, = 24,62.

6.4. Escenario con tiempo de agotamiento

En muchos casos, la oportunidad ecolégica se ve limitada en el tiempo
por agotamiento, 74, reduciéndose los recursos accesibles para los ratones.
Cuando ésto ocurre, bien por causa de los propios ratones (cosumo de los
recursos) o por accion de agentes externos (como por ejemplo fen6menos
climéticos), la capacidad de carga asociada decrece hasta K3. Un cambio
significativo ocurre cuando K3 < K, (Figura (6.4])). En estos casos la infec-
cion se propaga en el espacio en forma de soliton (Figura (6.5k)). Ademaés,
cuando K, < Ky < K,, esta solucion es disipativa (Figura (6.5b)).

Como un primer paso para medir el tiempo de disipacién en la propa-
gacién de la infeccion, consideramos la velocidad como constante. La longitud
inicial recorrida por el frente de infeccién antes de que se produzca el dréstico
descenso de K debido al agotamiento viene dado por Az = vy, (T4 — i),
donde 7; es el intervalo de tiempo entre el frente de ratones y el frente
de ratones infectados al inicio de la propagacién. Para que se produzca la
propagaciéon de ratones infectados 7; debe ser menor que 74. La expresion
que describe el tiempo que tarda en disiparse la infeccion es la siguiente.

UM 45
tg= ———(1q— 75 6.13
4= o —v Ai)( 4= i) (6.13)



6.5. Salud publica: control de la infeccion 67

10t

12r

141

16f

18

(@ [T o

1 10F
1 12b
1 14}

1 16F

1 . . . 18 . 1 1 1
-200 -100 0 100 200 -200 -100 0 100 200
X

Figura 6.5: Mismo escenario que en la Fig. (6.4)). La infeccién es representada
en espacio y tiempo. Mientras que en (a) la infeccién se propaga a veloci-
dad constante en forma de soliton, en (b) la propagacion es disipativa y la
infeccion desaparece en los alrededores de acuerdo con la Fig. (6.4b).

6.5.

Salud publica: control de la infecciéon

La propagacién de la infecciéon es un tema de gran preocupacion en comu-
nidades cercanas a reservas de hantavirus. A lo largo de este capitulo hemos
apuntado 3 vias para el control de la propagaciéon de la infeccion que deben
ser examinadas para analizar su relevancia. A continuaciéon las enumeramos:

1.

Si Ky < K., la capacidad de carga en los alrededores del refugio se
mantiene en valores por debajo de K., de modo que la infeccién no
puede propagarse en el espacio. Esta es la manera mas basica de con-
trolar la infeccion.

. Si Ky > K.y 7; > 74, incluso cuando la capacidad de carga estd por

encima del valor critico, es posible controlar la propagacién de la in-
feccion a través del tiempo de agotamiento. Si éste es mas corto que
el tiempo que tarda la infeccién en llegar alli, 7;, no se propagara la
infeccion.

Ky > K., 7, < 1qy Ko < K,. Como una tultima oportunidad para
controlar la propagacion de la infeccién, la velocidad de propagaciéon
tiene que ser inferior a la velocidad del frente M, de modo que no se
propaga por mucho tiempo (Figura (6.5b)).
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Resumen

En este capitulo hemos extendido el modelo fenomenolégico para consi-
derar la difusién de los ratones en el espacio. El escenario propuesto tiene en
cuenta la propagacion de los ratones desde los refugios, donde se concentra
la infeccién durante los periodos mas duros, de forma que los ratones van
llegando a los alrededores en sucesivos frentes. Primero los ratones jovenes,
en la vanguardia, junto a los adultos susceptibles. Mientras que la infeccion,
que también se propaga desde el refugio a través de los ratones infecta-
dos, aparece un tiempo mas tarde. Una aproximacién conjunta, analitica y
numérica, demuestra que los frentes se propagan asintéticamente de manera
estacionaria a velocidades constantes, y siguen expresiones conocidas. Cuan-
do K > K, el sistema se propaga en conjunto a una velocidad dada por el
frente de ratones, mientras que cuando K. < K < K, el frente de infeccion,
que esta detrés de la vanguardia de ratones, se retrasa a un ritmo constante.
Para K < K, la infeccién no se propaga.

Si introducimos un tiempo de agotamiento para la capacidad de carga en
los alrededores, el escenario cambia ligeramente. En particular, la infeccion
se propaga en forma de solitén, que resulta ser disipativa cuando K < K,. De
acuerdo con este estudio, hemos propuesto 3 manera diferentes de controlar
la propagacion de la infeccion y que deben ser examinadas para comprobar
su viabilidad.

En muchas regiones de América del Sur, la dispersion de los ratones a
partir de los refugios, llamada ratadas, han sido ampliamente observadas en
los ultimos siglos [44]. En particular, el raton de cola larga (Oligoryzomys lon-
gicaudatus) principal reservorio del virus ANDV, que como sabemos puede
transmitirse entre personas, se ha visto envuelto en la ratada que tuvo lugar
en 2011 en el oeste de Argentina [2]. Actualmente se espera para los meses
calidos de este ano una ratada en el area de Bariloche [I].



Capitulo 7

Corolario

El ntiimero de personas infectadas con el virus SNV estéd correlacionado,
segun la teoria epidemioldgica clésica, con el aumento de los contactos en-
tre ratones ciervo infectados y personas. Por ello, una buena prevencién que
evite el contacto con los ratones es crucial. En cualquier caso, una estimacién
del nimero de ratones infectados nos sirve como indicativo del riesgo infec-
cion por HPS.

En esta direccién consideramos la evolucion de la infeccién tanto espa-
cial como temporal, entendida como un realidad compleja. Una manera de
acercarse a su descripcion consiste en descomponerla en sus elementos mas
significativos, que en este caso identificamos como su anfitrién, el ratén cier-
vo; el virus SNV, y las variaciones climéticas extremas correspondientes al
fenémeno de El Nino.

A partir de la literatura existente hemos definido un marco conceptual
bésico, donde se describe la naturaleza horizontal de la transmisién del virus,
que se propaga a través del contacto entre ratones adultos, y la divisiéon de
la poblacién en funcién de su relaciéon con el virus, entre jovenes no suscep-
tibles, adultos susceptibles y adultos infectados.

Posteriormente trasladamos estas ideas a un lenguaje matematico, de
modo que definimos un nuevo modelo cuantitativo con potencial para ser
estudiado analiticamente y numéricamente.

La descripcion macro, fenomenoldgica y de valores medios, y la descrip-
cién micro, que estudia las fluctuaciones a partir de la ecuacion maestra y el
algoritmo de Gillespie, representan al sistema en sus respectivas aproxima-

ciones y coinciden en el limite termodinamico.

En el analisis del modelo identificamos las caracteristicas més impor-
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tantes del sistema que, pese a la sencillez del marco conceptual, describen las
principales propiedades en la historia natural del ratén ciervo en el sur-oeste
de EEUU. Encontramos la relacién directa entre las variaciones climéticas
extremas del fenomeno de El Nino y sus efectos en la poblacién de ratones y
la infeccién. En particular, el efecto en la infecciéon conlleva un retardo tem-
poral caracterizado por el tiempo de maduracién, 7. Esta relaciéon describe
varios escenarios que clasificamos en funcién de la capacidad de carga, K, y
st be T

su valor critico, Ke = Z—5 [90].

A la vez, el modelo identifica nuevas propiedades y comportamientos no
observados con anterioridad en la naturaleza, y alienta el desarrollo de nuevos
estudios de campo con el objetivo de verificar las predicciones del modelo y
sus hipotesis iniciales.

Es el caso de los frentes de infeccién que encontramos al estudiar el mo-
delo con propagacion espacial, que en funcién de la velocidad del frente y el
agotamiento de los recursos del entorno se forma una onda que puede propa-
garse de manera auntoconsistente o disipativa.

A lo largo de esta primera parte se han sugerido, a partir del modelo
matemaético, distintas actuaciones para el control de la infeccién, que deben
ser examinadas ante la posibilidad de una futura implementacion. A conti-
nuacion las enumeramos:

1. Si el nimero de ratones es pequeno, las fluctuaciones internas pueden
llevar a la desaparicion de la infecciéon. En estos casos, la falta de fluc-
tuaciones externas que actiian como fuente de ratones infectados, con-
vierte en permanente la ausencia de infeccion.

2. El modelo presenta una transiciéon descrita por K., que controla la
apariciéon y desaparicion de los brotes de infeccion. El brote desaparece
cuando K, varia por encima de K a través de acciones tales como la
depredaciéon de ratones jovenes.

3. Es posible contener la propagacion espacial de la infeccién al conside-
rar el agotamiento de los recursos en el entorno, en funciéon del tiempo
de agotamiento y la velocidad de propagaciéon de la infeccion.



Capitulo 8

Eventos extremos en laseres
semiconductores

8.1. Introduccién

En este capitulo estudiamos el papel del retardo temporal en laseres. En
particular, estudiamos el efecto del retardo temporal en la region de para-
metros donde las soluciones estacionarias son desestabilizadas dando paso a
dindmicas caoticas.

De entre todos los tipos de laseres, los laseres semiconductores son, en
ausencia de dispositivos adicionales, muy estables y sus soluciones a tiempos
largos son o bien puntos fijos o soluciones periédicas. La inclusién de nuevos
grados de libertad gracias a la reflexion de la luz emitida por el laser en una
cavidad externa resonante, permite desestabilizar las soluciones estacionarias
en favor de dindmicas caoticas. El caos aparece entonces en forma de trenes
de pulsos irregulares cuyo valor maximo puede, en algunos casos, tomar va-
lores muy por encima de los valores promedio.

A lo largo del capitulo introducimos brevemente las nociones basicas que
serviran de base para el estudio de los pulsos extremos en las dindmicas
caodticas de los laseres semiconductores con cavidad externa.

En la primera seccién planteamos de forma teérica el estudio de la dindmi-
ca de los laseres profundizando en los ldseres semiconductores con cavidad
externa. Mientras que en la segunda seccién incluimos los conceptos bésicos
para el estudio de los pulsos extremos en el marco de los eventos extremos.
Finalizamos el capitulo con un resumen de los conceptos més importantes,
que desarrollaremos en el capitulo siguiente.
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8.2. Laseres

Los dispositivos laser son fuente de luz coherente emitida de forma es-
timulada como ondas electromagnéticas.

La mayoria de los l4seres y en concreto aquellos en los que vamos a cen-
trarnos son descritos de forma teérica por las ecuaciones de Lorenz-Haken
(tipo Fabry-Perot con 2 niveles atomicos) [81]. Estas ecuaciones, anélogas
a las descubiertas por Lorenz para la convecciéon de la atmosfera, describen
la dindmica de un laser a partir de sus variables fundamentales: el campo
eléctrico, F/, la polarizaciéon, P y el niumero de portadores, N. El sistema
es no lineal y representa cuantitativamente la evolucién temporal de estas
3 variables a partir de los distintos parametros que entran en juego en el
sistema.

En su libro, Otsuhbo analiza el comportamiento general de la dindmi-
ca observando claramente varias regiones operativas separadas entre si por
sucesivas transiciones de fase [81]. Estos regimenes pueden dividirse en 3
categorias en funcién de las cuales clasificamos a los laseres. En primer lu-
gar estd el régimen de punto fijo, donde el ldser permanece en un estado
estacionario constante. Después, tras una transicién, aparece un régimen de
soluciones periddicas donde se observan pulsaciones regulares. Y finalmente,
en una tercera region, estas soluciones son desestabilizadas dando paso a
dindmicas cabticas.

Es posible disminuir el nimero de grados de libertad del sistema, y con
ello reducir el nimero de soluciones estacionarias, eliminando de manera
adiabéatica las variables rapidas y obteniendo un sistema de ecuaciones para
las variables lentas.

En los laseres de clase C las variables presentan tiempos de relajacion
del mismo orden, sin que pueda simplificarse el modelo de 3 variables. En
estos casos los laseres presentan los 3 tipos de regimenes vistos con anterio-
ridad: puntos fijos, soluciones peridédicas y soluciones cadticas. A esta clase
pertenecen los laseres de NHj3, Ne-Xe y He-Ne para 3,39 um.

Cuando la variable que describe la polarizacion se relaja méas rapidamen-
te que el resto, el sistema se simplifica de modo que queda descrito por el
campo eléctrico y el inverso de la poblacion. Estos laseres pertenecen a la
clase B y son muy estables sin que se observe en ellos dindmicas cadticas.
Los laseres semiconductores se encuentran entre ellos.

Por ultimo estd la clase A que agrupa a los laseres mas estables, donde
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la vida media de los fotones es mucho mayor que la del resto de tiempos
de relajacion, de manera que el modelo se reduce a la evoluciéon del campo
eléctrico. En esta clase esté el laser de He-Ne en su rango visible.

Los laseres de la clase A y B pueden desestabilizarse al incluir pertur-
baciones externas que anaden grados de libertad al sistema. En concreto los
laseres semiconductores de clase B se desestabilizan al anadir al dispositivo
una cavidad externa resonante que genera dindmicas no lineales con términos

de retardo (Figura (81)).

espejo

laser semiconductor

RS

cavidad interna cavidad externa

Figura 8.1: Representaciéon de un dispositivo laser con cavidad externa.

El modelo teérico que describe el sistema para un laser semiconductor
con una cavidad externa resonante que permite retroalimentacién es, para

el caso de un tinico modo de oscilacién, el sistema de ecuaciones de Lang-
Kobayashi (modelo LK) [51], [63], 81].

dE

= = (1+ia)NE(s) + ne " E(s — 0) + p¢ (8.1)
T% = J—N—(1+2N)|E(s)]? (8.2)

En estas ecuaciones el tiempo, s, y el tiempo de retardo, 6, se escalan a
la vida media del fotén 7,: s = t/7,, § = 7/7,. Los distintos parametros son:
T = 1,,/7, donde 7, es la vida media de los portadores, n la intensidad de la
onda reflejada y wé su fase. El parametro que representa la intensidad de la
corriente es J, mientras que el factor correspondiente al ancho de banda es a.
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En el capitulo siguiente vamos a estudiar este modelo en la regién donde
el sistema es desestabilizado por la retroalimentacién 6ptica pudiéndose ob-
servar dinamicas cadticas [91]. De entre todas las propiedades de los pulsos
irregulares nos centramos en aquellas que presentan los pulsos extremos, en
el marco de los eventos extremos.

8.3. Eventos extremos

La mayoria de los eventos extremos que tiene lugar en la naturaleza son
fenémenos que pasarian desapercibidos sino fuera por sus graves consecuen-
cias. De manera cualitativa un evento extremo es un suceso poco frecuente e
impredecible que puede tener consecuencias draméticas como en el caso de
los terremotos, los tsunamis o los cracks bursatiles.

En el campo de los laseres, los pulsos extremos se originan por pequenas
variaciones incontrolables en los pardmetros que afectan de manera negativa
a los dispositivos. En concreto, en el capitulo siguiente estudiamos los pulsos
extremos que aparecen al considerar el efecto del retardo temporal. Estos
pulsos, presentes en dindmicas cadticas, son de naturaleza impredecible. Sin
embargo, al considerarlos como parte de la dindmica global, en las cercanias
del pulso extremo, el sistema se comporta siguiendo unos patrones regulares
que caracterizan al propio pulso.

Estadisticamente un pulso se considera extremo cuando supera un um-
bral, generalmente arbitrario, distribuyéndose en las colas de la distribu-
cion [58]. El criterio que vamos a seguir considera a un pulso extremo cuando
supera 5 veces la desviacion tipica por encima del valor medio [97].

Resumen

La inclusion del retardo temporal en los laseres de clase B semiconduc-
tores introduce nuevos grados de libertad en el sistema que pueden desestabi-
lizar las variables en favor de dindmicas cadticas. Entre los pulsos irregulares
que caracterizan a este régimen, los valores més extremos pueden tener con-
secuencias draméticas al inducir cambios cualitativos, justificando su anélisis
en el marco de los eventos extremos.

En el capitulo siguiente estudiamos dichos pulsos extremos a la luz del
modelo de Lang-Kobayashi profundizando en sus propiedades més significa-
tivas.



Capitulo 9

Pulsos de intensidad extrema

9.1. Introduccion

En el capitulo anterior introdujimos brevemente la nocién de evento ex-
tremo, cuyo interés practico reside fundamentalmente en sus graves conse-
cuencias ya conocidas en campos como la climatologia, la oceanografia, la

dindmica de poblaciones o la economia [53], 92} [104] [103].

En este marco, distintos eventos extremos han sido observados en léseres.
En concreto en laseres con modo bloqueado [59] y en laseres semiconductores
con inyeccion optica de onda continua [13},94] y con retroalimentacion de fase

conjugada [52].

El estudio numérico del modelo LK en laseres semiconductores con cavi-
dad externa ha revelado la existencia de pulsos de intensidad muy por encima
de los valores promedio. Estos pulsos estéan localizados en la regién conocida
como régimen de cavidad corta [41],[42] 91, 97, 98], donde el tiempo que tarda
la luz en recorrer la cavidad externa es menor que el tiempo de relajaciéon
de las oscilaciones del laser, y estan relacionados con las transiciones en-
tre las soluciones estacionarias conocidas como modos de la cavidad externa

(ECMs) [97].

A lo largo de este capitulo estudiamos los pulsos de intensidad extrema
en el régimen de cavidad corta. En la seccién I introducimos el modelo LK
junto a sus soluciones estacionarias més significativas. En la seccién IT iden-
tificamos y caracterizamos numéricamente los pulsos de intensidad extrema
que se observan en una regién particular de los parametros. En la secciéon
III estudiamos el efecto del ruido y finalizamos el capitulo resumiendo los
puntos més significativos.
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9.2. Modelo

El modelo LK, introducido en el capitulo anterior, describe en el caso de
un dnico modo de oscilaciéon la tasa de variaciéon del campo 6ptico, que se
corresponde con la variable compleja E, asi como la variaciéon del exceso en
el namero de portadores, N [91].

dE

= = (1+ia)NE(s) +ne ™ E(s — 0) + B¢ (9.1)
T‘;—JZ = J—N—(1+2N)|E(s)]? (9.2)

Este sistema de ecuaciones considera el ruido de emisién espontanea, in-
troducido como un ruido blanco gaussiano y aditivo, &, y cuya intensidad
viene dada por 5.

En un primer examen, se aprecia como la variacién del campo 6ptico esté
en relaciéon con los valores del campo para instantes de tiempo anteriores.
En cambio, la variable N evoluciona tnicamente en funcién de los valores de
|E| y N en el instante dado.

Esta caracteristica nos permite conocer los puntos donde N es constante

AN .. . .

(% = 0) (expresion ([@3)). En la Figura (@I) representamos esta condi-

cion como una superficie en el espacio de fases (E,,Ey,N). Fuera de ella,

el sistema evoluciona hacia valores de N mas pequenos, mientras que en su
interior lo hace hacia valores més grandes.

J—-N
E:
[El 1+2N

(9.3)

Por otro lado, el campo 6ptico deja de variar cuando |E| = 0, caracteris-
tica que junto a la expresion (@3] describe el punto fijo (|[E| =0, N = J) que
hemos llamado “laser apagado” . La recta |E| = 0 define una variedad estable

del punto fijo, caracterizada por un autovalor negativo con valor A = —%

(ver Figura (@.2)).

Existe otro tipo de soluciones estacionarias que también satisfacen la
expresion ([@.3]). Es el caso de los ECMs, que aparecen al incorporar al dis-
positivo la retroalimentacién éptica, y se corresponden con ciclos limite en
el espacio de fases (ver Figura (O.I))). Es posible calcular sus expresiones de
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Figura 9.1: Representacion en el espacio de fase (E;,F,,N) de las distintas
soluciones estacionarias que satisfacen la expresion (Q.3)) en amarillo. El “laser
apagado” (|E| = 0,N = J) esté representado con un asterisco en color rojo,
mientras que los distintos ECMs se corresponden con circulos en color negro.
n = 0,066.

forma analitica (apéndice (([El)).

Agps = —nfV1+ a?sin(A¢ps + wh + arctan(«)) (9.4)
J — N,
2 _ S
E§, TToN, (9.5)
Ny = —ncos(Ags + wh) (9.6)

A, Eys y N indican los valores estacionarios para la diferencia de fases,
la amplitud del campo y el exceso en el nimero de portadores de los ECMs.
El nimero de ECMs se define a partir de la intensidad de la retroalimenta-
cion y su estabilidad depende de los pardmetros del modelo.

Cuando aumentamos el valor de 7, los ECMs aparecen en parejas a través
de bifurcaciones de tipo silla, desestabilizando los ECMs inicialmente esta-
bles en favor de atractores cadticos que pueden llegar a englobar al conjunto
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Figura 9.2: Evolucién temporal de las variable N en la variedad estable
|E| = 0. En linea continua se representa la solucion analitica, mientras que los

asteriscos represetan las simulaciones numeéricas. El dispositivo laser alcanza
el punto fijo correspondiente al “laser apagado” en un tiempo finito.

de ECMs [27, 69, [93].

En nuestras simulaciones hemos observado el cambio entre estas dindmi-
cas para una region de parametros similar a la estudiada en [97], en donde se
han considerado las bifurcaciones que aparecen entre los ECMs. Estudiamos
esta regién en busca de pulsos extremos tomando como pardmetros de con-
trol la intensidad y la fase de la retroalimentacion. El resto de parametros
se ajustan a valores fijos: T'= 1710, J = 1,155, a =5y 6 = 70.

El esquema numérico utilizado en la implementaciéon de las ecuaciones
considera los términos de retardo y en ultima estancia se basa en el método
de Runge-Kutta de orden 2, con un paso de integraciéon ds = 0,01. Las condi-
ciones iniciales se han escogido de manera que el campo 6ptico y el niimero
de portadores tomen valores cercanos a 0.

A continuaciéon exponemos los resultados de las simulaciones. En primer

lugar las simulaciones deterministas, relegando para el final la discusion so-
bre el efecto del ruido.

9.3. Simulaciones deterministas

Las variaciones en la intensidad de la retroalimentacién, 7, inducen una
complicada secuencia de bifurcaciones que estudiamos a partir de la ampli-



9.3. Simulaciones deterministas 79

10r

[¢)]

[arb. units]

o

Power Ethrema
(4]

=
o
T

0.06 0.065 0.07 0.075
Feedback Rate n [dimensionless]

Figura 9.3: Diagrama de bifurcacién correspondiente a la intensidad de la
retroalimentacion optica, 7, al aumentar (a) y seguidamente disminuir (b).
Representamos la amplitud de los pulsos respecto a n. La linea sélida superior
(rojo) determina el umbral a partir del cual un pulso es considerado extremo
(igual a 5 veces la desviacion tipica por encima del valor medio). En codigo de
colores (marrén-verde) indicamos el namero de pulsos en escala logaritma.
Los colores més claros (marrén) indican una probabilidad alta de pulsos,
mientras que los colores més oscuros (verde) indican una menor probabilidad
para sus correspondientes amplitudes. Las etiquetas 1, 2 y 3 representan las
transiciones discutidas en el texto. 5 = 0; el resto de pardmetros siguen los
valores indicados.

tud de los pulsos del laser.

En la Figura (@.3]), representamos en el eje vertical la intensidad de los
pulsos y en cédigo de colores el nimero de pulsos en escala logaritmica cuan-
do aumentamos (Figura (@.3h)) y disminuimos (Figura ([@.3b)) el parametro
n. Este escenario de bifurcaciones, discutido en [97] y similar al observado en
un laser con retroalimentacion optoelectronica [10)], presenta caracteristicas
propias de los pulsos extremos.

Cuando n aumenta, para valores de n < 0,064, los pulsos de intensidad
son relativamente pequenos (< 4). Sin embargo, aumentado 7 ligeramente
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por encima de este valor, siibitamente tiene lugar un cambio cualitativo, apre-
ciable en la intensidad de los pulsos que toman valores por encima de 10, sin
un maximo claro. Este cambio repentino ocurre alrededor de 1 ~ 0,064 y lo
hemos llamado transicion 1.

Al continuar aumentado el valor de 7, aparecen distintos regimenes dinami-
cos que incluyen ventanas periodicas, paquetes de pulsos regulares (RPPs)

y paquetes de pulsos irregulares [411 [97, [98].

En la transicion 1, el numero de pulsos (en codigo de colores) revela que
la amplitud de los pulsos es muy heterogénea. La regiéon correspondiente a los
valores bajos de intensidad, similar antes y después de la expansién, es visi-
tada con mayor frecuencia que los pulsos més esporadicos de intensidad alta.
La distribucion de amplitudes de estos pulsos, descrita en la Figura (@4,
presenta, después de la expansion, una cola larga (que revela la existencia
de valores extremos) (Fig. (@.4b)), mientras que tiene un limite bien definido
antes de la expansion (Fig. ([@.4h)).

©

=
(=}

)
£ (a)
Qo
<
Q
T .
a
2 4 6 8 10 12 14 16 18
Power Extrema [arb. units]
10° 5
>
£ (b)
Qo
©
Ko)
S 107} 7
o
IA'\Il L 1

2 4 6 8 10 12 14 16 18

Power Extrema [arb. units]
Figura 9.4: Distribucion de la amplitud de los pulsos para (a) n = 0,064 y
(b) n = 0,064095, antes y después de la expansion del atractor (transicion 1),
respectivamente. La linea vertical (rojo) indica el umbral a partir del cual
los pulsos son considerados extremos.

Cuantitativamente identificamos los pulsos extremos como aquellos cuya
amplitud toma valores correspondientes a 5 veces la desviaciéon tipica, o,
por encima del valor medio de la distribucion de amplitudes (el umbral esté
indicado con una linea (rojo) en las Figs. (@.3) (linea superior) y (@.4) (linea
vertical). Este criterio es arbitrario, sin embargo, en la region de parametros
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donde observamos los pulsos extremos no hemos notado cambios significa-
tivamente cuando el umbral varia dentro del intervalo comprendido entre
5 — 8¢. Hemos tomado 50 como una solucién al compromiso entre el estu-
dio estadistico y la duraciéon de las simulaciones (para observar un nimero
significativo de pulsos extremos definidos a partir de un umbral més alto,
necesitariamos simulaciones mucho mas largas).

Inmediatamente después de la expansion del atractor (transicion 1), tiene
lugar un fenémeno de intermitencia determinista como se muestra en la Figu-
ra (@3] y en donde se observa la alternancia entre intervalos de intensidad
alta e intensidad media. En los intervalos donde el laser desarrolla pulsos
altos, s6lo una pequena proporciéon de pulsos pasa a ser extrema, i.e., cruzan
el umbral representado por la linea horizontal.
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Figura 9.5: Intermitencia determinista después de la transicion 1 (5 = 0).
(a) n = 0,064095, (b) n = 0,06412 y (c) n = 0,0642.

En la Figura (@.6h) mostramos una serie temporal donde se aprecia la
evolucion de un pulso extremo. Las proyecciones de las trayectorias en los
planos (intensidad, retardo temporal) y (ntmero de portadores, retardo tem-
poral) también se muestran en las Figuras (@.6b) y (@.6k) respectivamente.
Ademas la posicion de los distintos ECMs estd representada en la Figu-
ra ([@.6k). Como se aprecia en esta figura, los pulsos altos ocurren cuando la
trayectoria alcanza valores positivos y muy elevados del retardo temporal,
A¢s, mientras que los pulsos de amplitud regular tiene lugar para valores
més bajos del retardo temporal.
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Figura 9.6: (a) Serie temporal en la que se observa un pulso extremo en la
variable intensidad. (b, c) Retratos de fases [®(s) — ®(s — 0)], P] y [®(s) —
®(s — 0), N]. n = 0,066; otros parametros como en la Figura (@.3)).

Si continuamos aumentando el valor del parametro de control n, llega un
momento en que el atractor subitamente desaparece (en 1 ~ 0,073, como se
aprecia en la Fig. (O.7h)) en favor de soluciones oscilatorias con amplitudes
bajas y constantes. A este cambio, también repentino, nos vamos a referir
como transicion 2. En esta transicién no se observa ningin signo de intermi-
tencia. En la Figura (@.7) vemos como antes de que el atractor sea destruido,
la dindmica es peridédica y se corresponde con soluciones del tipo RPPs, que
se encuentran por debajo del umbral de pulso extremo.

Siguiendo el mismo atractor, de manera que ahora disminuimos el va-
lor de 7, encontramos el diagrama de bifurcaciones de la Figura (@3b). El
atractor que describimos con anterioridad, y que hemos llamado atractor 1,
coexiste con un nuevo atractor, llamado atractor 2, en una regién amplia del
parametro de control, como es de esperar en un sistema disipativo.

Inicialmente la intensidad perioédica sufre una bifurcacion del tipo Hopf
alcanzando un régimen de punto fijo conocido como onda continua (c.w.).
En este caso las trayectorias permanecen en el estado estacionario (corres-
pondiente a un ECM estable) hasta que el ECM desaparece, después de que
tenga lugar una nueva bifurcacién del tipo silla entorno a 1 ~ 0,066. En este
punto, al que nos referimos como transicion 3, las trayectorias evolucionan
de vuelta al atractor 1, que ocasionalmente presenta pulsos extremos, cerran-
dose un ciclo de histéresis. En principio, el atractor 1 no parece afectado por
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Figura 9.7: Serie temporal justo antes de la transicion 2 (n = 0,073), donde se
observan paquetes de pulsos regulares (RPPs). La representacion es analoga
a la Figura (@.6). La linea horizontal (rojo) representa el umbral para los
pulsos extremos.

la aparicion (desaparicion), al aumentar (disminuir) 7, del ECM. Esto puede
deberse al hecho de que el atractor 1 y el ECM se encuentren en regiones
diferentes del espacio de fases, al originarse el atractor 1 a partir de un ECM
diferente. Una vez que la trayectoria regresa al atractor 1, si continuamos
disminuyendo el valor de 7, el escenario que aparece es el mismo que observa-
mos al aumentar el valor de n (comparar Fig. (@.3b) después de la transicion
con Fig. (@3h)); i.e., no se observa histéresis en la transicién 1.

El escenario descrito al variar la intensidad de la retroalimentaciéon tam-
bién se observa cuando variamos su fase. La Figura (9.8]) muestra 3 transi-
ciones similares cuando aumentamos y disminuimos w6.

9.3.1. Caracteristicas de los pulsos extremos

Continuamos estudiando los pulsos extremos a partir de las series tem-
porales de sus variables. En la Figura (@.9) representamos la evolucion de
la intensidad del campo 6ptico para distintos pulsos, que superponemos con
la intencién de compararlos. La figura ha sido tomada a partir de una si-
mulaciéon muy larga, sin considerar ruido en las ecuaciones, seleccionando
los pulsos cuya amplitud es superior a un umbral fijo. Cada seccién abarca
un intervalo temporal de 60ns, y la superposiciéon se obtiene centrando cada
seccion en el pico del pulso extremo. En la Figura (@9h) (umbral igual a
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Figura 9.8: Diagrama de bifurcacion cuando (a) aumentamos y (b) dis-
minuimos la fase de la retroalimentacion. n = 0,0642; el resto de parametros
toman los mismos valores que en la Figura (@.3]).

10) la superposicion de estos intervalos se ajusta especialmente bien antes
y después de los pulsos extremos, siguiendo un patrén repetido para todo
pulso extremo. De la misma manera en la Figura (@.10k) observamos un pa-
tron semejante. En este caso representamos la superposicién de las distintas
secciones de la trayectoria en el plano (namero de portadores, retardo tem-
poral) para los pulsos extremos. En la figura vemos como en la regién que
precede a los pulsos, las series temporales se concetran en una estructura
bien definida que hemos llamado “narrow channel”. A diferencia de ellas, en
las Figuras (@.9b) y ([@I0b) la superposicion de pulsos para un umbral méas
bajo (igual a 6), es considerablemente mas dispersa y no muestra patrones
claros.

Desde otro punto de vista, la Figura (Q.I1) representa los pulsos de la
simulacion en el plano (nimero de portadores, intensidad) y el sentido de
giro del campo en codigo de colores. La linea vertical (magenta) describe la
variedad estable del “laser apagado”, mientras que la linea oblicua (amarillo)
representa la superficie descrita por la condicion ‘Z—JX = 0. Los asteriscos
indican la posicién de los ECMs y en colores representamos su sentido de
giro (rojo sentido horario, verde antihorario y magenta para los ECMs sin

rotacion).
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Figura 9.9: Superposicion de pulsos extremos, de manera que sus evoluciones
temporales estan centradas en el extremo del pulso. La intensidad de la
retroalimentacion, n = 0,066. El umbral que define los pulsos extremos esté
indicado por la linea horizontal (rojo), y es igual a 10 (a) y 6 (b). En ambos
paneles el numero de pulsos es 52.
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Figura 9.10: Retrato de fases [®(s)—®(s—0), N] que muestra la superposicién

de las secciones de la trayectoria correspondientes a los pulsos representados

en la Figura ([@.9). El umbral de evento extremo es igual a (a) 10 y (b) 6.
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En la Figura (@ITh) representamos las secciones de la trayectoria co-
rrespondientes a los pulsos extremos y en la Figura (@.IIb) las secciones
de pulsos superiores a 6. En colores indicamos el sentido de giro del campo:
oscuro (azul oscuro) el sentido horario y claro (cyan) el sentido horario. Com-
parando ambas figuras vemos como los pulsos extremos tienen lugar cuando
la trayectoria, para valores de intensidad minimos, toma valores altos en el
numero de portadores al tiempo que mantiene el sentido de giro antihorario
(azul oscuro). El sentido de giro marca el comienzo de un pulso, inicidndose
cuando el campo empieza a rotar de forma horaria (cyan), para volver a
cambiar méas tarde entorno a N ~ (0. En pulsos no extremos, el comienzo del
pulso (giro horario) se alcanza para valores mas bajos de N, y la superposi-
cién de sus secciones no presenta regularidades apreciables como ya hemos

visto en las Figuras (@.9b) y (@.10b).
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Figura 9.11: Retrato de fases [P, N] donde se muestra, al igual que en las
Figuras (@.9) y (@.I0) la superposicion de las secciones temporales relativas
a los pulsos observados para n = 0,066. La linea vertical (magenta) repre-
senta la variedad estable del “laser apagado”, mientras que la linea oblicua
(amarilla) indica la posicién de la superficie donde ‘Z—JX = 0. Los asteriscos
representan a los ECMs y sus colores indican el signo de giro: rojo para
el sentido horario, verde para el antihorario y magenta para la ausencia de
rotacion). Sobre este escenario se dibujan las trazas temporales de las pulsos,
que también en colores indican su sentido de giro (cyan representa el giro
horario y azul oscuro el antihorario). En el panel (a) representamos 52 pulsos
extremos (umbral igual a 10), y en el panel (b) el mismo nimero para un
umbral inferior (6).

9.4. Efecto del ruido de emisién espontanea

Es razonable esperar que las fluctuaciones aleatorias, inevitables en los
dispositivos laser, induzcan saltos entre los distintos atractores que coexis-
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ten en el mismo tiempo y que hemos visto con anterioridad. Exploramos este
efecto del ruido a través de diagramas de bifurcaciéon similares a los repre-
sentados en la Figura (@.3), para valores de 7 crecientes y luego decrecientes,
incluyendo un ruido aditivo en las simulaciones.
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Figura 9.12: (a—c) Zoom de la transicidn 1 cuando aumentamos la intensidad
de la retroalimentacion. (d— f) Zoom de la transicion 2 cuando aumentamos
n. (9 — 1) Zoom de la transicion 3 cuando n disminuye. La intensidad del
ruido toma los siguientes valores para (a,d,g) 8 = 0, (b,e,h) B = 107* y
finalmente para (c, f,i) 8 = 1075.

En la Figura ([@.I2)) vemos en detalle las 3 transiciones estudiadas con-
siderando el efecto del ruido. Antes de la transicidn 1 el ruido genera oca-
sionalmente pulsos de intensidad extrema (Figs. (@.12h) y (@I2b)). Estos
pulsos inducidos por ruido son debidos a largas excursiones en el espacio de
fase después de las cuales la trayectoria se relaja de vuelta en el atractor.

El efecto del ruido observado en las transiciones 2 y 3 es el esperado
cuando 2 atractores coexisten: en las Figuras (@.12d- @.12F) (con 7 creciente)
el ruido anticipa la transiciéon al atractor 2, debido a que la transicion 2
ocurre en valores mas bajos de 7. En las Figuras (@.12g- [@.12i), vemos como
la transicion 3 también se anticipa, i.e., ocurre para valores méas grandes de 7.
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Resumen

En este capitulo hemos estudiado de manera numérica las dinadmicas
que tienen lugar en un lidser semiconductor con retroalimentacién éptica
procedente de una cavidad externa corta, y hemos demostrado la existencia
de regiones de pardmetros donde la intensidad de ldser muestra pulsos ex-

tremos [91].

Hemos identificado 3 transiciones relevantes, relacionadas con la apari-
cion de pulsos extremos. La transicion 1y la transicion 2 estan relacionadas
con la aparicion y destrucciéon del atractor que sostiene los pulsos extremos.
Este atractor coexiste con otro mas pequeno para una regiéon amplia del
parametro de control 7 (desde la transicion 2 hasta la transicion 3) de forma
que describe un ciclo de histéresis. Al mismo tiempo hemos demostrado que
el ruido no modifica este escenario sino que més bien anticipa las diferentes
transiciones.

Las trayectorias en las que aparecen pulsos extremos manifiestan regu-
laridades antes y después de los pulsos que revelan cierto orden en sucesos
a priori impredecibles. Tanto la estructura en las variables conocida como
“narrow channel”, como los patrones que se observan en el sentido de giro del
campo 6ptico son propiedades de la trayectoria que caracterizan a los pulsos
extremos y deben ser consideradas con mas detalle en futuros trabajos.

Los laseres de diodo con cavidad externa corta integrada son actualmente
usados de manera sisteméatica en numerosas aplicaciones que requieren una
unica frecuencia y una fuente de luz eficiente. Nuestros resultados pueden
ayudar a evitar pulsos de intensidad extrema en estos dispositivos, que po-
drian originarse debido a pequenas variaciones incontrolables en los parame-
tros de la retroalimentacion.
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Conclusiones

La enfermedad infecciosa HPS fue identificada por primera vez durante
el brote de 1993 en el sur-oeste de EEUU. Desde entonces se han recogido
una gran cantidad de datos con la intencién de conocer su naturaleza y en
ultima instancia reducir su incidencia. Como via alternativa a la ausencia de
vacunas o terapias antivirales efectivas que puedan curar la enfermedad, los
cientificos han abordado el problema desde el punto de vista de la ecologia.

En esa direcciéon hemos trabajado en la primera parte de esta tesis, donde
hemos motivado, conceptualizado, desarrollado y analizado un modelo ma-
tematico capaz de describir las caracteristicas mas importantes de la historia
natural del reservorio principal de virus, el raton ciervo [90]. Algunas de esas
caracteristicas han sido descritas por primera vez por este modelo que afir-
ma que el virus sélo se transmite entre ratones adultos. Se trata del retardo
temporal observado entre las variaciones de la poblacién y la infeccion, tanto
en el brote de la infeccion como en su desaparicion (persistencia).

Este retardo aparece al incluir en el modelo el término no markoviano
de maduracién, que més all4 de desestabilizar la dindmica genera soluciones
estacionarias, entre las que se encuentran aquellas a las que se aproxima, el
sistema en el transitorio, cuya duracién es del orden del periodo de madu-
raciéon. De esta manera la dindmica se divide en varios escenarios en funcion
de los transitorios y los estados finales como hemos visto en el capitulo ().

El efecto extremo del fenémeno de El Nino sobre los ecosistemas tiene
su impacto directo en la infeccién y asi lo recoge el modelo observandose

transiciones entre la ausencia y el brote de la infeccién.

El modelo ha sido estudiado en términos mas fundamentales basados en

89
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la naturaleza finita y discreta de los procesos, y cuyo anélisis revela la acce-
sibilidad del sistema al estado absorbente correspondiente a la ausencia de
infeccion, del que s6lo puede salirse gracias a la llegada de ratones infectados
desde el entorno (fluctuaciones externas).

El ultimo punto que hemos analizado en esta primera parte dedicada
al HPS es el efecto de la difusién de los ratones en su entorno. El retardo
temporal juega, también en este caso, un papel importante que se manifiesta
principalmente en la difusion de los distintos frentes. Primero se propagan
los ratones jovenes, My, junto a los adultos susceptibles, M 44, y finalmente
los adultos infectados, M4;. La diferencia en las distintas expresiones para
la velocidad de los frentes nos lleva a introducir en el modelo un término
de agotamiento de los recursos del entorno, cuya consecuencia directa es el
control de la infeccién.

Otros puntos a considerar y que deben ser estudiados en un futuro son,
entre otros, la alternancia de dinamicas entre la ausencia y la presencia de
infeccion [16], y el efecto de la biodiversidad en la infeccion [5].

En la segunda parte de la tesis dejamos atras la ecologia para estudiar
la fisica de los laseres. Concretamente nos centramos en el estudio numeérico
de los l4seres semiconductores con cavidad externa resonante, cuya dindmica
para regiones concretas de los parametros de la retroalimentacion (implica
un retardo temporal) en el régimen de cavidad corta son caoticas [91].

Estudiamos los paquetes de pulsos de intensidad en los casos irregulares
que a diferencia de los RPPs pueden presentar valores extremos. Un anélisis
de estos pulsos extremos a partir de la superposicion de sus trazas temporales
revela patrones en el comportamiento de la trayectoria tanto en la intensidad
del campo 6ptico como en el nimero de portadores o en la frecuencia de giro
que han de tenerse en mayor consideracioén en futuros trabajos.

La importancia de estos pulsos extremos se prevé que aumente con el
tiempo a medida que los dispositivos alcancen un menor tamano ante lo
conveniente de reducir las disfunciones, o fomentar las ventajas, derivadas
de ellos.

El efecto del retardo temporal en sistemas con dindmicas complejas es en
gran medida sensible a los mecanismos y a los parametros que los definen.
Como hemos visto a lo largo de las 2 partes que componen la tesis, tanto
en la dindamica poblacional del ratén ciervo como en la fisica de los laseres
semiconductores, el retardo temporal afecta a las dindmicas. En el primer
caso introduce un estado transitorio, observado en los estudios de campo,
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mientras que en el segundo induce una dindmica caética.

En ambos sistemas los eventos extremos aparecen tanto en los pardme-
tros relevantes (caso del raton ciervo) como en las variables que describen
al sistema (caso de los laseres), y sus efectos inducen cambios cualitativos
como los brotes de infeccién o las disfunciones en los dispositivos.

El estudio de eventos extremos debe considerarse abierto a la interdisci-
plinariedad y es propio de campos como la biofisica, la geofisica o la econofisi-
ca. Ademas en un futuro debe entenderse en mayor profundidad con el fin de
estimar sus efectos y su posible impacto detructivo-constructivo en materias
tan dispares como la tecnologia, la economia o la vida.






Apéndice A

Estudio de estabilidad de las
soluciones estacionarias

A.1. AnaAlisis lineal

A partir del estudio de las ecuaciones diferenciales obtenemos la estabi-
lidad de las soluciones estacionarias.

Localmente el sistema puede linealizarse alrededor de una solucién esta-
cionaria (p), lo que nos permite, segtn la teoria de sistema lineales, conocer

su estabilidad.

. My (t) = My,
60X = Ajp0X donde 0X = | Mas(t) — Myyp
MAz(t) - MAi‘p

OMy OMy OMy
My |p  OMas|p OMailp

y A — aMAs aMAs aMAs
lp My |p OMas|p OMai|p

OM 44 OM 44 OM 4;
IMy |p OMas|p IMai|p

El criterio de estabilidad se obtiene al estudiar los autovalores de la ma-
triz Aj,. En particular para una solucién estacionaria (p) dada.

det (A, — AI) =0

La solucién estacionaria es estable cuando se cumple que A; < 0 para to-
do 7. De este modo el criterio describe una region de estabilidad bien definida.
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En nuestro modelo encontramos cuatro soluciones estacionarias relevan-
tes. Las dos primeras aparecen al estudiar el modelo a tiempos largos (P) .
Mientras que las otras dos se corresponden con las soluciones a las que tiende
el sistema en el transitorio (7).

A.2. Soluciones a tiempos largos

Las soluciones tipo P aparecen cuando el sistema alcanza el estado esta-
cionario final. En concreto, su matriz A}, toma la forma:

(b—c)— 2 My _ be T b—Mx — pem ) b— M be 7
—y7 _ Mas _ -7 _ M _ Mas _ ) —y7 _ Mas _
be I c+ be e 72 aMAZ‘p be 72 aMAs‘p
_ Mai _Mas . _e_ M _ Ma,
£ 72 JraMA”p c— % e JraMAS‘p

Su estabilidad se obtiene estudiando los autovalores de la matriz.

Py

Para la solucion estacionaria Py = (K(b—c¢)(1—e 77), K(b—c)e™77,0),
la matriz A}, resultante es la siguiente.

—b4+c(l—e) c(l—e7) c(l—e7)
ce 7T ce " —b e —aK(b—c)e "
0 0 —b+aK(b—c)e "

De modo que en pocos pasos obtenemos el polinomio caracteristico aso-
ciado que escribimos a continuacién junto a sus autovalores en forma com-
pacta.

—e MO+ AN (b—c+ AN)(acK +b(e"" —aK)+e"X\) =0

A= —b
A=c—0b
A3 = —e 7 (be"” — abK + acK)
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De ellos se deducen las siguientes condiciones:

b>0
(b—c)>0
K> K,

donde K, = al(jg—i). Como las 2 primeras se cumplen siempre, la estabili-

dad depende fundamentalmente de la capacidad de carga, K.

P

Esta solucion Pp = (K(b—c¢)(1 —e™77), g, K(b—c)e ™ — 2) tiene como
matriz a A, .

—b+c(l—e7) c(l—e7) c(l—e7)
be T — GLK be T — GLK —aK(b—c)e 7 ble?’" —1)— GLK
—(b—c)e " + GLK —(b—c)e " + GLK +aK(b—ce " =0 GLK —(b—c)e 7

Y su polinomio caracteristico asociado y autovalores se escriben como
sigue.

e b+ AN)(b—c+N(acK + b’ —aK)—€e""\) =0

AL =-b
)\2 =c—b
Az =e 7 (be)” — abK + acK)

Las expresiones para los autovalores definen los criterios de estabilidad
de la solucién.

b>0
(b—¢c)>0
K< K,

El valor de K. coincide con su homélogo para la solucién estacionaria P;:

__ _be’T
K= 2
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0 5 10 15 20
K

Figura A.1: Bifurcaciéon transcritica. Las lineas solidas corresponden a los
estados estacionarios estables y las discontinuas a los inestables.

Las soluciones estacionarias P; y P» son complementarias segin los cri-
terios de estabilidad (los 2 primeros coinciden), de modo definen una bifur-
cacién transcritica en funcién del parametro K.

A.3. Soluciones en el transitorio

En el transitorio las variables evolucionan hacia valores estacionarios en
los casos en que M = K(b—c) y M(t—71) = K4(b—c). Estas soluciones esta-
cionarias tipo T', tienen una matriz A‘t que se corresponde con la siguiente
expresion.

—b 0 0
0 —b—aMayy —aMasy
0 aM i —b+aMas

A continuacion estudiamos la estabilidad de las soluciones estacionarias
tipo T
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I

La matriz asociada, A}, en el punto Ty = ((b —¢)(K — K,e™77), Ko (b—
c)e 77,0) es:

-b 0 0
0 —b —ae K, (b—c)
0 0 —b4+ae "Kyb-rc)

Répidamente obtenemos su polinomio caracteristico y sus autovalores.

b+ N (b+ N (=b+a(e ™ Ko(b—c) —A\) =0

AL =-b
Ay = —b
Ag=e TaK,(b—c)—b

El rango de parametros para el cual la solucién es estable resulta ser
anédlogo al de las soluciones estacionarias tipo P. Sin embargo la capacidad
de carga relevante cambia a la variable K,, el valor de K en la condicién
inicial.

b>0
K, < K,

15

Por tltimo estudiamos la estabilidad en Ty = ((b—c)(K —Kae 77), &, K, (b—
c)e 7T — 2) Su matriz asociada Ay, es:

—b 0 0
0 —ae "Kyb—c) —b
0 ae ""Kyub—c)—b 0

Mientras que su polinomio caracteristico y autovalores se escriben como
sigue.
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b+N)b+N)(b—ae "Kub—c)—A) =0

A1 =-b
Ay = —b
A3 =—e TaK,(b—c)+b

Al igual que la solucién anterior, T3, el criterio de estabilidad relaciona
la capacidad de carga en la condicion inicial, K,, con su valor critico. De
manera que ambas soluciones intercambian estabilidad en una bifurcacion
transcritica para K.

b>0
K, > K,



Apéndice B

Estudio de la ecuaciéon maestra

B.1. Poblacion sin estructura

En esta seccién nos aproximamos a la naturaleza discreta y finita de una
poblacién. En concreto, los procesos més fundamentales que describen la
evolucioén logistica: nacimientos, muertes naturales y muertes por competen-
cia. Esta descripcion es necesariamente probabilistica ya que, como es obvio,
no conocemos ni todos los grados de libertad que caracterizan al sistema ni
sus evoluciones. En esta seccién y en la siguiente planteamos una expresion
para la evolucién temporal de la probabilidad a partir de la ecuacién maes-
tra, que se corresponde con el conjunto de las realizaciones [37, [100].

La ecuaciéon maestra para procesos discretos markovianos se puede es-
cribir de la siguiente manera [28].

dP(X,t)

a > (wxyP(Y,t) —wyxP(X,1)) (B.1)

Y

Consideramos a continuacién los procesos que describen las interacciones
fundamentales en la poblacion.

= Nacimientos:
XA x4+Xx

quuq):b<X;1):mx—1)

w(X+1|X):b<)1(>:bX

99
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s Muertes naturales:
X590

w(X|X+1):c<X:_1 > — (X +1)

w(X—1|X):c<)1(>:cX

= Muertes por competencia:

B

w(X]X—l):l<X+1>:ﬁ(X+1)X

WX +1]X) =1

=
TN
b e
N~

I
2=

>
P
>

|

=

A partir de la expresion (B.I)) escribimos la ecuacion maestra correspon-
diente a estos procesos.

% = e(X + DP(X +1,1) +b(X ~ DP(X — 11) + 5 X(X + 1)
P(X +1,8) — eXP(X, 1) — bXP(X, 1) — %X(X ~DP(X,1)

(B.2)
A continuacién describimos los operadores construccién y destruccion,

con los que la ecuaciéon maestra se presenta en una forma mas compacta.

Ef(X,t)=f( X+ 1,¢)
E_lf(th) = f(X - Lt)

7‘”3(;;’ D (B 1)bXP(X, )4+(E—1)eX P(X, t)+(E—1)2—1,€X(X—1)P(X, t)
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La ecuacion (B.2) no es tratable por si sola, por lo que no puede ser
resuelta exactamente. Si bien es posible, a partir de la ecuaciéon maestra,
conocer la evoluciéon de los valores medios. Multiplicando la expresiéon por la
variable X y sumando para todos los valores posibles obtenemos una expre-
sién para el primer momento.

Y XD 5™ (X (X +1)P(X +1,8) + bX (X — 1)P(X — 1,1
+2X2(X +1)P(X + 1,t) — cX?P(X,t) — bX?P(X, 1)

— = X2(X — 1)P(X, 1))
(B.3)

Reescribiendo esta expresion en funcion de los promedios de la variable
X =) XP(X,t) resulta la siguiente ecuacion.

aX o o 1o
—r=bX —eX — o (X(X 1)) (B.4)

En el limite termodindmico, donde 2 — oo y % es finito, esta ecuacion
toma la forma de la ecuacién logistica.

Donde, al particularizar al limite termodinamico, hemos considerado la
variable densidad = = % y el pardmetro de la capacidad de carga como

— 2k
K =3.

Llegados a este punto, aproximamos la ecuacion maestra (ecuacion (B.2)))
gracias a un desarrollo en el tamano del sistema, a una expresién mas mane-
jable siguiendo el estudio desarrollado en el articulo de Escudero et al. [32].

Partimos de la ecuacién maestra en forma compacta, descrita a partir
de los operadores construccién y destruccion, que expresamos en funcién de
una serie infinita de derivadas. La variable n es la extensiéon continua de la
variable discreta X.
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Realizamos un cambio de variable y suponemos que el valor medio de la
densidad de ratones, z(t), varia siguiendo el tamano del sistema, {2, mientras
que las fluctuaciones a su alrededor, dz, lo hacen en funcion de Q2.

n — Qu(t) + Q%62

Definimos una nueva probabilidad para las fluctuaciones, p(dzx,t) = Pg.z(f/;) ,

que junto al cambio de variables sustituimos en la expresién de la ecuacion

maestra.

ot dt  0dx

2 n(=1)] _ 1 a
[bZQJ/2(j! 85$J+ Z J/2 ](Qx+Ql/25x)p(5x,t)

1 el 07
—jj2 1 1/2 1/2
O El Q 19507 (Qz + Q7%0x)(Qx + Q/°6x — 1)p(dz, t)

donde consideramos la siguiente regla de la cadena:

OP(n,t) Op(dx,t) Op(dx,t), Oz
(r = gy e+ (T G

Igualando a 0 los términos que van con 01/2 obtenemos la ecuacion para

los valores medio (ecuacion (B.))), cuyo valor en el estado estacionario es

= K (b — ¢). Sustituyendo esta expresion en la ecuaciéon maestra restante,

y haciendo €2 — oo, encontramos una expresion para la probabilidad de las
fluctuaciones en el estado estacionario.

d(dzp)
00x 9ox?

Esta expresion puede describirse en términos de una ecuaciéon de Fokker-
Plank de modo que cuando las condiciones de contorno son naturales en
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400 la distribucién de probabilidad estacionaria para las fluctuaciones es la
siguiente.

. 1 1/2 522
p(éx) - (27TKb) €2KY

B.2. Poblacion con estructura

Al considerar la relacion del virus con los ratones debemos tener en cuenta
la divisién en categorias de la poblacion. En funcién de su edad y susceptibi-
lidad al virus, los ratones se dividen en 3 categorias: jévenes no susceptibles,
Y, adultos susceptibles, As; y adultos infectados, Ai. Dos procesos nuevos,
el de maduraciéon y el de contagio, caracterizan junto a los procesos de la
seccion anterior la dindmica entre las variables.

= Nacimientos:

Yy 5y 4y

wuqaﬂY—LSJ):b<Y;1>:wg:4)

MY+L&HK&D:b<¥>:ﬁY

Shoyy

woq&ﬂY—LSJ):b<

) s
) s

— Un = WU

MY+L&HK&D:b<

1514y

MK&HY—L&D:b<i>:M

wW+L&HK&D:b<i):M
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= Muertes:

VY

W, STV +1,8, ) =c ¥ T 1> Y +1)

(
w(Y 1SHYSI—c<

N———

S50

w(Y,S,1)Y,S+1,I) =c

w,S-1,11Y,S,I) —c<f

I50

w(Y,S, 1Y, S, I+1)=c

7 N7 N
— o~

w(Y,S,1-1Y,S,1I)=c

= Muertes por competencia:

1
Y+Y BY

wWﬁJW+L&D:%<Y;1>:ﬁw+DY

wW—L&HK&D:%<§>=ﬁYW—U

1
Y+SHBY
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w(, S, 1Y, S+ 1,1) = &

W(YaS—LIIY,S,I):ﬁ<

WY, S, 1]V, S, T +1) = = ( 51/ ) < IJ{1 > v

w(Y,S,I—1|Y,S,I):ﬁ<51/><i>:iw

&
».<
|
\t—‘
W
~
=
W
=
I
w|*‘
VR
-
N——
N
=
N——
I
8=
».<
n

w(Y,S,1Y, S +1,1) :%< S+1 > _ (5 +1)8

WY, S~ 1,1Y,5,1) :%< 5 ) 18-

1 1

W(Y, 8,1 —1]Y,8,1) = & ( f > ( i ) _ s

w(Y, 8,11, 8,1 +1) = & ( s > ( I+1 ) _ 154
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1
I+Y 37T

w(Y, S, 1Y +1,8,1) = 5

7 N7 N
)~<

=+
—_
_
7N
—_ o~
N——

I

=~
—~

~

—+

—_

~—

~

w(Y —1,8,1Y,8,1) = 5

1
I+S82&T

1 I
wwﬁJms+LD:ﬁ<Sf ><1>:ﬁw+nf

MKSJJM&D:ﬁ<f><{>:ﬁM

I+1
1 1 [
E( 9 >_%(1+1)

LAK&I—HKSJ):%<I>::ﬁHI—D

(Y, 8, 1Y, S, T +1)

= Contagio:
S+I5T+1

MK&HK5+LI—D:a<ST1><111>:MS+DU—U

MKS—LI+HKSJ%:a<f)<{>:qﬁ]
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s Maduracion:

Este proceso no es markoviano, y su estudio requiere considerar el con-
junto de subprocesos que lo describen. El proceso se inicia al producirse
un nacimiento, (Y ¢ r +_.), y continua, siempre y cuando el raton so-
breviva en su etapa de maduracién I', hasta el momento en el que pasa
a la edad adulta, (Y +1,5,1,t) — (Y, S + 1,1,t + At). Si desarrolla-
mos una jerarquia de probabilidades condicionadas, y simplificamos lo
més posible cada una de ellas (ver seccion (.3.1) del capitulo (@) [62],
obtenemos las siguientes expresiones:

1. (Y,S,1) = (Y — 1,5 + 1,1)

b)) P(Y—1,S+1,I,t+At;Y,S,I,t;F;TY,S/I,) =
Yy's'r

PY —1,8,1,t)Y' ST t—1)e oY =1+ 8 +I1)PY' ST t—7)

2. (Y +1,8—1,1) = (V,S,1)

Y PY,S, I, t+At;Y +1,5 — 1,I,t;F;TY,S/I,) =
Yy's'r

PY,S—1,1,t)Y' ST t—7)e b(Y —1+8 +1)P(Y ST t—7)

De esta manera, y juntando términos, planteamos la ecuacién maestra
(ecuacion (5.27))). Esta ecuacion, como ocurrié en la seccion anterior para la
evolucion de la poblacion sin estructura, es dificil de estudiar analiticamente.
Sin embargo, si que tenemos acceso, y de manera sencilla, a su primer mo-
mento (donde no consideramos las correlaciones entre las variables).
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‘Z—IZ = (Ey' = 1)b(Y + S+ )P+ (Ey —1)cYP
+(ES—1)CSP+(E[— 1)CIP
1
+(By =) Y(Y =1+ 8+1)P
1
+(Es—1)=SY +S—-1+I)P
(Bs = 1)55( ) (B.5)
+(E1—1)%I(Y+S+I—1)P
+ (EsE;' —1)aSIP
+(Eg'By —1) S P(Y,S,1,t/T; Ty g )
Y's'r
(S +1 + (Y —1)PY S T t—71)
B =Yy Y =bM —cY — V(Y +S+1-1)

—be (M (t — T) _1)

A A ~ A

=Sy I =—cl - LIV +S+1-1)
+aST

Donde (V,8,1) =Yy ¢ (Y, S, [)P(Y,S,I,t) y M =Y + S+ I. Si aho-
ra consideramos las densidades (My, Mag, Ma;) = (Y/Q,S8/Q,1/Q) en el
limite termodonémico, y sustituimos K por % y a por af), obtenemos expre-
siones andlogas al modelo fenomenolégico que describen de forma continua
y determinista la poblacién de ratones.

—dzc\{ty =bM — cMy — —M}f(M —be TM(t —T)
d]\d{?s = be_,YTM(t - 7_) - CMAs - M?;M — aMAsMAi (B6)

AMas — ey — MaM g Ny My
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B.3. Estudio perturbativo del modelo en el estado
estacionario

La ecuaciéon maestra no es tratable directamente, sin embargo es posible
estudiar su probabilidad en el estado estacionario a partir de un estudio per-
turbativo [32].

Consideramos la ecuacion de valores medios en el limite termodinamico
de modo que propagamos a través del modelo una perturbacién en la densi-
dad total de ratones con la intencién de obtener las fluctuaciones alrededor
del valor medio de los ratones infectados. Expresamos la variable M en fun-
cion del valor medio My y de las fluctuaciones d M.

déi‘ft O _ (b= )sM + VZRHG = 9e(t) (B.7)

<M >=0
< (5M)2 >= Kb (B.8)
< 5M(t)5M(t’) >= Kbe— (b—o)lt—t']

Si hacemos lo mismo con el resto de variables del sistema, X4 + 06X,
encontramos, considerando M 45 = M — My — M 4;, como la ecuacién para
la densidad de ratones infectados depende de las fluctuaciones de M, dM, y
de My, 5My.

dM 4;
dt

= (aK(b—c)e™ "™ —b)My; — aM?3,

— Ma; (K™Y = a)6M + adMy).

Es posible resolver esta ecuacién estocastica. Ya conocemos las carac-
teristicas de dM y no resulta dificil encontrar el valor estacionario de d My .

dd My
dt

= —bdMy + (c(1 — e 7)) +be "T)OM(t) — be "TIM(t — 1)

Agrupamos los términos de las fluctuaciones en una tnica expresion.
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SR=(c(1—e ") 4+be "")OM(t) —be 7TIM(t — T)

De modo que, finalmente, la expresion para d My puede escribirse como:

dd My
dt

= —bdMy + 6R

<OR>=0
< (6R)? >= R? 4 2re=(b=c)7
< (SR(t)(SR(tl) >= R267(bfc)\t7t/\ + r(ef(bfc)hfft'fﬂ + ef(bfc)|t7t'+7\)

R= \/Kb((c(l —e ) + be 17T)2 4 (—be~77)2)

r=Kb(c(l—e77) +be 7)) (—be 7) (B.9)

Con un poco de céalculo encontramos las propiedades estadisticas de las
fluctuaciones.

< oMy >=0

2 —(b—c)T
< (6MY)2 >= c(2}2—c) + c(Z%T—c)6 t=e)

< OMy (£)5My (') >= e Gl 4 or s (em(bmellt=t'=r] 4. o= (b=clt=t'+71)
(B.10)

Si consideramos que dM (t) y 0M (¢t — 7) son independientes, la expresion
para la correlacion se simplifica.

< oMy >=0
< SMy (t)SMy (t') >= C(Qfgic)ef(bfc)\tfﬂ

Y la ecuacion final para M4;, en funcién de un dnico ruido, se escribe
como sigue. Hemos incluido un término constante, A, que tiene en cuenta el
papel de las fluctuaciones externas.

dM 4 _
Al (K (b—c)e ™ —b)Ma; — aM?3,
dt (B.11)

— My 6Z + A
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<67 >=0
< (02)? >=C? (B.12)
< 6Z(H)6Z () >= C2e~0-)lt=t'
2 P2
C? = Kb(K— — )2+ —210
c(2b —¢) (B.13)
2ba :
—— _(K~'- 1 e 7 T
M- c)c( a)(c(l —e™"7) +be” )

La ecuacion resultante es de naturaleza estocéstica y viene descrita por un
ruido de color. La evolucion de su probabilidad esta asociada a una ecuacion
de Fokker-Plack [35], 36].

8P(MAi,t)__ 0
ot - OM 4;

G(MAZ‘)P(MAZ', t)

_l’_

M 4;
8MAzg( AZ)

0
OM y;

9(Mai) D(Mai) P(Ma;, t)
de modo que

G(My;) = (aK(b—c)e™ ™ —b)My; —aM3; + A
g(Ma;) = —My;

CQ
(b—c)(b—c+aMy;)

D(Ma;) =

Cuando la condicién de contorno es natural en el infinito, obtenemos una
expresion para la probabilidad estacionaria de los ratones infectados cuyo
analisis abordamos en el capitulo (&l).

bb=c)? | a(b—c)(A+(b—c)2e VK
CC +a c C c € )

A M M1
P(Ma;) = N(1+ = Mai)Ma;

(b—)e VT (24(b—c)eV T +aM % (2a(—b+c) K+e77 (4b—2c+aM 4;)))
e 2CM y4;

(B.14)







Apéndice C

Métodos numéricos

C.1. Algoritmo de Gillespie: procesos markovianos

A diferencia de la ecuacién maestra, intratable tanto desde el punto de
vista analitico como del numérico, el algoritmo de Gillespie permite estudiar
numéricamente la evolucién de la probabilidad siguiendo los mismos postu-
lados basicos que la ecuacion maestra [38].

Partimos de la funcién densidad de probabilidad de reaccion, P(r,u),
definida como la probabilidad en un tiempo ¢ de que ocurra un proceso en
el intervalo de tiempo (¢t + 7,t + 7 + 07) del tipo p.

De todas las combinaciones posibles que dan pie al proceso pu, en el volu-
men V' y el tiempo ¢, y que estan representadas por hy,, obtenemos P(, ).
Este razonamiento nos lleva a la posibilidad de que se produzca el proceso
w4 en un tiempo d7 y un volumen V', de manera que en una aproximacién a
primer orden la probabilidad viene dada por la expresion h,c,07.

P(r,p)dr = Py(1)h,c dr

El término Py(7) corresponde a la probabilidad de que se alcance el tiem-
po T sin que se produzca ningan proceso en el intervalo. Si dividimos 7 en K
subintervalos sucesivos, € = 7, la probabilidad resultante para cada subin-
tervalo es:

M M
H[l —hyc,e+0(e)] =1 — Z hycye + O(e)
v=1 v=1

Donde M es el conjunto de procesos posibles. Sumando todos los subin-

113
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tervalos obtenemos la probabilidad buscada, Py(7).

M
Py(r) = lim [1 = hycye + O(e) =
v=1

M
lim [1 - hycy% +OK 1)K =
v=1

K—oo
M -1
Jin 1= (e + T )

En el limite K — o0, esta expresion se corresponde con una funcién ex-
ponencial.

Py(7) = e Xotahvet

La formula normalizada para P(7, 1) puede escribirse en funcion de esta
expresion.

P(r, ) = hyce” Zvm et

Implementacién numérica

A continuacion implementamos el algoritmo de Gillespie a través de un
método de Monte Carlo. Partimos de la siguiente expresion para la probabi-
lidad.

P(7,p1) = Pi(T)Pa(p/7)

Pl(T) = ZP(T,,U)

donde Pj(7) es la probabilidad de que se de un proceso cualquiera en el
tiempo 7. De manera complementaria,
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M

Pyu/7) = Plr.p)] 3 Plr,v)

v=1

Si a, = hycy y a = ) ay, la probabilidad, ya normalizada, se escribe
como sigue.

Py (1) =ae "
Po(u/7) =

Mientras que es posible conocer a a partir de los parametros, los dis-
tintos valores aleatorios de 7 y p se obtienen a partir de un generador de
ntmeros aleatorios uniformemente distribuidos en el dominio (0,1) (u; y u2).

1 1
— —l —_
T=- n(u1)

p—1 I
E a, < usa < E a,
v=1 v=1

C.2. Algoritmo de Gillespie: procesos no marko-
vianos

En la seccién anterior describimos un método que implementa numeéri-
camente la ecuacién maestra. Este método contempla tinicamente procesos
que ocurren de manera espontanea. Sin embargo, no todos los procesos con-
siderados en el estudio de la relaciéon entre el ratéon ciervo y el virus SNV
pueden ajustarse al marco markoviano. Siguiendo el articulo de Cai [17], ex-
tendemos el algoritmo de Gillespie para considerar procesos no markovianos.
En particular, los procesos no markovianos de nuestro modelo.

El proceso de maduracién que describe el paso entre la juventud de los
ratones y su edad adulta es un proceso no markoviano. Se inicia cuando tiene
lugar un nacimiento, y continua hasta que alcanzar un tiempo de maduracién
definido por 7. Si el ratén consigue sobrevivir durante este periodo, entonces
pasa a la etapa adulta.
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Este proceso puede implementarse si consideramos que esta compuesto
por 2 procesos instantaneos. Se inicia con un nacimiento y finaliza con el
paso a la edad adulta, siempre y cuando se supere una condicién de super-
vivencia. En nuestro caso, la condicién de superviviencia se cumple cuando
un niumero aleatorio resulta inferior al factor de supervivencia (e=77).

Incluimos este proceso en el marco del algoritmo de Gillespie desarro-
llado previamente, de acuerdo con la descripcién realizada del proceso en
el parrafo anterior. En esta direccion Cai desarrollado un algoritmo exacto
para procesos no markovianos con una extensiéon temporal definida.

Los distintos subprocesos finales de maduracion, F; (j = 1...1), ocurren
de manera determinada en el tiempo y afectan al momento 7 en el que se
produce uno de los procesos markovianos.

La probabilidad, Py(7), esta definida por los procesos E; que ocurren en
el intervalo (0,7).

Py(r) = P(Ey, ..., E1) = P(Ey) [ P(Ej/Eq.. .., Ej-1)
j=1

Para determinar mateméticamente la expresion de Py(7), nos basta con
recordar su forma en el algoritmo de Gillespie y considerar que para cada
intervalo entre subprocesos, 11 — T}, los valores de a, y ag varian.

i—1
Py(r) = exp(— Y ao(t+ 1) (Tj+1 — Tj) — aolt + T;)(r — T})))
7=0
TE[TZ',TZ'+1), iZO,...,Nd (Cl)

Siguiendo el desarrollo de la seccion anterior, donde P(7, u) = Pi(7)Pa(p/7),
obtenemos la expresion de las distintas densidades de probabilidad normali-
zadas.

i—1
Pi(r) = a(t+Ty) Po(r) = a(t+Ti)eap(= ) alt+T;)(Tjn—T)—a(t+T)(r—T1)))

Il
o
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Te[T;, Tiv1), i=0,...,Ny

au(t+ 1)

=1,....,.M T, T,
(t‘f‘n) 1% 9 ) ) TE[ 1) z+1)

Py(p/7) =

Finalmente dando valor a las probabilidades a partir de niimeros aleato-
rios (uq,us), encontramos las funciones de distribucion para 7y u.

—In(l —w) = Y Zgalt + 15)(Tj — 1))

—T
T i+ a(t—}—TZ)
p—1 I
Za]t+T)<u2at+T Z (t+T3)
J=1 J=1

TE[I—;‘, T’i-i-l)

Este método se implementa de manera directa como se describe en [17].
Su adaptaciéon al modelo conlleva incluir en el cédigo la condicién de super-
vivencia.

También es posible introducir un forzamiento externo en el numero de
ratones infectados, de manera que este niimero siempre es finito y la infeccion
no desaparece.






Apéndice D

Estudio de las velocidades de
propagacion

D.1. Frente de M

De acuerdo con la siguiente ecuacién que describe la dispersién de rato-
nes estudiamos el movimiento del frente de propagaciéon al extederse desde
el refugio a sus alrededores. En particular, caracterizamos la velocidad de
propagacion.

dM 92 My 02 M 4 M?
a v My IVA L (p— oM — 22
dt Y 922 0z2 + (=0

A tiempos largos el frente se propaga de forma estacionaria, de manera
que en un sistema comovil a él el frente no presenta evolucién temporal.

Como estamos interesados en la estabilidad del frente vamos a estudiarlo
perturbativamente. Para ello, basta con hacer un anélisis local en uno de sus
puntos, que por simplicidad elegimos en el extremo de la vanguardia de la
propagacion.
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M =0+6M
My =0+ 0My
Mas =0+ 0Mas
My; = 0+ 0My;

Antes de sustituir las variables en la ecuacion (D.I)) consideramos que
en la vanguardia del frente, formada principalmente por ratones jévenes y
en menor medida por ratones adultos susceptibles, la variacién espacial del
numero de ratones adultos susceptibles es despreciable.

0:0M4 ~ 0
5MY ~ oM

Con estas premisas, y tras eliminar los términos de segundo orden, la
ecuacion (6.6]) se convierte en:

vMﬁde — Dyaxx(SM - (b — C)(5M =0

Estudiamos sus autovalores para un frente estable: sin oscilaciones (A < 0
e imag(A) = 0). De modo que obtenemos un criterio para las velocidades.

N S N (=

De entre todas las velocidades permitidas, el sistema selecciona la veloci-
dad minima, como se ha visto en las simulaciones numéricas.

vpr =24/ Dy (b—c¢) (D.2)

D.2. Frente de My;

Siguiendo los razonamientos de la seccién anterior, estudiamos el frente
de infeccién en su sistema de referencia comovil.
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MM 02 M 4; OMyy ..
Ai +aMA8MAi+DAWQAZ+UMAi afAl

—cMy; — =0 (D.3)

Localmente hacemos un desarrollo perturbativo en el punto més avanza-
do del frente:

M= Kb-c)+éM

My = K(b—c¢)(1—e77)+ My
Mys= K(b—c)e " + Mg,
Ma;i= 0+ 0Ma;

Sustituyendo estas expresiones en la ecuaciéon (D.3) obtenemos la siguien-
te expresion, cuyos autovalores indican la estabilidad del frente.

UM A; O0Mai + D A0z 6 M a; + (ae”™""K(b— C) — b)(SMAi =0

oM, Ey/vM 4, 2—4D a(aK (b—c)e= 7T —b)

A= 5D — Upy, > 2y/Dalb—aK(b—c)e )

Bajo las condiciones A < 0 e imag(\) = 0, resulta un criterio para la ve-
locidad de propagacién del cual se selecciona el valor minimo como se aprecia
en las simulaciones numéricas.

vy, = 20/ Da(aK (b — c)e 1™ —b) (D.4)






Apéndice E

Modos de la cavidad externa

E.1. Estudio teoérico

El modelo LK para un laser semiconductor con cavidad externa tiene
como soluciones estacionarias los ciclos limite conocidos como ECMs. A con-
tinuacién derivamos sus expresiones e indicamos una manera de calcularlos
numeéricamente.

Partimos del sistema de ecuaciones introducido en el capitulo (@), donde
no consideramos el término de ruido.

dE

— = (L+ia)NE(s) + ne P E(s — 0) (E.1)
T‘Z—JZ = J—N—(1+2N)|E(s)]? (E.2)

Una primera aproximacion consiste en considerar el campo 6ptico en
coordenadas polares (E = Eye'®).

Eo+ Eyi¢ = (1+ia)NEy+nEy(s — 0)e (W0Fos)=¢(s=0) (g 3)
TC;—N = J-N-(1+2N)F} (E.4)
S

A continuacién separamos la ecuacion (E3]) en sus componentes re-
al e imaginaria, y definimos el retardo temporal en la fase como A¢ =

¢(s) — o(s — ).
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Ey = NEy+nEy(s —0)cos(wh + Ag) (E.5)
Eyp = aNEy—nEy(s—0)sen(wd + Ag) (E.6)
TZ—JZ = J-N-(1+2N)E} (E.7)

Los ECMs son soluciones estacionarias descritas por las siguientes hip6te-
sis.

Eos = Eo(s—0)=Ep (E.8)
N, = N (E.9)
P(s) = (ws—w)s (E.10)

La validez de las hipdtesis se justifica al sustituir sus expresiones en el
sistema de ecuaciones. En primer lugar, de la ecuacion (E.1) en el estado
estacionario obtenemos el valor de la, amplitud del campo, FEjy;.

0=.J— N, — (14 2N,)EZ,

J—N
Ef, = -
1+ 2N,

(E.11)

Del mismo modo, a partir de la expresion (E.I0) escribimos el retardo
temporal como A¢ = (ws —w)s — (ws — w)(s — ) = (ws — w)B, y obtenemos
junto a la ecuacion (E.G]) la expresion para el nimero de portadores, Nj.

0 = NsEys + nEpscos(ws0)

Ny = —ncos(ws0) (E.12)

Finalmente encontramos la expresién para la variable wg, sustituyendo
las condiciones para los ECMs en la ecuacion (E.T).

ws —w = alNg — nsen(ws0) (E.13)
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Las expresiones de los ECMs presentan dependencias entre las variables
del sistema (Eys,Ng,ws). A partir de estas relaciones observamos como cono-
cido el valor de w; es facil obtener el valor N; y Eys. De esta manera, bus-
camos una expresion para wsg.

Empezamos sustituyendo la expresion para Ny (E.12) en la expresion ([E.13]).

ws —w = —nacos(wsh) — nsen(wsf)

La ecuacién es trascendente, por lo que s6lo puede ser resuelta numérica-
mente. Simplificamos la expresion considerando la siguiente identidad tri-
gonométrica: Asen(z) + Bsen(z) = VA2 + B2sen(z + atan(%)) (-7 <
atan(£) < ).

ws =w — NV 1+ a2sen(wsl + atan(a)) (E.14)

Ordenando ahora los términos, reescribimos la expresiéon en funcién de

wsa y A¢57

Ads
—n6v1 + a2

wsh = asin( ) — atan(a)

donde tomamos como variable el retardo Ags (A = —nfv1 + a?).

Agps = asin(%) — wof — atan(a)

Como la variable wpf no tiene un valor fijo igualamos wyf = —atan(a),
de manera que la expresion resultante es mas sencilla y mas facil de resolver
numéricamente.

A,

A¢ps = asin( 1

) (E.15)

Una de las propiedades més caracteristicas que presentan los ECMs se
observa en el plano (A¢,N) donde las posiciones de los ECMs aparecen or-
denadas en forma de elipse. Es posible demostrar esta evidencia a partir de
la expresion (E.13) y de la ecuacion para el retardo de Ags.
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Figura E.1: Representacion de los ECMs en el plano (¢(s)—¢(s—6), N) para
un valor de la intensidad de la retroalimentacién n = 0,066. La curva azul
describe la expresion para A¢; v la verde la ecuacion para N,. Los puntos de
corte se corresponden con los ECMs que pertenecen a la elipse (rojo) definida
por la expresion (E.I6]). El resto de parametros son: J = 1,155, T' = 1710,
n = 0,135, 8 = 70.

(ws —w)f = OaNg — nfsen(ws0)
Aps = (ws —w)b

Sustituyendo esta ultima ecuacion en la primera y elevando la expresion
resultante al cuadrado obtenemos:

(Ags — 0aN,)? = n?6%(1 — cos? (Bw,))

Reordenando los términos, la ecuacién se revela claramente como la ex-
presién de una elipse.

(Ags — OaN,)? + (N,)? = (6n)? (E.16)
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Lista de acréonimos

ANDV ........ Virus Andes, Andes virus

CDC.......... Centro para el Control y Prevencion de Enfermedades, Cen-
ters for disease control and prevention

ECMO........ Ozxigenacion por Membrana Eztracorpirea, Extracorporeal
membrane oxygenation

ECMs......... Modos de la Cavidad Ezxterna, External cavity modes

Els............ Enfermedades Infecciosas Emergente, Emerging infectious
diseases

ELISA ........ Ensayo por Inmunoabsorcion Ligado a Enzimas, Enzyme-

linked immunosorbent assay

HCPS......... Sindrome Cardiopulmunar por Hantavirus, Hantavirus car-
diopulmonary syndrome

HFRS......... Fiebres Hemorrdgicas con Sindrome Renal, Hemorrhagic
fever with renal syndrome

HIV/AIDS.... Sindrome de Inmunodeficiencia Adquirida, Human immun-
odeficiency virus infection / Acquired immunodeficiency

syndrome

HPS........... Sindrome Pulmonar por Hantavirus, Hantavirus pulmonary
syndrome

LTER......... Investigacion ecoldgica a largo plazo, Long term ecological
research

NE............ Nefropatia Epidémica, Nephropathia epidemica

PUUV ........ Virus Puumula, Puumula virus

RPPs......... Paquete de Pulsos Regulares, Regular pulse packages
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SARS......... Sindrome Respiratorio Agudo Severo, Severe acute respira-
tory syndrome

STA ........... Prueba por Inmunoblot, Strip immunoblot assay

Virus Sin Nombre, SinNombre virus
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