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Resumen/Abstra
t

El efe
to del pasado en los me
anismos que des
riben la dinámi
a no

es en ningún modo despre
iable y debe tenerse en 
uenta 
omo un fa
tor

fundamental en mu
hos sistemas dinámi
os. A lo largo de las dos partes

que 
ontiene la tesis estudiamos el papel que desempeñan los me
anismos

de retardo temporal en sendos sistemas. En primer lugar, veremos 
omo la

dinámi
a pobla
ional del ratón 
iervo, el prin
ipal reservorio del virus 
au-

sante del Síndrome Pulmonar por Hantavirus, se ve afe
tada por el retardo

en la infe

ión observándose, a través de un nuevo modelo, propiedades que

no han sido des
ritas matemáti
amente 
on anterioridad. En esta línea estu-

diamos distintos es
enarios a partir del fenómeno 
límati
o de El Niño y su

rela
ión 
on el brote de la infe

ión. En un 
ontexto diferente, en la segun-

da parte de la tesis analizamos en detalle los eventos extremos observados

en la luz emitida por un láser semi
ondu
tor al que se le ha añadido una


avidad externa resonante. La luz que se re�eja en ella es redirigida ha
ia

el dispositivo donde desestabiliza la dinámi
a y genera un régimen 
aóti
o


uyos pulsos estudiamos 
omo extremos.

The role of the past in dynami
al systems has been negle
ted for years.

However, nowadays it starts to gain attention and it is 
onsidered of great

importan
e for the understanding of the underlying me
hanisms of many dy-

nami
al systems. In the two parts of this thesis we study the role of the delay

in di�erent systems. In the �rst part, we analyze the population dynami
s

of deer mi
e, the main host of the virus that 
auses Hantavirus Pulmonary

Syndrome in humans, and how a new model based on the delay observed

in infe
ted mi
e des
ribes properties that have not been seen in previous

models. We set up di�erent s
enarios for the El Niño phenomenon and its

link with the onset of the infe
tion. In the se
ond part and in a di�erent


ontext, we study extreme events in the light emitted by a semi
ondu
tor

laser with an external 
avity. The light is re�e
ted by the outer mirror and

redire
ted towards the devi
e destabilizing the dynami
s whi
h evolve to a


haoti
 regime with pulses that are 
onsidered extremes.
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Capítulo 1

Introdu

ión

A lo largo de la literatura 
ientí�
a y en 
ursos de físi
a, fundamental-

mente 
lási
a, se estudian los distintos sistemas dinámi
os desde la a�rma-


ión de que es posible des
ribir sus evolu
iones 
on la úni
a informa
ión de

su estado presente. Esta a�rma
ión ha servido 
omo base para el desarrollo

de la físi
a durante mu
ho tiempo y ha sido germen de teorías tan impor-

tantes 
omo las que des
riben el 
onjunto de fuerzas fundamentales entre las

que se en
uentra el ele
tromagnetismo [33℄. Sin embargo, en el siglo de los

sistemas 
omplejos, esta aproxima
ión no es su�
iente y se queda 
oja ante

la imposibilidad de des
ribir los pro
esos desde sus intera

iones bási
as [12℄.

Se trata enton
es de en
ontrar una des
rip
ión que se adapte al 
onjunto

del sistema y a los me
anismos que determinan su evolu
ión 
omo un todo.

Estos me
anismos son desde este punto de vista extensos en el tiempo de

manera que introdu
en el efe
to del pasado en las predi

iones. Ejemplos de

ello son los atas
os en la 
ir
ula
ión de 
o
hes o los pro
esos de madura
ión

y asimila
ión de re
ursos en la biología.

Se puede abordar matemáti
amente este nuevo mar
o 
on
eptual exten-

diendo las ya 
ono
idas teorías markovianas al retardo temporal, que en el


aso de esta tesis son las e
ua
iones diferen
iales [60℄, la e
ua
ión maes-

tra [62, 80℄ y los métodos numéri
os, en parti
ular el algoritmo de Gilles-

pie [15, 17, 61℄.

La varia
ión del retardo temporal en estas des
rip
iones 
onlleva una

gran variedad de regímenes dinámi
os entre los que en
ontramos solu
iones

esta
ionarias del tipo punto �jo o 
i
lo límite además de atra
tores 
aóti
os.

Entre las 
ara
terísti
as que presentan las traye
torias de un sistema

1



2 Capítulo 1. Introdu

ión

dinámi
o en
ontramos los eventos extremos, que 
omo su nombre indi
a 
o-

rresponden a aquellos valores de las variables que se salen de lo 
orriente 
on

graves 
onse
uen
ias para el sistema [11℄. Los sistemas 
on me
anismos que

se extienden temporalmente son, 
omo 
ualquier otro, sus
eptibles del efe
to

de los eventos extremos a través de sus parámetros y sensibles, en fun
ión

de su robustez, a los valores extremos de sus variables.

En esta tesis abordamos dos 
ampos en los que tienen lugar pro
esos

extendidos en el tiempo, que no pueden tratarse dentro del mar
o habitual,

y en donde estudiamos el 
omportamiento de los eventos extremos. En la

primera parte nos a
er
amos al 
ampo de la dinámi
a pobla
ional 
on la in-

ten
ión de estudiar la in
iden
ia de la enfermedad infe

iosa 
ono
ida 
omo

Síndrome Pulmonar por Hantavirus. El primer 
apítulo sirve de introdu

ión

breve al impa
to de las enfermedades infe

iosas y al Síndrome Pulmonar

por Hantavirus. En el segundo 
apítulo nos a
er
amos desde la perspe
tiva

de la e
ología a las rela
iones 
on
eptuales que des
riben la infe

ión en su

reservorio prin
ipal y el efe
to que tiene sobre él el fenómeno extremo de El

Niño.

A 
ontinua
ión, en el 
apítulo (4), introdu
imos un nuevo modelo ma-

temáti
o que permite des
ribir la infe

ión en fun
ión de su rela
ión 
on la

pobla
ión. La extensión temporal del sistema viene des
rita por el pro
eso

de madura
ión. En este mismo 
apítulo analizamos el modelo a partir de

las varia
iones 
limáti
as de El Niño en una región geográ�
a parti
ular del

sur-oeste de EEUU.

En el 
apítulo siguiente aproximamos el sistema a partir de un mar
o

teóri
o distinto, donde 
onsideramos la naturaleza �nita y dis
reta del sis-

tema. Finalizamos el desarrollo de la primera parte de la tesis 
on el estudio

de la dispersión en el espa
io del reservorio transmisor de la infe

ión, que

permite obtener predi

iones para el 
ontrol de su propaga
ión. En el 
apí-

tulo (7) in
luimos las 
on
lusiones.

La segunda parte de la tesis se 
entra en el estudio del efe
to de los

me
anismos de retardo temporal en las variables relevantes de la dinámi
a.

Con anterioridad introdujimos el efe
to extremo de las 
ondi
iones 
limáti-


as en el sistema a través de los parámetros. Ahora damos un paso adelante

y 
onsideramos los valores extremos de las variables 
omo 
onse
uen
ia del

retardo. Es
ogemos el 
ampo de los láseres semi
ondu
tores donde la luz

re�ejada en una 
avidad externa resonante afe
ta a la dinámi
a del láser

desestabilizándola para 
iertos valores de la retroalimenta
ión ópti
a.

En el 
apítulo (8) introdu
imos brevemente la no
iones bási
as sobre
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láseres y eventos extremos que sirven 
omo base en el 
apítulo (9) para

identi�
ar y analizar los pulsos extremos observados en las variables funda-

mentales.

Con
luimos en el 
apitulo (10) des
ribiendo las prin
ipales aporta
iones

introdu
idas a lo largo de este trabajo que resumen las investiga
iones lle-

vadas a 
abo en los últimos años y que dan pie a la defensa de la tesis.





Capítulo 2

Enfermedades infe

iosas

2.1. Introdu

ión

Algunas enfermedades sobreviven en la memoria a lo largo del tiempo,


omo datos en los registros de a
onte
imientos o 
i
atri
es en la 
ultura y

en los patrones so
iales. Un profundo respeto nos embarga al re
ordar sus

efe
tos devastadores, tan 
apa
es 
omo el arma más poderosa de sesgar vidas

humanas, de mermar la pobla
ión hasta índi
es insospe
hados, de 
olapsar


iviliza
iones poderosas e in
luso de 
ambiar la 
on
ep
ión de la propia vida.

En registros antiguos 
omo la Biblia, donde se narran las plagas que aso-

laron Egipto, o en los es
ritos griegos se ha
e referen
ia a ellas. Los griegos

llamaron a estas enfermedades loimos [74℄, más tarde se las llamó pestes o

plagas y hoy en día las 
ono
emos 
omo enfermedades infe

iosas.

Figura 2.1: Miniatura de la Biblia Toggenburg de 1411. Se 
ree que representa

la enfermedad de la Peste (Wikimedia Commons).

5



6 Capítulo 2. Enfermedades infe

iosas

En fun
ión de los datos estimados, hasta ahora, la enfermedad infe

iosa

más devastadora ha sido la peste, llevándose 
onsigo en su
esivos brotes

a más de 200 millones de personas en Europa y Asia. A partir del siglo

XV, 
oin
idiendo 
on el des
ubrimiento del Nuevo Mundo, enfermedades

infe

iosas 
omo la viruela o el sarampión se propagaron desde Europa y,

de manera trági
a, terminaron por destruir las 
iviliza
iones amerindias y

del Pa
í�
o. Más re
ientemente tenemos re
uerdo de la pandemia de gripe


ono
ida 
omo la gripe española, que 
ausó entre 1918 y 1919 más de 50
millones de muertos [46℄.

Ante estas enfermedades las personas pare
en estar, en un primer momen-

to, indefensas y surge de manera natural la pregunta de 
ómo defendernos.

La respuesta llegó en el siglo XIX de manos de la 
ien
ia, al desarrollarse

la teoría mi
robiana que expli
a de forma a
ertada el pro
eso de infe

ión.

De esta manera se empieza a identi�
ar a los mi
roorganismos patógenos

rela
ionados 
on las enfermedades, desarrollándose las primeras va
unas y

antimi
robianos para 
ombatirlas. Louis Pasteur, Robert Ko
h o Alexander

Fleming entre otros desta
aron en este 
ampo.

El uso extensivo de la peni
ilina, el des
ubrimiento de una va
una para la

polio o el desarrollo de un antibióti
o, la Estreptomi
ina, para la tuber
ulo-

sis son ejemplos de los logros 
onseguidos durante estos años y que llevaron,

a mediados del siglo XX, a plantearse la posibilidad de 
ontrolar, redu
ir

e in
luso erradi
ar las enfermedades infe

iosas. Sin embargo, los años pos-

teriores vinieron a desmentir este ensueño. Por un lado apare
ieron nuevas

enfermedades infe

iosas, 
omo el Síndrome de Inmunode�
ien
ia Adquirida

(HIV/AIDS), el Síndrome Respiratorio Agudo Severo (SARS) o el Síndrome

Pulmonar por Hantavirus (HPS), produ
idas por el salto de los mi
robios

desde su reservorio natural al ser humano. Por otro lado, otras enfermedades

ya existentes emergieron 
on más fuerza. Es el 
aso de la malaria, la tu-

ber
ulosis o la gripe. Estos nuevos brotes resultaron ser resistentes a los

antimi
robianos y estar rela
ionados 
on fa
tores 
omo la muta
ión del virus

o adquisi
ión de nuevos genes en ba
terias, el salto de mi
robios entre es-

pe
ies o fa
tores ambientales 
omo las varia
iones 
limáti
as o la intrusión

humana en los e
osistemas.

2.2. Enfermedades infe

iosas emergentes

A
tualmente, las 
ifras revelan que mas del 25% de las muertes que se

produ
en en un año son 
onse
uen
ia dire
ta de enfermedades infe

iosas


omo las enfermedades respiratorias, el sida, las enfermedades diarrei
as, la

tuber
ulosis o la malaria [101℄. Mu
has de ellas pertene
en al grupo de en-

fermedades infe

iosas emergentes (EIs), que engloba a �nuevas infe

iones
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que han apare
ido en una pobla
ión o que existían 
on anterioridad pero que

han 
re
ido rápidamente en in
iden
ia o distribu
ión geográ�
a� [76℄. En la

Figura (2.2) identi�
amos las EIs mas importantes distribuidas a lo largo del

globo.

Figura 2.2: Enfermedades infe

iosas emergentes y re-emergentes dis-

tribuidas geográ�
amente en las áreas de mayor impa
to. El rojo represen-

ta nuevas enfermedades infe

iosas, mientras que el azul enfermedades re-

emergentes y el negro enfermedades �emergentes deliberadamente� [74, 75℄.

La emergen
ia o re-emergen
ia de EIs puede 
omprenderse a partir de

una amalgama de fa
tores que son por un lado genéti
os y biológi
os , y

por otro so
iales, políti
os y e
onómi
os. A 
ontinua
ión enumeramos los

fa
tores más representativos [74, 75, 76℄:

Adapta
ión y 
ambio de los mi
robios.

Sus
eptibilidad humana a la infe

ión.

Climatología y meteorología.

Demografía y 
omportamiento humanos.

Desarrollo e
onómi
o y uso del suelo.

Viajes interna
ionales y 
omer
io.

Te
nología e industria.
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Abandono de las políti
as de salud públi
a.

Pobreza y desigualdades so
iales.

Guerra y hambre.

Falta de voluntad políti
a.

Inten
ión deliberada de ha
er daño.

Combatir las EIs es lu
har 
ontra las prin
ipales enfermedades infe

iosas

de la a
tualidad que, 
omo ya hemos di
ho, son una de las 
ausas de mor-

talidad más importantes. Hipotéti
amente 
ontamos 
on 3 herramientas. La
primera es la preven
ión. Siempre se puede prevenir, 
on mayor o menor

éxito, redu
iendo el riesgo de infe

ión. En algunos 
asos el mantenimiento

de unas 
ondi
iones de higiene ade
uadas es su�
iente. Sin embargo, 
uando

el patógeno 
onsigue superar esta primera barrera y nos infe
ta, el 
ampo de

a

ión pasa a nuestro 
uerpo y el riesgo aumenta. Si estamos va
unados, el

sistema inmunológi
o puede 
ontrolar y redu
ir la infe

ión. Si no es así y en

última estan
ia nuestro sistema inmunológi
o no está preparado para frenar

la infe

ión podemos re
urrir a agentes externos para inhibir o destruir los

patógenos, 
omo antibióti
os para las ba
terias o antivirales para los virus.

La enfermedad infe

iosa que estudiamos en esta tesis es 
ono
ida 
omo

Síndrome Pulmonar por Hantavirus o HPS y es una enfermedad emergente

que ha sido re
ientemente des
ubierta en 1993. Desde enton
es ha 
aptado

gran 
antidad de aten
ión por parte de la 
omunidad 
ientí�
a, prin
ipal-

mente de Améri
a del Norte y del Sur, 
ontinentes en donde se han dado


asos de HPS [77, 87℄. Fa
tores 
omo las varia
iones 
limáti
as y en general

los 
ambios en el entorno han 
ontribuido a la emergen
ia de la enfermedad

que aunque en la a
tualidad no tiene un gran impa
to en 
uanto a número

de 
asos si presenta un índi
e de mortalidad elevado.

2.2.1. Evolu
ión de la infe

ión: modelos matemáti
os

La historia nos ha dejado 
laras eviden
ias de la 
apa
idad destru
tiva

de las enfermedades infe

iosas, que apare
en puntualmente a lo largo del

tiempo en su
esivos brotes 
omo la graves pandemias de peste que asolaron

Europa en los siglos VI y XIV, y Asia en el siglo XIX. Resulta por tanto

natural bus
ar la expli
a
ión de la forma
ión, desarrollo y desapari
ión de

los brotes de infe

ión en las so
iedades humanas.

En la dé
ada de 1920, la 
ien
ia desarrolló los primeros modelos matemáti-

os modernos que empezaban a 
apturar los rasgos más signi�
ativos de las
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infe

iones [3, 56℄. Estos modelos dividen a la pobla
ión en distintos 
om-

partimentos en fun
ión de su rela
ión 
on la infe

ión. La división bási
a

(modelo SIR) tiene en 
uenta a los individuos sus
eptibles (S), los infe
ta-

dos (I) y los re
uperados (R). La evolu
ión de un individuo que 
onsigue

re
uperarse de la enfermedad se ini
ia en el estado S. De ahí pasa, una vez

se infe
ta, al estado infe
tado I. Y �nalmente, tras un tiempo y si 
onsigue

sobrevivir, se re
upera y evolu
iona al estado R.

Figura 2.3: Pro
eso de infe

ión en el modelo SIR [54℄.

De esta manera, siguiendo la evolu
ión de las variables, es posible re-

produ
ir matemáti
amente un brote de una enfermedad infe

iosa (Figu-

ra (2.4)).

Figura 2.4: Rela
ión entre el modelo SIR (línea roja) y 2 brotes de enfer-

medades infe

iosas 
on distinta es
ala temporal (línea azul). En (a) se re-
presenta la evolu
ión semanal de 
asos 
on sarampión en Bristol, mientras

que en (b) se des
riben los 
asos diarios de un brote de peste bubóni
a en

Sydney [54℄.

2.3. Síndrome Pulmonar por Hantavirus

Las primeras eviden
ias que atestiguan la existen
ia del Hantavirus datan

del siglo XX y son 
onse
uen
ia del efe
to del virus en humanos [48, 67℄. En


on
reto se remontan a la guerra de Corea, a prin
ipios de la dé
ada de 1950,

uando un brote de una enfermedad des
ono
ida hasta enton
es se extendió
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entre las tropas de las Na
iones Unidas arrojando un balan
e de más de

3000 soldados hospitalizados. El 
uadro 
líni
o que presentaban se 
ara
te-

riza por �ebre postrante aguda, insu�
ien
ia renal y sho
k. Mientras que la

tasa de mortalidad al
anzaba valores del 7%. En 1978, 25 años después del

�n del 
on�i
to, un grupo de 
ientí�
os 
onsiguió aislar el virus 
ausante

de la enfermedad e identi�
ar al Apodemus agrarius o ratón listado 
omo

su prin
ipal reservorio. Al virus le llamaron �Hantaan�, 
omo el nombre de

un pequeño río 
er
ano a la frontera entre Corea del Norte y Corea del Sur

entorno al 
uál la infe

ión era endémi
a [45℄. Mientras que, de a
uerdo 
on

los síntomas des
ritos, la enfermedad re
ibió el nombre de Fiebres Hemo-

rrági
as 
on Síndrome Renal (HFRS). Desde enton
es otros hantavirus han

sido identi�
ados en regiones de Europa y Asia, y 
lasi�
ados en un género

separado dentro de la familia Bunyaviridae (Tabla (2.1)).

Figura 2.5: Distribu
ión geográ�
a aproximada de la in
iden
ia de las en-

fermedades 
ausadas por el Hantavirus en 
ada país durante un año. La

Nefropatía epidémi
a (NE) es una variante leve del HFRS [47℄.

En Mayo de 1993 fue identi�
ada una nueva enfermedad en la región

de Four Corners, en el sur-oeste de EEUU, siendo ne
esario hospitalizar a

las personas afe
tadas. Los síntomas mostraban un 
uadro 
ara
terísti
o de

síndrome respiratorio agudo, mientras que la tasa de mortalidad al
anzaba

valores muy elevados, entorno al 70% durante los primeros días (en la a
-

tualidad se situa alrededor del 40%) [102℄. Rápidamente el Centro para el

Control y Preven
ión de enfermedades (CDC) identi�
ó el patógeno 
omo un

nuevo tipo de Hantavirus, llamándole virus Sin Nombre (SNV) [79℄. Como

resultado de esta investiga
ión, la enfermedad, que a diferen
ia del HFRS

afe
ta al sistema respiratorio, pasó a 
ono
erse 
omo Síndrome Pulmonar

por Hantavirus (HPS). Además se ini
ió la búsqueda del organismo trans-



2.3. Síndrome Pulmonar por Hantavirus 11

misor, 
on el objetivo de identi�
ar el prin
ipal reservorio del virus. En po
o

tiempo el CDC identi�
ó al ratón 
iervo (Peromys
us mani
ulatus), 
onsi-

derado el mamífero más extendido en Norte Améri
a, 
omo el reservorio del

virus SNV y en 
onse
uen
ia su an�trión prin
ipal [26℄.

Estos hallazgos dieron pie a una intensa investiga
ión que, a lo largo

de toda Améri
a, ha llevado al des
ubrimiento de de
enas de nuevos han-

tavirus (hasta 25 en 2002) rela
ionados 
on la enfermedad HPS, y aso
iados


on roedores de la subfamilia Sigmodontinae dentro de la familia Muridae

(Tabla (2.1)). Algunos de estos hantavirus, pero no todos, han resultado ser

patógenos para los humanos 
omo el virus Andes (ANDV) o el virus SNV.

En 
onse
uen
ia, el CDC ha estado investigando y 
ontrolando la evolu
ión

de di
hos hantavirus, llegando in
luso a 
onsiderar alguno de ellos 
omo po-

ten
iales agentes bioterroristas. El paradigma quizá sea el virus ANDV que

puede transmitirse entre humanos, 
on una tasa de mortalidad muy eleva-

da [48, 68, 82℄.

Tabla 2.1: Hantavirus 
on su distribu
ión geográ�
a y enfermedad aso
iada.

Grupo y subfamilia Virus Abrevia
ión Distribu
ión geográ�
a Roedor an�trión Enfermedad aso
iada

Viejo Mundo

Murinae Hantaan HTNV China, Corea del Sur, Rusia Apodemus agrarius HFRS

Dobrava�Belgrade DOBV Bal
anes Apodemus �avi
ollis HFRS

Seoul SEOV Todo el mundo Rattus HFRS

Saaremaa SAAV Europa Apodemus agrarius HFRS

Amur AMRV Este de Rusia Apodemus peninsulae HFRS

Soo
hong � Corea del Sur Apodemus peninsulae Des
ono
ida

Arvi
olinae Puumula PUUV Europa, Asia y Améri
a Clethrionomys glareolus HFRS/NE

Khabarovsk KHAV Este de Rusia Mi
rotus fortis Des
ono
ida

Muju MUJV Corea del Sur Myodes regulus Des
ono
ida

Prospe
t Hill PHV Maryland (EEUU) Mi
rotus pennsylvani
us Des
ono
ida

Tula TULV Rusia y Europa Mi
rotus arvalis Des
ono
ida

Isla Vista ISLAV Norte Améri
a Mi
rotus 
aliforni
us Des
ono
ida

Topografov TOPV Siberia (EEUU) Lemmus siberi
us Des
ono
ida

Nuevo Mundo

Sigmodontinae Sin Nombre SNV Norte Améri
a Peromys
us mani
ulatus HPS

Monongahela MGLV Norte Améri
a Peromys
us leu
opus HPS

New York NYV Norte Améri
a Peromys
us leu
opus HPS

Bla
k Creek Canal BCCV Norte Améri
a Sigmodon hispidus HPS

Bayou BAYV Norte Améri
a Oryzomys palustris HPS

Limestone Canyon � Norte Améri
a Peromys
us boylii Des
ono
ida

Playa de Oro � Méji
o Oryzomys 
ouesi Des
ono
ida

Cata
amas � Honduras Oryzomys 
ouesi Des
ono
ida

Cho
lo � Panama Oligoryzomys fulves
ens HPS

Calabazo � Panama Zygodontomys brevi
auda Des
ono
ida

Rio Segundo RIOSV Costa Ri
a Reithrodontomys mexi
anus Des
ono
ida

Cano Delgadito CADV Venezuela Sigmodon alstoni Des
ono
ida

Andes ANDV Argentina y Chile Oligoryzomys longi
audatus HPS

Bermejo BMJV Argentina Oligoryzomys 
ho
oensis HPS

Pergamino PRGV Argentina Akodon azarae Des
ono
ida

Le
higuanas LECV Argentina Oligoryzomys �aves
ens HPS

Ma
iel MCLV Argentina Bolomys obs
urus HPS

Oran ORNV Argentina Oligoryzomys longi
audatus HPS

Laguna Negra LANV Paraguay, Bolivia y Argentina Calomys lau
ha HPS

Alto Paraguay � Paraguay Cha
o Holo
hilus 
ha
oensis Des
ono
ida

Ape Aime � Este de Paraguay Akodon montensis Des
ono
ida

Itapúa � Este de Paraguay Oligoryzomys nigripes Des
ono
ida

Río Mamore � Bolivia y Peru Oligoryzomys mi
rotis Des
ono
ida

Araraquara � Brasil Bolomys lasiurus HPS

Juquitiba � Brasil Oligoryzomys nigripes HPS

Jaborá � Brasil y Paraguay Akodon montensis

a
�, todavía no existe abreviatura según el índi
e de virus ICTVdb.
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2.4. Manifesta
ión, diagnósti
o y tratamiento médi-


o del HPS

El Hantavirus está integrado por RNA mono
atenario que, una vez den-

tro del 
uerpo, ata
a a las 
élulas en las que se repli
a, generando disfun-


iones que pueden llegar a 
ausar la muerte de las personas infe
tadas. Los

hantavirus en
ontrados en Améri
a son 
ausantes de la enfermedad HPS,


onsiderada la afe

ión mas grave 
ausada por este virus por su alta tasa

de mortalidad. Entre otros, los virus SNV y ANDV son agentes 
ausales de

HPS. Sus síntomas se 
ara
terizan por una fase prodómi
a febril, seguida

de insu�
ien
ia respiratoria y edema pulmonar. En los 
asos más graves el


uadro evolu
iona ha
ia la a
idosis lá
ti
a y el sho
k 
ardiogéni
o, que es la

prin
ipal 
ausa de muerte entre los pa
ientes hospitalizados. Ésta es la razón

por la que mu
hos 
ientí�
os pre�eren llamar a la enfermedad Síndrome Car-

diopulmonar por Hantavirus (HCPS).

La transmisión de la infe

ión de los roedores a las personas se 
ree que

su
ede prin
ipalmente a través de la inhala
ión de una mez
la aerosolizada

del virus 
on saliva, orina o he
es, más probable que el 
onta
to dire
to 
on

los roedores o el 
onsumo de alimentos o agua 
ontaminados. Una vez que

la persona es infe
tada se ini
ia el periodo de in
uba
ión que en promedio

dura entre 11 y 32 días para el virus SNV [48℄.

La enfermedad se divide según los síntomas en 4 fases empezando 
on

el periodo prodómi
o llamado fase febril, y seguido por la fase 
ardiopul-

monar y la fase diuréti
a, para terminar 
on un periodo de 
onvales
en
ia

(Fig. (2.6)) [31, 48, 67, 70℄.

La primera fase, el pródromo febril, se 
ara
teriza por �ebre, mialgia y

malestar general, 
on una dura
ión de entre 3 y 5 días en la mayoría de

los pa
ientes. Otros síntomas 
omo dolor de 
abeza, mareos, anorexia, nau-

seas, vómitos o diarrea pueden también apare
er. La fase 
ardiopulmonar

se ini
ia de manera repentina 
on el 
omienzo del edema pulmonar desa-

rrollándose en un breve intervalo de tiempo (0-24h), y a
ompañado por tos

se
a y taquipnea. Los 
asos en los que la enfermedad tiene menor virulen
ia

pueden ne
esitar úni
amente oxígeno suplementario mientras que los 
asos

más graves evolu
ionan rápidamente ha
ia un fallo respiratorio, que gene-

ralmente pre
ede al sho
k. En estos 
asos, el pa
iente ne
esita intuba
ión

y ventila
ión me
áni
a. Además, se observa 
omo las radiografías de pe
ho

justo después del ini
io de la fase 
ardiopulmonar son uniformemente anor-

males (Figura (2.7)) [57℄. Otros síntomas son sho
k 
ardiogéni
o, a
idosis

lá
ti
a y hemo
on
entra
ión, pudiendo evolu
ionar rápidamente ha
ia un
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Figura 2.6: Evolu
ión 
líni
a de la enfermedad HPS [48℄.

sho
k profundo o ha
ía arritmias de manera que, en minutos o horas, los pa-


ientes a
aban muriendo. En estos 
asos graves es ne
esario la oxigena
ión

por membrana extra
orpórea (ECMO), de modo que en su ausen
ia todos

los pa
ientes mueren en un intervalo 
orto de tiempo después del ini
io de la

fase. La fase 
ardiopulmonar dura en promedio entre 2 y 4 días, alargándose
en pa
ientes 
on ECMO.

Los pa
ientes que sobreviven entran en la fase diuréti
a donde tiene lu-

gar un rápido despeje del edema pulmonar, 
on la desapari
ión de la �ebre

y el sho
k, junto a una diuresis espontánea. El periodo de 
onvales
en
ia

puede durar meses o años apre
iándose síntomas de debilidad, fatiga y una


apa
idad de difusión gaseosa anormal en los pulmones.

2.4.1. Diagnósti
o

Durante la fase prodrómi
a es 
asi imposible diferen
iar la enfermedad

HPS de entre otras enfermedades que presentan un 
uadro de �ebre aguda.

Es por tanto en la fase 
ardiopulmonar 
uando por primera vez podemos

identi�
ar la enfermedad por sus síntomas en pa
ientes. La presen
ia de ede-

ma pulmonar junto a una revisión del frotis periféri
o son su�
ientes para

un presunto diagnósti
o, que es muy importante, 
ru
ial, debido a la rápi-

da evolu
ión de la enfermedad. Las pruebas serológi
as espe
í�
as para el

hantavirus identi�
an los anti
uerpos IgG e IgM y permiten un diagnósti-
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Figura 2.7: Radiografía de pe
ho 
orrespondiente a un pa
iente enfermo de

HPS. El pa
iente ha desarrollado un edema intersti
ial mar
ado 
on indis-

tin
ión hilar, líneas B de Kerley. Cortesía del CDC.


o de�nitivo de la enfermedad HPS, que puede in
luso ser diagnosti
ada al

ini
io del pródromo febril 
uando apare
en por primera vez los anti
uerpos

IgG e IgM (Figura (2.6)). Las pruebas más 
omunes para dete
tar la infe
-


ión por Hantavirus 
orresponden al ensayo por inmunoabsor
ión ligado a

enzimas (ELISA) y a la prueba por inmunoblot (SIA). La primera prueba

fue desarrollada por el CDC.

2.4.2. Tratamiento

Por el momento no existe ninguna va
una segura y efe
tiva 
ontra el Han-

tavirus para el tratamiento del HPS, por lo que ninguna ha sido aprobada

para su uso en EEUU. Para los pa
ientes que ya han 
ontraído la enfer-

medad, la terapia antiviral 
on Ribavirin no pare
e arrojar resultados 
laros.

Por todo ello, un presunto diagnósti
o durante la fase 
ardiopulmonar (
o-

rre
to en el 90% de los 
asos), es 
ru
ial para un rápido 
ontrol 
líni
o y
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mantenimiento de los pa
ientes.

Mientras no halla un tratamiento o va
una efe
tivo para 
ombatir la en-

fermedad la mejor estrategia es la preven
ión, redu
iendo lo más posible el


onta
to 
on roedores en los hogares y lugares de trabajo [23, 24℄.

Resumen

Las enfermedades emergentes y re-emergentes siguen siendo una de las

prin
ipales 
ausas de muerte, por lo que una buena preven
ión es ne
esaria,

siendo 
ru
ial en aquellas enfermedades 
on el HIV/AIDS o el HPS para las


uales la 
ien
ia todavía no ha des
ubierto una 
ura.

Como hemos visto en este 
apítulo el HPS es una enfermedad letal, 
on

una tasa de mortalidad que se situa entorno al 40%, y aunque en un primer

examen pare
e que su impa
to no es tan alarmante 
omo el de otras enfer-

medades, ya se han en
ontrado 
asos de transmisión del virus entre personas

en Améri
a del Sur. Estos fa
tores agudizan la ne
esidad de anti
ipa
ión y

desarrollo de políti
as de preven
ión ante futuras infe

iones.

En esta primera parte de la tesis desarrollamos un nuevo mar
o teóri-


o 
on el �n de 
apturar las 
ara
terísti
as más importantes en la historia

natural de la infe

ión, que se resumen fundamentalmente en la intera

ión

entre el ratón 
iervo y el virus SNV. En parti
ular nos vamos a 
entrar en

los estudios desarrollados en el sur-oeste de EEUU, en donde el efe
to de las

varia
iones 
limáti
as extremas del fenómeno de El Niño es 
ru
ial para la

apari
ión de la enfermedad HPS.
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Rela
ión entre el ratón 
iervo y

el virus SNV

3.1. Introdu

ión

Durante las semanas que siguieron al des
ubrimiento de la enfermedad,

los 
ientí�
os del CDC desarrollaron un intenso estudio en bus
a del agente


ausante del HPS, las 
ausas del 
ontagio y la dinámi
a de la enfermedad.

Los resultados de di
ha investiga
ión 
on
luyeron que el 
ausante de la en-

fermedad era un virus hasta enton
es des
ono
ido de la familia de los han-

tavirus, al que se le aso
ió el nombre de virus Sin Nombre (SNV). Este tipo

de virus, des
ubierto en la guerra de Corea, reside prin
ipalmente entre roe-

dores. En el 
aso del SNV, el ratón 
iervo, el mamífero más extendido en

Norte Améri
a, resultó ser el an�trión prin
ipal del virus en la región de

Four Corners donde la enfermedad fue des
ubierta.

El impa
to de la enfermedad fue alarmante, 
on una tasa de mortalidad

que se situó en el 70% durante las primeras semanas. El desarrollo de méto-

dos de tratamiento en esta primera etapa permitió estabilizar y mantener

pa
ientes durante la 
risis, redu
iendo la tasa de mortalidad al 40% donde

permane
e en la a
tualidad [102℄. Sin embargo, todavía hoy una preven
ión

e�
az 
onstituye la mejor herramienta para 
ombatir la infe

ión ante la 
ual

no tenemos tratamientos antivirales ni va
unas de�nitivas.

En este 
apítulo abordaremos la dinámi
a pobla
ional del ratón 
iervo

y su impa
to en la infe

ión, analizando las 
ausas prin
ipales que llevaron

al estallido de la infe

ión en Four Corners e introdu
iremos brevemente los

modelos matemáti
os que des
riben de forma 
uantitativa la infe

ión.

17
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3.2. Desarrollo históri
o

A lo largo de las 2 últimas dé
adas diferentes estudios de 
ampo han

aportado datos sobre la dinámi
a pobla
ional del ratón 
iervo y su rela
ión


on el virus SNV. En su artí
ulo de 2002, Yates et al. presentan un resumen


laro y 
on
iso del estado de la investiga
ión, motivado por el desarrollo

históri
o [102℄. En esta se

ión re
ogemos buena parte de lo que allí se di
e,

e introdu
iremos brevemente los modelos matemáti
os más relevantes pre-

sentes en la literatura.

Tras el des
ubrimiento del ratón 
iervo 
omo prin
ipal an�trión del virus

SNV se ini
iaron estudios de 
ampo 
on la inten
ión de en
ontrar la rela
ión

entre la infe

ión en humanos y la dinámi
a pobla
ional de los ratones. Es-

tos estudios partieron de la hipótesis, estable
ida en la teoría epidemiológi
a


lási
a, que a�rma que una mayor probabilidad de 
ontagio y por tanto de


asos de HPS se debe prin
ipalmente a un aumento de los 
onta
tos 
on

riesgo de infe

ión entre ratones y humanos. Investigadores de la Universi-

dad de Nuevo Méji
o pertene
ientes al museo de biología del sur-oeste, junto

al departamento de salud de Nuevo Méji
o y el CDC ini
iaron un estudio

de 
ampo 
on la inten
ión de 
orroborar di
ha hipótesis [25℄. Los resultados


on�rmaron las previsiones, en
ontrando que el número de ratones infe
tados

era signi�
ativamente mayor 
er
a de los hogares en donde se habían dado


asos de HPS.

3.2.1. Hipótesis de la 
as
ada tró�
a

En Junio de 1993 el Sevilleta LTER site en Nuevo Méji
o se unió a la

investiga
ión aportando nuevos datos a través del programa Sevilleta LTER

rodents, que re
oge informa
ión a
er
a de la pobla
ión de ratones 
iervo y su

entorno desde 1989 [64℄. En la Figura (3.1) vemos en forma de diagrama de

barras la evolu
ión temporal en años, hasta 2001, de 3 de las variables más

representativas: las pre
ipita
iones, la vegeta
ión y la densidad de ratones


iervo [64℄.

A partir de estos datos podemos trazar una 
orrela
ión entre las variables

de modo que se observa un fenómeno en 
adena, en el 
ual las lluvias indu
en

el desarrollo de la vegeta
ión y éste a su vez, el subsiguiente aumento del

número de ratones. Esta hipótesis, que en este 
aso fue formulada en 1993,
re
ibió el nombre de 
as
ada tró�
a y permitió rela
ionar por primera vez

las varia
iones 
limáti
as que generan los 
ambios en la a�uen
ia de pre
i-

pita
iones 
on la pobla
ión de ratones a largo plazo [85, 86℄. En 
on
reto,

los datos de Nuevo Méji
o indi
an que el fenómeno de El Niño (El Niño-

Southern Os
illation) es una de las 
ausas más signi�
ativas de la varia
ión
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Figura 3.1: Diagramas de barras que representan para 
ada año, las pre
ipi-

ta
iones, vegeta
ión y densidad de Peromys
us spp. tomadas en el Sevilleta

National Wildlife Refuge en Nuevo Méji
o, y pro
edentes del Sevilleta Long

Term E
ologi
al Resear
h (LTER). Las pre
ipita
iones fueron re
ogidas du-

rante el periodo otoño-primavera, mientras que la vegeta
ión y la densidad

de ratones se 
orresponden al mes de primavera [102℄.

de las pre
ipita
iones entre las esta
iones de otoño y primavera. Estas varia-


iones 
í
li
as pasan de periodos 
álidos y húmedos 
orrespondientes al Niño,

a periodos fríos y se
os 
ara
terísti
os de la Niña.

Comprobada esta hipótesis, los 
ientí�
os supusieron una rela
ión dire
-

ta entre el riesgo de infe

ión en humanos y la pobla
ión de ratones, tanto

infe
tados 
omo no infe
tados. Esta rela
ión les permitía ha
er predi

iones

de futuros brotes de HPS a partir de las varia
iones de re
ursos en los e
o-

sistemas, generadas por los fenómenos 
limáti
os extremos y en 
on
reto, en

el 
aso del sur-oeste de EEUU, el fenómeno del Niño. La aso
ia
ión entre los


asos de HPS y el fenómeno de El Niño ha sido más tarde 
orroborada por

Hjelle y Glass [43℄.

Una primera des
rip
ión matemáti
a nos permite ver 
uantitativamente

esta rela
ión. Se trata de la e
ua
ión logísti
a (e
ua
ión (3.1)), que des
ribe

de manera sen
illa la evolu
ión de los ratones en fun
ión de 3 me
anismos:

na
imientos, muertes naturales y 
ompeten
ia entre ellos. Los parámetros se


orresponden 
on la tasa de na
imientos, a, la tasa de muertes naturales,

b y la 
apa
idad de 
arga, K. La 
apa
idad de 
arga indi
a la 
antidad de

re
ursos que tienen los ratones en su entorno 
omo agua, 
omida o buenas

madrigueras; y 
on los que pueden proliferar.
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Figura 3.2: El efe
to del fenómeno de El Niño en la e
ua
ión logísti
a. En

(a), El Niño es representado 
on un valor alto de K igual a 15 mientras que

la Niña en (b) 
on un valor bajo K = 3 que impli
a un des
enso en el número
de ratones. M representa la densidad de ratones 
iervo.

Una rápida aso
ia
ión entre la 
apa
idad de 
arga y las varia
iones


limáti
as nos permite ver la 
onexión existente entre ellas. De tal modo,

las varia
iones extremas 
omo el fenómeno de El Niño afe
tan a los re
ursos

modi�
ando la 
apa
idad de 
arga del modelo.

dM

dt
= (b− c)M − M2

K
(3.1)

En la Figura (3.2) podemos apre
iar el efe
to de K en la densidad de ra-

tones. Cuando la 
apa
idad de 
arga, K, es alta se produ
e una prolifera
ión

de ratones que evolu
iona hasta saturar el sistema y al
anzar un valor esta-


ionario. Del mismo modo, el des
enso de K trae 
onsigo una disminu
ión

del número de ratones de a
uerdo 
on la hipótesis ini
ial de la 
as
ada tró�
a.

El modelo que hemos introdu
ido brevemente en estas líneas, en 
onso-

nan
ia 
on la hipótesis de la 
as
ada tró�
a, fue desarrollado ini
ialmente

por P.F. Verhulst en 1838 basándose en el libro �Ensayo sobre el prin
ipio

de pobla
ión"de T. Malthus. En la a
tualidad, se apli
a a otras pobla
iones

de seres vivos 
omo una primera aproxima
ión a su 
re
imiento y evolu
ión.

En 
on
reto, en ratones 
iervo se ha observado en laboratorio que la pobla-


ión sigue un 
re
imiento en forma de sigmoide 
ara
terísti
o de la e
ua
ión

logísti
a [99℄.

El modelo tiene un estado esta
ionario estable, Mst = K(b − c), 
ara
-
terizado por los parámetros del sistema y en parti
ular por la 
apa
idad de



3.2. Desarrollo históri
o 21


arga. Esta e
ua
ión no lineal tiene solu
ión analíti
a que, 
omo en los 
asos

experimentales, presenta forma de sigmoide.

M(t) = K(b−c)M(0)e(b−c)t

K(b−c)+M(0)(e(b−c)t−1)
(3.2)

3.2.2. Nuevo episodio del Niño

Con estas premisas se ini
iaron en 1994 nuevos estudios de 
ampo 
on

el objetivo de validar la hipótesis de la 
as
ada tró�
a. Las investiga
iones

tuvieron lugar en regiones 
er
anas a Four Corners, 
on
retamente en los es-

tados de Arizona, Nuevo Méji
o y Colorado (Figura (3.3)), y a partir de 1995
también en el estado de Montana [4, 20, 30, 72, 84℄. Durante los estudios se

re
opilaron datos relativos al ratón 
iervo y a su rela
ión 
on el virus SNV.

Se midieron 
ara
terísti
as tales 
omo el sexo, el tamaño y el peso además

de tomar muestras de sangre 
on la �nalidad de 
ontrastarlas a través del

test ELISA y dete
tar anti
uerpos IgG rela
ionados 
on el virus SNV [64℄.

Figura 3.3: Mapa indi
ativo de los distintos sitios donde se han llevado a


abo estudios de 
ampo 
orrespondientes a los estados de Arizona, Nuevo

Méji
o y Colorado [72℄.

En 1997, la apari
ión de un nuevo episodio del Niño trajo 
onsigo un

aumento signi�
ativo en la pobla
ión de ratones, en 
onsonan
ia 
on las

predi

iones que basadas en las hipótesis anteriores preveían el aumento. Se

pasó de un promedio de 1 ratón por he
tárea a valores de 
asi 20 ratones

por he
tárea en varios lugares del estudio. Al mismo tiempo los test ELISA
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Figura 3.4: Historia natural 
orrespondiente al impa
to de la infe

ión en

el 
entro de estudio Zuni, Nuevo Méji
o. La densidad de ratones 
iervo se

representa 
on rombos unidos por una línea negra, mientras que la densidad

de ratones infe
tados se 
orresponde 
on los 
uadrados y la línea roja. Los


asos de enfermos por HPS están representados en diagrama de barras en


olor verde [102℄.

permitieron 
uanti�
ar el impa
to del virus. Sorprendentemente la rela
ión

entre el número total de ratones y aquellos infe
tados y 
on anti
uerpos IgG

no seguía exa
tamente lo esperado. Los datos indi
aban un retardo entre

ambas variables que no podía ser expli
ando simplemente por una rela
ión

dire
ta entre los ratones infe
tados y el total. De esta manera las investiga-


iones identi�
aban un nuevo tiempo de retardo, que venía a 
onstatar la

ne
esidad de 
omprender el papel de la infe

ión.

En la Figura (3.4) podemos ver la evolu
ión temporal que desde el ini
io

de los estudios y a lo largo de la dé
ada de los 90 des
riben el 
omportamiento
de las 3 variables más signi�
ativas aso
iadas a la infe

ión. En un diagra-

ma de barras se representa el número de 
asos enfermos de HPS que está

rela
ionado 
on la densidad de ratones, mar
ada 
on rombos, y en primera

estan
ia 
on la densidad de ratones infe
tados, en 
uadrados. El retardo tem-

poral entre la explosión demográ�
a de ratones en la primavera de 1997 y su
posterior infe

ión, que a
onte
e meses después, se observa también a partir

del otoño de 1998 
uando la pobla
ión de ratones disminuye drásti
amente

al mismo tiempo que la infe

ión persiste en valores altos. Esta 
ara
terísti
a
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podría ser expli
ada por la hipótesis �delayed density-dependent� que ase-

gura que la pobla
ión después de la épo
a reprodu
tiva determina de forma

propor
ional la infe

ión en la siguiente esta
ión reprodu
tiva [72℄.

3.2.3. La infe

ión en el ratón 
iervo

Los distintos estudios, ini
iados para veri�
ar la hipótesis de la 
as
ada

tró�
a, vinieron a 
ubrir la falta de informa
ión existente sobre los me
anis-

mos de transmisión de la infe

ión [4, 19, 20, 30, 72, 71℄. Una de las primeras

investiga
iones, publi
ada en 1997, señala la importan
ia de la transmisión

horizontal del virus SNV a lo largo de la vida de los ratones, así 
omo de su

posible estru
tura en edades, des
artando una transmisión verti
al a través

del material genéti
o [71℄.

A medida que se iban 
ono
iendo más datos y se veri�
aba el papel que

juega la transmisión horizontal se ahondaba en su des
rip
ión. Los distintos

trabajos apuntaban a las lu
has o en
uentros agresivos que tienen lugar entre

ratones 
omo la prin
ipal 
ausa de 
ontagio.

Mere
e la pena desta
ar que el virus SNV no afe
ta de forma aparente,

por lo menos no le 
ausa enfermedad 
ono
ida al ratón 
iervo que se piensa ha


oevolu
ionado junto al virus desde ha
e millones de años de a
uerdo 
on su

historia natural [102℄. A este respe
to Douglass et al. han en
ontrado que el

peso 
orporal se desarrolla más lentamente en ratones re
ién infe
tados [29℄.

Sin embargo, puede que sea ne
esario volver a 
onsiderar esta idea a la luz

de nuevos estudios que a�rman que los hantavirus tienen aproximadamente

una edad de 900 años y exhiben una rápida evolu
ión a 
orto plazo [88, 89℄.

Por lo tanto, por una u otra razón, el virus se 
omporta 
omo una etiqueta

que nos permite diferen
iar y 
lasi�
ar a los ratones entre aquellos infe
tados

y aquellos que no lo están.

Con estos ingredientes, en 2002 Abramson y Kenkre propusieron un mo-

delo matemáti
o de 2 variables (e
ua
iones (3.3)) que ponía en rela
ión la

densidad de ratones 
on la densidad de ratones infe
tados [6℄. Este modelo

distingue entre ratones infe
tados, MI , y el resto, MS , sus
eptibles de ser

infe
tados. Su evolu
ión temporal, en 
onsonan
ia 
on la e
ua
ión logísti
a,

in
luye un término de 
ontagio que des
ribe las lu
has entre ratones.

El estudio del modelo revela una transi
ión entre 2 estados �nales o esta-

ionarios en fun
ión de la 
apa
idad de 
arga, K, y en última estan
ia de las

varia
iones 
limáti
as extremas 
omo el fenómeno de El Niño. De modo que


uando K es mayor que un valor 
ríti
o, Kc, tiene lugar la infe

ión de la
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Figura 3.5: Simula
iones numéri
as del modelo AK 
orrespondientes al fenó-

meno del Niño. En (a), donde K > Kc se observa infe

ión (K = 15),
mientras que en (b), K < Kc y la infe

ión desapare
e (K = 3).

pobla
ión y el subsiguiente riesgo para la salud públi
a. Mientras que 
uando

K < Kc, se produ
e la desapari
ión del virus. Estos 2 es
enarios 
on
uerdan

on el efe
to del Niño, ↑ K, 
apaz de indu
ir la infe

ión, y el de la Niña,

↓ K, que mantendría el valor de la 
apa
idad de 
arga por debajo del valor


ríti
o y la pobla
ión libre de la infe

ión (Figura (3.5)).

dMS
dt = bM − cMS − MSM

K − aMSMI

dMI
dt = −cMI − MIM

K + aMSMI
(3.3)

En una segunda revisión en
ontramos nuevos detalles que profundizan en

las des
rip
iones anteriores, y que nos permiten postular algunas hipótesis o

aproxima
iones que van a desembo
ar en un nuevo modelo [90℄. Los artí
u-

los de Mills et al. de 1999 y Calisher et al. de 2007 [21, 72℄ aportan nueva

informa
ión sobre los me
anismos de 
ontagio entre ratones y su distribu
ión

en términos de edad o tamaño. En Mills et al. los datos re
ogidos a lo largo

3 años de estudios de 
ampo revelan una estru
tura en edades en fun
ión de

la 
apa
idad de 
ontagio. Además, sugieren que los ratones jóvenes no 
on-

traen el virus, que es transmitido entre los ratones adultos a través de lu
has

entre ellos. En el segundo artí
ulo, Calisher et al. subrayan la importan
ia

de esta hipótesis, basándose para ello en los datos representados en la Figu-

ra (3.6). En ella se dibuja en diagramas de barras las distribu
iones tanto de

anti
uerpos 
omo de heridas y 
i
atri
es visibles re
ogidas a partir de los ra-

tones 
iervo 
apturados durante los años 
omprendidos entre 1994-2004. En
el eje horizontal se indi
a el peso de los ratones, que se dividen en 
lases de

a
uerdo 
on su edad. De modo que la horquilla entre 0-10g representa a los
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Figura 3.6: Por
entaje de ratones 
iervo 
on anti
uerpos 
ontra el virus SNV

(a), 
on heridas o 
i
atri
es dete
tables (b) y 
on anti
uerpos 
on o sin heri-

das (c). Representados en rela
ión a sus masas. Datos re
ogidos durante el

periodo 
omprendido entre 1994 y 2004 en Arizona, Colorado, Montana y

Nuevo Méji
o. El número de ratones estudiados junto a la probabilidad (test

de Fisher), se indi
an en
ima de 
ada barra [21℄.

ratones más jóvenes mientras que los ratones de mayor edad están in
luidos

en el intervalo que va desde los 27g en adelante. El paso de jóven a adulto

tiene lugar entre las 
lases 15-18g y 19-22g. En el primer panel, A, donde

se des
ribe el por
entaje de ratones 
iervo 
on anti
uerpos, identi�
amos 2
regiones diferentes. Mientras que la evolu
ión de anti
uerpos en jóvenes no

sigue una tenden
ia de�nida, la evolu
ión en adultos es 
laramente monó-

tona 
re
iente e in
luso lineal. Esta diferen
ia sugiere un 
omportamiento

distinto entre jóvenes y adultos.

El por
entaje de ratones 
on heridas y 
i
atri
es visibles está representa-

do en el panel B. Éste indi
a un aumento 
re
iente 
on la edad que puede ser

fruto de la a
umula
ión en el tiempo, observándose una 
orrela
ión positiva

entre el por
entaje de ratones 
on heridas y 
i
atri
es visibles, y el de rato-

nes 
on anti
uerpos. Además, en el panel C vemos 
omo en las 6 
lases de

pesos existentes los ratones ma
ho que tienen 
i
atri
es o heridas presentan

una mayor prevalen
ia de anti
uerpos frente a aquellos que no tienen heridas
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Figura 3.7: Efe
to de los anti
uerpos maternos para una pobla
ión de topillo

rojo en laboratorio. MatAb+, se 
orresponde 
on la línea 
ontinua y MatAb-


on la línea dis
ontinua. En (a) representamos la hembras mientras que en

(b) los ma
hos. Los astéris
os indi
an diferen
ias signi�
ativas entre ambos

grupos MatAb [50℄.

ni 
i
atri
es. Sin embargo, la prevalen
ia de ratones ma
ho 
on anti
uerpos,

entre heridos y no heridos, no di�ere signi�
ativamente ni en la infan
ia ni

en la juventud, 
omo tampo
o en la vejez.

A la luz de los datos representados en la Figura (3.6) se observan 2 re-

giones distintas que sugieren diferen
ias entre 2 etapas vitales del ratón 
ier-

vo, 
orrespondientes al antes y al después del paso a la edad adulta. Además,

las lu
has entre ratones pare
en jugar un papel relevante en el 
ontagio de los

ratones adultos, si bien no es 
laro entre los jóvenes. En 
onse
uen
ia otros

me
anismos deberían expli
ar la diferen
ia de 
omportamiento observado

durante la niñez y la juventud en el por
entaje de ratones 
on anti
uerpos.

Los estudios de Mills et al. y Calisher et al. resaltan la importan
ia de

los anti
uerpos maternos 
omo fuente de prote

ión ante el virus en estas

primeras etapas, que en 
onse
uen
ia no provendrían de la infe

ión por el
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virus SNV. Esta expli
a
ión está de a
uerdo 
on los estudios experimen-

tales sobre anti
uerpos maternos en roedores llevados a 
abo en laboratorio

[14, 40, 50℄. En parti
ular, 
omo se ve en la Figura (3.7), Kallio et al. han estu-

diado el efe
to de los anti
uerpos en una pobla
ión de topillo rojo, reservorio

del hantavirus Puumala (PUUV), 
on
luyendo que existe una prote

ión de

los anti
uerpos maternos frente al virus, que en este 
aso tiene una dura
ión

de entre 8 y 12 semanas [50℄. Este efe
to también ha sido observado fuera

del laboratorio [49℄. En parti
ular, para el ratón 
iervo, el intervalo de pro-

te

ión está en 
onsonan
ia 
on el tiempo que tarda en al
anzar la madurez,

estimado entre las 8 y 10 semanas [26℄.

Estas 
onsidera
iones profundizan en los me
anismos que des
riben la

rela
ión entre el ratón 
iervo y el virus SNV, y son hipótesis a
tuales que

deben ser 
ontrastadas a través de experimentos de 
ampo [18℄. Sin embargo,

y a falta de estos estudios, esta tesis sigue un 
amino alternativo e intenta


ontrastar las hipótesis desde un punto de vista teóri
o. De esta manera nos

proponemos des
ribir las propiedades más importantes del pro
eso a largo

plazo e inferir otras nuevas 
on el objetivo de validarlas experimentalmente.

En esta dire

ión desarrollamos un primer modelo fenomenológi
o de a
uer-

do 
on los modelos y razonamientos desarrollados a lo largo de este 
apítulo.

Resumen

Los datos re
ogidos en los estudios de 
ampo vienen a 
lari�
ar la rela
ión

entre la pobla
ión de ratones 
iervo y el virus SNV en el pro
eso de infe

ión.

En parti
ular desta
amos la sus
eptibilidad de los ratones al virus, que está

en rela
ión 
on la edad y la lu
has que tienen lugar entre ellos y que a
túan


omo elemento de transmisión de la infe

ión. Además, a falta de resultados

experimentales 
on
luyentes, las distintas hipótesis introdu
idas son dis
uti-

das teniendo en 
uenta modelos matemáti
os sen
illos.

En los 
apítulos siguientes estudiaremos el papel de la edad en la trans-

misión del virus y expli
aremos, a través de un nuevo modelo, la rela
ión

entre el fenómeno de El Niño y la pobla
ión de ratones. En parti
ular el

retardo temporal observado entre la pobla
ión y la infe

ión. Como 
orolario

�nal, estudiamos el modelo 
on la inten
ión de redu
ir el impa
to del virus

SNV entre las personas, 
omo posible herramienta de preven
ión.
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Modelo

4.1. Introdu

ión

El virus SNV no sólo se transmite entre los ratones 
iervo a través de

lu
has entre ellos, sino que también se transmite al inhalarse en una mez
la

aerosolizada 
on saliva, orina o he
es. Las dinámi
as de estos me
anismos

de transmisión son 
omplejas, habiéndose observado distintos es
enarios en

fun
ión de fa
tores 
omo el estado de la infe

ión en las madres, la exposi
ión

ini
ial al virus, el género, la edad (masa), los 
ambios esta
ionales, el tamaño

medio de la pobla
ión o las diferen
ias espe
í�
as del hábitat en el que viven.

Además, la dinámi
a de la pobla
ión podría también depender entre otras


osas del género, el estado de infe

ión o el desarrollo ini
ial de los ratones.

La 
omplejidad en la rela
ión entre todos estos fa
tores di�
ulta en gran me-

dida el estudio de la infe

ión, de modo que resulta ne
esario aproximar el

sistema a los fa
tores más relevantes, 
on los que si podemos 
onstruir mode-

los matemáti
os plausibles. Un primer intento en esta dire

ión lo 
onstituye

el modelo de Abramson y Kenkre (modelo AK) [6℄. En él, la propaga
ión

del virus tiene lugar a través de lu
has o en
uentros agresivos entre ratones,

de manera que la pobla
ión de ratones queda totalmente determinada por

2 variables en fun
ión de la infe

ión. Este modelo fenomenológi
o permite

des
ribir, 
omo se ha di
ho en el 
apítulo anterior, la apari
ión y propaga
ión

de la infe

ión a partir de la 
apa
idad de 
arga, K, y en última instan
ia

las varia
iones 
limáti
as extremas del fenómeno de El Niño.

El modelo que vamos a tratar en este 
apítulo 
onsidera, al igual que

el modelo AK, la transmisión del virus a través del 
onta
to entre ratones.

Tiene 
omo novedoso una división de la pobla
ión en términos de la edad

y el riesgo de 
ontagio, y profundiza en la des
rip
ión de las 
ara
terísti
as

prin
ipales de la infe

ión 
omo el retardo en la apari
ión del brote o su pos-

terior persisten
ia [90℄. Estos retardos temporales, observados en los estudios

de 
ampo, son expli
ados de manera sen
illa por el modelo 
omo veremos a

29
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ontinua
ión.

En la primera se

ión des
ribimos el modelo, introdu
ido en el 
apítu-

lo anterior, dejando su análisis para las se

iones siguientes. De modo que

primero de forma analíti
a y luego a través de simula
iones numéri
as, ana-

lizamos los es
enarios más relevantes en la historia natural de la infe

ión en

Four Corners. Con
luimos el 
apítulo in
luyendo una propuesta para redu
ir

la infe

ión, así 
omo una 
ompara
ión entre los modelos existentes.

4.1.1. Modelo

Introdu
ir un modelo nuevo en la literatura no siempre es una tarea fá-


il y requiere, entre otras 
osas, que el modelo esté motivado por 
on
eptos


laros y plausibles. Además, la des
rip
ión matemáti
a que ha
e de soporte

a los 
on
eptos, más 
ualitativos, debe ajustarse lo más posible al sistema en


uestión. En esta tesis partimos, en primera estan
ia, de una des
rip
ión en

forma de e
ua
iones diferen
iales 
omo mar
o para la evolu
ión del sistema,

bene�
iándonos de la gran 
antidad de herramientas matemáti
as existentes

para su estudio. Si bien, la naturaleza 
ontinua de las variables es un límite

superior o aproximado de una realidad dis
reta y �nita, 
omo 
omprobare-

mos más adelante en la tesis.

Con este modelo vamos a ir un paso adelante para profundizar, a par-

tir de las investiga
iones de 
ampo, en el 
ono
imiento de la infe

ión en

ratones 
iervo. En parti
ular, no sólo in
orporamos al modelo el he
ho de

que la transmisión del virus SNV es horizontal, i.e., que los ratones na
en

libres del virus. Sino que además estudiamos 
omo esta transmisión puede

estru
turarse en edades.

En esta dire

ión observamos que, aunque los ratones pueden infe
tarse

aún siendo 
rías [18℄, la mayoría de ratones jóvenes no tienen el virus, que

generalmente es 
ontraído en la etapa adulta a través del 
onta
to, en forma

de lu
has entre ellos. Este periodo libre de infe

ión es 
onse
uen
ia de di-

versos fa
tores, entre los que en
ontramos la prote

ión pasiva y temporal de

los anti
uerpos maternos y la falta de exposi
ión al virus en ratones jóvenes.

El modelo re
oge estas ideas a través de una división en edades entre jóvenes

y adultos, que va a jugar un papel relevante en la dinámi
a de la infe

ión a

largo plazo [90℄.

El modelo des
ribe por separado a los jóvenes y a los adultos. En 
on
reto


onsideramos 3 variables: MY que se re�ere a la densidad de ratones jóvenes,

libres del virus, MAs a la densidad de adultos sus
eptibles de infe
tarse y
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MAi a la densidad de adultos infe
tados. Estas variables evolu
ionan rela
io-

nándose entre si en la forma des
rita por los siguientes pro
esos: na
imientos,

muertes, 
ompeten
ia por los re
ursos, 
ontagio de la infe

ión y madura
ión

de los ratones jóvenes en adultos sus
eptibles. De ellos, desta
amos 3 de sus


ara
terísti
as prin
ipales.

1. Los ratones jóvenes, sexualmente maduros, 
ontribuyen de igual forma

que los adultos al término de na
imiento. Esta hipótesis se basa en

datos biológi
os que indi
an que, en valor medio, el periodo libre de

infe

ión dura mas que el tiempo que tarda en al
anzarse la madurez

sexual, y es del mismo orden que el tiempo en el 
ual se al
anza el peso

y tamaño adulto. Esta idea obviamente impli
a que MY representa a

los jóvenes sexualmente maduros y no a los neonatos.

2. El término de madura
ión des
ribe 
omo los jóvenes pasan a la edad

adulta y se vuelven sus
eptibles a 
ontraer el virus. De esta manera,

los ratones que entran en la juventud en t− τ y al
anzan la madurez

en t, son sus
eptibles al virus.

3. El virus sólo se transmite entre adultos, de a
uerdo 
on la hipótesis

ini
ial del periodo libre de infe

ión.

El modelo que proponemos viene des
rito por el siguiente 
onjunto de

e
ua
iones:

dMY
dt = bM − cMY − MY M

K − be−γτM(t− τ)

dMAs
dt = be−γτM(t− τ)− cMAs − MAsM

K − aMAsMAi

dMAi
dt = −cMAi − MAiM

K + aMAsMAi

(4.1)

En él, M se 
orresponde 
on la densidad total de ratones mientras que

a, b, c, K, γ y τ son parámetros positivos rela
ionados 
on los pro
esos: b
y c representan la tasa de na
imientos y muertes respe
tivamente, K es la


apa
idad de 
arga, a la tasa de transmisión del virus y por último γ indi
a

el fa
tor de riesgo y τ el tiempo de madura
ión, ambos relativos al pro
eso

de madura
ión. La fun
ión que des
ribe el riesgo o di�
ultad para llegar a

la madurez tiene aquí forma exponen
ial, de a
uerdo 
on la propuesta de

Aiello y Freedman [9℄. Sin embargo 
ualquier otra fun
ión que se 
omporte

de manera similar lleva a las mismas 
on
lusiones.
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Finalizamos la se

ión 
onsiderando la relaja
ión de alguna de las hipóte-

sis ini
iales. En 
on
reto, la 
ontribu
ión de los ratones jóvenes al térmi-

no de na
imiento, de manera que no todos los ratones jóvenes son sexual-

mente maduros. Si suponemos una tasa de na
imientos, bY , entre los ratones
jóvenes, las simula
iones numéri
as resultantes arrojan una dependen
ia sig-

ni�
ativa respe
to a bY . Sin embargo, y a medida que bY se aproxima a b,
los resultados 
ualitativos se 
onservan y la hipótesis ini
ial se vuelve más

robusta.

4.2. Desarrollo analíti
o

La suma de las 3 e
ua
iones que forman el modelo nos devuelve a la

e
ua
ión logísti
a, que 
omo ya hemos visto, des
ribe la evolu
ión de la po-

bla
ión de ratones en laboratorio [99℄. Además, 
uando la tasa de na
imien-

tos, b, es mayor que la tasa de muertos, c, la e
ua
ión logisti
a desarrolla un

estado esta
ionario estable y �nito.

Mst = K(b− c) (4.2)

A partir de esta expresión obtenemos los estados esta
ionarios o puntos

�jos del modelo. En este 
aso son 4 estados esta
ionarios, de los que inmedia-
tamente des
artamos 2 por ser irrelevantes en nuestro estudio del sistema. Se
trata de los estados esta
ionarios 
orrespondientes a la ausen
ia de ratones

(MY = MAs = MAi = 0) y a un valor negativo, no realista, de la infe

ión

(MAi < 0). Los otros 2 estados esta
ionarios que nos interesan están repre-

sentados en las expresiones (4.3) y (4.4). Ambos son muy similares, 
on las

mismas densidades de ratones jóvenes y adultos, diferen
iándose úni
amente

en el estado de la infe

ión. De modo que mientras que en la expresión (4.3)

no hay ningún ratón infe
tado, la expresión (4.4) des
ribe a un estado 
on

infe

ión, i.e., un valor �nito de ratones infe
tados.

MY = Mst(1− e−γτ )

MAs = Mste
−γτ

MAi = 0

(4.3)

MY = Mst(1− e−γτ )

MAs =
b
a

MAi = Mste
−γτ − b

a

(4.4)
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Un análisis lineal de las estabilidad de los puntos �jos revela una bifur-


a
ión trans
ríti
a en fun
ión de la 
apa
idad de 
arga K [65, 95℄. En el

apéndi
e (A) estudiamos esta transi
ión, 
uyo valor 
ríti
o, Kc, viene dado

por:

Kc =
beγτ

a(b− c)
(4.5)

El estudio de estabilidad a partir de los autovalores indi
a que 
uando

K > Kc el sistema evolu
iona ha
ía el estado esta
ionario 
on MAi > 0
(e
ua
ión (4.4)), mientras que 
uando K < Kc la infe

ión desapare
e,

MAi = 0 (e
ua
ión (4.3)). Visto de otro modo, 
uando el número de ra-

tones al
anza un valor esta
ionario superior a

beγτ

a tiene lugar un brote de

infe

ión.

El fenómeno de El Niño, 
on sus os
ila
iones periódi
as entre el Niño y

la Niña es, 
omo hemos visto en la hipótesis de la 
as
ada tró�
a, su�
iente

para expli
ar la alternan
ia de es
enarios, entre periodos 
on mayor índi
e

de infe

ión y riesgo para la salud públi
a, y periodos en los que la infe

ión

desapare
e y el riesgo se minimiza.

4.2.1. Dinámi
a transitoria

El retardo temporal, que hemos introdu
ido en el modelo a través del

pro
eso de madura
ión, no depende de las 
ara
terísti
as del entorno si bien

juega un papel predominante en la dinámi
a, dividiendo la evolu
ión del sis-

tema en una primera etapa o transitorio y un estado �nal.

Es posible estudiar el sistema en el transitorio asumiendo que en el in-

tervalo (−τ, 0) la 
apa
idad de 
arga toma el valor Ka, y que la solu
ión ha

al
anzado el estado esta
ionario. Además, sabemos que el sistema se relaja

a un valor esta
ionario, y en 
on
reto M a través de la e
ua
ión logísti
a,

lo ha
e en un tiempo �nito t0 ∼ τ . Sustituyendo Mst(t − τ) = Ka(b − c) y
Mst(t) = K(b − c) en el modelo, obtenemos los estados a los que tiende el

sistema en el transitorio.

MY = (b− c)(K −Kae
−γτ )

MAs = Ka(b− c)e−γτ

MAi = 0

(4.6)
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MY = (b− c)(K −Kae
−γτ )

MAs =
b
a

MAi = (b− c)Kae
−γτ − b

a

(4.7)

El parámetro Ka determina la estabilidad de las solu
iones de modo que,


omo hi
imos antes para las solu
iones en el estado esta
ionario, desarrolla-

mos una aproxima
ión lineal para el estudio de la estabilidad en
ontrando

una bifur
a
ión trans
ríti
a 
on un valor 
ríti
o Ka = beγτ

a(b−c) que, 
uriosa-

mente, 
oin
ide 
on Kc (apéndi
e (A)).

En las expresiones (4.6) y (4.7), apare
e un límite inferior al valor de γτ

omo 
onse
uen
ia de que ambas expresiones no pueden tener valores nega-

tivos en el número de ratones jóvenes, lo que no sería realista. Para evitar

ésto, introdu
imos un límite biológi
o MY ≥ 0.

(γτ)min = ln

(

Ka

K

)

(4.8)

4.3. Estudio numéri
o: es
enarios

Las varia
iones en el número de ratones 
iervo, 
omo 
onse
uen
ia de las


ondi
iones 
limáti
as, son interpretadas a la luz del modelo 
omo modi�-


a
iones en los parámetros K y γ, de a
uerdo 
on la hipótesis de la 
as
ada

tró�
a. Además, siguiendo la evolu
ión natural de los ratones 
iervo re
ogida

a lo largo de la de
ada de los años 90 en los estudios de 
ampo alrededor

de Four Corners (ver Figura (3.4) en 
apítulo (3)), proponemos 3 es
enarios
que resumen los periodos más signi�
ativos.

1. Es
enario A: K > Kc > Ka

2. Es
enario B: Ka > Kc > K y Kc > Ka > K

3. Es
enario C: Ka > K > Kc

Para analizar la evolu
ión temporal del sistema resolvemos el modelo

numéri
amente. Los valores de los parámetros son es
ogidos de manera que

o bien son similares a otros modelos de la literatura [6, 7, 8, 32℄ o bien se

ajustan a los datos biológi
os [26, 40, 50, 96℄. En las simula
iones a = 0,4,
b = 2, c = 0,6 y τ = 2 
on K y γ variables. El valor de τ , introdu
ido por

primera vez en este modelo, se ha estimado a partir de los datos biológi
os
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que indi
an que el ratón 
iervo al
anza el peso y el tamaño adulto, tiene su

primera 
amada, al
anza la madurez sexual y se dispersa para estable
erse

en su propia madriguera alrededor de 1-3 meses [26, 96℄. Además, la prote
-


ión pasiva de los anti
uerpos maternos en roedores tiene una prevalen
ia

de 1,5 a 3 meses [40, 50℄. De esta manera un rango válido para τ de entre 1
y 3 meses pare
e razonable. Es importante resaltar que el 
omportamiento


ualitativo del modelo es robusto e independiente del valor parti
ular de τ .
Finalmente, la 
ondi
ión ini
ial en el intervalo (−τ, 0) des
ribe un estado

esta
ionario anterior para los parámetros Ka y γa.

4.3.1. Es
enario A: K>Kc>Ka

En este primer es
enario el sistema parte de 
ondi
iones ambientales

duras o difí
iles, que han generado la desapari
ión de la infe

ión y la redu
-


ión, a valores mínimos, del número de ratones.

La varia
iones 
limáti
as extremas del fenómeno de El Niño, y en este

es
enario 
orresponden a el Niño, indu
en 
ambios signi�
ativos en la 
a-

pa
idad de 
arga, K, que toma valores por en
ima de Kc, permitiendo que

el sistema se re
upere. Ésto genera una explosión demográ�
a del número de

ratones, fundamentalmente de los ratones jóvenes que después de un tiempo

τ se 
onvierten en adultos sus
eptibles de infe
tarse 
on el virus. A partir de

este tiempo τ empieza a 
re
er el número de ratones infe
tados generándose

un brote de infe

ión y ha
iendo saltar las alarmas ante la posibilidad de que

se den nuevos 
asos de HPS (Figura (4.1)).

En la Figura (4.1) 
laramente se observa un retardo temporal entre el

aumento de la densidad de ratones y el brote de la infe

ión. Este 
ompor-

tamiento, 
ara
terísti
o de este es
enario, está en 
onsonan
ia 
on los datos

de 
ampo re
ogidos en [102℄, en 
on
reto 
on el efe
to del Niño durante los

periodos de 1993 y 1997-1998.

4.3.2. Es
enario B: Ka>Kc>K y Kc>Ka>K

En este 
aso, el sistema proviene de un periodo 
on 
ondi
iones ambien-

tales favorables en el que ha tenido lugar un brote de infe

ión, y debido al

efe
to de la Niña evolu
iona ha
ía un valor de K por debajo de Kc. En los

primero momentos, 
ara
terizados por un tiempo τ , la dinámi
a transitoria

genera una rápida redu

ión del número de ratones jóvenes al tiempo que

mantiene el número de ratones infe
tados. En 
onse
uen
ia, la rela
ión entre

la densidad de ratones infe
tados y la densidad total de ratones aumenta

signi�
ativamente, manteniendo el riesgo de infe

ión en humanos durante
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Figura 4.1: Es
enario A. Evolu
ión temporal de la densidad de ratones para

K = 15 y γ = 0,42 (Kc = 8,27). La 
ondi
ión ini
ial para la 
apa
idad de


arga es Ka = 7,5, mientras que las distintas densidades toman los valores

MY = 5,96, MAs = 4,50, MAi = 0,02 (
er
a de la solu
ión esta
ionaria

(e
ua
ión (4.3))). El tiempo se mide en meses. En (a), MY se 
orresponde


on los ratones jóvenes, MAs 
on los ratones adultos sus
eptibles y MAi


on los adultos infe
tados. En (b), vemos 
omo la densidad de ratones sigue

la e
ua
ión logísti
a, y se relaja rápidamente al estado esta
ionario. MH

se re�ere a los ratones no infe
tados, MY + MAS
, mientras que MI a los

infe
tados; �nalmente, en (c) representamos el ratio entre ratones infe
tados
y la pobla
ión total, donde se apre
ia fá
ilmente el brote de infe

ión.

el tiempo que dura este periodo. Pasado un tiempo τ , la solu
ión transito-

ria evolu
iona hasta al
anzar el estado esta
ionario MAi = 0, des
rito en la

expresión (4.3) (Figura (4.2)).

Este fenómeno de persisten
ia en la infe

ión puede redu
irse e in
luso

desapare
er si la tasa de superviven
ia de los ratones jóvenes en el pro
eso de

madura
ión disminuye, lo que en el modelo se 
orresponde 
on un aumento

del valor de γ. En este 
aso,Kc varía 
umpliendo la 
ondi
ión Kc > Ka > K,

de manera que el sistema evolu
iona rápidamente ha
ia la desapari
ión de la

infe

ión, 
omo se observa en la Figura (4.3). A la luz de los 
asos de HPS

observados en humanos podemos interpretar el periodo que su
ede al efe
to

del Niño en los años 1997-1998 
omo un fenómeno de persisten
ia de a
uerdo

on este es
enario.



4.3. Estudio numéri
o: es
enarios 37

0 2 4 6 8 10 12
0

5

10

15

t

n 

 

 
(a) M

Y

M
As 

M
Ai

0 2 4 6 8 10 12
0

10

20

t

n 
(b)

 

 
M
M

H 

M
I

0 2 4 6 8 10 12
0

0.2

0.4

t

 

 
(c) M

I 
/M

Figura 4.2: Es
enario B. Evolu
ión temporal de la densidad de ratones para

K = 7,5 y γ = 0,42 (Kc = 8,27). El sistema evolu
iona a partir del es
enario
A, en dondeKa = 15 yMY = 11,93,MAs = 5,00,MAi = 4,06. La des
rip
ión
general de los diferentes paneles se 
orresponde 
on la Fig. (4.1).
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Figura 4.3: Es
enario B, en donde se ha aumentado el parámetro γ. Re-
presentamos la evolu
ión de ratones para los valores K = 7,5 y γ = 0,9
(Kc = 21,6). El sistema proviene del es
enario A 
on la 
ondi
ión ini
ial de

Ka = 15, γ = 0,42 y MY = 11,93, MAs = 5,00, MAi = 4,06. La des
rip
ión

general de los diferentes paneles se 
orresponde 
on la Fig. (4.1).
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4.3.3. Es
enario C: Ka>K>Kc

Si las 
ondi
iones ambientales se suavizan, de manera que K toma valo-

res por en
ima de Kc, la pobla
ión de ratones infe
tados no desapare
e para

tiempos largos. Este es
enario esta en 
onsonan
ia 
on el efe
to que, sobre la

pobla
ión de ratones, tuvieron el monzón y el posterior invierno suave en el

año 1999 [102℄. Como vemos en la Figura (4.3), el sistema evolu
iona ha
ía

un valor esta
ionario 
on MAi 6= 0 (expresión (4.4)), después de un periodo

intermedio de persisten
ia similar al es
enario B.
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Figura 4.4: Es
enario C. Evolu
ión temporal de la densidad de ratones para

los parámetros K = 10 y γ = 0,42 (Kc = 8,27). El sistema proviene del

es
enario A donde Ka = 15 y MY = 11,93, MAs = 5,00, MAi = 4,06. La
des
rip
ión general de los diferentes paneles se 
orresponde 
on la Fig. (4.1).

4.3.4. Historia natural de la infe

ión

Los es
enarios A, B y C que a
abamos de introdu
ir des
riben los pe-

riodos más signi�
ativos observados en la intera

ión entre las varia
iones


limáti
as, el ratón 
iervo y el virus SNV, de modo que 
ara
terizan la histo-

ria natural de la infe

ión a lo largo de la dé
ada de los 90 en el sur-oeste de

EEUU (ver Figura (3.4) en el 
apítulo (3)). Después de 
ono
er y desarrollar


ada uno de los es
enarios, 
omparamos el modelo 
on los datos experimen-

tales.

En la Figura (4.5) identi�
amos 
laramente 2 intervalos 
on un alto ries-

go de 
ontagio, 
on el 
onsiguiente riesgo para la salud públi
a. Esta 
ara
-
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terísti
a está re
ogida en el es
enario A que, 
omo ya sabemos, modela los

periodos mar
ados por el efe
to del Niño que en este 
aso se 
orresponden


on los años 1993 y 1997-1998. El 
ará
ter 
í
li
o del fenómeno de El Niño

nos re
uerda el papel de la Niña en el pro
eso históri
o, 
uya in�uen
ia ha

sido 
ru
ial en el rápido des
enso de la pobla
ión de ratones infe
tados, lle-

gando in
luso a valores 
er
anos a 0, y que hemos des
rito a través de los

es
enarios C y B.
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Figura 4.5: Una su
esión plausible de es
enarios ejempli�
a la historia natu-

ral de los ratones. El eje horizontal representa el tiempo medido en meses,

que se divide en 6 intervalos de distinta dura
ión. Los es
enarios se ordenan

según el patrón (de izquierda a dere
ha) ACBACB. Las 
urvas dis
ontinuas

en los paneles (a) y (b) representan los datos de 
ampo re
ogidos en [102℄,

que se 
orresponden 
on los pro
esos que tuvieron lugar en la dé
ada de 1990
en el sur-oeste de EEUU.

Además, las investiga
iones de 
ampo revelan que la rela
ión entre M y

MI en el brote de la infe

ión y su posterior desapari
ión, presenta un retar-

do temporal que está re
ogido, en este estudio, en los es
enarios A y B. Es

interesante notar que a pesar de la simpli
idad del modelo, y de la inevitable

dispersión de los datos experimentales, nuestros resultados son 
ompatibles


on los datos experimentales publi
ados por Yates et al., 
orrespondientes a

los brotes de infe

ión o
urridos en 1993 y 1997-1998 [102℄.
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4.4. Control de la infe

ión

Este modelo des
ribe la evolu
ión de una úni
a pobla
ión, la de rato-

nes 
iervo, sin 
onsiderar el efe
to de la intera

ión 
on otras espe
ies. Sin

embargo, es posible que esta intera

ión pueda afe
tar a la dinámi
a de la

infe

ión. En 
on
reto, 
onsideramos el papel de los depredadores en los

ratones jóvenes [22℄, que puede estudiarse en el modelo sin ne
esidad de

modi�
a
iones a través del parámetro γ. De modo que, un aumento de la

depreda
ión de los ratones jóvenes impli
aría un in
remento de γ, y traería


onsigo un aumento de Kc. En 
onse
uen
ia, el sistema sufriría una transi-


ión de fase, pasando de K > Kc a K < Kc, y la variable MAi evolu
ionaría

ha
ia el valor esta
ionario 0.

Esta transi
ión no impli
ar 
ambios en la densidad de ratones, M , que

se mantiene 
onstante (no depende de γ). Sin embargo, el efe
to de los

depredadores si impli
aría un 
ambio en la estru
tura de la pobla
ión que

di�
ultaría la propaga
ión del virus y redu
iría el riesgo de 
ontagio en las

personas.

Resumen

A lo largo de este 
apítulo hemos desarrollado un nuevo modelo fenome-

nológi
o que introdu
e algunos ingredientes no 
onsiderados anteriormente

en otros modelos matemáti
os, y que están rela
ionados 
on la intera

ión

entre el ratón 
iervo y el virus SNV. La división en edades tiene en 
uenta

el papel del periodo libre de infe

ión al 
onsiderar que los anti
uerpos en

jóvenes y subadultos provienen prin
ipalmente de la madre y no del efe
to

del virus en el organismo.

El modelo des
ribe el 
re
imiento logísti
o de la pobla
ión y su rela
ión


on las varia
iones 
limáti
as extremas del fenómeno de El Niño, que ya han

sido introdu
idas anteriormente en otros modelos. Además, predi
e el retar-

do temporal observado entre la pobla
ión y la infe

ión a partir del periodo

libre de infe

ión y del pro
eso de madura
ión de los ratones que divide la

dinámi
a entre un pro
eso transitorio ini
ial y un pro
eso �nal [90℄.

En el modelo AK (
apítulo (3)), Abramson y Kenkre des
riben la dinámi-


a de la infe

ión y expli
an gran parte de las 
ara
terísti
as observadas. Sin

embargo, no expli
an el retardo en la infe

ión que se observa en los estudios

de 
ampo. Una extensión del modelo, desarrollado entre otros autores por

Abramson y Kenkre, fue publi
ada en 2007 [55℄. Este modelo, llamado mo-

delo LS por su analogía entre los ratones jóvenes y adultos y las molé
ulas
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de líquido y sólido, in
luye una división en términos de edad en la que un

término de madura
ión, que 
onsidera el espa
io, des
ribe el paso de jóvenes

a la edad adulta. Además, todos los ratones son 
onsiderados sus
eptibles de

ser infe
tados.

Sin embargo, el modelo LS todavía no ha sido resuelto de manera analíti-


a, y su estudio numéri
o arroja un 
omportamiento similar al del modelo

AK. En 
onse
uen
ia, ni el modelo AK ni el modelo LS des
riben el retardo

observado en la infe

ión, que pare
e estar más rela
ionado 
on la ausen
ia

de propaga
ión del virus entre ratones jóvenes.

En el 
apítulo siguiente profundizaremos en la naturaleza dis
reta y �ni-

ta de la pobla
ión, donde 
onsideraremos las hipótesis ini
iales desde un

des
rip
ión matemáti
a diferente.





Capítulo 5

Des
rip
ión mi
ros
ópi
a

5.1. Introdu

ión

En el 
apítulo anterior hemos 
onsiderado un modelo matemáti
o que,

basado en los sistemas de e
ua
iones diferen
iales, se ajusta al mar
o 
on-


eptual de�nido para la intera

ión entre el ratón 
iervo y el virus SNV.

En este 
apítulo fundamentamos el modelo fenomenológi
o a partir de

la naturaleza �nita y dis
reta de la pobla
ión. En este 
aso, la falta de in-

forma
ión en la dinámi
a de las entidades no es un impedimento para una

des
rip
ión general. Sin embargo, esta aproxima
ión redu
e la des
rip
ión de

la dinámi
a a probabilidades, 
onsiderando realiza
iones en lugar de traye
-

torias [83℄.

El determinismo del 
apítulo anterior da paso a las �u
tua
iones: internas

en sistemas inherentemente esto
ásti
os y externas 
uando la in
ertidumbre

proviene de parámetros externos. En la medida en que sea posible introdu
i-

mos estos 
on
eptos a lo largo del 
apítulo. Al mismo tiempo relegamos los

desarrollos matemáti
os a los apéndi
es �nales.

A lo largo del 
apítulo dis
utimos el papel de las �u
tua
iones en la po-

bla
ión de ratones 
iervo, parti
ularmente en los ratones infe
tados. En la

se

ión (5.2) realizamos un estudio preliminar de la evolu
ión de los ratones

que, 
omo ya hemos visto, está des
rita en la aproxima
ión determinista por

la e
ua
ión logísti
a. Seguidamente 
onsideramos la estru
tura de la pobla-


ión y des
ribimos su evolu
ión temporal. En parti
ular el límite termodi-

námi
o, que re
upera el modelo fenomenológi
o, y los estados esta
ionarios,

que a su vez estudiamos 
on un método perturbativo (se

ión (5.3.2)). En

la se

ión (5.3.3) analizamos el sistema desde un punto de vista numéri
o,

y 
ontrastamos los resultados 
on la des
rip
ión analíti
a. Finalmente 
om-

paramos, en la se

ión 5.3.4, las distribu
iones de probabilidad numéri
a y

43
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analíti
a en el estado esta
ionario.

5.2. La pobla
ión de ratones: sin estru
tura

En esta se

ión desarrollamos un primer a
er
amiento a la naturaleza

dis
reta y �nita de la pobla
ión. A partir de la e
ua
ión logísti
a, que repre-

senta de manera 
ontinua y determinista a la pobla
ión, vamos a 
ono
er los

pro
esos que resumen el 
omportamiento general.

Estos me
anismos representan el nú
leo de la des
rip
ión que, desde un

punto de vista dis
reto, viene dado por los siguientes pro
esos.

Na
imientos:

X
b→ X +X (5.1)

Muertes:

X
c→ ∅ (5.2)

Muertes por 
ompeten
ia:

X +X
k−1

→ X (5.3)

Los parámetros b, c y k−1
toman valores positivos, y se 
orresponden 
on

las 
onstantes de rea

ión de 
ada pro
eso.

Una re�exión rápida sobre la su
esión temporal de los pro
esos a
lara

algunos aspe
tos que, aunque obvios, mere
en la pena ser men
ionados. Los

pro
esos o
urren de forma ordenada en el tiempo, su
ediéndose unos a otros.

Sin embargo, no es posible reprodu
ir 
on �delidad la su
esión de pro
esos

debido, entre otras 
osas, a la falta de medios para re
oger toda esa infor-

ma
ión. Por ello, desde este punto de vista, el problema es inabordable.

En una primera aproxima
ión tratamos de 
ono
er la probabilidad de

en
ontrar a la pobla
ión en el estado X y en el tiempo t a partir de las

su
esiones temporales. En 
on
reto su primer momento, el valor medio X̄ ,

y su segundo momento, la varianza σ2
. Ésto nos permite distinguir entre un

valor medio, X̄, determinista y sus �u
tua
iones, δX, esto
ásti
as y 
ara
-

terizadas por la varianza.

La mayoría de los pro
esos 
onsiderados en este estudio no tienen memo-

ria, son de Markov, lo que, en palabras llanas, quiere de
ir que el presente

determina 
ompletamente el futuro, independientemente del pasado. Ésto
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simpli�
a en gran medida los 
ál
ulos. En la se

ión siguiente estudiaremos

un pro
eso que no es Markov, el pro
eso de madura
ión, que introdu
e un

retardo temporal en el sistema.

El andamiaje matemáti
o que vamos a emplear está basado en la e
ua
ión

maestra, una de las piedras angulares en el estudio de los pro
esos esto
ás-

ti
os, que se ajusta 
omo un guante a la des
rip
ión que bus
amos [37, 100℄.

En el apéndi
e (B) in
luimos los desarrollos teóri
os que llevan a la formu-

la
ión de la e
ua
ión maestra para la pobla
ión de ratones a partir de los

pro
esos (5.1), (5.2) y (5.3).

En este 
aso, la expresión (5.4) es la e
ua
ión maestra resultante para

la pobla
ión de ratones, que viene des
rita en su forma 
ompa
ta por los

operadores 
onstru

ión, E, y destru

ión, E−1
.

dP (x, t)

dt
= (E − 1)cXP (X, t) + (E−1 − 1)bXP (X, t)

+ (E − 1)(
1

2k
)X(X − 1)P (X, t)

(5.4)

Esta e
ua
ión no es tratable en la manera en la que ha sido planteada

por lo que no tiene una solu
ión 
lara. Sin embargo es posible obtener de

manera sen
illa el primer momento de su distribu
ión.

dX̄

dt
= bX̄ − cX̄ − (

1

2k
)(X̄2 − X̄) (5.5)

Profundizando un po
o en la e
ua
ión de valores medios estudiamos el

límite termodinámi
o, en el 
ual el dominio (en este 
aso una super�
ie), Ω,

tiende a in�nito, mientras la densidad x = X̄
Ω es �nita. En este 
aso parti-


ular, al sustituir

2k
Ω por K, la expresión resulta ser análoga a la e
ua
ión

logísti
a (3.1).

dx

dt
= (b− c)x− x2

K
(5.6)

Volviendo a la e
ua
ión (5.4), es posible realizar una expansión de la pro-

babilidad en términos del tamaño del sistema para aquellos 
asos en los que

la pobla
ión es numerosa [32, 37, 100℄. En el artí
ulo de Es
udero et al. [32℄
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se desarrolla este estudio para las �u
tua
iones internas. Re
ogemos estos


ál
ulos en el apéndi
e (B). Como resultado obtenemos la expresión (5.7),

que des
ribe la distribu
ión esta
ionaria de las �u
tua
iones internas en for-

ma de gaussiana 
entrada en el valor medio K(b− c), 
on varianza Kb.

P (δx) =
1√

2πKb
e

−δx2

2Kb
(5.7)

En la Figura (5.1) ilustramos el pro
eso de manera que 
omparamos los

resultados analíti
os 
on las simula
iones numéri
as realizadas a partir del

algoritmo exa
to de Gillespie (apéndi
e (C)). Este método permite 
ono
er

las realiza
iones de manera independiente a la e
ua
ión maestra y 
on ello,

el valor medio y la varianza de la distribu
ión.

Vemos 
omo ambas des
rip
iones 
oin
iden en el estado esta
ionario.

En fun
ión de estos resultados 
on
luimos que las �u
tua
iones internas no

juegan un papel signi�
ativo en la dinámi
a, de modo que no introdu
en


ambios 
ualitativos en el 
aso en el que la pobla
ión de ratones es numerosa

(límite termodinámi
o) y el sistema es homogéneo, i.e., intera

ionan todos


on todos (bien mez
lado).

5.3. La pobla
ión de ratones: 
on estru
tura

Como hi
imos en el 
apítulo anterior, dividimos la pobla
ión en distintos


ompartimentos en fun
ión de su rela
ión 
on el virus. En este 
aso des
ri-

bimos la dinámi
a de la pobla
ión en mayor detalle. Para ello, en primer

lugar planteamos y desarrollamos la e
ua
ión maestra. Después estudiamos

la probabilidad en el estado esta
ionario a través de un método perturbativo

(apéndi
e (B)), 
ontrastando los resultados desde un punto de vista numéri
o

(apéndi
e (C)). Finalizamos la se

ión 
omparando ambos métodos, analíti-


o y numéri
o, para los distintos estados esta
ionarios.

5.3.1. E
ua
ión maestra

Dividimos los pro
esos entre aquellos que afe
tan a la pobla
ión en su


onjunto, y que ya hemos visto en la se

ión anterior, y aquellos que tienen

en 
uenta movimientos entre los distintos 
ompartimentos, 
omo los pro
esos

de madura
ión e infe

ión. A 
ontinua
ión los enumeramos.



5.3. La pobla
ión de ratones: 
on estru
tura 47

0 1 2 3 4 5 6 7
0

10

20

30

40

50

60

t

x

 

 

M exp

σ exp

M teo

σ estacionario teo

Figura 5.1: Evolu
ión temporal de la pobla
ión de ratones en el es
enario A.

En línea dis
ontinua dibujamos el valor medio (negro) y la desvia
ión típi
a

(azul) promediados sobre 1000 realiza
iones que han sido simuladas 
on el

algoritmo de Gillespie. En línea 
ontinua representamos los valores analíti
os

del valor medio (negro) y la desvia
ión típi
a en el estado esta
ionario (azul).

Los parámetros son: c = 0,6, b = 2 y K = 40.

Na
imientos:

Y
b→ Y + Y (5.8)

S
b→ S + Y (5.9)

I
b→ I + Y (5.10)

Muertes:

Y
c→ ∅ (5.11)

S
c→ ∅ (5.12)

I
c→ ∅ (5.13)
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Muertes por 
ompeten
ia:

Y + Y
1
k→ Y (5.14)

Y + S
1
2k→ Y (5.15)

Y + I
1
2k→ Y (5.16)

S + Y
1
2k→ S (5.17)

S + S
1
k→ S (5.18)

S + I
1
2k→ S (5.19)

I + Y
1
2k→ I (5.20)

I + S
1
2k→ I (5.21)

I + I
1
k→ I (5.22)

Contagio:

S + I
a→ I + I (5.23)

Madura
ión:

Y →
τ
S (5.24)

En parti
ular 
onsideramos el pro
eso (5.24). Este pro
eso se extiende en

el tiempo, por lo que es no markoviano. Comienza al tener lugar el na
imiento

de un ratón, y 
ontinua hasta que el ratón entra en su etapa adulta (sus-


eptible al virus) Y → S, un tiempo τ más tarde. Este pro
eso no puede

analizarse dire
tamente, no es instantáneo, y debe des
omponerse en sus

partes más fundamentales.

Σ
Y ′S′I′

P (Y, S, I, t+∆t;Y + 1, S − 1, I, t; Γ;ΥY ′S′I′ ) (5.25)
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La expresión (5.25) des
ribe la probabilidad de que un ratón joven madure,

y se divide en su
esivas partes o etapas [62℄.

1. El término ΥY ′S′I′ representa el na
imiento de un ratón. Ésto puede

o
urrir en 
ualquiera de las 
on�gura
iones ini
iales, (Y
′

, S
′

, I
′

), por
lo que hay que sumarlas todas.

2. Γ indi
a el periodo de madura
ión del ratón. No todos los ratones

al
anzan la edad adulta.

3. Finalmente, al 
ompletar el periodo de madura
ión, (Y +1, S−1, I, t),
el ratón madura y se 
onvierte en adulto, (Y, S, I, t +∆t).

De a
uerdo a estas etapas, dividimos la expresión (5.25) en una jerarquía

de probabilidades 
ondi
ionadas y analizamos 
ada una de sus partes por

separado.

P (Y, S, I, t+∆t;Y + 1, S − 1, I, t; Γ;ΥY ′S′I′ ) =

P (Y, S, I, t +∆t/Y + 1, S − 1, I, t; Γ;ΥY ′S′I′ )

P (Y + 1, S − 1, I, t/Γ;ΥY ′S′I′ )

P (Γ/ΥY ′S′I′ )

P (ΥY ′S′I′ )

(5.26)

El primer término del segundo miembro des
ribe las probabilidades de


onvertirse en adulto, 
onsiderada 
omo 
erteza, y por tanto igual a 1 
uan-
do se 
umplen las 
ondi
iones que le pre
eden en el tiempo. Los términos

siguientes determinan la probabilidad de estas 
ondi
iones. Mientras que el

segundo término 
onlleva la su
esión de mu
hos pro
esos que no 
ono
emos

y no podemos simpli�
ar, el ter
er miembro se 
orresponde 
on la probabili-

dad de superviven
ia en el periodo de madura
ión τ y puede aproximarse por
e−γτ

. Finalmente la probabilidad de que o
urra un na
imiento viene dada

por P (ΥY ′S′I′ ) = b((Y
′ − 1) + S

′

+ I
′

)∆tP (Y
′

, S
′

, I
′

, t− τ).

Una vez des
ompuesto el pro
eso (5.24) en 
ada una de sus partes, esta-

mos en 
ondi
iones de es
ribir la e
ua
ión maestra del sistema (e
ua
ión (5.27)).

En el apéndi
e (B) re
ogemos los 
ál
ulos que llevan a ella.
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dP

dt
= (E−1

Y − 1)b(Y + S + I)P + (EY − 1)cY P

+ (ES − 1)cSP + (EI − 1)cIP

+ (EY − 1)
1

2k
Y (Y − 1 + S + I)P

+ (ES − 1)
1

2k
S(Y + S − 1 + I)P

+ (EI − 1)
1

2k
I(Y + S + I − 1)P

+ (ESE
−1
I − 1)aSIP

+ (E−1
S EY − 1) Σ

Y ′S′I′
P (Y, S, I, t/Γ;ΥY ′S′I′ )

e−γτ b((Y
′ − 1) + S

′

+ I
′

)P (Y
′

, S
′

, I
′

, t− τ)

(5.27)

La evolu
ión temporal de la probabilidad no tiene una forma 
errada, por

lo que no puede resolverse dire
tamente. Sin embargo, es posible estudiar los

momentos de la probabilidad. En esta tesis estudiamos su primer momento,

dejando el resto a futuros análisis. El sistema de e
ua
iones resultante 
orres-

pondiente a la expresión (5.28) des
ribe la evolu
ión de los valores medios

(variables independientes).

dŶ
dt = bM̂ − cŶ − Ŷ (M̂−1)

2k − be−γτ (M̂(t− τ)− 1)

dŜ
dt = be−γτ (M̂(t− τ)− 1)− cŜ − Ŝ(M̂−1)

2k − aŜÎ

dÎ
dt = −cÎ − Î(M̂−1)

2k + aŜÎ

(5.28)

Aproximamos estas e
ua
iones al límite termodinámi
o, donde 
onsi-

deramos la densidad de las variables: MY = Ŷ
Ω , MS = Ŝ

Ω , MI = Î
Ω y

M = MY + MS + MI . Con estas nuevas variables los parámetros b y c
no 
ambian. Si lo ha
en a y K: a = aΩ y K = 2k

Ω .

dMY
dt = bM − cMY − MY M

K − be−γτM(t− τ)

dMAs
dt = be−γτM(t− τ)− cMAs − MAsM

K − aMAsMAi

dMAi
dt = −cMAi − MAiM

K + aMAsMAi

(5.29)
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Esta aproxima
ión de 
ampo medio es 
ompatible 
on el modelo fenome-

nológi
o obtenido de forma heurísti
a en el 
apítulo (4). Además, el modelo

se 
orresponde 
on las e
ua
iones de 
ampo medio, lo que demuestra que

se puede fundamentar desde su naturaleza dis
reta y �nita. Sin embargo,

estas e
ua
iones no resuelven la evolu
ión temporal de la probabilidad, en

parti
ular sus �u
tua
iones.

5.3.2. Flu
tua
iones

Estudiamos la probabilidad esta
ionaria de los ratones infe
tados a par-

tir de un desarrollo perturbativo de la des
rip
ión de 
ampo medio. Para

ello 
onsideramos �u
tua
iones en el sistema de e
ua
iones (4.1), de modo

que las variables se des
omponen en sus valores esta
ionarios y �u
tua
iones:

Xst+ δX. De esta manera M , la suma de MY +MAs+MAi, se es
ribe 
omo

M(t) = K(b− c) + δM(t) (5.30)

donde δM(t) es una variable aleatoria 
uya evolu
ión está des
rita por

la expresión (5.31), siendo ξ(t) un ruído blan
o [32℄.

dδM(t)

dt
= −(b− c)δM +

√

2Kb(b− c)ξ(t) (5.31)

< δM >= 0
< (δM)2 >= Kb

< δM(t)δM(t′) >= Kbe−(b−c)|t−t′|
(5.32)

Para estudiar la esto
asti
idad de MAi, primero ne
esitamos 
ono
er las

�u
tua
iones de M y MY . Como la probabilidad esta
ionaria de las �u
tua-


iones tiene forma gaussiana, es su�
iente 
ono
er los 2 primeros momentos

de las variables junto a sus 
orrela
iones.

Consideramos que MAs = M −MY −MAi, de modo que la solu
ión es-

ta
ionaria para los ratones adultos infe
tados tiene la forma siguiente.

dMAi

dt
= (aK(b− c)e−γτ − b)MAi − aM2

Ai

−MAi((K
−1 − a)δM + aδMY ).

(5.33)
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En el apéndi
e (B) estudiamos las �u
tua
iones de MAi a partir de la

propaga
ión de δM en las distintas variables relevantes.

A 
ontinua
ión ordenamos la expresión (5.33) 
onsiderando un úni
o rui-

do, e introdu
imos un forzamiento externo, A, que representa de manera sen-


illa el papel de las �u
tua
iones externas. Este término 
onsidera la reintro-

du

ión de la infe

ión en el sistema a partir de la intera

ión 
on su entorno.

dMAi

dt
= (aK(b− c)e−γτ − b)MAi − aM2

Ai

−MAiδZ +A

(5.34)

< δZ >= 0
< (δZ)2 >= C2

< δZ(t)δZ(t′) >= C2e−(b−c)|t−t′|
(5.35)

C2 = Kb((K−1 − a)2 +
a2R2

c(2b − c)

+ a(K−1 − a)(c(1 − e−γτ ) + be−γτ )(
1

c
+

1

(2b− c)
)

(5.36)

La e
ua
ión (5.34) es una e
ua
ión esto
ásti
a para MAi, 
uya evolu-


ión depende de un ruido de 
olor. A partir de su e
ua
ión de Fokker-

Plan
k aproximada aso
iada es posible des
ribir su probabilidad esta
ionaria

(apéndi
e (B)) [35, 36℄.

P (MAi) = N(1 +
a

(b− c)
MAi)MAi

(−1−
b(b−c)2

C
+

a(b−c)(A+(b−c)2e−γτK
C

)

e
−

(b−c)e−γτ (2A(b−c)eγτ+aM2
Ai(2a(−b+c)K+eγτ (4b−2c+aMAi)))

2CMAi

(5.37)

La probabilidad está normalizada en fun
ión de la 
onstante N . Si mi-

ramos detenidamente el segundo miembro de la expresión (5.37) vemos 
omo

la densidad de probabilidad tiene una singularidad en 0, normalizable por

en
ima de la 
urva Kc =
beγτ

a(b−c) − Aeγτ

(b−c)2
.

De este modo, la probabilidad se 
omporta 
omo una delta de Dira



uando el sistema está por debajo de Kc, 
on�rmándose la existen
ia de un
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Figura 5.2: Diagrama de fase 
orrespondiente a la densidad de probabilidad

esta
ionaria para los ratones infe
tados. Dis
utimos el diagrama en términos

de K y a, mientras que el resto de parámetros permane
en �jos: b = 2,
c = 0,6, γ = 0,42 y τ = 2. No hay forzamiento externo (A = 0). La línea


ontinua negra 
orresponde a Kc, la dis
ontinua azul a K∗
c y la 
ontinua-

dis
ontinua roja a K∗∗
c . Los puntos mar
ados 
on (a) hasta (d) representan

las densidades de probabilidad esta
ionaria dibujadas en la Figura (5.5).

punto �jo estable en 0. En el otro 
aso, 
uando estamos por en
ima, el punto

�jo se vuelve inestable y la probabilidad toma valores �nitos.

Cuando A = 0, i.e., no hay forzamiento externo, identi�
amos 2 nuevas

regiones 
omo vemos en la Figura (5.2). La región entre las 
urvas Kc (línea


ontinua negra) y K∗
c (línea dis
ontinua azul) tiene 
omo solu
ión una singu-

laridad en 0 además de una distribu
ión de la probabilidad en valores �nitos.

Finalmente, en la región por en
ima de K∗
c la singularidad desapare
e. Hay

una ter
era 
urva, K∗∗
c (línea dis
ontinua 
on puntos roja), por en
ima de

la 
ual el sistema tiene un máximo para algún valor �nito de MAi.

Es posible interpretar el diagrama de fases a partir de la estabilidad de los

puntos �jos. Cuando el sistema está por debajo de Kc, ninguna �u
tua
ión

en MAi 
onsigue sa
ar al sistema del 0. Por lo que, 
omo se ha di
ho, 
onsi-
deramos esta probabilidad 
omo una delta de Dira
. Si, por el 
ontrario, K
es mayor que Kc, el punto �jo en 0 pasa a ser inestable 
reándose un punto

�jo estable en valores �nitos de MAi.

Cuando A 6= 0 el forzamiento externo impide que las realiza
iones al-


an
en el 0. Por lo tanto, siguiendo el análisis expuesto en [32℄, el estado
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esta
ionario bajo �u
tua
iones externas e internas presenta una transi
ión

general des
rita por Kc, mientras que en la ausen
ia de �u
tua
iones ex-

ternas, las �u
tua
iones internas pueden llevar al sistema a la ausen
ia de

infe

ión para valores bajos de K por en
ima de Kc. Volveremos a esta in-

terpreta
ión más adelante al estudiar numéri
amente las realiza
iones.

5.3.3. Simula
iones numéri
as

Re
ientemente se ha estudiado el algoritmo de Gillespie 
on retardo tem-

poral [15, 17, 61℄. En esta tesis hemos adaptado el esquema desarrollado por

Cai [17℄ a nuestro sistema e introdu
ido un nuevo término para des
ribir la

transi
ión a la edad adulta (apéndi
e (C)).

Prin
ipalmente estamos interesados en el estudio del límite termodiná-

mi
o donde el número de ratones es alto y es posible 
omparar nuestros

resultados 
on el estudio analíti
o. Sin embargo, en nuestro 
aso, las simu-

la
iones están restringidas a dominios, Ω, �nitos. No obstante, un tru
o nos

permite re
uperar el límite termodinámi
o al 
onsiderar que el dominio está

formado a su vez por una in�nitud de subdominios �nitos, de modo que 
ada

uno de ellos intera

iona 
on los de su entorno. En parti
ular, 
onsideramos

el movimiento entre subdominios de los ratones infe
tados, que des
ribimos

en forma de �u
tua
iones externas, e introdu
imos en las simula
iones 
omo

un límite inferior al número de ratones infe
tados.

En fun
ión de las 
ondi
iones 
limáti
as tenemos en 
uenta 2 es
ena-

rios [90℄, donde estudiamos el papel que juegan las �u
tua
iones. El primer

es
enario se 
orresponde 
on el es
enario A, en él se dan 
ondi
iones fa-

vorables para el in
remento de la pobla
ión y el subsiguiente brote de la

infe

ión. En el segundo, es
enario B, las 
ondi
iones empeoran y el número

de ratones disminuye junto a la infe

ión.

Los parámetros que es
ogemos para representar ambos es
enarios están

en 
onsonan
ia 
on los valores del 
apítulo anterior: Ω = 8, a = 0,025, b = 2,
c = 0,6, τ = 2 y γ = 0,42 dejando K variable.

5.3.3.1. Es
enario A

Bajo estas 
ondi
iones tiene lugar un aumento de la pobla
ión [6, 90℄.

Como el virus se propaga entre los ratones adultos, existe un retardo tem-

poral entre el 
re
imiento de la pobla
ión produ
ido por el aumento de los

jóvenes, y la infe

ión, que o
urre 
uando los ratones jóvenes se 
onvierten

en adultos. Este periodo está des
rito por el tiempo de madura
ión, τ , y



5.3. La pobla
ión de ratones: 
on estru
tura 55

0 2 4 6 8 10
0

5

10

15

20

25

30
M

t

n

(a)

0 2 4 6 8 10
0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

M
Y

t

n

(b)

0 2 4 6 8 10
0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

M
As

t

n

(c)

0 2 4 6 8 10
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

M
Ai

t

n

(d)

Figura 5.3: Compara
ión de la evolu
ión temporal entre el modelo fenomeno-

lógi
o (línea 
ontinua azul) y el método numéri
o del algoritmo de Gillespie

(línea dis
ontinua roja) para el es
enario A. Cada panel se 
orresponde 
on

una variable. En (a) dibujamos M , MY en (b), MAs en (c) y MAi en (d).
K = 15.


ara
teriza el sistema [90℄.

En la Figura (5.3) observamos 
omo el valor medio de las realiza
iones

evolu
iona en 
onsonan
ia 
on la des
rip
ión de 
ampo medio 
uando 
onsi-

deramos �u
tua
iones externas. Para las realiza
iones en las 
uales la infe
-


ión desapare
e, sólo las �u
tua
iones externas 
onsiguen devolver la infe
-


ión al sistema.

La aproxima
ión de 
ampo medio des
ribe el límite termodinámi
o 
uan-

do el número de ratones infe
tados es su�
ientemente alto para 
onsiderar

que 
on
eptualmente nun
a desapare
e la infe

ión.
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Figura 5.4: Compara
ión de la evolu
ión temporal analíti
a y numéri
a de

la variables 
omo en la Figura (5.3) para el es
enario B. K = 7,5.

5.3.3.2. Es
enario B

Cuando las 
ondi
iones 
limáti
as empeoran, 
omo o
urre en el 
aso de

la Figura (5.4), la pobla
ión de
re
e (a) y las variables siguen evolu
iones ya


ono
idas ((b),(c),(d)) [6, 90℄. La infe

ión tiende a desapare
er después de

un periodo de persisten
ia 
ara
terizado por el tiempo de madura
ión [90℄.

Esta persisten
ia, 
omo ya sabemos, debe ser 
onsiderada 
omo una señal

de alarma ante un mayor riesgo de infe

ión.

En este es
enario, las �u
tua
iones externas no juegan un papel impor-

tante debido a que las realiza
iones evolu
ionan desde valores �nitos ha
ia

la ausen
ia de la infe

ión. Tanto las realiza
iones 
omo la aproxima
ión de


ampo medio se ajustan 
uantitativamente bien, 
omo se apre
ia en la Figu-

ra (5.4).
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Figura 5.5: Representa
ión de las fun
iones de densidad de probabilidad 
o-

rrespondientes a los parámetros indi
ados en la Figura (5.2). Consideramos

�u
tua
iones internas tanto en la probabilidad teóri
a (línea azul 
ontinua)


omo en la probabilidad numéri
a (histograma rojo). El estado esta
ionario

a partir de las e
ua
iones fenomenológi
as está representado 
on una línea

verti
al azul. Para la densidad de probabilidad numéri
a tomamos 1000 re-

aliza
iones en un tiempo �nito sin �u
tua
iones externas, i.e., el punto �jo

0 es un estado absorbente.

5.3.4. Estado esta
ionario

En esta subse

ión 
omparamos la densidad de probabilidad teóri
a en

el estado esta
ionario (subse

ión (5.3.2)), sin �u
tua
iones externas, 
on

su análoga numéri
a 
omputada a partir del algoritmo de Gillespie. En la

Figura (5.2) vemos el efe
to de las �u
tua
iones internas, menos a
usado en

la probabilidad 
al
ulada de manera numéri
a para 
ada uno de los valores

de los parámetros. Para K < Kc no hay infe

ión, 
omo vemos en (a). En
los paneles (b), (c) y (d), K > Kc y en 
onse
uen
ia apare
e un brote de in-

fe

ión. En estos paneles vemos 
omo las �u
tua
iones internas, para valores

bajos de la 
apa
idad de 
arga, al
anzan el estado absorbente lo
alizado en

el 0, mientras que para valores altos esta probabilidad desapare
e. Cualita-

tivamente, la des
rip
ión teóri
a muestra �u
tua
iones mu
ho más intensas
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que las realiza
iones numéri
as, por lo que las transi
iones dibujadas en la

Figura (5.2), K∗
c y K∗∗

c , podrían 
ambiar de forma en un diagrama de fase

numéri
o. En general, ésto sugiere que la infe

ión puede extinguirse en el

estado esta
ionario en ausen
ia de �u
tua
iones externas, 
omo ya vimos en

la subse

ión (5.3.2).

Resumen

Considerando la naturaleza �nita y dis
reta de la pobla
ión hemos estu-

diado, bajo el mar
o 
on
eptual desarrollado en el 
apítulo (3), una nueva

aproxima
ión al modelo fenomenológi
o en el límite termodinámi
o. En este


apítulo hemos visto 
omo la ausen
ia de infe

ión es un estado absorbente,

al
anzable fuera del límite termodinámi
o tanto en el transitorio 
omo en el

estado esta
ionario.

En parti
ular ésto es relevante en el es
enario A, donde la infe

ión puede

llegar a niveles alarmantes para la salud públi
a o por el 
ontrario, extin-

guirse. Sin embargo el es
enario 
ambia 
uando 
onsideramos �u
tua
iones

externas y re
uperamos el límite termodinámi
o. Estas �u
tua
iones a
túan


omo soporte y, en mu
hos 
asos, 
omo germen, re
obrando las previsiones

de brote de infe

ión.

Además hemos estudiado 
omo las �u
tua
iones en el estado esta
ionario,


uando no 
onsideramos �u
tua
iones externas, des
riben distintos es
ena-

rios en fun
ión del tamaño de las �u
tua
iones.

En el siguiente 
apítulo daremos un salto 
on
eptual en el modelo al

introdu
ir espa
io en las e
ua
iones para estudiar la difusión de los ratones.



Capítulo 6

Propaga
ión espa
ial de la

infe

ión

6.1. Introdu

ión

En los 
apítulos anteriores estudiamos la infe

ión por SNV en ratones


iervo, en los 
asos en los que el sistema es homogéneo. En este 
apítulo

damos un paso adelante y 
onsideramos la propaga
ión de la infe

ión en el

espa
io que, 
omo se ha observado en Améri
a del Sur [44℄, es una de las

prin
ipales 
ausas de 
ontagio a tener en 
uenta en humanos.

En parti
ular, estudiamos este fenómeno a partir del modelo fenome-

nológi
o desarrollado en el 
apítulo (4), que extendemos para 
onsiderar la

difusión de ratones. En la literatura en
ontramos algunos trabajos que estu-

dian este fenómeno [7, 22, 55, 66℄.

A lo largo de la primera parte del 
apítulo seguimos, de forma similar,

los desarrollos expuestos en [7℄, mientras que en la segunda parte introdu
i-

mos nuevos ingredientes que van a de�nir 
on mayor pre
isión el es
enario

de propaga
ión. En la se

ión (6.2) desarrollamos el modelo 
onsiderando

difusión. En la se

ión (6.3) planteamos un es
enario general y analizamos

las prin
ipales 
ara
terísti
as de la propaga
ión. Seguidamente estudiamos

la propaga
ión en un es
enario 
on tiempo de agotamiento en la 
apa
idad

de 
arga. Y �nalmente, en la se

ión (6.5), enumeramos las preven
iones,

introdu
idas en las se

iones anteriores, 
on el �n de evitar la propaga
ión

de la infe

ión.

59
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6.2. Modelo

El ratón 
iervo 
ambia eventualmente de madriguera. En parti
ular, des-

pués de abandonar a su madre, en bus
a de una nueva madriguera en su

entorno. Como una primera aproxima
ión a la des
rip
ión de este pro
eso


onsideramos un movimiento aleatorio que representa la dispersión de 
a-

da uno de los ratones. En una des
rip
ión 
ontinua este pro
eso viene dado

por un me
anismo de difusión, y de esta manera lo in
luimos en el modelo

fenomenológi
o. Además este me
anismo también afe
ta al pro
eso de madu-

ra
ión, 
uyo 
ambio entendemos a través de 2 
on
eptos prin
ipales [39℄. El

primero 
onsidera que los ratones na
idos en t− τ y que sobreviven, madu-

ran en un tiempo t. Mientras que el segundo tiene en 
uenta que los ratones

se mueven de forma difusiva, dada por un 
oe�
iente de difusión, DY , que

de�ne la probabilidad de al
anzar un punto x del dominio después de haber

na
ido en y. Si sumamos estos 2 ingredientes llegamos a la expresión (6.1),

e integrando sobre todo el espa
io obtenemos el número de ratones que al-


anzan la madurez en la posi
ión x y el tiempo t.

be−γτ
√

4πDY τe
−(x−y)2/4DY τM(y, t− τ) (6.1)

Esta des
rip
ión, que es una extensión del modelo desarrollado en el 
apí-

tulo (3), des
ribe de forma más realista las heterogeneidades del espa
io. La


apa
idad de 
arga, K(x, t), depende ahora del tiempo y del espa
io. Este


ambio es sustan
ial y de�ne un mapa de refugios en donde la infe

ión

prevale
e en fun
ión de un valor 
ríti
o, Kc = beγτ

a(b−c) . Si las 
ir
unstan
ias


ambian, 
omo vamos a ver en las se

iones siguientes, se produ
e un movi-

miento total de ratones desde los refugios hasta las zonas libres de infe

ión,

que está 
ara
terizado por el 
oe�
iente de difusión, diferente para ratones

jóvenes, DY , y adultos, DA. Teniendo en 
uenta estos 
on
eptos, el modelo

unidimensional es el siguiente.

dMY

dt
= DY

∂2MY

∂x2
+ bM − cMY − MY M

K(x, t)

− be−γτ

∫ ∞

−∞

1√
4πDY τ

e−(x−y)2/4DY τM(y, t− τ) dy

(6.2)

dMAs

dt
= DA

∂2MAs

∂x2
− cMAs −

MAsM

K(x, t)
− aMAsMAi

+ be−γτ

∫ ∞

−∞

1√
4πDY τ

e−(x−y)2/4DY τM(y, t− τ) dy

(6.3)
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dMAi

dt
= DA

∂2MAi

∂x2
− cMAi −

MAiM

K(x, t)
+ aMAsMAi (6.4)

A partir de las e
ua
iones (6.2), (6.3) y (6.4), 
onsideramos el 
ompor-

tamiento general de los ratones, M = MY +MAs +MAi.

dM

dt
= DY

∂2MY

∂x2
+DA

∂2MA

∂x2
+ (b− c)M − M2

K(x, t)
(6.5)

Cuando D = DY = DA, la expresión para M 
oin
ide 
on la e
ua
ión de

Fisher. Esta e
ua
ión ha sido estudiada de forma extensiva, aunque todavía

no ha sido posible obtener su solu
ión analíti
a general [34, 78℄.

6.3. Es
enario

La infe

ión, bajo 
ondi
iones ambientales difí
iles, sobrevive úni
amente

en los refugios (K1 > Kc). Sin embargo, 
omo ya se ha di
ho, 
iertos 
am-

bios en el entorno son su�
ientes para indu
ir un 
ambio 
ualitativo desde

el refugio ha
ia los alrededores.

El aumento y posterior satura
ión del número de ratones en el refugio,

impli
a un movimiento efe
tivo ha
ia los alrededores bus
ando una oportu-

nidad e
ológi
a. En los lugares donde esta oportunidad e
ológi
a es alta, la


apa
idad de 
arga, K2, aumenta. Si K2 > Kc la infe

ión puede apare
er

en ese área, mientras que si K2 < Kc la infe

ión no se propaga.

En las subse

iones siguientes analizamos numéri
amente y analíti
a-

mente el es
enario 
on K1 > Kc y K2 > Kc, y dis
utimos las prin
ipales


ara
terísti
as de la propaga
ión. Consideramos 
omo 
ondi
iones ini
iales

un número �nito de ratones, algunos infe
tados, en el refugio y ningún ratón

en el entorno.

6.3.1. Estudio numéri
o

Implementamos el modelo a través de un método pseudoespe
tral, donde

los términos no lineales y de madura
ión se 
omputan en el dominio real, y
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Figura 6.1: Dispersión de ratones en 1d. desde el refugio ha
ia su entorno

en el tiempo t = 18 u.t.. En 
olor indi
amos las diferentes 
ategorías. Los

ratones jóvenes están dibujados en azul, los adultos sus
eptibles en verde

y los infe
tados en rojo. La suma de los 3 está representada en negro. Los

parámetros son γ = 0,42 y K1 = K2 = 30 > Kc, donde Kc = 8,27.

la implementa
ión del pro
eso tiene lugar en el dominio de Fourier [73℄. En

la implementa
ión utilizamos el método de Euler y 
ondi
iones de 
ontorno

periódi
as en 1d. .

Los parámetros utilizados son los mismos que en anteriores 
apítulos, de

modo que en las siguiente simula
iones a = 0,4, b = 2, c = 0,6 y τ = 2
dejando K y γ variables. El sistema es robusto respe
to al 
oe�
iente de

difusión que, a falta de valores pre
isos en la literatura, eleguimos 
omo el

valor que mejor se ajusta a nuestras simula
iones: D = DY = DA = 10.
El paso de tiempo y espa
io en las simula
iones viene dado por dt = 0,005,
N = 1024 y L = 512, donde N se 
orresponde 
on el número de puntos en

la dis
retiza
ión del espa
io y L es la longitud del dominio.

Los ratones se propagan desde el refugio, situado en el medio del dominio,

a lo largo del eje X. Después de un tránsito, la propaga
ión al
anza un esta-

do en el que los ratones se dispersan en frentes bien de�nidos (Figuras (6.1)

y (6.2)). Primero los ratones sanos, prin
ipalmente los jóvenes, MY , invaden

su entorno a velo
idad 
onstante, independiente de K2 (Figura (6.1)) a un

ritmo dado por la e
ua
ión de Fisher, y que de�ne la vanguardia de los rato-

nes, el frente M. Después llega el frente de infe

ión que se propaga de forma

asintóti
a a velo
idad 
onstante, menor o igual a la velo
idad del frente M,
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Figura 6.2: Evolu
ión temporal en x = 360 u.e., 
orrespondiente a la propa-

ga
ión de ratones en la Fig. (6.1).


omo se muestra en la Figura (6.3).

6.3.2. Estudio analíti
o

Consideramos el 
onjunto de frentes que, 
omo el sistema global, se mueve

desde el refugio ha
ía sus alrededores. En el apéndi
e (D) abordamos 
on más

detalle los 
ál
ulos de esta subse

ión.

Después de un tránsito, 
ada uno de los frentes empieza a moverse a

velo
idad 
onstante. Si desplazamos el sistema de referen
ia y lo 
olo
amos

en
ima de 
ada frente, en una posi
ión 
omóvil a ellos, los frentes pare
en


ongelados, y las e
ua
iones (6.2), (6.3), (6.4) y (6.5) pueden simpli�
arse,

eliminándose los términos de evolu
ión temporal. Resulta su�
iente si estu-

diamos los frentes de M y MAi, debido a que el frente de M está formado

por los frentes de MY y MAs.

(b− c)M − M2

K
+DY

∂2MY

∂x2
+DA

∂2MA

∂x2
+ vM

∂M

∂x
= 0 (6.6)
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Figura 6.3: Propaga
ión en el tiempo de los frentes. El frenteM está dibujado

en azul, el frente MAs en verde y el frente MAi en rojo. Representamos para

varios valores K las diferentes velo
idades de los frentes de infe

ión, MAi.

Para K = 30 y K = 20, la línea dis
ontinua y la línea 
ontinua-dis
ontinua

respe
tivamente, la velo
idad se ajusta asintóti
amente a la velo
idad del

frente de M 
omo indi
an las líneas negras. La linea dis
ontinua (K = 12)
des
ribe una velo
idad inferior al frente M , mientras que la línea 
ontinua

de más abajo, K = 6, representa un frente inmóvil 
omo es de esperar para

K < Kc. γ = 0,42.

− cMAi −
MAiM

K
+ aMAsMAi +DA

∂2MAi

∂x2

+ vMAi

∂MAi

∂x
= 0

(6.7)

A 
ontinua
ión aproximamos 
ada uno de los frentes a una transi
ión

abrupta entre 2 solu
iones homogéneas. Para el frente de M estudiamos la

transi
ión en el borde, donde M = 0.

M = 0 + δM

MY = 0 + δMY

MAs = 0 + δMAs

MAi = 0 + δMAi
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En este punto ∂xδMA ≈ 0 y δMY ≈ δM 
omo se apre
ia en la Figu-

ra (6.1), y sustituyendo esta 
ondi
ión en la e
ua
ión (6.6) obtenemos la

expresión siguiente.

vM∂xδM −D∂xxδM − (b− c)δM = 0 (6.8)

Un análisis de autovalores (apéndi
e (D)), en el que 
onsideramos al

frente 
omo no os
ilatorio, determina un 
riterio para la velo
idad del 
ual,


omo vemos a partir de las simula
iones numéri
as, el sistema sele

iona el

valor mínimo.

vM = 2
√

DY (b− c) (6.9)

Estudiamos el frente de ratones infe
tados (frente de MAi) en el estado

esta
ionario para M = K(b− c) y MAs = K(b− c)e−γτ
.

vMAi
∂xδMAi +DA∂xxδMAi + (b− ae−γτK(b− c))δMAi = 0 (6.10)

De manera que sus autovalores, 
al
ulados de la misma manera que el

frente de M , de�ne la siguiente expresión para la velo
idad.

vMAi
= 2

√

DA(aK(b− c)e−γτ − b) (6.11)

Ambas velo
idades 
oin
iden para K = Ko, siendo Ko mayor que Kc.

Ko =
(DY (b− c) +DAb)e

γτ

a(b− c)DA
> Kc (6.12)

Numéri
amente vemos que 
uando Kc < K < Ko, los frentes de M y

de MAi evolu
ionan a velo
idades diferentes. Sin embargo 
uando Ko < K,

el sistema se mueve al unísono a la velo
idad de�nida por el frente de M
(Figura (6.3)).
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Figura 6.4: Distribu
ión de ratones de a
uerdo 
on la Fig. (6.1). Un tiempo

de agotamiento, τd, des
ribe la evolu
ión ha
ia K3 = 5, 
on γ = 0,7. En (a),
K1 = K2 = 30, y en (b), K1 = 30 y K2 = 22. Podemos ver 
omo la infe

ión
se propaga en (a) mientras que no lo ha
e en (b). Ko = 24,62.

6.4. Es
enario 
on tiempo de agotamiento

En mu
hos 
asos, la oportunidad e
ológi
a se ve limitada en el tiempo

por agotamiento, τd, redu
iéndose los re
ursos a

esibles para los ratones.

Cuando ésto o
urre, bien por 
ausa de los propios ratones (
osumo de los

re
ursos) o por a

ión de agentes externos (
omo por ejemplo fenómenos


limáti
os), la 
apa
idad de 
arga aso
iada de
re
e hasta K3. Un 
ambio

signi�
ativo o
urre 
uando K3 < Kc (Figura (6.4)). En estos 
asos la infe
-


ión se propaga en el espa
io en forma de solitón (Figura (6.5a)). Además,

uando Kc < K2 < Ko, esta solu
ión es disipativa (Figura (6.5b)).

Como un primer paso para medir el tiempo de disipa
ión en la propa-

ga
ión de la infe

ión, 
onsideramos la velo
idad 
omo 
onstante. La longitud

ini
ial re
orrida por el frente de infe

ión antes de que se produz
a el drásti
o

des
enso de K debido al agotamiento viene dado por ∆x = vMAi
(τd − τi),

donde τi es el intervalo de tiempo entre el frente de ratones y el frente

de ratones infe
tados al ini
io de la propaga
ión. Para que se produz
a la

propaga
ión de ratones infe
tados τi debe ser menor que τd. La expresión

que des
ribe el tiempo que tarda en disiparse la infe

ión es la siguiente.

td =
vMAi

(vM − vMAi
)
(τd − τi) (6.13)
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Figura 6.5: Mismo es
enario que en la Fig. (6.4). La infe

ión es representada

en espa
io y tiempo. Mientras que en (a) la infe

ión se propaga a velo
i-

dad 
onstante en forma de solitón, en (b) la propaga
ión es disipativa y la

infe

ión desapare
e en los alrededores de a
uerdo 
on la Fig. (6.4b).

6.5. Salud públi
a: 
ontrol de la infe

ión

La propaga
ión de la infe

ión es un tema de gran preo
upa
ión en 
omu-

nidades 
er
anas a reservas de hantavirus. A lo largo de este 
apítulo hemos

apuntado 3 vías para el 
ontrol de la propaga
ión de la infe

ión que deben

ser examinadas para analizar su relevan
ia. A 
ontinua
ión las enumeramos:

1. Si K2 < Kc, la 
apa
idad de 
arga en los alrededores del refugio se

mantiene en valores por debajo de Kc, de modo que la infe

ión no

puede propagarse en el espa
io. Ésta es la manera más bási
a de 
on-

trolar la infe

ión.

2. Si K2 > Kc y τi > τd, in
luso 
uando la 
apa
idad de 
arga está por

en
ima del valor 
ríti
o, es posible 
ontrolar la propaga
ión de la in-

fe

ión a través del tiempo de agotamiento. Si éste es más 
orto que

el tiempo que tarda la infe

ión en llegar allí, τi, no se propagará la

infe

ión.

3. K2 > Kc, τi < τd y K2 < Ko. Como una última oportunidad para


ontrolar la propaga
ión de la infe

ión, la velo
idad de propaga
ión

tiene que ser inferior a la velo
idad del frente M , de modo que no se

propaga por mu
ho tiempo (Figura (6.5b)).
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Resumen

En este 
apítulo hemos extendido el modelo fenomenológi
o para 
onsi-

derar la difusión de los ratones en el espa
io. El es
enario propuesto tiene en


uenta la propaga
ión de los ratones desde los refugios, donde se 
on
entra

la infe

ión durante los periodos más duros, de forma que los ratones van

llegando a los alrededores en su
esivos frentes. Primero los ratones jóvenes,

en la vanguardia, junto a los adultos sus
eptibles. Mientras que la infe

ión,

que también se propaga desde el refugio a través de los ratones infe
ta-

dos, apare
e un tiempo más tarde. Una aproxima
ión 
onjunta, analíti
a y

numéri
a, demuestra que los frentes se propagan asintóti
amente de manera

esta
ionaria a velo
idades 
onstantes, y siguen expresiones 
ono
idas. Cuan-

do K > Ko el sistema se propaga en 
onjunto a una velo
idad dada por el

frente de ratones, mientras que 
uando Kc < K < Ko el frente de infe

ión,

que está detrás de la vanguardia de ratones, se retrasa a un ritmo 
onstante.

Para K < Kc, la infe

ión no se propaga.

Si introdu
imos un tiempo de agotamiento para la 
apa
idad de 
arga en

los alrededores, el es
enario 
ambia ligeramente. En parti
ular, la infe

ión

se propaga en forma de solitón, que resulta ser disipativa 
uando K < Ko. De

a
uerdo 
on este estudio, hemos propuesto 3 manera diferentes de 
ontrolar

la propaga
ión de la infe

ión y que deben ser examinadas para 
omprobar

su viabilidad.

En mu
has regiones de Améri
a del Sur, la dispersión de los ratones a

partir de los refugios, llamada ratadas, han sido ampliamente observadas en

los últimos siglos [44℄. En parti
ular, el ratón de 
ola larga (Oligoryzomys lon-

gi
audatus) prin
ipal reservorio del virus ANDV, que 
omo sabemos puede

transmitirse entre personas, se ha visto envuelto en la ratada que tuvo lugar

en 2011 en el oeste de Argentina [2℄. A
tualmente se espera para los meses


álidos de este año una ratada en el área de Barilo
he [1℄.



Capítulo 7

Corolario

El número de personas infe
tadas 
on el virus SNV está 
orrela
ionado,

según la teoría epidemiológi
a 
lási
a, 
on el aumento de los 
onta
tos en-

tre ratones 
iervo infe
tados y personas. Por ello, una buena preven
ión que

evite el 
onta
to 
on los ratones es 
ru
ial. En 
ualquier 
aso, una estima
ión

del número de ratones infe
tados nos sirve 
omo indi
ativo del riesgo infe
-


ión por HPS.

En esta dire

ión 
onsideramos la evolu
ión de la infe

ión tanto espa-


ial 
omo temporal, entendida 
omo un realidad 
ompleja. Una manera de

a
er
arse a su des
rip
ión 
onsiste en des
omponerla en sus elementos más

signi�
ativos, que en este 
aso identi�
amos 
omo su an�trión, el ratón 
ier-

vo; el virus SNV, y las varia
iones 
limáti
as extremas 
orrespondientes al

fenómeno de El Niño.

A partir de la literatura existente hemos de�nido un mar
o 
on
eptual

bási
o, donde se des
ribe la naturaleza horizontal de la transmisión del virus,

que se propaga a través del 
onta
to entre ratones adultos, y la división de

la pobla
ión en fun
ión de su rela
ión 
on el virus, entre jóvenes no sus
ep-

tibles, adultos sus
eptibles y adultos infe
tados.

Posteriormente trasladamos estas ideas a un lenguaje matemáti
o, de

modo que de�nimos un nuevo modelo 
uantitativo 
on poten
ial para ser

estudiado analíti
amente y numéri
amente.

La des
rip
ión ma
ro, fenomenológi
a y de valores medios, y la des
rip-


ión mi
ro, que estudia las �u
tua
iones a partir de la e
ua
ión maestra y el

algoritmo de Gillespie, representan al sistema en sus respe
tivas aproxima-


iones y 
oin
iden en el límite termodinámi
o.

En el análisis del modelo identi�
amos las 
ara
terísti
as más impor-

69
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tantes del sistema que, pese a la sen
illez del mar
o 
on
eptual, des
riben las

prin
ipales propiedades en la historia natural del ratón 
iervo en el sur-oeste

de EEUU. En
ontramos la rela
ión dire
ta entre las varia
iones 
limáti
as

extremas del fenómeno de El Niño y sus efe
tos en la pobla
ión de ratones y

la infe

ión. En parti
ular, el efe
to en la infe

ión 
onlleva un retardo tem-

poral 
ara
terizado por el tiempo de madura
ión, τ . Esta rela
ión des
ribe

varios es
enarios que 
lasi�
amos en fun
ión de la 
apa
idad de 
arga, K, y

su valor 
ríti
o, Kc =
beγτ

a(b−c) [90℄.

A la vez, el modelo identi�
a nuevas propiedades y 
omportamientos no

observados 
on anterioridad en la naturaleza, y alienta el desarrollo de nuevos

estudios de 
ampo 
on el objetivo de veri�
ar las predi

iones del modelo y

sus hipótesis ini
iales.

Es el 
aso de los frentes de infe

ión que en
ontramos al estudiar el mo-

delo 
on propaga
ión espa
ial, que en fun
ión de la velo
idad del frente y el

agotamiento de los re
ursos del entorno se forma una onda que puede propa-

garse de manera aunto
onsistente o disipativa.

A lo largo de esta primera parte se han sugerido, a partir del modelo

matemáti
o, distintas a
tua
iones para el 
ontrol de la infe

ión, que deben

ser examinadas ante la posibilidad de una futura implementa
ión. A 
onti-

nua
ión las enumeramos:

1. Si el número de ratones es pequeño, las �u
tua
iones internas pueden

llevar a la desapari
ión de la infe

ión. En estos 
asos, la falta de �u
-

tua
iones externas que a
túan 
omo fuente de ratones infe
tados, 
on-

vierte en permanente la ausen
ia de infe

ión.

2. El modelo presenta una transi
ión des
rita por Kc, que 
ontrola la

apari
ión y desapari
ión de los brotes de infe

ión. El brote desapare
e


uando Kc varía por en
ima de K a través de a

iones tales 
omo la

depreda
ión de ratones jóvenes.

3. Es posible 
ontener la propaga
ión espa
ial de la infe

ión al 
onside-

rar el agotamiento de los re
ursos en el entorno, en fun
ión del tiempo

de agotamiento y la velo
idad de propaga
ión de la infe

ión.
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Eventos extremos en láseres

semi
ondu
tores

8.1. Introdu

ión

En este 
apítulo estudiamos el papel del retardo temporal en láseres. En

parti
ular, estudiamos el efe
to del retardo temporal en la región de pará-

metros donde las solu
iones esta
ionarias son desestabilizadas dando paso a

dinámi
as 
aóti
as.

De entre todos los tipos de láseres, los láseres semi
ondu
tores son, en

ausen
ia de dispositivos adi
ionales, muy estables y sus solu
iones a tiempos

largos son o bien puntos �jos o solu
iones periódi
as. La in
lusión de nuevos

grados de libertad gra
ias a la re�exión de la luz emitida por el láser en una


avidad externa resonante, permite desestabilizar las solu
iones esta
ionarias

en favor de dinámi
as 
aóti
as. El 
aos apare
e enton
es en forma de trenes

de pulsos irregulares 
uyo valor máximo puede, en algunos 
asos, tomar va-

lores muy por en
ima de los valores promedio.

A lo largo del 
apítulo introdu
imos brevemente las no
iones bási
as que

servirán de base para el estudio de los pulsos extremos en las dinámi
as


aóti
as de los láseres semi
ondu
tores 
on 
avidad externa.

En la primera se

ión planteamos de forma teóri
a el estudio de la dinámi-


a de los láseres profundizando en los láseres semi
ondu
tores 
on 
avidad

externa. Mientras que en la segunda se

ión in
luimos los 
on
eptos bási
os

para el estudio de los pulsos extremos en el mar
o de los eventos extremos.

Finalizamos el 
apítulo 
on un resumen de los 
on
eptos más importantes,

que desarrollaremos en el 
apítulo siguiente.
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8.2. Láseres

Los dispositivos láser son fuente de luz 
oherente emitida de forma es-

timulada 
omo ondas ele
tromagnéti
as.

La mayoría de los láseres y en 
on
reto aquellos en los que vamos a 
en-

trarnos son des
ritos de forma teóri
a por las e
ua
iones de Lorenz-Haken

(tipo Fabry-Perot 
on 2 niveles atómi
os) [81℄. Estas e
ua
iones, análogas

a las des
ubiertas por Lorenz para la 
onve

ión de la atmósfera, des
riben

la dinámi
a de un láser a partir de sus variables fundamentales: el 
ampo

elé
tri
o, E, la polariza
ión, P y el número de portadores, N . El sistema

es no lineal y representa 
uantitativamente la evolu
ión temporal de estas

3 variables a partir de los distintos parámetros que entran en juego en el

sistema.

En su libro, Otsuhbo analiza el 
omportamiento general de la dinámi-


a observando 
laramente varias regiones operativas separadas entre si por

su
esivas transi
iones de fase [81℄. Estos regímenes pueden dividirse en 3

ategorias en fun
ión de las 
uales 
lasi�
amos a los láseres. En primer lu-

gar está el régimen de punto �jo, donde el láser permane
e en un estado

esta
ionario 
onstante. Después, tras una transi
ión, apare
e un régimen de

solu
iones periódi
as donde se observan pulsa
iones regulares. Y �nalmente,

en una ter
era región, estas solu
iones son desestabilizadas dando paso a

dinámi
as 
aóti
as.

Es posible disminuir el número de grados de libertad del sistema, y 
on

ello redu
ir el número de solu
iones esta
ionarias, eliminando de manera

adiabáti
a las variables rápidas y obteniendo un sistema de e
ua
iones para

las variables lentas.

En los láseres de 
lase C las variables presentan tiempos de relaja
ión

del mismo orden, sin que pueda simpli�
arse el modelo de 3 variables. En

estos 
asos los láseres presentan los 3 tipos de regímenes vistos 
on anterio-

ridad: puntos �jos, solu
iones periódi
as y solu
iones 
aóti
as. A esta 
lase

pertene
en los láseres de NH3, Ne-Xe y He-Ne para 3,39 µm.

Cuando la variable que des
ribe la polariza
ión se relaja más rápidamen-

te que el resto, el sistema se simpli�
a de modo que queda des
rito por el


ampo elé
tri
o y el inverso de la pobla
ión. Estos láseres pertene
en a la


lase B y son muy estables sin que se observe en ellos dinámi
as 
aóti
as.

Los láseres semi
ondu
tores se en
uentran entre ellos.

Por último está la 
lase A que agrupa a los láseres más estables, donde
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la vida media de los fotones es mu
ho mayor que la del resto de tiempos

de relaja
ión, de manera que el modelo se redu
e a la evolu
ión del 
ampo

elé
tri
o. En esta 
lase está el láser de He-Ne en su rango visible.

Los láseres de la 
lase A y B pueden desestabilizarse al in
luir pertur-

ba
iones externas que añaden grados de libertad al sistema. En 
on
reto los

láseres semi
ondu
tores de 
lase B se desestabilizan al añadir al dispositivo

una 
avidad externa resonante que genera dinámi
as no lineales 
on términos

de retardo (Figura (8.1)).

Figura 8.1: Representa
ión de un dispositivo láser 
on 
avidad externa.

El modelo teóri
o que des
ribe el sistema para un láser semi
ondu
tor


on una 
avidad externa resonante que permite retroalimenta
ión es, para

el 
aso de un úni
o modo de os
ila
ión, el sistema de e
ua
iones de Lang-

Kobayashi (modelo LK) [51, 63, 81℄.

dE

ds
= (1 + iα)NE(s) + ηe−iwθE(s− θ) + βξ (8.1)

T
dN

ds
= J −N − (1 + 2N)|E(s)|2 (8.2)

En estas e
ua
iones el tiempo, s, y el tiempo de retardo, θ, se es
alan a

la vida media del fotón τp: s = t/τp, θ = τ/τp. Los distintos parámetros son:
T = τn/τp donde τn es la vida media de los portadores, η la intensidad de la

onda re�ejada y wθ su fase. El parámetro que representa la intensidad de la


orriente es J , mientras que el fa
tor 
orrespondiente al an
ho de banda es α.
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En el 
apítulo siguiente vamos a estudiar este modelo en la región donde

el sistema es desestabilizado por la retroalimenta
ión ópti
a pudiéndose ob-

servar dinámi
as 
aóti
as [91℄. De entre todas las propiedades de los pulsos

irregulares nos 
entramos en aquellas que presentan los pulsos extremos, en

el mar
o de los eventos extremos.

8.3. Eventos extremos

La mayoría de los eventos extremos que tiene lugar en la naturaleza son

fenómenos que pasarían desaper
ibidos sino fuera por sus graves 
onse
uen-


ias. De manera 
ualitativa un evento extremo es un su
eso po
o fre
uente e

imprede
ible que puede tener 
onse
uen
ias dramáti
as 
omo en el 
aso de

los terremotos, los tsunamis o los 
ra
ks bursátiles.

En el 
ampo de los láseres, los pulsos extremos se originan por pequeñas

varia
iones in
ontrolables en los parámetros que afe
tan de manera negativa

a los dispositivos. En 
on
reto, en el 
apítulo siguiente estudiamos los pulsos

extremos que apare
en al 
onsiderar el efe
to del retardo temporal. Estos

pulsos, presentes en dinámi
as 
aóti
as, son de naturaleza imprede
ible. Sin

embargo, al 
onsiderarlos 
omo parte de la dinámi
a global, en las 
er
anías

del pulso extremo, el sistema se 
omporta siguiendo unos patrones regulares

que 
ara
terizan al propio pulso.

Estadísti
amente un pulso se 
onsidera extremo 
uando supera un um-

bral, generalmente arbitrario, distribuyéndose en las 
olas de la distribu-


ión [58℄. El 
riterio que vamos a seguir 
onsidera a un pulso extremo 
uando

supera 5 ve
es la desvia
ión típi
a por en
ima del valor medio [91℄.

Resumen

La in
lusión del retardo temporal en los láseres de 
lase B semi
ondu
-

tores introdu
e nuevos grados de libertad en el sistema que pueden desestabi-

lizar las variables en favor de dinámi
as 
aóti
as. Entre los pulsos irregulares

que 
ara
terizan a este régimen, los valores más extremos pueden tener 
on-

se
uen
ias dramáti
as al indu
ir 
ambios 
ualitativos, justi�
ando su análisis

en el mar
o de los eventos extremos.

En el 
apítulo siguiente estudiamos di
hos pulsos extremos a la luz del

modelo de Lang-Kobayashi profundizando en sus propiedades más signi�
a-

tivas.



Capítulo 9

Pulsos de intensidad extrema

9.1. Introdu

ión

En el 
apítulo anterior introdujimos brevemente la no
ión de evento ex-

tremo, 
uyo interés prá
ti
o reside fundamentalmente en sus graves 
onse-


uen
ias ya 
ono
idas en 
ampos 
omo la 
limatología, la o
eanografía, la

dinámi
a de pobla
iones o la e
onomía [53, 92, 104, 103℄.

En este mar
o, distintos eventos extremos han sido observados en láseres.

En 
on
reto en láseres 
on modo bloqueado [59℄ y en láseres semi
ondu
tores


on inye

ión ópti
a de onda 
ontinua [13, 94℄ y 
on retroalimenta
ión de fase


onjugada [52℄.

El estudio numéri
o del modelo LK en láseres semi
ondu
tores 
on 
avi-

dad externa ha revelado la existen
ia de pulsos de intensidad muy por en
ima

de los valores promedio. Estos pulsos están lo
alizados en la región 
ono
ida


omo régimen de 
avidad 
orta [41, 42, 91, 97, 98℄, donde el tiempo que tarda

la luz en re
orrer la 
avidad externa es menor que el tiempo de relaja
ión

de las os
ila
iones del láser, y están rela
ionados 
on las transi
iones en-

tre las solu
iones esta
ionarias 
ono
idas 
omo modos de la 
avidad externa

(ECMs) [97℄.

A lo largo de este 
apítulo estudiamos los pulsos de intensidad extrema

en el régimen de 
avidad 
orta. En la se

ión I introdu
imos el modelo LK

junto a sus solu
iones esta
ionarias más signi�
ativas. En la se

ión II iden-

ti�
amos y 
ara
terizamos numéri
amente los pulsos de intensidad extrema

que se observan en una región parti
ular de los parámetros. En la se

ión

III estudiamos el efe
to del ruido y �nalizamos el 
apítulo resumiendo los

puntos más signi�
ativos.

75
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9.2. Modelo

El modelo LK, introdu
ido en el 
apítulo anterior, des
ribe en el 
aso de

un úni
o modo de os
ila
ión la tasa de varia
ión del 
ampo ópti
o, que se


orresponde 
on la variable 
ompleja E, así 
omo la varia
ión del ex
eso en

el número de portadores, N [91℄.

dE

ds
= (1 + iα)NE(s) + ηe−iwθE(s − θ) + βξ (9.1)

T
dN

ds
= J −N − (1 + 2N)|E(s)|2 (9.2)

Este sistema de e
ua
iones 
onsidera el ruido de emisión espontánea, in-

trodu
ido 
omo un ruido blan
o gaussiano y aditivo, ξ, y 
uya intensidad

viene dada por β.

En un primer examen, se apre
ia 
omo la varia
ión del 
ampo ópti
o está

en rela
ión 
on los valores del 
ampo para instantes de tiempo anteriores.

En 
ambio, la variable N evolu
iona úni
amente en fun
ión de los valores de

|E| y N en el instante dado.

Esta 
ara
terísti
a nos permite 
ono
er los puntos donde N es 
onstante

(

dN
ds = 0) (expresión (9.3)). En la Figura (9.1) representamos esta 
ondi-


ión 
omo una super�
ie en el espa
io de fases (Ex,Ey,N). Fuera de ella,

el sistema evolu
iona ha
ía valores de N más pequeños, mientras que en su

interior lo ha
e ha
ia valores más grandes.

|E| =
√

J −N

1 + 2N
(9.3)

Por otro lado, el 
ampo ópti
o deja de variar 
uando |E| = 0, 
ara
terís-
ti
a que junto a la expresión (9.3) des
ribe el punto �jo (|E| = 0, N = J) que
hemos llamado �láser apagado� . La re
ta |E| = 0 de�ne una variedad estable
del punto �jo, 
ara
terizada por un autovalor negativo 
on valor λ = − 1

T
(ver Figura (9.2)).

Existe otro tipo de solu
iones esta
ionarias que también satisfa
en la

expresión (9.3). Es el 
aso de los ECMs, que apare
en al in
orporar al dis-

positivo la retroalimenta
ión ópti
a, y se 
orresponden 
on 
i
los límite en

el espa
io de fases (ver Figura (9.1)). Es posible 
al
ular sus expresiones de
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Figura 9.1: Representa
ión en el espa
io de fase (Ex,Ey,N) de las distintas

solu
iones esta
ionarias que satisfa
en la expresión (9.3) en amarillo. El �láser

apagado� (|E| = 0,N = J) está representado 
on un asteris
o en 
olor rojo,

mientras que los distintos ECMs se 
orresponden 
on 
ír
ulos en 
olor negro.

η = 0,066.

forma analíti
a (apéndi
e (E)).

∆φs = −ηθ
√

1 + α2 sin(∆φs + wθ + arctan(α)) (9.4)

E2
0s =

J −Ns

1 + 2Ns
(9.5)

Ns = −η cos(∆φs + wθ) (9.6)

∆φs, E0s y Ns indi
an los valores esta
ionarios para la diferen
ia de fases,

la amplitud del 
ampo y el ex
eso en el número de portadores de los ECMs.

El número de ECMs se de�ne a partir de la intensidad de la retroalimenta-


ión y su estabilidad depende de los parámetros del modelo.

Cuando aumentamos el valor de η, los ECMs apare
en en parejas a través

de bifur
a
iones de tipo silla, desestabilizando los ECMs ini
ialmente esta-

bles en favor de atra
tores 
aóti
os que pueden llegar a englobar al 
onjunto
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Figura 9.2: Evolu
ión temporal de las variable N en la variedad estable

|E| = 0. En línea 
ontinua se representa la solu
ión analíti
a, mientras que los
asteris
os represetan las simula
iones numéri
as. El dispositivo láser al
anza

el punto �jo 
orrespondiente al �láser apagado� en un tiempo �nito.

de ECMs [27, 69, 93℄.

En nuestras simula
iones hemos observado el 
ambio entre estas dinámi-


as para una región de parámetros similar a la estudiada en [97℄, en donde se

han 
onsiderado las bifur
a
iones que apare
en entre los ECMs. Estudiamos

esta región en bus
a de pulsos extremos tomando 
omo parámetros de 
on-

trol la intensidad y la fase de la retroalimenta
ión. El resto de parámetros

se ajustan a valores �jos: T = 1710, J = 1,155, α = 5 y θ = 70.

El esquema numéri
o utilizado en la implementa
ión de las e
ua
iones


onsidera los términos de retardo y en última estan
ia se basa en el método

de Runge-Kutta de orden 2, 
on un paso de integra
ión ds = 0,01. Las 
ondi-

iones ini
iales se han es
ogido de manera que el 
ampo ópti
o y el número

de portadores tomen valores 
er
anos a 0.

A 
ontinua
ión exponemos los resultados de las simula
iones. En primer

lugar las simula
iones deterministas, relegando para el �nal la dis
usión so-

bre el efe
to del ruido.

9.3. Simula
iones deterministas

Las varia
iones en la intensidad de la retroalimenta
ión, η, indu
en una


ompli
ada se
uen
ia de bifur
a
iones que estudiamos a partir de la ampli-
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Figura 9.3: Diagrama de bifur
a
ión 
orrespondiente a la intensidad de la

retroalimenta
ión ópti
a, η, al aumentar (a) y seguidamente disminuir (b).
Representamos la amplitud de los pulsos respe
to a η. La línea sólida superior
(rojo) determina el umbral a partir del 
ual un pulso es 
onsiderado extremo

(igual a 5 ve
es la desvia
ión típi
a por en
ima del valor medio). En 
ódigo de

olores (marrón-verde) indi
amos el número de pulsos en es
ala logarítma.

Los 
olores más 
laros (marrón) indi
an una probabilidad alta de pulsos,

mientras que los 
olores más os
uros (verde) indi
an una menor probabilidad

para sus 
orrespondientes amplitudes. Las etiquetas 1, 2 y 3 representan las

transi
iones dis
utidas en el texto. β = 0; el resto de parámetros siguen los

valores indi
ados.

tud de los pulsos del láser.

En la Figura (9.3), representamos en el eje verti
al la intensidad de los

pulsos y en 
ódigo de 
olores el número de pulsos en es
ala logarítmi
a 
uan-

do aumentamos (Figura (9.3a)) y disminuimos (Figura (9.3b)) el parámetro

η. Este es
enario de bifur
a
iones, dis
utido en [97℄ y similar al observado en

un láser 
on retroalimenta
ión optoele
tróni
a [10℄, presenta 
ara
terísti
as

propias de los pulsos extremos.

Cuando η aumenta, para valores de η < 0,064, los pulsos de intensidad
son relativamente pequeños (< 4). Sin embargo, aumentado η ligeramente
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por en
ima de este valor, súbitamente tiene lugar un 
ambio 
ualitativo, apre-


iable en la intensidad de los pulsos que toman valores por en
ima de 10, sin
un máximo 
laro. Este 
ambio repentino o
urre alrededor de η ∼ 0,064 y lo

hemos llamado transi
ión 1.

Al 
ontinuar aumentado el valor de η, apare
en distintos regímenes dinámi-

os que in
luyen ventanas periódi
as, paquetes de pulsos regulares (RPPs)

y paquetes de pulsos irregulares [41, 97, 98℄.

En la transi
ión 1, el número de pulsos (en 
ódigo de 
olores) revela que

la amplitud de los pulsos es muy heterogénea. La región 
orrespondiente a los

valores bajos de intensidad, similar antes y después de la expansión, es visi-

tada 
on mayor fre
uen
ia que los pulsos más esporádi
os de intensidad alta.

La distribu
ión de amplitudes de estos pulsos, des
rita en la Figura (9.4),

presenta, después de la expansión, una 
ola larga (que revela la existen
ia

de valores extremos) (Fig. (9.4b)), mientras que tiene un límite bien de�nido

antes de la expansión (Fig. (9.4a)).
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Figura 9.4: Distribu
ión de la amplitud de los pulsos para (a) η = 0,064 y

(b) η = 0,064095, antes y después de la expansión del atra
tor (transi
ión 1),
respe
tivamente. La línea verti
al (rojo) indi
a el umbral a partir del 
ual

los pulsos son 
onsiderados extremos.

Cuantitativamente identi�
amos los pulsos extremos 
omo aquellos 
uya

amplitud toma valores 
orrespondientes a 5 ve
es la desvia
ión típi
a, σ,
por en
ima del valor medio de la distribu
ión de amplitudes (el umbral está

indi
ado 
on una línea (rojo) en las Figs. (9.3) (línea superior) y (9.4) (línea

verti
al). Este 
riterio es arbitrario, sin embargo, en la región de parámetros
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donde observamos los pulsos extremos no hemos notado 
ambios signi�
a-

tivamente 
uando el umbral varía dentro del intervalo 
omprendido entre

5 − 8σ. Hemos tomado 5σ 
omo una solu
ión al 
ompromiso entre el estu-

dio estadísti
o y la dura
ión de las simula
iones (para observar un número

signi�
ativo de pulsos extremos de�nidos a partir de un umbral más alto,

ne
esitaríamos simula
iones mu
ho más largas).

Inmediatamente después de la expansión del atra
tor (transi
ión 1), tiene
lugar un fenómeno de intermiten
ia determinista 
omo se muestra en la Figu-

ra (9.5) y en donde se observa la alternan
ia entre intervalos de intensidad

alta e intensidad media. En los intervalos donde el láser desarrolla pulsos

altos, sólo una pequeña propor
ión de pulsos pasa a ser extrema, i.e., 
ruzan

el umbral representado por la línea horizontal.
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Figura 9.5: Intermiten
ia determinista después de la transi
ión 1 (β = 0).
(a) η = 0,064095, (b) η = 0,06412 y (c) η = 0,0642.

En la Figura (9.6a) mostramos una serie temporal donde se apre
ia la

evolu
ión de un pulso extremo. Las proye

iones de las traye
torias en los

planos (intensidad, retardo temporal) y (número de portadores, retardo tem-

poral) también se muestran en las Figuras (9.6b) y (9.6
) respe
tivamente.

Además la posi
ión de los distintos ECMs está representada en la Figu-

ra (9.6
). Como se apre
ia en esta �gura, los pulsos altos o
urren 
uando la

traye
toria al
anza valores positivos y muy elevados del retardo temporal,

∆φs, mientras que los pulsos de amplitud regular tiene lugar para valores

más bajos del retardo temporal.
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Figura 9.6: (a) Serie temporal en la que se observa un pulso extremo en la

variable intensidad. (b, c) Retratos de fases [Φ(s) − Φ(s − θ)], P ] y [Φ(s) −
Φ(s− θ), N ]. η = 0,066; otros parámetros 
omo en la Figura (9.3).

Si 
ontinuamos aumentando el valor del parámetro de 
ontrol η, llega un
momento en que el atra
tor súbitamente desapare
e (en η ∼ 0,073, 
omo se

apre
ia en la Fig. (9.7a)) en favor de solu
iones os
ilatorias 
on amplitudes

bajas y 
onstantes. A este 
ambio, también repentino, nos vamos a referir


omo transi
ión 2. En esta transi
ión no se observa ningún signo de intermi-

ten
ia. En la Figura (9.7) vemos 
omo antes de que el atra
tor sea destruido,

la dinámi
a es periódi
a y se 
orresponde 
on solu
iones del tipo RPPs, que

se en
uentran por debajo del umbral de pulso extremo.

Siguiendo el mismo atra
tor, de manera que ahora disminuimos el va-

lor de η, en
ontramos el diagrama de bifur
a
iones de la Figura (9.3b). El

atra
tor que des
ribimos 
on anterioridad, y que hemos llamado atra
tor 1,

oexiste 
on un nuevo atra
tor, llamado atra
tor 2, en una región amplia del

parámetro de 
ontrol, 
omo es de esperar en un sistema disipativo.

Ini
ialmente la intensidad periódi
a sufre una bifur
a
ión del tipo Hopf

al
anzando un régimen de punto �jo 
ono
ido 
omo onda 
ontinua (
.w.).

En este 
aso las traye
torias permane
en en el estado esta
ionario (
orres-

pondiente a un ECM estable) hasta que el ECM desapare
e, después de que

tenga lugar una nueva bifur
a
ión del tipo silla entorno a η ∼ 0,066. En este

punto, al que nos referimos 
omo transi
ión 3, las traye
torias evolu
ionan
de vuelta al atra
tor 1, que o
asionalmente presenta pulsos extremos, 
errán-
dose un 
i
lo de histéresis. En prin
ipio, el atra
tor 1 no pare
e afe
tado por
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Figura 9.7: Serie temporal justo antes de la transi
ión 2 (η = 0,073), donde se
observan paquetes de pulsos regulares (RPPs). La representa
ión es análoga

a la Figura (9.6). La línea horizontal (rojo) representa el umbral para los

pulsos extremos.

la apari
ión (desapari
ión), al aumentar (disminuir) η, del ECM. Ésto puede

deberse al he
ho de que el atra
tor 1 y el ECM se en
uentren en regiones

diferentes del espa
io de fases, al originarse el atra
tor 1 a partir de un ECM

diferente. Una vez que la traye
toria regresa al atra
tor 1, si 
ontinuamos
disminuyendo el valor de η, el es
enario que apare
e es el mismo que observa-
mos al aumentar el valor de η (
omparar Fig. (9.3b) después de la transi
ión


on Fig. (9.3a)); i.e., no se observa histéresis en la transi
ión 1.

El es
enario des
rito al variar la intensidad de la retroalimenta
ión tam-

bién se observa 
uando variamos su fase. La Figura (9.8) muestra 3 transi-


iones similares 
uando aumentamos y disminuimos wθ.

9.3.1. Cara
terísti
as de los pulsos extremos

Continuamos estudiando los pulsos extremos a partir de las series tem-

porales de sus variables. En la Figura (9.9) representamos la evolu
ión de

la intensidad del 
ampo ópti
o para distintos pulsos, que superponemos 
on

la inten
ión de 
ompararlos. La �gura ha sido tomada a partir de una si-

mula
ión muy larga, sin 
onsiderar ruido en las e
ua
iones, sele

ionando

los pulsos 
uya amplitud es superior a un umbral �jo. Cada se

ión abar
a

un intervalo temporal de 60ns, y la superposi
ión se obtiene 
entrando 
ada

se

ión en el pi
o del pulso extremo. En la Figura (9.9a) (umbral igual a
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Figura 9.8: Diagrama de bifur
a
ión 
uando (a) aumentamos y (b) dis-

minuimos la fase de la retroalimenta
ión. η = 0,0642; el resto de parámetros
toman los mismos valores que en la Figura (9.3).

10) la superposi
ión de estos intervalos se ajusta espe
ialmente bien antes

y después de los pulsos extremos, siguiendo un patrón repetido para todo

pulso extremo. De la misma manera en la Figura (9.10a) observamos un pa-

trón semejante. En este 
aso representamos la superposi
ión de las distintas

se

iones de la traye
toria en el plano (número de portadores, retardo tem-

poral) para los pulsos extremos. En la �gura vemos 
omo en la región que

pre
ede a los pulsos, las series temporales se 
on
etran en una estru
tura

bien de�nida que hemos llamado �narrow 
hannel�. A diferen
ia de ellas, en

las Figuras (9.9b) y (9.10b) la superposi
ión de pulsos para un umbral más

bajo (igual a 6), es 
onsiderablemente más dispersa y no muestra patrones


laros.

Desde otro punto de vista, la Figura (9.11) representa los pulsos de la

simula
ión en el plano (número de portadores, intensidad) y el sentido de

giro del 
ampo en 
ódigo de 
olores. La línea verti
al (magenta) des
ribe la

variedad estable del �láser apagado�, mientras que la línea obli
ua (amarillo)

representa la super�
ie des
rita por la 
ondi
ión

dN
ds = 0. Los asteris
os

indi
an la posi
ión de los ECMs y en 
olores representamos su sentido de

giro (rojo sentido horario, verde antihorario y magenta para los ECMs sin

rota
ión).
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Figura 9.9: Superposi
ión de pulsos extremos, de manera que sus evolu
iones

temporales están 
entradas en el extremo del pulso. La intensidad de la

retroalimenta
ión, η = 0,066. El umbral que de�ne los pulsos extremos está
indi
ado por la línea horizontal (rojo), y es igual a 10 (a) y 6 (b). En ambos

paneles el número de pulsos es 52.
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Figura 9.10: Retrato de fases [Φ(s)−Φ(s−θ), N ] que muestra la superposi
ión
de las se

iones de la traye
toria 
orrespondientes a los pulsos representados

en la Figura (9.9). El umbral de evento extremo es igual a (a) 10 y (b) 6.
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En la Figura (9.11a) representamos las se

iones de la traye
toria 
o-

rrespondientes a los pulsos extremos y en la Figura (9.11b) las se

iones

de pulsos superiores a 6. En 
olores indi
amos el sentido de giro del 
ampo:

os
uro (azul os
uro) el sentido horario y 
laro (
yan) el sentido horario. Com-

parando ambas �guras vemos 
omo los pulsos extremos tienen lugar 
uando

la traye
toria, para valores de intensidad mínimos, toma valores altos en el

número de portadores al tiempo que mantiene el sentido de giro antihorario

(azul os
uro). El sentido de giro mar
a el 
omienzo de un pulso, ini
iándose


uando el 
ampo empieza a rotar de forma horaria (
yan), para volver a


ambiar más tarde entorno a N ∼ 0. En pulsos no extremos, el 
omienzo del

pulso (giro horario) se al
anza para valores más bajos de N , y la superposi-


ión de sus se

iones no presenta regularidades apre
iables 
omo ya hemos

visto en las Figuras (9.9b) y (9.10b).
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Figura 9.11: Retrato de fases [P,N ] donde se muestra, al igual que en las

Figuras (9.9) y (9.10) la superposi
ión de las se

iones temporales relativas

a los pulsos observados para η = 0,066. La línea verti
al (magenta) repre-

senta la variedad estable del �láser apagado�, mientras que la línea obli
ua

(amarilla) indi
a la posi
ión de la super�
ie donde

dN
ds = 0. Los asteris
os

representan a los ECMs y sus 
olores indi
an el signo de giro: rojo para

el sentido horario, verde para el antihorario y magenta para la ausen
ia de

rota
ión). Sobre este es
enario se dibujan las trazas temporales de las pulsos,

que también en 
olores indi
an su sentido de giro (
yan representa el giro

horario y azul os
uro el antihorario). En el panel (a) representamos 52 pulsos
extremos (umbral igual a 10), y en el panel (b) el mismo número para un

umbral inferior (6).

9.4. Efe
to del ruido de emisión espontánea

Es razonable esperar que las �u
tua
iones aleatorias, inevitables en los

dispositivos láser, induz
an saltos entre los distintos atra
tores que 
oexis-
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ten en el mismo tiempo y que hemos visto 
on anterioridad. Exploramos este

efe
to del ruido a través de diagramas de bifur
a
ión similares a los repre-

sentados en la Figura (9.3), para valores de η 
re
ientes y luego de
re
ientes,
in
luyendo un ruido aditivo en las simula
iones.
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Figura 9.12: (a−c) Zoom de la transi
ión 1 
uando aumentamos la intensidad
de la retroalimenta
ión. (d−f) Zoom de la transi
ión 2 
uando aumentamos
η. (g − i) Zoom de la transi
ión 3 
uando η disminuye. La intensidad del

ruido toma los siguientes valores para (a, d, g) β = 0, (b, e, h) β = 10−4
y

�nalmente para (c, f, i) β = 10−3
.

En la Figura (9.12) vemos en detalle las 3 transi
iones estudiadas 
on-

siderando el efe
to del ruido. Antes de la transi
ión 1 el ruido genera o
a-

sionalmente pulsos de intensidad extrema (Figs. (9.12a) y (9.12b)). Estos

pulsos indu
idos por ruido son debidos a largas ex
ursiones en el espa
io de

fase después de las 
uales la traye
toria se relaja de vuelta en el atra
tor.

El efe
to del ruido observado en las transi
iones 2 y 3 es el esperado


uando 2 atra
tores 
oexisten: en las Figuras (9.12d- 9.12f) (
on η 
re
iente)
el ruido anti
ipa la transi
ión al atra
tor 2, debido a que la transi
ión 2
o
urre en valores más bajos de η. En las Figuras (9.12g- 9.12i), vemos 
omo

la transi
ión 3 también se anti
ipa, i.e., o
urre para valores más grandes de η.
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Resumen

En este 
apítulo hemos estudiado de manera numéri
a las dinámi
as

que tienen lugar en un láser semi
ondu
tor 
on retroalimenta
ión ópti
a

pro
edente de una 
avidad externa 
orta, y hemos demostrado la existen
ia

de regiones de parámetros donde la intensidad de láser muestra pulsos ex-

tremos [91℄.

Hemos identi�
ado 3 transi
iones relevantes, rela
ionadas 
on la apari-


ión de pulsos extremos. La transi
ión 1 y la transi
ión 2 están rela
ionadas


on la apari
ión y destru

ión del atra
tor que sostiene los pulsos extremos.

Este atra
tor 
oexiste 
on otro más pequeño para una región amplia del

parámetro de 
ontrol η (desde la transi
ión 2 hasta la transi
ión 3) de forma
que des
ribe un 
i
lo de histéresis. Al mismo tiempo hemos demostrado que

el ruido no modi�
a este es
enario sino que más bien anti
ipa las diferentes

transi
iones.

Las traye
torias en las que apare
en pulsos extremos mani�estan regu-

laridades antes y después de los pulsos que revelan 
ierto orden en su
esos

a priori imprede
ibles. Tanto la estru
tura en las variables 
ono
ida 
omo

�narrow 
hannel�, 
omo los patrones que se observan en el sentido de giro del


ampo ópti
o son propiedades de la traye
toria que 
ara
terizan a los pulsos

extremos y deben ser 
onsideradas 
on más detalle en futuros trabajos.

Los láseres de diodo 
on 
avidad externa 
orta integrada son a
tualmente

usados de manera sistemáti
a en numerosas apli
a
iones que requieren una

úni
a fre
uen
ia y una fuente de luz e�
iente. Nuestros resultados pueden

ayudar a evitar pulsos de intensidad extrema en estos dispositivos, que po-

drían originarse debido a pequeñas varia
iones in
ontrolables en los paráme-

tros de la retroalimenta
ión.



Capítulo 10

Con
lusiones

La enfermedad infe

iosa HPS fue identi�
ada por primera vez durante

el brote de 1993 en el sur-oeste de EEUU. Desde enton
es se han re
ogido

una gran 
antidad de datos 
on la inten
ión de 
ono
er su naturaleza y en

última instan
ia redu
ir su in
iden
ia. Como vía alternativa a la ausen
ia de

va
unas o terapias antivirales efe
tivas que puedan 
urar la enfermedad, los


ientí�
os han abordado el problema desde el punto de vista de la e
ología.

En esa dire

ión hemos trabajado en la primera parte de esta tesis, donde

hemos motivado, 
on
eptualizado, desarrollado y analizado un modelo ma-

temáti
o 
apaz de des
ribir las 
ara
terísti
as más importantes de la historia

natural del reservorio prin
ipal de virus, el ratón 
iervo [90℄. Algunas de esas


ara
terísti
as han sido des
ritas por primera vez por este modelo que a�r-

ma que el virus sólo se transmite entre ratones adultos. Se trata del retardo

temporal observado entre las varia
iones de la pobla
ión y la infe

ión, tanto

en el brote de la infe

ión 
omo en su desapari
ión (persisten
ia).

Este retardo apare
e al in
luir en el modelo el término no markoviano

de madura
ión, que más allá de desestabilizar la dinámi
a genera solu
iones

esta
ionarias, entre las que se en
uentran aquellas a las que se aproxima el

sistema en el transitorio, 
uya dura
ión es del orden del periodo de madu-

ra
ión. De esta manera la dinámi
a se divide en varios es
enarios en fun
ión

de los transitorios y los estados �nales 
omo hemos visto en el 
apítulo (4).

El efe
to extremo del fenómeno de El Niño sobre los e
osistemas tiene

su impa
to dire
to en la infe

ión y así lo re
oge el modelo observándose

transi
iones entre la ausen
ia y el brote de la infe

ión.

El modelo ha sido estudiado en términos más fundamentales basados en

89
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la naturaleza �nita y dis
reta de los pro
esos, y 
uyo análisis revela la a

e-

sibilidad del sistema al estado absorbente 
orrespondiente a la ausen
ia de

infe

ión, del que sólo puede salirse gra
ias a la llegada de ratones infe
tados

desde el entorno (�u
tua
iones externas).

El último punto que hemos analizado en esta primera parte dedi
ada

al HPS es el efe
to de la difusión de los ratones en su entorno. El retardo

temporal juega, también en este 
aso, un papel importante que se mani�esta

prin
ipalmente en la difusión de los distintos frentes. Primero se propagan

los ratones jóvenes, MY , junto a los adultos sus
eptibles, MAs, y �nalmente

los adultos infe
tados, MAi. La diferen
ia en las distintas expresiones para

la velo
idad de los frentes nos lleva a introdu
ir en el modelo un término

de agotamiento de los re
ursos del entorno, 
uya 
onse
uen
ia dire
ta es el


ontrol de la infe

ión.

Otros puntos a 
onsiderar y que deben ser estudiados en un futuro son,

entre otros, la alternan
ia de dinámi
as entre la ausen
ia y la presen
ia de

infe

ión [16℄, y el efe
to de la biodiversidad en la infe

ión [5℄.

En la segunda parte de la tesis dejamos atrás la e
ología para estudiar

la físi
a de los láseres. Con
retamente nos 
entramos en el estudio numéri
o

de los láseres semi
ondu
tores 
on 
avidad externa resonante, 
uya dinámi
a

para regiones 
on
retas de los parámetros de la retroalimenta
ión (impli
a

un retardo temporal) en el régimen de 
avidad 
orta son 
aóti
as [91℄.

Estudiamos los paquetes de pulsos de intensidad en los 
asos irregulares

que a diferen
ia de los RPPs pueden presentar valores extremos. Un análisis

de estos pulsos extremos a partir de la superposi
ión de sus trazas temporales

revela patrones en el 
omportamiento de la traye
toria tanto en la intensidad

del 
ampo ópti
o 
omo en el número de portadores o en la fre
uen
ia de giro

que han de tenerse en mayor 
onsidera
ión en futuros trabajos.

La importan
ia de estos pulsos extremos se prevé que aumente 
on el

tiempo a medida que los dispositivos al
an
en un menor tamaño ante lo


onveniente de redu
ir las disfun
iones, o fomentar las ventajas, derivadas

de ellos.

El efe
to del retardo temporal en sistemas 
on dinámi
as 
omplejas es en

gran medida sensible a los me
anismos y a los parámetros que los de�nen.

Como hemos visto a lo largo de las 2 partes que 
omponen la tesis, tanto

en la dinámi
a pobla
ional del ratón 
iervo 
omo en la físi
a de los láseres

semi
ondu
tores, el retardo temporal afe
ta a las dinámi
as. En el primer


aso introdu
e un estado transitorio, observado en los estudios de 
ampo,
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mientras que en el segundo indu
e una dinámi
a 
aóti
a.

En ambos sistemas los eventos extremos apare
en tanto en los paráme-

tros relevantes (
aso del ratón 
iervo) 
omo en las variables que des
riben

al sistema (
aso de los láseres), y sus efe
tos indu
en 
ambios 
ualitativos


omo los brotes de infe

ión o las disfun
iones en los dispositivos.

El estudio de eventos extremos debe 
onsiderarse abierto a la interdis
i-

plinariedad y es propio de 
ampos 
omo la biofísi
a, la geofísi
a o la e
onofísi-


a. Además en un futuro debe entenderse en mayor profundidad 
on el �n de

estimar sus efe
tos y su posible impa
to detru
tivo-
onstru
tivo en materias

tan dispares 
omo la te
nología, la e
onomía o la vida.





Apéndi
e A

Estudio de estabilidad de las

solu
iones esta
ionarias

A.1. Análisis lineal

A partir del estudio de las e
ua
iones diferen
iales obtenemos la estabi-

lidad de las solu
iones esta
ionarias.

Lo
almente el sistema puede linealizarse alrededor de una solu
ión esta-


ionaria (p), lo que nos permite, según la teoría de sistema lineales, 
ono
er

su estabilidad.

˙δX = A|pδX donde δX =





MY (t)−MY |p

MAs(t)−MAs|p

MAi(t)−MAi|p





y A|p =











∂ṀY
∂MY |p

∂ṀY
∂MAs |p

∂ṀY
∂MAi |p

∂ṀAs
∂MY |p

∂ṀAs
∂MAs |p

∂ṀAs
∂MAi |p

∂ṀAi
∂MY |p

∂ṀAi
∂MAs |p

∂ṀAi
∂MAi |p











El 
riterio de estabilidad se obtiene al estudiar los autovalores de la ma-

triz A|p. En parti
ular para una solu
ión esta
ionaria (p) dada.

det(A|p − λI) = 0

La solu
ión esta
ionaria es estable 
uando se 
umple que λi < 0 para to-
do i. De este modo el 
riterio des
ribe una región de estabilidad bien de�nida.
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iones esta
ionarias

En nuestro modelo en
ontramos 
uatro solu
iones esta
ionarias relevan-

tes. Las dos primeras apare
en al estudiar el modelo a tiempos largos (P ) .
Mientras que las otras dos se 
orresponden 
on las solu
iones a las que tiende

el sistema en el transitorio (T ).

A.2. Solu
iones a tiempos largos

Las solu
iones tipo P apare
en 
uando el sistema al
anza el estado esta-


ionario �nal. En 
on
reto, su matriz A|p toma la forma:







(b − c)− M
K

− MY

K
− be−γτ

|p
b− MY

K
− be−γτ

|p
b− MY

K
− be−γτ

|p

be−γτ − MAs

K |p
−c+ be−γτ − M

K
− MAs

K
− aMAi|p

be−γτ − MAs

K
− aMAs|p

−MAi

K |p
−MAi

K
+ aMAi|p

−c− M
K

− MAi

K
+ aMAs|p







Su estabilidad se obtiene estudiando los autovalores de la matriz.

P1

Para la solu
ión esta
ionaria P1 = (K(b− c)(1− e−γτ ),K(b− c)e−γτ , 0),
la matriz A|p1 resultante es la siguiente.





−b+ c(1− e−γτ ) c(1− e−γτ ) c(1− e−γτ )
ce−γτ ce−γτ − b ce−γτ − aK(b− c)e−γτ

0 0 −b+ aK(b− c)e−γτ





De modo que en po
os pasos obtenemos el polinomio 
ara
terísti
o aso-


iado que es
ribimos a 
ontinua
ión junto a sus autovalores en forma 
om-

pa
ta.

−e−γτ (b+ λ)(b− c+ λ)(acK + b(eγτ − aK) + eγτλ) = 0

λ1 = −b
λ2 = c− b
λ3 = −e−γτ (beγτ − abK + acK)
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De ellos se dedu
en las siguientes 
ondi
iones:

b > 0
(b− c) > 0
K > Kc

donde Kc =
beγτ

a(b−c) . Como las 2 primeras se 
umplen siempre, la estabili-

dad depende fundamentalmente de la 
apa
idad de 
arga, K.

P2

Esta solu
ión P2 = (K(b− c)(1− e−γτ ), b
a ,K(b− c)e−γτ − b

a) tiene 
omo
matriz a A|p2 .





−b+ c(1− e−γτ ) c(1 − e−γτ ) c(1 − e−γτ )

be−γτ − b
aK be−γτ − b

aK − aK(b− c)e−γτ b(e−γτ − 1)− b
aK

−(b− c)e−γτ + b
aK −(b− c)e−γτ + b

aK + aK(b− c)e−γτ − b b
aK − (b− c)e−γτ





Y su polinomio 
ara
terísti
o aso
iado y autovalores se es
riben 
omo

sigue.

e−γτ (b+ λ)(b− c+ λ)(acK + b(eγτ − aK)− eγτλ) = 0

λ1 = −b
λ2 = c− b
λ3 = e−γτ (beγτ − abK + acK)

Las expresiones para los autovalores de�nen los 
riterios de estabilidad

de la solu
ión.

b > 0
(b− c) > 0
K < Kc

El valor de Kc 
oin
ide 
on su homólogo para la solu
ión esta
ionaria P1:

Kc =
beγτ

a(b−c) .
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Figura A.1: Bifur
a
ión trans
ríti
a. Las líneas solídas 
orresponden a los

estados esta
ionarios estables y las dis
ontinuas a los inestables.

Las solu
iones esta
ionarias P1 y P2 son 
omplementarias según los 
ri-

terios de estabilidad (los 2 primeros 
oin
iden), de modo de�nen una bifur-


a
ión trans
ríti
a en fun
ión del parámetro K.

A.3. Solu
iones en el transitorio

En el transitorio las variables evolu
ionan ha
ia valores esta
ionarios en

los 
asos en que M = K(b−c) y M(t−τ) = Ka(b−c). Estas solu
iones esta-

ionarias tipo T , tienen una matriz A|t que se 
orresponde 
on la siguiente

expresión.





−b 0 0
0 −b− aMAi|t −aMAs|t

0 aMAi|t −b+ aMAs|t





A 
ontinua
ión estudiamos la estabilidad de las solu
iones esta
ionarias

tipo T .
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T1

La matriz aso
iada, A|t1 , en el punto T1 = ((b− c)(K −Kae
−γτ ),Ka(b−

c)e−γτ , 0) es:





−b 0 0
0 −b −ae−γτKa(b− c)
0 0 −b+ ae−γτKa(b− c)





Rápidamente obtenemos su polinomio 
ara
terísti
o y sus autovalores.

(b+ λ)(b+ λ)(−b+ a(e−γτKa(b− c)− λ) = 0

λ1 = −b
λ2 = −b
λ3 = e−γτaKa(b− c)− b

El rango de parámetros para el 
ual la solu
ión es estable resulta ser

análogo al de las solu
iones esta
ionarias tipo P. Sin embargo la 
apa
idad

de 
arga relevante 
ambia a la variable Ka, el valor de K en la 
ondi
ión

ini
ial.

b > 0
Ka < Kc

T2

Por último estudiamos la estabilidad en T2 = ((b−c)(K−Kae
−γτ ), b

a ,Ka(b−
c)e−γτ − b

a). Su matriz aso
iada A|t2 es:





−b 0 0
0 −ae−γτKa(b− c) −b
0 ae−γτKa(b− c)− b 0





Mientras que su polinomio 
ara
terísti
o y autovalores se es
riben 
omo

sigue.
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(b+ λ)(b+ λ)(b− ae−γτKa(b− c)− λ) = 0

λ1 = −b
λ2 = −b
λ3 = −e−γτaKa(b− c) + b

Al igual que la solu
ión anterior, T1, el 
riterio de estabilidad rela
iona

la 
apa
idad de 
arga en la 
ondi
ión ini
ial, Ka, 
on su valor 
ríti
o. De

manera que ambas solu
iones inter
ambian estabilidad en una bifur
a
ión

trans
riti
a para Kc.

b > 0
Ka > Kc



Apéndi
e B

Estudio de la e
ua
ión maestra

B.1. Pobla
ión sin estru
tura

En esta se

ión nos aproximamos a la naturaleza dis
reta y �nita de una

pobla
ión. En 
on
reto, los pro
esos más fundamentales que des
riben la

evolu
ión logísti
a: na
imientos, muertes naturales y muertes por 
ompeten-


ia. Esta des
rip
ión es ne
esariamente probabilísti
a ya que, 
omo es obvio,

no 
ono
emos ni todos los grados de libertad que 
ara
terizan al sistema ni

sus evolu
iones. En esta se

ión y en la siguiente planteamos una expresión

para la evolu
ión temporal de la probabilidad a partir de la e
ua
ión maes-

tra, que se 
orresponde 
on el 
onjunto de las realiza
iones [37, 100℄.

La e
ua
ión maestra para pro
esos dis
retos markovianos se puede es-


ribir de la siguiente manera [28℄.

dP (X, t)

dt
=

∑

Y

(ωX,Y P (Y, t)− ωY,XP (X, t)) (B.1)

Consideramos a 
ontinua
ión los pro
esos que des
riben las intera

iones

fundamentales en la pobla
ión.

Na
imientos:

X
b→ X +X

ω(X|X − 1) = b

(

X − 1
1

)

= b(X − 1)

ω(X + 1|X) = b

(

X
1

)

= bX

99
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Muertes naturales:

X
c→ ∅

ω(X|X + 1) = c

(

X + 1
1

)

= c(X + 1)

ω(X − 1|X) = c

(

X
1

)

= cX

Muertes por 
ompeten
ia:

X +X
k−1

→ X

ω(X|X − 1) = 1
k

(

X + 1
2

)

= 1
2k (X + 1)X

ω(X + 1|X) = 1
k

(

X
2

)

= 1
2kX(X − 1)

A partir de la expresión (B.1) es
ribimos la e
ua
ión maestra 
orrespon-

diente a estos pro
esos.

dP (X, t)

dt
= c(X + 1)P (X + 1, t) + b(X − 1)P (X − 1, t) +

1

2k
X(X + 1)

P (X + 1, t)− cXP (X, t) − bXP (X, t) − 1

2k
X(X − 1)P (X, t)

(B.2)

A 
ontinua
ión des
ribimos los operadores 
onstru

ión y destru

ión,


on los que la e
ua
ión maestra se presenta en una forma más 
ompa
ta.

Ef(X, t) = f(X + 1, t)

E−1f(X, t) = f(X − 1, t)

dP (X, t)

dt
= (E−1−1)bXP (X, t)+(E−1)cXP (X, t)+(E−1)

1

2k
X(X−1)P (X, t)
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La e
ua
ión (B.2) no es tratable por si sola, por lo que no puede ser

resuelta exa
tamente. Si bien es posible, a partir de la e
ua
ión maestra,


ono
er la evolu
ión de los valores medios. Multipli
ando la expresión por la

variable X y sumando para todos los valores posibles obtenemos una expre-

sión para el primer momento.

∑

X X dP (X,t)
dt =

∑

X(cX(X + 1)P (X + 1, t) + bX(X − 1)P (X − 1, t)

+ 1
2kX

2(X + 1)P (X + 1, t)− cX2P (X, t) − bX2P (X, t)

− 1
2kX

2(X − 1)P (X, t))
(B.3)

Rees
ribiendo esta expresión en fun
ión de los promedios de la variable

X̂ =
∑

X XP (X, t) resulta la siguiente e
ua
ión.

dX̂

dt
= bX̂ − cX̂ − 1

2k
(X̂(X̂ − 1)) (B.4)

En el límite termodinámi
o, donde Ω → ∞ y

X
Ω es �nito, esta e
ua
ión

toma la forma de la e
ua
ión logísti
a.

dx

dt
= (b− c)x− x2

K

Donde, al parti
ularizar al límite termodínami
o, hemos 
onsiderado la

variable densidad x = X̂
Ω y el parámetro de la 
apa
idad de 
arga 
omo

K = 2k
Ω .

Llegados a este punto, aproximamos la e
ua
ión maestra (e
ua
ión (B.2))

gra
ias a un desarrollo en el tamaño del sistema, a una expresión más mane-

jable siguiendo el estudio desarrollado en el artí
ulo de Es
udero et al. [32℄.

Partimos de la e
ua
ión maestra en forma 
ompa
ta, des
rita a partir

de los operadores 
onstru

ión y destru

ión, que expresamos en fun
ión de

una serie in�nita de derivadas. La variable n es la extensión 
ontinua de la

variable dis
reta X.

f(n± 1) = exp(± ∂

∂n
)f(n) =

∞
∑

j=0

(±1)j

j!

∂j

∂nj
f(n)
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dP (n, t)

dt
= [b

∞
∑

j=1

(−1)j

j!

∂j

∂nj
+c

∞
∑

j=1

1

j!

∂j

∂nj
]nP (n, t)+

1

KΩ

∞
∑

j=1

1

j!

∂j

∂nj
n(n−1)P (n, t)

Realizamos un 
ambio de variable y suponemos que el valor medio de la

densidad de ratones, x(t), varía siguiendo el tamaño del sistema, Ω, mientras
que las �u
tua
iones a su alrededor, δx, lo ha
en en fun
ión de Ω1/2

.

n → Ωx(t) + Ω1/2δx

De�nimos una nueva probabilidad para las �u
tua
iones, ρ(δx, t) = P (n,t)

Ω1/2 ,

que junto al 
ambio de variables sustituimos en la expresión de la e
ua
ión

maestra.

∂ρ(δx, t)

∂t
− Ω1/2 dx

dt

∂ρ(δx, t)

∂δx
=

[b
∞
∑

j=1

Ω−j/2 (−1)j

j!

∂j

∂δxj
+ c

∞
∑

j=1

Ω−j/2 1

j!

∂j

∂δxj
](Ωx+Ω1/2δx)ρ(δx, t)

+
1

KΩ

∞
∑

j=1

Ω−j/2 1

j!

∂j

∂δxj
(Ωx+Ω1/2δx)(Ωx +Ω1/2δx− 1)ρ(δx, t)

donde 
onsideramos la siguiente regla de la 
adena:

(
∂P (n, t)

∂t
)n = (

∂ρ(δx, t)

∂t
)δx + (

∂ρ(δx, t)

∂δx
)t(

∂δx

∂t
)n

Igualando a 0 los términos que van 
on Ω1/2
, obtenemos la e
ua
ión para

los valores medio (e
ua
ión (B.1)), 
uyo valor en el estado esta
ionario es

x = K(b− c). Sustituyendo esta expresión en la e
ua
ión maestra restante,

y ha
iendo Ω → ∞, en
ontramos una expresión para la probabilidad de las

�u
tua
iones en el estado esta
ionario.

∂(δxρ)

∂δx
+Kb

∂2ρ

∂δx2
= 0

Esta expresión puede des
ribirse en términos de una e
ua
ión de Fokker-

Plank de modo que 
uando las 
ondi
iones de 
ontorno son naturales en
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±∞ la distribu
ión de probabilidad esta
ionaria para las �u
tua
iones es la

siguiente.

ρ(δx) = (
1

2πKb
)1/2e

δx2

2Kb

B.2. Pobla
ión 
on estru
tura

Al 
onsiderar la rela
ión del virus 
on los ratones debemos tener en 
uenta

la división en 
ategorias de la pobla
ión. En fun
ión de su edad y sus
eptibi-

lidad al virus, los ratones se dividen en 3 
ategorias: jóvenes no sus
eptibles,
Y , adultos sus
eptibles, As; y adultos infe
tados, Ai. Dos pro
esos nuevos,
el de madura
ión y el de 
ontagio, 
ara
terizan junto a los pro
esos de la

se

ión anterior la dinámi
a entre las variables.

Na
imientos:

Y
b→ Y + Y

ω(Y, S, I|Y − 1, S, I) = b

(

Y − 1
1

)

= b(Y − 1)

ω(Y + 1, S, I|Y, S, I) = b

(

Y
1

)

= bY

S
b→ S + Y

ω(Y, S, I|Y − 1, S, I) = b

(

S
1

)

= bS

ω(Y + 1, S, I|Y, S, I) = b

(

S
1

)

= bS

I
b→ I + Y

ω(Y, S, I|Y − 1, S, I) = b

(

I
1

)

= bI

ω(Y + 1, S, I|Y, S, I) = b

(

I
1

)

= bI
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Muertes:

Y
c→ ∅

ω(Y, S, I|Y + 1, S, I) = c

(

Y + 1
1

)

= c(Y + 1)

ω(Y − 1, S, I|Y, S, I) = c

(

Y
1

)

= cY

S
c→ ∅

ω(Y, S, I|Y, S + 1, I) = c

(

S + 1
1

)

= c(S + 1)

ω(Y, S − 1, I|Y, S, I) = c

(

S
1

)

= cS

I
c→ ∅

ω(Y, S, I|Y, S, I + 1) = c

(

I + 1
1

)

= c(I + 1)

ω(Y, S, I − 1|Y, S, I) = c

(

I
1

)

= cI

Muertes por 
ompeten
ia:

Y + Y
1
k→ Y

ω(Y, S, I|Y + 1, S, I) = 1
k

(

Y + 1
2

)

= 1
2k (Y + 1)Y

ω(Y − 1, S, I|Y, S, I) = 1
k

(

Y
2

)

= 1
2kY (Y − 1)

Y + S
1
2k→ Y
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ω(Y, S, I|Y, S + 1, I) = 1
2k

(

Y
1

)(

S + 1
1

)

= 1
2kY (S + 1)

ω(Y, S − 1, I|Y, S, I) = 1
2k

(

Y
1

)(

S
1

)

= 1
2kY S

Y + I
1
2k→ Y

ω(Y, S, I|Y, S, I + 1) = 1
2k

(

Y
1

)(

I + 1
1

)

= 1
2kY (I + 1)

ω(Y, S, I − 1|Y, S, I) = 1
2k

(

Y
1

)(

I
1

)

= 1
2kY I

S + Y
1
2k→ S

ω(Y, S, I|Y + 1, S, I) = 1
2k

(

Y + 1
1

)(

S
1

)

= 1
2k (Y + 1)S

ω(Y − 1, S, I|Y, S, I) = 1
2k

(

Y
1

)(

S
1

)

= 1
2kY S

S + S
1
k→ S

ω(Y, S, I|Y, S + 1, I) = 1
k

(

S + 1
2

)

= 1
2k (S + 1)S

ω(Y, S − 1, I|Y, S, I) = 1
k

(

S
2

)

= 1
2kS(S − 1)

S + I
1
2k→ S

ω(Y, S, I|Y, S, I + 1) = 1
2k

(

S
1

)(

I + 1
1

)

= 1
2kS(I + 1)

ω(Y, S, I − 1|Y, S, I) = 1
2k

(

S
1

)(

I
1

)

= 1
2kSI
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I + Y
1
2k→ I

ω(Y, S, I|Y + 1, S, I) = 1
2k

(

Y + 1
1

)(

I
1

)

= 1
2k (Y + 1)I

ω(Y − 1, S, I|Y, S, I) = 1
2k

(

Y
1

)(

I
1

)

= 1
2kY I

I + S
1
2k→ I

ω(Y, S, I|Y, S + 1, I) = 1
2k

(

S + 1
1

)(

I
1

)

= 1
2k (S + 1)I

ω(Y, S − 1, I|Y, S, I) = 1
2k

(

S
1

)(

I
1

)

= 1
2kSI

I + I
1
k→ I

ω(Y, S, I|Y, S, I + 1) = 1
k

(

I + 1
2

)

= 1
2k (I + 1)I

ω(Y, S, I − 1|Y, S, I) = 1
k

(

I
2

)

= 1
2k I(I − 1)

Contagio:

S + I
a→ I + I

ω(Y, S, I|Y, S + 1, I − 1) = a

(

S + 1
1

)(

I − 1
1

)

= a(S + 1)(I − 1)

ω(Y, S − 1, I + 1|Y, S, I) = a

(

S
1

)(

I
1

)

= aSI
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Madura
ión:

Y →
τ
S

Este pro
eso no es markoviano, y su estudio requiere 
onsiderar el 
on-

junto de subpro
esos que lo des
riben. El pro
eso se ini
ia al produ
irse

un na
imiento, (ΥY ′S′I′ ,t−τ ), y 
ontinua, siempre y 
uando el ratón so-

breviva en su etapa de madura
ión Γ, hasta el momento en el que pasa

a la edad adulta, (Y + 1, S, I, t) → (Y, S + 1, I, t +∆t). Si desarrolla-
mos una jerarquía de probabilidades 
ondi
ionadas, y simpli�
amos lo

más posible 
ada una de ellas (ver se

ión (5.3.1) del 
apítulo (5)) [62℄,

obtenemos las siguientes expresiones:

1. (Y, S, I) → (Y − 1, S + 1, I)

Σ
Y ′S′I′

P (Y − 1, S + 1, I, t+∆t;Y, S, I, t; Γ;ΥY ′S′I′ ) =

P (Y − 1, S, I, t/Y
′

S
′

I
′

, t− τ)e−γτ b(Y
′ − 1 + S

′

+ I
′

)P (Y
′

S
′

I
′

, t− τ)

2. (Y + 1, S − 1, I) → (Y, S, I)

Σ
Y ′S′I′

P (Y, S, I, t +∆t;Y + 1, S − 1, I, t; Γ;ΥY ′S′I′ ) =

P (Y, S − 1, I, t/Y
′

S
′

I
′

, t− τ)e−γτ b(Y
′ − 1 + S

′

+ I
′

)P (Y
′

S
′

I
′

, t− τ)

De esta manera, y juntando términos, planteamos la e
ua
ión maestra

(e
ua
ión (5.27)). Esta e
ua
ión, 
omo o
urrió en la se

ión anterior para la

evolu
ión de la pobla
ión sin estru
tura, es difí
il de estudiar analíti
amente.

Sin embargo, si que tenemos a

eso, y de manera sen
illa, a su primer mo-

mento (donde no 
onsideramos las 
orrela
iones entre las variables).
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dP

dt
= (E−1

Y − 1)b(Y + S + I)P + (EY − 1)cY P

+ (ES − 1)cSP + (EI − 1)cIP

+ (EY − 1)
1

2k
Y (Y − 1 + S + I)P

+ (ES − 1)
1

2k
S(Y + S − 1 + I)P

+ (EI − 1)
1

2k
I(Y + S + I − 1)P

+ (ESE
−1
I − 1)aSIP

+ (E−1
S EY − 1) Σ

Y
′
S
′
I
′

P (Y, S, I, t/Γ;ΥY ′S′I′ )

e−γτ b(S
′

+ I
′

+ (Y
′ − 1))P (Y

′

, S
′

, I
′

, t− τ)

(B.5)

dŶ
dt

=
∑

Y,S,I Y
dP
dt

= bM̂ − cŶ − 1
2k
Ŷ (Ŷ + Ŝ + Î − 1)

−be−γτ (M̂(t− τ)− 1)

dŜ
dt

=
∑

Y,S,I S
dP
dt

= −cŜ − 1
2k
Ŝ(Ŷ + Ŝ + Î − 1)

+be−γτ (M̂(t− τ)− 1)− aŜÎ

dÎ
dt

=
∑

Y,S,I I
dP
dt

= −cÎ − 1
2k
Î(Ŷ + Ŝ + Î − 1)

+aŜÎ

Donde (Ŷ , Ŝ, Î) =
∑

Y,S,I(Y, S, I)P (Y, S, I, t) y M̂ = Ŷ + Ŝ + Î. Si aho-

ra 
onsideramos las densidades (MY ,MAs,MAi) = (Ŷ /Ω, Ŝ/Ω, Î/Ω) en el

límite termodonámi
o, y sustituimos K por

2k
Ω y a por aΩ, obtenemos expre-

siones análogas al modelo fenomenológi
o que des
riben de forma 
ontinua

y determinista la pobla
ión de ratones.

dMY
dt = bM − cMY − MY M

K − be−γτM(t− τ)

dMAs
dt = be−γτM(t− τ)− cMAs − MAsM

K − aMAsMAi

dMAi
dt = −cMAi − MAiM

K + aMAsMAi

(B.6)
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B.3. Estudio perturbativo del modelo en el estado

esta
ionario

La e
ua
ión maestra no es tratable dire
tamente, sin embargo es posible

estudiar su probabilidad en el estado esta
ionario a partir de un estudio per-

turbativo [32℄.

Consideramos la e
ua
ión de valores medios en el límite termodinámi
o

de modo que propagamos a través del modelo una perturba
ión en la densi-

dad total de ratones 
on la inten
ión de obtener las �u
tua
iones alrededor

del valor medio de los ratones infe
tados. Expresamos la variable M en fun-


ión del valor medio Mst y de las �u
tua
iones δM .

dδM(t)

dt
= −(b− c)δM +

√

2Kb(b− c)ξ(t) (B.7)

< δM >= 0
< (δM)2 >= Kb

< δM(t)δM(t′) >= Kbe−(b−c)|t−t′|
(B.8)

Si ha
emos lo mismo 
on el resto de variables del sistema, Xst + δX,

en
ontramos, 
onsiderando MAs = M −MY −MAi, 
omo la e
ua
ión para

la densidad de ratones infe
tados depende de las �u
tua
iones de M , δM , y

de MY , δMY .

dMAi

dt
= (aK(b− c)e−γτ − b)MAi − aM2

Ai

−MAi((K
−1 − a)δM + aδMY ).

Es posible resolver esta e
ua
ión esto
ásti
a. Ya 
ono
emos las 
ara
-

terísti
as de δM y no resulta difí
il en
ontrar el valor esta
ionario de δMY .

dδMY

dt
= −bδMY + (c(1 − e−γτ )) + be−γτ )δM(t) − be−γτδM(t − τ)

Agrupamos los términos de las �u
tua
iones en una úni
a expresión.
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δR = (c(1 − e−γτ ) + be−γτ )δM(t) − be−γτ δM(t− τ)

De modo que, �nalmente, la expresión para δMY puede es
ribirse 
omo:

dδMY

dt
= −bδMY + δR

< δR >= 0

< (δR)2 >= R2 + 2re−(b−c)τ

< δR(t)δR(t′) >= R2e−(b−c)|t−t′| + r(e−(b−c)|t−t′−τ | + e−(b−c)|t−t′+τ |)

R =
√

Kb((c(1 − e−γτ ) + be−γτ )2 + (−be−γτ )2)
r = Kb(c(1− e−γτ ) + be−γτ )(−be−γτ )

(B.9)

Con un po
o de 
ál
ulo en
ontramos las propiedades estadísti
as de las

�u
tua
iones.

< δMY >= 0

< (δMY )
2 >= R2

c(2b−c) +
2r

c(2b−c)e
−(b−c)τ

< δMY (t)δMY (t
′) >= R2

c(2b−c)e
−(b−c)|t−t′| + r

c(2b−c)(e
−(b−c)|t−t′−τ | + e−(b−c)|t−t′+τ |)

(B.10)

Si 
onsideramos que δM(t) y δM(t− τ) son independientes, la expresión

para la 
orrela
ión se simpli�
a.

< δMY >= 0

< (δMY )
2 >= R2

c(2b−c)

< δMY (t)δMY (t
′) >= R2

c(2b−c)e
−(b−c)|t−t′|

Y la e
ua
ión �nal para MAi, en fun
ión de un úni
o ruído, se es
ribe


omo sigue. Hemos in
luído un término 
onstante, A, que tiene en 
uenta el

papel de las �u
tua
iones externas.

dMAi

dt
= (aK(b− c)e−γτ − b)MAi − aM2

Ai

−MAiδZ +A

(B.11)
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< δZ >= 0
< (δZ)2 >= C2

< δZ(t)δZ(t′) >= C2e−(b−c)|t−t′|
(B.12)

C2 = Kb((K−1 − a)2 +
a2R2

c(2b − c)

+
2ba

(2b− c)c
(K−1 − a)(c(1 − e−γτ ) + be−γτ )

(B.13)

La e
ua
ión resultante es de naturaleza esto
ásti
a y viene des
rita por un

ruído de 
olor. La evolu
ión de su probabilidad está aso
iada a una e
ua
ión

de Fokker-Pla
k [35, 36℄.

∂P (MAi, t)

∂t
= − ∂

∂MAi
G(MAi)P (MAi, t)

+
∂

∂MAi
g(MAi)

∂

∂MAi
g(MAi)D(MAi)P (MAi, t)

de modo que

G(MAi) = (aK(b− c)e−γτ − b)MAi − aM2
Ai +A

g(MAi) = −MAi

D(MAi) =
C2

(b− c)(b− c+ aMAi)

Cuando la 
ondi
ión de 
ontorno es natural en el in�nito, obtenemos una

expresión para la probabilidad esta
ionaria de los ratones infe
tados 
uyo

análisis abordamos en el 
apítulo (5).

P (MAi) = N(1 +
a

(b− c)
MAi)MAi

(−1−
b(b−c)2

C
+

a(b−c)(A+(b−c)2e−γτK
C

)

e
−

(b−c)e−γτ (2A(b−c)eγτ+aM2
Ai(2a(−b+c)K+eγτ (4b−2c+aMAi)))

2CMAi

(B.14)





Apéndi
e C

Métodos numéri
os

C.1. Algoritmo de Gillespie: pro
esos markovianos

A diferen
ia de la e
ua
ión maestra, intratable tanto desde el punto de

vista analíti
o 
omo del numéri
o, el algoritmo de Gillespie permite estudiar

numéri
amente la evolu
ión de la probabilidad siguiendo los mismos postu-

lados bási
os que la e
ua
ión maestra [38℄.

Partimos de la fun
ión densidad de probabilidad de rea

ión, P (τ, µ),
de�nida 
omo la probabilidad en un tiempo t de que o
urra un pro
eso en

el intervalo de tiempo (t+ τ ,t+ τ + δτ) del tipo µ.

De todas las 
ombina
iones posibles que dan pie al pro
eso µ, en el volu-

men V y el tiempo t, y que están representadas por hµ, obtenemos P (τ, µ).
Este razonamiento nos lleva a la posibilidad de que se produz
a el pro
eso

µ en un tiempo δτ y un volumen V , de manera que en una aproxima
ión a

primer orden la probabilidad viene dada por la expresión hµcµδτ .

P (τ, µ)dτ = P0(τ)hµcµdτ

El término P0(τ) 
orresponde a la probabilidad de que se al
an
e el tiem-

po τ sin que se produz
a ningún pro
eso en el intervalo. Si dividimos τ en K
subintervalos su
esivos, ǫ = τ

K , la probabilidad resultante para 
ada subin-

tervalo es:

M
∏

ν=1

[1− hνcνǫ+O(ǫ)] = 1−
M
∑

ν=1

hνcνǫ+O(ǫ)

Donde M es el 
onjunto de pro
esos posibles. Sumando todos los subin-

113
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tervalos obtenemos la probabilidad bus
ada, P0(τ).

P0(τ) = ĺım
K→∞

[1−
M
∑

ν=1

hνcνǫ+O(ǫ)]K =

ĺım
K→∞

[1−
M
∑

ν=1

hνcν
τ

K
+O(K−1)]K =

ĺım
K→∞

[1− ((
M
∑

ν=1

hνcντ +
O(K−1)

K−1
)/K)]K

En el límite K → ∞, esta expresión se 
orresponde 
on una fun
ión ex-

ponen
ial.

P0(τ) = e−
∑M

ν=1 hνcντ

La fórmula normalizada para P (τ, µ) puede es
ribirse en fun
ión de esta

expresión.

P (τ, µ) = hµcµe
−

∑M
ν=1 hνcντ

Implementa
ión numéri
a

A 
ontinua
ión implementamos el algoritmo de Gillespie a través de un

método de Monte Carlo. Partimos de la siguiente expresión para la probabi-

lidad.

P (τ, µ) = P1(τ)P2(µ/τ)

P1(τ) =

M
∑

µ=1

P (τ, µ)

donde P1(τ) es la probabilidad de que se de un pro
eso 
ualquiera en el

tiempo τ . De manera 
omplementaria,
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P2(µ/τ) = P (τ, µ)/

M
∑

ν=1

P (τ, ν)

Si aµ = hµcµ y a =
∑

aµ, la probabilidad, ya normalizada, se es
ribe


omo sigue.

P1(τ) = ae−aτ

P2(µ/τ) =
aµ
a

Mientras que es posible 
ono
er a a partir de los parámetros, los dis-

tintos valores aleatorios de τ y µ se obtienen a partir de un generador de

números aleatorios uniformemente distribuidos en el dominio (0, 1) (u1 y u2).

τ =
1

a
ln(

1

u1
)

µ−1
∑

ν=1

aν < u2a ≤
µ
∑

ν=1

aν

C.2. Algoritmo de Gillespie: pro
esos no marko-

vianos

En la se

ión anterior des
ribimos un método que implementa numéri-


amente la e
ua
ión maestra. Este método 
ontempla úni
amente pro
esos

que o
urren de manera espontánea. Sin embargo, no todos los pro
esos 
on-

siderados en el estudio de la rela
ión entre el ratón 
iervo y el virus SNV

pueden ajustarse al mar
o markoviano. Siguiendo el artí
ulo de Cai [17℄, ex-

tendemos el algoritmo de Gillespie para 
onsiderar pro
esos no markovianos.

En parti
ular, los pro
esos no markovianos de nuestro modelo.

El pro
eso de madura
ión que des
ribe el paso entre la juventud de los

ratones y su edad adulta es un pro
eso no markoviano. Se ini
ia 
uando tiene

lugar un na
imiento, y 
ontinua hasta que al
anzar un tiempo de madura
ión

de�nido por τ . Si el ratón 
onsigue sobrevivir durante este periodo, enton
es

pasa a la etapa adulta.
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Este pro
eso puede implementarse si 
onsideramos que está 
ompuesto

por 2 pro
esos instantáneos. Se ini
ia 
on un na
imiento y �naliza 
on el

paso a la edad adulta, siempre y 
uando se supere una 
ondi
ión de super-

viven
ia. En nuestro 
aso, la 
ondi
ión de supervivien
ia se 
umple 
uando

un número aleatorio resulta inferior al fa
tor de superviven
ia (e−γτ
).

In
luímos este pro
eso en el mar
o del algoritmo de Gillespie desarro-

llado previamente, de a
uerdo 
on la des
rip
ión realizada del pro
eso en

el párrafo anterior. En esta dire

ión Cai desarrollado un algoritmo exa
to

para pro
esos no markovianos 
on una extensión temporal de�nida.

Los distintos subpro
esos �nales de madura
ión, Ej (j = 1 . . . i), o
urren
de manera determinada en el tiempo y afe
tan al momento τ en el que se

produ
e uno de los pro
esos markovianos.

La probabilidad, P0(τ), está de�nida por los pro
esos Ej que o
urren en

el intervalo (0,τ).

P0(τ) = P (E0, . . . , E1) = P (E0)
i

∏

j=1

P (Ej/E0, . . . , Ej−1)

Para determinar matemáti
amente la expresión de P0(τ), nos basta 
on

re
ordar su forma en el algoritmo de Gillespie y 
onsiderar que para 
ada

intervalo entre subpro
esos, Tj+1 − Tj , los valores de aµ y a0 varian.

P0(τ) = exp(−
i−1
∑

j=0

a0(t+ Tj)(Tj+1 − Tj)− a0(t+ Ti)(τ − Ti)))

τǫ[Ti, Ti+1), i = 0, . . . , Nd (C.1)

Siguiendo el desarrollo de la se

ión anterior, donde P (τ, µ) = P1(τ)P2(µ/τ),
obtenemos la expresión de las distintas densidades de probabilidad normali-

zadas.

P1(τ) = a(t+Ti)P0(τ) = a(t+Ti)exp(−
i−1
∑

j=0

a(t+Tj)(Tj+1−Tj)−a(t+Ti)(τ−Ti)))
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τǫ[Ti, Ti+1), i = 0, . . . , Nd

P2(µ/τ) =
aµ(t+ Ti)

a(t+ Ti)
, µ = 1, . . . ,M, τǫ[Ti, Ti+1)

Finalmente dando valor a las probabilidades a partir de números aleato-

rios (u1,u2), en
ontramos las fun
iones de distribu
ión para τ y µ.

τ = Ti +
−ln(1− u1)−

∑i−1
j=0 a(t+ Tj)(Tj+1 − Tj)

a(t+ Ti)

µ−1
∑

j=1

aj(t+ Ti) < u2a(t+ Ti) ≤
µ
∑

j=1

aj(t+ Ti)

τǫ[Ti, Ti+1)

Este método se implementa de manera dire
ta 
omo se des
ribe en [17℄.

Su adapta
ión al modelo 
onlleva in
luir en el 
ódigo la 
ondi
ión de super-

viven
ia.

También es posible introdu
ir un forzamiento externo en el número de

ratones infe
tados, de manera que este número siempre es �nito y la infe

ión

no desapare
e.





Apéndi
e D

Estudio de las velo
idades de

propaga
ión

D.1. Frente de M

De a
uerdo 
on la siguiente e
ua
ión que des
ribe la dispersión de rato-

nes estudiamos el movimiento del frente de propaga
ión al extederse desde

el refugio a sus alrededores. En parti
ular, 
ara
terizamos la velo
idad de

propaga
ión.

dM

dt
= DY

∂2MY

∂x2
+DA

∂2MA

∂x2
+ (b− c)M − M2

K

A tiempos largos el frente se propaga de forma esta
ionaria, de manera

que en un sistema 
omóvil a él el frente no presenta evolu
ión temporal.

(b− c)M − M2

K
+DY

∂2MY

∂x2
+DA

∂2MA

∂x2
+ vM

∂M

∂x
= 0 (D.1)

Como estamos interesados en la estabilidad del frente vamos a estudiarlo

perturbativamente. Para ello, basta 
on ha
er un análisis lo
al en uno de sus

puntos, que por simpli
idad elegimos en el extremo de la vanguardia de la

propaga
ión.
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M = 0 + δM

MY = 0 + δMY

MAs = 0 + δMAs

MAi = 0 + δMAi

Antes de sustituir las variables en la e
ua
ión (D.1) 
onsideramos que

en la vanguardia del frente, formada prin
ipalmente por ratones jóvenes y

en menor medida por ratones adultos sus
eptibles, la varia
ión espa
ial del

número de ratones adultos sus
eptibles es despre
iable.

∂xδMA ≈ 0

δMY ≈ δM

Con estas premisas, y tras eliminar los términos de segundo orden, la

e
ua
ión (6.6) se 
onvierte en:

vM∂xδM −DY ∂xxδM − (b− c)δM = 0

Estudiamos sus autovalores para un frente estable: sin os
ila
iones (λ < 0
e imag(λ) = 0). De modo que obtenemos un 
riterio para las velo
idades.

λ =
−vM±

√
vM 2−4DY (b−c)

2DY
→ vM ≥ 2

√

DY (b− c)

De entre todas las velo
idades permitidas, el sistema sele

iona la velo
i-

dad mínima, 
omo se ha visto en las simula
iones numéri
as.

vM = 2
√

DY (b− c) (D.2)

D.2. Frente de MAi

Siguiendo los razonamientos de la se

ión anterior, estudiamos el frente

de infe

ión en su sistema de referen
ia 
omóvil.
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− cMAi −
MAiM

K
+ aMAsMAi +DA

∂2MAi

∂x2
+ vMAi

∂MMAi

∂x
= 0 (D.3)

Lo
almente ha
emos un desarrollo perturbativo en el punto más avanza-

do del frente:

M = K(b− c) + δM

MY = K(b− c)(1− e−γτ ) + δMY

MAs = K(b− c)e−γτ + δMAs

MAi = 0 + δMAi

Sustituyendo estas expresiones en la e
ua
ión (D.3) obtenemos la siguien-

te expresión, 
uyos autovalores indi
an la estabilidad del frente.

vMAi
∂xδMAi +DA∂xxδMAi + (ae−γτK(b− c)− b)δMAi = 0

λ =
vMAi

±
√

vMAi
2−4DA(aK(b−c)e−γτ−b)

2DA
→ vMAi

≥ 2
√

DA(b− aK(b− c)e−γτ )

Bajo las 
ondi
iones λ < 0 e imag(λ) = 0, resulta un 
riterio para la ve-

lo
idad de propaga
ión del 
ual se sele

iona el valor mínimo 
omo se apre
ia

en las simula
iones numéri
as.

vMAi
= 2

√

DA(aK(b− c)e−γτ − b) (D.4)





Apéndi
e E

Modos de la 
avidad externa

E.1. Estudio teóri
o

El modelo LK para un láser semi
ondu
tor 
on 
avidad externa tiene


omo solu
iones esta
ionarias los 
i
los límite 
ono
idos 
omo ECMs. A 
on-

tinua
ión derivamos sus expresiones e indi
amos una manera de 
al
ularlos

numéri
amente.

Partimos del sistema de e
ua
iones introdu
ido en el 
apítulo (9), donde

no 
onsideramos el término de ruído.

dE

ds
= (1 + iα)NE(s) + ηe−iwθE(s − θ) (E.1)

T
dN

ds
= J −N − (1 + 2N)|E(s)|2 (E.2)

Una primera aproxima
ión 
onsiste en 
onsiderar el 
ampo ópti
o en


oordenadas polares (E = E0e
iφ
).

Ė0 + E0iφ̇ = (1 + iα)NE0 + ηE0(s− θ)e−i(ωθ+φ(s)−φ(s−θ))
(E.3)

T
dN

ds
= J −N − (1 + 2N)E2

0 (E.4)

A 
ontinua
ión separamos la e
ua
ión (E.3) en sus 
omponentes re-

al e imaginaria, y de�nimos el retardo temporal en la fase 
omo ∆φ =
φ(s)− φ(s − θ).
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Ė0 = NE0 + ηE0(s − θ)cos(ωθ +∆φ) (E.5)

E0φ̇ = αNE0 − ηE0(s− θ)sen(ωθ +∆φ) (E.6)

T
dN

ds
= J −N − (1 + 2N)E2

0 (E.7)

Los ECMs son solu
iones esta
ionarias des
ritas por las siguientes hipóte-

sis.

E0s = E0(s− θ) = E0 (E.8)

Ns = N (E.9)

φ(s) = (ωs − ω)s (E.10)

La validez de las hipótesis se justi�
a al sustituir sus expresiones en el

sistema de e
ua
iones. En primer lugar, de la e
ua
ión (E.7) en el estado

esta
ionario obtenemos el valor de la amplitud del 
ampo, E0s.

0 = J −Ns − (1 + 2Ns)E
2
0s

E2
0s =

J −Ns

1 + 2Ns
(E.11)

Del mismo modo, a partir de la expresión (E.10) es
ribimos el retardo

temporal 
omo ∆φ = (ωs − ω)s− (ωs − ω)(s− θ) = (ωs − ω)θ, y obtenemos

junto a la e
ua
ión (E.6) la expresión para el número de portadores, Ns.

0 = NsE0s + ηE0scos(ωsθ)

Ns = −ηcos(ωsθ) (E.12)

Finalmente en
ontramos la expresión para la variable ωs, sustituyendo

las 
ondi
iones para los ECMs en la e
ua
ión (E.7).

ωs − ω = αNs − ηsen(ωsθ) (E.13)
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Las expresiones de los ECMs presentan dependen
ias entre las variables

del sistema (E0s,Ns,ωs). A partir de estas rela
iones observamos 
omo 
ono-


ido el valor de ωs es fá
il obtener el valor Ns y E0s. De esta manera, bus-


amos una expresión para ωs.

Empezamos sustituyendo la expresión paraNs (E.12) en la expresión (E.13).

ωs − ω = −ηαcos(ωsθ)− ηsen(ωsθ)

La e
ua
ión es tras
endente, por lo que sólo puede ser resuelta numéri
a-

mente. Simpli�
amos la expresión 
onsiderando la siguiente identidad tri-

gonométri
a: Asen(x) + Bsen(x) =
√
A2 +B2sen(x + atan(BA )) (−π <

atan(BA ) ≤ π).

ωs = ω − η
√

1 + α2sen(ωsθ + atan(α)) (E.14)

Ordenando ahora los términos, rees
ribimos la expresión en fun
ión de

ωsθ y ∆φs,

ωsθ = asin(
∆φs

−ηθ
√
1 + α2

)− atan(α)

donde tomamos 
omo variable el retardo ∆φs (A = −ηθ
√
1 + α2

).

∆φs = asin(
∆φs

A
)− w0θ − atan(α)

Como la variable ω0θ no tiene un valor �jo igualamos ω0θ = −atan(α),
de manera que la expresión resultante es más sen
illa y más fá
il de resolver

numéri
amente.

∆φs = asin(
∆φs

A
) (E.15)

Una de las propiedades más 
ara
terísti
as que presentan los ECMs se

observa en el plano (∆φ,N) donde las posi
iones de los ECMs apare
en or-

denadas en forma de elipse. Es posible demostrar esta eviden
ia a partir de

la expresión (E.13) y de la e
ua
ión para el retardo de ∆φs.
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−30 −20 −10 0 10 20 30

−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

N

Φ(s)−Φ(s−θ)[rad]

Figura E.1: Representa
ión de los ECMs en el plano (φ(s)−φ(s−θ), N) para

un valor de la intensidad de la retroalimenta
ión η = 0,066. La 
urva azul

des
ribe la expresión para ∆φs y la verde la e
ua
ión para Ns. Los puntos de


orte se 
orresponden 
on los ECMs que pertene
en a la elipse (rojo) de�nida

por la expresión (E.16). El resto de parámetros son: J = 1,155, T = 1710,
η = 0,135, θ = 70.

(ωs − ω)θ = θαNs − ηθsen(ωsθ)

∆φs = (ωs − ω)θ

Sustituyendo esta última e
ua
ión en la primera y elevándo la expresión

resultante al 
uadrado obtenemos:

(∆φs − θαNs)
2 = η2θ2(1− cos2(θωs))

Reordenando los términos, la e
ua
ión se revela 
laramente 
omo la ex-

presión de una elipse.

(∆φs − θαNs)
2 + (θNs)

2 = (θη)2 (E.16)
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