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Caṕıtulo 1

Introducción.

1.1. Fluidos complejos

En nuestra vida diaria encontramos multitud de sustancias que no son sólidas, pero cuyo

comportamiento tampoco es similar al de un fluido simple como pueda ser el agua. Estos

materiales también son fluidos, pero al mismo tiempo tienen, en mayor o menor grado,

propiedades t́ıpicas de los sólidos. Tales sistemas se engloban en el grupo de los denomi-

nados fluidos complejos que incluyen suspensiones, geles, emulsiones, espumas, etc.

Si aplicamos un esfuerzo sobre un fluido simple, éste inmediatamente inicia un movimiento

cuya velocidad es proporcional al esfuerzo aplicado. Debido a que el comportamiento de

estos fluidos fue descrito por primera vez por Newton, también reciben el nombre de

fluidos newtonianos. Sin embargo, en los fluidos complejos no se da dicha proporcionalidad,

debido a que presentan en su seno estructuras más o menos complicadas con una escala

de longitud caracteŕıstica mucho mayor que la de las moléculas que componen el fluido,

pero a su vez, mucho menor que la escala macroscópica. El comportamiento complejo de

este tipo de sistemas se debe a la interacción entre estas mesoestructuras y el flujo del

fluido.

En este trabajo nos centraremos en el comportamiento viscoelástico de los fluidos. Todos

los fluidos, además de tener un rozamiento interno (viscosidad), presentan elasticidad.

Cuando ésta última es muy pequeña se puede considerar que el fluido es newtoniano; pero

en los fluidos complejos, a causa de que albergan en su seno mesoestructuras, este compor-
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2 1.2. Micro-reoloǵıa

tamiento no es, en general, despreciable. Éste es el caso, por ejemplo, de las suspensiones

poliméricas, que contienen moléculas orgánicas con cadenas de carbono muy largas que

se pueden plegar y girar de múltiples formas, enganchándose unas con otras y generan-

do marañas de moléculas con propiedades elásticas que se transfieren al comportamiento

macroscópico del fluido.

Otros fluidos complejos que son importantes en esta tesis son las suspensiones coloidales.

Éstas están constituidas por fluidos que en su interior albergan part́ıculas de un tamaño

del orden de micrómetros o incluso de nanómetros. La presencia de estas part́ıculas puede

cambiar notablemente las propiedades macroscópicas del fluido. En general, la forma en

la que se estructuren las part́ıculas coloidales y cómo interaccionen entre śı determinarán

el comportamiento macroscópico del sistema.

El estudio del comportamiento de los fluidos complejos es de aplicación en multitud de

campos, como por ejemplo en el de la industria [98, 99, 9, 13], la bioloǵıa [43, 55, 94] la

medicina [88, 39, 45] o la industria alimenticia [20, 35, 50, 71], entre otros.

A la hora de abordar el estudio de un fluido complejo, el problema que surge es que existen

muchas escalas espaciales y temporales caracteŕısticas que pueden ser distintas en muchos

órdenes de magnitud. Como no se tienen soluciones anaĺıticas para resolver la evolución

de estos sistemas, las simulaciones por ordenador son una herramienta muy valiosa y, tal

vez, imprescindible para alcanzar una mejor comprensión de estos sistemas.

1.2. Micro-reoloǵıa

La reoloǵıa [51, 3, 15, 56] es la parte de la f́ısica que estudia la relación entre el esfuerzo y

la deformación de un medio para determinar sus propiedades viscoelásticas. Tradicional-

mente, este estudio se ha llevado a cabo mediante reómetros, que son mecanismos que

someten a un esfuerzo a la muestra de sustancia de interés, estudiando la deformación

que se genera.

Recientemente se ha desarrollado una nueva técnica experimental para estudiar el com-

portamiento mecánico de los fluidos viscoelásticos, denominada micro-reoloǵıa [60, 33, 93].

La técnica consiste en observar cómo se mueve una part́ıcula microscópica en el interior
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de un fluido para inferir, a partir de dicho movimiento, las propiedades viscoelásticas de

éste.

Para que nos hagamos una idea de cómo funciona esta técnica experimental, supongamos

que la part́ıcula no se encuentra en un fluido viscoelástico, sino en el seno de un fluido

newtoniano. La part́ıcula será golpeada por las moléculas de fluido, siguiendo un camino

aleatorio: éste es el bien conocido movimiento browniano. El desplazamiento cuadrático

medio a lo largo del eje x de la part́ıcula aumenta linealmente con el tiempo t, y la

constante de proporcionalidad viene dada por el coeficiente de difusión de ésta: 〈x2〉 =

2Dt. Este coeficiente depende de la temperatura T del sistema, de la viscosidad η del

fluido y del tamaño y geometŕıa de la part́ıcula. Si, por ejemplo, la part́ıcula fuera una

esfera de radio a, el coeficiente de difusión vendŕıa dado por D = kBT/(6πηa), donde kB

es la constante de Boltzmann. Aśı pues, si medimos 〈x2〉 y conocemos el tamaño de la

part́ıcula y la temperatura del fluido, entonces podremos determinar la viscosidad.

Supongamos ahora que la part́ıcula, en lugar de estar en un fluido newtoniano, se encuen-

tra en un medio totalmente elástico. Ésta se moverá de nuevo, pues las moléculas del medio

la golpean; pero la part́ıcula ahora no difundirá, tal y como haćıa en el fluido newtoniano,

sino que transmitirá toda la enerǵıa que adquiera al estado elástico del medio. Para tiem-

pos lo suficientemente grandes, la part́ıcula adquirirá una enerǵıa media de kBT/2 por

grado de libertad y se comportará como si estuviera sujeta por un muelle. Por lo tanto,

su enerǵıa elástica media y su enerǵıa térmica media serán iguales: K 〈x2〉 /2 = kBT/2,

donde K es la constante elástica. De esta forma, si conocemos la temperatura del medio

y medimos 〈x2〉, podremos deducir K.

Por lo tanto, midiendo el desplazamiento cuadrático medio de una part́ıcula microscópica

podemos determinar la viscosidad de un fluido newtoniano, o la elasticidad de un medio

elástico puro. De forma parecida, el desplazamiento cuadrático medio de una part́ıcula mi-

croscópica en un fluido viscoelástico se puede relacionar con las propiedades viscoelásticas

de éste.

Una forma de abordar el estudio reológico de un medio, es aplicando una deformación

de cizalla γ(ω) = γo sin(ωt) dependiente sinusoidalmente del tiempo y con frecuencia ω,

y midiendo el esfuerzo cortante τ(ω) inducido. Éste se puede escribir de forma compleja
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como

τ ∗(ω) = τ(ω)eiφ = τ0e
iωteiφ (1.1)

donde φ es el desfase que hay entre la oscilación de la deformación aplicada y la oscilación

de la tensión generada. En un fluido puramente elástico este desfase es nulo, pues la

respuesta a la deformación es instantánea; en un sólido perfectamente elástico el desfase

es de 90 grados. En un medio viscoelástico φ se encuentra entre estos dos valores. De

forma similar se definen la deformación de cizalla compleja γ∗(ω) y la velocidad de la

deformación de cizalla compleja γ̇∗(ω)

γ∗(ω) = γ0e
iωte−i

π
2

γ̇∗(ω) = γ̇0e
iωt (1.2)

La ecuación (1.1) también se puede escribir como

τ ∗(ω) = τ(ω) cos(φ) + iτ(ω) sin(φ) = τ ′(ω) + iτ ′′(ω) (1.3)

donde τ ′(ω) es el denominado esfuerzo viscoso, mientras que τ ′′(ω) es el esfuerzo elástico.

Se define la viscosidad compleja como:

η∗(ω) =
τ ∗(ω)

γ̇∗(ω)
= η′(ω) − iη′′(ω) (1.4)

De forma similar, se define el coeficiente de rigidez complejo como

G∗(ω) =
τ ∗(ω)

γ∗(ω)
= G′(ω) + iG′′(ω) (1.5)

donde G′(ω) es el módulo de almacenamiento y G′′(ω) el de pérdida. La dinámica de

los fluidos complejos posee, en general, varias escalas de tiempo que se reflejan en la

forma de la función G∗(ω). Por esta razón, determinar su forma funcional es el objetivo
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de los experimentos reológicos. El coeficiente de rigidez complejo G∗(ω) puede también

definirse en términos de la transformada de Fourier de la respuesta del material a una

deformación [14]: por causalidad, G′(ω) y G′′(ω) están relacionados por las relaciones de

Kramers-Kronig.

Consideremos ahora el movimiento de una pequeña part́ıcula esférica de radio a con la

misma densidad que el fluido en el que está inmersa, que se puede expresar mediante la

siguiente ecuación de Langevin

mv̇(t) = fR(t) +

∫ t

0

ζ(t− τ)v(τ)dτ (1.6)

donde m es la masa de la part́ıcula, v(t) su velocidad y fR(t) es el conjunto de todas las

fuerzas aleatorias que actúan sobre la part́ıcula, que incluye las fuerzas entre part́ıculas

y las fuerzas brownianas. El término integral representa el comportamiento viscoso del

fluido e incorpora una función de memoria ζ(t) generalizada y dependiente del tiempo.

Haciendo ahora la transformada unilateral de Laplace de la ecuación (1.6), se obtiene

ṽ(s) =
f̃
R
(s) +mv(0)

ms+ ζ̃(s)
(1.7)

donde s representa la frecuencia en el espacio de Laplace. El término ms es un término de

inercia y, dado que la part́ıcula considerada es microscópica, puede ser despreciado al com-

pararlo con el término disipativo ζ̃(s). Además, si consideramos que el medio es isótropo,

se puede relacionar la correlación de la velocidad con el desplazamiento cuadrático medio

mediante la siguiente expresión

〈v(s)v(0)〉 = s2 〈∆r̃2〉
6

(1.8)

Si además suponemos que la función de memoria microscópica es proporcional a la vis-

cosidad del fluido dependiente de la frecuencia (ecuación de Stokes-Einstein generalizada)

η̃(s) =
ζ̃(s)

6πa
, (1.9)
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multiplicando la ecuación (1.7) por v(0), promediando y utilizando el teorema de equipar-

tición de enerǵıa, se obtiene

G(s) =
kBT

πas 〈∆r̃2(s)〉 (1.10)

donde kB es la constante de Boltzmann, T es la temperatura del medio y G(s) ≡ sη̃(s).

Para comparar con datos mecánicos se requiere tener G′(ω) y G′′(ω); sin embargo, gracias

a que estas funciones obedecen a las relaciones de Kramers-Kronig, no son funciones

independientes, y ambas pueden ser determinadas de una única función real G̃(s). Se

podŕıa, en principio, calcular la transformada inversa unilateral de Laplace y después hacer

la transformada de Fourier, pero en lugar de eso, lo que se hace es ajustar G̃(s) mediante

una forma funcional de la variable real s, y después, obtener la función compleja G∗(ω)

sustituyendo iω por s. Se pueden identificar entonces las funciones G′(ω) y G′′(ω) como

las partes real e imaginaria respectivamente. Esto asegura que las relaciones de Kramers-

Kronig sean satisfechas en el rango de frecuencias en el que se esté trabajando. Como

podemos apreciar en la ecuación (1.10), la micro-reoloǵıa establece una relación general

entre las propiedades reológicas de un fluido complejo y el desplazamiento cuadrático

medio de las part́ıculas que se encuentren en su interior.

Esta técnica puede funcionar mal si el fluido viscoelástico no es homogéneo a pequeñas

escalas, especialmente en caso de que la part́ıcula que observemos sea más pequeña que

las inhomogeneidades, pues podŕıamos entonces obtener medidas diferentes dependiendo

de si la part́ıcula observada se encuentra dentro o fuera de éstas. Por ejemplo, si, mediante

micro-reoloǵıa, estamos estudiando una emulsión, en la que las inhomogeneidades son las

pequeñas micelas de la fase dispersa que flotan en el seno de la fase continua, puede ocurrir

que la part́ıcula de prueba con la que tomamos medidas sea demasiado pequeña, por lo

que no se obtendŕıan los mismos resultados si ésta se encuentra dentro de las micelas o

fuera de ellas. Se puede subsanar este problema observando la correlación del movimiento

de dos part́ıculas microscópicas que se encuentren cerca la una de la otra [53, 19, 61, 42, 1].

La micro-reoloǵıa tiene varias ventajas sobre las técnicas tradicionales de reoloǵıa:

El tamaño de las muestras que se puede estudiar con la micro-reoloǵıa es mucho más
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pequeño que el que se puede estudiar con un reómetro. Mientras que con los segundos

se estudian las propiedades viscoelásticas de materiales con volúmenes del orden de

los mililitros, con la micro-reoloǵıa se pueden estudiar volúmenes de muestra del

orden de los microlitros, nanolitros e incluso picolitros [17, 58, 73, 70]. Esto tiene la

ventaja de que se pueden estudiar las propiedades reológicas de materiales dif́ıciles

de obtener en grandes cantidades, como es el caso de ciertos fluidos biológicos.

Mientras que con un reómetro se hacen medidas macroscópicas de la viscoelasticidad

de la muestra, en el sentido de que se obtienen medidas promedio sobre el volumen

de la muestra, con la micro-reoloǵıa se obtienen medidas microscópicas, pues es-

tamos midiendo la viscoelasticidad en la posición donde se encuentra la part́ıcula

microscópica que estamos observando, es decir, estamos haciendo medidas locales.

Esto permite, por ejemplo, estudiar la viscoelasticidad en el interior de una célula

[97, 52, 95, 2, 94].

Para deducir cuáles son las propiedades viscoelásticas del medio, se suelen utilizar

esfuerzos dependientes sinusoidalmente del tiempo. El estudio de la relación entre

dichos esfuerzos y las deformaciones que causan permite obtener información sobre

el comportamiento viscoso y el comportamiento elástico de la muestra por separado,

y su dependencia con la escala temporal. Con un reómetro, se pueden alcanzar fre-

cuencias del orden de los hertzios. Estas frecuencias resultan pequeñas comparadas

con las que se alcanzan usando la micro-reoloǵıa, que permite hacer un estudio más

extenso, pues se pueden llegar a frecuencias de oscilación hasta un millón de veces

mayor [32, 12, 69].

A pesar de ser una técnica muy potente en el estudio de las propiedades viscoelásticas del

medio, todav́ıa hay algunas cuestiones sin resolver sobre la micro-reoloǵıa.

1. Como ya hemos dicho, en la micro-reoloǵıa observamos el movimiento de una part́ıcu-

la inmersa en el fluido a estudiar, y de este movimiento inferimos cuáles son las

propiedades viscoelásticas del medio. Es importante saber cómo afecta la propia

presencia de esta part́ıcula a las medidas micro-reológicas.
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2. En los fluidos viscoelásticos existen muchas otras part́ıculas microscópicas además de

las que son objeto de estudio para tomar medidas. Es importante saber cómo afectan

hidrodinámicamente este conjunto de part́ıculas a las medidas micro-reológicas.

3. El fluido de estudio se encuentra en el interior de una celda que lo confina, por lo que

es importante estudiar la interacción hidrodinámica de las paredes de dicha celda

con las part́ıculas de estudio. Nótese que estas interacciones son de largo alcance,

por lo que es de esperar que su influencia sea importante.

4. La relación entre las propiedades viscoelásticas del medio y el movimiento de la

part́ıcula que se observa se hace a través de una relación de Stokes-Einstein genera-

lizada. Es necesario saber cuál es el rango de validez de dicha ecuación [53, 54], pues

se han hecho una serie de aproximaciones y generalizaciones para poder utilizarla.

Todas estas cuestiones hacen importante desarrollar modelos computacionales que per-

mitan simular esta técnica experimental, ayudándonos a profundizar más en nuestro

conocimiento de este tipo de sistemas complejos para responder algunas de las cues-

tiones que nos hemos planteado. El objetivo final de la tesis es desarrollar un método que

permita simular numéricamente esta técnica.

1.3. Modelos de simulación de fluidos complejos

Al plantearnos cómo hacer para simular un fluido complejo, podemos proceder determi-

nando cuáles son las posiciones y velocidades iniciales de sus moléculas, y resolviendo sus

ecuaciones de movimiento para ver cómo evolucionan. Ésta es la forma de proceder de

la técnica denominada Dinámica Molecular (Molecular Dynamics o MD) [41, 37, 76]. El

problema con esta técnica, es que la escala temporal de evolución de las variables molec-

ulares es much́ısimo más pequeña que la escala t́ıpica de tiempo asociada a cualquier

microestructura de un fluido complejo. Esto hace que la simulación de cualquier proce-

so de interés en un fluido se este tipo requiera una cantidad de tiempo de computación

inabordable.
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Otro enfoque para simular fluidos complejos es la discretización de las ecuaciones hidrodinámi-

cas y resolverlas numéricamente. Existen diversas técnicas que utilizan esta forma de

proceder, y todas ellas las podemos clasificar en dos grandes grupos:

Métodos eulerianos

En estos métodos se resuelven las ecuaciones de evolución de los campos del fluido en

puntos fijos del espacio. Entre éstos se encuentran los métodos de diferencias finitas

y de volúmenes finitos [72, 30, 29]. El problema de este tipo de métodos es que es

dif́ıcil aplicarlos de forma sistemática a situaciones complejas, tales como la presencia

de superficies libres, part́ıculas coloidales, geometŕıas complejas y variables, etc.

Otro problema, que presentan estos métodos de simulación, es que no introducen

fluctuaciones térmicas, que son importantes a escalas mesoscópicas y necesarias para

simular procesos difusivos.

Un método de simulación euleriano en el que śı que se pueden introducir fluctua-

ciones térmicas y tener en cuenta geometŕıas complejas y variables es el modelo

Lattice Boltzmann Equation (LBE) [47, 38, 21, 48], que es una técnica de simu-

lación basada en la teoŕıa cinética, en la que el fluido es representado mediante

puntos que se mueven en una red siguiendo ciertas reglas de propagación y colisión.

Métodos lagrangianos

En este tipo de métodos, las ecuaciones de evolución de los campos del fluido se

resuelven en puntos que se mueven con el flujo hidrodinámico. Una de las técnicas

lagrangianas más populares es la Smoothed Particle Hydrodynamics o SPH [64].

Esta técnica fue desarrollada inicialmente para resolver problemas de astrof́ısica

[57, 31] y aunque posteriormente, se ha seguido utilizando ampliamente en el mismo

campo [4, 5], también se ha usado en otras áreas de la f́ısica, como en la simulación

de fluidos viscosos [84]. En la SPH el fluido se representa mediante un conjunto de

part́ıculas que se mueven con el flujo. Las ecuaciones de Navier-Stokes se discretizan

y se resuelven en las posiciones de dichas part́ıculas mediante un polinomio de

interpolación. El hecho de que el método SPH sea un modelo lagrangiano en el

que no hay que definir une red entre sus part́ıculas, hace que se pueda aplicar de



10 1.3. Modelos de simulación de fluidos complejos

forma natural a condiciones de contorno complejas como, por ejemplo, superficies

libres [63, 80, 81, 75, 44, 28, 11, 10], interfases entre fluidos [65, 87, 86, 85] o paredes

deformables [66]. Uno de los problemas de los que adolece la SPH es que no introduce

las fluctuaciones térmicas. Existen otras técnicas de simulación de fluidos en las que

śı que se pueden introducir las fluctuaciones, como por ejemplo el modelo Dissipative

Particle Dynamics (DPD) [40, 27, 24], que se originó como un modelo para simular

fluidos newtonianos con ruido térmico a escala mesoscópica; posteriormente se ha

utilizado para simular sistemas más complejos [7, 18, 77, 8, 46, 82, 83]. Con la DPD,

el fluido es simulado mediante puntos que se mueven por el espacio, intercambiando

entre śı momento y enerǵıa, y generando un comportamiento hidrodinámico [23]. En

el modelo se postulan cuáles son las fuerzas con las que interaccionan dichos puntos,

de forma que conserven la enerǵıa y el momento lineal del sistema. Este modelo

adolece de ciertos problemas [36, 74, 59], pues no permite una elección arbitraria de

la ecuación de estado y no se sabe, a priori, qué coeficientes de transporte estamos

utilizando. En cuanto a las fluctuaciones térmicas, se introducen en DPD de forma

muy sencilla, pero no existe un criterio claro sobre la dependencia de las fluctuaciones

en función de la cantidad de fluido representada por cada punto.

Recientemente, se ha desarrollado un método de simulación denominado Smoothed Dissi-

pative Particle Dynamics (SDPD) [26], que introduce mejoras respecto al modelo DPD.

Para desarrollar la SDPD, se utiliza el formalismo termodinámico denominado GENERIC

[34, 68, 67] que establece la estructura general de las ecuaciones de evolución de un sis-

tema que cumpla las dos primeras leyes de la termodinámica y el teorema de fluctuación-

disipación. Utilizando este formalismo termodinámico se puede desarrollar un modelo

general de fluido, representado mediante part́ıculas, que se transforma en un modelo SPH

cuando definimos el volumen como se hace en dicha técnica, con la diferencia, de que aho-

ra, tenemos en GENERIC una gúıa para introducir las fluctuaciones térmicas de forma

consistente. Por lo tanto, la SDPD tiene las mejores cualidades de los dos modelos DPD

y SPH:

1. Como en la SPH, se permite una elección arbitraria de la ecuación de estado.



1. Introducción. 11

2. Dado que el modelo SDPD es una discretización de las ecuaciones de Navier-Stokes,

existe una relación clara entre los coeficientes de transporte y los parámetros de la

simulación.

3. Como en la DPD, podemos introducir fluctuaciones térmicas.

y alguna más: [89]

Las fluctuaciones térmicas se introducen de forma consistente, de tal manera que se

cumple el teorema de fluctuación-disipación de forma automática (sin necesidad de

ajustar ningún parámetro).

Aśı pues, podemos decir que el modelo SDPD es un modelo SPH en el que se han intro-

ducido fluctuaciones térmicas de forma consistente.

1.4. GENERIC

Resumiremos brevemente en este apartado el formalismo termodinámico GENERIC, que

es clave en el desarrollo del modelo SDPD y que utilizaremos en la formulación de los

modelos de simulación que presentaremos en esta tesis.

El formalismo GENERIC (General Equation for the Nonequilibrium Reversible-Irreversible

Coupling) [34, 68, 67] es una estructura termodinámica que surge tras la búsqueda de una

estructura común en las ecuaciones dinámicas para procesos fuera del equilibrio que cum-

plan la primera y segunda leyes de la termodinámica. Esta estructura nos permitirá de-

sarrollar modelos de simulación de fluidos termodinámicamente consistentes mediante

part́ıculas, es decir, modelos de part́ıculas en los que se cumpla el teorema de fluctuación-

disipación, en los que la entroṕıa aumente con el tiempo y en los que la enerǵıa y otros

invariantes del sistema, como por ejemplo el momento lineal, se conserven.

Distinguiremos dos partes en las ecuaciones dinámicas de las variables relevantes: la parte

determinista y la parte no determinista. Un sistema que sigue una dinámica determinista,

tiene la propiedad de que si conocemos el estado completo del sistema en un momento

dado, y sabemos con exactitud las interacciones que se dan en éste, seremos capaces de
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determinar con total exactitud cualquier estado futuro del sistema, e incluso describir con

exactitud cualquier estado por el que el sistema ya haya pasado. La existencia de sistemas

deterministas en el mundo real está limitado por la Teoŕıa del Caos: al no poder conocer

con total precisión el estado de un sistema, no podremos reproducir con total exactitud

un estado futuro de dicho sistema. No obstante, el interés en los sistemas deterministas

no desaparece por esta restricción, pues si conocemos con suficiente exactitud el estado

actual de un sistema determinado, podremos predecir con suficiente precisión el estado

del sistema en un futuro cercano. A su vez, la dinámica determinista de un modelo, se

puede dividir en dos partes: las dinámicas reversible e irreversible. La parte reversible de

la dinámica se refiere a la parte de la dinámica que no cambia la entroṕıa del sistema.

Para conseguir hacer un proceso reversible, el sistema tiene que ir desde un estado de

equilibrio hasta otro, pasando por infinitos estados de equilibrio. Por supuesto, los procesos

puramente reversibles son procesos ideales, y no pueden darse en la naturaleza, pues la

acción de llevar al sistema a través de infinitos procesos de equilibrio requiere un tiempo

infinito. Por esta razón, es necesario incluir en el modelo una dinámica irreversible, que se

refiera a los procesos en los que la entroṕıa śı que cambia, o dicho de otra forma, supongan

que hay algún tipo de reordenamiento en la estructura interna del sistema. Entre otras

aportaciones irreversibles, se encuentran los procesos de fricción, o los intercambios de

temperatura.

Hemos de notar que cuando hacemos un modelo de part́ıcula fluida como el que estamos

proponiendo en este trabajo, estamos describiendo el sistema con much́ısimas menos va-

riables que si hacemos una descripción microscópica. En esta última, el sistema queda

determinado por ciertas variables de las moléculas que lo componen, mientras que en

el modelo que vamos a desarrollar, el sistema queda determinado por las variables que

hayamos asignado a las part́ıculas fluidas. Dado que cada part́ıcula fluida representa una

porción del sistema que contiene un número muy grande de moléculas, hemos disminui-

do notablemente el número de variables necesarias para la descripción del fluido. Este

proceso de reducción de variables, sustituyendo las variables microscópicas por variables

más gruesas, se denomina coarse graining. Al hacer coarse graining se pierde información

del sistema en el proceso. Esta información perdida se puede modelar añadiendo cier-
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tos términos aleatorios, que llamaremos fluctuaciones, a las ecuaciones de la dinámica; las

fluctuaciones están relacionados con la dinámica irreversible mediante el Teorema de Fluc-

tuación-Disipación. La dinámica descrita por estos términos aleatorios la denominaremos

dinámica no determinista.

Como veremos, en el caso de un fluido las fluctuaciones serán importantes cuando tratemos

con sistemas que tengan longitudes t́ıpicas por debajo de las micras. Si vamos aumentando

el tamaño del sistema, estas fluctuaciones son cada vez menos importantes, hasta llegar

a ser despreciables.

Supongamos que x es el estado de un sistema en un determinado nivel de descrip-

ción. La ecuación que describe su dinámica determinista viene dada, según el formalismo

GENERIC, por:

dx

dt
= L · ∂E

∂x
︸ ︷︷ ︸

Revers.

+ M · ∂S
∂x

︸ ︷︷ ︸

Irrevers.

(1.11)

Tanto la enerǵıa E como la entroṕıa S son funciones del estado x en el que se encuentra el

sistema. Las matrices L y M satisfacen ciertas propiedades: L es antisimétrica, mientras

que M es simétrica y positiva semidefinida. También se cumplen las siguientes condiciones

de degeneración:

L · ∂S
∂x

= 0 (1.12)

M · ∂E
∂x

= 0 (1.13)

Estas propiedades aseguran la Primera y la Segunda Ley de la termodinámica, es decir:

Ė = 0 y Ṡ ≥ 0. En el caso de que existan otros invariantes dinámicos I(x) en el sistema,

entonces se pueden añadir dos condiciones más:

∂I

∂x
· L · ∂E

∂x
= 0 (1.14)

∂I

∂x
· M · ∂S

∂x
= 0 (1.15)



14 1.4. GENERIC

lo que asegura que İ = 0.

Si además suponemos que las fluctuaciones no son despreciables, tenemos la siguiente

ecuación diferencial estocástica:

dx =

[

L · ∂E
∂x

+ M · ∂S
∂x

+ kB
∂

∂x
· M

]

dt+ dx̃ (1.16)

El término estocástico dx̃ es una combinación lineal de incrementos independientes del

proceso de Wiener, y satisface la regla mnemotécnica de Itô:

dx̃dx̃T = 2kBMdt (1.17)

donde kB es la constante de Boltzmann. Esta última ecuación es una representación

del teorema de fluctuación-disipación, que expresa el hecho de que la amplitud de las

fluctuaciones térmicas es proporcional a la matriz disipativa M . Nótese que la ecuación

(1.17) implica que la matriz M es simétrica y positiva definida.

Otra forma de escribir el término estocástico dx̃ es la siguiente:

dx̃µ = bµν(x)dW ν (1.18)

donde los supeŕındices de refieren a las componentes tensoriales y donde los ruidos dW

cumplen la regla mnemotécnica de Itô:

dW µdW ν = δµνdt (1.19)

Entonces, podemos escribir la ecuación (1.17) como:

Mµν =
1

2kB
bµν

′

bνν
′

(1.20)

Para garantizar que la enerǵıa total y los invariantes dinámicos no cambian en el tiempo,

un requerimiento más fuerte es que se cumpla:
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∂E

∂x
· dx̃ = 0 (1.21)

∂I

∂x
· dx̃ = 0 (1.22)

Estas dos ecuaciones, que son una buena gúıa para construir el ruido térmico en nuevos

modelos, tienen una explicación geométrica sencilla: consideremos el espacio determinado

por las variables relevantes x del sistema. Entonces E(x) = ET es la hipersuperficie de

los puntos de este espacio en los que el sistema tiene la enerǵıa total ET . Dado que ∂E
∂x

es un vector perpendicular a la hipersuperficie E(x) = ET , la ecuación (1.21) expresa

el hecho de que el cambio infinitesimal que se da en las variables relevantes debido a la

presencia de fluctuaciones, representado por el vector dx̃, es tangente a la hipersuperficie

E(x) = ET . Esto hace que el sistema se mueva infinitesimalmente sobre esta hipersu-

perficie, asegurando entonces que la enerǵıa se conserve. La interpretación geométrica de

(1.22) es similar.

Existe una ecuación de Fokker-Planck equivalente a la ecuación diferencial estocástica

GENERIC (1.16):

∂P (x, t)

∂t
= − ∂

∂x
·
[

L(x) · ∂E
∂x

P (x, t) + M (x) · ∂S
∂x

P (x, t)

]

+ kB
∂

∂x
· M(x) · ∂

∂x
P (x, t)

(1.23)

La función de distribución de equilibrio que es solución de la ecuación de Fokker-Planck

viene dada por la fórmula de Einstein para las fluctuaciones que, teniendo en cuenta los

invariantes dinámicos del sistema, se puede escribir como [22]

P (x)eq =
1

N δ [E(x) − E0] δ [I(x) − I0] exp

{
S(x)

kB

}

(1.24)

donde N es una constante de normalización.

Como ya hemos dicho, el formalismo GENERIC determina cuál es la estructura general de

la evolución de los sistemas que cumplen la primera y segunda leyes de la termodinámica

y el teorema de fluctuación-disipación, lo que permite reescribir las ecuaciones dinámicas
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Figura 1.1: Caṕıtulo 2: modelo SDPD de fluido newtoniano. El fluido se representa me-

diante un conjunto de part́ıculas, denominadas part́ıculas fluidas. En la figura, en la que

se muestra el esquema de un fluido SDPD bidimensional, aunque representemos cada

part́ıcula fluida como una pequeña bolita, en realidad, es un objeto más difuso, cuyas

propiedades se calculan utilizando un polinomio de interpolación en un entorno de radio

rcut alrededor de su posición.

de sistemas ya formulados de un modo más general. Por ejemplo, se ha comprobado

que cumplen la estructura GENERIC las ecuaciones de Navier-Stokes, las ecuaciones de

evolución de modelos de suspensiones poliméricas¡ o las de la hidrodinámica relativista

entre otras [68, 67]. Pero en esta tesis utilizaremos GENERIC para desarrollar nuevos

modelos asegurándonos, de esta forma, de que las ecuaciones que los describen no son

inconsistentes desde el punto de vista f́ısico.

1.5. Desarrollo de la tesis

El objetivo de esta tesis es, como ya hemos dicho, desarrollar una técnica de simulación

que permita estudiar las condiciones que se dan en la micro-reoloǵıa. El modelo SDPD

permite modelar fluctuaciones térmicas de forma consistente, cumpliéndose además la

primera y segunda leyes de la termodinámica. También permite introducir condiciones de

contorno móviles y con geometŕıas complejas de forma relativamente sencilla. Aśı pues,
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Figura 1.2: Caṕıtulo 3: Figura de la izquierda: esquema del modelo SDPD de fluido simple

cuando hay paredes planas como condiciones de contorno. La fuerza de la pared sobre

las part́ıculas que representan al fluido es tal que éstas no podrán penetrarla, ni resbalar

por su superficie (no slip). Figura de la derecha: esquema del modelo SDPD de suspen-

sión coloidal. La interacción entre las part́ıculas que representan al fluido y las part́ıculas

coloidales se modela de la misma forma que para las paredes.

el modelo SDPD nos parece idóneo para desarrollar el trabajo de esta tesis. Presentamos

a continuación un esquema de cómo está estructurada la tesis:

En el caṕıtulo 2 describiremos el modelo SDPD para un fluido simple (newtoniano

y sin part́ıculas coloidales). En la figura 1.1 se muestra un esquema explicativo de

este modelo, que ya fue desarrollado en [26] y que sirve de base a los demás modelos

presentados en esta tesis.

En el caṕıtulo 3 se describe un modelo SDPD de suspensión coloidal en solvente

newtoniano. Como ya hemos dicho, una suspensión coloidal es un fluido que en su

seno tiene part́ıculas microscópicas. El comportamiento macroscópico del fluido se

ve alterado por la presencia de estas part́ıculas. Como aproximación al problema

de las condiciones de contorno fluido-part́ıcula coloidal, desarrollaremos un método

para añadir paredes ŕıgidas al fluido, describiendo cuáles son las interacciones fluido-

pared (ver primer esquema de la figura 1.2). Esta interacción tendrá dos partes: una

reversible, que da cuenta de la impenetrabilidad de la pared por el fluido, y otra
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Figura 1.3: Caṕıtulo 4: esquema del modelo SDPD de fluido viscoelástico. El fluido es

representado mediante part́ıculas fluidas que en su interior albergan multitud de pequeños

resortes. El estado elástico de cada part́ıcula fluida viene dado por un tensor, denominado

tensor de conformación.

irreversible, que describe cuál es la fricción sobre el fluido. La suspensión coloidal (ver

segundo esquema de la figura 1.2) se modela mediante un conjunto de esferas ŕıgidas

sumergidas en el fluido, que intercambian momento y enerǵıa con las part́ıculas

SDPD. Las condiciones de contorno desarrolladas para paredes planas, nos servirán

para describir las interacciones fluido-part́ıcula coloidal.

En el caṕıtulo 4, modelaremos un fluido viscoelástico sin part́ıculas coloidales. Para

ello, supondremos que en cada part́ıcula SDPD hay inmersos multitud de poĺımeros

que modelaremos como resortes lineales (ver figura 1.3). Podremos, entonces, añadir

a cada una de las part́ıculas que representan al fluido una nueva variable, denomi-

nada tensor de conformación. Éste nos da información acerca de cuál es el estado

elástico de la part́ıcula. Aśı mismo, es en este modelo en el que mejor se aprecia la

potencia del formalismo termodinámico GENERIC [34, 68, 67], pues el desarrollo

de modelos de fluido viscoelástico más complejos sólo requiere que redefinamos la

entroṕıa.

En el caṕıtulo 5 construimos finalmente un modelo de suspensión coloidal en un
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Figura 1.4: Caṕıtulo 5: Esquema del modelo SDPD de part́ıculas coloidales inmersas en

un medio viscoelástico. El solvente se modela de forma similar a como se hace para un

fluido viscoelástico en el caṕıtulo 4; las interacciones solvente-coloide son similares a las

utilizadas en el caṕıtulo 3.

medio viscoelástico (ver figura 1.4). Al igual que en el caṕıtulo 3, primero estudiare-

mos, como aproximación al problema, la forma en que se pueden introducir paredes

planas en el modelo de fluido viscoelástico. Posteriormente, usaremos las condiciones

de contorno fluido-pared para describir la interacción fluido-coloide.

La forma en que se construyen los tres modelos anteriores sigue siempre las mismas

pautas. Primero desarrollamos un modelo de part́ıculas general utilizando el formalis-

mo GENERIC. Este modelo es termodinámicamente consistente, por lo que la enerǵıa del

sistema permanece constante, y su entroṕıa crece con el tiempo. Este modelo resulta ser

bastante general pues faltan algunas cantidades por determinar: la definición del volumen

de las part́ıculas que representan al fluido, la ecuación de estado y las amplitudes de las

fluctuaciones térmicas. Al hacer estas definiciones de forma adecuada, obtendremos ya un

modelo que nos permitirá simular el sistema y poder abordar algunas de las cuestiones

planteadas sobre la micro-reoloǵıa.
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Caṕıtulo 2

Modelo de fluido newtoniano

El modelo SDPD (Smoothed Dissipative Particle Dynamics) de fluido newtoniano ya fue

publicado en [26] y, aunque no es original de esta tesis, lo presentamos en este caṕıtulo a

modo explicativo, pues en él se basan todos los demás modelos que vamos a desarrollar.

El principal requisito que queremos que cumpla nuestro modelo es el de ser termodinámi-

camente consistente, lo que implica que queremos que la enerǵıa del sistema sea una

constante del movimiento, y que la entroṕıa nunca disminuya con el tiempo. Otra condi-

ción que es importante para tener consistencia termodinámica en nuestro modelo es el

cumplimiento del teorema de fluctuación-disipación. Nótese que este teorema carece de im-

portancia si vamos a simular sistemas con longitudes caracteŕısticas grandes, como ocurre,

por ejemplo en el caso de simulaciones de barcos, aviones, olas de mar u otros objetos

macroscópicos, en los que las fluctuaciones térmicas son despreciables. Los sistemas que

nosotros pretendemos simular tienen longitudes caracteŕısticas del orden del micrómetro,

por lo que en ellos śı que son importantes las fluctuaciones térmicas. Por último, tam-

bién pediremos que se cumpla la ley de conservación del momento lineal. El formalismo

GENERIC (General Equation for the NonEquilibrium Reversible-Irreversible Coupling)

[67, 34, 68] presentado en el capitulo 1 que, de forma general, describe la dinámica fuera

del equilibrio de un sistema termodinámico para cierto nivel de descripción, será nuestra

gúıa para construir un modelo que cumpla todos estos requisitos.

En la sección 2.1 utilizaremos GENERIC para desarrollar el modelo general de un fluido

representado mediante un conjunto de part́ıculas, de forma que cada una de ellas sea una

21
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porción del fluido que interacciona con las demás intercambiando momento y enerǵıa. El

estado de dichas part́ıculas, a las que denominaremos part́ıculas fluidas, vendrá determi-

nado por un conjunto de variables relevantes; en este caso: posición, momento y entroṕıa.

Además, les dotaremos también de masa y de una serie de variables dependientes de las

relevantes: volumen, densidad, enerǵıa, temperatura, etc.

El modelo que obtendremos es general en el sentido de que queda por determinar cómo

definiremos el volumen de las part́ıculas fluidas. De esta definición dependerá la técnica

de simulación que posteriormente obtendremos. Por ejemplo, si utilizamos cada part́ıcula

como un nodo para construir una red de Voronoi, y definimos el volumen de las part́ıculas

como su correspondiente volumen de Voronoi 1, se obtiene un modelo de fluido de part́ıcu-

las de Voronoi [78, 79]. En la sección 2.2 definiremos el volumen de cada part́ıcula fluida

mediante una función de interpolación sobre sus part́ıculas vecinas, tal y como se hace en

la técnica SPH (Smoothed Particle Hydrodynamics) [64]. Comprobaremos entonces que el

modelo SPH es un caso particular del modelo GENERIC de part́ıculas fluidas, lo que nos

permitirá incluir de forma consistente las fluctuaciones térmicas en el modelo, formulando

entonces el modelo SDPD.

2.1. Modelo GENERIC de un fluido newtoniano

Modelaremos el fluido mediante un conjunto deNF part́ıculas que denominaremos part́ıcu-

las fluidas. El estado de cada una de ellas quedará determinado por su posición ri, su

momento pi y su entroṕıa si, magnitudes que utilizaremos como variables relevantes del

sistema. Además, las part́ıculas tienen también una masa m = MT/NF , igual para to-

das ellas y constante en el tiempo. Una part́ıcula fluida es lo suficientemente grande como

para que pueda entenderse como un sistema termodinámico móvil, pero lo suficientemente

pequeña como para que esté sometida a fluctuaciones térmicas. El estado x del sistema

tiene la siguiente forma:

1Sea un conjunto de nodos situados en el espacio. El volumen de Voronoi de un nodo se define como
el correspondiente al lugar geométrico que se encuentra más cerca de dicho nodo que de ningún otro.
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x =


















































r1

...

rNF

p1

...

pNF

s1

...

sNF


















































=














ri

pi

si














(2.1)

Si conocemos la posición, momento y entroṕıa de todas las part́ıculas fluidas en un mo-

mento dado, tendremos información suficiente como para conocer el estado del sistema

en dicho momento. Cualquier otra cantidad que nos interese del sistema, se puede es-

cribir en función de estas variables (y de la masa, que no consideramos variable relevante,

porque hemos impuesto que no evoluciona con el tiempo). Dos cantidades que van a ser

importantes para la dinámica del sistema son el volumen Vi y la enerǵıa interna ei de las

part́ıculas fluidas. Supondremos que el volumen es función de la posición de las part́ıculas:

Vi = Vi(r1, . . . , rN) (2.2)

La explicación de esta dependencia se basa en la idea de que si una part́ıcula i tiene muchas

part́ıculas cerca, su volumen será menor que si tiene pocas, pues tiene que compartir el
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espacio de su vecindad con más part́ıculas.

En cuanto a la enerǵıa interna, supondremos que es función de la masa m, de la entroṕıa

si y del volumen Vi de la propia part́ıcula:

ei = e(m, si,Vi) (2.3)

La dependencia de ei con m la obviaremos a partir de ahora, pues la masa es la misma

para todas las part́ıculas fluidas. Nótese que la enerǵıa interna tiene una dependencia

con las posiciones de las part́ıculas fluidas a través del volumen de la part́ıcula i. Cada

part́ıcula tiene también una presión Pi, y una temperatura Ti, dadas por la ecuación de

estado:

Ti =
∂e

∂si
(2.4)

Pi = − ∂e

∂Vi
(2.5)

Proponemos las siguientes expresiones para la enerǵıa y la entroṕıa del sistema:

E(x) =

NF∑

i=1

[
p2
i

2m
+ e(Vi, si)

]

(2.6)

S(x) =

NF∑

i=1

si (2.7)

es decir, la enerǵıa del sistema es igual a la suma de las enerǵıas cinéticas e internas de las

part́ıculas fluidas, y la entroṕıa total es igual a la suma de las entroṕıas de cada part́ıcula

que compone el sistema.

Para poder utilizar el formalismo GENERIC, tenemos que derivar la enerǵıa y la entroṕıa

respecto de las variables relevantes. Las derivadas de la enerǵıa son

∂E

∂rj
= −

NF∑

i=1

Pi
∂Vi
∂rj

∂E

∂pj

= vj (2.8)

∂E

∂sj
= Tj
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mientras que las derivadas de la entroṕıa son

∂S

∂rj
= 0

∂S

∂pj
= 0 (2.9)

∂S

∂sj
= 1

2.1.1. Dinámica determinista

A continuación presentamos la parte determinista de la dinámica del modelo, que la

dividimos, como ya apuntamos en la introducción, en una parte reversible, en la que

los campos del fluido cambian por advección, y una irreversible, en la que las part́ıculas

fluidas interaccionan entre śı, reorganizando su estructura interna.

Dinámica reversible

La dinámica reversible del sistema viene dada, según el formalismo GENERIC, por la

parte reversible de la ecuación (1.11), que aplicada a nuestras variables relevantes, se

escribe expĺıcitamente como:














ṙi

ṗi

ṡi






























rev

=

NF∑

j=1














Lrr
ij L

rp
ij Lrs

ij

L
pr
ij L

pp
ij L

ps
ij

Lsr
ij L

sp
ij Lss

ij



























−∑NF

k=1 Pk
∂Vk

∂rj

vj

Tj














(2.10)

La matriz L es una matriz en bloques, cuyos elementos Lij hemos de determinar. Para

ello, exigiremos ciertas propiedades al sistema, que se traducirán en una serie de requisitos

que ha de cumplir esta matriz.

Queremos que la velocidad de cada part́ıcula fluida se corresponda con el cambio en

el tiempo de su posición, es decir, queremos que ṙi = vi se cumpla exactamente.
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Esto se consigue haciendo:

Lrr
ij = Lrs

ij = 0

L
rp
ij = 1δij (2.11)

donde 1 es el tensor identidad, y δij la delta de Kronecker; como la matriz L es

antisimétrica, también tenemos que:

Lsr
ij = 0

L
pr
ij = −1δij (2.12)

Con este requisito hemos determinado los elementos de la primera fila y de la primera

columna.

Debe cumplirse la condición de degeneración (1.12).

Esta condición, como ya dijimos en la introducción, asegura que se cumpla la se-

gunda ley de la termodinámica, que para un proceso reversible se limita a hacer que

la entroṕıa permanezca constante en el tiempo. De esta forma, determinamos los

siguientes términos:

L
ps
ij = Lss

ij = 0 (2.13)

y por ser la matriz L antisimétrica:

L
sp
ij = 0 (2.14)

Sólo queda un término de la matriz L por determinar: L
pp
ij . Este término tiene que

anularse, pues si no, la evolución reversible del momento lineal de las part́ıculas

dependeŕıa de su velocidad o de la velocidad de otras part́ıculas. Por lo tanto
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L
pp
ij = 0 (2.15)

De esta forma, hemos determinado todos los bloques de la matriz L, obteniendo la si-

guiente expresión:

L =














0 1δij 0

−1δij 0 0

0 0 0














(2.16)

que al sustituirla en la parte reversible de la ecuación (1.11), nos permite obtener la

dinámica reversible del sistema.

ṙi|rev = vi

ṗi|rev =

NF∑

k=1

Pk
∂Vk
∂ri

(2.17)

ṡi|rev = 0

La primera de estas ecuaciones, muestran el hecho de que las part́ıculas se mueven de forma

consistente con la velocidad que tienen. La segunda representa la evolución del momento

de las part́ıculas fluidas debido al gradiente de presiones. De hecho, esta ecuación sugiere

la siguiente expresión discreta, asociada a la part́ıcula i, para dicho gradiente:

(∇P )i = − 1

Vi

NF∑

j=1

∂Vj
∂ri

Pj (2.18)

La tercera ecuación de (2.17) determina que la entroṕıa de las part́ıculas individuales no

cambia, lo cual, teniendo en cuenta (2.7), asegura la reversibilidad del proceso descrito

por estas ecuaciones.
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Dinámica irreversible

Para calcular la dinámica irreversible del sistema, que viene dada, según el formalismo

GENERIC, por la parte irreversible de la ecuación (1.11), necesitamos determinar cómo

es la matriz M . Esto lo haremos utilizando el teorema de fluctuación-disipación, dado

por la ecuación (1.17). Las fluctuaciones dx̃ tienen la siguiente expresión

dx̃ =














dr̃i

dp̃i

ds̃i














(2.19)

Como no queremos procesos irreversibles asociados al cambio en la posición de las part́ıcu-

las, exigiremos que dr̃i = 0, ∀i. Sustituyendo (2.19) en (1.17) se obtiene

M =
1

2kBdt














0 0 0

0 dp̃idp̃j dp̃ids̃j

0 ds̃idp̃j ds̃ids̃j














(2.20)

es decir (nótese que la matriz M es simétrica)

M
pp
ij =

1

2kBdt
dp̃idp̃j

M
ps
ij = M

sp
ji =

1

2kBdt
dp̃ids̃j (2.21)

M ss
ij =

1

2kBdt
ds̃ids̃j

Tenemos ahora que determinar qué forma tienen estos términos estocásticos. Postularemos

que estos ruidos, para una part́ıcula fluida dada, se deben a interacciones a pares con otras

part́ıculas fluidas:
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dp̃i =

NF∑

j=1

dp̃ij

Tids̃i =

NF∑

j=1

dǫ̃ij +

NF∑

j=1

dq̃ij (2.22)

donde Ti es la temperatura de la part́ıcula i. El término dp̃ij representa un intercambio

espontáneo de momento de la part́ıcula j a la part́ıcula i, debido a una fluctuación térmica.

Como el momento ha de conservarse, debe cumplirse: dp̃ij = −dp̃ji. Aśı mismo, el término

dq̃ij en la ecuación (2.22), representa la cantidad de enerǵıa traspasada de la part́ıcula j

a la part́ıcula i debido a una fluctuación térmica. Dado el significado de esta cantidad,

debe cumplirse que: dq̃ij = −dq̃ji. El término dǫ̃ij se interpreta como un intercambio de

calentamiento viscoso de la part́ıcula j a la part́ıcula i debido a una fluctuación térmica;

este término es necesario añadirlo para que se conserve la enerǵıa, es decir, para que se

cumpla (1.21).

Inspirados en [25], esperamos que la disipación debida a un esfuerzo cortante esté asociada

a una matriz aleatoria simétrica y sin traza, y que la disipación debida a esfuerzos normales

se asocie a una matriz aleatoria diagonal. Por eso postulamos los términos estocásticos

dp̃i y ds̃i de la siguiente manera:

dp̃i =

NF∑

j=1

(

AijdW ij +Bij
1

D
tr [dW ij]

)

· eij (2.23)

Tids̃i = −1

2

NF∑

j=1

(

AijdW ij +Bij
1

D
tr [dW ij]

)

: eijvij

︸ ︷︷ ︸

Término viscoso

+

NF∑

j=1

CijdVij

︸ ︷︷ ︸

Térm. conducción

(2.24)

donde D es el número de dimensiones del sistema y el operador tr da como resultado la

traza del tensor sobre el que se aplica. eij es el vector unitario que va en la dirección y

sentido del vector ri−rj y vij = vi−vj. El término dW ij es una matriz de incrementos de

Wiener independientes, dVij es un incremento de Wiener y dW ij es una matriz simétrica

sin traza, dada por
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dW ij =
1

2

[
dW ij + dW T

ij

]
− 1

D
tr [dW ij] (2.25)

Los términos Aij, Bij y Cij los llamaremos amplitudes del ruido térmico y nos dan informa-

ción acerca de lo importantes que son las fluctuaciones térmicas en el sistema. Exigiremos

las siguientes propiedades de simetŕıa:

dW ij = dW ji

dVij = −dVji
Aij = Aji (2.26)

Bij = Bji

Cij = Cji

Se debe tener en cuenta, que Aij, Bij y Cij pueden depender, en general, del estado x en

el que se encuentre el sistema. Los procesos de Wiener de dW ij y de dVij satisfacen las

reglas mnemotécnicas de Itô:

dW αα′

ii′ dW
ββ′

jj′ = [δijδi′j′ + δij′δi′j] δ
αβδα

′β′

dt

dVii′dVjj′ = [δijδi′j′ − δij′δi′j] dt (2.27)

dVii′dW
αα′

jj′ = 0αα
′

donde los supeŕındices se refieren a componentes tensoriales.

Utilizando las derivadas de la enerǵıa y como debe cumplirse la ecuación (1.21), obtene-

mos:

NF∑

j=1

(
vj · dp̃j + Tjds̃j

)
= 0 (2.28)

Por otro lado, como el momento total P es un invariante del sistema, entonces tiene que

cumplirse la ecuación (1.22)
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NF∑

j=1

dp̃j = 0 (2.29)

No es dif́ıcil ver que tanto (2.28) como (2.29) se cumplen.

Con todas estas ecuaciones se pueden obtener los elementos de la matriz M . Sustituyendo

(2.23) y (2.24) en (2.21), y utilizando las reglas mnemotécnicas de Itô (2.27), se obtiene

M
pp
ij =

1

2kB

[

δij

NF∑

k=1

(
A2
ik

2
[1 + eikeik] +

(
B2
ik − A2

ik

) eikeik

D

)

−

A2
ij

2
[1 + eijeij] −

[
B2
ij − A2

ij

] eijeij

D

]

M
ps
ij = M

sp
ji = − δij

4kBTj

NF∑

k=1

[
A2
ik

2
[vik + (eik · vik) eik] +

(
B2
ik − A2

ik

) (eik · vik) eik

D

]

−

1

4kBTj

[
A2
ij

2
[vij + eij (eij · vij)] +

(
B2
ij − A2

ij

) eij (eij · vij)
D

]

M ss
ij =

δij
8kBTiTj

NF∑

k=1

(

A2
ik

2

[(
v2
ik + (eik · vik)2)]+

(
B2
ik − A2

ik

) (eik · vik)2

D

)

+

+
1

8kBTiTj

(

A2
ij

2

[(
v2
ij + (eij · vij)2)]+

(
B2
ij − A2

ij

) (eij · vij)2

D

)

+

1

2kBTiTj

(

δij

NF∑

k=1

C2
ik − C2

ij

)

(2.30)

Ahora ya podemos escribir la parte irreversible de la dinámica como














ṙi

ṗi

ṡi






























irrev

=

NF∑

j=1














0 0 0

0 M
pp
ij M

ps
ij

0 M
sp
ij M ss

ij



























0

0

1














es decir
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ṙi|irrev = 0

ṗi|irrev = −
NF∑

j=1

{

aijvij +

[

aij

(

1 − 2

D

)

+ bij

]

(eij · vij) eij

}

(2.31)

Tiṡi|irrev = −
NF∑

j=1

cijTij +
1

2

NF∑

j=1

aijv
2
ij +

1

2

NF∑

j=1

[

aij

(

1 − 2

D

)

+ bij

]

(vij · eij)2

donde

aij =
A2
ij

8kB

(
1

Ti
+

1

Tj

)

bij =
B2
ij

4DkB

(
1

Ti
+

1

Tj

)

(2.32)

cij =
C2
ij

2kBTiTj

Aśı pues, la evolución irreversible del momento lineal depende de términos que involucran

diferencias de velocidades entre part́ıculas, que hacen que éstas tiendan a llevar la misma

velocidad: son términos de fricción. En la ecuación de evolución de la entroṕıa, el primer

sumatorio es un término conductivo causado por la diferencia de temperaturas de la

part́ıcula i con sus vecinas, mientras que el resto de los términos causa cambios en la

entroṕıa mediante procesos viscosos.

2.1.2. Dinámica no determinista

Cuando el ruido térmico se tiene en cuenta, hay que añadir más términos a las ecuaciones

de evolución de las variables relevantes. Éstas, de acuerdo con la ecuación diferencial

estocástica (1.16) del modelo GENERIC , vienen dadas por
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dri = vidt (2.33)

dpi =

[
NF∑

j=1

Pj
∂Vj
∂ri

−
NF∑

j=1

{

aijvij +

[

aij

(

1 − 2

D

)

+ bij

]

(eij · vij) eij

}

+kB

(
∂M pp

ij

∂pj
+
∂M sp

ij

∂sj

)]

dt+ dp̃i

Tidsi =

[

−
NF∑

j=1

cijTij +
1

2

NF∑

j=1

{

aijv
2
ij +

[

aij

(

1 − 2

D

)

+ bij

]

(vij · eij)2

}

+

kB

(
∂M ps

ij

∂pj
+
∂M ss

ij

∂sj

)]

dt+ Tids̃i

Sólo falta por determinar la expresión de los términos kB
∂
∂xj

· M ij; no obstante, uti-

lizaremos el método propuesto por Wilkie [96] para integrar las ecuaciones diferenciales

estocásticas, y como veremos, no será necesario calcular dichos términos. La principal ven-

taja del método de Wilkie, es que sustituye el problema de la resolución de una ecuación

diferencial estocástica por el problema de la resolución de una ecuación diferencial ordi-

naria con un término aleatorio.

Consideremos una ecuación diferencial estocástica general de Itô de la forma:

dXi = ai(X)dt+ bij(X)dWij (2.34)

donde ai y bij son lo suficientemente regulares, y no dependen expĺıcitamente del tiempo.

Introducimos la función

Fi(X) = ai(X) − 1

2
bjk(X)

∂

∂Xj

bik(X) + bij(X)
∆Wj

∆t
(2.35)

para un paso de tiempo ∆t y un incremento del proceso de Wiener ∆Wj. De acuerdo con

el método de Wilkie, podemos obtener una aproximación del estado Xn+1 a partir del

estado Xn, donde los supeŕındices se refieren al número de paso de tiempo, como sigue:

Xn+1 = Xn +
1

6

(
K1 + 2K2 + 2K3 +K4

)
(2.36)
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donde

K1
i = ∆tFi (X

n)

K2
i = ∆tFi

(

Xn +
1

2
K1

)

K3
i = ∆tFi

(

Xn +
1

2
K2

)

(2.37)

K4
i = ∆tFi

(
Xn +K3

)

Comparando esta aproximación con el método Runge-Kutta de cuarto orden usual, ve-

mos que la resolución de la ecuación diferencial estocástica anterior es equivalente a la

resolución de la siguiente ecuación diferencial ordinaria:

Ẋi = Fi(X) −→ Ẋi = ai(X) − 1

2
bjk(X)

∂

∂Xj

bik(X) + bij(X)
dWj

dt
(2.38)

con la única diferencia de que el término de ruido dWj/dt se calcula una vez al principio

de cada paso de tiempo como

dWj

dt
→ 1√

∆t
ζj (2.39)

donde ζj es un número aleatorio según una distribución normal de media cero y de varianza

uno.

Aplicando este método a la ecuación de evolución de las variables relevantes del formalismo

GENERIC (1.16), podemos comprobar que resolver esta ecuación diferencial estocástica

es equivalente a resolver la siguiente:

dxi =

[

Lij ·
∂E

∂xj
+ M ij ·

∂S

∂xj
+ kB

∂

∂xj
· M ij −

1

2
bjk ·

∂

∂xj
· bik+

]

dt+ bijdW j

(2.40)

Teniendo en cuenta (1.20) y (1.19), podemos hacer el siguiente cálculo:

kB
∂

∂xj
· M ij =

1

2

(

bik ·
∂

∂xj
· bjk + bjk ·

∂

∂xj
· bik

)

(2.41)
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con lo que, utilizando (1.18)), la ecuación (2.40)

dxi =

[

Lij ·
∂E

∂xj
+ M ij ·

∂S

∂xj
+

1

2
bik ·

∂

∂xj
· bjk

]

dt+ dx̃i (2.42)

Por último, teniendo de nuevo en cuenta (1.18), podemos hacer:

bik ·
∂

∂xj
· bjkdt = dx̃i ·

∂

∂xj
· dx̃j (2.43)

Obteniendo

dxi =

[

Lij ·
∂E

∂xj
+ M ij ·

∂S

∂xj
+

1

2dt
dx̃i ·

∂

∂xj
· dx̃j

]

dt+ dx̃i (2.44)

Efectivamente, para resolver numéricamente las ecuaciones del modelo, no es necesario

calcular ∇M , sino los siguientes términos

1

2dt
dr̃i

∂dx̃j
∂xj

= 0 (2.45)

1

2dt
dp̃i

∂dx̃j
∂xj

=
1

2dt
dp̃i

NF∑

j=1

[

− 1

Cj
ds̃j −

1

2Tj

NF∑

k=1

(
∂Ajk
∂sj

dW jk +
∂Bjk

∂sj

1

D
tr [dW jk] : ejkvjk

)]

1

2dt
ds̃i

∂dx̃j
∂xj

=
1

2dt
ds̃i

NF∑

j=1

[

− 1

Cj
ds̃j −

1

2Tj

NF∑

k=1

(
∂Ajk
∂sj

dW jk +
∂Bjk

∂sj

1

D
tr [dW jk] : ejkvjk+

NF∑

k=1

∂Cjk
∂sj

dVjk

)]

que hemos calculado fácilmente utilizando las reglas de Itô (1.19). dp̃i y ds̃i vienen dados

por (2.23) y (2.24) respectivamente y

∂Tj
∂sj

≡ Tj
Cj

(2.46)

siendo Cj la capacidad caloŕıfica a volumen constante de la part́ıcula j.
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2.2. Modelo SDPD de fluido newtoniano

En el modelo GENERIC de part́ıculas fluidas que acabamos de presentar (ecuaciones

(2.33)), hay algunas cantidades que no han sido determinadas de forma expĺıcita: el vo-

lumen de las part́ıculas, las amplitudes de las fluctuaciones térmicas y algunas variables

dependientes que vienen dadas por la ecuación de estado, como son la enerǵıa, la tempe-

ratura y la presión.

Como ya hemos explicado anteriormente, procederemos ahora, al igual que en el modelo

SPH [64], a discretizar las ecuaciones de Navier-Stokes utilizando un polinomio de in-

terpolación denominado kernel. Como resultado obtendremos un modelo que es el caso

particular del modelo GENERIC de part́ıcula fluida en el que se define el volumen, al

igual que en el método SPH, mediante el kernel. La comparación entre el modelo SPH

que obtendremos y el modelo GENERIC de part́ıcula fluida nos permitirá determinar las

amplitudes de los ruidos térmicos y, por tanto, añadir las fluctuaciones térmicas de forma

consistente, obteniendo entonces el modelo SDPD.

En cuanto a la ecuación de estado de las part́ıculas fluidas, que nos permitirá cono-

cer cuáles son sus temperaturas, presiones y enerǵıas internas, supondremos que éstas

se encuentran cerca de un estado termodinámico de referencia. La ecuación de estado,

vendrá dada entonces por un desarrollo hasta el segundo grado, en torno a dicho estado.

2.2.1. Volumen SDPD

En el modelo GENERIC de fluido simple, una de las cantidades que todav́ıa no hemos

determinado expĺıcitamente es el volumen de las part́ıculas fluidas. La definición que

hagamos de este volumen determina el tipo de modelo que vamos a obtener. Aśı pues, si

usamos el volumen SDPD 2, obtendremos el modelo SDPD. Pero si utilizáramos otro tipo

de volumen obtendŕıamos un modelo diferente [78, 79].

2En realidad, este volumen se define de forma idéntica al volumen utilizado en el modelo SPH. Lo
denominamos volumen SDPD en lugar de volumen SPH para simplificar la exposición.
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Figura 2.1: El kernel es una función diferente de cero sólo a una distancia menor que

rcut de la part́ıcula fluida. En la primera figura se muestran las gráficas de diferentes

kernels. La segunda, es una representación gráfica explicativa de cómo se utiliza el kernel

al modelar un fluido bidimensional.

En el modelo SDPD definimos el volumen y la densidad de la part́ıcula i como:

1

Vi
= di =

NF∑

j=1

W (|ri − rj|) (2.47)

donde W (r) es una función que denominaremos kernel, con forma de campana suave que

se hace cero para distancias r mayores que cierto valor rcut, y donde W (r) cumple la

siguiente condición de normalización:

∫

drW (r) = 1 (2.48)

La ecuación (2.47) es una suma de aportaciones a la densidad de la part́ıcula i de sus

vecinas: si una part́ıcula fluida j está a una distancia mayor que rcut de la part́ıcula i,

entonces no aporta nada a la densidad de ésta última; pero śı que lo hace si se encuentra

a una distancia de i menor que rcut, aportando más a la densidad de i cuanto más cerca

se encuentre de ésta.

Escribimos a continuación las expresiones de algunas de las funciones que se suelen utilizar

como kernel, en el caso de simulaciones bidimensionales:



38 2.2. Modelo SDPD de fluido newtoniano

Función de Lucy:

W (r) =
5

πr2
cut







(

1 + 3 r
rcut

)(

1 − r
rcut

)3

si r < rcut

0 si r ≥ rcut

(2.49)

Cubic spline:

W (r) =
10

7πr2
cut







(

2 − 2r
rcut

)3

− 4
(

1 − 2r
rcut

)3

si r < rcut

2

(

2 − 2r
rcut

)3

si rcut

2
≤ r ≤ rcut

0 si r > rcut

(2.50)

Quintic spline:

W (r) =
63

478πr2
cut







(

3 − 3r
rcut

)5

− 6
(

2 − 3r
rcut

)5

+ 15
(

1 − 3r
rcut

)5

si r < rcut

3

(

3 − 3r
rcut

)5

− 6
(

2 − 3r
rcut

)5

si rcut

3
≤ r ≤ 2rcut

3

(

3 − 3r
rcut

)5

si 2rcut

3
≤ r ≤ rcut

0 si r > rcut

(2.51)

Las correspondientes expresiones tridimensionales son similares a las anteriores, sólo que

cambiando la constante de normalización. En la figura 2.1 se muestran las gráficas corres-

pondientes a estos kernels.

Otra cantidad que conviene introducir es la función F (r) definida mediante la siguiente

ecuación:

∇W (r) = −rF (r), F (r) ≥ 0 (2.52)
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Figura 2.2: Gráfica de la función F (r) para distintos kernels.

Las expresiones expĺıcitas de la función F (r) para los kernels que hemos visto, se pueden

consultar en el apéndice A y sus gráficas están dibujadas en la figura 2.2.

2.2.2. Discretización de las ecuaciones de Navier-Stokes

Procederemos a continuación a discretizar las ecuaciones de Navier-Stokes. De acuerdo con

la descripción lagrangiana, supondremos que la evolución en la posición de cada part́ıcula

i viene dada por su velocidad

ṙi = vi (2.53)

De acuerdo con la ecuación (2.47), la densidad másica de una part́ıcula fluida viene dada

por:

ρi =
m

Vi
= mdi (2.54)

donde hemos considerado que las masas de todas las part́ıculas son iguales. En esta

expresión se puede apreciar claramente lo que significa la cantidad di: es la densidad

de part́ıculas fluidas, o dicho de otra manera, el número de part́ıculas fluidas que hay por

unidad de volumen.

Las ecuaciones de Navier-Stokes en su descripción lagrangiana vienen dadas por [49]:
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dρ

dt
= −ρ∇ · v

ρ
dv

dt
= −∇p+ η∇2v +

(

ζ +
η

3

)

∇∇ · v (2.55)

Tρ
ds

dt
= Φ + κ∇2T

donde ρ es el campo de densidad del fluido, v su campo de velocidades, p el de pre-

siones, T el de temperaturas, η la viscosidad dinámica, ζ la viscosidad de volumen, κ la

conductividad térmica y donde Φ se refiere al término viscoso de la ecuación general de

transferencia térmica.

Sustituyendo (2.54) en (2.55), y añadiendo un sub́ındice i en las expresiones diferenciales

a discretizar, obtenemos:

ḋi = −di(∇ · v)i

v̇i = −(∇P )i
mdi

+
η

mdi

(
∇2v

)

i
+

1

mdi

(

ζ +
η

3

)

(∇∇ · v)i (2.56)

Tiṡi =
(Φ)i
di

+
κ

di

(
∇2T

)

i

De momento, tenemos sólo un sistema de ecuaciones en el que se encuentran involucrados

śımbolos tales como (∇ · v)i ó (∇2T )i, que sabemos a qué se refieren, pero de los que no

tenemos expresiones. Lo que haremos a continuación será calcular expĺıcitamente cada

una de estas cantidades:

Cálculo de ḋi

Derivando respecto al tiempo la ecuación (2.47), obtenemos:

ḋi = −
NF∑

j=1

F (rij)rij · vij = − V̇i
V2
i

(2.57)

donde rij = ri − rj, y donde vij = vi − vj. Nótese que lo que aporta la part́ıcula j a la

evolución temporal de la densidad de la part́ıcula i depende de sus posiciones y velocidades
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relativas. Dada la simetŕıa radial de la función F , si el vector que une a las part́ıculas i

y j es perpendicular a la velocidad relativa de sendas part́ıculas, entonces la part́ıcula j

no causará variación en la densidad de la part́ıcula i. Sin embargo, si dichos vectores son

paralelos, la variación será máxima.

Cálculo de (∇ · v)i

Sustituyendo (2.57) en la ecuación de continuidad de (2.56), obtenemos:

(∇ · v)i =
1

di

NF∑

j=1

F (rij)rij · vij =
V̇i
Vi

(2.58)

También podemos aproximar la velocidad utilizando el kernel de interpolación como

v(r) =

∑NF

j=1W (|r − rj|) vj
∑NF

j=1W (|r − rj|)
(2.59)

y aplicar a esta ecuación el operador gradiente. Procediendo de esta forma, se obtiene la

siguiente expresión del gradiente de velocidad de la part́ıcula i

(∇v)i =
1

di

NF∑

j=1

F (rij)rijvij (2.60)

que es perfectamente compatible con la ecuación (2.58). De esta forma, hemos compro-

bado que la definición de la densidad (2.47) y la ecuación (2.53) ya tienen en cuenta la

ecuación de continuidad y que, por lo tanto, no es necesario resolverla. Aún aśı, existen

casos en los que, debido a que no se puede calcular la densidad fácilmente con la ecuación

(2.47), śı que resulta más ventajoso hacerlo. Esto ocurre, por ejemplo, si queremos hacer

simulaciones SPH de fluidos con superficies libres [62].
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Cálculo de (∇P )i

Para calcular (∇P )i no podemos utilizar una ecuación parecida a (2.59) tal y como hicimos

con la velocidad, pues el momento total no se conservaŕıa. Tendremos en cuenta conside-

raciones energéticas para realizar el cálculo; la enerǵıa total del sistema viene dada por la

suma de las enerǵıas cinéticas e internas de todas las part́ıculas fluidas del sistema:

E =

NF∑

i=1

[m

2
v2
i + ei(si,Vi)

]

(2.61)

Supongamos un proceso en el que no hay disipación; la evolución de la enerǵıa viene dada

por la siguiente ecuación

Ė = 0 =

NF∑

i=1

[

mv̇i · vi − PiV̇i
]

(2.62)

donde hemos considerado que en un proceso reversible la entroṕıa de cada part́ıcula fluida

permanece constante, y donde hemos usado la ecuación (2.5) y el teorema de conservación

de la enerǵıa. En ausencia de disipación, se cumple η, ζ, κ = 0, y la ecuación de evolución

de la velocidad (2.56) queda:

v̇i = −(∇P )i
mdi

(2.63)

Además, de la ecuación (2.58), tenemos que:

V̇i = Vi(∇ · v)i =
1

di
(∇ · v)i (2.64)

Sustituyendo (2.63) y (2.64) en (2.62), obtenemos:

(∇P )i
di

= −
NF∑

j=1

[
Pi
d2
i

+
Pj
d2
j

]

F (rij)rij (2.65)

expresión que śı que conserva el momento lineal del sistema. Con lo deducido hasta ahora

ya podemos escribir la parte reversible de las ecuaciones de Navier-Stokes:
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ṙi|rev. = vi

mv̇i|rev. =

NF∑

j=1

[
Pi
d2
i

+
Pj
d2
j

]

F (rij)rij (2.66)

ṡi|rev. = 0

Nótese que estas ecuaciones son compatibles con el hecho de que la entroṕıa no cambia

en los procesos reversibles.

Cálculo de (∇2v)i, (∇∇ · v)i y (∇2T )i

Basaremos el cálculo de estas derivadas segundas en la siguiente identidad para una fun-

ción arbitraria A(r) en el caso tridimensional

∫

dr′ [A(r′) − A(r)]F (|r′ − r|)
[

5
(r′ − r)γ(r′ − r)δ

(r′ − r)2
− δγδ

]

= ∇γ∇δA(r) + O
(
∇4Ar2

cut

)

(2.67)

o en la siguiente para el caso bidimensional

∫

dr′ [A(r′) − A(r)]F (|r′ − r|)
[

4
(r′ − r)γ(r′ − r)δ

(r′ − r)2
− δγδ

]

= ∇γ∇δA(r) + O
(
∇4Ar2

cut

)

(2.68)

donde los supeŕındices se refieren a componentes tensoriales. Se puede consultar cómo

se calculan estas integrales en el apéndice B. Tomando la traza de (2.67) ó de (2.68),

dependiendo de si trabajamos en 2D ó en 3D, obtenemos para ambos casos la misma

solución

2

∫

dr′ [A(r′) − A(r)]F (|r′ − r|) = ∇ · ∇A(r) + O
(
∇4Ar2

cut

)
(2.69)

Suponiendo que la escala de variación del campo A(r) es pequeña en comparación con

rcut, se puede discretizar la integral como sigue
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∫

dr′ −→
NF∑

j=1

Vj =

NF∑

j=1

1

dj
(2.70)

por lo que (2.67) queda

NF∑

j=1

1

dj
[A(rj) −A(ri)]F (|rj − ri|)

[

5
(rj − ri)

γ(rj − ri)
δ

(rj − ri)2
− δγδ

]

=
(

∇γ∇δA(r)
)

i
+ O

(
∇4Ar2cut

)

(2.71)

mientras que (2.68) queda

NF∑

j=1

1

dj
[A(rj) −A(ri)]F (|rj − ri|)

[

4
(rj − ri)

γ(rj − ri)
δ

(rj − ri)2
− δγδ

]

=
(

∇γ∇δA(r)
)

i
+ O

(
∇4Ar2cut

)

(2.72)

y (2.69)

2

NF∑

j=1

1

dj
[A(rj) − A(ri)]F (|rj − ri|) = (∇ · ∇A(r))i + O

(
∇4Ar2

cut

)
(2.73)

Las ecuaciones (2.71), (2.72) y (2.73) permiten calcular aproximadamente las segundas

derivadas de una función en un punto, a partir de los valores de la función en puntos

vecinos.

Utilizando la ecuación (2.73) con el campo de velocidades v(r), se obtiene

(
∇2v(r)

)

i
= −2

NF∑

j=1

F (rij)

dj
vij (2.74)

mientras que usando las ecuaciones (2.71) y (2.72) llegamos a las siguientes expresiones

(∇∇ · v)i =







−∑NF

j=1
F (rij)

dj
[5eijeij · vij − vij] en 3D

−∑NF

j=1
F (rij)

dj
[4eijeij · vij − vij] en 2D

(2.75)
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Por último, utilizando la ecuación (2.73) con el campo de temperaturas T (r), se deduce

una expresión para la discretización de (∇2T )i

(
∇2T (r)

)

i
= −2

NF∑

j=1

F (rij)

dj
Tij (2.76)

donde Tij = Ti − Tj es la diferencia de temperaturas entre las part́ıculas i y j.

Cálculo de (Φ)i

Sustituyendo todos los valores que hemos obtenido hasta ahora en las ecuaciones de

Navier-Stokes (2.56), éstas quedan

ṙi = vi

mv̇i =

NF∑

j=1

[
Pi
d2
i

+
Pj
d2
j

]

F (rij)rij − a

NF∑

j=1

F (rij)

didj
vij − b

NF∑

j=1

F (rij)

didj
eijeij · vij

Tiṡi = Φi − 2κ

NF∑

j=1

F (rij)

didj
Tij (2.77)

donde a y b toman los siguientes valores:

a = 5η
3
− ζ, b =







5
(
η
3

+ ζ
)

en 3D

4
(
η
3

+ ζ
)

en 2D

(2.78)

Al igual que hicimos para calcular una expresión para el gradiente de la presión de la

part́ıcula i, para calcular ahora el término Φi que no conocemos, utilizaremos, de nuevo,

argumentos energéticos, sólo que ahora consideraremos procesos en los que śı que hay

disipación. Utilizando la ecuación (2.3) se obtiene

ėi = Tiṡi − PiV̇i (2.79)
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donde hemos utilizado las ecuaciones de estado (2.4) y (2.5). La derivada temporal de la

enerǵıa también se puede calcular como haćıamos en la ecuación (2.62), pero teniendo en

cuenta que, como ahora suponemos que hay disipación, en general, ya no es cierto que

ṡi = 0:

Ė =

NF∑

i=1

[

mv̇i · vi + Tiṡi − PiV̇i
]

= 0 (2.80)

Sustituyendo (2.57) y la segunda y tercera ecuaciones de (2.77) en la expresión (2.80) y

despejando, se obtiene la siguiente fórmula para el término de calentamiento viscoso Φi

NF∑

i=1

Φi =
a

2

NF∑

i=1

NF∑

j=1

F (rij)

didj
v2
ij +

b

2

NF∑

i=1

NF∑

j=1

F (rij)

didj
(eij · vij)2 (2.81)

con lo que podemos identificar Φi

Φi =
a

2

NF∑

j=1

F (rij)

didj
v2
ij +

b

2

NF∑

j=1

F (rij)

didj
(eij · vij)2 (2.82)

Dinámica determinista completa

A continuación escribimos expĺıcitamente la dinámica determinista del modelo SDPD:

ṙi = vi

ṗi =

NF∑

j=1

[
Pi
d2
i

+
Pj
d2
j

]

F (rij)rij −
NF∑

j=1

F (rij)

didj
(avij + beijeij · vij) (2.83)

TiṠi =

NF∑

j=1

F (rij)

didj

(
a

2
v2
ij +

b

2
(eij · vij)2

)

− 2κ

NF∑

j=1

F (rij)

didj
Tij

Estas ecuaciones expresan cómo evolucionan con el tiempo la posición, momento lineal

y entroṕıa de cada part́ıcula fluida i que representa al fluido. Veamos cuál es la inter-

pretación de estas ecuaciones: el primer término de la ecuación de evolución del momento

es un término reversible de cambio de velocidad causado, teniendo en cuenta la ecuación
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(2.65), por un gradiente de presiones. El segundo, es un término disipativo que hace que

las part́ıculas fluidas tiendan a igualar sus velocidades. Que éstas frenen y pierdan en-

erǵıa cinética, que debe transformarse en enerǵıa interna, cambia sus entroṕıas. El primer

término de la ecuación de la entroṕıa es el que tiene en cuenta este efecto: es un término de

calentamiento viscoso. Por último, el segundo término de la ecuación de la entroṕıa hace

que las temperaturas de las part́ıculas fluidas tiendan a igualarse mediante un proceso de

conducción térmica.

2.2.3. Relación entre el modelo SDPD y GENERIC

Hasta ahora, lo único que hemos hecho, ha sido discretizar las ecuaciones de Navier-

Stokes para obtener un modelo SPH. Esta forma de proceder no nos permite introducir

directamente las fluctuaciones térmicas. Para poder añadirlas al modelo, lo que hare-

mos será comprobar que este modelo SPH es un caso concreto del modelo GENERIC

de part́ıculas fluidas que desarrollamos en la sección 2.1, lo que nos permitirá encontrar

expresiones para las amplitudes de los términos de ruido térmico Aij, Bij y Cij (2.23)

y (2.24). Aśı, podremos modelar las fluctuaciones térmicas en el modelo de forma con-

sistente, formulando entonces el modelo SDPD. Nótese que la relación entre los modelos

SDPD y GENERIC se hace a través del volumen de las part́ıculas fluidas, de forma que

el modelo SDPD de part́ıculas fluidas no es más que un modelo GENERIC de part́ıculas

fluidas en el que se ha definido el volumen de una part́ıcula mediante la ecuación (2.47).

Efectivamente, podemos comprobar que si sustituimos el volumen SDPD (2.47) en la

parte reversible del modelo GENERIC de part́ıculas fluidas, ecuación (2.17), se obtiene

directamente la parte reversible del modelo SDPD (2.66). En cuanto a la dinámica irre-

versible, procederemos comparando las ecuaciones de evolución del modelo SDPD (2.83)

con las del modelo GENERIC (2.31). Se puede comprobar que el modelo SDPD es un

modelo GENERIC de part́ıcula fluida en el que se han elegido los siguientes parámetros:
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aij = a
F (rij)

didj

bij + aij

(

1 − 2

D

)

= b
F (rij)

didj
(2.84)

cij = 2κ
F (rij)

didj

por lo que las amplitudes del ruido serán

A2
ij = 8kB

TiTj
Ti + Tj

a
F (rij)

didj

B2
ij = 4DkB

TiTj
Ti + Tj

[

b+ a

(
2

D
− 1

)]
F (rij)

didj
(2.85)

C2
ij = 4κkBTiTj

F (rij)

didj

Utilizaremos estas amplitudes del ruido térmico en el modelo SDPD. De esta forma, al

ser el modelo SDPD un caso espećıfico del modelo GENERIC de part́ıcula fluida, cumple

de forma automática el teorema de fluctuación-disipación y la primera y segunda leyes de

la termodinámica.

2.2.4. Integración numérica de la ecuación diferencial estocástica

La integración numérica la vamos a hacer utilizando el método de Wilkie, tal y como

explicábamos para el modelo GENERIC de part́ıculas fluida. Sólo faltan por calcular los

términos
dx̃i

∂
∂Xj

dx̃j

2dt
de la ecuación (2.44). Como primer paso, calcularemos las derivadas

de las amplitudes de las fluctuaciones térmicas, dadas por la ecuación (2.85), respecto de

la entroṕıa

∂Ajk
∂sj

=
Ajk
2

Tk
Cj(Tj + Tk)

(1 + δjk)

∂Bjk

∂sj
=

Bjk

2

Tk
Cj(Tj + Tk)

(1 + δjk) (2.86)

∂Cjk
∂sj

=
Cjk
2

1

Cj
(1 + δjk)
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Ahora ya podemos calcular los términos
dx̃i

∂
∂Xj

dx̃j

2dt
de la ecuación (2.44), que vienen dados

por:

1

2dt
dr̃i

∂dx̃j
∂xj

= 0

1

2dt
dp̃i

∂dx̃j
∂xj

=

NF∑

j=1

CjT
2
j + CiT

2
i + 2TiTj (Ci + Cj)

8CiCjTiTj (Ti + Tj)
×

[
A2
ij

2
(vij + eij (eij · vij)) +

(
B2
ij − A2

ij

) eij (eij · vij)
D

]

(2.87)

1

2dt
ds̃i

∂dx̃j
∂xj

= − 1

2Ti

NF∑

j=1

CjT
2
j + CiT

2
i + 2TiTj(Ci + Cj)

8CiCjTiTj(Ti + Tj)
×

[

A2
ij

2

(
v2
ij + (eij · vij)2)+

(
B2
ij − A2

ij

) (eij · vij)2

D

]

−

−
NF∑

j=1

1

4Ti

[
1

CiTi
− 1

CjTj

]

C2
ij

De forma expĺıcita, las ecuaciones completas de la dinámica del sistema son:

dri = vidt

mdvi =

[
NF∑

j=1

[
Pi
d2
i

+
Pj
d2
j

]

F (rij)rij −
NF∑

j=1

F (rij)

didj
(1 −Aij) [avij + beij (eij · vij)]

]

dt+ dp̃i

TidSi =

[

1

2

NF∑

j=1

F (rij)

didj
(1 −Aij)

[
av2

ij + b (eij · vij)2]− 2κ

NF∑

j=1

F (rij)

didj
Tij−

κkB

NF∑

j=1

[
Tj
Ci

− Ti
Cj

]
F (rij)

didj

]

dt+ Tids̃i (2.88)

donde

Aij =
1

2

TiTj
(Ti + Tj)

[
kB
CiTi

+
kB
CjTj

]

+
1

2

TiTj

(Ti + Tj)
2

(
kB
Cj

+
kB
Ci

)

(2.89)

Si las capacidades caloŕıficas a volumen constante de las part́ıculas son iguales, Ci = Cj

para todo i, j, entonces la expresión de Aij se simplifica bastante:
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Aij =
kB
C

(

1

2
+

TiTj

(Ti + Tj)
2

)

(2.90)

2.2.5. Ecuación de estado

Para completar el modelo falta que establezcamos cómo calcular la enerǵıa interna, presión

y temperatura de cada part́ıcula fluida, es decir, nos hace falta una ecuación de estado.

Consideraremos que todas estas cantidades son funciones del volumen y de la entroṕıa, y

que el estado de cada part́ıcula fluida se encuentra cerca de un estado de referencia dado

por un volumen V0 y por una entroṕıa S0. Podremos entonces desarrollar la ecuación de

la enerǵıa interna de cada part́ıcula fluida en torno a dicho estado hasta el segundo grado:

e(V , s) = e0 − P0 (V − V0) + T0 (s− s0) +

+
1

2

β0
s

V0

(V − V0)
2 +

1

(α0
sV0)

(V − V0) (s− s0) +
1

2

T0

C0
V

(s− s0)
2 (2.91)

donde β0
s es el módulo adiabático volumétrico, α0

s es el coeficiente adiabático de dilatación

y C0
V es la capacidad caloŕıfica a volumen constante:

β0
s = V0

∂2e

∂V2

α0
s = V0

(
∂2e

∂V∂s

)−1

(2.92)

C0
V =

1

T0

(
∂2e

∂∫ 2

)−1

En las anteriores ecuaciones hemos obviado los sub́ındices correspondientes a las part́ıculas

fluidas, para simplificar las expresiones. Lo mismo haremos en el resto de este apartado.

La presión la obtenemos derivando (2.91) respecto de V :

P (V , s) = − ∂e

∂V = P0 −
β0
s

V0

(V − V0) −
1

α0
sV0

(s− s0) (2.93)

mientras que la temperatura la obtenemos derivando (2.91) respecto de s:
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T (V , s) =
∂e

∂s
= T0 +

1

α0
sV0

(V − V0) +
T0

C0
V

(s− s0) (2.94)
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Caṕıtulo 3

Modelo de suspensión coloidal

Consideraremos en este caṕıtulo la manera en que se pueden introducir, en el modelo

SDPD de fluido newtoniano, un conjunto de esferas duras, que representen a las part́ıculas

coloidales para poder desarrollar un modelo SDPD de suspensión coloidal. Estas part́ıculas

coloidales se encontrarán inmersas en un conjunto de part́ıculas fluidas, que representan al

solvente (ver figura 3.1), interaccionando con ellas y entre śı, e intercambiando momento

y enerǵıa.

Abordaremos el problema de las condiciones de contorno entre las part́ıculas coloidales

y el fluido analizando, en la sección 3.1, el problema de un fluido con paredes planas.

Exigiremos dos requisitos principales como condiciones de contorno: que las paredes no

puedan ser penetradas por las part́ıculas fluidas, y que la velocidad del fluido en la interfase

con la pared sea igual a la de ésta última (condición de no slip). Añadiendo de forma

apropiada fuerzas de interacción de la pared sobre las part́ıculas, conseguiremos estos

dos efectos. Por supuesto, estas interacciones deben ser consistentes con el formalismo

GENERIC, que nos servirá de gúıa en la formulación del modelo de suspensión coloidal.

Una vez que ya sepamos cómo introducir las condiciones de contorno, podremos abordar

el problema de modelar una suspensión coloidal. Comenzaremos, en la sección 3.2, de la

misma forma que cuando abordamos el caso del modelo de fluido simple: desarrollaremos

el modelo GENERIC de suspensión coloidal, tomando como variables relevantes las posi-

ciones, momentos y entroṕıas de las part́ıculas, tanto fluidas como coloidales. Nótese que

al describir el estado de las part́ıculas coloidales sólo mediante la posición de su centro, su

53
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momento lineal y su entroṕıa, además del radio, estamos renunciando a describir ciertas

variables internas de éstas. Por ejemplo, las part́ıculas coloidales en nuestro modelo no

pueden tener diferentes temperaturas en su interior, pues a cada una de ellas le asociamos

una única temperatura. Nuestras part́ıculas coloidales tampoco giran. La pérdida de va-

riables más finas forma parte del proceso de coarse-graining para describir un sistema, y

nos obliga a movernos en reǵımenes en los que estos procesos internos no sean relevantes.

No obstante, de esta forma ahorraremos tiempo computacional, al no tener que describir

la estructura interna de las part́ıculas coloidales.

Posteriormente, en la sección 3, definiremos las variables que faltan por determinar en

el modelo GENERIC, como por ejemplo, el volumen, para obtener el modelo SDPD.

Respecto a las condiciones de contorno fluido-part́ıcula coloidal, las modelaremos como

en el caso de las paredes. Podŕıa parecer que esta solución no es válida, ya que las paredes

son planas, mientras que las part́ıculas coloidales son esféricas. No obstante, debemos

tener en cuenta, que para simulaciones con suficiente resolución, la longitud caracteŕıstica

de las part́ıculas coloidales es mucho mayor que la de las fluidas, por lo que prácticamente

serán paredes planas para éstas.

Por último, comprobaremos mediante simulaciones que, aunque las fluctuaciones térmicas

de las part́ıculas fluidas vaŕıan con la resolución de la simulación, las propiedades f́ısicas

del sistema simulado no cambian. Aśı pues, el modelo SDPD es invariante bajo cambios

de resolución.

3.1. Introducción de las condiciones de contorno

Las ecuaciones en derivadas parciales, como las de la hidrodinámica, requieren que se

especifiquen las condiciones de contorno para que la solución sea única. De las condiciones

de contorno depende cómo interacciona el fluido con los ĺımites del espacio simulado. Si el

fluido no está confinado, impondremos condiciones de contorno periódicas, que expresan

el hecho de que más allá de dicho ĺımite hay más fluido. Para simular una pared, lo que

haremos será añadir fuerzas sobre las part́ıculas fluidas que representen la interacción de

ésta sobre el fluido. Estas fuerzas deben de actuar sobre éste de tal forma que se cumplan
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Figura 3.1: Esquema que muestra cómo va a ser el modelo de suspensión coloidal que va-

mos a desarrollar. Las part́ıculas grandes son esferas duras que representan a las part́ıculas

coloidales mientras que las part́ıculas pequeñas son part́ıculas fluidas que representan al

solvente.

los dos requisitos siguientes: que la pared no pueda ser penetrada por las part́ıculas fluidas

y que las part́ıculas fluidas no resbalen sobre la superficie de la pared (condición de no slip).

La primera condición se puede hacer cumplir redefiniendo el volumen de las part́ıculas

fluidas que se encuentran cerca de la pared, pues éste, si utilizamos la ecuación (2.47) para

calcularlo, es sobrestimado, a causa de que en el interior de la pared la part́ıcula no tiene

vecinas. La corrección se consigue suponiendo que en la pared existe una distribución

homogénea de part́ıculas de pared. Tras introducir esta nueva definición de volumen en la

dinámica del modelo GENERIC, aparece una fuerza sobre la part́ıcula fluida que evita

que ésta penetre en la pared. En cuanto a la segunda condición, se resuelve extrapolando

linealmente el campo de velocidades del fluido a esta distribución de part́ıculas de pared,

de tal forma que la velocidad calculada en la interfase fluido-pared sea exactamente igual

que la velocidad de la pared. Introduciendo esta corrección en la dinámica GENERIC,

aparece una fuerza de fricción de la pared sobre el fluido.

Nótese que el procedimiento que se utiliza para imponer la condición de no-slip del fluido

en la interfase con la pared, se puede utilizar con otros campos que estén involucrados

en las condiciones de contorno. En nuestro caso, utilizaremos también este método con el

campo de temperaturas, para asegurarnos de que ésta es la misma para el fluido y para
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Figura 3.2: Cuando una part́ıcula fluida i se encuentra a una distancia hi lo suficien-

temente pequeña de una pared, entonces se sobrestima su volumen debido a que no hay

part́ıculas fluidas en la región S perteneciente a la pared que se encuentra a una distancia

de i menor que rcut.

la pared en la interfase fluido-pared.

3.1.1. Dinámica reversible: impenetrabilidad de la pared

Si utilizamos la definición de volumen SDPD, ecuación (2.47), para calcular el volumen

de una part́ıcula fluida que se encuentra cerca de la pared, existirá una región vaćıa de

part́ıculas vecinas en el interior de la pared, que se traducirá en una sobrestimación del

volumen de ésta (ver figura 3.2). Para corregir este problema, supondremos que en el

interior de la pared hay una distribución homogénea de part́ıculas de pared. La densidad

corregida di de la part́ıcula i, tiene entonces la siguiente expresión:

di =
∑

j∈fluid

W (rij) +
∑

k∈wall

W (rik) =
∑

j∈fluid

W (rij) +

∫

S

drnrW (|r − ri|) (3.1)

donde

nr =
∑

k∈wall

δ(rk − r) (3.2)
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es la distribución de las part́ıculas de pared, y donde S es la región de la pared que se

encuentra a una distancia de la part́ıcula i menor que rcut. Exigiremos que la distribución

de part́ıculas de pared nr sea tal, que reproduzca exactamente la densidad corregida, es

decir, nr = di, por lo que

di =
di

1 − ∆(hi)
≡ 1

V i
(3.3)

donde di es la densidad sin corregir, hi es la distancia de la part́ıcula fluida a la pared, V i
es el volumen corregido de la part́ıcula i y

∆(hi) =

∫

S

drW (|r − ri|) (3.4)

La gráfica de la función ∆(h) se muestra en la figura 3.3, y sus expresiones expĺıcitas para

los diferentes kernels se pueden consultar en el apéndice A. Nótese que la función ∆(h)

depende de ri a través de hi = rwall + ri · n, donde n es el vector normal unitario de

la pared hacia el fluido (ver figura 3.3). Lógicamente, aumentando la distancia hi entre

la pared y la part́ıcula fluida i, la función ∆(hi) disminuye hasta que, para hi ≥ rcut, se

anula y coinciden el valor de los volúmenes SDPD con y sin corrección.

Estudiaremos ahora cómo afecta la corrección del volumen a la dinámica de las part́ıculas

fluidas vecinas a una pared. De acuerdo con las ecuaciones (2.33) de la dinámica del modelo

GENERIC de part́ıculas fluidas, se puede comprobar que una redefinición del volumen de

las part́ıculas fluidas cambiará la dinámica reversible del sistema, que depende de éste.

Por lo tanto, tenemos que recalcular la dinámica reversible del modelo.

Teniendo en cuenta que

∂∆(hi)

∂rj
= −δijψ(hi)n (3.5)

donde

ψ(h) = −∂∆(h)

∂h
(3.6)
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Figura 3.3: La primera figura es la gráfica la función ∆(h) para distintos kernels. En la

segunda, en azul se ha dibujado la part́ıcula fluida i, y en negro una pared en contacto

con el fluido, aśı como las diferentes cantidades geométricas involucradas en el problema.

obtenemos

ṗi|rev =

NF∑

j=1

Pj
∂Vj
∂ri

=

NF∑

j=1

[

Pi
V i
di

+ Pj
Vj
dj

]

F (rij)rij +
Pi
di
ψ(hi)n (3.7)

La función ψ(h) está representada en la figura 3.4 y su expresión expĺıcita para los distintos

kernels se puede consultar en el apéndice A. El principal cambio que aparece en la ecuación

(3.7) del movimiento reversible de las part́ıculas fluidas, es que si se encuentran cerca de

una pared aparece una fuerza sobre ellas, normal a la pared y hacia fuera de ésta que

impide que las part́ıculas la penetren. De acuerdo con la figura 3.4, debido a la presencia

de la función ψ(h) en este término, la fuerza de repulsión aumentará cuanto más cerca se

encuentre la part́ıcula fluida de la pared. También colabora a esta repulsión la densidad

sin corregir di que aparece en dicha fuerza, pues para una part́ıcula que se encuentre más

cerca de la pared, di es menor, y por lo tanto, la repulsión es mayor.

Podemos escribir ψ de otra forma que nos será útil más adelante. Utilizando (3.4), tenemos

que:

∂∆(hi)

∂ri
=

∂

∂ri

∫

S

drW (|r − ri|) = −
∫

S

dr(r − ri)F (|r − ri|) (3.8)
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Figura 3.4: Función ψ(h) para los distintos kernels

por lo que, de acuerdo con (3.5)

ψ(h) =

∫

S

drF (|r − ri|)(r − ri) · n (3.9)

Al igual que ocurŕıa con la función ∆(hi), si el argumento de la función ψ(hi) es igual o

mayor que rcut, esta función se anula. De esta forma, la dinámica reversible que obtuvi-

mos cuando desarrollábamos el modelo SDPD de fluido newtoniano se recupera para las

part́ıculas fluidas que no se encuentren cerca de una pared.

3.1.2. Dinámica irreversible: fricción del fluido con la pared

Cuando una part́ıcula fluida tiene cerca una pared, debeŕıa sentir una fuerza de fricción

con ésta. Si mantenemos la suposición del apartado anterior, la fuerza de fricción que

buscamos será la de la part́ıcula fluida con las part́ıculas ficticias del interior de la pared.

Como ya vimos en el caṕıtulo 2, los términos de fricción en la dinámica de una part́ıcula

fluida dependen de las velocidades relativas de ésta con sus vecinas. En la sección 3.1.1,

aunque supusimos, para corregir la densidad de las part́ıculas fluidas cercanas a una pared,

que hab́ıa una distribución continua de part́ıculas de pared, no dijimos nada acerca de la

velocidad que teńıan éstas, puesto que esto no teńıa ninguna relevancia en la dinámica

reversible. Ahora podremos dar a estas part́ıculas ficticias la velocidad que mejor se adapte

a nuestros propósitos. En concreto, queremos que la velocidad del fluido que simulamos

en la interfase con la pared tenga la misma velocidad que esta última.

Podŕıamos estar tentados de dar a estas part́ıculas ficticias la misma velocidad que la

de la pared, pero esto supondŕıa una discontinuidad del gradiente de velocidades en la
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interfase fluido-pared. Aśı pues, lo que haremos será, como fue propuesto en [84], hacer

una extrapolación lineal del campo de velocidades del fluido en el interior de la pared,

exigiendo que la velocidad en la interfase fluido-pared sea igual que la de la pared V wall

(ver figura 3.5). Buscamos entonces, para cada part́ıcula i vecina a la pared, un campo

de velocidades en el interior de la pared que tenga la siguiente forma:

v(r) = α + Λ · (r − ri) (3.10)

donde α y Λ son tensores que hay que determinar. Como condiciones para calcular estos

tensores tenemos:

v(ri) = vi

v(r′
j) = V wall (3.11)

donde r′
j (ver figura 3.5) es la posición del punto de intersección con la pared de la ĺınea

que une a la part́ıcula fluida i con la part́ıcula de pared j.

De la primera condición obtenemos

α = vi (3.12)

En cuanto a la segunda condición, debemos encontrar previamente una expresión para el

vector r′
j. Éste se puede escribir mediante una ecuación del siguiente tipo

r′
j = ri + β(rj − ri) (3.13)

donde β puede ser determinada exigiendo que −(r′
j − ri) · n = hi, obteniendo

β = − hi
(rj − ri) · n

(3.14)

por lo que
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Figura 3.5: En azul está dibujada la part́ıcula fluida i, y en negro la pared de la que es

vecina. En la primera figura se muestran las cantidades involucradas en este problema.

En la segunda se ha dibujado el campo de velocidades en la dirección perpendicular a la

pared, para las part́ıculas de pared en el caso de que ésta se encuentre en reposo.

r′
j = ri −

hi
(rj − ri) · n

(rj − ri) (3.15)

La segunda condición de (3.11) queda entonces

V wall = vi − Λ · hi
(rj − ri) · n

(rj − ri) (3.16)

Si suponemos que el tensor Λ lo podemos escribir en la forma Λ = an, entonces obtenemos

que

a = −(V wall − vi)

hi
(3.17)

Ya podemos escribir la forma expĺıcita del campo de velocidades para una part́ıcula de

pared j:

vj = vi −
(rj − ri) · n

hi
(V wall − vi) (3.18)
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Nótese que (ri − rj) · n − hi = hj es la distancia de la part́ıcula de pared j a la interfase

entre el fluido y la pared, por lo que podemos escribir:

vj = vi +
hi + hj
hi

(V wall − vi) (3.19)

La interacción térmica de la pared con el fluido se puede modelar de la misma forma que

la velocidad, es decir, las part́ıculas de pared tienen una temperatura dada por un campo

que es una extrapolación lineal del campo de temperaturas del fluido, de forma que la

temperatura en la interfase entre la pared y el fluido sea exactamente la temperatura de

la pared Twall. Las part́ıculas de pared tienen, entonces, un campo de temperaturas dado

por la siguiente expresión

Tj = Ti +
hi + hj
hi

(Twall − Ti) (3.20)

Veremos ahora cómo afecta el campo de velocidades de estas part́ıculas de pared a la

ecuación de movimiento de una part́ıcula fluida i. La interacción mecánica de la pared

con una part́ıcula fluida cercana a ésta, se obtiene sustituyendo el campo de velocidades

(3.18) de las part́ıculas de pared en la ecuación (2.31), y suponiendo que dichas part́ıculas

forman un continuo, obteniéndose

ṗi|wall ≈ −aψ(hi)
(vi − V wall)

dihi
− bΨ(hi) ·

(vi − V wall)

dihi
(3.21)

ψ(hi) viene dada por (3.9) y el tensor Ψ por

Ψ(hi) =

∫

S

drF (|ri − r|) ri − r

|ri − r|
ri − r

|ri − r|(ri − r) · n (3.22)

Este último se puede escribir como

Ψ(h) = ψ1(h)1 + ψ2(h)nn (3.23)
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Figura 3.6: Gráficas de las funciones ψ1(h) y ψ2(h) para distintos kernels.

Sustituyendo en (3.21) obtenemos:

ṗi|wall = − 1

di
ψ̂3(hi) (vi − V wall) −

1

di
ψ̂2(hi)nn · (vi − V wall) (3.24)

donde

ψ̂2(h) = b
ψ2(h)

h

ψ̂3(h) =
aψ(h) + bψ1(h)

h
(3.25)

Las funciones ψ1 y ψ2 están dibujadas en 3.6, y sus expresiones expĺıcitas para diferentes

kernels se pueden consultar en el apéndice A.

Por lo tanto, en la ecuación de movimiento de las part́ıculas cercanas a una pared aparecen

nuevos términos que se refieren a fuerzas que hacen que las part́ıculas cercanas a la pared

tiendan a llevar la misma velocidad que ésta. Se pueden interpretar estos términos como

fuerzas de fricción con la pared. Dichas fuerzas serán más importantes, en virtud de la

presencia de las funciones ψ̂2 y ψ̂3, cuanto más cerca se encuentre la part́ıcula fluida de la

pared, anulándose por completo para distancias a la pared mayores que rcut y recuperando

para dichas distancias, la dinámica irreversible del momento en el modelo SDPD de fluido

newtoniano.

En cuanto al término que involucra la conducción térmica en la evolución de la entroṕıa

−2κ

NF∑

j=1

F (rij)

didj
Tij (3.26)
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tenemos que añadir la contribución debida a la pared. Sustituyendo en la anterior ecuación

el campo de temperaturas (3.20) de las part́ıculas de pared, y suponiendo que forman un

continuo, se obtiene

TiṠi




wall

= −2κ
1

di
ψ(hi)

Ti − Twall
hi

(3.27)

Aparece en la ecuación de evolución de la entroṕıa de las part́ıculas cercanas a una pared

un nuevo término de conducción de temperatura de ésta a las part́ıculas fluidas. Dicha

conducción térmica, debido a la presencia de la función ψ en su expresión, es mayor cuanto

más cerca se encuentran las part́ıculas fluidas de la pared, anulándose por completo para

distancias a la pared mayores que rcut. De esta forma, recuperamos para dichas distancias

la dinámica de la entroṕıa del modelo SDPD de fluido newtoniano.

3.1.3. Simulaciones

Presentamos a continuación una serie de simulaciones que hemos hecho para compro-

bar que la forma de introducir las condiciones de contorno es razonable. Los problemas

planteados en estas simulaciones son bien conocidos y tienen una solución anaĺıtica sen-

cilla. En las dos primeras simulaciones, un flujo de Couette y otro de Poiseuille, com-

probaremos que la fricción y la impenetrabilidad de las paredes está bien formulada. La

última simulación, un problema de Fourier, nos permitirá comprobar que la conducción

térmica de las paredes al fluido está correctamente modelada.

Flujo de Couette

Un fluido bidimensional se encuentra en reposo entre dos paredes planas y paralelas. En

un momento dado, éstas empiezan súbitamente a moverse con una velocidad constante.

En nuestro caso, la velocidad de las paredes sigue la dirección x, y las paredes están

colocadas perpendicularmente al eje y, tal y como se muestra en la figura 3.7. Cuando el

sistema llega a su estado estacionario, el flujo de velocidades tiene la siguiente forma:
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x

y

L

V

−V

Figura 3.7: Esquema del flujo de Couette: un fluido bidimensional se encuentra entre

dos paredes paralelas que se mueven en sentidos contrarios. En la figura, también se ha

dibujado la solución en el estado estacionario.

vx =
2V

L
y

vy = 0 (3.28)

donde vx y vy representa las componentes en las direcciones x e y respectivamente del

campo de velocidades del fluido; V es el módulo de la velocidad de las paredes, y L es la

distancia entre éstas Definimos el número de Reynolds del sistema como:

Re =
V Lρ

η

donde ρ es la densidad másica del fluido, y η su viscosidad. El número de Mach viene

dado por:

Ma =
V

c

donde c es la velocidad del sonido en el medio. Utilizaremos condiciones de contorno

periódicas en los ĺımites de la caja de simulación en que no hay paredes.

En la figura 3.8 se muestran los resultados de una simulación con número de Reynolds

Re = 1 y número de Mach Ma = 0,1, en la que se han utilizado 1600 part́ıculas, cuando

ésta alcanza el estado estacionario. En la gráfica representamos, tanto para la simulación,
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Figura 3.8: Gráfica en el estado estacionario de la simulación de un flujo de Couette para

Re = 1 y Ma = 0,1.

como para los resultados anaĺıticos, la velocidad en la dirección x de las part́ıculas fluidas

frente a la coordenada y de éstas. La coincidencia con el resultado anaĺıtico es muy buena.

Flujo de Poiseuille

Un fluido bidimensional se encuentra en reposo entre dos paredes planas y paralelas cuan-

do, súbitamente, se le aplica una fuerza de volumen F constante, tal y como se indica en

la figura 3.9. En el estado estacionario, el campo de velocidades del fluido viene dado por:

vx =
f

2η

[
L2

4
− y2

]

vy = 0 (3.29)

donde f es la fuerza aplicada por unidad de volumen. El número de Reynolds lo definimos

como

Re =
VmaxLρ

η

mientras que el número de Mach como:

Ma =
Vmax
c
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Figura 3.9: Esquema del flujo de Poiseuille: un fluido bidimensional se encuentra entre

dos paredes planas y paralelas en reposo. Al fluido se le aplica una fuerza constante de

volumen F . También se ha dibujado la solución estacionaria del flujo de velocidades.

Simulacion
Analitico

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

−0.5 −0.4 −0.3 −0.2 −0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

V
x

y

Figura 3.10: Gráfica en el estado estacionario de la simulación de un flujo de Poiseuille

para Re = 1 y Ma = 0,1.

donde Vmax es la velocidad máxima en el fluido, que se alcanza en el estado estacionario,

es decir, en el centro del canal

Vmax =
fL2

8η
(3.30)

Utilizaremos condiciones de contorno periódicas en los ĺımites de la caja de simulación en

los que no hay paredes.

En la figura 3.10 se muestran los resultados de una simulación en la que se han utilizado

1600 part́ıculas, con un número de Reynolds Re = 1 y un número de Ma = 0,1. De nuevo,

la gráfica representa las velocidades en la dirección x de las part́ıculas fluidas, frente a su

posición y. La diferencia entre la simulación y los resultados anaĺıticos no supera el 1 %.
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Problema de Fourier

Una barra de longitud L se encuentra a una temperatura T0, y tiene un foco en cada

extremo a temperaturas Ta y Tb respectivamente. La solución anaĺıtica de este problema

es la siguiente:

T (x) = Ta +
Tb − Ta
L

x+
∞∑

n=1

an exp

(

−αn
2π2t

L2

)

sin
(nπx

L

)

(3.31)

donde x es la coordenada a lo largo de la barra, α = κ
Cρ

, y donde:

an =







2
nπ

(2To − Ta − Tb) para n impar

2
nπ

(Tb − Ta) para n par

(3.32)

La solución estacionaria es:

T (x) = Ta +
Tb − Ta
L

x (3.33)

Esperamos que esta solución también sea válida para un fluido en reposo entre dos paredes

a distintas temperaturas. Es de interés la definición del número de Prandtl:

Pr =
Cη

κ

donde κ y C son respectivamente la conductividad y la capacidad térmica del fluido. Al

igual que en las anteriores simulaciones, utilizaremos condiciones de contorno periódicas

en los ĺımites de la caja de simulación en los que no hay paredes.

En la figura 3.11 se muestran los resultados de una simulación con 900 part́ıculas en

reposo. En nuestras unidades, la pared superior se encuentra a una temperatura de 1,05,

y la inferior a una temperatura de 1. El fluido también se encuentra inicialmente a una

temperatura de 1. En la primera gráfica se han representado las temperaturas de las
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Figura 3.11: Figuras de las simulaciones del problema de Fourier: en la primera figura

se puede ver que la solución estacionaria del problema anaĺıtico coincide con la de la

simulación. En la segunda figura se representa la evolución temporal de las temperaturas

en la simulación, y se comparan con los valores anaĺıticos.

part́ıculas fluidas en el estado estacionario, en función de su coordenada y. En la segunda

gráfica se ha representado lo mismo, para distintos tiempos, antes de que el sistema

alcance el estado estacionario. El paso de tiempo es de 0,0001, el número de Prandtl es

Pr = 7 · 10−8 y la capacidad caloŕıfica Cv = 10000. Se puede apreciar que los resultados

de la simulación cuadran muy bien con los resultados anaĺıticos.

3.2. Modelo GENERIC de suspensión coloidal

Desarrollaremos ahora un modelo GENERIC de suspensión coloidal. Describiremos el

solvente mediante un conjunto NF de part́ıculas fluidas de masa m. Estas part́ıculas

están caracterizadas por su posición ri, su momento pi y su entroṕıa si. Inmersas en

este solvente de part́ıculas fluidas hay NC part́ıculas coloidales de masa M , que serán

modeladas como esferas duras, caracterizadas por su posición Ri, su momento P i y su

entroṕıa Si. Éstas serán las variables relevantes de nuestro sistema, de manera que el

estado x del sistema vendrá dado por:
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x =


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(3.34)

donde las variables representadas mediante letras minúsculas se refieren a part́ıculas flui-

das, y las representadas mediante letras mayúsculas a part́ıculas coloidales. La enerǵıa y

la entroṕıa del sistema vienen dadas por:

E(x) =

NF∑

i=1

[
p2
i

2m
+ e(si,V i)

]

+

NC∑

i=1

[
P 2
i

2M
+ eC(Si)

]

+
1

2

NC∑

ij

φCC (|Ri − Rj|)

S(x) =

NF∑

i=1

si +

NC∑

i=1

Si (3.35)

es decir, la enerǵıa total del sistema viene dada por la suma de las enerǵıas cinéticas e

internas de todas las part́ıculas fluidas y coloidales más un término de interacción φCC

entre part́ıculas coloidales. La enerǵıa interna ei de la part́ıcula de solvente i depende de su

entroṕıa si y de su volumen V i, mientras que la enerǵıa interna eCi de la part́ıcula coloidal

i depende sólo de su entroṕıa Si pues el volumen de ésta es constante. Supondremos que

el potencial de interacción φCC entre dos part́ıculas coloidales depende de su distancia

relativa. Por lo tanto, estas part́ıculas sufrirán una fuerza F CC que también dependerá de

su distancia relativa.
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Para desarrollar el modelo GENERIC, necesitamos calcular las derivadas de la enerǵıa y

de la entroṕıa del sistema respecto de las variables relevantes. Las primeras vienen dadas

por

∂E

∂rj
= −

NF∑

k=1

Pk
∂Vk
∂rj

∂E

∂pj
= vj (3.36)

∂E

∂sj
= Tj

∂E

∂Rj

= −
NF∑

k=1

Pk
∂Vk
∂Rj

−
NC∑

k=1

F CC(Rjk)

∂E

∂P j

= V j (3.37)

∂E

∂Sj
= TCj

donde TCj es la temperatura de la part́ıcula coloidal j. Nótese que hemos supuesto una de-

pendencia del volumen corregido de las part́ıculas fluidas con la posición de las part́ıculas

coloidales. Este dependencia proviene del hecho de considerar que el volumen corregido de

una part́ıcula fluida vecina de una coloidal depende, al igual que en el caso de las paredes,

de su distancia a la superficie de la coloidal, que depende a su vez de la posición de esta

última.

En cuanto a la presión y la temperatura de las part́ıculas fluidas, las definiremos igual que

en el modelo de fluido newtoniano, mediante las ecuaciones (2.5) y (2.4) respectivamente.

La temperatura de la part́ıcula coloidal la definiremos como

TCj =
∂eC

∂Sj
(3.38)

En cuanto a las derivadas de la entroṕıa respecto de las variables relevantes son
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∂S

∂rj
= 0

∂S

∂pj
= 0 (3.39)

∂S

∂sj
= 1

∂S

∂Rj

= 0

∂S

∂P j

= 0 (3.40)

∂S

∂Sj
= 1

3.2.1. Dinámica determinista

Dinámica reversible

La parte reversible de la dinámica viene dada, según el formalismo GENERIC, por la

parte reversible de la ecuación (1.11), que expĺıcitamente se escribe como
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(3.41)

Al igual que en el modelo de fluido simple, existen una serie de requisitos que nos ayudarán

a encontrar la forma que tiene la matriz en bloques L:
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Queremos que Ṙi = V i y ṙi = vi se cumplan exactamente, lo que implica que:

Lrr
ij = Lrs

ij = LrR
ij = LrP

ij = LrS
ij = LRr

ij = L
Rp
ij = LRs

ij = LRR
ij = LRS

ij = 0

L
rp
ij = LRP

ij = 1δij (3.42)

Como la matriz L es antisimétrica, también se pueden determinar los siguientes

bloques de la matriz:

Lsr
ij = LPr

ij = LSr
ij = L

pR
ij = LsR

ij = LSR
ij = 0

L
pr
ij = LPR

ij = −1δij (3.43)

Debe cumplirse la condición de degeneración (1.12), para asegurarnos de que se

cumple la segunda ley de la termodinámica. Por simplicidad, y por analoǵıa con el

modelo GENERIC de fluido newtoniano, cumpliremos este requisito considerando

que todos los bloques involucrados en dicha condición se anulan por separado, es

decir:

L
ps
ij = L

pS
ij = Lss

ij = LsS
ij = LPs

ij = LPS
ij = LSs

ij = LSS
ij = 0 (3.44)

Como la matriz L es antisimétrica, podemos determinar de forma automática el

valor de los siguientes bloques de la matriz:

L
sp
ij = L

Sp
ij = LsP

ij = LSP
ij = 0 (3.45)

No queremos que la parte reversible de la evolución del momento de las part́ıculas

fluidas o de las part́ıculas coloidales dependa de las velocidades de ninguna otra

part́ıcula, ya sea coloidal o fluida. Esto implica que

L
pp
ij = L

pP
ij = L

Pp
ij = LPP

ij = 0 (3.46)
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Haciendo cumplir todas estas condiciones ya se puede escribir la forma expĺıcita de la

matriz L

L =
































0 1δij 0 0 0 0

−1δij 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1δij 0

0 0 0 −1δij 0 0

0 0 0 0 0 0
































(3.47)

que nos permite obtener la dinámica reversible del sistema:

ṙi|rev = vi

ṗi|rev =

NF∑

k=1

Pk
∂Vk
∂ri

ṡi|rev = 0 (3.48)

Ṙi





rev
= V i

Ṗ i





rev
=

NF∑

k=1

Pk
∂Vk
∂Ri

+

NC∑

k=1

F CC(Rik)

Ṡi





rev
= 0

En estas ecuaciones se aprecia que la evolución de la posición de las part́ıculas, tanto

fluidas como coloidales evoluciona de forma consistente con su velocidad. Al igual que en

el caso del fluido newtoniano, la evolución reversible del momento de las part́ıculas fluidas

y coloidales depende de las diferencias de presiones. En el caso de las part́ıculas coloidales

aparece, además, un nuevo término de fuerzas entre part́ıculas coloidales. En cuanto a la
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entroṕıa de las part́ıculas fluidas y coloidales se mantiene constante en el tiempo, lo que,

de acuerdo con la ecuación (3.35) asegura la reversibilidad de la dinámica descrita por las

ecuaciones (3.48).

Dinámica irreversible

La dinámica irreversible del sistema viene dada, según el formalismo GENERIC, por la

parte irreversible de la ecuación (1.11). Necesitamos por lo tanto determinar cómo es

la matriz M . Esto lo haremos utilizando el teorema de fluctuación-disipación (ecuación

(1.17)), donde las fluctuaciones dx̃ vienen dadas por:

dx̃ =
































dr̃i

dp̃i

ds̃i

dR̃i

dP̃ i

dS̃i
































=














dR̃iα

dP̃ iα

dS̃iα














(3.49)

donde, por simplicidad, hemos usado una notación más compacta, en la que los sub́ındices

griegos valen α = F ó α = C dependiendo de si la variable que estamos tratando se refiere

a una part́ıcula fluida o a una coloidal. Postulamos que dR̃iα = 0 pues no queremos

procesos irreversibles asociados al cambio en la posición de las part́ıculas. Sustituyendo

(3.49) en (1.17) obtenemos
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M =
1

2kBdt














0 0 0

0 dP̃ iαdP̃ jβ dP̃ iαdS̃jβ

0 dS̃iαdP̃ jβ dS̃iαdS̃jβ














(3.50)

Es decir: (nótese que la matriz M es simétrica)

MPP
iαjβ

=
1

2kBdt
dP̃ iαdP̃ jβ

MPS
iαjβ

= MSP
jβiα

=
1

2kBdt
dP̃ iαdS̃jβ (3.51)

MSS
ij =

1

2kBdt
dS̃iαdS̃jβ

Tenemos ahora que determinar qué forma tienen estos ruidos. Al igual que haćıamos

para el fluido newtoniano, postularemos que estos términos de ruido, bien sean para una

part́ıcula fluida o una coloidal, se deben a interacciones a pares con otras part́ıculas fluidas

o coloidales:

dP̃ iα =
∑

jβ

dp̃iαjβ

TiαdS̃iα =
∑

jβ

dǫ̃iαjβ +
∑

jβ

dq̃iαjβ (3.52)

El término dp̃iαjβ representa un intercambio espontáneo de momento de la part́ıcula j (de

tipo β) a la part́ıcula i (de tipo α) debido a una fluctuación térmica. Como el momento ha

de conservarse, debe cumplirse: dp̃iαjβ = −dp̃jβiα . Este cambio espontáneo de momento,

cambia la enerǵıa de las part́ıculas, y para que la del sistema se conserve es necesario añadir

un término de ruido de calentamiento viscoso dǫ̃iαjβ . Aśı mismo, dq̃iαjβ es la cantidad

de enerǵıa traspasada de la part́ıcula j (de tipo β) a la part́ıcula i (de tipo α) debido

a una fluctuación térmica. Dado el significado de esta cantidad, debe cumplirse que:

dq̃iαjβ = −dq̃iαjβ . De forma similar a como hicimos en el modelo GENERIC de fluido

newtoniano, postularemos los términos estocásticos dP̃ iα y dS̃iα como
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dP̃ iα =
∑

jβ

(

AiαjβdW iαjβ +Biαjβ

1

D
tr
[
dW iαjβ

]
)

· eiαjβ (3.53)

TiαdS̃iα = −1

2

∑

jβ

(

AiαjβdW iαjβ +Biαjβ

1

D
tr
[
dW iαjβ

]
)

: eiαjβviαjβ

︸ ︷︷ ︸

Término viscoso

+
∑

jβ

CiαjβdViαjβ

︸ ︷︷ ︸

Térm. conducción

(3.54)

donde dW iαjβ es una matriz de incrementos de Wiener independientes, dViαjβ es un in-

cremento de Wiener y dW iαjβ es el siguiente tensor simétrico y sin traza

dW iαjβ =
1

2

[

dW iαjβ + dW T
iαjβ

]

− 1

D
tr
[
dW iαjβ

]
(3.55)

siendo D es el número de dimensiones del sistema, y dando el operador tr como resultado,

la traza del tensor sobre el que se aplica.

Postulamos también las siguientes propiedades de simetŕıa

dW iαjβ = dW jβiα

dViαjβ = −dVjβiα
Aiαjβ = Ajβiα (3.56)

Biαjβ = Bjβiα

Ciαjβ = Cjβiα

Hay que tener en cuenta, que las amplitudes del ruido térmico Aiαjβ , Biαjβ y Ciαjβ de-

penden, en general del estado x en el que se encuentre el sistema (en nuestro caso de su

posición y de su entroṕıa).

Los procesos de Wiener de dW iαjβ y de dViαjβ satisfacen las reglas mnemotécnicas de Itô:

dW µµ′

iαi′α′

dW νν′

jβj
′

β′

=
[

δiαjβδi′α′
j′
β′

+ δiαj′β′
δi′

α′
jβ

]

δµνδµ
′ν′dt

dViαi′α′
dVjβj′β′

=
[

δiαjβδi′α′
j′
β′
− δiαj′β′

δi′
α′
jβ

]

dt (3.57)

dViαi′α′
dW µµ′

jβj
′

β′

= 0µµ
′
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donde los supeŕındices se refieren a componentes tensoriales.

Utilizando las derivadas de la enerǵıa y como debe cumplirse la ecuación (1.21), obtenemos

∂E

∂xjβ
· dx̃jβ =

∑

jβ

(

V jβ · dP̃ jβ + TjβdS̃jβ

)

= 0 (3.58)

Por otro lado, como el momento lineal total P es un invariante del sistema, entonces tiene

que cumplirse la ecuación (1.22), por lo que

∂P iα

∂xjβ
· dx̃jβ =

∑

jβ

dP̃ jβ = 0 (3.59)

Se puede comprobar que tanto (3.58) como (3.59) se cumplen.

Con todas estas ecuaciones se pueden obtener los elementos de la matriz M . El resultado

es totalmente análogo al que obtuvimos para el modelo de fluido simple, ecuaciones (2.30),

pero con los correspondientes sub́ındices que distinguen a los dos tipos de part́ıculas.

Habiendo ya calculado los elementos de M , podemos escribir la parte irreversible de la

dinámica

Ṙiα





irrev
= 0

Ṗ iα





irrev
= −

∑

jβ

{

aiαjβV iαjβ +

[

aiαjβ

(

1 − 2

D

)

+ biαjβ

]
(
eiαjβ · V iαjβ

)
eiαjβ

}

(3.60)

TiαṠiα





irrev
= −

∑

jβ

ciαjβTiαjβ +
1

2

∑

jβ

{

aiαjβV
2
iαjβ

+

[

aiαjβ

(

1 − 2

D

)

+ biαjβ

]
(
V iαjβ · eiαjβ

)2
}

donde

aiαjβ =
A2
iαjβ

8kB

(
1

Tiα
+

1

Tjβ

)

biαjβ =
B2
iαjβ

4DkB

(
1

Tiα
+

1

Tjβ

)

(3.61)

ciαjβ =
C2
iαjβ

2kBTiαTjβ
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Al igual que en el modelo GENERIC de fluido simple, la evolución irreversible del momen-

to de las part́ıculas, tanto fluidas como coloidales, viene dada por términos de fricción que

involucran diferencias de velocidades. En la evolución irreversible de la entroṕıa aparecen

términos viscosos, relacionados con la disipación de calor causada por rozamiento, y un

término de conducción térmica que hace que tiendan a igualarse las temperaturas entre

part́ıculas.

3.2.2. Dinámica no determinista

Para introducir las fluctuaciones térmicas en la dinámica del sistema, de acuerdo con el

formalismo GENERIC, tenemos que utilizar la ecuación (1.16), que en el caso del modelo

de suspensión coloidal, nos lleva a las siguientes ecuaciones de la dinámica

dRiα = V iαdt

dP iα =




∑

jβ

F iαjβ −
∑

jβ

{

aiαjβV iαjβ +

[

aiαjβ

(

1 − 2

D

)

+ biαjβ

]
(
eiαjβ · V iαjβ

)
eiαjβ

}

+

+kB

(
∂M

pp
iαjβ

∂P jβ

+
∂M

sp
iαjβ

∂Sjβ

)]

dt+ dP̃ iα (3.62)

TiαdSiα =



−
∑

jβ

ciαjβTiαjβ +
1

2

∑

jβ

{

aiαjβV 2
iαjβ

+

[

aiαjβ

(

1 − 2

D

)

+ biαjβ

]
(
V iαjβ · eiαjβ

)2
}

+

+kB

(
∂M

ps
iαjβ

∂P jβ

+
∂M ss

iαjβ

∂Sjβ

)]

dt+ TiαdS̃iα

donde F iαjβ representa la fuerza reversible de la part́ıcula jβ sobre la part́ıcula iα. Al igual

que ocurŕıa con el modelo de fluido simple, como vamos a utilizar el método de Wilkie

para resolver numéricamente las ecuaciones del modelo, no será necesario calcular los

términos que acompañan a la constante de Boltzmann kB. Ahora, la ecuación a resolver

es la siguiente:

dxiα =

[

Liαjβ

∂E

∂xjβ
+ M iαjβ

∂S

∂xjβ
+
dx̃iα∂jβdx̃jβ

2dt

]

dt+ dx̃iα (3.63)
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Por lo que no es necesario calcular ∇M , sino los siguientes términos:

1

2dt
dR̃iα

∂dx̃jβ

∂xjβ

= 0 (3.64)

1

2dt
dP̃ iα

∂dx̃jβ

∂xjβ

=
1

2dt
dP̃ iα

X

jβ

2

4− 1

Cjβ

dS̃jβ
+

1

Tjβ

0

@−1

2

X

kγ

 

∂Ajβkγ

∂sjβ

dWjβkγ
+
∂Bjβkγ

∂sjβ

1

D
tr
h

dWjβkγ

i

!

: ejβkγ
V jβkγ

1

A

3

5

1

2dt
dS̃iα

∂dx̃jβ

∂xjβ

=
1

2dt
dS̃iα

X

jβ

2

4− 1

Cjβ

dS̃jβ
+

1

Tjβ

0

@−1

2

X

kγ

 

∂Ajβkγ

∂sjβ

dWjβkγ
+
∂Bjβkγ

∂sjβ

1

D
tr
h

dWjβkγ

i

!

: ejβkγ
V jβkγ

+

+
X

kγ

∂Cjβkγ

∂sjβ

dVjβkγ

1

A

3

5

donde dP̃ iα y dS̃iα vienen dados por (3.53) y (3.54) respectivamente y donde

∂Tjβ
∂Sjβ

≡ Tjβ
Cjβ

(3.65)

siendo Cjβ la capacidad caloŕıfica a volumen constante de la part́ıcula j.

3.3. Modelo SDPD de suspensión coloidal

Al igual que ocurŕıa con el modelo GENERIC de fluido newtoniano, faltan por deter-

minar algunas cantidades en el modelo GENERIC de suspensión coloidal, tales como el

volumen de las part́ıculas fluidas y las amplitudes de los ruidos térmicos. Sustituyen-

do el volumen de una part́ıcula fluida, definido mediante la ecuación (3.3) en el modelo

GENERIC de part́ıcula fluidas, se obtienen las ecuaciones de evolución de un modelo

de suspensión coloidal; tras comparar estas ecuaciones con las del modelo GENERIC

de suspensión coloidal, obtendremos expresiones para introducir las amplitudes de las

fluctuaciones térmicas de forma consistente, obteniendo finalmente el modelo SDPD de

suspensión coloidal.

3.3.1. Condiciones de contorno

El volumen de las part́ıculas fluidas que representan al solvente lo definiremos mediante

un kernel, ecuación (2.47), al igual que en el modelo SDPD de fluido newtoniano. No
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Figura 3.12: Cuando una part́ıcula fluida i se encuentra a una distancia lij menor o igual

que rcut de la superficie de la part́ıcula coloidal j, entonces se sobrestima su volumen

debido a que no hay part́ıculas fluidas en la región S perteneciente a la parte del interior

de la part́ıcula coloidal.

obstante, de la misma forma que en la sección 3.1, el volumen de una part́ıcula fluida

era sobrestimado cuando ésta se encontraba cerca de una pared, si la part́ıcula fluida

i se encuentra cerca de una o más part́ıculas coloidales, su volumen tampoco se calcu-

lará correctamente. (ver figura 3.12). Procederemos, entonces, como haćıamos en el caso

del modelo de fluido con paredes, es decir, definiendo la densidad corregida de la part́ıcula

de solvente i como:

di =
∑

j∈fluid

W (rij) +

∫

S

nrdrW (|r − ri|) (3.66)

siendo S la región de intersección de la zona de influencia de la part́ıcula fluida i con todas

las part́ıculas coloidales. El campo de densidad nr, al igual que en el caso de las paredes,

lo elegimos de forma que reproduzca exactamente la densidad corregida de la part́ıcula i.

Es decir: nr = di, por lo que:

di =
∑

j∈fluid

W (rij) + di

∫

S

drW (|r − ri|) (3.67)
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La integral que aparece en la última ecuación vendrá dada ahora por:

∫

S

drW (|r − ri|) =

NC∑

j=1

∆(lij) (3.68)

donde la función ∆ que usaremos será la misma que utilizábamos para el modelo de

fluido con paredes (ecuación (3.4)), y donde lij = |ri − Rj| − RC es la distancia de la

part́ıcula fluida i a la superficie de la part́ıcula coloidal j. El error que se produce al con-

siderar que las part́ıculas coloidales son como paredes planas es pequeño si consideramos

que las part́ıculas fluidas son mucho más pequeñas que las coloidales (rcut << RC), y

será despreciable para resoluciones altas. Obtenemos entonces:

di =
di

1 −∑NC

j=1 ∆(lij)
=

1

V i
(3.69)

3.3.2. Dinámica determinista

Dinámica reversible

El cálculo de las derivadas del volumen corregido respecto de las posiciones de las part́ıcu-

las fluidas y coloidales nos lleva a las siguientes expresiones

∂Vk
∂ri

=
1

dkdk

(

δik

NF∑

j=1

rkjF (rkj) + rikF (rik)

)

+
δik
di

NC∑

j=1

ψ(lij)
(ri − Rj)

|ri − Rj|
(3.70)

∂Vk
∂Ri

= − 1

dk
ψ(lki)

(rk − Ri)

|rk − Ri|
(3.71)

que sustituyéndolas en la ecuación (3.48) de la dinámica reversible del modelo GENERIC

de suspensión coloidal nos permite obtener las ecuaciones de movimiento reversibles del

modelo SDPD de suspensión coloidal:
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ṗi|rev =

NF∑

j=1

F FF
ij +

NC∑

j=1

F FC
ij (3.72)

Ṗ i





rev
=

NF∑

j=1

F CF
ij +

NC∑

j=1

F CC
ij (3.73)

donde:

F FF
ij =

[
Pi

didi
+

Pj

djdj

]

rijF (rij) (3.74)

F FC
ij =

Pi
di
ψ(lij)

(ri − Rj)

|ri − Rj|
(3.75)

F CF
ij = −F FC

ji (3.76)

F CC
ij = FCC(Rij)

Rij

Rij

(3.77)

El primer supeŕındice de estas fuerzas de interacción se refiere al tipo de part́ıcula sobre

la que se realiza la fuerza, F si es fluida ó C si es coloidal, mientras que el segundo indica

el tipo de part́ıcula que la causa. Por lo tanto, la evolución reversible del movimiento

de una part́ıcula, sea fluida o coloidal, viene determinada por dos fuerzas de interacción,

una con las part́ıculas fluidas y otra con las part́ıculas coloidales. La interacción entre las

part́ıculas fluidas viene dada por una expresión similar, solo que teniendo en cuenta la

corrección de la densidad, a la que aparećıa en el modelo SDPD de modelo newtoniano.

En cuanto a la interacción reversible entre una part́ıcula coloidal y otra fluida, es distinta

de cero sólo si la fluida en cuestión se encuentra a una distancia menor que rcut de la

superficie de la coloidal. En ese caso, la fuerza es repulsiva y normal a la superficie del

coloide, y aumentará cuanto más cerca se encuentre la part́ıcula fluida de dicha superficie.

Dinámica irreversible

Supondremos que la fuerza de fricción entre las part́ıculas fluidas es la misma que en el

modelo SDPD de fluido newtoniano, pero sustituyendo las densidades di por las densidades

corregidas di. Aśı pues, la fuerza no conservativa entre éstas viene dada por
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FFF
ij = −aF (rij)

didj
vij − b

F (rij)

didj
eijeij · vij (3.78)

Lo mismo haremos con la interacción térmica ente part́ıculas fluidas:

QFF
ij = −2κ

F (rij)

didj
Tij (3.79)

En cuanto a la fuerza que las part́ıculas coloidales ejercen sobre las part́ıculas de solvente,

supondremos que es la misma que la que ejerceŕıa una pared plana a la misma distancia

de las part́ıculas fluidas, por lo que viene dada por (3.24):

FFC
ij = − 1

di
ψ̂3(lij) (vi − V j) −

1

di
ψ̂2(lij)eijeij · (vi − V j) (3.80)

Como debe cumplirse la tercera ley de Newton, entonces la fuerza que la part́ıcula fluida

j ejerce sobre la part́ıcula coloidal i es:

FCF
ij = −FFC

ji (3.81)

Para la interacción térmica de las part́ıculas coloidales sobre las fluidas hacemos de nuevo

la suposición de que las primeras son para las segundas como paredes planas. Entonces,

de (3.27), obtenemos:

QFC
ij = −2κ

1

di
ψ(lij)

Ti − TCj
lij

(3.82)

Como la enerǵıa total tiene que conservarse, entonces:

QCF
ij = −QFC

ji (3.83)

Ahora ya podemos escribir la parte determinista del modelo:
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Ṙi = V i

Ṗ i =

NC∑

j=1

F CC
ij +

NF∑

j=1

(
F CF
ij + FCF

ij

)

TCi Ṡi = −1

2

NC∑

j=1

FCF
ij · (V i − vj) +

NF∑

j=1

QCF
ij

ṙi = vi (3.84)

ṗi =

NC∑

j=1

(
F FC
ij + FFC

ij

)
+

NF∑

j=1

(
F FF
ij + FFF

ij

)

Tiṡi = −1

2

NC∑

j=1

FFC
ij · (vi − V j) −

1

2

NF∑

j=1

FFF
ij · (vi − vj) +

NC∑

j=1

QFC
ij +

NF∑

j=1

QFF
ij

Las fuerzas F son reversibles y las fuerzas F son irreversibles. En la ecuación del momento,

estas últimas son términos de fricción que hacen que tiendan a igualarse las velocidades

de las part́ıculas. La enerǵıa perdida en este proceso tiene que transformarse en enerǵıa

interna. De esto se ocuparán los términos de la ecuación de la entroṕıa que contienen

fuerzas F : éstos son los términos de calentamiento viscoso. Por último, los términos que

contienen Q son intercambios de calor irreversibles que hacen que las temperaturas de las

part́ıculas fluidas tiendan a ser iguales, es decir, son términos de conducción térmica.

3.3.3. Dinámica no determinista

Para introducir las fluctuaciones térmicas, compararemos (3.84) con (3.62), para obtener

expresiones de las amplitudes del ruido que respeten el teorema de fluctuación-disipación.

Vemos que ambos sistemas de ecuaciones son iguales si
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aFFij = a
F (rij)

didj
aFCij = 1

di
ψ̂3(lij)

aCFij = 1
dj
ψ̂3(lij) aCCij = 0

bFFij =
F (rij)

didj

[
b− a

(
1 − 2

D

)]
bFCij = 1

di

[

ψ̂2(lij) − ψ̂3(lij)
(
1 − 2

D

)]

bCFij = 1
dj

[

ψ̂2(lij) − ψ̂3(lij)
(
1 − 2

D

)]

bCCij = 0

cFFij = 2κ
F (rij)

didj
cFCij = 2κ 1

di

ψ(lij)

lij

cCFij = 2κ 1
dj

ψ(lij)

lij
cCCij = 0

(3.85)

Despejando de (3.61) podemos encontrar las amplitudes de los ruidos (3.53) y (3.54):

AFFij =

√

8kBa
F (rij)

didj

TiTj
Ti + Tj

AFCij =

√

8kB
ψ̂3(lij)

di

TiTCj
Ti + TCj

= ACFji

ACCij = 0

BFF
ij =

√

4DkB
F (rij)

didj

(

b− a

(

1 − 2

D

))
TiTj
Ti + Tj

(3.86)

BFC
ij =

√

4DkB
1

di

TiTCj
Ti + TCj

(

ψ̂2(lij) − ψ̂3(lij)

(

1 − 2

D

))

= BCF
ji

BCC
ij = 0

CFF
ij =

√

4κkB
F (rij)

didj
TiTj

CFC
ij =

√

4κkB
1

di

ψ(lij)

lij
TiTCj = CCF

ji

CCC
ij = 0

Sustituyendo estas amplitudes en (3.62), se obtiene la dinámica del modelo de suspensión

coloidal cuando hay ruido.
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Figura 3.13: En la primera figura se muestra la distribución de los desplazamientos de la

part́ıcula browniana. En la segunda, su velocidad cuadrática media en función del tiempo.

En esta última figura se puede apreciar que los valores obtenidos con la simulación tienden

al valor que esperábamos para la velocidad cuadrática media. Al final de la simulación, la

diferencia entre la estad́ıstica y el valor teórico es menor que un 2 %.

3.3.4. Escalado consistente de las fluctuaciones térmicas.

En las ecuaciones (3.86) se puede apreciar que las amplitudes de las fluctuaciones de

las part́ıculas fluidas dependen de la resolución de la simulación, debido a la presencia

de la densidad di en sus expresiones, de manera que cuanto mayor sea la resolución, las

part́ıculas serán más pequeñas1 y se verán más afectadas por las fluctuaciones térmicas.

No debeŕıa ocurrir lo mismo con las part́ıculas coloidales, pues sus fluctuaciones son una

propiedad f́ısica del sistema, y no un parámetro computacional. Para comprobar que,

efectivamente, las fluctuaciones de las part́ıculas coloidales no dependen de la resolución

del sistema, simularemos una part́ıcula browniana, es decir, una part́ıcula coloidal inmersa

en un fluido y sometida a fluctuaciones térmicas. En un sistema real, ésta se veŕıa golpeada

por las moléculas del fluido, generándose el esperado movimiento browniano de la part́ıcula

coloidal. En la simulación, el coloide es golpeado por las part́ıculas fluidas con las que

representamos al fluido. La velocidad cuadrática media de ésta debeŕıa obedecer a la

1Por más pequeñas nos referimos a que su volumen sea más pequeño, o dicho de otra forma, que
representen a porciones más pequeñas de fluido.
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Figura 3.14: En la primera figura se muestra la distribución de las velocidades de una

part́ıcula fluida para simulaciones con distintas resoluciones. En la segunda figura se com-

paran las velocidades cuadráticas medias de dicha part́ıcula fluida con la de la part́ıcula

coloidal de la simulación.

siguiente expresión

〈
v2
〉

=
kBT

M

siendo kB la constante de Boltzmann, T la temperatura del fluido y M la masa de la

part́ıcula browniana. Otra cantidad que es fácil de estudiar en el movimiento browniano

de una part́ıcula coloidal es la distribución de los desplazamientos en una dirección, que

viene dada por

N(0, 2D∆t) =
1√

4πD∆t
exp

{

−(∆x)2

4D∆t

}

siendo D = ∆t
2
kBT
M

el coeficiente de difusión.

En la figura 3.13 se muestran los resultados de una simulación en la que se analizan estas

dos cantidades para la part́ıcula coloidal. Se puede apreciar que los resultados se ajustan

muy bien a los valores teóricos.

Supongamos que aumentáramos ahora la resolución de la simulación, lo que equivaldŕıa

a aumentar el número de part́ıculas fluidas. Con este cambio, cada part́ıcula fluida tiene

un volumen menor. Dado que las amplitudes del ruido de éstas tienen una dependencia

∼ V 1

2 , sus fluctuaciones térmicas serán mayores, y su velocidad cuadrática media también
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será mayor. No obstante, las fluctuaciones de la part́ıcula coloidal debeŕıan tener la misma

amplitud y, por lo tanto, su velocidad cuadrática media, que śı que es una propiedad f́ısica

del sistema, no debeŕıa cambiar aunque aumentáramos la resolución. En la figura 3.14

se muestra, en la primera gráfica, la distribución de velocidades (normalizada) de una

part́ıcula fluida en simulaciones con distintas resoluciones. La segunda figura corresponde

a las mismas simulaciones, y en ella se muestran las velocidades cuadráticas medias de la

part́ıcula coloidal y de una part́ıcula fluida. Se puede observar en esta figura la dependencia

de la velocidad cuadrática media de la part́ıcula fluida con su volumen, aśı como el hecho

de que la velocidad cuadrática media de la part́ıcula coloidal no depende de la resolución

que utilicemos en la simulación.
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Caṕıtulo 4

Modelo SDPD de fluido viscoelástico

Como mencionamos en la introducción, un fluido viscoelástico tiene propiedades tanto

viscosas como elásticas. El comportamiento viscoso ya lo hemos descrito en los modelos

anteriores. Añadiremos ahora el comportamiento elástico del fluido. En concreto, consid-

eraremos el modelado de una solución polimérica.

Al igual que en el caṕıtulo 2, modelaremos el fluido mediante part́ıculas. La naturaleza

elástica del medio se tendrá en cuenta dotando a cada part́ıcula fluida de una nueva

variable denominada tensor de conformación. Además, supondremos que las part́ıculas

fluidas albergan multitud de moléculas poliméricas que, en último término, serán las

responsables del comportamiento macroscópico elástico del sistema. Modelaremos cada

poĺımero como un sistema más simple formado por un muelle lineal que une a dos pequeñas

part́ıculas, tal y como se muestra en la figura 4.1. La descripción de la dinámica de estas

part́ıculas unidas por muelles nos permitirá encontrar expresiones de la evolución temporal

del tensor de conformación de cada part́ıcula fluida. Utilizando GENERIC obtendremos

finalmente un modelo de fluido viscoelástico termodinámicamente consistente, que puede

entenderse como una discretización del modelo de Oldroyd-B [6]. Este modelo ha sido

publicado en [90].

En este caṕıtulo se muestra la potencia de la estructura GENERIC para formular modelos

de fluidos complejos. La extensión a otros modelos de fluido polimérico, diferentes del

modelo de Oldroyd-B, requiere sólo pequeños cambios en las ecuaciones que presentamos.

Por ejemplo, para modelar un fluido viscoelástico de tipo FENE-P [6] (finitely extensible

91
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Figura 4.1: Esquema de una part́ıcula fluida en el modelo SDPD de fluido viscoelástico.

Cada part́ıcula fluida contiene gran cantidad de dumbbells que representan a las moléculas

poliméricas que generan el comportamiento elástico del fluido.

nonlinear elastic Peterlin) a partir de nuestro modelo, basta con hacer un cambio en la

definición de la entroṕıa del sistema.

Finalmente, comprobaremos mediante simulaciones la validez del modelo. En concreto,

simularemos la generación de un flujo de Kolmogorov analizando la evolución temporal del

sistema, aśı como su estado de equilibrio y compararemos con las soluciones anaĺıticas de

dicho problema. También haremos un estudio de cómo afectan las fluctuaciones térmicas al

tensor de conformación de las part́ıculas fluidas en un estado de equilibrio y compararemos

los resultados con las soluciones teóricas.

4.1. Introducción al modelo

Modelaremos la suspensión polimérica mediante un conjunto de NF part́ıculas fluidas

con posiciones ri y velocidades vi. Consideraremos que son pequeños subsistemas ter-

modinámicos que se mueven con el flujo. Cada subsistema termodinámico se compone

de las moléculas del solvente más las del poĺımero. Éstas últimas, en un sentido coarse-

graining, se representan mediante dos part́ıculas microscópicas, denomindadas monómeros,
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unidas por muelles lineales. A partir de ahora y mientras no haya posibilidad de confusión,

a cada uno de estos sistemas microscópicos lo denominaremos indistintamente poĺımero,

pues es el objeto representado, o dumbbell, que es el objeto que representa al poĺımero. En

nuestro modelo de part́ıcula fluida, supondremos que cada part́ıcula i tiene N s molécu-

las de solvente y Nd dumbbells (ver figura 4.1). Posee, además, una enerǵıa interna ei,

que representa la enerǵıa cinética de los monómeros y de las moléculas del solvente, más

la enerǵıa potencial de las interacciones entre todos ellos. Caracterizaremos el estado de

elongación de los dumbbells en la part́ıcula fluida mediante un tensor de conformación

adimensional definido como

ci =
1

Ndq2
0

Nd
∑

α

qαqα (4.1)

donde el ı́ndice α recorre todos los dumbbells que están en el interior de la part́ıcula i. El

tensor se ha normalizado con q0, que es la longitud promedio del equilibrio de un dumbbell,

de forma que en el equilibrio el valor del tensor de conformación valga c = 1. Nótese que

este tensor es simétrico y definido positivo.

Para poder formular la dinámica del tensor de conformación tenemos que recurrir a un

nivel de descripción más detallado en el que resolvamos la dinámica de las moléculas

poliméricas. Las posiciones y velocidades de cada monómero del dumbbell α las deno-

taremos por r1
α, v1

α y r2
α, v2

α; su evolución temporal viene dada por las ecuaciones de

Langevin

dr1
α = v1

αdt

mdv1
α = −γ

(
v1
α − V (r1

α)
)
dt+ F

(
r1
α − r2

α

)
dt+ dF̃

1

α (4.2)

dr2
α = v2

αdt

mdv2
α = −γ

(
v2
α − V (r2

α)
)
dt+ F

(
r2
α − r1

α

)
dt+ dF̃

2

α

donde m es la masa de cada monómero. Sobre cada uno de ellos actúa una fuerza de

fricción con el solvente, dada por el coeficiente γ = 6πηa, siendo a el radio del monómero

y η la viscosidad del fluido, que es proporcional a la velocidad relativa del monómero
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con el fluido. La fuerza F es debida a la interacción elástica entre los dos extremos del

dumbbell, y es función de la posición relativa de los monómeros. Por último, las fuerzas

dF̃
1

α y dF̃
2

α son las fuerzas estocásticas que generan el movimiento browniano de los

monómeros. Dado el tamaño submicroscópico de los poĺımeros, podemos considerar el

ĺımite sobreamortiguado y despreciar los términos de inercia, haciendo m = 0

dr1
α = V (r1

α)dt+
1

γ
F
(
r1
α − r2

α

)
dt+

1

γ
dF̃

1

α

dr2
α = V (r2

α)dt+
1

γ
F
(
r2
α − r1

α

)
dt+

1

γ
dF̃

2

α (4.3)

Como la distribución de los desplazamientos de una part́ıcula browniana viene dada por

dW
√

2D0dt, siendo D0 = kBT
γ

el coeficiente de difusión, podemos identificar la fuerza

estocástica como

dF̃ = dW

√

2kBTγ

dt
(4.4)

donde dW es un vector de incrementos de Wiener independientes.

Supongamos ahora que en el interior de una part́ıcula fluida se puede aproximar el campo

de velocidades mediante un desarrollo en serie en torno a la posición de ésta: V (r) =

vi + κi · (r − ri), donde κ
µν
i = (∇νvµ)i es el gradiente de velocidad traspuesto asociado

a la part́ıcula i. Cambiando las coordenadas que hemos utilizado hasta ahora por la del

centro de masas del poĺımero Rα = 1
2
(r1

α + r2
α), y por la que representa la separación

entre los monómeros qα = r1
α − r2

α, se obtiene

dRα =
1

2

[
V (r1

α) + V (r2
α)
]
dt+ dR̃α

dqα = κi · qαdt+
2

γ
F (qα) dt+ dq̃α (4.5)

donde

dR̃a =
√

2D0dt

[
dW 1

a + dW 2
a

]

2

dq̃a =
√

2D0dt
(
dW 1

a − dW 2
a

)
(4.6)
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Las varianzas de estos términos estocásticos vienen dadas por

dq̃adq̃b = δab4D01dt

dR̃adR̃b = δabD01dt (4.7)

dq̃adR̃b = 0

De acuerdo con el cálculo de Itô, haremos ahora un desarrollo hasta segundo orden del

tensor de conformación

dc =
1

Ndq2
0

Nd
∑

a

(qadqa + dqaqa + dqadqa) (4.8)

donde, por dar claridad a la exposición, hemos suprimido los sub́ındices correspondientes

a la part́ıcula fluida. Utilizando (4.5) podemos escribir

dc =

Parte reversible
︷ ︸︸ ︷(
c · κT + κ · c

)
dt+

Parte irreversible
︷ ︸︸ ︷

1

Ndq2
0

Nd
∑

a

(
2

γ
(qaF (qa) + F (qa) qa) + 4D01

)

dt+ dc̃
︸︷︷︸

ruido

(4.9)

donde

dc̃ =
1

Ndq2
0

Nd
∑

a

(qadq̃a + dq̃aqa) (4.10)

La dinámica del tensor conformación, dada por (4.9), tiene tres partes. La primera parte

involucra al gradiente de velocidad y describe cómo el tensor de conformación es trans-

portado de manera puramente reversible, mediante la advección de los poĺımeros, es de-

cir, mediante el transporte de sus diferentes partes en la dirección del flujo. El siguiente

término, en el que aparece el coeficiente de fricción γ, es un término irreversible. El último

término es la parte no determinista de la evolución del tensor de conformación. Nótese

que el término irreversible en el que aparece γ no está escrito en función de c, por lo
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que (4.9) no es, en general, una ecuación diferencial estocástica cerrada para el tensor de

conformación. Pero en el caso particular en el que la fuerza F (q) entre los monómeros de

un dumbbell sea una fuerza lineal

F (q) = −Hq (4.11)

donde H es la constante del muelle, entonces se obtiene la siguiente ecuación de evolución

para el tensor de conformación

dc =
(
c · κT + κ · c

)
dt+

1

τ
(1 − c) dt+ dc̃ (4.12)

que śı que es una ecuación cerrada para c. En esta última ecuación hemos definido τ = γ
4H

y hemos tenido en cuenta que la longitud de equilibrio de un muelle es:

q0 =

√

kBT

H
(4.13)

4.2. Dinámica determinista

Utilizaremos como variables relevantes del sistema la posición, momento, enerǵıa interna

y tensor de conformación de cada part́ıcula fluida, por lo que el estado del sistema queda

caracterizado por

x =




















ri

vi

ei

ci




















(4.14)
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La enerǵıa interna ei debe entenderse como la enerǵıa interna total de las part́ıculas,

incluyendo las contribuciones elásticas de los poĺımeros que en ella se encuentran sus-

pendidos. La enerǵıa total del sistema viene dada por la suma de las enerǵıa cinéticas y

de las enerǵıas internas de todas las part́ıculas fluidas:

E(x) =

NF∑

i=1

(m

2
v2
i + ei

)

(4.15)

La entroṕıa total del sistema viene dada por la suma de las entroṕıas individuales de cada

part́ıcula fluida:

S(x) =

NF∑

i=1

s(ei, ci,Vi) (4.16)

Notemos que la entroṕıa S(x) depende de las posiciones de las part́ıculas fluidas a través

del volumen Vi de éstas. Existe además, una dependencia de la entroṕıa con el tensor

de conformación ci que tiene en cuenta las posibles reestructuraciones internas de las

part́ıculas fluidas a causa de cambios en los poĺımeros que contienen.

Las derivadas de la enerǵıa respecto de las variables relevantes del sistema vienen dadas

por

∂E

∂rj
= 0

∂E

∂vj
= mvj

∂E

∂ej
= 1 (4.17)

∂E

∂cj
= 0

mientras que las derivadas de la entroṕıa son
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∂S

∂rj
=

NF∑

k=1

Pk
Tk

∂Vk
∂rj

∂S

∂vj
= 0

∂S

∂ej
=

1

Tj
(4.18)

∂S

∂cj
=

σj

Tj

donde

Pi
Ti

=
∂si
∂Vi

1

Ti
=

∂si
∂ei

(4.19)

σi

Ti
=

∂si
∂ci

siendo Ti la temperatura de la part́ıcula fluida i, Pi su presión, si su entroṕıa y σi la

variable tensorial conjugada termodinámicamente de ci. Nótese que dada la dependencia

de la entroṕıa con el tensor de conformación c, la temperatura y la presión también de-

penderán de éste.

Dinámica reversible

La dinámica reversible del sistema viene dada, según el formalismo GENERIC, por la

parte reversible de la ecuación (1.11), que aplicada a nuestras variables relevantes, se

escribe expĺıcitamente como:
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


















ṙ
µ
i

v̇
µ
i

ėi

ċ
µµ′

i










































rev

=

NF∑

j=1




















Lrr
ij Lrv

ij Lre
ij Lrc

ij

Lvr
ij Lvv

ij Lve
ij Lvc

ij

Ler
ij Lev

ij Lee
ij Lec

ij

Lcr
ij Lcv

ij Lce
ij Lcc

ij







































0ν

mvνj

1

0νν
′




















(4.20)

Existen una serie de requisitos que nos ayudarán a encontrar la forma que tiene la matriz

en bloques L:

Queremos, al igual que en los anteriores modelos, que ṙi = vi se cumpla exacta-

mente, es decir, que la velocidad de la part́ıcula i sea consistente con la evolución

temporal de su posición. Esto se consigue haciendo

Lrr
ij = Lre

ij = Lrc
ij = 0

Lrv
ij =

1

m
δij (4.21)

y como la matriz L es antisimétrica, también tenemos que:

Ler
ij = Lcr

ij = 0

Lvr
ij = − 1

m
δij (4.22)

Con este requisito hemos determinado los bloques de la primera fila y de la primera

columna.

Queremos que la parte reversible de la evolución del tensor de conformación sea la

misma que encontramos en la ecuación (4.9), es decir:

ċ
µµ′

i





rev
= c

µν
i

(

∇νvµ
′

)

i
+ (∇νvµ)i c

µ′ν
i (4.23)
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Se puede comprobar que la ecuación (2.60), que nos da el gradiente de la velocidad

de la part́ıcula i, se puede escribir como

∇νvµ(ri) =
1

Vi

NF∑

j=1

∂Vi
∂rνj

v
µ
j (4.24)

Sustituyendo (4.24) en (4.23), obtenemos

ċ
µµ′

i





rev
=

NF∑

j=1

Λµµ′ν
ij vνj (4.25)

donde el tensor de tercer orden Λij viene dado por

Λµµ′ν
ij =

1

Vi

[

c
µν′

i δνµ
′

+ δµνcµ
′ν′

i

] ∂Vi
∂rν

′

j

(4.26)

por lo que

Lcv
ij =

1

m
Λµµ′ν
ij

Lce
ij = Lcc

ij = 0 (4.27)

y como L es antisimétrica:

Lvc
ij = − 1

m
Λνν′µ
ji

Lec
ij = 0 (4.28)

Debe cumplirse la condición de degeneración (1.12). Con los elementos de la matriz

L que ya hemos calculado, esta condición implica que:

Lee
ij = 0

Lve
ij =

Pj
m

∂Vj
∂rµi

+
1

m
Λνν′µ
ij σj

νν′ ≡ 1

m
∆µ

ij (4.29)
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donde el vector ∆ij viene dado por

∆µ
ij = Πµµ′

j

∂Vj
∂rµ

′

i

(4.30)

siendo Πj la parte reversible del tensor de tensiones de la part́ıcula j, dada por:

Πj ≡ Pj1 + 2djσj · cj (4.31)

Como L es antisimétrica, entonces:

Lev
ij = − 1

m
∆ν

ji (4.32)

No queremos que la evolución reversible de la velocidad de una part́ıcula dependa

de las velocidades de las demás o de la suya misma, por lo que el término que queda

por determinar tiene que ser nulo.

La matriz L queda:

L =
1

m




















0 1δij 0 0

−1δij 0 ∆µ
ij −Λνν′µ

ji

0 −∆ν
ji 0 0

0 Λµµ′ν
ij 0 0




















(4.33)

Con este resultado obtenemos la dinámica reversible del modelo SDPD de fluido vis-

coelástico:
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ṙi|rev = vi

mv̇νi |rev =

NF∑

j=1

[
Πµν
i

d2
i

+
Πµν
j

d2
j

]

rνijF (rij) (4.34)

ėi|rev = −Πµν
i

d2
i

NF∑

j=1

rνijF (rij)v
µ
ij

ċi|µµ
′

rev =
c
µν
i

di

NF∑

j=1

rνijF (rij)v
µ′

ij +
c
µ′ν
i

di

NF∑

j=1

rνijF (rij)v
µ
ij

Las tres primeras ecuaciones de este sistema son muy parecidas a las que obtuvimos para

el fluido newtoniano, sólo que con un tensor de tensiones reversible Πi más complejo, que

ahora depende del tensor de conformación, pues tiene en cuenta la presión debida a la

distribución no isotrópica de las elongaciones de las moléculas de poĺımero.

Respecto a la ecuación de evolución del tensor de conformación, teniendo en cuenta la

expresión discreta del gradiente de velocidades de una part́ıcula fluida, ecuación (2.60),

es completamente análoga a la parte reversible de la ecuación (4.9). Estos términos re-

presentan el hecho de que los poĺımeros se ensanchen o se compriman debido al flujo del

solvente: las diferentes partes del poĺımero se pueden mover a distintas velocidades, con

la consiguiente deformación.

Dinámica irreversible

Tenemos ahora que calcular la matriz disipativa M que aparece en el formalismo GENERIC,

dada por la ecuación (1.17). Como no queremos procesos irreversibles asociados al cambio

en la posición de las part́ıculas, postulamos que el ruido térmico tiene la siguiente forma
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dx̃i =




















0

dṽi

dẽi

dc̃i




















(4.35)

La exigencia del cumplimiento de las condiciones de GENERIC (1.21) y (1.22) de conser-

vación de la enerǵıa y del momento lineal del sistema, implica que los términos de ruido

que postulemos tendrán que cumplir las siguientes ecuaciones

NF∑

i=1

(mvi · dṽi + dẽi) = 0

NF∑

i=1

mdṽi = 0 (4.36)

Eligiendo los siguientes términos de ruido

mdṽi = dp̃i

dẽi = Tids̃i (4.37)

donde dp̃i y ds̃i son los mismos ruidos térmicos que definimos en el modelo de fluido

newtoniano, dados por las ecuaciones (2.23) y (2.24), entonces se cumplen las ecuaciones

(4.36).

En cuanto al término de ruido dc̃i, supondremos que los cambios disipativos en el tensor

de conformación están desacoplados de los cambios disipativos de vi y ei. Esto se traduce

en que el ruido dc̃i es estad́ısticamente independiente de dṽi y de dẽi, por lo que la matriz

M adquiere la siguiente forma
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M =
1

2kBdt




















0 0 0 0

0 dṽidṽj dṽidẽj 0

0 dẽidṽj dẽidẽj 0

0 0 0 dc̃idc̃j




















(4.38)

No es dif́ıcil comprobar que esta ecuación cumple la condición (1.13) requerida por

GENERIC para que la entroṕıa aumente con el tiempo. Los cuatro términos no nulos

de la matriz M que no involucran al tensor de conformación, son similares a los que ya

calculamos en el caso del modelo de fluido newtoniano dados por las ecuaciones (2.30).

El término que falta lo podemos calcular utilizando (4.10):

dc̃µνi dc̃
µ′ν′

j = δij
1

Ndτ
dt
(

c
µµ′

i δνν
′

+ c
µν′

i δνµ
′

+ c
νµ′

i δµν
′

+ cνν
′

i δµµ
′

)

(4.39)

donde hemos utilizado la ecuación (4.7), y donde hemos hecho la siguiente definición:

τ ≡ q2
0

4D0

.

Sustituyendo la matriz M que hemos obtenido en la parte irreversible de la dinámica

GENERIC, dada por la ecuación (1.11), se obtiene finalmente la dinámica irreversible del

modelo:

ṙi|irrev. = 0

mv̇i|irrev. = −
NF∑

j=1

F (rij)

didj
[avij + beij (eij · vij)]

ėi|irrev. =

NF∑

j=1

F (rij)

didj

(
a

2
v2
ij +

b

2
(eij · vij)2

)

− 2κ

NF∑

j=1

F (rij)

didj
Tij (4.40)

ċi|irrev. =
2

kBNdTiτ
ci · σi

Las tres primeras ecuaciones son idénticas a las obtenidas en el modelo SDPD de fluido

newtoniano. Esto se debe a que al considerar que las fluctuaciones dc̃i del tensor de
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conformación son estad́ısticamente independientes de las fluctuaciones dṽi y dẽi, de la

velocidad y de la enerǵıa, hemos desacoplado la dinámica irreversible de estas dos últimas

variables de las dinámica irreversible de la primera. Por lo tanto, la evolución irreversible

del tensor de conformación de una part́ıcula dada depende sólo del propio tensor de

conformación y, en concreto, se debe a la relajación de éste hacia su estado de equilibrio,

o lo que es lo mismo, a la tendencia de los poĺımeros a volver a su longitud de equilibrio.

4.3. Dinámica no determinista

Abordaremos ahora cómo se calcula la evolución del tensor de conformación cuando hay

ruido térmico en el sistema. El mayor problema que tenemos es que la definición del

término estocástico del tensor de conformación, ecuación (4.10), depende de las variables

qα, que son más finas que las que utilizamos para describir el sistema. Nosotros queremos

una definición de dc̃ que dependa de las variables relevantes del sistema, y que sea tal que

se cumpla la ecuación (4.39). Lo que haremos, será expresar el tensor de conformación

en términos de sus autovalores λα y de sus autovectores normalizados uα. Teniendo en

cuenta que el tensor de conformación es simétrico, podemos escribir

cµν =
∑

α

λαu
µ
αu

ν
α (4.41)

Los sub́ındices de la part́ıcula no los hemos escrito para dar más claridad a la ecuación.

Los términos estocásticos se pueden añadir entonces, bien en los autovectores, bien en los

autovalores. Consideremos los dos casos.

Término estocástico en los autovectores

Si diferenciamos (4.41) suponiendo que los autovalores permanecen constantes, se obtiene:

dcµν =
∑

α

λα (duµ
αu

ν
α + uµ

αdu
ν
α) (4.42)

Proponemos entonces que el término de ruido del tensor de conformación venga dado por:
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dc̃µν =
∑

α

Cα (dũµ
αu

ν
α + uµ

αdũ
ν
α) (4.43)

donde dũα es un conjunto de incrementos independientes de procesos de Wiener con las

siguientes varianzas:

dũµ
αdũ

ν
β = δαβδ

µνdt (4.44)

y donde Cα es una constante tal que se cumpla la ecuación (4.39). Puede demostrarse que

dicha constante vale

Cα =

√

λα
Ndτ

(4.45)

por lo que:

dc̃µν =
∑

α

√

λα
Ndτ

(dũµ
αu

ν
α + uµ

αdũ
ν
α) (4.46)

Esta formulación del ruido del tensor de conformación requiere el uso de DD procesos de

Wiener para cada part́ıcula, donde D se refiere al número de dimensiones del sistema,

pues hay D autovectores con D componentes cada uno.

Término estocástico en los autovalores

Si diferenciamos (4.41) suponiendo que son los autovectores los que permanecen constan-

tes, se obtiene:

dc̃µν =
∑

α

dλαu
µ
αu

ν
α (4.47)

por lo que postulamos el siguiente término de ruido del tensor de conformación:
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dc̃µν =
∑

α

CαdWλα
uµ
αu

ν
α (4.48)

donde dWλα
es un incremento independiente del proceso de Wiener, con la siguiente

varianza:

dWλα
dWλβ

= δαβdt (4.49)

Con esta definición de dc̃, se puede comprobar que se cumple (4.39). Frente a los DD

procesos de Wiener que haćıa falta calcular en el caso en el que se inclúıan los términos

de ruido en los autovectores, ahora, con esta segunda opción, sólo se necesitan calcular

D procesos de Wiener. Por lo tanto, será esta última posibilidad la que utilizaremos de

aqúı en adelante.

Hasta ahora, hemos visto, que para añadir ruido térmico al tensor de conformación, es

necesario conocer cuáles son los autovalores y los autovectores de éste. Este hecho sugiere

que quizás seŕıa más útil desarrollar directamente la dinámica de los autovalores y autovec-

tores del tensor de conformación, y calcular posteriormente dicho tensor, ahorrándonos la

diagonalización de éste. Aśı es como procederemos en los siguientes dos apartados.

Dinámica determinista de los autovalores y los autovectores del tensor de

conformación

Tomando la derivada temporal de (4.41) y multiplicando dicha ecuación a la derecha y a

la izquierda por los autovectores, obtenemos:

uα · ċ · uβ = δαβλ̇α + (λα − λβ) u̇α · uβ (4.50)

Multiplicaremos ahora la ecuación de evolución del tensor de conformación que obtuvimos

al desarrollar la parte determinista del modelo SDPD

ċ = c · κT + κ · c +
2

τNdkBT
c · σ (4.51)
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a la derecha y a la izquierda por sus autovectores, obteniendo

uα · ċ · uβ = λακβα + λβκαβ +
2

τNdkBT
λασαδαβ (4.52)

donde hemos introducido los elementos de matriz del tensor de gradiente de velocidades

en la autobase del tensor de conformación:

καβ = uα · κ · uβ (4.53)

También hemos introducido los autovalores de σ

σα = uα · σ · uα (4.54)

En la última ecuación se ha tenido en cuenta que σ y c diagonalizan en la misma base,

tal y como se demuestra en el apéndice C. Igualando (4.50) y (4.52), se obtiene

λ̇α = 2λακαα +
2

τNdkBT
λασα

u̇α =
∑

β 6=α
Hαβuβ (4.55)

donde

Hαβ =







λακβα+λβκαβ

(λα−λβ)
Si λα 6= λβ

0 Si λα = λβ

Las ecuaciones (4.55) y (4.51) son matemáticamente equivalentes. La evolución de los

autovectores es totalmente reversible, como consecuencia del hecho de considerar que no

sufren fluctuaciones térmicas. Nótese que cuando hay dos o más autovalores iguales su

subespacio asociado está degenerado y cualquier base ortonormal de éste será un conjunto

de autovectores válidos; en este caso no es necesario que éstos últimos evolucionen en el
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tiempo, lo que lleva al valor de Hαβ = 0 en el caso λα = λβ. Respecto a la evolución

de los autovalores del tensor de conformación, hay dos términos: el primero es reversible

y da cuenta de los procesos de advección de los poĺımeros, mientras que el segundo es

irreversible y se refiere a la tendencia de los autovalores del tensor de conformación a

evolucionar hacia sus valores de equilibrio.

Dinámica no determinista de los autovalores y los autovectores del tensor de

conformación

Dado que

∂s

∂λα
=

σα
T

(4.56)

la evolución temporal irreversible de los autovalores del tensor de conformación, dada por

la primera ecuación de (4.55), podemos escribirla como:

λ̇α





irrev
=

2

τNdkB
λα

∂s

∂λα
(4.57)

De acuerdo con el formalismo GENERIC, la parte irreversible de la dinámica de los autova-

lores del tensor de conformación viene dada por λ̇α





irrev
= Mλλ · ∂s

∂λα
, por lo que podemos

suponer que Mλλ = 2
τNdkB

λα, donde hemos considerado que las fluctuaciones térmicas

de los autovalores del tensor de conformación son estad́ısticamente independientes de las

fluctuaciones térmicas del resto de variables relevantes. La dinámica no determinista de

los autovalores viene entonces dada, de acuerdo con GENERIC, por la ecuación (1.16):

dλα|irrev = Mλλ ∂s

∂λα
dt+

2

τNd
dt+ dλ̃α (4.58)

cumpliéndose el teorema de fluctuación-disipación: dλ̃αdλ̃
T
α = 2kBMλλdt. Un término de

ruido que cumple esta ecuación es

dλ̃α =

(
4λα
τNd

) 1

2

dWλα
(4.59)
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donde dWλα
es un proceso de Wiener independiente que cumple la ecuación (4.49). La

ecuación completa de la dinámica para los autovalores del tensor de conformación, queda

dλα = 2λακααdt+
2

τNdkBT
λασαdt+

2

τNd
dt+ dλ̃α (4.60)

4.4. Ecuación de estado

Todav́ıa quedan por determinar algunas cantidades en el modelo. Para una solución diluida

de muelles de Hooke, la entroṕıa viene dada por (ver [67]):

S(E, c,V) = Ss(E,V) + kB
Nd

2
(tr [1 − c] + ln det c) (4.61)

donde Ss(E,V) es la entroṕıa del solvente. Con esta ecuación ya podemos calcular los

parámetros intensivos de la ecuación (4.19), que toman los siguientes valores

T = Ts

σ =
Nd

2
kBT

[
c−1 − 1

]
(4.62)

P = Ps

siendo Ts y Ps la temperatura y presión del solvente respectivamente. Utilizando la ex-

presión de σ podemos obtener una expresión expĺıcita del tensor de tensiones:

Πj = 1P s
j − kBTj

Nd

Vj
cj (4.63)

También podemos escribir ahora la parte determinista irreversible de la ecuación de evolu-

ción del tensor de conformación como:

ċi|irrev =
1

τ
[1 − ci] (4.64)
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por lo que el tiempo de relajación del tensor de conformación es precisamente τ . Aśı mismo,

la evolución determinista irreversible de los autovalores del tensor de conformación viene

dada por

λ̇α





irrev
=

1

τ
[1 − λα] (4.65)

por lo que tiene el mismo tiempo de relajación que el tensor de conformación, algo lógico,

porque tal como hemos concebido el modelo, toda la dinámica irreversible del tensor de

conformación la llevan sus autovalores. Nótese que se pueden desarrollar modelos SDPD de

fluido viscoelástico más complejos, modificando tan sólo la expresión (4.61) de la entroṕıa

del sistema. Este seŕıa el caso, por ejemplo, del modelo FENE-P [6] (finitely extensible

nonlinear elastic Peterlin), en el que sólo habŕıa que cambiar el término tr [1 − c] en la

ecuación (4.61) por

φ (tr[c]) = b ln

(
b+ 3

3
− 1

b
tr[c]

)

(4.66)

para obtener el correspondiente modelo SDPD.

4.5. Simulaciones

El modelo que hemos propuesto ha sido deducido con la ayuda de la estructura GENERIC

a partir de unas cuantas hipótesis f́ısicas: el fluido se modela con part́ıculas fluidas que

albergan multitud de poĺımeros que son representados como dumbbells, cuyo estado puede

ser descrito mediante un tensor de conformación. Es interesante observar que este modelo

también se puede entender como una discretización de las ecuaciones hidrodinámicas para

un fluido de Oldroyd-B:

∂tρ = −∇ · ρv

∂t (ρv) = −∇ · ρvv −∇ · Π + η∇2v +
η

3
∇ (∇ · v) + ρg

∂tǫ = −∇ · (ρvǫ) + Π : ∇v + 2η∇v : ∇v + κ∇2T (4.67)

∂tc = −v · ∇c + c · ∇v + (c · ∇v)T +
2

τnkBT
c · σ
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donde ρ es el campo de densidad másica, v es el campo de velocidades, ǫ es el campo de

densidad de enerǵıa interna, y donde las variables conjugadas se definen como:

1

T
=

∂s(ǫ, c)

∂ǫ
σ

T
=

∂s(ǫ, c)

∂c
(4.68)

donde s(ǫ, c) es la densidad de entroṕıa. El tensor Π viene dado por

Π = P s1 − nkBTc (4.69)

donde P s es el campo de presiones del solvente. El término ∇v viene dado por

∇v =
1

2

(
∇v + ∇vT

)
− 1

D
∇ · v (4.70)

siendo D el número de dimensiones del sistema. Efectivamente es posible comprobar,

mediante pasos similares a los utilizados en el caṕıtulo 2, que las ecuaciones (4.34) y

(4.40) de evolución del modelo SDPD de fluido viscoelástico que hemos obtenido son una

discretización de las ecuaciones continuas (4.67) del modelo de Oldroyd-B. Los pasos a

seguir en el caso de las tres primeras ecuaciones de (4.67) son prácticamente idénticos a

los que dimos en el caṕıtulo 2 para discretizar las ecuaciones de Navier-Stokes. En el caso

de la última ecuación, que se puede expresar en descripción lagrangiana como

ċ = c · ∇v + (c · ∇v)T +
2

τnkBT
c · σ (4.71)

podemos escribirla, añadiendo un sub́ındice de part́ıcula fluida i a los términos que en ella

aparecen, como

ċi = ci · (∇v)i + (ci · (∇v)i)
T +

2

τnkBT
ci · σi (4.72)
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y sustituir en ella la expresión (2.60) del gradiente discreto de la velocidad de la part́ıcula

i, obteniendo directamente la evolución del tensor de conformación del modelo SDPD de

fluido viscoelástico.

En el caso de que modelemos los poĺımeros como dumbbells lineales, tendremos

σ =
nkBT

2

[
c−1 − 1

]

Π = P s1 − nkBTc (4.73)

2

τnkBT
c · σ =

1

τ
[1 − c]

En esta sección comprobaremos que las ecuaciones discretas de la dinámica determinista

del modelo SDPD de fluido viscoelástico cumple con las predicciones dadas por el modelo

continuo, es decir, por las ecuaciones (4.67) y (4.73). Compararemos los resultados de las

simulaciones con las expresiones anaĺıticas de un flujo de Kolmogorov. También compro-

baremos que las fluctuaciones térmicas están formuladas correctamente en el modelo. Para

ello comprobaremos que los resultados de las simulaciones coinciden con los resultados

teóricos cuando analizamos la distribución de autovalores del tensor de conformación en

el equilibrio.

4.5.1. Flujo de Kolmogorov

Consideremos un fluido bidimensional en reposo sobre el que súbitamente se aplica una

aceleración externa de la forma g = g0 (sin ky, 0). Supondremos que el estado de equilibrio

depende sólo de la coordenada y:

ρ = ρ(y)

P = P (y) (4.74)

c = c(y)

También vamos a suponer que el campo de velocidad está modulado de la misma forma

que la fuerza que actúa sobre el fluido:
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v = v0 (sin ky, 0) (4.75)

En el estado estacionario se obtiene que:

cyy = 1

cxy = τv0k cos ky (4.76)

cxx = 1 + 2 (τv0k)
2 cos2 ky

donde

v0 =
ρg0

k2 (nkBTτ + η)
(4.77)

Podemos definir un conjunto de números adimensionales que determinen la f́ısica del

problema. En nuestro caso definiremos los números de Reynolds, Mach y Weissenberg

como

Re =
Lv0

ν

Ma =
v0

c
(4.78)

We =
τv0

L

donde ν = η/ρ es la viscosidad cinemática, L es la longitud de onda 2π/k de la fuerza

externa sinusoidal y c es la velocidad del sonido en el medio. El número de Weissenberg

determina la importancia relativa de los efectos elásticos sobre los inerciales. En la figura

4.2 se muestran los resultados de una simulación con Re = 1,3, Ma = 0,1 y We = 0,28 en

la que se han utilizado 900 part́ıculas fluidas que, como se ve, ajustan muy bien con los

resultados anaĺıticos.

También se puede obtener la solución anaĺıtica dependiente del tiempo de este mismo

problema. Se puede encontrar una solución de la forma v = ṽ(t)(sin(ky), 0), c = c̃(t)c(y).

El resultado para el término ṽ(t) es el siguiente:
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Figura 4.2: Gráficas de las que se compara el estado estacionario de la simulación de un

flujo de Kolmogorov de un fluido viscoelástico con los resultados anaĺıticos.

ṽ(t) = C1e
α1t + C2e

α2t + v0 (4.79)

donde

C1 =

[

2τρg0 − v0

(

γ +
√

∆
)]

2
√

∆
C2 = −C1 − v0 (4.80)

α1 =
1

2τρ

[

γ +
√

∆
]

α2 =
1

2τρ

[

γ −
√

∆
]

donde γ = τnk2 + ρ, ∆ = γ2 − 4ρτk2 (η + nkBTτ) y donde v0 es el valor de la velocidad

máxima del flujo en equilibrio, dada por la ecuacion (4.77).

Nótese que dependiendo del valor de ∆, las cantidades α1,2 pueden ser reales o comple-

jas, lo que lleva a soluciones sobreamortiguadas y subamortiguadas respectivamente. No

obstante, debido a la forma que tienen C1 y C2, ṽ(t) es siempre real.

La solución de las componentes no diagonales c̃xy del tensor de conformación es de la

forma cxy(t) = c̃xy(t) cos(ky), donde

c̃xy(t) =
1

nkBTk

[
−C1

(
α1ρ+ ηk2

)
eα1t − C2

(
α2ρ+ ηk2

)
eα2t + ρg0 − ηk2v0

]

(4.81)
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Figura 4.3: Comparación de las simulaciones de un flujo de Kolmogorov dependiente del

tiempo para un fluido viscoelástico con las soluciones anaĺıticas.

En cuanto a la componente cyy(y, t), ésta es siempre igual a 1, si inicialmente cyy(y, 0) = 1.

De forma similar, podemos encontrar una expresión para la componente cxx(y, t) del tensor

de conformación.

En las figuras (4.3) se muestra la evolución de vx y cxy con el tiempo para tres simulaciones

con Re = 0.01, Ma = 0.0002 y We = 4 × 10−6, 0.0004 y 0.04 respectivamente, en las que

se han utilizado 3600 part́ıculas. En la primera simulación, el valor de la cantidad α1,2 que

aparece en los exponentes de la ecuación (4.79) es real, por lo que se obtiene una relajación

sobreamortiguada sin oscilaciones. En las otras dos, este exponente es complejo, por lo

que se obtiene una solución subamortiguada con un carácter oscilatorio. En estas figuras

también se aprecia que los resultados de las simulaciones coinciden muy bien con los

resultados anaĺıticos.
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4.5.2. Fluctuaciones térmicas en el equilibrio

Comprobaremos ahora que el comportamiento de las fluctuaciones térmicas del tensor

de conformación en las simulaciones coincide con lo predicho por los resultados teóricos.

Asociada a la ecuación diferencial estocástica (4.60) existe una ecuación de Fokker-Planck

equivalente que, en general, tiene la estructura mostrada por la ecuación (1.23). La solu-

ción en el equilibrio de esta ecuación de Fokker-Planck es la distribución de probabilidad

de Einstein dada por (1.24). Si integramos sobre todos los grados de libertad excepto el de

los autovalores del tensor de conformación de una part́ıcula fluida, obtenemos la siguiente

función de distribución de equilibrio:

P (λ) =
1

N exp

{
Sp(λ)

kB

}

(4.82)

donde N es una constante de normalización y Sp es la entroṕıa del sistema debida a la

presencia de los poĺımeros, que viene dada, de acuerdo con (4.61) por

Sp(c) = kB
Nd

2
(tr [1 − c] + ln det c) (4.83)

Esta entroṕıa depende del tensor de conformación sólo a través de sus autovalores, y se

puede escribir como

Sp(c) = kB
Nd

2

(

D −
∑

α

λα +
∑

α

lnλα

)

(4.84)

obteniendo para la ecuación (4.82) la siguiente expresión

P (λα) =
1

N λN
d/2

α exp

{

−N
d

2
λα

}

(4.85)

Se puede apreciar que la anchura de esta distribución se estrecha cuando crece el número

de dumbbells Nd en las part́ıculas fluidas. En general, para una concentración fija de

poĺımeros, el número Nd se incrementará con el tamaño de las part́ıculas fluidas. Como
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Figura 4.4: Histograma de los autovalores del tensor de conformación en el equilibrio

comparado con el resultado teórico, dado por la ecuación (4.85).

consecuencia, las fluctuaciones térmicas en el tensor de conformación se verán reducidas

cuando las part́ıculas fluidas sean mayores. Aśı pues, aparece de nuevo un efecto de escal-

ado consistente de las fluctuaciones térmicas, similar al que estudiábamos en el apartado

3.3.4 para una part́ıcula coloidal inmersa en un fluido.

Para comprobar la validez de la ecuación (4.60), hemos hecho una simulación de un fluido

viscoelástico en un estado de equilibrio, y hemos combinado los autovalores obtenidos

durante la simulación para construir el histograma de la figura 4.4. La comparación del

histograma obtenido con los resultados teóricos es muy buena.



Caṕıtulo 5

Modelo SDPD de suspensión

coloidal en un medio viscoelástico

En este caṕıtulo utilizaremos procedimientos similares a los utilizados para desarrollar los

modelos de suspensión coloidal y de fluido viscoelástico en los caṕıtulos 3 y 4 respectiva-

mente, para obtener un modelo SDPD de suspensión coloidal en medio viscoelástico.

Al igual que en el caṕıtulo 3, nuestro sistema consistirá en un solvente, modelado mediante

part́ıculas fluidas, en el que se encuentran inmersas un conjunto de part́ıculas coloidales,

representadas como esferas duras. La diferencia con el caṕıtulo 3, es que ahora añadiremos

a cada part́ıcula fluida, al igual que en el caṕıtulo 4, un tensor de conformación que tenga

en cuenta la naturaleza elástica de éstas. Podemos ver un esquema del modelo que vamos

a desarrollar en la figura 5.1.

El problema de las condiciones de contorno del solvente con las part́ıculas coloidales,

lo abordaremos de la misma forma que en el caṕıtulo 3: primero analizaremos cómo

modelar las condiciones de contorno de un fluido viscoelástico en contacto con paredes

planas. Después, durante el desarrollo del modelo mediante GENERIC, introduciremos de

forma consistente dichas condiciones de contorno. De nuevo, para las part́ıculas fluidas,

las coloidales serán como paredes planas, lo que no es un problema si las part́ıculas fluidas

son mucho más pequeñas que las part́ıculas coloidales, como ocurre cuando la resolución

de la simulación es lo suficientemente alta.

119
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Figura 5.1: Esquema del modelo de suspensión coloidal en un medio viscoelástico: el sol-

vente se representa mediante part́ıculas fluidas que albergan multitud de dumbbells. Las

part́ıculas coloidales se modelan como esferas duras.

5.1. Introducción de las condiciones de contorno

De manera similar a como hicimos en el caṕıtulo 3, introduciremos las condiciones de

contorno necesarias para modelar una pared plana, para luego utilizarlas en el modelo

coloidal. Dado que la ecuación de evolución del tensor de conformación es una ecuación

diferencial hiperbólica [16], no será necesario especificar condiciones de contorno para ella.

De nuevo, las dos únicas exigencias son la impenetrabilidad de las paredes y la igualdad

de las velocidades del flujo y de la pared en la interfase fluido-pared (condición de no slip).

La primera condición se consigue, al igual que en el caṕıtulo 3, redefiniendo el volumen de

las part́ıculas fluidas mediante la suposición de que existe en el interior de la pared una

distribución continua de part́ıculas ; dotando a éstas de un campo de velocidades adecuado

se obtiene la segunda condición. Al hacer que se cumplan estos dos requisitos, aparece

en la dinámica un nuevo término: una fuerza normal de la pared sobre el fluido y hacia

éste que impide que las part́ıculas fluidas penetren en la región donde se encuentra dicha

pared. También, al sustituir la expresión del gradiente de velocidades discreto (2.60) por

una expresión más adecuada para el caso de part́ıculas fluidas cercanas a una pared, se ve

afectada la dinámica reversible del tensor de conformación. Por último, aparecen nuevos

términos de fricción y de conducción térmica de la pared con el fluido. Para comprobar
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que la modelización de las condiciones de contorno es correcta, haremos simulaciones de

problemas con solución conocida.

5.1.1. Impenetrabilidad de la pared

De la misma forma que en la sección 3.1, no podemos calcular el volumen mediante

la ecuación (2.47), pues éste resultaŕıa ser mayor de lo que debe, a causa de que no hay

part́ıculas fluidas en el interior de la pared. Por esta razón, al igual que haćıamos en el caso

del fluido newtoniano, corregiremos el volumen mediante la ecuación (3.3). La introducción

de esta corrección en la parte reversible del modelo SDPD de fluido viscoelástico afecta a

dos de los requisitos que nos permit́ıan determinar la forma de la matriz L:

En el modelo SDPD de fluido viscoelástico exiǵıamos que la parte reversible de

la evolución del tensor de conformación viniera dada por la parte reversible de la

ecuación (4.9), donde el gradiente de la velocidad de las part́ıculas fluidas veńıa

dado por (2.60). En el caso que de que haya paredes cerca de una part́ıcula fluida,

debemos utilizar la siguiente expresión

∇νvµ(ri) =
1

di

∑

j

F (rij) rνijv
µ
ij (5.1)

Nótese que aunque en esta expresión hemos utilizado la nueva definición de densidad,

no hemos tenido en cuenta la velocidad de la pared, que ha de afectar al gradiente

de velocidades de las part́ıculas fluidas que se encuentren cerca de ellas. Esto se

tendrá en cuenta más adelante, cuando añadamos un campo de velocidades a la

distribución continua de part́ıculas que se encuentran en el interior de la pared.

Para determinar la dinámica reversible del sistema, es útil escribir la ecuación (5.1)

como:

∇νvµ(ri) =
d2
i

di

∑

j

∂Vi
∂rνj

vµj (5.2)
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La entroṕıa del sistema ya no viene dada por la ecuación (4.16), sino por la siguiente

fórmula

S =
∑

i

s
(
ei, ci,V i

)
(5.3)

Nótese que sigue teniendo una dependencia con las posiciones de las part́ıculas

fluidas a través del volumen corregido de éstas; pero la expresión de la derivada

de la entroṕıa respecto de la posición ri es, en general, diferente a la obtenida sin

paredes. Ahora viene dada por

∂S

∂rj
=

N∑

k=1

Pk
Tk

∂Vk
∂rj

(5.4)

lo que afecta a la condición (1.12) de degeneración de GENERIC que, a su vez,

cambia la dinámica reversible del sistema.

Estos dos requisitos aplicados al formalismo GENERIC, hacen que obtengamos la siguien-

te dinámica reversible:

ṙi|rev = vi

ṗi|rev =
∑

j

[
Πi

didi
+

Πj

djdj

]

· rijF (rij) + PiViψ(hi)n (5.5)

ėi|rev = −Πνν′

i

didi

∑

j

vνijr
ν′

ijF (rij) − PiViψ(hi)n · vi

ċ
µµ′

i





rev
=

c
µν
i

di

∑

j

rνijF (rij)v
µ′

ij +
c
µ′ν
i

di

∑

j

rνijF (rij)v
µ
ij

donde n es un vector unitario, normal a la pared y hacia el fluido y donde la función

ψ(h) viene dada por la ecuación (3.9). Nótese que, al igual que en la sección 3.1 con el

modelo SDPD de fluido newtoniano con paredes, aparece una fuerza sobre las part́ıculas

fluidas que es normal a la pared, y que las expulsa de ésta. Aparece también un término
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de enerǵıa asociado a la interacción con la pared. Nótese, sin embargo, que al igual que

ocurŕıa con la definición de gradiente (5.1), no hemos tenido en cuenta el efecto que

puede tener la velocidad de la pared en estas ecuaciones. Dicho efecto lo añadiremos en el

siguiente apartado, en el que daremos un campo de velocidades a la distribución continua

de part́ıculas de pared que, aparte de asegurar condiciones de contorno de no slip a través

de la dinámica irreversible del sistema, afectará también a la reversible.

5.1.2. Interacción del solvente con la pared

Supondremos ahora, que la distribución continua de part́ıculas de pared que hemos añadi-

do para corregir el volumen, tiene un campo de velocidades que es una extrapolación lineal

de las velocidades del fluido en el interior de la pared, de forma que la velocidad en la

interfase fluido-pared sea exactamente igual a la velocidad de la pared. Procediendo igual

que en el caso del fluido newtoniano, añadiremos los términos de la dinámica correspon-

dientes a la interacción con las part́ıculas de pared y sustituiremos las velocidades vj que

aparezcan por el campo de velocidades dado por la ecuación (3.18).

En la ecuación de evolución del momento, el campo de velocidades de las part́ıculas de

pared afecta a la parte irreversible de la ecuación, obteniéndose

ṗi =

Parte reversible
︷ ︸︸ ︷
∑

j

[
Πi

didi
+

Πj

djdj

]

· rijF (rij) + PiViψ(hi) · n− (5.6)

−
∑

j

F (rij)

didj
[avij + beij (eij · vij)] −

1

di
ψ̂3(hi) (vi − V wall) −

1

di
ψ̂2(hi)nn · (vi − V wall)

︸ ︷︷ ︸

Parte irreversible

donde ψ̂3(h) y ψ̂2(h) vienen dadas por (3.25). De nuevo, aparecen fuerzas de fricción

causadas por la diferencia de velocidades entre la part́ıcula fluida y la pared, que hacen

que la primera tienda a llevar la velocidad de la segunda.

En cuanto a la ecuación de evolución del tensor de conformación aparecen términos con

velocidades en la parte reversible, por lo que śı que hay cambios en su dinámica a causa de

la velocidad que tengan las paredes. Tenemos que añadir en la ecuación (5.5), los términos
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correspondientes a las part́ıculas de pared, y dar a estas últimas un campo de velocidades

dado por (3.18). Procediendo de esta forma, se obtiene la siguiente ecuación

ċ
µµ′

i





wall

rev
=

c
µν
i

di

∑

j∈wall

rνijF (rij)
rij · n
hi

(

v
µ′

i − V
µ′

wall

)

+
c
µ′ν
i

di

∑

j∈wall

rνijF (rij)
rij · n
hi

(vµi − V
µ
wall)

(5.7)

que representa el efecto causado por la pared sobre la dinámica reversible del tensor de

conformación. Nótese que el hecho de que al añadir un campo de velocidades a las part́ıcu-

las de pared, cambie la dinámica reversible del tensor de conformación, que debeŕıa venir

dada por la parte reversible de la ecuación (4.9), sugiere que la forma en que calculamos

el gradiente de velocidades, mediante la ecuación (5.1), es incompleta, pues no tiene en

cuenta la velocidad de la pared. Cuando tratemos el modelo de suspensión coloidal en

un medio viscoelástico, será necesario tener en cuenta el efecto de la velocidad de las

part́ıculas coloidales en el cálculo del gradiente de velocidades, para ser consistente con el

formalismo GENERIC.

Suponiendo ahora que el volumen de la part́ıcula fluida i es igual al de las part́ıculas de

pared, V i ≈ Vj, y que éstas forman un continuo, obtenemos

ċ
µµ′

i





wall

rev
=

c
µν
i

hi
ξν(hi)

(

v
µ′

i − V
µ′

wall

)

+
c
µ′ν
i

hi
ξν(hi) (vµi − V

µ
wall) (5.8)

donde

ξν(hi) =

∫

S

dV (rνi − rν)F (|ri − r|) (ri − r) · n (5.9)

Dada la simetŕıa radial del kernel, el vector ξ(hi) tiene la misma dirección y sentido que

el vector normal a la pared:

ξ = ξn (5.10)

La ecuación (5.8) queda entonces
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Figura 5.2: Gráfica de la función ξ(h) para diferentes kernels.

ċ
µµ′

i





wall

rev
=

ξ(hi)

hi
c
µν
i nν

(

v
µ′

i − V
µ′

wall

)

+
ξ(hi)

hi
c
µ′ν
i nν (vµi − V

µ
wall) (5.11)

La gráfica de la función ξ(h) se muestra en la figura 5.2, y sus expresiones expĺıcitas para

los diferentes kernels se pueden consultar en el apéndice A.

También aparecen términos con velocidades relativas tanto en la parte reversible como en

la irreversible de la ecuación de evolución de la enerǵıa interna de las part́ıculas fluidas.

El término reversible de la ecuación de la enerǵıa queda, debido a la presencia de la pared

−Πνν′

i

didi

∑

j∈wall

vνijr
ν′

ijF (rij) = −Πνν′

i

hidi
ξ(hi) (vνi − V ν

wall) nν′(hi) (5.12)

El término de conducción térmica, en el que aparecen diferencias de temperatura lo

trataremos exactamente igual que haćıamos en el caso del fluido newtoniano.

5.1.3. Simulaciones

Flujo de Couette

Supongamos que hay un fluido viscoelástico bidimensional confinado entre dos paredes

planas y paralelas en reposo. Súbitamente, éstas empiezan a moverse con una velocidad

V en sentidos opuestos, tal y como se muestra en la figura 5.3. Cuando el sistema alcanza

el estado estacionario, la velocidad y el tensor de conformación vienen dados por
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x
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Figura 5.3: Esquema del flujo de Couette.

v = v(y) = γ̇y

cxx = 1 + 2 (τ γ̇)2

cxy = τ γ̇ (5.13)

cyy = 1

donde γ̇ = 2V
L

. En la figura 5.4 se muestra el estado estacionario de las componentes del

tensor de conformación y de la velocidad en una simulación con 22500 part́ıculas y los

siguientes números adimensionales

Re = 1,2

Ma = 0,025 (5.14)

We = 0,29

Nótese que aunque todas las componentes del tensor de conformación debeŕıan ser cons-

tantes a lo largo del fluido, esto no es exactamente aśı, pues se pueden observar desvia-

ciones respecto de los valores teóricos de las componentes cxx y cyy cerca de las paredes.

Estas desviaciones se deben a la aproximación integral que hemos hecho de las condiciones

de contorno. Aumentando la resolución los errores se hacen menores, tal y como se mues-

tra en la figura 5.5, en la que se ha dibujado el escalado de los errores máximos de dichas

componentes del tensor de conformación con la resolución. Extrapolando estas gráficas
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Figura 5.4: Resultados de una simulación del flujo de Couette de un fluido viscoelástico

para Re = 1,2, Ma = 0,025 y We = 0,29, en una simulación con 22500 part́ıculas,

comparados con su solución anaĺıtica.
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Figura 5.5: Diferencias máximas en el perfil de las componentes cxx y cxy respecto del

resultado teórico del estado estacionario de un flujo de Couette. Vemos que dichas dife-

rencias se hacen menores conforme aumenta la resolución. En el rango de resoluciones en

el que hemos trabajado esta relación es lineal, aunque es de esperar que para resoluciones

mayores la curva tienda a cero. En cualquier caso, parece que los errores serán pequeños

para simulaciones con muchas part́ıculas (a partir de 200000 part́ıculas).

podemos decir que los errores serán pequeños cuando usemos unas 200000 part́ıculas, can-

tidad perfectamente asequible a los medios computacionales de que se dispone hoy en d́ıa.

Además, es precisamente a altas resoluciones en donde nuestro método para implementar

las condiciones de contorno adquiere ventaja sobre otros métodos que se basan en simular

las part́ıculas que representan a las paredes, con el consiguiente esfuerzo computacional.

5.2. Modelo SDPD de suspensión coloidal en un medio vis-

coelástico

Supongamos ahora que queremos simular una suspensión coloidal en un medio viscoelásti-

co. Al igual que en el caṕıtulo 4, el solvente lo modelaremos mediante NF part́ıculas flui-

das, cuyo estado elástico viene dado por un tensor de conformación. Al igual que en el

caṕıtulo 3, supondremos que las NC part́ıculas coloidales son como paredes planas para

las part́ıculas fluidas. El error derivado de considerar que una superficie curva es plana es

pequeño cuando la longitud caracteŕıstica de una part́ıcula fluida es mucho menor que la
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de una part́ıcula coloidal, es decir, cuando la resolución de la simulación es alta.

Siguiendo los mismos razonamientos que cuando hab́ıa paredes, cuando hay part́ıculas

coloidales, podemos corregir el volumen de las part́ıculas fluidas cercanas mediante la

ecuación (3.69).

Elegiremos como variables relevantes del sistema el tensor de conformación de las part́ıcu-

las fluidas y las posiciones, velocidades y enerǵıas internas de todas las part́ıculas, tanto

fluidas como coloidales. Por lo tanto, el estado x del sistema queda determinado por

x =






































ri

vi

ei

ci

Ri

V i

Ei






































(5.15)

donde las variables minúsculas se refieren a part́ıculas fluidas, y las mayúsculas a coloidales.

Supondremos que todas las part́ıculas fluidas y coloidales tienen respectivamente masas

m y M . La enerǵıa total del sistema viene dada por la suma de las enerǵıas cinéticas e

internas tanto de las part́ıculas fluidas como de las coloidales, más la enerǵıa potencial de

interacción entre part́ıculas coloidales ΦCC :

E(x) =

NF∑

i=1

(
1

2
mv2

i + ei

)

+

NC∑

i=1

(
1

2
mV 2

i + Ei

)

+
1

2

NC∑

i=1

NC∑

j=1

φCC (|Ri − Rj|) (5.16)
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mientras que la entroṕıa del sistema se obtiene sumando las entroṕıas individuales de

todas las part́ıculas fluidas y coloidales

S(x) =

NF∑

i=1

s
(
ei, ci,V i

)
+

NC∑

i=1

S (Ei) (5.17)

De acuerdo con GENERIC, necesitamos calcular las derivadas de la enerǵıa y de la en-

troṕıa del sistema respecto de las variables relevantes. Las primeras vienen dadas por

∂E

∂rj
= 0

∂E

∂vj
= mvj

∂E

∂ej
= 1

∂E

∂cj
= 0 (5.18)

∂E

∂Rj

= −
NC∑

k=1

F CC(Rjk)

∂E

∂V j

= MV j

∂E

∂Ej
= 1

mientras que las segundas por
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∂S

∂rj
=

NF∑

k=1

Pk
Tk

∂Vk
∂rj

∂S

∂vj
= 0

∂S

∂ej
=

1

Tj
∂S

∂cj
=

σj

Tj
(5.19)

∂S

∂Rj

=

NF∑

k=1

Pk
Tk

∂Vk
∂Rj

∂S

∂V j

= 0

∂S

∂Ej
=

1

TCj

siendo Tj la temperatura de la part́ıcula fluida j, Pj su presión, y σj su variable tenso-

rial conjugada termodinámicamente del tensor de conformación. La definición de estos

parámetros intensivos viene dada por las ecuaciones (4.19). La variable TCj representa la

temperatura de la part́ıcula coloidal j, que se define como

1

TCj
=

∂Sj
∂Ej

(5.20)

5.2.1. Dinámica reversible

La parte reversible de la dinámica viene dada, según el formalismo GENERIC, por la

parte reversible de la ecuación (1.11), que en nuestro caso se puede escribir de forma

expĺıcita como
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ṙ
µ
i

v̇
µ
i

ėi
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Al igual que hemos hecho en caṕıtulos anteriores, utilizaremos una serie de requisitos que

nos ayudarán a encontrar la forma que tiene la matriz en bloques L:

Queremos que la evolución de la posición de las part́ıculas fluida y coloidales sea

consistente con la velocidad que éstas tengan, es decir, queremos que las relaciones

ṙi = vi y Ṙi = V i se cumplan exactamente. Esto se consigue haciendo

Lrr
ij = Lre

ij = Lrc
ij = LrR

ij = LrV
ij = LrE

ij = LRr
ij = LRe

ij = LRc
ij = LRR

ij = LRV
ij = LRE

ij = 0

Lrv
ij =

1

m
δij1

LRV
ij =

1

M
δij1 (5.21)

donde 1 es el tensor identidad. Como la matriz L es antisimétrica, también tenemos

que
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Ler
ij = Lcr

ij = LV r
ij = LEr

ij = LeR
ij = LvR

ij = LcR
ij = LER

ij = 0

Lrv
ij = − 1

m
δij1

LRV
ij = − 1

M
δij1 (5.22)

Queremos que la dinámica reversible del tensor de conformación sea igual a la parte

reversible de la fórmula (4.12) que obtuvimos resolviendo las ecuaciones de Langevin.

La diferencia con el caṕıtulo 4 estriba en que, la manera en que calculábamos el

gradiente de la velocidad de una part́ıcula fluida, mediante la ecuación (2.60) es

válida sólo si la part́ıcula fluida se encuentra lejos de las part́ıculas coloidales. En

caso contrario, hay que hacer dos correcciones: la primera que tenga en cuenta el

defecto de part́ıculas fluidas vecinas debido a la presencia de las part́ıculas coloidales,

y la segunda que incluya las velocidades de las part́ıculas coloidales en el cálculo

del gradiente de velocidades. Para cumplir con estas condiciones procederemos de

la misma forma que en el caso en el que inclúıamos paredes en el modelo, es decir,

suponiendo que existe en el interior de las part́ıculas coloidales una distribución

continua de part́ıculas con un campo de velocidades que sea una extrapolación lineal

del campo de velocidades del fluido en el interior de la part́ıcula coloidal, de forma

que la velocidad en la interfase fluido-coloide sea exactamente igual a la velocidad

de este último; es decir, el campo de velocidades de una part́ıcula j que forma parte

de la distribución continua de part́ıculas del interior de la part́ıcula coloidal k viene

dado por

vj = vi −
(rj − ri) · n

lij
(V k − vi) (5.23)

De esta forma, el gradiente de la velocidad de la part́ıcula fluida i lo calcularemos

como

∇νvµ(ri) =
1

di

NF∑

j=1

F (rij)r
ν
ijv

µ
ij +

NC∑

j=1

ξ(lij)

lij
eνij

(

v
µ′

i − V
µ′

j

)

(5.24)
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El primer sumando es la aportación de las part́ıculas fluidas al gradiente de veloci-

dades de la part́ıcula i, mientras que el segundo término es la aportación de las

part́ıculas coloidales. Nótese que si la part́ıcula i no se encuentra cerca de ninguna

part́ıcula coloidal, esta ecuación coincidirá con el cálculo del gradiente de veloci-

dades (2.60) que haćıamos cuando no hab́ıa coloides. La ecuación (5.24) se puede

escribir también como:

∇νvµ(ri) =
d2
i

di

NF∑

j=1

∂Vi
∂rνj

v
µ
j +

NC∑

j=1

ξ(lij)

lij
eνij

(

v
µ′

i − V
µ′

j

)

(5.25)

Sustituyendo esta última ecuación en (4.12), se obtiene

ċ
µµ′

i





rev
=

NF∑

j=1

Λµµ′ν
ij vνj +

NC∑

j=1

Λ
µµ′ν

ij V ν
j (5.26)

donde

Λµµ′ν
ij =

(

c
µν′

i δµ
′ν + c

µ′ν′

i δµν
)
[

d2
i

di

∂Vi
∂rν

′

j

+ δij

NC∑

k=1

ξ(lik)

lik
eν

′

ik

]

Λ
µµ′ν

ij = −
(

c
µν′

i δµ
′ν + c

µ′ν′

i δµν
) ξ(lij)

lij
eν

′

ij (5.27)

por lo que podemos determinar los siguientes bloques de la matriz L

Lcv
ij =

1

m
Λµµ′ν
ij

LcV
ij =

1

M
Λ
µµ′ν

ij

Lce
ij = Lcc

ij = LcV
ij = LcE

ij = 0 (5.28)

y debido a su antisimetŕıa
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Lvc
ij = − 1

m
Λνν′µ
ji

LV c
ij = − 1

M
Λ
νν′µ

ji

Lec
ij = LV c

ij = LEc
ij = 0 (5.29)

No queremos que la parte reversible de la evolución de la velocidad de una part́ıcula,

sea coloidal o fluida, dependa de las velocidades de las demás part́ıculas, sean fluidas

o coloidales, por lo que Lvv
ij = LvV

ij = LV v
ij = LV V

ij = 0.

Debe cumplirse la condición de degeneración (1.12). De la tercera y séptima filas de

la matriz L obtenemos:

NF∑

j=1

Lee
ij

Tj
+

NC∑

j=1

LeE
ij

TCj
= 0

NF∑

j=1

LEe
ij

Tj
+

NC∑

j=1

LEE
ij

TCj
= 0 (5.30)

Por simplicidad y por analoǵıa con el caso de SDPD de fluido viscoelástico, haremos

que todos estos sumatorios se anulen por separado, obteniendo

Lee
ij = LeE

ij = LEe
ij = LEE

ij = 0 (5.31)

Al exigir la condición de degeneración (1.12) para la segunda y la sexta filas de la

matriz L, se obtiene

NF∑

j=1

[

− 1

m

Pj
Tj

∂Vj
∂ri

+
Lve
ij

Tj
− 1

m
Λνν′µ
ji

σνν′

j

Tj

]

+

NC∑

j=1

LvE
ij

TCj
= 0 , Si i ∈ part. fluidas

NF∑

j=1

[

− 1

M

Pj
Tj

∂Vj
∂Ri

+
LV e
ij

Tj
− 1

m
Λνν′µ
ji

σνν′

j

Tj

]

+

NC∑

j=1

LV E
ij

TCj
= 0 , Si i ∈ part. coloidales
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De nuevo, por simplicidad, anularemos los cuatro sumatorios de la última ecuación

por separado, obteniendo

Lve
ij =

1

m
Pj
∂Vj
∂ri

+
1

m
Λνν′µ
ji σνν′

j

LV e
ij =

1

M
Pj
∂Vj
∂Ri

+
1

M
Λ
νν′µ

ji σνν′

j

LvE
ij = LV E

ij = 0 (5.32)

Podemos escribir las dos primeras igualdades de la anterior ecuación de forma más

compacta:

Lve
ij =

1

m
∆µ

ij

LV e
ij =

1

M
∆

µ

ij (5.33)

donde

∆µ
ij = Pj

∂Vj
∂rµi

+ Λνν′µ
ji σνν′

j

∆
µ

ij = Pj
∂Vj
∂Rµ

i

+ Λ
νν′µ

ji σνν′

j (5.34)

Como L es antisimétrica, entonces:

Lev
ij = − 1

m
∆ν

ji

LeV
ij = − 1

M
∆

ν

ji

LEv
ij = LEV

ij = 0 (5.35)

Con estos términos hemos determinado ya todos los bloques de la matriz L, cuya forma

es la siguiente
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L =






































0 1
m
δij1

µν 0 0 0 0 0

− 1
m
δij1

µν 0 1
m
∆µ

ij − 1
m
Λνν′µ
ji 0 0 0

0 − 1
m
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∆
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m
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∆
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Sustituyendo la matriz L en la parte reversible de la ecuación (1.11) del formalismo

GENERIC, obtenemos la dinámica reversible del sistema:

ṙi|rev = vi

mv̇i|rev =

NF∑

j=1

F FF
ij +

NC∑

j=1

F FC
ij

ėi|rev =

NF∑

j=1

EFF
ij +

NC∑

j=1

EFC
ij

ċ
µµ′

i




rev

=
c
µν
i

di

NF∑

j=1

F (rij)r
ν
ijv

µ′

ij +
c
µ′ν
i

di

NF∑

j=1

F (rij)r
ν
ijv

µ
ij (5.36)

+c
µν
i

NC∑

j=1

ξ(lij)

lij
eνij

(

v
µ′

i − V
µ′

j

)

+ c
µ′ν
i

NC∑

j=1

ξ(lij)

lij
eνij
(
v
µ
i − V

µ
j

)

Ṙi





rev
= V i

M V̇ i





rev
=

NF∑

j=1

F CF
ij +

NC∑

j=1

F CC
ij

Ėi





rev
= 0
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donde

F FF
ij =

[
Πi

didi
+

Πj

djdj

]

· rijF (rij)

F FC
ij =

Pi
di
ψ(lij)eij + 2

ξ(lij)

lij
σi · ci · eij

F CF
ij = −F FC

ji

F CC
ij = FCC(Rij)

Rij

Rij

(5.37)

EFF
ij = −Πνν′

i

didi
F (rij)r

ν′

ij · vνij
EFC
ij = −F FC

ij · (vi − V j)

En las ecuaciones (5.36), podemos apreciar que las part́ıculas, ya sean fluidas o coloidales,

sufren fuerzas reversibles de dos naturalezas: las fuerzas que son ejercidas por part́ıculas

fluidas, y las que lo son por part́ıculas coloidales. Las fuerzas reversibles de part́ıculas

fluidas sobre part́ıculas fluidas son similares a las que se obteńıan en el modelo SDPD

de fluido newtoniano, pero con un tensor de tensiones un poco más complejo, que tiene

en cuenta las tensiones elásticas causadas por los poĺımeros que hay inmersos en cada

part́ıcula fluida. En cuanto a las fuerzas reversibles de las part́ıculas coloidales sobre las

part́ıculas fluidas, son también similares a las obtenidas cuando desarrollábamos el modelo

SDPD de suspensión coloidal, sólo que ahora aparece otro término que tiene en cuenta

también las tensiones elásticas causadas por los poĺımeros inmersos en el solvente.

En cuanto al tensor de conformación, su evolución reversible es similar a la que obtuvimos

para el modelo SDPD de fluido viscoelástico, sólo que aparecen nuevos térmicos asociados

a la presencia de las part́ıculas coloidales y a su velocidad.

5.2.2. Dinámica irreversible

Para calcular la dinámica irreversible del sistema, necesitamos conocer la matriz M , que

está determinada por el teorema de fluctuación-disipación, ecuación (1.17). Postularemos

que los ruidos térmicos dr̃i, dṽi, dẽi, dR̃i, dṼ i, dẼi, tienen la misma expresión que en el

caṕıtulo 3 cuando considerábamos el modelo SDPD de suspensión coloidal. En cuanto al
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ruido dc̃i consideraremos, que es estad́ısticamente independiente del resto de los ruidos e

igual al que postulamos en el modelo SDPD de fluido viscoelástico, en el caṕıtulo 4. La

matriz M tiene entonces la siguiente forma:

M =
1

2kBdt






































0 0 0 0 0 0 0

0 dṽidṽj dṽidẽj 0 0 dṽidṼ j dṽidẼj

0 dẽidṽj dẽidẽj 0 0 dẽidṼ j dẽidẼj

0 0 0 dc̃idc̃j 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 dṼ idṽj dṼ idẽj 0 0 dṼ idṼ j dṼ idẼj

0 dẼidṽj dẼidẽj 0 0 dẼidṼ j dẼidẼj






































Debido a que las fluctuaciones del tensor de conformación son estad́ısticamente indepen-

dientes de las fluctuaciones de las demás variables relevantes, la dinámica irreversible del

tensor de conformación está desacoplada de la dinámica irreversible del resto de variables

relevantes. De esta forma, cuando desarrollemos la dinámica irreversible con la matriz

M , obtendremos para la evolución de las variables de posición velocidad y enerǵıa de las

part́ıculas (tanto las fluidas como las coloidales), las mismas expresiones que obtuvimos

en el modelo SDPD de suspensión coloidal, mientras que en el caso del tensor de con-

formación de las part́ıculas fluidas, obtendremos la misma expresión que en el caso del

modelo SDPD de fluido viscoelástico.

La dinámica determinista del sistema, viene entonces dada por:
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ṙi = vi

ṗi =

NF∑

j=1

F FF
ij +

NC∑

j=1

F CF
ij +

NF∑

j=1

FFF
ij +

NC∑

j=1

FFC
ij

ėi =

NF∑

j=1

EFF
ij +

NC∑

j=1

EFC
ij − 1

2

NF∑

j=1

FFF
ij · vij −

1

2

NC∑

j=1

FFC
ij · (vi − V j) +

NF∑

j=1

QFF
ij +

NC∑

j=1

QFC
ij

ċ
µµ′

i =
c
µν
i

di

NF∑

j=1

F (rij)r
ν
ijv

µ′

ij +
c
µ′ν
i

di

NF∑

j=1

F (rij)r
ν
ijv

µ
ij + (5.38)

c
µν
i

NC∑

j=1

ξ(lij)

lij
eνij

(

v
µ′

i − V
µ′

j

)

+ c
µ′ν
i

NC∑

j=1

ξ(lij)

lij
eνij
(
v
µ
i − V

µ
j

)
+

1 − c

τ

Ṙi = V i

Ṗ i =

NF∑

j=1

F CF
ij +

NC∑

j=1

F CC
ij +

NF∑

j=1

FCF
ij

Ėi = −1

2

NF∑

j=1

FCF
ij · (V i − vj) +

NF∑

j=1

QCF
ij

Las fuerzas F son fuerzas reversibles, mientras que las F son irreversibles. Los términos Q
son intercambios de calor. Las cantidades irreversibles FFF

ij ,FFC
ij ,FCF

ij ,QFF
ij ,QFC

ij ,QCF
ij

ya fueron definidas mediante las ecuaciones (3.78), (3.80), (3.81), (3.79), (3.82) y (3.83).

5.2.3. Dinámica no determinista

Las ecuaciones (5.38) son ecuaciones diferenciales ordinarias que describen la dinámica

determinista del sistema. Cabe esperar que a medida que las part́ıculas fluidas sean más

pequeñas (para altas resoluciones) cobren cada vez más importancia las fluctuaciones

térmicas. En ese caso, los términos de ruido en las variables de posición, momento y

enerǵıa de las part́ıculas coloidales y fluidas, vienen dados por las mismas expresiones que

obtuvimos en el caṕıtulo 3 para el modelo SDPD de suspensión coloidal, es decir, por las

ecuaciones (3.53), (3.54) y (3.86).

En cuanto a la dinámica no determinista del tensor de conformación, se puede obtener,

al igual que en el caṕıtulo 4, desarrollando ecauciones para la evolución temporal de sus

autovalores y autovectores. El resultado final es el siguiente:
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dλα = 2λακααdt+
2

τNdkBT
λασαdt+

2

τNd
dt+ dλ̃α

u̇α =
∑

β 6=α
Hαβuβ (5.39)

donde

dλ̃α =

(
4λα
τNd

) 1

2

dWλα

y

Hαβ =







λακβα+λβκαβ

(λα−λβ)
Si λα 6= λβ

0 Si λα = λβ

es decir, es idéntico al obtenido en el modelo SDPD de fluido viscoelástico, con la diferencia

de que ahora hay que tener en cuenta la presencia de las part́ıculas coloidales en el cálculo

del gradiente de velocidades, lo que cambia la expresión utilizada para calcular καβ, que

viene dada por

καβ = uµ
α (∇νvµ) uν

β (5.40)

donde el gradiente de velocidades se calcula como indica la ecuación (5.24).
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Caṕıtulo 6

Conclusiones y perspectivas

Como ya indicábamos en la introducción, la micro-reoloǵıa es una técnica experimental

importante en la determinación de las propiedades de los fluidos complejos. No tenemos

más que observar el movimiento de part́ıculas coloidales en el fluido viscoelástico que nos

interesa estudiar, para inferir, de su movimiento browniano, las propiedades viscoelásticas

de éste. Por supuesto, estas part́ıculas sufren interacciones hidrodinámicas debidas tanto

a las paredes confinantes, como al resto de las part́ıculas coloidales que se encuentran en

el fluido. Surge entonces la pregunta de cómo son de importantes estas interacciones sobre

las part́ıculas observadas, y de qué forma afectan a las medidas que se hacen usando la

micro-reoloǵıa. Es aqúı donde la simulación por ordenador adquiere un papel relevante:

si conseguimos simular de forma fiable las condiciones que se dan en la técnica expe-

rimental de la micro-reoloǵıa, podremos determinar la importancia de las interacciones

hidrodinámicas en las medidas. No obstante, para hacer este tipo de simulaciones, hay

que ser capaz de modelar condiciones de contorno móviles, fluidos viscoelásticos y fluctua-

ciones térmicas. Al mismo tiempo, hay que aspirar a que el modelo desarrollado cumpla

una serie de requisitos mı́nimos que se dan en la realidad f́ısica de los sistemas que pre-

tendemos simular: que se conserven la enerǵıa y el momento, que la entroṕıa aumente con

el tiempo y que se cumpla el teorema de fluctuación-disipación. La técnica de simulación

que nos ha parecido más adecuada para realizar este tipo de simulaciones y que nos ha

servido como base de esta tesis es la SDPD.

En el camino hacia nuestro objetivo final, hemos desarrollado varios modelos de part́ıcula

143
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fluida que detallamos a continuación

El modelo SDPD de fluido newtoniano en presencia de paredes.

Las paredes confinantes, que actúan como condición de contorno, las hemos intro-

ducido en el modelo añadiendo fuerzas de interacción fluido-pared, que causan dos

efectos:

1. Evitan que las part́ıculas fluidas atraviesen a la pared.

2. Aseguran que las part́ıculas fluidas no se deslizarán por la superficie de la pared,

es decir, se han impuesto condiciones de no slip.

El modelo SDPD de suspensión coloidal.

Hemos desarrollado un modelo de esferas duras, las part́ıculas coloidales, inmersas en

un conjunto de part́ıculas fluidas que representan al solvente. La manera de modelar

la interacción part́ıcula coloidal-fluido es la misma que la utilizada para un fluido

newtoniano en presencia de paredes. De nuevo, esto asegura la impenetrabilidad

y el no slip en la superficie de las part́ıculas coloidales. También hemos añadido

fluctuaciones térmicas al modelo, y nos hemos asegurado, guiados por el formalismo

GENERIC, de que las ecuaciones dinámicas obtenidas sean termodinámicamente

consistentes. Además, hemos comprobado que las fluctuaciones térmicas escalan

correctamente con la resolución de la simulación.

El modelo SDPD de fluido viscoelástico.

En este modelo, el fluido está representado por part́ıculas fluidas que en su interior

albergan poĺımeros, representados por pequeños resortes. Cada resorte está formado

por dos part́ıculas unidas por un muelle lineal. Tomando variables todav́ıa más

gruesas, hemos representado el estado elástico de cada part́ıcula fluida mediante

un tensor denominado tensor de conformación. Al utilizar GENERIC se obtiene

finalmente un modelo de fluido viscoelástico que es una discretización del modelo

de Oldroyd-B. La generalización a modelos de fluido viscoelástico más complejos

requiere tan sólo redefinir la entroṕıa del sistema. Por último, hemos sido capaces
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de añadir las fluctuaciones térmicas en el sistema de forma consistente, desarrollando

la dinámica de los autovalores y autovectores del tensor de conformación.

El modelo SDPD de fluido viscoelástico en presencia de paredes.

La naturaleza elástica del fluido la hemos añadido en el modelo de la misma forma

que en el modelo SDPD de fluido viscoelástico. En cuanto a la interacción con la

pared, la hemos modelado igual que cuando el fluido era newtoniano, exigiendo que

éste no pueda penetrar en la pared, y que la velocidad en la interfase fluido-pared

sea igual que la de la pared.

El modelo SDPD de part́ıculas coloidales inmersas en un medio vis-

coelástico.

Hemos introducido en el modelo SDPD de fluido viscoelástico un conjunto de es-

feras duras que representan a las part́ıculas coloidales. De esta forma, el solvente

viscoelástico está representado por un conjunto de part́ıculas fluidas, a las que se

les ha añadido una nueva variable, el tensor de conformación, que denota su estado

elástico. La interacción part́ıcula coloidal-fluido es la misma que la utilizada para un

fluido viscoelástico en presencia de paredes, lo que asegura la impenetrabilidad y el

no slip en la superficie de las part́ıculas coloidales. También hemos añadido fluctua-

ciones térmicas en el modelo, asegurándonos, guiados por el formalismo GENERIC,

de que las ecuaciones dinámicas obtenidas sean termodinámicamente consistentes.

Existen también una serie de problemas abiertos motivados por el trabajo realizado en

esta tesis. Por ejemplo, en todos estos modelos se ha representado cada part́ıcula coloidal

mediante una esfera dura, cuyo estado viene dado por su posición, su velocidad y su

enerǵıa. Una reducción tan drástica de variables tiene la ventaja de que cuando se hagan

simulaciones con altas resoluciones el ahorro computacional es considerable. No obstante,

tenemos que restringirnos a problemas en los que los procesos internos asociados a las

variables eliminadas no sean relevantes. En concreto, parece interesante introducir una

variable de giro a las part́ıculas coloidales, que nos indique cuál es su estado de rotación.

En cuanto al modelo de fluido viscoelástico, podŕıamos indagar sobre qué modelo vis-

coelástico es el mejor para nuestros propósitos. Nosotros hemos utilizado el modelo de
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Oldroyd-B, en el que el fluido alberga multitud de pequeños resortes de Hooke, es decir,

muelles que ejercen una fuerza lineal entre sus monómeros. Hemos desarrollado el modelo

para este tipo de muelles, porque existen soluciones anaĺıticas con las que comparar los

resultados de las simulaciones. No obstante la interacción entre monómeros podŕıa ser

más compleja que una simple relación lineal, como ocurre con el modelo FENE (Finite-

ly Extensible Nonlinear Elastic). No seŕıa muy complicado desarrollar modelos SDPD de

poĺımeros con este tipo de interacciones a partir del que ya hemos descrito. De esta forma,

podŕıamos construir modelos SDPD de fluidos viscoelásticos más fieles a la realidad.

En cualquier caso, el siguiente paso decisivo consistirá en hacer simulaciones, mediante

el uso de los modelos que ya hemos desarrollado, de los sistemas utilizados en la micro-

reoloǵıa. Aśı, podremos hacer un estudio de las cuestiones que ya nos planteábamos sobre

esta técnica en la introducción de la tesis.

Esta tesis ha dado lugar a las publicaciones [89], [90], [91] y [92].



Apéndice A

Expresiones expĺıcitas de algunas

funciones del modelo SDPD

A.1. Función F (r)

Presentamos a continuación la forma expĺıcita de la función F (r) en dos dimensiones,

cuando utilizamos los kernel de Lucy, cubic spline o quintic spline respectivamente:

Kernel de Lucy

F (r) =
60

πr4
cut







(

1 − r
rcut

)2

si r < rcut

0 si r ≥ rcut

Cubic spline

F (r) =
60

7πr4
cut

rcut
r







(

2 − 2r
rcut

)2

− 4
(

1 − 2r
rcut

)2

si r < rcut

2

(

2 − 2r
rcut

)2

si rcut

2
≤ r ≤ rcut

0 si r > rcut
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Quintic spline

F (r) =
945

478πr4
cut

rcut
r







(

3 − 3r
rcut

)4

− 6
(

2 − 3r
rcut

)4

+ 15
(

1 − 3r
rcut

)4

si r < rcut

3

(

3 − 3r
rcut

)4

− 6
(

2 − 3r
rcut

)4

si rcut

3
≤ r ≤ 2rcut

3

(

3 − 3r
rcut

)4

si 2rcut

3
≤ r ≤ rcut

0 si r > rcut

A.2. Función ∆(h)

Presentamos a continuación la forma expĺıcita de la función ∆(h) en dos dimensiones,

cuando utilizamos los kernel de Lucy, cubic spline o quintic spline respectivamente. En

las siguientes expresiones h = h
rcut

.

Kernel de Lucy

∆(h) =




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Cubic spline
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Quintic spline
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4 − 9h
2

««

− lnh

–

+

+729h
3
“

280 + 252h
2

+ 15h
4
”

»

ln

„

1 +

q

1 − h
2

«

− lnh

–

si rcut
3

≤ r ≤ 2rcut
3

243



12π − h

q

1 − h
2
“

144 + 1118h
2

+ 403h
4
”

−

−24 arcsinh+ 3h
3
“

280 + 252h
2

+ 15h
4
”

»

ln

„

1 +

q

1 − h
2

«

− lnh

–ff

si 2rcut
3

≤ r ≤ rcut

0 si r > rcut

A.3. Función ψ(h)

Presentamos a continuación la forma expĺıcita de la función ψ(h) en dos dimensiones,

cuando utilizamos los kernel de Lucy, cubic spline o quintic spline respectivamente. En

las siguientes expresiones h = h
rcut

.
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Kernel de Lucy

ψ(h) =







2
πrcut

[

(2 − 9h
2 − 8h

4
)

√

1 − h
2
+

15h
4
(

ln

(

1 +

√

1 − h
2
)

− ln(h)

)]

si 0 < r < rcut

0 si r > rcut

Cubic spline

ψ(h) =
10

7πrcut







2

√

1 − h
2
(

2 + 13h
2
)

−
√

1 − 4h
2
(

1 + 26h
2
)

−

−6h
2
(

4 + h
2
)[

ln

(

1 +

√

1 − h
2
)

− lnh

]

+

+24
(

h
4
+ h

2
)[

ln

[

1
2

(

1 +

√

1 − 4h
2
)]

− lnh

]

si 0 ≤ r ≤ rcut

2

2

√

1 − h
2
(

2 + 13h
2
)

−

−6h
2
(

4 + h
2
)[

ln

(

1 +

√

1 − h
2
)

− lnh

]

si rcut

2
≤ r ≤ rcut

0 si r > rcut
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Quintic spline

ψ(h) =
21

3824πrcut
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>

:

243

q

1 − h
2
“

8 + 113h
4

+ 194h
2
”

−

−4

q

4 − 9h
2
“

128 + 9153h
4

+ 6984h
2
”

+

+5

q

1 − 9h
2
“

8 + 9153h
4

+ 1746h
2
”

−

−3645h
2
“

8 + h
4

+ 12h
2
”

»

ln

„

1 +

q

1 − h
2

«

− lnh

–

+

+270h
2
“

128 + 81h
4

+ 432h
2
”

»

ln

„

1

3

„

2 +

q

4 − 9h
2

««

− lnh

–

−

−675h
2
“

8 + 81h
4

+ 108h
2
”

»

ln

„

1

3

„

1 +

q

1 − 9h
2

««

− lnh

–

si 0 ≤ r ≤ rcut
3

243

q

1 − h
2
“

8 + 113h
4

+ 194h
2
”

−

−4

q

4 − 9h
2
“

128 + 9153h
4

+ 6984h
2
”

−

−3645h
2
“

8 + h
4

+ 12h
2
”

»

ln

„

1 +

q

1 − h
2

«

− lnh

–

+

+270h
2
“

128 + 81h
4

+ 432h
2
”

»

ln

„

1

3

„

2 +

q

4 − 9h
2

««

lnh

–

si rcut
3

≤ r ≤ 2rcut
3

243

q

1 − h
2
“

8 + 113h
4

+ 194h
2
”

−

−3645h
2
“

8 + h
4

+ 12h
2
”

»

ln

„

1 +

q

1 − h
2

«

− lnh

–

si 2rcut
3

≤ r ≤ rcut

0 si r > rcut

A.4. Función ψ1(h)

Presentamos a continuación la forma expĺıcita de la función ψ1(h) en dos dimensiones,

cuando utilizamos los kernel de Lucy, cubic spline o quintic spline respectivamente. En

las siguientes expresiones h = h
rcut

.

Kernel de Lucy

ψ1(h) =







2
πrcut

[(
2
3
− 29

3
h

2
+ 4h

4
)√

1 − h
2
+ 20h

3
arctan

(√
1−h2

h

)

−

−15h
4
[

log

(

1 +

√

1 − h
2
)

− log h

]]

si 0 < r < rcut

0 si r > rcut
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Cubic spline

ψ1(h) =
10

7πrcut
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2

3

“

2 + 73h
2
”

q

1 − h
2 − 1

3

“

1 + 146h
2
”

q

1 − 4h
2−

−32h
3

»

arctan

„√
1−h

2

h

«

− 2 arctan

„√
1−4h

2

2h

«–

+

+6h
2
“

h
2 − 4

”

»

log

„

1 +

q

1 − h
2

«

− log h

–

+

+24h
2
“

1 − h
2
”

»

log

„

1

2

„

1 +

q

1 − 4h
2

««

− log h

–

si 0 ≤ r ≤ rcut
2

2

3

“

2 + 73h
2
”

q

1 − h
2−

−32h
3

»

arctan

„√
1−h

2

h

«

− 2 arctan

„√
1−4h

2

2h

«–

+

+6h
2
“

h
2 − 4

”

»

log

„

1 +

q

1 − h
2

«

− log h

–

si rcut
2

≤ r ≤ rcut

0 si r > rcut

Quintic spline

ψ1(h) =
21

3824πrcut
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81
“

8 + 934h
2 − 177h

4
”

q

1 − h
2−

− 5

3

“

−8 − 8406h
2

+ 14337h
4
”

q

1 − 9h
2
+

+ 4

3

“

−128 − 33624h
2

+ 14337h
4
”

q

4 − 9h
2
+

+8640h
3

»

9 arctan

„√
1−h

2

h

«

−

−16 arctan

„√
4−9h

2

3h

«

+ 5 arctan

„√
1−9h

2

3h

«–

+

+1215
“

h
6

+ 36h
4 − 24h

2
”

»

log

„

1 +

q

1 − h
2

«

− log h

–

−

−270
“

27h
6

+ 432h
4 − 128h

2
”

»

log

„

1

3

„

2 +

q

4 − 9h
2

««

− log h

–

+

+675
“

27h
6

+ 108h
4 − 8h

2
”

»

log

„

1

3

„

1 +

q

1 − 9h
2

««

− log h

–

si 0 ≤ r ≤ rcut
3

81
“

8 + 934h
2 − 177h

4
”

q

1 − h
2
+

+ 4

3

“

−128 − 33624h
2

+ 14337h
4
”

q

4 − 9h
2
+

+8640h
3

»

9 arctan

„√
1−h

2

h

«

− 16 arctan

„√
4−9h

2

3h

«–

+

+1215
“

h
6

+ 36h
4 − 24h

2
”

»

log

„

1 +

q

1 − h
2

«

− log h

–

−

−270
“

27h
6

+ 432h
4 − 128h

2
”

»

log

„

1

3

„

2 +

q

4 − 9h
2

««

− log h

–

si rcut
3

≤ r ≤ 2rcut
3

81
“

8 + 934h
2 − 177h

4
”

q

1 − h
2
+

+77760h
3
arctan

„√
1−h

2

h

«

+

+1215
“

h
6

+ 36h
4 − 24h

2
”

»

log

„

1 +

q

1 − h
2

«

− log h

–

si 2rcut
3

≤ r ≤ rcut

0 si r > rcut
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A.5. Función ψ2(h)

Presentamos a continuación la forma expĺıcita de la función ψ2(h) en dos dimensiones,

cuando utilizamos los kernel de Lucy, cubic spline o quintic spline respectivamente. En

las siguientes expresiones h = h
rcut

.

Kernel de Lucy

ψ2(h) =







2
πrcut

[(
2
3
− 16h

2
+ 31

3
h

4
)√

1 − h
2 − 120

3
h

3
arctan

(√
1−h2

h

)

+

+45h
4
[

log

(

1 +

√

1 − h
2
)

− log h

]]

si 0 < r < rcut

0 si r > rcut

Cubic spline

ψ2(h) =
10

7πrcut







2
3

(

2 − 107h
2
)√

1 − h
2 − 1

3

(

1 − 214h
2
)√

1 − 4h
2
+

+64h
3
[

arctan

(√
1−h2

h

)

− 2 arctan

(√
1−4h

2

2h

)]

+

+6h
2
(

−3h
2
+ 4
)[

log

(

1 +

√

1 − h
2
)

− log h

]

−

−24h
2
(

1 − 3h
2
)[

log

(

1
2

(

1 +

√

1 − 4h
2
))

− log h

]

si 0 ≤ r ≤ rcut

2

2
3

(

2 − 107h
2
)√

1 − h
2
+ 64h

3
arctan

(√
1−h2

h

)

+

+6h
2
(

−3h
2
+ 4
)[

log

(

1 +

√

1 − h
2
)

− log h

]

si rcut

2
≤ r ≤ rcut

0 si r > rcut
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Quintic spline

ψ2(h) =
21

239πrcut







81
16

(

8 − 1286h
2
+ 693h

4
)√

1 − h
2
+

+ 5
48

(

8 − 11574h
2
+ 56133h

4
)√

1 − 9h
2−

+ 1
12

(

128 − 46296h
2
+ 56133h

4
)√

4 − 9h
2
+

+1080h
3
[

9 arctan

(√
1−h2

h

)

−

−16 arctan

(√
4−9h

2

3h

)

+ 5 arctan

(√
1−9h

2

3h

)]

−

−1215
16

(

5h
6
+ 108h

4 − 24h
2
)[

log

(

1 +

√

1 − h
2
)

− log h

]

+

+135
8

(

135h
6
+ 1296h

4 − 128h
2
)[

log

(

1
3

(

2 +

√

4 − 9h
2
))

− log h

]

+

+675
16

(

135h
6
+ 324h

4 − 8h
2
)[

log

(

1
3

(

1 +

√

1 − 9h
2
))

− log h

]

si 0 ≤ r ≤ rcut

3

81
16

(

8 − 1286h
2
+ 693h

4
)√

1 − h
2
+

+ 1
12

(

128 − 46296h
2
+ 56133h

4
)√

4 − 9h
2
+

+1080h
3
[

9 arctan

(√
1−h2

h

)

− 16 arctan

(√
4−9h

2

3h

)]

−

−1215
16

(

5h
6
+ 108h

4 − 24h
2
)[

log

(

1 +

√

1 − h
2
)

− log h

]

+

+135
8

(

135h
6
+ 1296h

4 − 128h
2
)[

log

(

1
3

(

2 +

√

4 − 9h
2
))

− log h

]

si rcut

3 ≤ r ≤ 2rcut

3

81
16

(

8 − 1286h
2
+ 693h

4
)√

1 − h
2
+ 9720 arctan

(√
1−h2

h

)

−

−1215
16

(

5h
6
+ 108h

4 − 24h
2
)[

log

(

1 +

√

1 − h
2
)

− log h

]

si 2rcut

3 ≤ r ≤ rcut

0 si r > rcut

A.6. Función ξ(h)

Presentamos a continuación la forma expĺıcita de la función ξ(h) en dos dimensiones,

cuando utilizamos los kernel de Lucy, cubic spline o quintic spline respectivamente. En
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las siguientes expresiones h = h
rcut

.

Kernel de Lucy

ξ(h) =







1
2
− 1

π

[

h
3

√

1 − h
2
(

40h
4
+ 38h

2 − 3
)

+

arcsin(h) − 24h
5
log

(

1+
√

1−h2

h

)]

si r ≤ rcut

0 si r > rcut

Cubic spline

ξ(h) =







1
2

+ 4
7π

[

2h

√

1 − h
2
(

1 + 24h
2
)

− 1
2
h

√

1 − 4h
2
(

1 + 96h
2
)

+

1
4
arcsin(2h) − 2 arcsin(h) − 8h

3
(

5 + 6h
2
)

log(2)+

8h
3
(

5 + 6h
2
)

log

(

1+
√

1−4h
2

h

)

− 4h
3
(

10 + 3h
2
)

log

(

1+
√

1−h2

h

)]

si r ≤ rcut

2

4
7

+ 4
7π

[

2h

√

1 − h
2
(

1 + 24h
2
)

− 2 arcsin(h)

−4h
3
(

10 + 3h
2
)

log

(

1+
√

1−h2

h

)]

si rcut

2
< r ≤ rcut

0 si r > rcut
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Quintic spline

ξ(h) =
3645

956







478
3645

− 1
2π

[

−1
27
h
(

4
9

+ 1478
3
h

2
+ 2955h

4
)√

1 − 9h
2
+

4
729

arctan

(

3h√
1−9h

2

)

+

1
27
h

3
(

280 + 4536h
2
+ 3645h

4
)

log

(

1+
√

1−9h
2

3h

)

+

4
27
h

√

4 − 9h
2
(

64
45

+ 5912
15
h
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Apéndice B

Cálculo de las integrales (2.67) y

(2.68)

Si suponemos que la función kernel de una part́ıcula se anula en los ĺımites del sistema,

podemos calcular la siguiente integral:

∫

drF (r)rr = 1 (B.1)

donde 1 es el tensor identidad.

Haciendo la traza de la ecuación (B.1), se obtiene:

Tr

(∫

drF (r)rr

)

= D (B.2)

Si ahora integramos (B.2) a todo el espacio, obtenemos, en 3D:

∫ h

0

drF (r)r4 =
3

4π
(B.3)

y en 2D:

∫ h

0

drF (r)r3 =
1

π
(B.4)
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Supongamos ahora una función A(r′), que se puede expandir en serie de Taylor alrededor

de r:

A(r′) = A(r) + ∇A(r) · (r − r′) +
1

2

(
∇α∇βA(r)(r − r′)β(r − r′)α

)
+ . . . (B.5)

donde α y β se refieren a componentes tensoriales.

Si sustituimos la ecuación (B.5) en la siguiente expresión:

∫

dr′ [A(r′) − A(r)]F (|r′ − r|)
[
(r′ − r)γ(r′ − r)δ

(r′ − r)2

]

(B.6)

se obtiene:

∫

dr′ [A(r′) − A(r)]F (|r′ − r|)
[
(r′ − r)γ(r′ − r)δ

(r′ − r)2

]

= I1 + I2 + O(∇4Ar2
cut)

(B.7)

donde

I1 =

∫

dr′∇A(r) · (r − r′)F (|r′ − r|)
[
(r′ − r)γ(r′ − r)δ

(r′ − r)2

]

(B.8)

I2 =

∫

dr′1

2

(
∇α∇βA(r)

)
(r′ − r)β(r′ − r)αF (|r′ − r|)

[
(r′ − r)γ(r′ − r)δ

(r′ − r)2

]

Calculamos la integral I1 como sigue:

I1 =

∫

dr′∇A(r) · (r − r′)F (|r′ − r|)
[
(r′ − r)γ(r′ − r)δ

(r′ − r)2

]

= − (∇αA(r))

∫

dr′F (|r′ − r|)
[
(r′ − r)α(r′ − r)γ(r′ − r)δ

(r′ − r)2

]

= − (∇αA(r))

∫

dqF (q)
qαqγqδ

q2
(B.9)

Sean cuales sean los coeficientes γ y δ, la integral anterior se anula. En cuanto a la integral

I2 de la ecuación (B.8) se calcula de manera similar:
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I2 =

∫

dr′1

2

(
∇α∇βA(r)

)
(r′ − r)β(r′ − r)αF (|r′ − r|)

[
(r′ − r)γ(r′ − r)δ

(r′ − r)2

]

=
1

2

(
∇α∇βA(r)

)
∫

dqF (q)

[
qαqβqγqδ

q2

]

(B.10)

Con lo que (B.7) queda:

∫

dr′ [A(r′) −A(r)
]
F
(
|r′ − r|

)
[
(r′ − r)γ(r′ − r)δ

(r′ − r)2

]

=

1

2

(

∇α∇βA(r)
)∫

dqF (q)

[
qαqβqγqδ

q2

]

+ O
(
∇4Ar2cut

)
(B.11)

Se puede comprobar que los únicos términos distintos de cero en (B.11) son, en 3D:

∫

dqF (q)
xxxx

q2
=

3

5
∫

dqF (q)
xxyy

q2
=

1

5
∫

dqF (q)
xxzz

q2
=

1

5
(B.12)

∫

dqF (q)
yyyy

q2
=

3

5
∫

dqF (q)
yyzz

q2
=

1

5
∫

dqF (q)
zzzz

q2
=

3

5

y en 2D:

∫

dqF (q)
xxxx

q2
=

3

4
∫

dqF (q)
xxyy

q2
=

1

4
(B.13)

∫

dqF (q)
yyyy

q2
=

3

4

Podemos calcular ya la integral (B.11), que en 3D es:
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∫

dr′ [A(r′) − A(r)]F (|r′ − r|)
[
(r′ − r)γ(r′ − r)δ

(r′ − r)2

]

=

1

2

[
1

5
∇ · ∇A(r)δγδ +

2

5
∇γ∇δA(r)

]

+ O
(
∇4Ar2

cut

)
(B.14)

mientras que en 2D:

∫

dr′ [A(r′) − A(r)]F (|r′ − r|)
[
(r′ − r)γ(r′ − r)δ

(r′ − r)2

]

=

1

2

[
1

4
∇ · ∇A(r)δγδ +

2

4
∇γ∇δA(r)

]

+ O
(
∇4Ar2

cut

)
(B.15)

Los cálculos hechos hasta ahora nos permiten resolver la siguiente integral, en 3D

∫

dr′ [A(r′) − A(r)]F (|r′ − r|)
[

5
(r′ − r)γ(r′ − r)δ

(r′ − r)2
− δγδ

]

= ∇γ∇δA(r) + O
(
∇4Ar2

cut

)

(B.16)

y en 2D

∫

dr′ [A(r′) − A(r)]F (|r′ − r|)
[

4
(r′ − r)γ(r′ − r)δ

(r′ − r)2
− δγδ

]

= ∇γ∇δA(r) + O
(
∇4Ar2

cut

)

(B.17)



Apéndice C

Propiedades de σ

Describiremos en este apéndice algunas de las propiedades del tensor σi, definido en la

ecuación (4.19).

Si derivamos la ecuación de autovalores (4.41) respecto de cada componente del tensor de

conformación, podemos encontrar la siguiente expresión

dλα
dcµν

= uµ
αu

ν
α (C.1)

La entroṕıa del modelo SDPD de fluido viscoelástico, definida por la ecuación (4.61), es

una función que sólo depende de los autovalores del tensor de conformación1. Por lo tanto,

la derivada de la entroṕıa respecto del tensor de conformación viene dada por

∂S

∂cµν
=

∑

α

∂S

∂λα
uµ
αu

ν
α (C.2)

Esta ecuación implica que uα es un autovector de la matriz ∂S
∂c

= σ
T

con autovalor ∂S
∂λα

. Por

lo tanto, σ diagonaliza en la misma base que el tensor de conformación c, y los autovalores

σα de σ vienen dados por:

σα
T

=
∂S

∂λα
(C.3)

1Nótese que tr(c) =
∑

α
λα y que det(c) = Παλα.
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La ecuación (C.2) también implica que

σ · c = c · σ (C.4)

pues

∂S

∂cµν
′

α

cν
′ν =

∑

α

∂S

∂λα
λαu

µ
αu

ν
α = cµν

′ ∂S

∂cν′να
(C.5)
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