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Capitulo 1

Introduccion.

1.1. Fluidos complejos

En nuestra vida diaria encontramos multitud de sustancias que no son sélidas, pero cuyo
comportamiento tampoco es similar al de un fluido simple como pueda ser el agua. Estos
materiales también son fluidos, pero al mismo tiempo tienen, en mayor o menor grado,
propiedades tipicas de los solidos. Tales sistemas se engloban en el grupo de los denomi-
nados fluidos complejos que incluyen suspensiones, geles, emulsiones, espumas, etc.

Si aplicamos un esfuerzo sobre un fluido simple, éste inmediatamente inicia un movimiento
cuya velocidad es proporcional al esfuerzo aplicado. Debido a que el comportamiento de
estos fluidos fue descrito por primera vez por Newton, también reciben el nombre de
fluidos newtonianos. Sin embargo, en los fluidos complejos no se da dicha proporcionalidad,
debido a que presentan en su seno estructuras mas o menos complicadas con una escala
de longitud caracteristica mucho mayor que la de las moléculas que componen el fluido,
pero a su vez, mucho menor que la escala macroscéopica. El comportamiento complejo de
este tipo de sistemas se debe a la interaccion entre estas mesoestructuras y el flujo del
fluido.

En este trabajo nos centraremos en el comportamiento viscoelastico de los fluidos. Todos
los fluidos, ademdas de tener un rozamiento interno (viscosidad), presentan elasticidad.
Cuando ésta tltima es muy pequena se puede considerar que el fluido es newtoniano; pero

en los fluidos complejos, a causa de que albergan en su seno mesoestructuras, este compor-
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tamiento no es, en general, despreciable. Este es el caso, por ejemplo, de las suspensiones
poliméricas, que contienen moléculas organicas con cadenas de carbono muy largas que
se pueden plegar y girar de multiples formas, enganchandose unas con otras y generan-
do maranas de moléculas con propiedades elasticas que se transfieren al comportamiento
macroscopico del fluido.

Otros fluidos complejos que son importantes en esta tesis son las suspensiones coloidales.
Estas estdn constituidas por fluidos que en su interior albergan particulas de un tamano
del orden de micrémetros o incluso de nanémetros. La presencia de estas particulas puede
cambiar notablemente las propiedades macroscépicas del fluido. En general, la forma en
la que se estructuren las particulas coloidales y coémo interaccionen entre si determinaran
el comportamiento macroscopico del sistema.

El estudio del comportamiento de los fluidos complejos es de aplicacion en multitud de
campos, como por ejemplo en el de la industria [98, 99, 9, 13], la biologia [43, 55, 94] la
medicina [88, 39, 45] o la industria alimenticia [20, 35, 50, 71|, entre otros.

A la hora de abordar el estudio de un fluido complejo, el problema que surge es que existen
muchas escalas espaciales y temporales caracteristicas que pueden ser distintas en muchos
ordenes de magnitud. Como no se tienen soluciones analiticas para resolver la evolucién
de estos sistemas, las simulaciones por ordenador son una herramienta muy valiosa y, tal

vez, imprescindible para alcanzar una mejor comprension de estos sistemas.

1.2. Micro-reologia

La reologia [51, 3, 15, 56| es la parte de la fisica que estudia la relacién entre el esfuerzo y
la deformacion de un medio para determinar sus propiedades viscoelasticas. Tradicional-
mente, este estudio se ha llevado a cabo mediante reémetros, que son mecanismos que
someten a un esfuerzo a la muestra de sustancia de interés, estudiando la deformacion
que se genera.

Recientemente se ha desarrollado una nueva técnica experimental para estudiar el com-
portamiento mecanico de los fluidos viscoelasticos, denominada micro-reologia [60, 33, 93].

La técnica consiste en observar como se mueve una particula microscopica en el interior
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de un fluido para inferir, a partir de dicho movimiento, las propiedades viscoelasticas de

éste.

Para que nos hagamos una idea de como funciona esta técnica experimental, supongamos
que la particula no se encuentra en un fluido viscoelastico, sino en el seno de un fluido
newtoniano. La particula sera golpeada por las moléculas de fluido, siguiendo un camino
aleatorio: éste es el bien conocido movimiento browniano. El desplazamiento cuadratico
medio a lo largo del eje x de la particula aumenta linealmente con el tiempo ¢, y la
constante de proporcionalidad viene dada por el coeficiente de difusién de ésta: (x?) =
2Dt. Este coeficiente depende de la temperatura 7' del sistema, de la viscosidad 7 del
fluido y del tamano y geometria de la particula. Si, por ejemplo, la particula fuera una
esfera de radio a, el coeficiente de difusién vendria dado por D = kgT'/(67na), donde kg
es la constante de Boltzmann. Asf pues, si medimos (z?) y conocemos el tamaiio de la
particula y la temperatura del fluido, entonces podremos determinar la viscosidad.

Supongamos ahora que la particula, en lugar de estar en un fluido newtoniano, se encuen-
tra en un medio totalmente elastico. Esta se moverd de nuevo, pues las moléculas del medio
la golpean; pero la particula ahora no difundira, tal y como hacia en el fluido newtoniano,
sino que transmitird toda la energia que adquiera al estado elastico del medio. Para tiem-
pos lo suficientemente grandes, la particula adquirird una energia media de kg7 /2 por
grado de libertad y se comportard como si estuviera sujeta por un muelle. Por lo tanto,
su energfa eldstica media y su energfa térmica media serdn iguales: K (x?) /2 = kgT/2,
donde K es la constante elastica. De esta forma, si conocemos la temperatura del medio

y medimos (x?), podremos deducir K.

Por lo tanto, midiendo el desplazamiento cuadratico medio de una particula microscépica
podemos determinar la viscosidad de un fluido newtoniano, o la elasticidad de un medio
elastico puro. De forma parecida, el desplazamiento cuadratico medio de una particula mi-
croscopica en un fluido viscoelastico se puede relacionar con las propiedades viscoelasticas

de éste.
Una forma de abordar el estudio reolégico de un medio, es aplicando una deformacion
de cizalla y(w) = 7, sin(wt) dependiente sinusoidalmente del tiempo y con frecuencia w,

y midiendo el esfuerzo cortante 7(w) inducido. Este se puede escribir de forma compleja
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COo1mo

™w) = T(w)e" = Tpete’? (1.1)

donde ¢ es el desfase que hay entre la oscilacién de la deformacién aplicada y la oscilacion
de la tensién generada. En un fluido puramente elastico este desfase es nulo, pues la
respuesta a la deformacién es instantdnea; en un sélido perfectamente elastico el desfase
es de 90 grados. En un medio viscoeldstico ¢ se encuentra entre estos dos valores. De
forma similar se definen la deformacién de cizalla compleja v*(w) y la velocidad de la

deformacion de cizalla compleja 5*(w)

’Y*(u)) _ ,yoeiwtefi%
W) = doe (1.2)

La ecuacién (1.1) también se puede escribir como

TH(w) = 7(w) cos(@) + iT(w) sin(¢) = 7'(w) + i7" (w) (1.3)

donde 7/(w) es el denominado esfuerzo viscoso, mientras que 7" (w) es el esfuerzo eldstico.

Se define la viscosidad compleja como:

N(w) = =7 —in"(w) (1.4)

G*(w) = = G'(w) +iG"(w) (1.5)

donde G'(w) es el médulo de almacenamiento y G”(w) el de pérdida. La dindmica de
los fluidos complejos posee, en general, varias escalas de tiempo que se reflejan en la

forma de la funcién G*(w). Por esta razén, determinar su forma funcional es el objetivo
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de los experimentos reolégicos. El coeficiente de rigidez complejo G*(w) puede también
definirse en términos de la transformada de Fourier de la respuesta del material a una
deformacién [14]: por causalidad, G'(w) y G”(w) estén relacionados por las relaciones de
Kramers-Kronig.

Consideremos ahora el movimiento de una pequena particula esférica de radio a con la
misma densidad que el fluido en el que esta inmersa, que se puede expresar mediante la

siguiente ecuacién de Langevin

mo(t) = _fR(t)—l—/O C(t —1)v(r)dr (1.6)

donde m es la masa de la particula, v(t) su velocidad y fx(t) es el conjunto de todas las
fuerzas aleatorias que actian sobre la particula, que incluye las fuerzas entre particulas
y las fuerzas brownianas. El término integral representa el comportamiento viscoso del
fluido e incorpora una funcién de memoria ((¢) generalizada y dependiente del tiempo.

Haciendo ahora la transformada unilateral de Laplace de la ecuacién (1.6), se obtiene

b(s) = 0 +mv(0) (1.7)

ms + ((s)
donde s representa la frecuencia en el espacio de Laplace. El término ms es un término de
inercia y, dado que la particula considerada es microscopica, puede ser despreciado al com-
pararlo con el término disipativo 5 (s). Ademas, si consideramos que el medio es isétropo,

se puede relacionar la correlacion de la velocidad con el desplazamiento cuadratico medio

mediante la siguiente expresion

(v(s)v(0)) = " (1.8)

Si ademéas suponemos que la funciéon de memoria microscopica es proporcional a la vis-

cosidad del fluido dependiente de la frecuencia (ecuaciéon de Stokes-Einstein generalizada)

i) = S (19)
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multiplicando la ecuacién (1.7) por v(0), promediando y utilizando el teorema de equipar-

ticién de energia, se obtiene

kT
G8) = AR )

(1.10)
donde kg es la constante de Boltzmann, 7" es la temperatura del medio y G(s) = s7(s).
Para comparar con datos mecénicos se requiere tener G'(w) y G”(w); sin embargo, gracias
a que estas funciones obedecen a las relaciones de Kramers-Kronig, no son funciones
independientes, y ambas pueden ser determinadas de una tnica funcién real G(s). Se
podria, en principio, calcular la transformada inversa unilateral de Laplace y después hacer
la transformada de Fourier, pero en lugar de eso, lo que se hace es ajustar G (s) mediante
una forma funcional de la variable real s, y después, obtener la funcién compleja G*(w)
sustituyendo iw por s. Se pueden identificar entonces las funciones G’'(w) y G”(w) como
las partes real e imaginaria respectivamente. Esto asegura que las relaciones de Kramers-
Kronig sean satisfechas en el rango de frecuencias en el que se esté trabajando. Como
podemos apreciar en la ecuacién (1.10), la micro-reologia establece una relacién general
entre las propiedades reoldgicas de un fluido complejo y el desplazamiento cuadrético
medio de las particulas que se encuentren en su interior.

Esta técnica puede funcionar mal si el fluido viscoeldstico no es homogéneo a pequenas
escalas, especialmente en caso de que la particula que observemos sea mas pequena que
las inhomogeneidades, pues podriamos entonces obtener medidas diferentes dependiendo
de si la particula observada se encuentra dentro o fuera de éstas. Por ejemplo, si, mediante
micro-reologia, estamos estudiando una emulsion, en la que las inhomogeneidades son las
pequenas micelas de la fase dispersa que flotan en el seno de la fase continua, puede ocurrir
que la particula de prueba con la que tomamos medidas sea demasiado pequena, por lo
que no se obtendrian los mismos resultados si ésta se encuentra dentro de las micelas o
fuera de ellas. Se puede subsanar este problema observando la correlacién del movimiento
de dos particulas microscépicas que se encuentren cerca la una de la otra [53, 19, 61, 42, 1].

La micro-reologia tiene varias ventajas sobre las técnicas tradicionales de reologia:

= El tamano de las muestras que se puede estudiar con la micro-reologia es mucho més
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pequeno que el que se puede estudiar con un redémetro. Mientras que con los segundos
se estudian las propiedades viscoelasticas de materiales con voliimenes del orden de
los mililitros, con la micro-reologia se pueden estudiar volimenes de muestra del
orden de los microlitros, nanolitros e incluso picolitros [17, 58, 73, 70]. Esto tiene la
ventaja de que se pueden estudiar las propiedades reoldgicas de materiales dificiles

de obtener en grandes cantidades, como es el caso de ciertos fluidos biologicos.

= Mientras que con un reémetro se hacen medidas macroscopicas de la viscoelasticidad
de la muestra, en el sentido de que se obtienen medidas promedio sobre el volumen
de la muestra, con la micro-reologia se obtienen medidas microscépicas, pues es-
tamos midiendo la viscoelasticidad en la posicion donde se encuentra la particula
microscopica que estamos observando, es decir, estamos haciendo medidas locales.
Esto permite, por ejemplo, estudiar la viscoelasticidad en el interior de una célula

97, 52, 95, 2, 94].

= Para deducir cudles son las propiedades viscoelasticas del medio, se suelen utilizar
esfuerzos dependientes sinusoidalmente del tiempo. El estudio de la relacion entre
dichos esfuerzos y las deformaciones que causan permite obtener informacién sobre
el comportamiento viscoso y el comportamiento elastico de la muestra por separado,
y su dependencia con la escala temporal. Con un reémetro, se pueden alcanzar fre-
cuencias del orden de los hertzios. Estas frecuencias resultan pequenas comparadas
con las que se alcanzan usando la micro-reologia, que permite hacer un estudio mas
extenso, pues se pueden llegar a frecuencias de oscilacién hasta un millén de veces

mayor [32, 12, 69].

A pesar de ser una técnica muy potente en el estudio de las propiedades viscoelasticas del

medio, todavia hay algunas cuestiones sin resolver sobre la micro-reologia.

1. Como ya hemos dicho, en la micro-reologia observamos el movimiento de una particu-
la inmersa en el fluido a estudiar, y de este movimiento inferimos cuales son las
propiedades viscoeldsticas del medio. Es importante saber cémo afecta la propia

presencia de esta particula a las medidas micro-reolégicas.
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2. En los fluidos viscoelasticos existen muchas otras particulas microscépicas ademas de
las que son objeto de estudio para tomar medidas. Es importante saber cémo afectan

hidrodinamicamente este conjunto de particulas a las medidas micro-reolégicas.

3. El fluido de estudio se encuentra en el interior de una celda que lo confina, por lo que
es importante estudiar la interaccion hidrodinamica de las paredes de dicha celda
con las particulas de estudio. Notese que estas interacciones son de largo alcance,

por lo que es de esperar que su influencia sea importante.

4. La relacion entre las propiedades viscoelasticas del medio y el movimiento de la
particula que se observa se hace a través de una relacién de Stokes-Einstein genera-
lizada. Es necesario saber cudl es el rango de validez de dicha ecuacion [53, 54], pues

se han hecho una serie de aproximaciones y generalizaciones para poder utilizarla.

Todas estas cuestiones hacen importante desarrollar modelos computacionales que per-
mitan simular esta técnica experimental, ayudandonos a profundizar m&s en nuestro
conocimiento de este tipo de sistemas complejos para responder algunas de las cues-
tiones que nos hemos planteado. El objetivo final de la tesis es desarrollar un método que

permita simular numéricamente esta técnica.

1.3. Modelos de simulacién de fluidos complejos

Al plantearnos como hacer para simular un fluido complejo, podemos proceder determi-
nando cudles son las posiciones y velocidades iniciales de sus moléculas, y resolviendo sus
ecuaciones de movimiento para ver como evolucionan. Esta es la forma de proceder de
la técnica denominada Dindmica Molecular (Molecular Dynamics o MD) [41, 37, 76]. El
problema con esta técnica, es que la escala temporal de evolucion de las variables molec-
ulares es muchisimo mas pequena que la escala tipica de tiempo asociada a cualquier
microestructura de un fluido complejo. Esto hace que la simulacién de cualquier proce-
so de interés en un fluido se este tipo requiera una cantidad de tiempo de computacion

inabordable.
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Otro enfoque para simular fluidos complejos es la discretizacion de las ecuaciones hidrodinami-
cas y resolverlas numéricamente. Existen diversas técnicas que utilizan esta forma de

proceder, vy todas ellas las podemos clasificar en dos grandes grupos:

» Métodos eulerianos

En estos métodos se resuelven las ecuaciones de evolucion de los campos del fluido en
puntos fijos del espacio. Entre éstos se encuentran los métodos de diferencias finitas
y de volumenes finitos [72, 30, 29]. El problema de este tipo de métodos es que es
dificil aplicarlos de forma sistematica a situaciones complejas, tales como la presencia
de superficies libres, particulas coloidales, geometrias complejas y variables, etc.
Otro problema, que presentan estos métodos de simulacion, es que no introducen
fluctuaciones térmicas, que son importantes a escalas mesoscépicas y necesarias para

simular procesos difusivos.

Un método de simulacién euleriano en el que si que se pueden introducir fluctua-
ciones térmicas y tener en cuenta geometrias complejas y variables es el modelo
Lattice Boltzmann Equation (LBE) [47, 38, 21, 48], que es una técnica de simu-
lacién basada en la teoria cinética, en la que el fluido es representado mediante

puntos que se mueven en una red siguiendo ciertas reglas de propagacion y colisién.

= Métodos lagrangianos

En este tipo de métodos, las ecuaciones de evolucion de los campos del fluido se
resuelven en puntos que se mueven con el flujo hidrodinamico. Una de las técnicas
lagrangianas mas populares es la Smoothed Particle Hydrodynamics o SPH [64].
Esta técnica fue desarrollada inicialmente para resolver problemas de astrofisica
[57, 31] y aunque posteriormente, se ha seguido utilizando ampliamente en el mismo
campo [4, 5], también se ha usado en otras areas de la fisica, como en la simulacién
de fluidos viscosos [84]. En la SPH el fluido se representa mediante un conjunto de
particulas que se mueven con el flujo. Las ecuaciones de Navier-Stokes se discretizan
y se resuelven en las posiciones de dichas particulas mediante un polinomio de
interpolacién. El hecho de que el método SPH sea un modelo lagrangiano en el

que no hay que definir une red entre sus particulas, hace que se pueda aplicar de
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forma natural a condiciones de contorno complejas como, por ejemplo, superficies
libres [63, 80, 81, 75, 44, 28, 11, 10], interfases entre fluidos [65, 87, 86, 85] o paredes
deformables [66]. Uno de los problemas de los que adolece la SPH es que no introduce
las fluctuaciones térmicas. Existen otras técnicas de simulacion de fluidos en las que
si que se pueden introducir las fluctuaciones, como por ejemplo el modelo Dissipative
Particle Dynamics (DPD) [40, 27, 24], que se originé como un modelo para simular
fluidos newtonianos con ruido térmico a escala mesoscépica; posteriormente se ha
utilizado para simular sistemas més complejos [7, 18, 77, 8, 46, 82, 83]. Con la DPD,
el fluido es simulado mediante puntos que se mueven por el espacio, intercambiando
entre si momento y energia, y generando un comportamiento hidrodindmico [23]. En
el modelo se postulan cuales son las fuerzas con las que interaccionan dichos puntos,
de forma que conserven la energia y el momento lineal del sistema. Este modelo
adolece de ciertos problemas [36, 74, 59|, pues no permite una eleccién arbitraria de
la ecuacién de estado y no se sabe, a priori, qué coeficientes de transporte estamos
utilizando. En cuanto a las fluctuaciones térmicas, se introducen en DPD de forma
muy sencilla, pero no existe un criterio claro sobre la dependencia de las fluctuaciones

en funcién de la cantidad de fluido representada por cada punto.

Recientemente, se ha desarrollado un método de simulacion denominado Smoothed Dissi-
pative Particle Dynamics (SDPD) [26], que introduce mejoras respecto al modelo DPD.
Para desarrollar la SDPD, se utiliza el formalismo termodinamico denominado GENERIC
(34, 68, 67] que establece la estructura general de las ecuaciones de evolucién de un sis-
tema que cumpla las dos primeras leyes de la termodinamica y el teorema de fluctuacion-
disipacion. Utilizando este formalismo termodinamico se puede desarrollar un modelo
general de fluido, representado mediante particulas, que se transforma en un modelo SPH
cuando definimos el volumen como se hace en dicha técnica, con la diferencia, de que aho-
ra, tenemos en GENERIC una guia para introducir las fluctuaciones térmicas de forma
consistente. Por lo tanto, la SDPD tiene las mejores cualidades de los dos modelos DPD

y SPH:

1. Como en la SPH, se permite una eleccion arbitraria de la ecuaciéon de estado.
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2. Dado que el modelo SDPD es una discretizacién de las ecuaciones de Navier-Stokes,
existe una relacién clara entre los coeficientes de transporte y los pardmetros de la

simulacién.

3. Como en la DPD, podemos introducir fluctuaciones térmicas.

y alguna més: [89]

= Las fluctuaciones térmicas se introducen de forma consistente, de tal manera que se
cumple el teorema de fluctuacién-disipacién de forma automatica (sin necesidad de

ajustar ningin pardametro).

Asi pues, podemos decir que el modelo SDPD es un modelo SPH en el que se han intro-

ducido fluctuaciones térmicas de forma consistente.

1.4. GENERIC

Resumiremos brevemente en este apartado el formalismo termodinamico GENERIC, que
es clave en el desarrollo del modelo SDPD y que utilizaremos en la formulacion de los
modelos de simulacion que presentaremos en esta tesis.

El formalismo GENERIC ( General Equation for the Nonequilibrium Reversible-Irreversible
Coupling) (34, 68, 67] es una estructura termodindmica que surge tras la bisqueda de una
estructura comun en las ecuaciones dinamicas para procesos fuera del equilibrio que cum-
plan la primera y segunda leyes de la termodindamica. Esta estructura nos permitira de-
sarrollar modelos de simulacion de fluidos termodindmicamente consistentes mediante
particulas, es decir, modelos de particulas en los que se cumpla el teorema de fluctuacién-
disipacion, en los que la entropia aumente con el tiempo y en los que la energia y otros
invariantes del sistema, como por ejemplo el momento lineal, se conserven.
Distinguiremos dos partes en las ecuaciones dindmicas de las variables relevantes: la parte
determinista y la parte no determinista. Un sistema que sigue una dindmica determinista,
tiene la propiedad de que si conocemos el estado completo del sistema en un momento

dado, y sabemos con exactitud las interacciones que se dan en éste, seremos capaces de
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determinar con total exactitud cualquier estado futuro del sistema, e incluso describir con
exactitud cualquier estado por el que el sistema ya haya pasado. La existencia de sistemas
deterministas en el mundo real esta limitado por la Teoria del Caos: al no poder conocer
con total precisién el estado de un sistema, no podremos reproducir con total exactitud
un estado futuro de dicho sistema. No obstante, el interés en los sistemas deterministas
no desaparece por esta restriccién, pues si conocemos con suficiente exactitud el estado
actual de un sistema determinado, podremos predecir con suficiente precisién el estado
del sistema en un futuro cercano. A su vez, la dindmica determinista de un modelo, se
puede dividir en dos partes: las dindmicas reversible e irreversible. La parte reversible de
la dindmica se refiere a la parte de la dinamica que no cambia la entropia del sistema.
Para conseguir hacer un proceso reversible, el sistema tiene que ir desde un estado de
equilibrio hasta otro, pasando por infinitos estados de equilibrio. Por supuesto, los procesos
puramente reversibles son procesos ideales, y no pueden darse en la naturaleza, pues la
accion de llevar al sistema a través de infinitos procesos de equilibrio requiere un tiempo
infinito. Por esta razdn, es necesario incluir en el modelo una dinamica irreversible, que se
refiera a los procesos en los que la entropia si que cambia, o dicho de otra forma, supongan
que hay algun tipo de reordenamiento en la estructura interna del sistema. Entre otras
aportaciones irreversibles, se encuentran los procesos de friccién, o los intercambios de

temperatura.

Hemos de notar que cuando hacemos un modelo de particula fluida como el que estamos
proponiendo en este trabajo, estamos describiendo el sistema con muchisimas menos va-
riables que si hacemos una descripcion microscépica. En esta tltima, el sistema queda
determinado por ciertas variables de las moléculas que lo componen, mientras que en
el modelo que vamos a desarrollar, el sistema queda determinado por las variables que
hayamos asignado a las particulas fluidas. Dado que cada particula fluida representa una
porcion del sistema que contiene un nimero muy grande de moléculas, hemos disminui-
do notablemente el niimero de variables necesarias para la descripcion del fluido. Este
proceso de reduccion de variables, sustituyendo las variables microscopicas por variables
mas gruesas, se denomina coarse graining. Al hacer coarse graining se pierde informacion

del sistema en el proceso. Esta informacion perdida se puede modelar anadiendo cier-
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tos términos aleatorios, que llamaremos fluctuaciones, a las ecuaciones de la dinamica; las
fluctuaciones estan relacionados con la dinamica irreversible mediante el Teorema de Fluc-
tuacion-Disipacion. La dinamica descrita por estos términos aleatorios la denominaremos
dinamica no determinista.

Como veremos, en el caso de un fluido las fluctuaciones seran importantes cuando tratemos
con sistemas que tengan longitudes tipicas por debajo de las micras. Si vamos aumentando
el tamano del sistema, estas fluctuaciones son cada vez menos importantes, hasta llegar
a ser despreciables.

Supongamos que x es el estado de un sistema en un determinado nivel de descrip-

cién. La ecuacion que describe su dindmica determinista viene dada, segun el formalismo

GENERIC, por:

dx oF oS

— =L - —+ M. - — .

dt ox + ox (1.11)
\?,_/ \Tﬁ/

Tanto la energia E como la entropia S son funciones del estado « en el que se encuentra el
sistema. Las matrices L y M satisfacen ciertas propiedades: L es antisimétrica, mientras
que M es simétrica y positiva semidefinida. También se cumplen las siguientes condiciones

de degeneracion:

88
L - = .
5 =0 (1.12)
OF
M- — = .
5 =0 (1.13)

Estas propiedades aseguran la Primera y la Segunda Ley de la termodindmica, es decir:
E =0y S >0.En el caso de que existan otros invariantes dindmicos I(z) en el sistema,

entonces se pueden anadir dos condiciones més:

ol OE
5 Lo =0 (1.14)
I pp.95 (1.15)

ox ox
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lo que asegura que [ = 0.
Si ademas suponemos que las fluctuaciones no son despreciables, tenemos la siguiente

ecuacién diferencial estocastica:

OF oS 0 .

El término estocastico dx es una combinaciéon lineal de incrementos independientes del

proceso de Wiener, y satisface la regla mnemotécnica de Ito:

dedz’ = 2kp M dt (1.17)

donde kp es la constante de Boltzmann. Esta tltima ecuacién es una representacion
del teorema de fluctuacién-disipacion, que expresa el hecho de que la amplitud de las
fluctuaciones térmicas es proporcional a la matriz disipativa M. Nétese que la ecuacion
(1.17) implica que la matriz M es simétrica y positiva definida.

Otra forma de escribir el término estocastico dx es la siguiente:

d@" = b (x)dW" (1.18)

donde los superindices de refieren a las componentes tensoriales y donde los ruidos dW

cumplen la regla mnemotécnica de It6:

AWHIW?" = " dt (1.19)
Entonces, podemos escribir la ecuacion (1.17) como:

1 ! !
MY = b (1.20)

Para garantizar que la energia total y los invariantes dinamicos no cambian en el tiempo,

un requerimiento mas fuerte es que se cumpla:
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or
5y 12 =0 (1.21)
or .

Estas dos ecuaciones, que son una buena guia para construir el ruido térmico en nuevos
modelos, tienen una explicacién geométrica sencilla: consideremos el espacio determinado
por las variables relevantes @ del sistema. Entonces E(x) = Er es la hipersuperficie de
los puntos de este espacio en los que el sistema tiene la energia total Er. Dado que g—i
es un vector perpendicular a la hipersuperficie E(x) = Er, la ecuacién (1.21) expresa
el hecho de que el cambio infinitesimal que se da en las variables relevantes debido a la
presencia de fluctuaciones, representado por el vector dx, es tangente a la hipersuperficie
E(x) = Er. Esto hace que el sistema se mueva infinitesimalmente sobre esta hipersu-
perficie, asegurando entonces que la energia se conserve. La interpretacién geométrica de
(1.22) es similar.

Existe una ecuacion de Fokker-Planck equivalente a la ecuacion diferencial estocéstica

GENERIC (1.16):

OP(z,t)  Q OF 85 5, 0
o = g |E@) 5 Plat)+ M(x) o—P(@, )| + kpg s M(x) - 5P, t)

(1.23)

La funcién de distribucién de equilibrio que es solucion de la ecuacién de Fokker-Planck
viene dada por la formula de Einstein para las fluctuaciones que, teniendo en cuenta los

invariantes dindmicos del sistema, se puede escribir como [22]

Plx) — Ai[a (B(e) — Eo) 6 [I(z) — I] exp {%? } (1.24)

donde A es una constante de normalizacién.
Como ya hemos dicho, el formalismo GENERIC determina cudl es la estructura general de
la evolucion de los sistemas que cumplen la primera y segunda leyes de la termodinamica

y el teorema de fluctuacién-disipacion, lo que permite reescribir las ecuaciones dinamicas
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Figura 1.1: Capitulo 2: modelo SDPD de fluido newtoniano. El fluido se representa me-
diante un conjunto de particulas, denominadas particulas fluidas. En la figura, en la que
se muestra el esquema de un fluido SDPD bidimensional, aunque representemos cada
particula fluida como una pequena bolita, en realidad, es un objeto mds difuso, cuyas
propiedades se calculan utilizando un polinomio de interpolacion en un entorno de radio

Tewr Glrededor de su posicion.

de sistemas ya formulados de un modo mas general. Por ejemplo, se ha comprobado
que cumplen la estructura GENERIC las ecuaciones de Navier-Stokes, las ecuaciones de
evolucién de modelos de suspensiones poliméricasj o las de la hidrodinamica relativista
entre otras [68, 67]. Pero en esta tesis utilizaremos GENERIC para desarrollar nuevos
modelos asegurandonos, de esta forma, de que las ecuaciones que los describen no son

inconsistentes desde el punto de vista fisico.

1.5. Desarrollo de la tesis

El objetivo de esta tesis es, como ya hemos dicho, desarrollar una técnica de simulacion
que permita estudiar las condiciones que se dan en la micro-reologia. El modelo SDPD
permite modelar fluctuaciones térmicas de forma consistente, cumpliéndose ademas la
primera y segunda leyes de la termodindmica. También permite introducir condiciones de

contorno moviles y con geometrias complejas de forma relativamente sencilla. Asi pues,
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FLUIDO SIMPLE CON PAREDES SUSPENSION COLOIDAL

¢ L
(N

Figura 1.2: Capitulo 3: Figura de la izquierda: esquema del modelo SDPD de fluido simple
cuando hay paredes planas como condiciones de contorno. La fuerza de la pared sobre
las particulas que representan al fluido es tal que éstas no podrdn penetrarla, ni resbalar
por su superficie (no slip). Figura de la derecha: esquema del modelo SDPD de suspen-
sion coloidal. La interaccion entre las particulas que representan al fluido y las particulas

coloidales se modela de la misma forma que para las paredes.

el modelo SDPD nos parece idéneo para desarrollar el trabajo de esta tesis. Presentamos

a continuacion un esquema de cémo esta estructurada la tesis:

» En el capitulo 2 describiremos el modelo SDPD para un fluido simple (newtoniano
y sin particulas coloidales). En la figura 1.1 se muestra un esquema explicativo de
este modelo, que ya fue desarrollado en [26] y que sirve de base a los deméas modelos

presentados en esta tesis.

= En el capitulo 3 se describe un modelo SDPD de suspension coloidal en solvente
newtoniano. Como ya hemos dicho, una suspensién coloidal es un fluido que en su
seno tiene particulas microscopicas. El comportamiento macroscépico del fluido se
ve alterado por la presencia de estas particulas. Como aproximacién al problema
de las condiciones de contorno fluido-particula coloidal, desarrollaremos un método
para anadir paredes rigidas al fluido, describiendo cuéles son las interacciones fluido-
pared (ver primer esquema de la figura 1.2). Esta interaccién tendra dos partes: una

reversible, que da cuenta de la impenetrabilidad de la pared por el fluido, y otra
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FLUIDO VISCOELASTICO

Figura 1.3: Capitulo 4: esquema del modelo SDPD de fluido viscoeldstico. El fluido es

representado mediante particulas fluidas que en su interior albergan multitud de pequenos

resortes. El estado eldstico de cada particula fluida viene dado por un tensor, denominado

tensor de conformacion.

irreversible, que describe cudl es la friccién sobre el fluido. La suspension coloidal (ver
segundo esquema de la figura 1.2) se modela mediante un conjunto de esferas rigidas
sumergidas en el fluido, que intercambian momento y energia con las particulas
SDPD. Las condiciones de contorno desarrolladas para paredes planas, nos serviran

para describir las interacciones fluido-particula coloidal.

En el capitulo 4, modelaremos un fluido viscoelastico sin particulas coloidales. Para
ello, supondremos que en cada particula SDPD hay inmersos multitud de polimeros
que modelaremos como resortes lineales (ver figura 1.3). Podremos, entonces, anadir
a cada una de las particulas que representan al fluido una nueva variable, denomi-
nada tensor de conformacién. Este nos da informacién acerca de cuél es el estado
elastico de la particula. Asi mismo, es en este modelo en el que mejor se aprecia la
potencia del formalismo termodindmico GENERIC [34, 68, 67], pues el desarrollo
de modelos de fluido viscoeldstico méas complejos sélo requiere que redefinamos la

entropfia.

= En el capitulo 5 construimos finalmente un modelo de suspensién coloidal en un
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SUSPENSION COLOIDAL
EN UN MEDIO VISCOELASTICO

Figura 1.4: Capitulo 5: Esquema del modelo SDPD de particulas coloidales inmersas en
un medio viscoeldstico. El solvente se modela de forma similar a como se hace para un
fluido viscoelastico en el capitulo 4; las interacciones solvente-coloide son similares a las

utilizadas en el capitulo 3.

medio viscoeldstico (ver figura 1.4). Al igual que en el capitulo 3, primero estudiare-
mos, como aproximacion al problema, la forma en que se pueden introducir paredes
planas en el modelo de fluido viscoelastico. Posteriormente, usaremos las condiciones

de contorno fluido-pared para describir la interaccién fluido-coloide.

La forma en que se construyen los tres modelos anteriores sigue siempre las mismas
pautas. Primero desarrollamos un modelo de particulas general utilizando el formalis-
mo GENERIC. Este modelo es termodinamicamente consistente, por lo que la energia del
sistema permanece constante, y su entropia crece con el tiempo. Este modelo resulta ser
bastante general pues faltan algunas cantidades por determinar: la definicién del volumen
de las particulas que representan al fluido, la ecuacién de estado y las amplitudes de las
fluctuaciones térmicas. Al hacer estas definiciones de forma adecuada, obtendremos ya un
modelo que nos permitira simular el sistema y poder abordar algunas de las cuestiones

planteadas sobre la micro-reologia.
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Capitulo 2

Modelo de fluido newtoniano

El modelo SDPD (Smoothed Dissipative Particle Dynamics) de fluido newtoniano ya fue
publicado en [26] y, aunque no es original de esta tesis, lo presentamos en este capitulo a
modo explicativo, pues en €l se basan todos los demas modelos que vamos a desarrollar.
El principal requisito que queremos que cumpla nuestro modelo es el de ser termodinami-
camente consistente, lo que implica que queremos que la energia del sistema sea una
constante del movimiento, y que la entropia nunca disminuya con el tiempo. Otra condi-
cién que es importante para tener consistencia termodinamica en nuestro modelo es el
cumplimiento del teorema de fluctuacién-disipacion. Nétese que este teorema carece de im-
portancia si vamos a simular sistemas con longitudes caracteristicas grandes, como ocurre,
por ejemplo en el caso de simulaciones de barcos, aviones, olas de mar u otros objetos
macroscopicos, en los que las fluctuaciones térmicas son despreciables. Los sistemas que
nosotros pretendemos simular tienen longitudes caracteristicas del orden del micrémetro,
por lo que en ellos si que son importantes las fluctuaciones térmicas. Por tltimo, tam-
bién pediremos que se cumpla la ley de conservacion del momento lineal. El formalismo
GENERIC (General Equation for the NonEquilibrium Reversible-Irreversible Coupling)
(67, 34, 68] presentado en el capitulo 1 que, de forma general, describe la dindmica fuera
del equilibrio de un sistema termodinamico para cierto nivel de descripcion, serd nuestra
guia para construir un modelo que cumpla todos estos requisitos.

En la seccién 2.1 utilizaremos GENERIC para desarrollar el modelo general de un fluido

representado mediante un conjunto de particulas, de forma que cada una de ellas sea una

21
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porcién del fluido que interacciona con las deméds intercambiando momento y energia. El
estado de dichas particulas, a las que denominaremos particulas fluidas, vendra determi-
nado por un conjunto de variables relevantes; en este caso: posicién, momento y entropia.
Ademas, les dotaremos también de masa y de una serie de variables dependientes de las

relevantes: volumen, densidad, energia, temperatura, etc.

El modelo que obtendremos es general en el sentido de que queda por determinar cémo
definiremos el volumen de las particulas fluidas. De esta definicion dependera la técnica
de simulacion que posteriormente obtendremos. Por ejemplo, si utilizamos cada particula
como un nodo para construir una red de Voronoi, y definimos el volumen de las particulas
como su correspondiente volumen de Voronoi !, se obtiene un modelo de fluido de particu-
las de Voronoi [78, 79]. En la seccién 2.2 definiremos el volumen de cada particula fluida
mediante una funcién de interpolacion sobre sus particulas vecinas, tal y como se hace en
la técnica SPH (Smoothed Particle Hydrodynamics) [64]. Comprobaremos entonces que el
modelo SPH es un caso particular del modelo GENERIC de particulas fluidas, lo que nos
permitira incluir de forma consistente las fluctuaciones térmicas en el modelo, formulando

entonces el modelo SDPD.

2.1. Modelo GENERIC de un fluido newtoniano

Modelaremos el fluido mediante un conjunto de Ng particulas que denominaremos particu-
las fluidas. El estado de cada una de ellas quedara determinado por su posicién 7;, su
momento p, y su entropia s;, magnitudes que utilizaremos como variables relevantes del
sistema. Ademds, las particulas tienen también una masa m = My /Np, igual para to-
das ellas y constante en el tiempo. Una particula fluida es lo suficientemente grande como
para que pueda entenderse como un sistema termodinamico movil, pero lo suficientemente
pequena como para que esté sometida a fluctuaciones térmicas. El estado @ del sistema

tiene la siguiente forma:

1Sea un conjunto de nodos situados en el espacio. El volumen de Voronoi de un nodo se define como
el correspondiente al lugar geométrico que se encuentra mas cerca de dicho nodo que de ningin otro.
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T
TNp
Dy T
r — = | p, (2.1)
Dy Si
S1
SNp

Si conocemos la posicion, momento y entropia de todas las particulas fluidas en un mo-
mento dado, tendremos informacion suficiente como para conocer el estado del sistema
en dicho momento. Cualquier otra cantidad que nos interese del sistema, se puede es-
cribir en funcién de estas variables (y de la masa, que no consideramos variable relevante,
porque hemos impuesto que no evoluciona con el tiempo). Dos cantidades que van a ser
importantes para la dinamica del sistema son el volumen V; y la energia interna e; de las

particulas fluidas. Supondremos que el volumen es funcién de la posicion de las particulas:

Vi = Vi(rl,...,’rN) (22)

La explicacién de esta dependencia se basa en la idea de que si una particula ¢ tiene muchas

particulas cerca, su volumen sera menor que si tiene pocas, pues tiene que compartir el
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espacio de su vecindad con mas particulas.
En cuanto a la energia interna, supondremos que es funcién de la masa m, de la entropia

s; y del volumen V; de la propia particula:

e; = e(m, s;, Vi) (2.3)

La dependencia de e; con m la obviaremos a partir de ahora, pues la masa es la misma
para todas las particulas fluidas. Noétese que la energia interna tiene una dependencia
con las posiciones de las particulas fluidas a través del volumen de la particula i. Cada
particula tiene también una presion P;, y una temperatura 7;, dadas por la ecuacion de

estado:

Oe
T, = B, (2.4)
Oe
P = — 2.
25)

Proponemos las siguientes expresiones para la energia y la entropia del sistema:

2m

E(x) = iF: [p? +6(Vi,si)] (2.6)

S(x) = Zsi (2.7)

es decir, la energia del sistema es igual a la suma de las energias cinéticas e internas de las
particulas fluidas, y la entropia total es igual a la suma de las entropias de cada particula
que compone el sistema.

Para poder utilizar el formalismo GENERIC, tenemos que derivar la energia y la entropia

respecto de las variables relevantes. Las derivadas de la energia son

OF AL
- _ _ Pt
or; Z ! or;
=1
or
8 pj ’U] ( 8)
or _—

ds;
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mientras que las derivadas de la entropia son

95 _

8'rj

05

— =0 2.9
o, (29)
95 _

aSj

2.1.1. Dinamica determinista

A continuacién presentamos la parte determinista de la dinamica del modelo, que la
dividimos, como ya apuntamos en la introduccién, en una parte reversible, en la que
los campos del fluido cambian por adveccion, y una irreversible, en la que las particulas

fluidas interaccionan entre si, reorganizando su estructura interna.

Dinamica reversible

La dinamica reversible del sistema viene dada, segin el formalismo GENERIC, por la
parte reversible de la ecuacién (1.11), que aplicada a nuestras variables relevantes, se

escribe explicitamente como:

- rr rp TS _\Nr Vg

T Lij Lz’j Lij k1 B or;
Np

. — § pr pp ps ,

p; L;; L L; V; (2.10)
Jj=1

b ST Sp SS

La matriz L es una matriz en bloques, cuyos elementos L;; hemos de determinar. Para
ello, exigiremos ciertas propiedades al sistema, que se traduciran en una serie de requisitos

que ha de cumplir esta matriz.

= Queremos que la velocidad de cada particula fluida se corresponda con el cambio en

el tiempo de su posicion, es decir, queremos que r; = v; se cumpla exactamente.
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Esto se consigue haciendo:

LY = LP=0

donde 1 es el tensor identidad, y d;; la delta de Kronecker; como la matriz L es

antisimétrica, también tenemos que:

Ly =0

Con este requisito hemos determinado los elementos de la primera fila y de la primera

columna.

» Debe cumplirse la condicién de degeneracién (1.12).

Esta condicién, como ya dijimos en la introduccion, asegura que se cumpla la se-
gunda ley de la termodinamica, que para un proceso reversible se limita a hacer que
la entropia permanezca constante en el tiempo. De esta forma, determinamos los

siguientes términos:

L? = L3=0 (2.13)

y por ser la matriz L antisimétrica:

LY = 0 (2.14)

= Sélo queda un término de la matriz L por determinar: Lff . Este término tiene que
anularse, pues si no, la evolucién reversible del momento lineal de las particulas

dependeria de su velocidad o de la velocidad de otras particulas. Por lo tanto
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L’ =0 (2.15)

De esta forma, hemos determinado todos los bloques de la matriz L, obteniendo la si-

guiente expresion:

0 15; 0
L=|-15, o0 o0 (2.16)
0 0 0

que al sustituirla en la parte reversible de la ecuacién (1.11), nos permite obtener la

dindmica reversible del sistema.

T |rev = v
Np
OV
Pl = 2P (2.17)
k=1

rev

La primera de estas ecuaciones, muestran el hecho de que las particulas se mueven de forma
consistente con la velocidad que tienen. La segunda representa la evolucion del momento
de las particulas fluidas debido al gradiente de presiones. De hecho, esta ecuacién sugiere

la siguiente expresion discreta, asociada a la particula ¢, para dicho gradiente:

N,
1 0V,
(VP) = =52 5.0 (2.18)
ijl (2

La tercera ecuacién de (2.17) determina que la entropia de las particulas individuales no
cambia, lo cual, teniendo en cuenta (2.7), asegura la reversibilidad del proceso descrito

por estas ecuaciones.
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Dinamica irreversible

Para calcular la dinamica irreversible del sistema, que viene dada, segun el formalismo
GENERIC, por la parte irreversible de la ecuacién (1.11), necesitamos determinar cémo
es la matriz M. Esto lo haremos utilizando el teorema de fluctuacién-disipaciéon, dado

por la ecuacion (1.17). Las fluctuaciones d tienen la siguiente expresion

dr;

dz = | dp, (2.19)

ds;
Como no queremos procesos irreversibles asociados al cambio en la posicién de las particu-

las, exigiremos que d7; = 0, Vi. Sustituyendo (2.19) en (1.17) se obtiene

_ e 5.d3. 2.20
Shpdl 0 dpdp; dp;ds; ( )

0 didp;,  dids

es decir (nétese que la matriz M es simétrica)

1

MP — —— _dp.dp.

i gt “PiPi

s s |
1

M3 = ds;ds ;

ij et 1T

Tenemos ahora que determinar qué forma tienen estos términos estocasticos. Postularemos
que estos ruidos, para una particula fluida dada, se deben a interacciones a pares con otras

particulas fluidas:
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Np
dp; = Zdﬁzj
7=1
Np Np
7=1 7=1

donde T; es la temperatura de la particula ¢. El término dp,; representa un intercambio
espontaneo de momento de la particula j a la particula ¢, debido a una fluctuacién térmica.
Como el momento ha de conservarse, debe cumplirse: dp;; = —dp;;. Asi mismo, el término
dg;; en la ecuacién (2.22), representa la cantidad de energfa traspasada de la particula j
a la particula ¢ debido a una fluctuacion térmica. Dado el significado de esta cantidad,
debe cumplirse que: dg;; = —dg;;. El término de;; se interpreta como un intercambio de
calentamiento viscoso de la particula j a la particula ¢ debido a una fluctuacion térmica;
este término es necesario anadirlo para que se conserve la energia, es decir, para que se
cumpla (1.21).

Inspirados en [25], esperamos que la disipacién debida a un esfuerzo cortante esté asociada
a una matriz aleatoria simétrica y sin traza, y que la disipacién debida a esfuerzos normales
se asocie a una matriz aleatoria diagonal. Por eso postulamos los términos estocasticos

dp, y ds; de la siguiente manera:

Np

N — 1
1 & 1 Jr
j=1 J=1
Términ:viscoso Térm. c;;duccic')n

donde D es el nimero de dimensiones del sistema y el operador tr da como resultado la
traza del tensor sobre el que se aplica. e;; es el vector unitario que va en la direcciéon y
sentido del vector r;—7; y v;; = v, —v;. El término dW;; es una matriz de incrementos de
Wiener independientes, dV;; es un incremento de Wiener y dWij es una matriz simétrica

sin traza, dada por
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__ 1 1

Los términos A;;, B;; y C;; los llamaremos amplitudes del ruido térmico y nos dan informa-
cion acerca de lo importantes que son las fluctuaciones térmicas en el sistema. Exigiremos

las siguientes propiedades de simetria:

AW, = dW

dv; = —dVj;

Ay = Ay (2.26)
ij = i
ij Ji

Se debe tener en cuenta, que A;;, B;; y C;; pueden depender, en general, del estado « en
el que se encuentre el sistema. Los procesos de Wiener de dW; y de dV}; satisfacen las

reglas mnemotécnicas de Ito:

AW AWDT = [6,5675 + 8ip67;] 6°°5° 7 dt
dVipdWS = 0%

donde los superindices se refieren a componentes tensoriales.
Utilizando las derivadas de la energia y como debe cumplirse la ecuacién (1.21), obtene-

mos:

Np

> (vj-dp;+Tyds;) = 0 (2.28)

j=1
Por otro lado, como el momento total P es un invariante del sistema, entonces tiene que

cumplirse la ecuacion (1.22)
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Np
D dp; = 0 (2.29)
j=1

No es dificil ver que tanto (2.28) como (2.29) se cumplen.
Con todas estas ecuaciones se pueden obtener los elementos de la matriz M. Sustituyendo

(2.23) y (2.24) en (2.21), y utilizando las reglas mnemotécnicas de It6 (2.27), se obtiene

pp 1 — Azzk 2 2\ EikCik

7 2 2 ij €4
2] 1+ eijei;] — [Bij - Aij} #]

ps __ P
M? =M =

0y s [ A2 2 2
= (v + (€ - Vi) €] + (Bi, — AZ)

(eik : vik) eik:| -

4kpT; — 2 D
1 [A% , ,\ e (e i)
o7y | 3o e e o]+ (85 — ) 224050
Ng 2
ss 0ij A?k 2 2 2 2 (€ir - vir)
Ms = 8kBTTkz< y Lt e va )] o (Bl = A) =257 )

L (A (02 + (e - vy)?)] + (B — A2) (e -vy)" |
8]{}37}7} 2 v ) 1] 1] D

Np
1 2 2
9 Yo e 2.
Ty (513 ;le 2 c”> (2.30)

Ahora ya podemos escribir la parte irreversible de la dindmica como

T 0 0 0 0
N
D; - Z 0 M ?Jp M fjs 0
j=1
. sp £
% irrev 0 MZ] M” 1

es decir
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=0

L ‘ irrev

Np
) 2
Pilirw = = :{%"Uzj + [az‘j (1 - 5) + bz‘y} (eij - vij) ez’j} (2.31)

j=1

Np 1 Np 1 Np 9
. 2
Tiilmey = — Ty + B > aiv; + B > {%’ <1 - _D) + bz’j] (vi; - €i5)
j:l j:l j:l

donde

A (1 L
ai. o _ JR— JR—
T 8kp \T, T,

B (1 1
b = Yol 4= 2.32
S I
9T 2kpT,

Asi pues, la evolucion irreversible del momento lineal depende de términos que involucran
diferencias de velocidades entre particulas, que hacen que éstas tiendan a llevar la misma
velocidad: son términos de friccién. En la ecuacién de evolucion de la entropia, el primer
sumatorio es un término conductivo causado por la diferencia de temperaturas de la
particula ¢ con sus vecinas, mientras que el resto de los términos causa cambios en la

entropia mediante procesos viscosos.

2.1.2. Dinamica no determinista

Cuando el ruido térmico se tiene en cuenta, hay que anadir més términos a las ecuaciones
de evolucion de las variables relevantes. Estas, de acuerdo con la ecuacién diferencial

estocdstica (1.16) del modelo GENERIC , vienen dadas por
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NF 2
dp;, = Z; {aij'vij + [au’ <1 - 5) + bz’y} (€5 - vij) ez‘j}
8Mf?’ 8M5p
+kg L+ dt + dp;
Op; 83]
Edsi = ;CU + Z {CL” |:a,z] (]_ — E) + sz:| (’UU 813)2} +
OM?? 8MSS
kg A dt + T;ds;
op; 0s;

Sélo falta por determinar la expresién de los términos kga%j - M ;;; no obstante, uti-
lizaremos el método propuesto por Wilkie [96] para integrar las ecuaciones diferenciales
estocdsticas, y como veremos, no sera necesario calcular dichos términos. La principal ven-
taja del método de Wilkie, es que sustituye el problema de la resolucién de una ecuaciéon
diferencial estocastica por el problema de la resolucion de una ecuacion diferencial ordi-
naria con un término aleatorio.

Consideremos una ecuacion diferencial estocastica general de Ito de la forma:

donde a; y b;; son lo suficientemente regulares, y no dependen explicitamente del tiempo.

Introducimos la funcién

F(X) = a(X) - 1 ]k(X)gi bir(X) + bij(X)Agj

(2.35)

para un paso de tiempo At y un incremento del proceso de Wiener AW;. De acuerdo con
el método de Wilkie, podemos obtener una aproximaciéon del estado X" a partir del

estado X", donde los superindices se refieren al nimero de paso de tiempo, como sigue:

1
Xn+1 — Xn+6(K1+2K2+2K3+K4) (236)
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donde

K} = AtF;(X™)
1
K? = AtF, <X”+§K1)

1
K} = AtF, (X" + §K2) (2.37)
K} = AtF; (X"+ K°)
Comparando esta aproximacion con el método Runge-Kutta de cuarto orden usual, ve-

mos que la resoluciéon de la ecuacion diferencial estocastica anterior es equivalente a la

resolucién de la siguiente ecuacion diferencial ordinaria:

1 0 aw,
§bjk(X)a—ijik(X) + by (X) o

X; = F(X) — X; = a;(X) — (2.38)

con la unica diferencia de que el término de ruido dW,/dt se calcula una vez al principio

de cada paso de tiempo como

dW; 1
— —
dt VAL

donde (; es un nimero aleatorio segtin una distribuciéon normal de media cero y de varianza

G (2.39)

uno.
Aplicando este método a la ecuacién de evolucion de las variables relevantes del formalismo
GENERIC (1.16), podemos comprobar que resolver esta ecuacién diferencial estocéstica

es equivalente a resolver la siguiente:

oL oS 0 1 0
de; = |Lj-—+M;;-—+kp=— M;; — =bj, - — - by+| dt + b;;dW;
v / 8IEJ' + / awj * Ba.’B]’ / 2 / 8:13]- k+:| + J I
(2.40)
Teniendo en cuenta (1.20) y (1.19), podemos hacer el siguiente calculo:
0 1 0 0
kp=— - M,; —\ b =— b+ b — b 2.41
B(‘?azj / 2 ( F 833j i * I 8(13j k) ( )
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con lo que, utilizando (1.18)), la ecuacion (2.40)

oF 0s 1 0
dz; = |Li-—— + M, - — + =by - — - byy,| dt + di; 2.42
* J awj + J 8:1:]- +2 K &L'j 7k +aw ( )

Por 1ltimo, teniendo de nuevo en cuenta (1.18), podemos hacer:

0 0
bir - —— - bydt = dz; - — - d; 2.43
F 8ccj Ik r 8:1:j wj ( )
Obteniendo
oF oS 1 0
dz; = |Lj-—— + M- — + —d#; - — - d&; | dt + di; 2.44
* J &vj + J awj + 2dt * 8:cj wj +dx ( )

Efectivamente, para resolver numéricamente las ecuaciones del modelo, no es necesario

calcular VM, sino los siguientes términos

d
d~ %xxf =0 (2.45)
J

adI 1 _ 1 5 1 814 " aB "
d L= d —dd — it W L AW e
b O 2dt pzz; [ C; %7 2T; Z < ds; ik T+ ds; D r[dW i) : e]k”]k)]

_ Np
1 ~ 8dxj . 1 -~ 1 - 1 aA]k (9B]k 1 .
thdsz o, = thdsl jEZl _Cj ds; — 2T] 321 ( Js, AW i + b5, Dtr [AW ] = ejpvjp+
8Cjk
dV;
0s; ]k>
k=

que hemos calculado facilmente utilizando las reglas de 1t6 (1.19). dp, y dS; vienen dados

por (2.23) y (2.24) respectivamente y

or; T,
_ 4 2.4
88]' Cj ( 6)

siendo C} la capacidad calorifica a volumen constante de la particula j.
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2.2. Modelo SDPD de fluido newtoniano

En el modelo GENERIC de particulas fluidas que acabamos de presentar (ecuaciones
(2.33)), hay algunas cantidades que no han sido determinadas de forma explicita: el vo-
lumen de las particulas, las amplitudes de las fluctuaciones térmicas y algunas variables
dependientes que vienen dadas por la ecuacion de estado, como son la energia, la tempe-

ratura y la presion.

Como ya hemos explicado anteriormente, procederemos ahora, al igual que en el modelo
SPH [64], a discretizar las ecuaciones de Navier-Stokes utilizando un polinomio de in-
terpolacion denominado kernel. Como resultado obtendremos un modelo que es el caso
particular del modelo GENERIC de particula fluida en el que se define el volumen, al
igual que en el método SPH, mediante el kernel. La comparacion entre el modelo SPH
que obtendremos y el modelo GENERIC de particula fluida nos permitira determinar las
amplitudes de los ruidos térmicos y, por tanto, anadir las fluctuaciones térmicas de forma

consistente, obteniendo entonces el modelo SDPD.

En cuanto a la ecuacion de estado de las particulas fluidas, que nos permitira cono-
cer cuales son sus temperaturas, presiones y energias internas, supondremos que éstas
se encuentran cerca de un estado termodinamico de referencia. La ecuacién de estado,

vendra dada entonces por un desarrollo hasta el segundo grado, en torno a dicho estado.

2.2.1. Volumen SDPD

En el modelo GENERIC de fluido simple, una de las cantidades que todavia no hemos
determinado explicitamente es el volumen de las particulas fluidas. La definiciéon que
hagamos de este volumen determina el tipo de modelo que vamos a obtener. Asi pues, si
usamos el volumen SDPD 2, obtendremos el modelo SDPD. Pero si utilizdramos otro tipo

de volumen obtendriamos un modelo diferente [78, 79].

2En realidad, este volumen se define de forma idéntica al volumen utilizado en el modelo SPH. Lo
denominamos volumen SDPD en lugar de volumen SPH para simplificar la exposicién.
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3ircuf Lucy T
Cubic spline ——
Quintic spline—— 7

2/reuf
w(r)

Ureuf -

0.8 1
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Figura 2.1: El kernel es una funcion diferente de cero solo a una distancia menor que
Tewr de la particula fluida. En la primera figura se muestran las grdaficas de diferentes
kernels. La sequnda, es una representacion grdfica explicativa de como se utiliza el kernel

al modelar un fluido bidimensional.

En el modelo SDPD definimos el volumen y la densidad de la particula ¢ como:
1 ali
v:di:ZWﬂri—'rﬂ) (2.47)
(] ]:1

donde W (r) es una funcién que denominaremos kernel, con forma de campana suave que
se hace cero para distancias r mayores que cierto valor r.,, y donde W(r) cumple la

siguiente condicién de normalizacion:

/d’rW(r) =1 (2.48)
La ecuacién (2.47) es una suma de aportaciones a la densidad de la particula ¢ de sus
vecinas: si una particula fluida j estd a una distancia mayor que r.,; de la particula i,
entonces no aporta nada a la densidad de ésta tltima; pero si que lo hace si se encuentra
a una distancia de ¢ menor que 7., aportando méas a la densidad de ¢ cuanto mas cerca
se encuentre de ésta.
Escribimos a continuacion las expresiones de algunas de las funciones que se suelen utilizar

como kernel, en el caso de simulaciones bidimensionales:
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= Funcion de Lucy:

3
(1+3:5) (1-55) sir<ra

5
W(r) = 2.49
)= (2.49)
0 SIT 2> Tew
= Cubic spline:
( 3 3
(2—2—T> —4(1—2—’"> i< Fgt
Teut Tcut
10 3
— A 7 Tcu N
wir) T2 (2 B rm) SLZG% S TS Teut (2.50)
L 0 SL7T > rew
= Quintic spline:
( 5
(3-2) -6(2-2) +15(1- ) Sir < T
Teut Tcut Teut
N (3-7%) -6(2-:%) o gt < <
W =
(r) 478712, .
(3—%) si%%grgrcut
0 SI 7T > Ty

\
Las correspondientes expresiones tridimensionales son similares a las anteriores, sélo que
cambiando la constante de normalizacion. En la figura 2.1 se muestran las graficas corres-

pondientes a estos kernels.

Otra cantidad que conviene introducir es la funcién F(r) definida mediante la siguiente

ecuacion:

VW(r) = —rF(r), F(r)>0 (2.52)
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Figura 2.2: Grdfica de la funcion F(r) para distintos kernels.

Las expresiones explicitas de la funcién F'(r) para los kernels que hemos visto, se pueden

consultar en el apéndice A y sus graficas estan dibujadas en la figura 2.2.

2.2.2. Discretizacion de las ecuaciones de Navier-Stokes

Procederemos a continuacion a discretizar las ecuaciones de Navier-Stokes. De acuerdo con
la descripcién lagrangiana, supondremos que la evolucion en la posicion de cada particula

1 viene dada por su velocidad

De acuerdo con la ecuacién (2.47), la densidad maésica de una particula fluida viene dada

por:

x|z

donde hemos considerado que las masas de todas las particulas son iguales. En esta
expresion se puede apreciar claramente lo que significa la cantidad d;: es la densidad
de particulas fluidas, o dicho de otra manera, el nimero de particulas fluidas que hay por

unidad de volumen.

Las ecuaciones de Navier-Stokes en su descripcion lagrangiana vienen dadas por [49]:
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dp
a - PV
dv 9 n
P = —Vp+77VU+<C+§>VV~'U (2.55)
ds
Tp— = & 2T
P + KV

donde p es el campo de densidad del fluido, v su campo de velocidades, p el de pre-
siones, 1" el de temperaturas, n la viscosidad dindmica, ( la viscosidad de volumen, « la
conductividad térmica y donde ¢ se refiere al término viscoso de la ecuacién general de
transferencia térmica.

Sustituyendo (2.54) en (2.55), y anadiendo un subindice i en las expresiones diferenciales

a discretizar, obtenemos:

di = —di(V-v);
o (D) Koo
T;5 = a + 7 (V*T),

De momento, tenemos sélo un sistema de ecuaciones en el que se encuentran involucrados
simbolos tales como (V - v); 6 (V2T),, que sabemos a qué se refieren, pero de los que no
tenemos expresiones. Lo que haremos a continuacion serd calcular explicitamente cada

una de estas cantidades:
Calculo de dl

Derivando respecto al tiempo la ecuacién (2.47), obtenemos:

Np ’
. Vi
j=1 !

donde r;; = r; — r;, y donde v;; = v; — v;. Notese que lo que aporta la particula j a la

evolucion temporal de la densidad de la particula ¢ depende de sus posiciones y velocidades
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relativas. Dada la simetria radial de la funcién F', si el vector que une a las particulas 7
y 7 es perpendicular a la velocidad relativa de sendas particulas, entonces la particula j
no causara variacién en la densidad de la particula 7. Sin embargo, si dichos vectores son

paralelos, la variacion sera maxima.
Calculo de (V - v);
Sustituyendo (2.57) en la ecuacién de continuidad de (2.56), obtenemos:

Np

1
(V-v); = EZF(Tij)rij'vij:

j=1

v
— 2.58
. (259)

También podemos aproximar la velocidad utilizando el kernel de interpolaciéon como

S W (- ),
S Ty (2:59)

y aplicar a esta ecuacién el operador gradiente. Procediendo de esta forma, se obtiene la

siguiente expresion del gradiente de velocidad de la particula ¢

Np

(Vv); = d%z F(rij)rijvg (2.60)

j=1

que es perfectamente compatible con la ecuacién (2.58). De esta forma, hemos compro-
bado que la definicién de la densidad (2.47) y la ecuacién (2.53) ya tienen en cuenta la
ecuacion de continuidad y que, por lo tanto, no es necesario resolverla. Aun asi, existen
casos en los que, debido a que no se puede calcular la densidad facilmente con la ecuacion
(2.47), si que resulta mas ventajoso hacerlo. Esto ocurre, por ejemplo, si queremos hacer

simulaciones SPH de fluidos con superficies libres [62].
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Ciélculo de (VP);

Para calcular (V P); no podemos utilizar una ecuacién parecida a (2.59) tal y como hicimos
con la velocidad, pues el momento total no se conservaria. Tendremos en cuenta conside-
raciones energéticas para realizar el calculo; la energia total del sistema viene dada por la

suma de las energias cinéticas e internas de todas las particulas fluidas del sistema:

Np
m
E=Y" [?uf +ei(si, V) (2.61)
=1

Supongamos un proceso en el que no hay disipacion; la evolucion de la energia viene dada

por la siguiente ecuaciéon

N
BE=0=Y [m'v v — B, (2.62)
=1

donde hemos considerado que en un proceso reversible la entropia de cada particula fluida
permanece constante, y donde hemos usado la ecuacién (2.5) y el teorema de conservacién
de la energia. En ausencia de disipacién, se cumple 7, (, x = 0, y la ecuacién de evolucion

de la velocidad (2.56) queda:

: (VP);
I 2.
v . (2.63)
Ademas, de la ecuacién (2.58), tenemos que:
: 1
Sustituyendo (2.63) y (2.64) en (2.62), obtenemos:
Np
(VP); PP
i i j

J=1
expresion que si que conserva el momento lineal del sistema. Con lo deducido hasta ahora

ya podemos escribir la parte reversible de las ecuaciones de Navier-Stokes:
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’iﬂi|rev. = U
N
. P P
mv’i|rev. = Z |:$ + d_g:| F(’f‘”)’l"” (266)
j=1 L7 J
S = 0

rev.

Notese que estas ecuaciones son compatibles con el hecho de que la entropia no cambia

en los procesos reversibles.
Célculo de (V*v),, (VV -v), y (V?T),

Basaremos el calculo de estas derivadas segundas en la siguiente identidad para una fun-

cién arbitraria A(r) en el caso tridimensional

[ (aw) = A F(e’ ) [5(7»' - :/)7_(:)2— )’ _ mé} — VIVIA() + O (VIAr2,)

(2.67)

o en la siguiente para el caso bidimensional

(' — ) )

/d’r’ [A(r") — A(r)] F(|r" —r|) [4 e - 575} = V'V°A(r) + O (V*ArZ,)
(2.68)

donde los superindices se refieren a componentes tensoriales. Se puede consultar coémo
se calculan estas integrales en el apéndice B. Tomando la traza de (2.67) 6 de (2.68),
dependiendo de si trabajamos en 2D 6 en 3D, obtenemos para ambos casos la misma

soluciéon

2 / dr' [A(r") — A(")| F(]r' —r|) = V-VA(r)+0O (VA‘ATfut) (2.69)

Suponiendo que la escala de variacién del campo A(r) es pequena en comparacién con

Teut, S€ puede discretizar la integral como sigue
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/dr’ — Y V= % (2.70)

por lo que (2.67) queda

Nr rj—r)(r; —r;)°
Z%[A(rj) — A(ry)] F(|r; — 7)) [5( i ri) (g 5 ) —575} = (Wvu(r))ﬁo(v“mgm)
j=1"

(rj —mi)
(2.71)
mientras que (2.68) queda
Nk Yr; —r
5" L () = AGr) Pl — ) [1Z =L ] (9r9iam)) +0 (VA2
d (rj — i)
j=1 "1 J i i
(2.72)
y (2.69)
Ne o
2 T Ay = A(r)] F(lr; — i) = (V- VA(r)), + O (VI Arg,) (2.73)
j=1 "

Las ecuaciones (2.71), (2.72) y (2.73) permiten calcular aproximadamente las segundas
derivadas de una funcién en un punto, a partir de los valores de la funciéon en puntos
vecinos.

Utilizando la ecuacién (2.73) con el campo de velocidades v(r), se obtiene

(Vo(r), = —2) (2.74)

mientras que usando las ecuaciones (2.71) y (2.72) llegamos a las siguientes expresiones

- Zj\g %}J) [5e;j€ei; - vij — V4] en 3D
(VV-v), = (2.75)
- Zj\z FS,“) [de;je;j - v — vy en 2D
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Por 1ltimo, utilizando la ecuacién (2.73) con el campo de temperaturas 7'(r), se deduce

una expresion para la discretizacién de (V*T),

(V’T(r), = -2 (2.76)

i d. Y
j=1

donde T;; = T; — T es la diferencia de temperaturas entre las particulas ¢ y j.
Célculo de (9);

Sustituyendo todos los valores que hemos obtenido hasta ahora en las ecuaciones de

Navier-Stokes (2.56), éstas quedan

r, = v
Np Np Np
Pl P; F(TZ ) F(T’Z)
muv; = Z {? + d_;} E(rij)ri az d-dJ4 ij — ﬁeijeij " Vi
j=1 LY j = it i
Np
2 dd,

5(2+¢) en 3D
a = Z-¢ b = (2.78)

4(3+¢) en2D
Al igual que hicimos para calcular una expresiéon para el gradiente de la presion de la
particula 2, para calcular ahora el término ®; que no conocemos, utilizaremos, de nuevo,

argumentos energéticos, s6lo que ahora consideraremos procesos en los que si que hay

disipacién. Utilizando la ecuacién (2.3) se obtiene

¢ = T8 — PV, (2.79)
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donde hemos utilizado las ecuaciones de estado (2.4) y (2.5). La derivada temporal de la
energia también se puede calcular como haciamos en la ecuacién (2.62), pero teniendo en
cuenta que, como ahora suponemos que hay disipacion, en general, ya no es cierto que

SZIO

N

i=1
Sustituyendo (2.57) y la segunda y tercera ecuaciones de (2.77) en la expresién (2.80) y

despejando, se obtiene la siguiente férmula para el término de calentamiento viscoso ®;

Z(I) - ZZ dn] ZZ dd ij'vij>2 (2.81)
Jj=1 j=1

=1 =1

con lo que podemos identificar ®;

aN
i:@

Np

b F Tiq
E d(dj) (eij . ’Uij)Q (282)
j=1 v

Dinamica determinista completa

A continuacion escribimos explicitamente la dinamica determinista del modelo SDPD:

T, = ’Uz'
Np
, P, P F(ry)
p; = Z Ll? dJ Fri)ry =) T (avy; +beyei; - vig) (2.83)
j=1 L7 j=1 "
Ng Nr
: F(ry) (a o b 2 F(ry;)

stas ecuaciones expresan cémo evolucionan con el tiempo la posiciéon, momento linea
Est 1 1t 1 , to lineal
y entropia de cada particula fluida ¢ que representa al fluido. Veamos cudl es la inter-
pretacion de estas ecuaciones: el primer término de la ecuacién de evolucion del momento

es un término reversible de cambio de velocidad causado, teniendo en cuenta la ecuacién
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(2.65), por un gradiente de presiones. El segundo, es un término disipativo que hace que
las particulas fluidas tiendan a igualar sus velocidades. Que éstas frenen y pierdan en-
ergia cinética, que debe transformarse en energia interna, cambia sus entropias. El primer
término de la ecuacion de la entropia es el que tiene en cuenta este efecto: es un término de
calentamiento viscoso. Por tltimo, el segundo término de la ecuacién de la entropia hace
que las temperaturas de las particulas fluidas tiendan a igualarse mediante un proceso de

conduccién térmica.

2.2.3. Relacién entre el modelo SDPD y GENERIC

Hasta ahora, lo tnico que hemos hecho, ha sido discretizar las ecuaciones de Navier-
Stokes para obtener un modelo SPH. Esta forma de proceder no nos permite introducir
directamente las fluctuaciones térmicas. Para poder anadirlas al modelo, lo que hare-
mos sera comprobar que este modelo SPH es un caso concreto del modelo GENERIC
de particulas fluidas que desarrollamos en la seccién 2.1, lo que nos permitird encontrar
expresiones para las amplitudes de los términos de ruido térmico A;;, B;; v Ci; (2.23)
y (2.24). Asi, podremos modelar las fluctuaciones térmicas en el modelo de forma con-
sistente, formulando entonces el modelo SDPD. Nétese que la relaciéon entre los modelos
SDPD y GENERIC se hace a través del volumen de las particulas fluidas, de forma que
el modelo SDPD de particulas fluidas no es més que un modelo GENERIC de particulas

fluidas en el que se ha definido el volumen de una particula mediante la ecuacién (2.47).

Efectivamente, podemos comprobar que si sustituimos el volumen SDPD (2.47) en la
parte reversible del modelo GENERIC de particulas fluidas, ecuacién (2.17), se obtiene
directamente la parte reversible del modelo SDPD (2.66). En cuanto a la dinamica irre-
versible, procederemos comparando las ecuaciones de evolucién del modelo SDPD (2.83)
con las del modelo GENERIC (2.31). Se puede comprobar que el modelo SDPD es un

modelo GENERIC de particula fluida en el que se han elegido los siguientes parametros:
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F(rij)
Gy = a dzdj
g 1=-=) = p—YL 2.84
6”4—%( D) b aid, (2.84)
E(rij)
Cij = 2K didj

TT, F(r;)
A2 = 8k ) *J
g ST+ T, did,
TT, 2 F(ry)
B2 = 4Dk L) b — —1 Y 2.85
Y T+ [ +a<D )] did; (2.85)
F(rq)

Utilizaremos estas amplitudes del ruido térmico en el modelo SDPD. De esta forma, al
ser el modelo SDPD un caso especifico del modelo GENERIC de particula fluida, cumple
de forma automatica el teorema de fluctuacion-disipacion y la primera y segunda leyes de

la termodinamica.

2.2.4. Integracion numérica de la ecuacién diferencial estocastica

La integracién numérica la vamos a hacer utilizando el método de Wilkie, tal y como
explicabamos para el modelo GENERIC de particulas fluida. Sélo faltan por calcular los
términos diiﬁdij de la ecuacién (2.44). Como primer paso, calcularemos las derivadas
de las amplitudes de las fluctuaciones térmicas, dadas por la ecuacién (2.85), respecto de

la entropia

E)Ajk Ajk Tk

= 149,
aSj 2 Cj(jjj—ka)( * Jk)
0B;, By Ty

= 149; 2.
35, 2 O, 11y o) (2.86)
oC;, Oyl

= Sy,
D5, 2 ¢, L+ %)
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d#; 59— di;
Ahora ya podemos calcular los términos 82)(; de la ecuacién (2.44), que vienen dados
por:
—dN 0dz; _ 0
0z
1 048 %F: C;T? + CiT? + 2TiT; (C; + C))
2dt ! a(L‘j = 8ClCJT‘ZI’7 (T‘z + 7})
Azz' eij (eij - vij)
[7] (vij + e (ei - vy)) + (B — A) %] (2.87)
R T ok CyT? + CiT? + 21,T5(C; + Cy) .
2dt " Ox; 2T; et 8C;C; T (T; + Tj)
A2, (e - Ui‘)2
P (03 + (e vy)) + (B — Af) | -
2 D
f: 11 P
- 47—; CzT’z C]T; “
j=1

dr; = vldt
P P N
mdv; = Z d2+d2 (rij)Tij — Aij) [avi; + bey; (€5 - vi;)] | dt + dp;
Lj=1 j=1
N
1 F(ry;) 2 (rij)
Tds, = |- D) (12 A,) [av?, + b(es - vy Dy
_2 - dld] ( AJ) [aij + (eJ 'U]) :| dld] ]
[Ty Ty Flry)
Kkp {—J——Z} U1 dt + Tds; (2.88)
donde
1 TT; kg kg 1 TT; kg kg
i =5 —— — 2.89
Ai = 5T+ 1) {Oifcjn}*%ﬂm (&) (289)

Si las capacidades calorificas a volumen constante de las particulas son iguales, C; = C}

para todo 7, j, entonces la expresion de A;; se simplifica bastante:
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A, = ’f_B<1+—TiTJ ) (2.90)

2.2.5. Ecuacién de estado

Para completar el modelo falta que establezcamos coémo calcular la energia interna, presion
y temperatura de cada particula fluida, es decir, nos hace falta una ecuacién de estado.
Consideraremos que todas estas cantidades son funciones del volumen y de la entropia, y
que el estado de cada particula fluida se encuentra cerca de un estado de referencia dado
por un volumen V, y por una entropia Sy. Podremos entonces desarrollar la ecuacion de

la energia interna de cada particula fluida en torno a dicho estado hasta el segundo grado:

€(V,8) = 60—P0(V—V0)—|—T0<8—80)+

+1ﬁ—g(V—V0)2+ YV =V) (s — s0)

2V

+1T0
200

(@) (s —s9)” (2.91)

donde 3? es el médulo adiabético volumétrico, a? es el coeficiente adiabético de dilatacién

y O es la capacidad calorifica a volumen constante:

0%
0 _
e = Vg
8 \
& = Y ( av§s> (2.92)

o _ L (0PN
CV_T0 PIE

En las anteriores ecuaciones hemos obviado los subindices correspondientes a las particulas
fluidas, para simplificar las expresiones. Lo mismo haremos en el resto de este apartado.

La presién la obtenemos derivando (2.91) respecto de V:

_ Oe 32 1
P(Vas)__w_PO_V_O(V_VO)_QEVO

(s — so) (2.93)

mientras que la temperatura la obtenemos derivando (2.91) respecto de s:
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Oe 1 T,
T(V,s) = 5o =Tot I V=) + O—g(s — 50) (2.94)
1%

S
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Capitulo 3

Modelo de suspension coloidal

Consideraremos en este capitulo la manera en que se pueden introducir, en el modelo
SDPD de fluido newtoniano, un conjunto de esferas duras, que representen a las particulas
coloidales para poder desarrollar un modelo SDPD de suspension coloidal. Estas particulas
coloidales se encontraran inmersas en un conjunto de particulas fluidas, que representan al
solvente (ver figura 3.1), interaccionando con ellas y entre si, e intercambiando momento
y energia.

Abordaremos el problema de las condiciones de contorno entre las particulas coloidales
y el fluido analizando, en la seccion 3.1, el problema de un fluido con paredes planas.
Exigiremos dos requisitos principales como condiciones de contorno: que las paredes no
puedan ser penetradas por las particulas fluidas, y que la velocidad del fluido en la interfase
con la pared sea igual a la de ésta ultima (condicién de no slip). Anadiendo de forma
apropiada fuerzas de interaccién de la pared sobre las particulas, conseguiremos estos
dos efectos. Por supuesto, estas interacciones deben ser consistentes con el formalismo
GENERIC, que nos servird de guia en la formulacién del modelo de suspension coloidal.
Una vez que ya sepamos cémo introducir las condiciones de contorno, podremos abordar
el problema de modelar una suspension coloidal. Comenzaremos, en la seccion 3.2, de la
misma forma que cuando abordamos el caso del modelo de fluido simple: desarrollaremos
el modelo GENERIC de suspension coloidal, tomando como variables relevantes las posi-
ciones, momentos y entropias de las particulas, tanto fluidas como coloidales. Notese que

al describir el estado de las particulas coloidales s6lo mediante la posicion de su centro, su

93
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momento lineal y su entropia, ademas del radio, estamos renunciando a describir ciertas
variables internas de éstas. Por ejemplo, las particulas coloidales en nuestro modelo no
pueden tener diferentes temperaturas en su interior, pues a cada una de ellas le asociamos
una unica temperatura. Nuestras particulas coloidales tampoco giran. La pérdida de va-
riables mas finas forma parte del proceso de coarse-graining para describir un sistema, y
nos obliga a movernos en regimenes en los que estos procesos internos no sean relevantes.
No obstante, de esta forma ahorraremos tiempo computacional, al no tener que describir
la estructura interna de las particulas coloidales.

Posteriormente, en la seccién 3, definiremos las variables que faltan por determinar en
el modelo GENERIC, como por ejemplo, el volumen, para obtener el modelo SDPD.
Respecto a las condiciones de contorno fluido-particula coloidal, las modelaremos como
en el caso de las paredes. Podria parecer que esta solucion no es valida, ya que las paredes
son planas, mientras que las particulas coloidales son esféricas. No obstante, debemos
tener en cuenta, que para simulaciones con suficiente resolucién, la longitud caracteristica
de las particulas coloidales es mucho mayor que la de las fluidas, por lo que practicamente
seran paredes planas para éstas.

Por ltimo, comprobaremos mediante simulaciones que, aunque las fluctuaciones térmicas
de las particulas fluidas varian con la resolucién de la simulacién, las propiedades fisicas
del sistema simulado no cambian. Asi pues, el modelo SDPD es invariante bajo cambios

de resolucién.

3.1. Introduccion de las condiciones de contorno

Las ecuaciones en derivadas parciales, como las de la hidrodindmica, requieren que se
especifiquen las condiciones de contorno para que la solucién sea tinica. De las condiciones
de contorno depende cémo interacciona el fluido con los limites del espacio simulado. Si el
fluido no esta confinado, impondremos condiciones de contorno peridédicas, que expresan
el hecho de que mas alla de dicho limite hay mas fluido. Para simular una pared, lo que
haremos sera anadir fuerzas sobre las particulas fluidas que representen la interacciéon de

ésta sobre el fluido. Estas fuerzas deben de actuar sobre éste de tal forma que se cumplan
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SUSPENSION COLOIDAL

;\; Cle Lh

.« & ‘\‘
3

Figura 3.1: Esquema que muestra como va a ser el modelo de suspension coloidal que va-
mos a desarrollar. Las particulas grandes son esferas duras que representan a las particulas
coloidales mientras que las particulas pequenas son particulas fluidas que representan al

solvente.

los dos requisitos siguientes: que la pared no pueda ser penetrada por las particulas fluidas
y que las particulas fluidas no resbalen sobre la superficie de la pared (condicién de no slip).
La primera condicién se puede hacer cumplir redefiniendo el volumen de las particulas
fluidas que se encuentran cerca de la pared, pues éste, si utilizamos la ecuacién (2.47) para
calcularlo, es sobrestimado, a causa de que en el interior de la pared la particula no tiene
vecinas. La correccién se consigue suponiendo que en la pared existe una distribucién
homogénea de particulas de pared. Tras introducir esta nueva definicién de volumen en la
dinamica del modelo GENERIC, aparece una fuerza sobre la particula fluida que evita
que ésta penetre en la pared. En cuanto a la segunda condicion, se resuelve extrapolando
linealmente el campo de velocidades del fluido a esta distribucién de particulas de pared,
de tal forma que la velocidad calculada en la interfase fluido-pared sea exactamente igual
que la velocidad de la pared. Introduciendo esta correccion en la dindmica GENERIC,
aparece una fuerza de friccion de la pared sobre el fluido.

Noétese que el procedimiento que se utiliza para imponer la condicién de no-slip del fluido
en la interfase con la pared, se puede utilizar con otros campos que estén involucrados
en las condiciones de contorno. En nuestro caso, utilizaremos también este método con el

campo de temperaturas, para asegurarnos de que ésta es la misma para el fluido y para
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Figura 3.2: Cuando una particula fluida © se encuentra a una distancia h; lo suficien-
temente pequena de una pared, entonces se sobrestima su volumen debido a que no hay
particulas fluidas en la region S perteneciente a la pared que se encuentra a una distancia

de 1 menor que Teyu;.

la pared en la interfase fluido-pared.

3.1.1. Dinamica reversible: impenetrabilidad de la pared

Si utilizamos la definicién de volumen SDPD, ecuacién (2.47), para calcular el volumen
de una particula fluida que se encuentra cerca de la pared, existira una region vacia de
particulas vecinas en el interior de la pared, que se traducird en una sobrestimacion del
volumen de ésta (ver figura 3.2). Para corregir este problema, supondremos que en el
interior de la pared hay una distribuciéon homogénea de particulas de pared. La densidad

corregida d; de la particula ¢, tiene entonces la siguiente expresion:

= Y We)+ Y Wi = Y W(rij)+/dran(|r—ri|) (3.1)

jefluid kewall jefluid S

donde

ne = Y drp—r) (3.2)

kewall
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es la distribucién de las particulas de pared, y donde S es la regién de la pared que se
encuentra a una distancia de la particula ¢ menor que r.,;. Exigiremos que la distribucién
de particulas de pared n, sea tal, que reproduzca exactamente la densidad corregida, es

decir, n, = d;, por lo que

- d; 1
di = ———=— 3.3
donde d; es la densidad sin corregir, h; es la distancia de la particula fluida a la pared, V;

es el volumen corregido de la particula ¢ y

Alhy) = /Ser(\r—mD (3.4)

La gréfica de la funcién A(h) se muestra en la figura 3.3, y sus expresiones explicitas para
los diferentes kernels se pueden consultar en el apéndice A. Nétese que la funciéon A(h)
depende de r; a través de h; = ryq + 7 - 1, donde n es el vector normal unitario de
la pared hacia el fluido (ver figura 3.3). Légicamente, aumentando la distancia h; entre
la pared y la particula fluida 4, la funcién A(h;) disminuye hasta que, para h; > reu, se
anula y coinciden el valor de los volimenes SDPD con y sin correccion.

Estudiaremos ahora cémo afecta la correccion del volumen a la dinamica de las particulas
fluidas vecinas a una pared. De acuerdo con las ecuaciones (2.33) de la dindmica del modelo
GENERIC de particulas fluidas, se puede comprobar que una redefinicién del volumen de
las particulas fluidas cambiard la dinamica reversible del sistema, que depende de éste.
Por lo tanto, tenemos que recalcular la dinamica reversible del modelo.

Teniendo en cuenta que

0A(hi) = —0;;0(h;)n (3.5)
0rj
donde
phy = 25 (3.6)
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Lucy -
Cubic spline — 7
Quintic spline ——

Aty

L
0.8

hircut

Figura 3.3: La primera figura es la grifica la funcion A(h) para distintos kernels. En la
sequnda, en azul se ha dibujado la particula fluida i, y en negro una pared en contacto

con el flurdo, asi como las diferentes cantidades geométricas involucradas en el problema.

obtenemos
Np — Np — —
. ov; Vi V; P
Piliev = JEZl:IDj or, ;:1 {PZE P]d_]:| F(rij)ri; + d_i¢(hi)n (3.7)

La funcién ¢ (h) estd representada en la figura 3.4 y su expresién explicita para los distintos
kernels se puede consultar en el apéndice A. El principal cambio que aparece en la ecuacion
(3.7) del movimiento reversible de las particulas fluidas, es que si se encuentran cerca de
una pared aparece una fuerza sobre ellas, normal a la pared y hacia fuera de ésta que
impide que las particulas la penetren. De acuerdo con la figura 3.4, debido a la presencia
de la funcién ¢(h) en este término, la fuerza de repulsién aumentard cuanto mas cerca se
encuentre la particula fluida de la pared. También colabora a esta repulsién la densidad
sin corregir d; que aparece en dicha fuerza, pues para una particula que se encuentre mas
cerca de la pared, d; es menor, y por lo tanto, la repulsion es mayor.

Podemos escribir ¢ de otra forma que nos serd util més adelante. Utilizando (3.4), tenemos

que:

et /ser(|7‘—?°z'|>:_ / dr(r —r) Flr — i) (38)

or; - or; s
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Figura 3.4: Funcion (h) para los distintos kernels

por lo que, de acuerdo con (3.5)

w(h) = /SdrF(\r—ri])('r'—ri)-n (3.9)

Al igual que ocurria con la funcién A(h;), si el argumento de la funcién ¢ (h;) es igual o
mayor que 7., esta funcién se anula. De esta forma, la dinamica reversible que obtuvi-
mos cuando desarrollabamos el modelo SDPD de fluido newtoniano se recupera para las

particulas fluidas que no se encuentren cerca de una pared.

3.1.2. Dinamica irreversible: friccion del fluido con la pared

Cuando una particula fluida tiene cerca una pared, deberia sentir una fuerza de friccién
con ésta. Si mantenemos la suposicion del apartado anterior, la fuerza de fricciéon que
buscamos serd la de la particula fluida con las particulas ficticias del interior de la pared.
Como ya vimos en el capitulo 2, los términos de fricciéon en la dinamica de una particula
fluida dependen de las velocidades relativas de ésta con sus vecinas. En la seccién 3.1.1,
aunque supusimos, para corregir la densidad de las particulas fluidas cercanas a una pared,
que habia una distribucién continua de particulas de pared, no dijimos nada acerca de la
velocidad que tenian éstas, puesto que esto no tenia ninguna relevancia en la dinamica
reversible. Ahora podremos dar a estas particulas ficticias la velocidad que mejor se adapte
a nuestros propositos. En concreto, queremos que la velocidad del fluido que simulamos
en la interfase con la pared tenga la misma velocidad que esta ltima.

Podriamos estar tentados de dar a estas particulas ficticias la misma velocidad que la

de la pared, pero esto supondria una discontinuidad del gradiente de velocidades en la
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interfase fluido-pared. Asi pues, lo que haremos serd, como fue propuesto en [84], hacer
una extrapolacién lineal del campo de velocidades del fluido en el interior de la pared,
exigiendo que la velocidad en la interfase fluido-pared sea igual que la de la pared V .y
(ver figura 3.5). Buscamos entonces, para cada particula ¢ vecina a la pared, un campo

de velocidades en el interior de la pared que tenga la siguiente forma:

vir)=a+A-(r—r) (3.10)

donde ¢ y A son tensores que hay que determinar. Como condiciones para calcular estos

tensores tenemos:

v(r;)) = wv;

’U(’I"/z) = Vwall (311)

donde 7’ (ver figura 3.5) es la posicién del punto de interseccién con la pared de la linea
que une a la particula fluida ¢ con la particula de pared j.

De la primera condiciéon obtenemos

o =v; (3.12)

En cuanto a la segunda condicion, debemos encontrar previamente una expresién para el

vector r;-. Este se puede escribir mediante una ecuacién del siguiente tipo

i = ri+f(r;—r) (3.13)

donde 3 puede ser determinada exigiendo que —(r; — ;) - n = h;, obteniendo

=~ (3.14)

por lo que
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Figura 3.5: En azul estd dibujada la particula fluida i, y en negro la pared de la que es
vecina. En la primera figura se muestran las cantidades involucradas en este problema.
En la sequnda se ha dibujado el campo de velocidades en la direccion perpendicular a la

pared, para las particulas de pared en el caso de que ésta se encuentre en reposo.

r, = rp——————(r;— 1) (3.15)
La segunda condicién de (3.11) queda entonces

hi

Vwall = 'Uz‘_A'—
(rj—7i)-n

(rj —r) (3.16)

Si suponemos que el tensor A lo podemos escribir en la forma A = an, entonces obtenemos

que

a = —~ w7 (3.17)

Ya podemos escribir la forma explicita del campo de velocidades para una particula de

pared 7j:

=v— Y (Vo — ;) (3.18)
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Nétese que (r; — r;) - m — h; = h; es la distancia de la particula de pared j a la interfase

entre el fluido y la pared, por lo que podemos escribir:

hi + h;

7

vj = v+ (Vwan — i) (3.19)

La interaccién térmica de la pared con el fluido se puede modelar de la misma forma que
la velocidad, es decir, las particulas de pared tienen una temperatura dada por un campo
que es una extrapolacion lineal del campo de temperaturas del fluido, de forma que la
temperatura en la interfase entre la pared y el fluido sea exactamente la temperatura de
la pared T,,q;. Las particulas de pared tienen, entonces, un campo de temperaturas dado

por la siguiente expresion

hi + h;

1

T‘j - T‘l + (Twall - TYZ) (320)

Veremos ahora cémo afecta el campo de velocidades de estas particulas de pared a la
ecuacion de movimiento de una particula fluida 7. La interaccién mecanica de la pared
con una particula fluida cercana a ésta, se obtiene sustituyendo el campo de velocidades
(3.18) de las particulas de pared en la ecuacién (2.31), y suponiendo que dichas particulas

forman un continuo, obteniéndose

. (Ui - Vwall) (Uz - Vwall)
; ~ —ay(h;)————= — b (h; = 3.21
pl‘wall aw( ) dlhl ( ) dlhl ( )
¥ (h;) viene dada por (3.9) y el tensor ¥ por
ri—T T;—T
W(h;) = /d’rF r, —r|)— . r,—7r)n 3.22
I R e T (R (3.22)

Este 1dltimo se puede escribir como

W(h) = ¢i(h)1+¢(h)nn (3.23)
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Figura 3.6: Grdficas de las funciones 1¥1(h) y ¥9(h) para distintos kernels.

Sustituyendo en (3.21) obtenemos:

Ploar =~ 08(h) (0, = Vi) = = da(lnn - (0, Vi) (321)
donde
By = b2

Las funciones 97 y 1y estan dibujadas en 3.6, y sus expresiones explicitas para diferentes
kernels se pueden consultar en el apéndice A.

Por lo tanto, en la ecuacion de movimiento de las particulas cercanas a una pared aparecen
nuevos términos que se refieren a fuerzas que hacen que las particulas cercanas a la pared
tiendan a llevar la misma velocidad que ésta. Se pueden interpretar estos términos como
fuerzas de friccién con la pared. Dichas fuerzas seran mds importantes, en virtud de la
presencia de las funciones 1&2 y @@3, cuanto mas cerca se encuentre la particula fluida de la
pared, anulandose por completo para distancias a la pared mayores que 7., y recuperando
para dichas distancias, la dindmica irreversible del momento en el modelo SDPD de fluido
newtoniano.

En cuanto al término que involucra la conduccion térmica en la evoluciéon de la entropia

2T (3.26)



64 3.1. Introduccion de las condiciones de contorno

tenemos que anadir la contribucién debida a la pared. Sustituyendo en la anterior ecuacién
el campo de temperaturas (3.20) de las particulas de pared, y suponiendo que forman un

continuo, se obtiene

) 1 T, — 1T,
,I;SZ = —2lirw(hz>z—wa”

3.27
wall dz hz ( )

Aparece en la ecuacion de evolucion de la entropia de las particulas cercanas a una pared
un nuevo término de conduccién de temperatura de ésta a las particulas fluidas. Dicha
conduccién térmica, debido a la presencia de la funcion v en su expresion, es mayor cuanto
mas cerca se encuentran las particulas fluidas de la pared, anulandose por completo para
distancias a la pared mayores que r,;. De esta forma, recuperamos para dichas distancias

la dinamica de la entropia del modelo SDPD de fluido newtoniano.

3.1.3. Simulaciones

Presentamos a continuaciéon una serie de simulaciones que hemos hecho para compro-
bar que la forma de introducir las condiciones de contorno es razonable. Los problemas
planteados en estas simulaciones son bien conocidos y tienen una solucion analitica sen-
cilla. En las dos primeras simulaciones, un flujo de Couette y otro de Poiseuille, com-
probaremos que la friccion y la impenetrabilidad de las paredes esta bien formulada. La
ultima simulacién, un problema de Fourier, nos permitira comprobar que la conduccion

térmica de las paredes al fluido esta correctamente modelada.

Flujo de Couette

Un fluido bidimensional se encuentra en reposo entre dos paredes planas y paralelas. En
un momento dado, éstas empiezan stubitamente a moverse con una velocidad constante.
En nuestro caso, la velocidad de las paredes sigue la direccion x, y las paredes estan
colocadas perpendicularmente al eje y, tal y como se muestra en la figura 3.7. Cuando el

sistema llega a su estado estacionario, el flujo de velocidades tiene la siguiente forma:
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= |
1 d L

Figura 3.7: Esquema del flujo de Couette: un fluido bidimensional se encuentra entre
dos paredes paralelas que se mueven en sentidos contrarios. En la figura, también se ha

dibujado la solucion en el estado estacionario.

Ve = —F/7Y

v, = 0 (3.28)

donde v, y v, representa las componentes en las direcciones x e y respectivamente del
campo de velocidades del fluido; V' es el médulo de la velocidad de las paredes, y L es la

distancia entre éstas Definimos el nimero de Reynolds del sistema como:

donde p es la densidad masica del fluido, y 1 su viscosidad. El nimero de Mach viene

dado por:

Vv
Ma = —
c

donde c es la velocidad del sonido en el medio. Utilizaremos condiciones de contorno
periddicas en los limites de la caja de simulaciéon en que no hay paredes.

En la figura 3.8 se muestran los resultados de una simulacién con nimero de Reynolds
Re = 1 y nimero de Mach Ma = 0,1, en la que se han utilizado 1600 particulas, cuando

ésta alcanza el estado estacionario. En la grafica representamos, tanto para la simulacion,
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Figura 3.8: Grdfica en el estado estacionario de la simulacion de un flujo de Couette para

Re=1y Ma=0,1.
como para los resultados analiticos, la velocidad en la direcciéon x de las particulas fluidas
frente a la coordenada y de éstas. La coincidencia con el resultado analitico es muy buena.

Flujo de Poiseuille

Un fluido bidimensional se encuentra en reposo entre dos paredes planas y paralelas cuan-
do, subitamente, se le aplica una fuerza de volumen F' constante, tal y como se indica en

la figura 3.9. En el estado estacionario, el campo de velocidades del fluido viene dado por:

N 2n | 4
vy, = 0 (3.29)

donde f es la fuerza aplicada por unidad de volumen. El nimero de Reynolds lo definimos

COo1mo

VmaxL
Re = i
n
mientras que el niumero de Mach como:
Vmam
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Figura 3.9: Esquema del flujo de Poiseuille: un fluido bidimensional se encuentra entre
dos paredes planas y paralelas en reposo. Al fluido se le aplica una fuerza constante de

volumen F'. También se ha dibujado la solucion estacionaria del flujo de velocidades.
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Figura 3.10: Grdfica en el estado estacionario de la simulacion de un flujo de Poiseuille

para Re=1 y Ma=0,1.

donde V.. es la velocidad maxima en el fluido, que se alcanza en el estado estacionario,

es decir, en el centro del canal

I

Vmaw -
8n

(3.30)

Utilizaremos condiciones de contorno periddicas en los limites de la caja de simulacion en
los que no hay paredes.

En la figura 3.10 se muestran los resultados de una simulacién en la que se han utilizado
1600 particulas, con un niimero de Reynolds Re = 1 y un nimero de Ma = 0,1. De nuevo,
la grafica representa las velocidades en la direccion x de las particulas fluidas, frente a su

posicién y. La diferencia entre la simulacién y los resultados analiticos no supera el 1 %.
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Problema de Fourier

Una barra de longitud L se encuentra a una temperatura Ty, y tiene un foco en cada
extremo a temperaturas 7T, y T} respectivamente. La soluciéon analitica de este problema

es la siguiente:

T, — T, ©° 2.2
T(x)="T,+ b . T+ ; @y, €XP (—a%) sin (?) (3.31)

donde z es la coordenada a lo largo de la barra, a = Cip, y donde:

2 (2T, -T,—T,)  paran impar
ap, = (3.32)

2 (T, — Ty) para n par

La solucion estacionaria es:

T, =1,
i

T(z)="1T,
(0) = Tu+ =

(3.33)

Esperamos que esta solucion también sea valida para un fluido en reposo entre dos paredes

a distintas temperaturas. Es de interés la definicion del nimero de Prandtl:

donde k y C son respectivamente la conductividad y la capacidad térmica del fluido. Al
igual que en las anteriores simulaciones, utilizaremos condiciones de contorno periodicas
en los limites de la caja de simulacién en los que no hay paredes.

En la figura 3.11 se muestran los resultados de una simulacion con 900 particulas en
reposo. En nuestras unidades, la pared superior se encuentra a una temperatura de 1,05,
y la inferior a una temperatura de 1. El fluido también se encuentra inicialmente a una

temperatura de 1. En la primera grafica se han representado las temperaturas de las
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Figura 3.11: Figuras de las simulaciones del problema de Fourier: en la primera figura
se puede ver que la solucion estactonaria del problema analitico coincide con la de la
simulacion. En la sequnda figura se representa la evolucion temporal de las temperaturas

en la simulacion, y se comparan con los valores analiticos.

particulas fluidas en el estado estacionario, en funciéon de su coordenada y. En la segunda
grafica se ha representado lo mismo, para distintos tiempos, antes de que el sistema
alcance el estado estacionario. El paso de tiempo es de 0,0001, el nimero de Prandtl es
Pr =7-107% y la capacidad calorifica C, = 10000. Se puede apreciar que los resultados

de la simulacién cuadran muy bien con los resultados analiticos.

3.2. Modelo GENERIC de suspension coloidal

Desarrollaremos ahora un modelo GENERIC de suspensién coloidal. Describiremos el
solvente mediante un conjunto Np de particulas fluidas de masa m. Estas particulas
estan caracterizadas por su posicién 7;, su momento p, y su entropia s;. Inmersas en
este solvente de particulas fluidas hay N particulas coloidales de masa M, que seran
modeladas como esferas duras, caracterizadas por su posicién R;, su momento P; y su
entropia S;. Estas serdn las variables relevantes de nuestro sistema, de manera que el

estado x del sistema vendra dado por:



70 3.2. Modelo GENERIC de suspensién coloidal

D;

r = (3.34)

S

donde las variables representadas mediante letras mintsculas se refieren a particulas flui-
das, y las representadas mediante letras maytsculas a particulas coloidales. La energia y

la entropia del sistema vienen dadas por:

N¢

BN o] LIRS B o] BTN P wrsa Y]

v

Np N¢
Sx) = ) si+> S (3.35)
1=1 =1

es decir, la energia total del sistema viene dada por la suma de las energias cinéticas e
internas de todas las particulas fluidas y coloidales méas un término de interacciéon ¢“¢
entre particulas coloidales. La energia interna e; de la particula de solvente ¢ depende de su
entropia s; y de su volumen V;, mientras que la energia interna e{ de la particula coloidal
1 depende s6lo de su entropia S; pues el volumen de ésta es constante. Supondremos que
el potencial de interaccion ¢“C entre dos particulas coloidales depende de su distancia
relativa. Por lo tanto, estas particulas sufriran una fuerza F€ que también dependers de

su distancia relativa.
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Para desarrollar el modelo GENERIC, necesitamos calcular las derivadas de la energia y
de la entropia del sistema respecto de las variables relevantes. Las primeras vienen dadas

por

0B _Zpk@

o
O
p;
O

D DTS
OF

oP,
OF
(9_53 J

= v (336)

=V, (3.37)

donde ch es la temperatura de la particula coloidal j. Notese que hemos supuesto una de-
pendencia del volumen corregido de las particulas fluidas con la posicion de las particulas
coloidales. Este dependencia proviene del hecho de considerar que el volumen corregido de
una particula fluida vecina de una coloidal depende, al igual que en el caso de las paredes,
de su distancia a la superficie de la coloidal, que depende a su vez de la posicién de esta
ultima.

En cuanto a la presion y la temperatura de las particulas fluidas, las definiremos igual que
en el modelo de fluido newtoniano, mediante las ecuaciones (2.5) y (2.4) respectivamente.

La temperatura de la particula coloidal la definiremos como

e
¢ = — (3.38)
J 0S;

En cuanto a las derivadas de la entropia respecto de las variables relevantes son
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3.2.1.

Dindmica reversible

Dinamica determinista

(3.39)

(3.40)

La parte reversible de la dinamica viene dada, segun el formalismo GENERIC, por la

parte reversible de la ecuacién (1.11), que explicitamente se escribe como

Di

rev

Ly
L
L
L
L

Sr

LY
L”
Ly
L’

Pp
Lij

Sp

L
L
L
L
L*

Ss

L
Lt
L
L["
LC"

SR

L
Ly
L’
L}
L"

SP

L
Ly
Ly}
L
L®

SS

OF
813

OF
OR,

V;

C
Tj

(3.41)

Aligual que en el modelo de fluido simple, existen una serie de requisitos que nos ayudaran

a encontrar la forma que tiene la matriz en bloques L:
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s Queremos que R; =V, y 1, = v; se cumplan exactamente, lo que implica que:

L:]r _ L:]S _ L:jR _ L:P L’I‘S LR’V’ Lgp — LZRS LRR LRS - 0
L7 =L} = 14 (3.42)

Como la matriz L es antisimétrica, también se pueden determinar los siguientes

bloques de la matriz:

L = LPr = 5" = PR — LsR LB = 0o
ij ij ij ij
LV = LIF = —14,; (3.43)
» Debe cumplirse la condicién de degeneracion (1.12), para asegurarnos de que se
cumple la segunda ley de la termodinamica. Por simplicidad, y por analogia con el
modelo GENERIC de fluido newtoniano, cumpliremos este requisito considerando

que todos los bloques involucrados en dicha condicién se anulan por separado, es

decir:

L =L =Ly =L =L =LIS =LY =L = 0 (3.44)

Como la matriz L es antisimétrica, podemos determinar de forma automaética el

valor de los siguientes bloques de la matriz:

LY=L =L'=L" = 0 (3.45)

= No queremos que la parte reversible de la evoluciéon del momento de las particulas
fluidas o de las particulas coloidales dependa de las velocidades de ninguna otra

particula, ya sea coloidal o fluida. Esto implica que

=0 =L’=L" = 0 (3.46)
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Haciendo cumplir todas estas condiciones ya se puede escribir la forma explicita de la

matriz L

0 15; O 0 0 0
—16;; 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
L = (3.47)
0 0 0 0 15; O
0 0 0 -15; 0 0
0 0 0 0 0 0

que nos permite obtener la dinamica reversible del sistema:

Piley = ”z’

. oVy,

. — P

Pil e Z t o

Sily = 0 (3.48)
R =V,

Nc

: oV
P, = ZPk "”+ZFGC )
S; =0

En estas ecuaciones se aprecia que la evolucion de la posicién de las particulas, tanto
fluidas como coloidales evoluciona de forma consistente con su velocidad. Al igual que en
el caso del fluido newtoniano, la evolucion reversible del momento de las particulas fluidas
y coloidales depende de las diferencias de presiones. En el caso de las particulas coloidales

aparece, ademas, un nuevo término de fuerzas entre particulas coloidales. En cuanto a la
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entropia de las particulas fluidas y coloidales se mantiene constante en el tiempo, lo que,
de acuerdo con la ecuacién (3.35) asegura la reversibilidad de la dindmica descrita por las

ecuaciones (3.48).

Dinamica irreversible

La dindmica irreversible del sistema viene dada, segin el formalismo GENERIC, por la
parte irreversible de la ecuacién (1.11). Necesitamos por lo tanto determinar céomo es
la matriz M. Esto lo haremos utilizando el teorema de fluctuacién-disipacién (ecuacién

(1.17)), donde las fluctuaciones d& vienen dadas por:

di;
dp;
dR;,
d3;
dx = = | dP;, (3.49)
dR;
ds;,
dP;
dS;

donde, por simplicidad, hemos usado una notaciéon mas compacta, en la que los subindices
griegos valen @ = F' 6 a = (' dependiendo de si la variable que estamos tratando se refiere
a una particula fluida o a una coloidal. Postulamos que dRia = 0 pues no queremos
procesos irreversibles asociados al cambio en la posicion de las particulas. Sustituyendo

(3.49) en (1.17) obtenemos
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M = P. IP. P. 9. .
indi |0 dPwdPs,  dPidS;, (3.50)

0 dS,dP;,  dS;dsS,,

Es decir: (nétese que la matriz M es simétrica)

1 - -
MPE = dP; dP;
el 2kpdt 7

1 - -

PS SP _ . .

1 -~
M?SS = dS; dS.;
i Qkpdt 0

Tenemos ahora que determinar qué forma tienen estos ruidos. Al igual que haciamos
para el fluido newtoniano, postularemos que estos términos de ruido, bien sean para una
particula fluida o una coloidal, se deben a interacciones a pares con otras particulas fluidas

o coloidales:

dP;, = > dp,,
g
T,,dS;, = Y déj,+ Y di;, (3.52)
JB ip

El término dp,_; , representa un intercambio espontaneo de momento de la particula j (de
tipo (3) a la particula i (de tipo a) debido a una fluctuacién térmica. Como el momento ha
de conservarse, debe cumplirse: dp;_; , = —dp; Jia- Eiste cambio espontaneo de momento,
cambia la energia de las particulas, y para que la del sistema se conserve es necesario anadir
un término de ruido de calentamiento viscoso dé;,j,. Asi mismo, dg,;, es la cantidad
de energia traspasada de la particula j (de tipo ) a la particula i (de tipo «) debido
a una fluctuacién térmica. Dado el significado de esta cantidad, debe cumplirse que:
dgi,j, = —dgi,j,- De forma similar a como hicimos en el modelo GENERIC de fluido

newtoniano, postularemos los términos estocasticos dP;, y dS;, como



3. Modelo de suspension coloidal 7

- — 1
dPia = Z (Aiajgdwiaj,g + Bia]’ﬁﬁtr [dWiaj,B}) . eiajﬁ (353)
j@
. 1
ﬂadsia = 35 Z ( ZQJB Zajﬁ + B’ia,jﬁ Etr [dwzajﬂ]> : eiajﬁviajﬁ + Z Cla]ﬁd‘/lajﬁ
Términ:),viscoso Térm. C(;Ilduccién
(3.54)
donde dW;_;, es una matriz de incrementos de Wiener independientes, dV;,;, es un in-
cremento de Wiener y dW; j s el siguiente tensor simétrico y sin traza
— 1 T 1
Wiy = 5 [ Wi, +dWE | = St [aW,;) (3.55)

siendo D es el nimero de dimensiones del sistema, y dando el operador ¢r como resultado,
la traza del tensor sobre el que se aplica.

Postulamos también las siguientes propiedades de simetria

AW i, = dW,
dViajs —dVji,
Aiajﬁ Ajgia (3.56)
inds Bjgia
Cias Clsia

Hay que tener en cuenta, que las amplitudes del ruido térmico A;,j,, Bi,j, ¥ Ci,j, de-

penden, en general del estado @ en el que se encuentre el sistema (en nuestro caso de su

posicién y de su entropia).

Los procesos de Wiener de dW;_;, v de dV,_;,

satisfacen las reglas mnemotécnicas de Ito:

dWiL“Z ,dWJV;Jﬂ [5zayﬁ5 Ll +0; J'/(Sl/ Jﬁ] oMo dt
dviai’ d‘/jﬁjé = [5iajg i;/]’é/ - 52'&]'2,/52';&5] dt (357>
AV, AW, = 0

JB ‘7@/
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donde los superindices se refieren a componentes tensoriales.

Utilizando las derivadas de la energia y como debe cumplirse la ecuacion (1.21), obtenemos

OF
Oy,

iy, = 3 (Vi dPy, + T5,d8,,) =0 (3.58)

ip
Por otro lado, como el momento lineal total P es un invariante del sistema, entonces tiene

que cumplirse la ecuacién (1.22), por lo que

“dgy, = Y dP;, =0 (3.59)
s

Se puede comprobar que tanto (3.58) como (3.59) se cumplen.

Con todas estas ecuaciones se pueden obtener los elementos de la matriz M. El resultado
es totalmente andlogo al que obtuvimos para el modelo de fluido simple, ecuaciones (2.30),
pero con los correspondientes subindices que distinguen a los dos tipos de particulas.
Habiendo ya calculado los elementos de M, podemos escribir la parte irreversible de la

dindmica

R, = 0

(2% .
rrev

. 2
P, - - {%gp Vieis + {az‘m (1 - 5) + biajﬁ:| (€iis " Viais) eim}
s

irrev

irrev

(3.60)

) 1 9 2 2
T;,5i = =) CinjsTiugs + 3 > {%Jp Vit |:aiaj,6 (1 - 5) + biaa‘ﬁ] (Viejs - €inis) }
Js jg

donde

A (1 L

a; .. = _
alp 81{53 Tia Tjg
1

Js

b = Biusy (1 + (3.61)
s 4Dkp \T,, T '

02

iajﬁ

Ciajs = 2kBTiaTjg
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Al igual que en el modelo GENERIC de fluido simple, la evolucién irreversible del momen-
to de las particulas, tanto fluidas como coloidales, viene dada por términos de friccién que
involucran diferencias de velocidades. En la evolucién irreversible de la entropia aparecen
términos viscosos, relacionados con la disipacion de calor causada por rozamiento, y un
término de conduccién térmica que hace que tiendan a igualarse las temperaturas entre

particulas.

3.2.2. Dinamica no determinista

Para introducir las fluctuaciones térmicas en la dinamica del sistema, de acuerdo con el
formalismo GENERIC, tenemos que utilizar la ecuacién (1.16), que en el caso del modelo

de suspension coloidal, nos lleva a las siguientes ecuaciones de la dinamica

dR;, = V,.dt

2
dPi, = |Y Fijy—), {aiangiajg + [az‘m <1 - D> + bz‘am} (€ins * Viajs) ez‘am} +
s

s
o (P, OMicin \| gy 4 0 (3.62)
Stk odp | e t+dP;, 3.62
o0P;, 9S;,
1 9 2 2
Li.dSi, = |- ZciajﬁTiaJ'ﬁ Ty Z GiajsViajs T |Qiajs (1~ D) biajs | Viags * €iaja)” ¢+
i g
oy (Mesn ML | 4y g
+KB + + 1;,a5;,
0P, 9S;,
donde F;_;, representa la fuerza reversible de la particula jg sobre la particula i,. Al igual

que ocurria con el modelo de fluido simple, como vamos a utilizar el método de Wilkie
para resolver numéricamente las ecuaciones del modelo, no sera necesario calcular los
términos que acompanan a la constante de Boltzmann kg. Ahora, la ecuacion a resolver

es la siguiente:

OF oS di;,0,,dx;,
Jh 833]»5 eJp 8:1:]-[, 2dt

de;,, = |L dt + di;, (3.63)
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Por lo que no es necesario calcular VM | sino los siguientes términos:

1 up 2% _ (3.64)
2dt * awjﬂ

1 . 0di 1 - 1 1 1 OAj k., — O0Bj k., 1
—dP; £ = —adp; ——dS, + — [ —= B AW, B2 b [dW, cej .V
S TRl o5, S TRl % 5, is T T, 3 %: ds, dgky T dsj, D r [ inkw} Cighy vV igky

1 . 8di; 1 - 1 - 1 1 OAj k., 9Bjk, 1

—dS; £ = 4§, ——dSj,+— [ -= 0 W ; B0 —tr AW, cejn V;

2dt" " Oaj, 2dt" JX[; ;. T |\ T2 %: Bs;, sk T T D Wik, ] ) < s, Vigr, +

80j k
2 : 8
+ 0s; ’dej[ikw):|
ke ip

donde dP;,_ y dS;, vienen dados por (3.53) y (3.54) respectivamente y donde

0Ty, _ T

siendo C}, la capacidad calorifica a volumen constante de la particula j.

3.3. Modelo SDPD de suspension coloidal

Al igual que ocurria con el modelo GENERIC de fluido newtoniano, faltan por deter-
minar algunas cantidades en el modelo GENERIC de suspensién coloidal, tales como el
volumen de las particulas fluidas y las amplitudes de los ruidos térmicos. Sustituyen-
do el volumen de una particula fluida, definido mediante la ecuacién (3.3) en el modelo
GENERIC de particula fluidas, se obtienen las ecuaciones de evolucién de un modelo
de suspension coloidal; tras comparar estas ecuaciones con las del modelo GENERIC
de suspensién coloidal, obtendremos expresiones para introducir las amplitudes de las
fluctuaciones térmicas de forma consistente, obteniendo finalmente el modelo SDPD de

suspension coloidal.

3.3.1. Condiciones de contorno

El volumen de las particulas fluidas que representan al solvente lo definiremos mediante

un kernel, ecuacién (2.47), al igual que en el modelo SDPD de fluido newtoniano. No
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Figura 3.12: Cuando una particula fluida i se encuentra a una distancia l;; menor o igual
que Ty de la superficie de la particula coloidal j, entonces se sobrestima su volumen
debido a que no hay particulas fluidas en la region S perteneciente a la parte del interior

de la particula coloidal.

obstante, de la misma forma que en la seccion 3.1, el volumen de una particula fluida
era sobrestimado cuando ésta se encontraba cerca de una pared, si la particula fluida
1 se encuentra cerca de una o mas particulas coloidales, su volumen tampoco se calcu-
lard correctamente. (ver figura 3.12). Procederemos, entonces, como haciamos en el caso
del modelo de fluido con paredes, es decir, definiendo la densidad corregida de la particula

de solvente 7 como:

di = Y W)+ /S npdrW (|r —r;|) (3.66)

j€fluid
siendo S la region de interseccién de la zona de influencia de la particula fluida ¢ con todas
las particulas coloidales. El campo de densidad n.., al igual que en el caso de las paredes,

lo elegimos de forma que reproduzca exactamente la densidad corregida de la particula i.

Es decir: n, = d;, por lo que:

di = > W(rij)—l—c_ii/er(\r—riD (3.67)

jefluid S



82 3.3. Modelo SDPD de suspension coloidal

La integral que aparece en la ultima ecuacion vendra dada ahora por:

/er r—7) ZA (L) (3.68)

donde la funcién A que usaremos sera la misma que utilizibamos para el modelo de
fluido con paredes (ecuacién (3.4)), y donde l;; = |r; — Rj| — Rc es la distancia de la
particula fluida 7 a la superficie de la particula coloidal j. El error que se produce al con-
siderar que las particulas coloidales son como paredes planas es pequeno si consideramos
que las particulas fluidas son mucho més pequenas que las coloidales (1., << R¢), vy

serd despreciable para resoluciones altas. Obtenemos entonces:

(3.69)

3.3.2. Dinamica determinista

Dinamica reversible

El calculo de las derivadas del volumen corregido respecto de las posiciones de las particu-

las fluidas y coloidales nos lleva a las siguientes expresiones

av 1 Nr 52 N r; — R
K = — 5zk Z 'rkjF(rkj) + ’I”Z‘kF(T’ik) + —k Ziﬂ(lw)g (370)
or; didy, o di e ri — Rl
8Vk 1 (’l"k — R)
_ 71

que sustituyéndolas en la ecuacién (3.48) de la dindmica reversible del modelo GENERIC
de suspension coloidal nos permite obtener las ecuaciones de movimiento reversibles del

modelo SDPD de suspension coloidal:
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Np Ne
Pl = Y Fi" +) Fif (3.72)
j=1 j=1
Np N¢
P, = Y F"+) F° (3.73)
rev =1 =1
donde:
P, P
1) dzd@ djdj J ( J) ( )
P; (Tz‘ R‘)
1 7 9
Fi" = —FI° (3.76)
R
F{¢ = F“(Ry) R{ (3.77)
ij

El primer superindice de estas fuerzas de interaccion se refiere al tipo de particula sobre
la que se realiza la fuerza, F' si es fluida 6 C si es coloidal, mientras que el segundo indica
el tipo de particula que la causa. Por lo tanto, la evolucién reversible del movimiento
de una particula, sea fluida o coloidal, viene determinada por dos fuerzas de interaccion,
una con las particulas fluidas y otra con las particulas coloidales. La interaccion entre las
particulas fluidas viene dada por una expresién similar, solo que teniendo en cuenta la
correccién de la densidad, a la que aparecia en el modelo SDPD de modelo newtoniano.
En cuanto a la interaccion reversible entre una particula coloidal y otra fluida, es distinta
de cero solo si la fluida en cuestién se encuentra a una distancia menor que r.,; de la
superficie de la coloidal. En ese caso, la fuerza es repulsiva y normal a la superficie del

coloide, y aumentara cuanto méas cerca se encuentre la particula fluida de dicha superficie.
Dinamica irreversible
Supondremos que la fuerza de friccion entre las particulas fluidas es la misma que en el

modelo SDPD de fluido newtoniano, pero sustituyendo las densidades d; por las densidades

corregidas d;. Asi pues, la fuerza no conservativa entre éstas viene dada por
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A = gy 05 eey vy 1
1Yy 1]

Lo mismo haremos con la interaccion térmica ente particulas fluidas:

ofF = -2 T T;; (3.79)

En cuanto a la fuerza que las particulas coloidales ejercen sobre las particulas de solvente,

supondremos que es la misma que la que ejerceria una pared plana a la misma distancia

de las particulas fluidas, por lo que viene dada por (3.24):

1 - 1 -
Fi¢ = —j%(lz‘j) (vi = V) — j%(lij)ez‘jez‘j (v = V) (3.80)

Como debe cumplirse la tercera ley de Newton, entonces la fuerza que la particula fluida

7 ejerce sobre la particula coloidal 7 es:

C C
FoF=-F]; (3.81)

Para la interaccién térmica de las particulas coloidales sobre las fluidas hacemos de nuevo
la suposicion de que las primeras son para las segundas como paredes planas. Entonces,

de (3.27), obtenemos:

1 T, - T¢
Qfc = —2%77,/}(@-]-)—] (3.82)

Como la energia total tiene que conservarse, entonces:

Qor = —gic (3.83)

Ahora ya podemos escribir la parte determinista del modelo:
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i Vz
Ne Ng
Pi = > FGC+ ) (FGT+ 7
j=1 j=1
1 NC NF
TCS;, = -3 FGT(Vi—w)+ Y QF
Jj=1 j=1
N¢ Np
o= > (Fi+ 7+ (i + 7))
j=1 =
1 Np Np
Tis; = ——Z]—"FC v, — V) — QZ;EFF (v; — v)) +ZQ +)
j=1 j=1

Las fuerzas F' son reversibles y las fuerzas F son irreversibles. En la ecuacién del momento,
estas ultimas son términos de friccién que hacen que tiendan a igualarse las velocidades
de las particulas. La energia perdida en este proceso tiene que transformarse en energia
interna. De esto se ocuparan los términos de la ecuacién de la entropia que contienen
fuerzas F: éstos son los términos de calentamiento viscoso. Por tltimo, los términos que
contienen @ son intercambios de calor irreversibles que hacen que las temperaturas de las

particulas fluidas tiendan a ser iguales, es decir, son términos de conduccién térmica.

3.3.3. Dinamica no determinista

Para introducir las fluctuaciones térmicas, compararemos (3.84) con (3.62), para obtener
expresiones de las amplitudes del ruido que respeten el teorema de fluctuacién-disipacion.

Vemos que ambos sistemas de ecuaciones son iguales si
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FF _  F(rij) FC _ 1.
a” =a azaj az] - E_Zw?)(ll.?)
agF = Eijq/)g(lw) ag-c 0
F(r;; o I I
b = ) b —a (1 2)] bEC = & [ialy) — dslly) (1 - 3)]
(3.85)
o = gi]. [1/;2(517‘) — (L) (1 - %)] bC =0
FF F(rij) FC _ ¥(lij)
CF _ 9,1 w(p;) <C _ ¢

(]

FrF
AEF —

FC
AFC =

ce
ACC =

FF  _

4Dk i) (b —a (1 — 3)) ﬂ (3.86)

cc _

FF

FC  _

cc

/

BEC = \/4Dk3i TTJC (%(Zij)—lﬁs(lij) (1—3)) = Bi"
0
/

Sustituyendo estas amplitudes en (3.62), se obtiene la dindmica del modelo de suspensién

coloidal cuando hay ruido.
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Figura 3.13: En la primera figura se muestra la distribucion de los desplazamientos de la
particula browniana. En la sequnda, su velocidad cuadratica media en funcion del tiempo.
En esta ultima figura se puede apreciar que los valores obtenidos con la simulacion tienden
al valor que esperdbamos para la velocidad cuadrdtica media. Al final de la simulacion, la

diferencia entre la estadistica y el valor tedrico es menor que un 2 %.

3.3.4. Escalado consistente de las fluctuaciones térmicas.

En las ecuaciones (3.86) se puede apreciar que las amplitudes de las fluctuaciones de
las particulas fluidas dependen de la resolucién de la simulacién, debido a la presencia
de la densidad d; en sus expresiones, de manera que cuanto mayor sea la resolucion, las
particulas serdn mds pequenas' y se veran mas afectadas por las fluctuaciones térmicas.
No deberia ocurrir lo mismo con las particulas coloidales, pues sus fluctuaciones son una
propiedad fisica del sistema, y no un parametro computacional. Para comprobar que,
efectivamente, las fluctuaciones de las particulas coloidales no dependen de la resolucién
del sistema, simularemos una particula browniana, es decir, una particula coloidal inmersa
en un fluido y sometida a fluctuaciones térmicas. En un sistema real, ésta se veria golpeada
por las moléculas del fluido, generandose el esperado movimiento browniano de la particula
coloidal. En la simulacién, el coloide es golpeado por las particulas fluidas con las que

representamos al fluido. La velocidad cuadratica media de ésta deberia obedecer a la

'Por mds pequerias nos referimos a que su volumen sea més pequeiio, o dicho de otra forma, que
representen a porciones mas pequenas de fluido.
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— solvent particle (N=484) | |
~=- solvent particle (N=1600) 01
— solvent particle (N=6400)

Particula fluida ——
Particula goloidalx--

0.001 L
0.0001 0.001 0.01

Volumen de la particula fluida

Figura 3.14: En la primera figura se muestra la distribucion de las velocidades de una
particula fluida para simulaciones con distintas resoluciones. En la sequnda figura se com-
paran las velocidades cuadrdticas medias de dicha particula fluida con la de la particula

coloidal de la simulacion.

siguiente expresion

) =57

siendo kp la constante de Boltzmann, T' la temperatura del fluido y M la masa de la
particula browniana. Otra cantidad que es facil de estudiar en el movimiento browniano
de una particula coloidal es la distribucion de los desplazamientos en una direccion, que

viene dada por

N(0,2DAt) = (Bz)” }

1
Var DAt p{ 4DAL
At kpT

siendo D = - =8~ el coeficiente de difusion.

En la figura 3.13 se muestran los resultados de una simulacién en la que se analizan estas
dos cantidades para la particula coloidal. Se puede apreciar que los resultados se ajustan
muy bien a los valores tedricos.

Supongamos que aumentaramos ahora la resolucion de la simulacion, lo que equivaldria
a aumentar el nimero de particulas fluidas. Con este cambio, cada particula fluida tiene
un volumen menor. Dado que las amplitudes del ruido de éstas tienen una dependencia

~ Vz sus fluctuaciones térmicas seran mayores, y su velocidad cuadratica media también
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serd mayor. No obstante, las fluctuaciones de la particula coloidal deberian tener la misma
amplitud y, por lo tanto, su velocidad cuadratica media, que si que es una propiedad fisica
del sistema, no deberia cambiar aunque aumentaramos la resolucién. En la figura 3.14
se muestra, en la primera gréfica, la distribuciéon de velocidades (normalizada) de una
particula fluida en simulaciones con distintas resoluciones. La segunda figura corresponde
a las mismas simulaciones, y en ella se muestran las velocidades cuadraticas medias de la
particula coloidal y de una particula fluida. Se puede observar en esta figura la dependencia
de la velocidad cuadratica media de la particula fluida con su volumen, asi como el hecho
de que la velocidad cuadratica media de la particula coloidal no depende de la resolucion

que utilicemos en la simulacién.
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Capitulo 4

Modelo SDPD de fluido viscoelastico

Como mencionamos en la introduccién, un fluido viscoelastico tiene propiedades tanto
viscosas como elasticas. El comportamiento viscoso ya lo hemos descrito en los modelos
anteriores. Anadiremos ahora el comportamiento elastico del fluido. En concreto, consid-
eraremos el modelado de una solucién polimérica.

Al igual que en el capitulo 2, modelaremos el fluido mediante particulas. La naturaleza
elastica del medio se tendra en cuenta dotando a cada particula fluida de una nueva
variable denominada tensor de conformacion. Ademds, supondremos que las particulas
fluidas albergan multitud de moléculas poliméricas que, en ultimo término, seran las
responsables del comportamiento macroscopico elastico del sistema. Modelaremos cada
polimero como un sistema mas simple formado por un muelle lineal que une a dos pequenas
particulas, tal y como se muestra en la figura 4.1. La descripcion de la dindmica de estas
particulas unidas por muelles nos permitira encontrar expresiones de la evolucién temporal
del tensor de conformacion de cada particula fluida. Utilizando GENERIC obtendremos
finalmente un modelo de fluido viscoelastico termodinamicamente consistente, que puede
entenderse como una discretizaciéon del modelo de Oldroyd-B [6]. Este modelo ha sido
publicado en [90].

En este capitulo se muestra la potencia de la estructura GENERIC para formular modelos
de fluidos complejos. La extensién a otros modelos de fluido polimérico, diferentes del
modelo de Oldroyd-B, requiere sélo pequenos cambios en las ecuaciones que presentamos.

Por ejemplo, para modelar un fluido viscoelastico de tipo FENE-P [6] (finitely extensible

91
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Figura 4.1: Esquema de una particula fluida en el modelo SDPD de fluido viscoeldstico.
Cada particula fluida contiene gran cantidad de dumbbells que representan a las moléculas

poliméricas que generan el comportamiento eldstico del fluido.

nonlinear elastic Peterlin) a partir de nuestro modelo, basta con hacer un cambio en la
definicion de la entropia del sistema.

Finalmente, comprobaremos mediante simulaciones la validez del modelo. En concreto,
simularemos la generacién de un flujo de Kolmogorov analizando la evolucion temporal del
sistema, asi como su estado de equilibrio y compararemos con las soluciones analiticas de
dicho problema. También haremos un estudio de como afectan las fluctuaciones térmicas al
tensor de conformacién de las particulas fluidas en un estado de equilibrio y compararemos

los resultados con las soluciones tedricas.

4.1. Introduccién al modelo

Modelaremos la suspensién polimérica mediante un conjunto de Np particulas fluidas
con posiciones r; y velocidades v;. Consideraremos que son pequenos subsistemas ter-
modinamicos que se mueven con el flujo. Cada subsistema termodinamico se compone
de las moléculas del solvente mas las del polimero. Estas ultimas, en un sentido coarse-

graining, se representan mediante dos particulas microscopicas, denomindadas monémeros,
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unidas por muelles lineales. A partir de ahora y mientras no haya posibilidad de confusion,
a cada uno de estos sistemas microscépicos lo denominaremos indistintamente polimero,
pues es el objeto representado, o dumbbell, que es el objeto que representa al polimero. En
nuestro modelo de particula fluida, supondremos que cada particula 7 tiene N® molécu-
las de solvente y N dumbbells (ver figura 4.1). Posee, ademds, una energfa interna e;,
que representa la energia cinética de los monémeros y de las moléculas del solvente, mas
la energia potencial de las interacciones entre todos ellos. Caracterizaremos el estado de
elongacion de los dumbbells en la particula fluida mediante un tensor de conformacién

adimensional definido como

1 &
Ci = NTq(Q) za: 4.9, (4.1)

donde el indice « recorre todos los dumbbells que estan en el interior de la particula . El
tensor se ha normalizado con g, que es la longitud promedio del equilibrio de un dumbbell,
de forma que en el equilibrio el valor del tensor de conformacion valga ¢ = 1. Nétese que
este tensor es simétrico y definido positivo.

Para poder formular la dinamica del tensor de conformacion tenemos que recurrir a un
nivel de descripcion mas detallado en el que resolvamos la dindmica de las moléculas

poliméricas. Las posiciones y velocidades de cada monémero del dumbbell o las deno-

1

(o2

2.

('R}

taremos por T, vl y 72 v2; su evolucién temporal viene dada por las ecuaciones de

Langevin

drl = wvldt

mdv!, = —v (v, = V(rl))di+ F (v} — %) dt + dF, (4.2)
drl = v2dt

mdv, = —v(vi—V(rl))dt+F (rl—rl)dt+ dﬁ‘i

donde m es la masa de cada mondémero. Sobre cada uno de ellos actia una fuerza de
friccion con el solvente, dada por el coeficiente v = 6mna, siendo a el radio del monémero

y n la viscosidad del fluido, que es proporcional a la velocidad relativa del monémero
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con el fluido. La fuerza F' es debida a la interaccion eldstica entre los dos extremos del
dumbbell, y es funcion de la posicion relativa de los mondémeros. Por tltimo, las fuerzas
dﬁ‘; y dﬁ‘z son las fuerzas estocdsticas que generan el movimiento browniano de los
monomeros. Dado el tamano submicroscopico de los polimeros, podemos considerar el

limite sobreamortiguado y despreciar los términos de inercia, haciendo m = 0

1 j
drl = V(rl)dt+ =F (rl —r2)dt + —dF,
Y Y
1 1 -
dr2 = V(r2)dt+ —F (r2—rl)dt + ~dF. (4.3)
g g
Como la distribucion de los desplazamientos de una particula browniana viene dada por

AW +\/2Dydt, siendo Dy = kBTT el coeficiente de difusion, podemos identificar la fuerza

estocastica como

2]{?BT’7

dF = dW
dt

(4.4)

donde dW es un vector de incrementos de Wiener independientes.

Supongamos ahora que en el interior de una particula fluida se puede aproximar el campo
de velocidades mediante un desarrollo en serie en torno a la posiciéon de ésta: V(r) =
v, + K; - (r —r;), donde k! = (VYv"), es el gradiente de velocidad traspuesto asociado
a la particula i. Cambiando las coordenadas que hemos utilizado hasta ahora por la del

centro de masas del polimero R, = %(’ré +7r2), y por la que representa la separacién

1

2 .
. — T2, se obtiene

entre los monémeros q, = r

1 ~
ARy = 5 (V(rl)+V(rl)] dt +dR,
2
dqa = K- qadt + ;F (qa) dt + dQ(x (45)

donde

1 2
i, — 2D e W)

dg, = +/2Dodt (dW,—dW?) (4.6)
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Las varianzas de estos términos estocasticos vienen dadas por

dq,dq, = O6u4Dy1dt
dR,dR, = 0,4D,1dt (4.7)
dgq,dR, = 0

De acuerdo con el célculo de Ito, haremos ahora un desarrollo hasta segundo orden del

tensor de conformacion

Nd
1
de = NG Z (9,dq, + dq.q, + dq,dq,) (4.8)
donde, por dar claridad a la exposicién, hemos suprimido los subindices correspondientes

a la particula fluida. Utilizando (4.5) podemos escribir

Parte irreversible
7\

Parte reversible 7

Nd

- % 1 2
_ T -
de = (¢ k +K-c)dt+Nquza:(;(an(qa)+F(qa)qa)+4Do1) dt + dj
(4.9)
donde
1 X
de = —=> (q,dq,+dq,q,) (4.10)
N '6)

a

La dindmica del tensor conformacién, dada por (4.9), tiene tres partes. La primera parte
involucra al gradiente de velocidad y describe cémo el tensor de conformacion es trans-
portado de manera puramente reversible, mediante la adveccion de los polimeros, es de-
cir, mediante el transporte de sus diferentes partes en la direccion del flujo. El siguiente
término, en el que aparece el coeficiente de friccién v, es un término irreversible. El tdltimo
término es la parte no determinista de la evolucion del tensor de conformacién. Notese

que el término irreversible en el que aparece v no esta escrito en funcion de ¢, por lo
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que (4.9) no es, en general, una ecuacién diferencial estocéstica cerrada para el tensor de
conformacién. Pero en el caso particular en el que la fuerza F'(q) entre los monémeros de

un dumbbell sea una fuerza lineal

F(q) = —Hgq (4.11)

donde H es la constante del muelle, entonces se obtiene la siguiente ecuacion de evolucion

para el tensor de conformacion

1
de = (c-k"+K-c)dt+=(1—c)dt+de (4.12)
T
que sf que es una ecuacion cerrada para c. En esta tiltima ecuacién hemos definido 7 = 75

y hemos tenido en cuenta que la longitud de equilibrio de un muelle es:

kT
© =\ (4.13)

4.2. Dinamica determinista

Utilizaremos como variables relevantes del sistema la posicion, momento, energia interna
y tensor de conformacién de cada particula fluida, por lo que el estado del sistema queda

caracterizado por

T;

V;

T = (4.14)
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La energia interna e; debe entenderse como la energia interna total de las particulas,
incluyendo las contribuciones eldsticas de los polimeros que en ella se encuentran sus-
pendidos. La energia total del sistema viene dada por la suma de las energia cinéticas y

de las energias internas de todas las particulas fluidas:

E(z) = Z(%v?—l—ei) (4.15)

La entropia total del sistema viene dada por la suma de las entropias individuales de cada

particula fluida:

S(x) = 23(61‘;017%‘) (4.16)

Notemos que la entropia S(x) depende de las posiciones de las particulas fluidas a través
del volumen V; de éstas. Existe ademas, una dependencia de la entropia con el tensor
de conformacién ¢; que tiene en cuenta las posibles reestructuraciones internas de las

particulas fluidas a causa de cambios en los polimeros que contienen.

Las derivadas de la energia respecto de las variables relevantes del sistema vienen dadas

por

9 _

(3rj

oF

6_% = m'vj

oF

- -1 4.1
5 (4.17)
9L _

aCj

mientras que las derivadas de la entropia son
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95 _ A%
87‘]- N Tk 8'rj
95 _
0vj
oS 1
2 - = 4.1
% = T (1.18)
95 _ o;
oc; T,
donde
5 . aSi
T~ o
1 aSi
- — 4.1
T Be, (4.19)
ﬁ o 881'
T; B Jc;

siendo T; la temperatura de la particula fluida i, P; su presién, s; su entropia y o; la
variable tensorial conjugada termodinamicamente de ¢;. Notese que dada la dependencia
de la entropia con el tensor de conformacién e, la temperatura y la presion también de-

penderan de éste.

Dinamica reversible

La dinamica reversible del sistema viene dada, segun el formalismo GENERIC, por la
parte reversible de la ecuacién (1.11), que aplicada a nuestras variables relevantes, se

escribe explicitamente como:
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Y rr v re rc 14
N IJ vr Vv ve ve 14
v, Ny Lij Lij Lij Lij mu’
= (4.20)
é‘ ‘7:1 Le'f‘ LGU Lee LBC 1
¢ ] ] ij ]
! !
- L cr cv ce cc 2%

Existen una serie de requisitos que nos ayudaran a encontrar la forma que tiene la matriz

en bloques L:

= Queremos, al igual que en los anteriores modelos, que 7; = v; se cumpla exacta-
mente, es decir, que la velocidad de la particula i sea consistente con la evolucién

temporal de su posicion. Esto se consigue haciendo

e re __ yrc __

y como la matriz L es antisimétrica, también tenemos que:

L7 = Lj=0
vr 1
L, = _Edij (4.22)

Con este requisito hemos determinado los bloques de la primera fila y de la primera

columna.

= Queremos que la parte reversible de la evolucién del tensor de conformacion sea la

misma que encontramos en la ecuacién (4.9), es decir:

et = " (V”v“'> 4 (V) & (4.23)

rev K3



100

4.2. Dinamica determinista

Se puede comprobar que la ecuacién (2.60), que nos da el gradiente de la velocidad

de la particula 7, se puede escribir como

Np
1 )%
ol(r) = — “pl! 4.24
Vo) = 5> (4.24)
-1 9
Sustituyendo (4.24) en (4.23), obtenemos
N
) = DAY (4.25)
j=1

donde el tensor de tercer orden A;; viene dado por

7 / 7 !5, av
A = e e S 4.26
1) VZ Cz + Cz 8’}"]’/ ( )
por lo que
cv 1 'v
Ly = L7=0 (4.27)
y como L es antisimétrica:
ve 1 v/
Lij = _EAji g
Ly = 0 (4.28)

Debe cumplirse la condicién de degeneracién (1.12). Con los elementos de la matriz

L que ya hemos calculado, esta condicion implica que:

LE = 0
ve P] aV] 1 v v 1
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donde el vector A;; viene dado por

ar — o 2

v 7 ol
(3

(4.30)

siendo II; la parte reversible del tensor de tensiones de la particula j, dada por:

Hj = P]]. + 2dja-j . Cj (431)

Como L es antisimétrica, entonces:

ev 1 v
Li; = _EAji (4.32)

= No queremos que la evolucion reversible de la velocidad de una particula dependa
de las velocidades de las demaés o de la suya misma, por lo que el término que queda

por determinar tiene que ser nulo.

La matriz L queda:

~10; 0 AL —AR

2

(4.33)

3=

0 -A% 0 0

0 A0 0

Con este resultado obtenemos la dindmica reversible del modelo SDPD de fluido vis-

coelastico:
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r ‘rev = U
N,
s v - Hiw ng v R 4.34
muv; rev. d2 + d2 rij (rij> ( 3)
,uz/ Np
e‘rev = d2 § :’I‘ FTZ]
, cul/ NF ,uz/ Np
| R _ 2 v
¢l = ) E 'r”F(rU) E r; F (rij)v
7 .
Jj=1

Las tres primeras ecuaciones de este sistema son muy parecidas a las que obtuvimos para
el fluido newtoniano, sélo que con un tensor de tensiones reversible II; mas complejo, que
ahora depende del tensor de conformacion, pues tiene en cuenta la presién debida a la

distribucion no isotrépica de las elongaciones de las moléculas de polimero.

Respecto a la ecuacién de evolucién del tensor de conformacién, teniendo en cuenta la
expresion discreta del gradiente de velocidades de una particula fluida, ecuacién (2.60),
es completamente andloga a la parte reversible de la ecuacién (4.9). Estos términos re-
presentan el hecho de que los polimeros se ensanchen o se compriman debido al flujo del
solvente: las diferentes partes del polimero se pueden mover a distintas velocidades, con

la consiguiente deformacion.

Dinamica irreversible

Tenemos ahora que calcular la matriz disipativa M que aparece en el formalismo GENERIC,
dada por la ecuacién (1.17). Como no queremos procesos irreversibles asociados al cambio

en la posicién de las particulas, postulamos que el ruido térmico tiene la siguiente forma
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dv;
d&; = (4.35)
dé;

de;

La exigencia del cumplimiento de las condiciones de GENERIC (1.21) y (1.22) de conser-
vacion de la energia y del momento lineal del sistema, implica que los términos de ruido

que postulemos tendran que cumplir las siguientes ecuaciones

N

1=1

Nf
> mdv; = 0 (4.36)
i=1
Eligiendo los siguientes términos de ruido
de; = T,ds; (4.37)

donde dp; y ds; son los mismos ruidos térmicos que definimos en el modelo de fluido
newtoniano, dados por las ecuaciones (2.23) y (2.24), entonces se cumplen las ecuaciones
(4.36).

En cuanto al término de ruido de¢;, supondremos que los cambios disipativos en el tensor
de conformacién estan desacoplados de los cambios disipativos de v; y e;. Esto se traduce
en que el ruido de; es estadisticamente independiente de dv; y de dé;, por lo que la matriz

M adquiere la siguiente forma
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0 0 0 0
0 dodo;  dvdé; 0
1
M = 4.38
2t (4.38)
0 dédv;,  déde, 0
0 0 0 deé;de;

No es dificil comprobar que esta ecuacién cumple la condicién (1.13) requerida por
GENERIC para que la entropia aumente con el tiempo. Los cuatro términos no nulos
de la matriz M que no involucran al tensor de conformacién, son similares a los que ya
calculamos en el caso del modelo de fluido newtoniano dados por las ecuaciones (2.30).

El término que falta lo podemos calcular utilizando (4.10):

1

1.,
dedet'” = 0;,——
7 J v Ndr

dt (cgfﬂ’ 5 e e e s 4 5##’) (4.39)

donde hemos utilizado la ecuacién (4.7), y donde hemos hecho la siguiente definicion:
Sustituyendo la matriz M que hemos obtenido en la parte irreversible de la dinamica

GENERIC, dada por la ecuacién (1.11), se obtiene finalmente la dindmica irreversible del

modelo:

ri’irrev. =0
Np
. F T
m’vi|irrev. - = % [CL’UZ‘]‘ + be’Lj (61] : ’Uzg)]
j=1
NF NF
. F(rij) a o b 2 F(Tz‘j)
€ilirer. = Z dd; (5% +5 (e vig)” | = 2%2 dud, T, (4.40)
j=1 7=1
2
Cilirrev. — kBNdETCl O

Las tres primeras ecuaciones son idénticas a las obtenidas en el modelo SDPD de fluido

newtoniano. Esto se debe a que al considerar que las fluctuaciones de¢; del tensor de
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conformacion son estadisticamente independientes de las fluctuaciones dv; y dé;, de la
velocidad y de la energia, hemos desacoplado la dindmica irreversible de estas dos tltimas
variables de las dinamica irreversible de la primera. Por lo tanto, la evolucion irreversible
del tensor de conformaciéon de una particula dada depende sélo del propio tensor de
conformacion y, en concreto, se debe a la relajacién de éste hacia su estado de equilibrio,

o lo que es lo mismo, a la tendencia de los polimeros a volver a su longitud de equilibrio.

4.3. Dinamica no determinista

Abordaremos ahora como se calcula la evolucion del tensor de conformacién cuando hay
ruido térmico en el sistema. El mayor problema que tenemos es que la definicion del
término estocastico del tensor de conformacion, ecuacién (4.10), depende de las variables
q.,, que son mas finas que las que utilizamos para describir el sistema. Nosotros queremos
una definicion de de que dependa de las variables relevantes del sistema, y que sea tal que
se cumpla la ecuacién (4.39). Lo que haremos, serd expresar el tensor de conformacién
en términos de sus autovalores A, y de sus autovectores normalizados u,. Teniendo en

cuenta que el tensor de conformacién es simétrico, podemos escribir

" = Z)\augug (4.41)

Los subindices de la particula no los hemos escrito para dar mas claridad a la ecuacion.
Los términos estocasticos se pueden anadir entonces, bien en los autovectores, bien en los
autovalores. Consideremos los dos casos.
Término estocastico en los autovectores
Si diferenciamos (4.41) suponiendo que los autovalores permanecen constantes, se obtiene:
1% 14 14
dc" = E Ao (dubul, + ubidu) (4.42)
(0%

Proponemos entonces que el término de ruido del tensor de conformacién venga dado por:
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de" = Y C, (duliul, + ulida) (4.43)

donde du,, es un conjunto de incrementos independientes de procesos de Wiener con las

siguientes varianzas:

duldiy, = G,56"dt (4.44)

y donde C,, es una constante tal que se cumpla la ecuacién (4.39). Puede demostrarse que

dicha constante vale

Aa
Ndr

(4.45)

por lo que:

~ )\a ~ ~
de" = Y4/ ~a (duhu + ufduy) (4.46)

Esta formulacién del ruido del tensor de conformacién requiere el uso de DP procesos de
Wiener para cada particula, donde D se refiere al niimero de dimensiones del sistema,

pues hay D autovectores con D componentes cada uno.
Término estocastico en los autovalores

Si diferenciamos (4.41) suponiendo que son los autovectores los que permanecen constan-

tes, se obtiene:

de" = Y di.ubul (4.47)

por lo que postulamos el siguiente término de ruido del tensor de conformacion:
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de" = 3 CodW,, uliu (4.48)

donde dW,_, es un incremento independiente del proceso de Wiener, con la siguiente

varianza:

AWy, AW, = Sapdt (4.49)

Con esta definicién de de, se puede comprobar que se cumple (4.39). Frente a los D
procesos de Wiener que hacia falta calcular en el caso en el que se incluian los términos
de ruido en los autovectores, ahora, con esta segunda opcion, sélo se necesitan calcular
D procesos de Wiener. Por lo tanto, sera esta tltima posibilidad la que utilizaremos de
aqui en adelante.

Hasta ahora, hemos visto, que para anadir ruido térmico al tensor de conformacion, es
necesario conocer cuales son los autovalores y los autovectores de éste. Este hecho sugiere
que quizas seria mas 1til desarrollar directamente la dinamica de los autovalores y autovec-
tores del tensor de conformacién, y calcular posteriormente dicho tensor, ahorrandonos la

diagonalizacién de éste. Asi es como procederemos en los siguientes dos apartados.

Dinamica determinista de los autovalores y los autovectores del tensor de

conformacién

Tomando la derivada temporal de (4.41) y multiplicando dicha ecuacién a la derecha y a

la izquierda por los autovectores, obtenemos:

U, - C- ug = 5ag}\a + ()\a — )\5) Uy - ug (450)

Multiplicaremos ahora la ecuacién de evolucion del tensor de conformacion que obtuvimos

al desarrollar la parte determinista del modelo SDPD

¢ = ¢k +K-c+ o (4.51)

N
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a la derecha y a la izquierda por sus autovectores, obteniendo

/\aaa(saﬁ (452)

( = A + A +—2
Uy -C-U = aRBa Ra
P A phrop TNdk‘BZ

donde hemos introducido los elementos de matriz del tensor de gradiente de velocidades

en la autobase del tensor de conformacion:

Ko = Uq- K- Ug (4.53)

También hemos introducido los autovalores de o

Ou = Uy O - Uy (4.54)

En la dltima ecuaciéon se ha tenido en cuenta que o y ¢ diagonalizan en la misma base,

tal y como se demuestra en el apéndice C. Igualando (4.50) y (4.52), se obtiene

2
TNdkBT

e = Y Hapug (4.55)
BFo

N = 2\oFaa + Ao

donde

)\ali@a-‘r)\glﬁag .
()\a—)\ﬁ) Sl )\a % )\B
Hyp =
0 Si A = A5

Las ecuaciones (4.55) y (4.51) son mateméaticamente equivalentes. La evolucién de los
autovectores es totalmente reversible, como consecuencia del hecho de considerar que no
sufren fluctuaciones térmicas. Nétese que cuando hay dos o més autovalores iguales su
subespacio asociado esta degenerado y cualquier base ortonormal de éste serd un conjunto

de autovectores validos; en este caso no es necesario que éstos ultimos evolucionen en el
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tiempo, lo que lleva al valor de H,3 = 0 en el caso A\, = Ag. Respecto a la evolucion
de los autovalores del tensor de conformacion, hay dos términos: el primero es reversible
y da cuenta de los procesos de adveccién de los polimeros, mientras que el segundo es
irreversible y se refiere a la tendencia de los autovalores del tensor de conformacion a

evolucionar hacia sus valores de equilibrio.

Dinamica no determinista de los autovalores y los autovectores del tensor de

conformacién

Dado que

s Oq
o= T (4.56)

la evolucién temporal irreversible de los autovalores del tensor de conformacion, dada por

la primera ecuacién de (4.55), podemos escribirla como:

: 2 0s
A = — A7 4.
¢ irrev TNdk'B ¢ 8)\a ( 57)

De acuerdo con el formalismo GENERIC, la parte irreversible de la dindmica de los autova-

Js

lores del tensor de conformacién viene dada por A, = M™M. W
{e3

irrev

Ao, donde hemos considerado que las fluctuaciones térmicas

por lo que podemos

2
TNikp

suponer que M M =
de los autovalores del tensor de conformacion son estadisticamente independientes de las
fluctuaciones térmicas del resto de variables relevantes. La dinamica no determinista de

los autovalores viene entonces dada, de acuerdo con GENERIC, por la ecuacién (1.16):

A 0s

dAa|; =
|1rrev a)\a

9 _
— 4.
dt + —dt + X, (4.58)

cumpliéndose el teorema de fluctuacién-disipacion: d:\adj\g = 2k M dt. Un término de

ruido que cumple esta ecuacion es

1
. A\ 2
A, = (—) AWy, (4.59)
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donde dW)_ es un proceso de Wiener independiente que cumple la ecuacién (4.49). La

ecuacion completa de la dindmica para los autovalores del tensor de conformacién, queda

2 ~
AaOodt + ——dt + d\, (4.60)

dAe = 2XyKaadt
K + —Nd

TNdk’BT

4.4. FEcuacion de estado

Todavia quedan por determinar algunas cantidades en el modelo. Para una solucién diluida

de muelles de Hooke, la entropia viene dada por (ver [67]):

Nd
S(E,c,V)=S,(E,V)+ kB? (tr[1 — c] + Indet e) (4.61)

donde S,(E,V) es la entropia del solvente. Con esta ecuacién ya podemos calcular los

pardametros intensivos de la ecuacién (4.19), que toman los siguientes valores

T = T

N4 1
g = TijT [C —1} (462)
P = P,

siendo Ty v P, la temperatura y presién del solvente respectivamente. Utilizando la ex-

presion de o podemos obtener una expresion explicita del tensor de tensiones:

d

I, = 1P —kyT,

J

También podemos escribir ahora la parte determinista irreversible de la ecuacién de evolu-

cion del tensor de conformacién como:

= “[1-¢] (4.64)
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por lo que el tiempo de relajacién del tensor de conformacion es precisamente 7. Asi mismo,
la evolucion determinista irreversible de los autovalores del tensor de conformacién viene

dada por

W= tpoag (4.65)

irrev T

por lo que tiene el mismo tiempo de relajacién que el tensor de conformacién, algo logico,
porque tal como hemos concebido el modelo, toda la dinamica irreversible del tensor de
conformacion la llevan sus autovalores. Nétese que se pueden desarrollar modelos SDPD de
fluido viscoelastico més complejos, modificando tan sélo la expresién (4.61) de la entropia
del sistema. Este seria el caso, por ejemplo, del modelo FENE-P [6] (finitely extensible
nonlinear elastic Peterlin), en el que sélo habria que cambiar el término tr[1 — ¢| en la

ecuacion (4.61) por

é(trfe]) = bln (— - qu) (4.66)

para obtener el correspondiente modelo SDPD.

4.5. Simulaciones

El modelo que hemos propuesto ha sido deducido con la ayuda de la estructura GENERIC
a partir de unas cuantas hipdtesis fisicas: el fluido se modela con particulas fluidas que
albergan multitud de polimeros que son representados como dumbbells, cuyo estado puede
ser descrito mediante un tensor de conformacién. Es interesante observar que este modelo

también se puede entender como una discretizacién de las ecuaciones hidrodindmicas para

un fluido de Oldroyd-B:

Op = —V-pv

O (pv) = —V-pvv—V~H—|—7)V2v—|—gV(V-v)+pg
e = —V-(pve) +11: Vv +2nVv : Vo + kV>T (4.67)
de = —v-Ve+e-Vo+(c- Vo) + 2 c-o

T?’Lk’BT
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donde p es el campo de densidad masica, v es el campo de velocidades, € es el campo de

densidad de energia interna, y donde las variables conjugadas se definen como:

1 0s(ec)
T Oe
o Js(e, ¢)
= = 4.68
T dc ( )
donde s(e, €) es la densidad de entropia. El tensor IT viene dado por
II = P°1—nkgTec (4.69)
donde P es el campo de presiones del solvente. El término Vv viene dado por
—— 1 T 1

siendo D el nimero de dimensiones del sistema. Efectivamente es posible comprobar,
mediante pasos similares a los utilizados en el capitulo 2, que las ecuaciones (4.34) y
(4.40) de evolucién del modelo SDPD de fluido viscoeldstico que hemos obtenido son una
discretizacion de las ecuaciones continuas (4.67) del modelo de Oldroyd-B. Los pasos a
seguir en el caso de las tres primeras ecuaciones de (4.67) son practicamente idénticos a
los que dimos en el capitulo 2 para discretizar las ecuaciones de Navier-Stokes. En el caso

de la tdltima ecuacién, que se puede expresar en descripcién lagrangiana como

2

¢ = c-V'v+(c-V'v)T—|—Tnk T
B

c-o (4.71)

podemos escribirla, anadiendo un subindice de particula fluida ¢ a los términos que en ella

aparecen, como

e = ¢ (Vv), + (¢ (Vv),)" + ci o (4.72)

T?’Ll{?BT
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y sustituir en ella la expresion (2.60) del gradiente discreto de la velocidad de la particula
1, obteniendo directamente la evolucion del tensor de conformacién del modelo SDPD de
fluido viscoelastico.

En el caso de que modelemos los polimeros como dumbbells lineales, tendremos

o — nkBT |:c_1 _ 1]
2
O = P'1-nkgTe (4.73)
2 1
kpT 7 T F7e

En esta seccion comprobaremos que las ecuaciones discretas de la dindmica determinista
del modelo SDPD de fluido viscoeldstico cumple con las predicciones dadas por el modelo
continuo, es decir, por las ecuaciones (4.67) y (4.73). Compararemos los resultados de las
simulaciones con las expresiones analiticas de un flujo de Kolmogorov. También compro-
baremos que las fluctuaciones térmicas estan formuladas correctamente en el modelo. Para
ello comprobaremos que los resultados de las simulaciones coinciden con los resultados
tedricos cuando analizamos la distribucion de autovalores del tensor de conformacién en

el equilibrio.

4.5.1. Flujo de Kolmogorov

Consideremos un fluido bidimensional en reposo sobre el que subitamente se aplica una
aceleraciéon externa de la forma g = gq (sin ky, 0). Supondremos que el estado de equilibrio

depende sélo de la coordenada y:

p = rly)
P = Py (4.74)
c = c(y)

También vamos a suponer que el campo de velocidad estd modulado de la misma forma

que la fuerza que actua sobre el fluido:



114 4.5. Simulaciones

v = v (sinky,0) (4.75)

En el estado estacionario se obtiene que:

=1
Coy = TUokcosky (4.76)

Copw = 1+2 (Tvok)2 cos® ky

donde

PY0
- 4.7
T R kgTT 1) (4.77)

Podemos definir un conjunto de numeros adimensionales que determinen la fisica del
problema. En nuestro caso definiremos los nimeros de Reynolds, Mach y Weissenberg

co1mo

L
Re — =%
14
Ma = -2 (4.78)
&
TVo
We = -0
¢ L

donde v = n/p es la viscosidad cinematica, L es la longitud de onda 27/k de la fuerza
externa sinusoidal y ¢ es la velocidad del sonido en el medio. El nimero de Weissenberg
determina la importancia relativa de los efectos elasticos sobre los inerciales. En la figura
4.2 se muestran los resultados de una simulacion con Re = 1,3, Ma = 0,1 y We = 0,28 en
la que se han utilizado 900 particulas fluidas que, como se ve, ajustan muy bien con los
resultados analiticos.

También se puede obtener la solucion analitica dependiente del tiempo de este mismo
problema. Se puede encontrar una solucién de la forma v = o(t)(sin(ky), 0), ¢ = €(t)c(y).

El resultado para el término () es el siguiente:
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Figura 4.2: Graficas de las que se compara el estado estacionario de la simulacion de un

flugo de Kolmogorov de un fluido viscoelastico con los resultados analiticos.

f)(t) = Cleo‘lt + Cgeazt -+ Vg (479)

donde

27000~ (3 + VB))

C, = A

Cy, = —Cy—g (4.80)
1

oy = % [’y + \/Z}

o = -V

donde v = ™nk? + p, A = ~+? — 4p7k?* (n + nkgT7) y donde vg es el valor de la velocidad
méxima del flujo en equilibrio, dada por la ecuacion (4.77).

Notese que dependiendo del valor de A, las cantidades «; » pueden ser reales o comple-
jas, lo que lleva a soluciones sobreamortiguadas y subamortiguadas respectivamente. No
obstante, debido a la forma que tienen Cy y Cy, 9(t) es siempre real.

La solucién de las componentes no diagonales ¢,, del tensor de conformacién es de la

forma ¢, (t) = €,y () cos(ky), donde

i 1
Cryt) = nkpTk

[—C1 (a1p +nk?) €' = Cy (azp + k) €% + pgo — 1k vo]

(4.81)
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Figura 4.3: Comparacion de las simulaciones de un flujo de Kolmogorov dependiente del

tiempo para un fluido viscoeldstico con las soluciones analiticas.

En cuanto a la componente ¢, (y, ), ésta es siempre igual a 1, si inicialmente ¢, (y,0) = 1.

De forma similar, podemos encontrar una expresion para la componente ¢, (y, t) del tensor

de conformacion.

En las figuras (4.3) se muestra la evolucién de v, y ¢, con el tiempo para tres simulaciones
con Re = 0.01, Ma = 0.0002 y We = 4 x 1079, 0.0004 y 0.04 respectivamente, en las que
se han utilizado 3600 particulas. En la primera simulacién, el valor de la cantidad a4 2 que
aparece en los exponentes de la ecuacién (4.79) es real, por lo que se obtiene una relajacién
sobreamortiguada sin oscilaciones. En las otras dos, este exponente es complejo, por lo
que se obtiene una solucién subamortiguada con un caracter oscilatorio. En estas figuras

también se aprecia que los resultados de las simulaciones coinciden muy bien con los

resultados analiticos.
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4.5.2. Fluctuaciones térmicas en el equilibrio

Comprobaremos ahora que el comportamiento de las fluctuaciones térmicas del tensor
de conformacion en las simulaciones coincide con lo predicho por los resultados tedricos.
Asociada a la ecuacién diferencial estocastica (4.60) existe una ecuacién de Fokker-Planck
equivalente que, en general, tiene la estructura mostrada por la ecuacién (1.23). La solu-
cién en el equilibrio de esta ecuacién de Fokker-Planck es la distribucién de probabilidad
de Einstein dada por (1.24). Si integramos sobre todos los grados de libertad excepto el de
los autovalores del tensor de conformacion de una particula fluida, obtenemos la siguiente

funcion de distribucion de equilibrio:

PO = j%/exp{sf]';(;)} (4.82)

donde N es una constante de normalizacién y S, es la entropia del sistema debida a la

presencia de los polimeros, que viene dada, de acuerdo con (4.61) por

Sp(e) = kBNTd (tr[1 — ¢] + Indet ¢) (4.83)

Esta entropia depende del tensor de conformacion sélo a través de sus autovalores, y se

puede escribir como

Sy(c) = kBN; (D =) At In )\a> (4.84)

obteniendo para la ecuacién (4.82) la siguiente expresion

1 N¢
P(A) = ﬁ)\gd/Qexp{—T)\a} (4.85)

Se puede apreciar que la anchura de esta distribucion se estrecha cuando crece el nimero

de dumbbells N en las particulas fluidas. En general, para una concentracién fija de

polimeros, el nimero N? se incrementara con el tamano de las particulas fluidas. Como
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Figura 4.4: Histograma de los autovalores del tensor de conformacion en el equilibrio

comparado con el resultado tedrico, dado por la ecuacion (4.85).

consecuencia, las fluctuaciones térmicas en el tensor de conformacion se veran reducidas
cuando las particulas fluidas sean mayores. Asi pues, aparece de nuevo un efecto de escal-
ado consistente de las fluctuaciones térmicas, similar al que estudiabamos en el apartado
3.3.4 para una particula coloidal inmersa en un fluido.

Para comprobar la validez de la ecuacién (4.60), hemos hecho una simulacién de un fluido
viscoeldstico en un estado de equilibrio, y hemos combinado los autovalores obtenidos
durante la simulaciéon para construir el histograma de la figura 4.4. La comparacion del

histograma obtenido con los resultados tedricos es muy buena.



Capitulo 5

Modelo SDPD de suspension

coloidal en un medio viscoelastico

En este capitulo utilizaremos procedimientos similares a los utilizados para desarrollar los
modelos de suspension coloidal y de fluido viscoelastico en los capitulos 3 y 4 respectiva-

mente, para obtener un modelo SDPD de suspension coloidal en medio viscoelastico.

Aligual que en el capitulo 3, nuestro sistema consistird en un solvente, modelado mediante
particulas fluidas, en el que se encuentran inmersas un conjunto de particulas coloidales,
representadas como esferas duras. La diferencia con el capitulo 3, es que ahora anadiremos
a cada particula fluida, al igual que en el capitulo 4, un tensor de conformacién que tenga
en cuenta la naturaleza elastica de éstas. Podemos ver un esquema del modelo que vamos

a desarrollar en la figura 5.1.

El problema de las condiciones de contorno del solvente con las particulas coloidales,
lo abordaremos de la misma forma que en el capitulo 3: primero analizaremos cémo
modelar las condiciones de contorno de un fluido viscoelastico en contacto con paredes
planas. Después, durante el desarrollo del modelo mediante GENERIC, introduciremos de
forma consistente dichas condiciones de contorno. De nuevo, para las particulas fluidas,
las coloidales seran como paredes planas, lo que no es un problema si las particulas fluidas
son mucho més pequenas que las particulas coloidales, como ocurre cuando la resolucion

de la simulacién es lo suficientemente alta.

119
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SUSPENSION COLOIDAL
EN UN MEDIO VISCOELASTICO

(LY N (N
(S LS
. \‘,

(S
t‘,

Figura 5.1: Esquema del modelo de suspension coloidal en un medio viscoeldstico: el sol-
vente se representa mediante particulas fluidas que albergan multitud de dumbbells. Las

particulas coloidales se modelan como esferas duras.

5.1. Introduccion de las condiciones de contorno

De manera similar a como hicimos en el capitulo 3, introduciremos las condiciones de
contorno necesarias para modelar una pared plana, para luego utilizarlas en el modelo
coloidal. Dado que la ecuacién de evolucién del tensor de conformaciéon es una ecuacion
diferencial hiperbdlica [16], no serd necesario especificar condiciones de contorno para ella.
De nuevo, las dos unicas exigencias son la impenetrabilidad de las paredes y la igualdad
de las velocidades del flujo y de la pared en la interfase fluido-pared (condicién de no slip).
La primera condicién se consigue, al igual que en el capitulo 3, redefiniendo el volumen de
las particulas fluidas mediante la suposicion de que existe en el interior de la pared una
distribucion continua de particulas; dotando a éstas de un campo de velocidades adecuado
se obtiene la segunda condicién. Al hacer que se cumplan estos dos requisitos, aparece
en la dindmica un nuevo término: una fuerza normal de la pared sobre el fluido y hacia
éste que impide que las particulas fluidas penetren en la region donde se encuentra dicha
pared. También, al sustituir la expresion del gradiente de velocidades discreto (2.60) por
una expresién mas adecuada para el caso de particulas fluidas cercanas a una pared, se ve
afectada la dinamica reversible del tensor de conformacién. Por tltimo, aparecen nuevos

términos de friccion y de conduccién térmica de la pared con el fluido. Para comprobar
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que la modelizaciéon de las condiciones de contorno es correcta, haremos simulaciones de

problemas con soluciéon conocida.

5.1.1. Impenetrabilidad de la pared

De la misma forma que en la seccion 3.1, no podemos calcular el volumen mediante
la ecuacién (2.47), pues éste resultaria ser mayor de lo que debe, a causa de que no hay
particulas fluidas en el interior de la pared. Por esta razén, al igual que haciamos en el caso
del fluido newtoniano, corregiremos el volumen mediante la ecuacion (3.3). La introduccién
de esta correccion en la parte reversible del modelo SDPD de fluido viscoelastico afecta a

dos de los requisitos que nos permitian determinar la forma de la matriz L:

= En el modelo SDPD de fluido viscoelastico exigiamos que la parte reversible de
la evolucion del tensor de conformacion viniera dada por la parte reversible de la
ecuacién (4.9), donde el gradiente de la velocidad de las particulas fluidas venia
dado por (2.60). En el caso que de que haya paredes cerca de una particula fluida,

debemos utilizar la siguiente expresion

1
V() = E—ZF(W)%U;@ (5.1)
L

Notese que aunque en esta expresion hemos utilizado la nueva definicion de densidad,
no hemos tenido en cuenta la velocidad de la pared, que ha de afectar al gradiente
de velocidades de las particulas fluidas que se encuentren cerca de ellas. Esto se
tendra en cuenta mas adelante, cuando anadamos un campo de velocidades a la
distribucion continua de particulas que se encuentran en el interior de la pared.
Para determinar la dinamica reversible del sistema, es 1til escribir la ecuacién (5.1)

COo1mao:

d? x—= OV
Vool (r) = = ol
di < ory

(5.2)
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» La entropia del sistema ya no viene dada por la ecuacién (4.16), sino por la siguiente

férmula

S = Zs(ei,cl-,vi) (53)

Notese que sigue teniendo una dependencia con las posiciones de las particulas
fluidas a través del volumen corregido de éstas; pero la expresion de la derivada
de la entropia respecto de la posicion r; es, en general, diferente a la obtenida sin

paredes. Ahora viene dada por

N

Py, OV,
- = 2 7o, (54)

lo que afecta a la condicién (1.12) de degeneracién de GENERIC que, a su vez,

cambia la dinamica reversible del sistema.

Estos dos requisitos aplicados al formalismo GENERIC, hacen que obtengamos la siguien-

te dindmica reversible:

Tiley = Vi
lee = X[+ ] ToFies) + PV 59
€ilyey = HW Z% T F (i) — PV (hi)n - v;

&=

donde m es un vector unitario, normal a la pared y hacia el fluido y donde la funcion
¥ (h) viene dada por la ecuacién (3.9). Nétese que, al igual que en la seccién 3.1 con el
modelo SDPD de fluido newtoniano con paredes, aparece una fuerza sobre las particulas

fluidas que es normal a la pared, y que las expulsa de ésta. Aparece también un término
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de energia asociado a la interaccién con la pared. Notese, sin embargo, que al igual que
ocurria con la definicién de gradiente (5.1), no hemos tenido en cuenta el efecto que
puede tener la velocidad de la pared en estas ecuaciones. Dicho efecto lo anadiremos en el
siguiente apartado, en el que daremos un campo de velocidades a la distribucién continua
de particulas de pared que, aparte de asegurar condiciones de contorno de no slip a través

de la dindmica irreversible del sistema, afectarda también a la reversible.

5.1.2. Interaccién del solvente con la pared

Supondremos ahora, que la distribucién continua de particulas de pared que hemos anadi-
do para corregir el volumen, tiene un campo de velocidades que es una extrapolacién lineal
de las velocidades del fluido en el interior de la pared, de forma que la velocidad en la
interfase fluido-pared sea exactamente igual a la velocidad de la pared. Procediendo igual
que en el caso del fluido newtoniano, anadiremos los términos de la dinamica correspon-
dientes a la interaccion con las particulas de pared y sustituiremos las velocidades v; que
aparezcan por el campo de velocidades dado por la ecuacién (3.18).

En la ecuacién de evolucion del momento, el campo de velocidades de las particulas de

pared afecta a la parte irreversible de la ecuacion, obteniéndose

Parte reversible

p; = [Hl * ]} -1 F(rij) + PiVith(hi) - — (5.6)

F(ri; 1 1 -
- Z "(rij) lav;j + bejj (€5 - vij)] — =3(hi) (Vi — Vian) — =Y2(hi)nn - (vi — Vian)
; didj di di

Vv
Parte irreversible

donde 15(h) y 1by(h) vienen dadas por (3.25). De nuevo, aparecen fuerzas de friccion
causadas por la diferencia de velocidades entre la particula fluida y la pared, que hacen
que la primera tienda a llevar la velocidad de la segunda.

En cuanto a la ecuacion de evolucién del tensor de conformacién aparecen términos con
velocidades en la parte reversible, por lo que si que hay cambios en su dinamica a causa de

la velocidad que tengan las paredes. Tenemos que anadir en la ecuacién (5.5), los términos
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correspondientes a las particulas de pared, y dar a estas iltimas un campo de velocidades

dado por (3.18). Procediendo de esta forma, se obtiene la siguiente ecuacién

e
é Z TZF(T’,U)

i jewall

/ /

: i v Tij
| = T ST e P TR (o - Vi) +

rij ‘n
h;

~

que representa el efecto causado por la pared sobre la dindamica reversible del tensor de
conformacion. Notese que el hecho de que al anadir un campo de velocidades a las particu-
las de pared, cambie la dindmica reversible del tensor de conformacién, que deberia venir
dada por la parte reversible de la ecuacién (4.9), sugiere que la forma en que calculamos
el gradiente de velocidades, mediante la ecuacién (5.1), es incompleta, pues no tiene en
cuenta la velocidad de la pared. Cuando tratemos el modelo de suspension coloidal en
un medio viscoelastico, serd necesario tener en cuenta el efecto de la velocidad de las
particulas coloidales en el calculo del gradiente de velocidades, para ser consistente con el
formalismo GENERIC.

Suponiendo ahora que el volumen de la particula fluida i es igual al de las particulas de

pared, V; = V;, y que éstas forman un continuo, obtenemos

i | a’ w w c;” .. n I
] = g () (vt = Vi) + g (h) (0! = Vi) (5.8)
donde
gh) = [ e F (=) =1 n 5.9)
S

Dada la simetria radial del kernel, el vector £(h;) tiene la misma direccién y sentido que

el vector normal a la pared:

§=¢n (5.10)

La ecuacién (5.8) queda entonces

('UH - Vﬁjall)
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Figura 5.2: Grdfica de la funcion (h) para diferentes kernels.
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La gréfica de la funcion £(h) se muestra en la figura 5.2, y sus expresiones explicitas para
los diferentes kernels se pueden consultar en el apéndice A.

También aparecen términos con velocidades relativas tanto en la parte reversible como en
la irreversible de la ecuacién de evolucion de la energia interna de las particulas fluidas.

El término reversible de la ecuaciéon de la energia queda, debido a la presencia de la pared

H;jl’/ o H?Vl v v v/
= Z vir Friy) = — v E(hy) (WY =V ) nY (hy) (5.12)

v jewall
El término de conduccién térmica, en el que aparecen diferencias de temperatura lo

trataremos exactamente igual que haciamos en el caso del fluido newtoniano.

5.1.3. Simulaciones

Flujo de Couette

Supongamos que hay un fluido viscoelastico bidimensional confinado entre dos paredes
planas y paralelas en reposo. Subitamente, éstas empiezan a moverse con una velocidad
V' en sentidos opuestos, tal y como se muestra en la figura 5.3. Cuando el sistema alcanza

el estado estacionario, la velocidad y el tensor de conformacién vienen dados por
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Figura 5.3: Fsquema del flujo de Couette.

v o= v(y) =1y
Coo = 14+2(74)

Coy = TV (5.13)

donde ¥ = % En la figura 5.4 se muestra el estado estacionario de las componentes del
tensor de conformacion y de la velocidad en una simulacion con 22500 particulas y los

siguientes nimeros adimensionales

Re = 1,2
Ma = 0,025 (5.14)
We = 0,29

Notese que aunque todas las componentes del tensor de conformacién deberian ser cons-
tantes a lo largo del fluido, esto no es exactamente asi, pues se pueden observar desvia-
ciones respecto de los valores tedricos de las componentes ¢,, y ¢, cerca de las paredes.
Estas desviaciones se deben a la aproximacion integral que hemos hecho de las condiciones
de contorno. Aumentando la resolucién los errores se hacen menores, tal y como se mues-
tra en la figura 5.5, en la que se ha dibujado el escalado de los errores méaximos de dichas

componentes del tensor de conformacion con la resolucion. Extrapolando estas graficas
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Figura 5.4: Resultados de una simulacion del flujo de Couette de un fluido viscoeldstico
para Re = 1,2, Ma = 0,025 y We = 0,29, en una simulacion con 22500 particulas,

comparados con su solucion analitica.
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Figura 5.5: Diferencias mdximas en el perfil de las componentes ¢y, y gy respecto del
resultado teorico del estado estacionario de un flujo de Couette. Vemos que dichas dife-
rencias se hacen menores conforme aumenta la resolucion. En el rango de resoluciones en
el que hemos trabajado esta relacion es lineal, aunque es de esperar que para resoluciones
mayores la curva tienda a cero. En cualquier caso, parece que los errores serdan pequenos

para simulaciones con muchas particulas (a partir de 200000 particulas).

podemos decir que los errores seran pequenos cuando usemos unas 200000 particulas, can-
tidad perfectamente asequible a los medios computacionales de que se dispone hoy en dia.
Ademas, es precisamente a altas resoluciones en donde nuestro método para implementar
las condiciones de contorno adquiere ventaja sobre otros métodos que se basan en simular

las particulas que representan a las paredes, con el consiguiente esfuerzo computacional.

5.2. Modelo SDPD de suspension coloidal en un medio vis-

coelastico

Supongamos ahora que queremos simular una suspensién coloidal en un medio viscoelasti-
co. Al igual que en el capitulo 4, el solvente lo modelaremos mediante N particulas flui-
das, cuyo estado eldstico viene dado por un tensor de conformacién. Al igual que en el
capitulo 3, supondremos que las Ng particulas coloidales son como paredes planas para
las particulas fluidas. El error derivado de considerar que una superficie curva es plana es

pequeno cuando la longitud caracteristica de una particula fluida es mucho menor que la
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de una particula coloidal, es decir, cuando la resolucion de la simulacion es alta.
Siguiendo los mismos razonamientos que cuando habia paredes, cuando hay particulas
coloidales, podemos corregir el volumen de las particulas fluidas cercanas mediante la
ecuacion (3.69).

Elegiremos como variables relevantes del sistema el tensor de conformacion de las particu-
las fluidas y las posiciones, velocidades y energias internas de todas las particulas, tanto

fluidas como coloidales. Por lo tanto, el estado a del sistema queda determinado por

€;

r = C; (515)

E;

donde las variables mintisculas se refieren a particulas fluidas, y las maytsculas a coloidales.
Supondremos que todas las particulas fluidas y coloidales tienen respectivamente masas
m y M. La energia total del sistema viene dada por la suma de las energias cinéticas e
internas tanto de las particulas fluidas como de las coloidales, méas la energia potencial de

interaccion entre particulas coloidales ®¢¢:

Ne Ne

E(x) = f: Gmuf + e@-) +:VZCI (%me + E) + % Y>> ¢“C(Ri - Ry) (5.16)

i=1 i=1 j=1
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mientras que la entropia del sistema se obtiene sumando las entropias individuales de

todas las particulas fluidas y coloidales

S(x) = Zs (e, ¢, Vi) + ZS (E;) (5.17)

i=1 i=1

De acuerdo con GENERIC, necesitamos calcular las derivadas de la energia y de la en-

tropia del sistema respecto de las variables relevantes. Las primeras vienen dadas por

oF
or;
oF
0v;
OF
de;
oF
a_cj =0 (5.18)
N¢

oF oo
k=1

OF
v, MV
OF
OE;

mientras que las segundas por
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95 _ g BV

87‘]' N — Tk (%j

s

8'vj N

os _ 1

Oej — T;

65 (o]

— = 1
ie, T, (5.19)
95 _ SN BV

OR; T, 0R;

a8

ov, 0

os 1

0E; T}

siendo 7} la temperatura de la particula fluida j, P; su presién, y o; su variable tenso-
rial conjugada termodindmicamente del tensor de conformaciéon. La definicién de estos
pardametros intensivos viene dada por las ecuaciones (4.19). La variable ch representa la

temperatura de la particula coloidal 7, que se define como

e (5.20)

5.2.1. Dinamica reversible

La parte reversible de la dinamica viene dada, segun el formalismo GENERIC, por la
parte reversible de la ecuacién (1.11), que en nuestro caso se puede escribir de forma

explicita como



132 5.2. Modelo SDPD de suspension coloidal en un medio viscoelastico

oy rr TV re re rR rV rE v
i Ly Ly Ly Ly Lf LV L} 0
N7 ur VU ve ve vR vV v v
. er ev ee ec eR eV el
Sy — E cr cv ce cc cR cV cE v/
J
>t Rr Rv Re Re RR RV RE Nc v
Ri Lij Lij Lij Lij Lz‘j Lij Lij - Zk:l CC(Rjk)
rH Vr Vo Ve Ve VR \a% VE v
V) LY LY LY LYe LYR LYY LY MV?
; Er Ev FEe Ec ER EV EE

rev
Al igual que hemos hecho en capitulos anteriores, utilizaremos una serie de requisitos que

nos ayudaran a encontrar la forma que tiene la matriz en bloques L:

= Queremos que la evolucién de la posicién de las particulas fluida y coloidales sea
consistente con la velocidad que éstas tengan, es decir, queremos que las relaciones

r, =v; y R; =V, se cumplan exactamente. Esto se consigue haciendo

rr __ yre _ yrc _ yrR _ yrV _ ygrE _ 7Rr _ 7 Re __ Re _ 7 RR _ 7RV _ 7RE __
1
LY = ~4i1
1] m )

1

donde 1 es el tensor identidad. Como la matriz L es antisimétrica, también tenemos

que
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er __ cr _ gVr _ 7Er _ geR _ yvR __ ycR __ ER __

TV ]‘
1
LY = —7701 (5.22)

= Queremos que la dinamica reversible del tensor de conformacién sea igual a la parte
reversible de la férmula (4.12) que obtuvimos resolviendo las ecuaciones de Langevin.
La diferencia con el capitulo 4 estriba en que, la manera en que calculdbamos el
gradiente de la velocidad de una particula fluida, mediante la ecuacién (2.60) es
valida sélo si la particula fluida se encuentra lejos de las particulas coloidales. En
caso contrario, hay que hacer dos correcciones: la primera que tenga en cuenta el
defecto de particulas fluidas vecinas debido a la presencia de las particulas coloidales,
y la segunda que incluya las velocidades de las particulas coloidales en el célculo
del gradiente de velocidades. Para cumplir con estas condiciones procederemos de
la misma forma que en el caso en el que incluiamos paredes en el modelo, es decir,
suponiendo que existe en el interior de las particulas coloidales una distribucion
continua de particulas con un campo de velocidades que sea una extrapolacion lineal
del campo de velocidades del fluido en el interior de la particula coloidal, de forma
que la velocidad en la interfase fluido-coloide sea exactamente igual a la velocidad
de este iltimo; es decir, el campo de velocidades de una particula j que forma parte
de la distribucién continua de particulas del interior de la particula coloidal k viene

dado por

m_lﬂ (Vi — ;) (5.23)
ij
De esta forma, el gradiente de la velocidad de la particula fluida ¢ lo calcularemos

CcOo1mo

N, N,

VY0 (r; — i - F(r.\r’.o" - g(ll]) v HI_V#I 5.24

vi(ri) = 7 PRAGHE R AN § (5.24)
L=l =1 Y
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El primer sumando es la aportacion de las particulas fluidas al gradiente de veloci-
dades de la particula ¢, mientras que el segundo término es la aportacién de las
particulas coloidales. Nétese que si la particula ¢ no se encuentra cerca de ninguna
particula coloidal, esta ecuacién coincidira con el calculo del gradiente de veloci-
dades (2.60) que haciamos cuando no habia coloides. La ecuacién (5.24) se puede

escribir también como:

v d2 ok av 5 % ! !
V() = 2 = vt + Z £Us) ( " —V;%) (5.25)
=1

Sustituyendo esta ultima ecuacién en (4.12), se obtiene

N¢ ,
ZA“’” VY ATV (5.26)
7j=1
donde
2 Ne
A = (c’f”’aﬂ/wcﬁ’”’é“”) & OV, G
i i i dz 87"5-' le ik
k=
A (s g ) Sl g (5.27)
i 7 7 lij i

por lo que podemos determinar los siguientes bloques de la matriz L

cv 1 v
11—,/
Voo 'y
L] = —Aj
L = Ly =L =L =0 (5.28)

y debido a su antisimetria
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ve 1 v/

1 )

Ve _ vV

Lo = marh
LY = LY=L =0 (5.29)

= No queremos que la parte reversible de la evolucion de la velocidad de una particula,
sea coloidal o fluida, dependa de las velocidades de las demas particulas, sean fluidas

o coloidales, por lo que ijp = L%’jv = L}g” = L};V = 0.

= Debe cumplirse la condicién de degeneracién (1.12). De la tercera y séptima filas de

la matriz L obtenemos:

Neopee  Ne o peE
= b 1
%F:LEC Ne LEE
1 1
-+ L =0 (5.30)
j=1 1 TJ

j=1

Jj=1

Por simplicidad y por analogia con el caso de SDPD de fluido viscoelastico, haremos
que todos estos sumatorios se anulen por separado, obteniendo
L =L;f =L*=L" = 0 (5.31)

Al exigir la condicién de degeneracién (1.12) para la segunda y la sexta filas de la

matriz L, se obtiene

Ng 5 ve v/ No vE
1 P] an Lij 1 a_j,{ Lij .. .
E‘ _Eﬁam + T — EAji " T + g TC = 0 , o117 € part. fluidas
j=1 7j=1 J
Ng 35 Ve v/ Nc¢ yVE
1 Pov; Ly 10,9 Li; . -
;1 _MﬁﬁRi + T - EAji T, + jEl 70 =0 , Si 7 € part. coloidales
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De nuevo, por simplicidad, anularemos los cuatro sumatorios de la tultima ecuacion

por separado, obteniendo

ve av 1 v/
8V 1 ,
Ve __ N LA
vE VE __
Lf = Lij = 0 (5.32)

Podemos escribir las dos primeras igualdades de la anterior ecuacion de forma mas

compacta:
ve 1
1 —
LY = i y (5.33)
donde
NV
Afj = P]é?r“ + A o
— av A
Al = Pja_RiLJrAji o’ (5.34)
Como L es antisimétrica, entonces:
ev ]' v
Lij = _EAJ'Z'
eV 1Zl’
Lij = T
L’ = LV =0 (5.35)

Con estos términos hemos determinado ya todos los bloques de la matriz L, cuya forma

es la siguiente
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0 L5 0 0 0 0 0
— Ly 0 LAL LA 0 0 0
0 —LAY 0 0 0 —LAL 0
L = 0 LAm 0 0 LR
0 0 0 0 0 % 510
0 0 LAY LR L 0 0
0 0 0 0 0 0 0

Sustituyendo la matriz L en la parte reversible de la ecuacién (1.11) del formalismo

GENERIC, obtenemos la dinamica reversible del sistema:

rev

m’ijl |rev -

rev

Tev

rev

rev

rev

v;

Ng Nc

Z FF Z FC
Jj=1 Jj=1

Np Ne

FF FC
> EFF Y Bl
j=1 j=1

v Np )
L F(ry)riof
=1

— iV
di J v

G ely)

uv 2 :

=l

V;

Np Ne

CF cc
> Fi'+) Fj
j=1 j=1

0

C,u/u Np
() v,

+ ! F(rij)rijvij
(2 _]_1

(U?/ B V?) e %c: §(li)

el (vl = V¥

J

(5.36)
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donde

11 11,
FEF — {_ A J} ri F(r;
1) dzdz djdj J ( ])
P L
FZO = d—lp(l”)e” -+ 263])0'2 cCj eij
7 ij
CF __ FC
Fz] = _F]Z
FOC — poc(p,) i 5.37
1] ( Zj)R“ ( . )
ij
FF zl'jl/ v/ v
EfY = —F[° (v;-V))

En las ecuaciones (5.36), podemos apreciar que las particulas, ya sean fluidas o coloidales,
sufren fuerzas reversibles de dos naturalezas: las fuerzas que son ejercidas por particulas
fluidas, y las que lo son por particulas coloidales. Las fuerzas reversibles de particulas
fluidas sobre particulas fluidas son similares a las que se obtenian en el modelo SDPD
de fluido newtoniano, pero con un tensor de tensiones un poco mas complejo, que tiene
en cuenta las tensiones elasticas causadas por los polimeros que hay inmersos en cada
particula fluida. En cuanto a las fuerzas reversibles de las particulas coloidales sobre las
particulas fluidas, son también similares a las obtenidas cuando desarrollabamos el modelo
SDPD de suspension coloidal, sélo que ahora aparece otro término que tiene en cuenta
también las tensiones elasticas causadas por los polimeros inmersos en el solvente.

En cuanto al tensor de conformacion, su evolucién reversible es similar a la que obtuvimos
para el modelo SDPD de fluido viscoeléstico, sélo que aparecen nuevos térmicos asociados

a la presencia de las particulas coloidales y a su velocidad.

5.2.2. Dinamica irreversible

Para calcular la dindamica irreversible del sistema, necesitamos conocer la matriz M, que
estd determinada por el teorema de fluctuacién-disipacion, ecuacién (1.17). Postularemos
que los ruidos térmicos dr;, dv;, de;, dR;, dV ;, dF;, tienen la misma expresion que en el

capitulo 3 cuando considerabamos el modelo SDPD de suspension coloidal. En cuanto al
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ruido de¢; consideraremos, que es estadisticamente independiente del resto de los ruidos e
igual al que postulamos en el modelo SDPD de fluido viscoelastico, en el capitulo 4. La

matriz M tiene entonces la siguiente forma:

0 0 0 0 0 0 0
0  dvdv;  dvdé; 0 0 dv;dV;  dv,dE,
0 dédv, dé;dé; 0 0  d&dV, dé;dE;

—_ 1 d~ d~

= S| © 0 0 ¢ide; 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 dVidv;, dVdé; 0 0 dVdV; dV.dE;
0 dEdv;  dEdé, 0 0 dEdV,; dEdE,

Debido a que las fluctuaciones del tensor de conformacion son estadisticamente indepen-
dientes de las fluctuaciones de las demaés variables relevantes, la dinamica irreversible del
tensor de conformacién esta desacoplada de la dinamica irreversible del resto de variables
relevantes. De esta forma, cuando desarrollemos la dindmica irreversible con la matriz
M, obtendremos para la evolucién de las variables de posicion velocidad y energia de las
particulas (tanto las fluidas como las coloidales), las mismas expresiones que obtuvimos
en el modelo SDPD de suspension coloidal, mientras que en el caso del tensor de con-
formacion de las particulas fluidas, obtendremos la misma expresiéon que en el caso del

modelo SDPD de fluido viscoeléstico.

La dinamica determinista del sistema, viene entonces dada por:
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’I"’Z‘ = v;
NF Nc NF NC
D SIS 3RS SIS 3
Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1
Np Nc¢ Np Nc
. FF FC FE FC | FF FC
o S LS A e A v Yl S
Jj=1 Jj= J=1 Jj=1
) ;u/ Np uu Np
et = Vol ZF ri )il + (5.38)
Nc N¢
v g(ll]) v ! v 5 1-c
cé‘Z—zij e (v = V) e S S - V)
J= Jj=1
R, =V,
Ng N¢ Np
r CF cc C
P = Y Fi'+) Fi“+) Fi"
Jj=1 Jj=1 Jj=1
N
R D NS 3
j=1

Las fuerzas F' son fuerzas reversibles, mientras que las F son irreversibles. Los términos Q
son intercambios de calor. Las cantidades irreversibles F[*, Fff © y Fij ar e/ ,QgF

ya fueron definidas mediante las ecuaciones (3.78), (3.80), (3.81), (3.79), (3.82) y (3.83).

5.2.3. Dinamica no determinista

Las ecuaciones (5.38) son ecuaciones diferenciales ordinarias que describen la dindmica
determinista del sistema. Cabe esperar que a medida que las particulas fluidas sean mas
pequenas (para altas resoluciones) cobren cada vez mas importancia las fluctuaciones
térmicas. En ese caso, los términos de ruido en las variables de posicién, momento y
energia de las particulas coloidales y fluidas, vienen dados por las mismas expresiones que
obtuvimos en el capitulo 3 para el modelo SDPD de suspensién coloidal, es decir, por las
ecuaciones (3.53), (3.54) y (3.86).

En cuanto a la dinamica no determinista del tensor de conformacién, se puede obtener,
al igual que en el capitulo 4, desarrollando ecauciones para la evolucion temporal de sus

autovalores y autovectores. El resultado final es el siguiente:
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2 9 N
Ay = 2AgKaadt + ———AyOodl + ——dt + d\,
Foaall + pap g e fatt + g0t +
o = Y Hupug (5.39)
B#a
donde
AN\ 2
d\, = “ ) aw
<7Nd) Ao
y

)\aﬁﬁa+>\ﬁﬁaﬁ .
“hen) Si g # Ag
H,3 =
0 Si Ao = Ag
es decir, es idéntico al obtenido en el modelo SDPD de fluido viscoeléstico, con la diferencia
de que ahora hay que tener en cuenta la presencia de las particulas coloidales en el calculo

del gradiente de velocidades, lo que cambia la expresion utilizada para calcular k.g, que

viene dada por

Kap = ub (V70") uj (5.40)

donde el gradiente de velocidades se calcula como indica la ecuacién (5.24).
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Capitulo 6

Conclusiones y perspectivas

Como ya indicdbamos en la introduccion, la micro-reologia es una técnica experimental
importante en la determinacion de las propiedades de los fluidos complejos. No tenemos
mas que observar el movimiento de particulas coloidales en el fluido viscoeldstico que nos
interesa estudiar, para inferir, de su movimiento browniano, las propiedades viscoelasticas
de éste. Por supuesto, estas particulas sufren interacciones hidrodindmicas debidas tanto
a las paredes confinantes, como al resto de las particulas coloidales que se encuentran en
el fluido. Surge entonces la pregunta de como son de importantes estas interacciones sobre
las particulas observadas, y de qué forma afectan a las medidas que se hacen usando la
micro-reologia. Es aqui donde la simulaciéon por ordenador adquiere un papel relevante:
si conseguimos simular de forma fiable las condiciones que se dan en la técnica expe-
rimental de la micro-reologia, podremos determinar la importancia de las interacciones
hidrodindmicas en las medidas. No obstante, para hacer este tipo de simulaciones, hay
que ser capaz de modelar condiciones de contorno moviles, fluidos viscoelasticos y fluctua-
ciones térmicas. Al mismo tiempo, hay que aspirar a que el modelo desarrollado cumpla
una serie de requisitos minimos que se dan en la realidad fisica de los sistemas que pre-
tendemos simular: que se conserven la energia y el momento, que la entropia aumente con
el tiempo y que se cumpla el teorema de fluctuacion-disipacién. La técnica de simulacién
que nos ha parecido mas adecuada para realizar este tipo de simulaciones y que nos ha
servido como base de esta tesis es la SDPD.

En el camino hacia nuestro objetivo final, hemos desarrollado varios modelos de particula

143
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fluida que detallamos a continuacion

= El modelo SDPD de fluido newtoniano en presencia de paredes.

Las paredes confinantes, que actian como condicién de contorno, las hemos intro-
ducido en el modelo anadiendo fuerzas de interaccion fluido-pared, que causan dos

efectos:

1. Evitan que las particulas fluidas atraviesen a la pared.

2. Aseguran que las particulas fluidas no se deslizaran por la superficie de la pared,

es decir, se han impuesto condiciones de no slip.

= El modelo SDPD de suspension coloidal.

Hemos desarrollado un modelo de esferas duras, las particulas coloidales, inmersas en
un conjunto de particulas fluidas que representan al solvente. La manera de modelar
la interaccién particula coloidal-fluido es la misma que la utilizada para un fluido
newtoniano en presencia de paredes. De nuevo, esto asegura la impenetrabilidad
y el no slip en la superficie de las particulas coloidales. También hemos anadido
fluctuaciones térmicas al modelo, y nos hemos asegurado, guiados por el formalismo
GENERIC, de que las ecuaciones dinamicas obtenidas sean termodindmicamente
consistentes. Ademads, hemos comprobado que las fluctuaciones térmicas escalan

correctamente con la resolucion de la simulacion.

» E]l modelo SDPD de fluido viscoelastico.

En este modelo, el fluido estd representado por particulas fluidas que en su interior
albergan polimeros, representados por pequenos resortes. Cada resorte esta formado
por dos particulas unidas por un muelle lineal. Tomando variables todavia mas
gruesas, hemos representado el estado elastico de cada particula fluida mediante
un tensor denominado tensor de conformaciéon. Al utilizar GENERIC se obtiene
finalmente un modelo de fluido viscoelastico que es una discretizacion del modelo
de Oldroyd-B. La generalizacién a modelos de fluido viscoeldstico més complejos

requiere tan soélo redefinir la entropia del sistema. Por tltimo, hemos sido capaces



6. Conclusiones y perspectivas 145

de anadir las fluctuaciones térmicas en el sistema de forma consistente, desarrollando

la dindamica de los autovalores y autovectores del tensor de conformacién.

= El modelo SDPD de fluido viscoelastico en presencia de paredes.

La naturaleza elastica del fluido la hemos anadido en el modelo de la misma forma
que en el modelo SDPD de fluido viscoelastico. En cuanto a la interaccién con la
pared, la hemos modelado igual que cuando el fluido era newtoniano, exigiendo que
éste no pueda penetrar en la pared, y que la velocidad en la interfase fluido-pared

sea igual que la de la pared.

= El modelo SDPD de particulas coloidales inmersas en un medio vis-

coeldastico.

Hemos introducido en el modelo SDPD de fluido viscoelastico un conjunto de es-
feras duras que representan a las particulas coloidales. De esta forma, el solvente
viscoelastico estd representado por un conjunto de particulas fluidas, a las que se
les ha anadido una nueva variable, el tensor de conformacion, que denota su estado
elastico. La interaccion particula coloidal-fluido es la misma que la utilizada para un
fluido viscoelastico en presencia de paredes, lo que asegura la impenetrabilidad y el
no slip en la superficie de las particulas coloidales. También hemos anadido fluctua-
ciones térmicas en el modelo, asegurandonos, guiados por el formalismo GENERIC,

de que las ecuaciones dindmicas obtenidas sean termodinamicamente consistentes.

Existen también una serie de problemas abiertos motivados por el trabajo realizado en
esta tesis. Por ejemplo, en todos estos modelos se ha representado cada particula coloidal
mediante una esfera dura, cuyo estado viene dado por su posicién, su velocidad y su
energia. Una reduccion tan dréastica de variables tiene la ventaja de que cuando se hagan
simulaciones con altas resoluciones el ahorro computacional es considerable. No obstante,
tenemos que restringirnos a problemas en los que los procesos internos asociados a las
variables eliminadas no sean relevantes. En concreto, parece interesante introducir una
variable de giro a las particulas coloidales, que nos indique cual es su estado de rotacion.
En cuanto al modelo de fluido viscoelastico, podriamos indagar sobre qué modelo vis-

coelastico es el mejor para nuestros propositos. Nosotros hemos utilizado el modelo de
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Oldroyd-B, en el que el fluido alberga multitud de pequenos resortes de Hooke, es decir,
muelles que ejercen una fuerza lineal entre sus monémeros. Hemos desarrollado el modelo
para este tipo de muelles, porque existen soluciones analiticas con las que comparar los
resultados de las simulaciones. No obstante la interacciéon entre mondémeros podria ser
més compleja que una simple relacién lineal, como ocurre con el modelo FENE (Finite-
ly Extensible Nonlinear Elastic). No seria muy complicado desarrollar modelos SDPD de
polimeros con este tipo de interacciones a partir del que ya hemos descrito. De esta forma,
podriamos construir modelos SDPD de fluidos viscoelasticos mas fieles a la realidad.

En cualquier caso, el siguiente paso decisivo consistira en hacer simulaciones, mediante
el uso de los modelos que ya hemos desarrollado, de los sistemas utilizados en la micro-
reologia. Asi, podremos hacer un estudio de las cuestiones que ya nos planteabamos sobre
esta técnica en la introducciéon de la tesis.

Esta tesis ha dado lugar a las publicaciones [89], [90], [91] y [92].



Apéndice A

Expresiones explicitas de algunas

funciones del modelo SDPD

A.1. Funcién F(r)

Presentamos a continuacién la forma explicita de la funcién F(r) en dos dimensiones,

cuando utilizamos los kernel de Lucy, cubic spline o quintic spline respectivamente:

Kernel de Lucy

2
, .
(1 rm) SIT < Teut

0 S17T > Tewt

Cubic spline

2 2
2 r 4(1 -2 si r < Teut
Teut Teut 2
60 Teut 2
F(T) = — <2 _ 2r ) S' Tcut < <
4 1 ST S Teut
Ty T Teut 2
0 si T > Tt
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Quintic spline

( s\ s\ s\
Br) _ 3 _ 3 ' Teut
(3 . ) 6 (2 ) +15 (1 ) si r< o
4 4
(3-2) -6(2- =) S et <p < 2w
Teut Teut 3 = - 3
478xrd v .

(3 — %) si —2T§“t <r < rew

0 si T > Toy

A.2. Funcién A(h)

Presentamos a continuacién la forma explicita de la funcion A(h) en dos dimensiones,

cuando utilizamos los kernel de Lucy, cubic spline o quintic spline respectivamente. En
h

Teut

las siguientes expresiones h =

Kernel de Lucy

)
6% {(‘18% + 32%° + 1655) V1-— R’ + 37 — 6 arcsin(h)+

Ah) = 1360 (m(ﬁ) —In <1 n M))] S0 <T < Tou

L 0 si " > Teut

Cubic spline
I — 1R (17" + 8R) + /1 — 45" (178" + 2R) — 2arcsen ht
L arcsin(2R) + A (20 + 3EQ> {ln (1 +1/1- EQ> - hﬁ} _
—ar® <5+3EQ) {m (% <1+\/174£2 )) 71nﬁ] si

4
e — _ _ _
T—1\1- h2 (17h3 + 8h) + —2arcsen h+
R (20 +307) [111 (1+\/1—E2) —mE] siTe < < rey

_
=}
IA
.
IA
5
s
S
&

0 si > Teut
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Quintic spline

A(h) =

3824m

A.3.

—54%°

24 arcsinh + 3h° (280 +252h° + 15E4> {ln (1 +4/1— EQ> - lnﬁ} } si

5680
3

—oasim/1 - (144 + 11187 + 403R" ) -
—L1hy/1—9R” (16 + 1118h” + 3627R" ) +
+36h\/4 — OR° (256 + 4472E2 + 362754) -
— 256 arcsin (ﬂ

2)
(4480+9o72h +1215h |:n< <2+ 4- 9%2))—1nﬁ}+

—8 [729 arcsin h + = arcsin(

41 (280 +2268%° + 1215h [111 (% ( 1— 952) - hﬁ} +

18927 — 2437/ 1 — B> (144 +1118R° + 403%4) +
136h\/4 — OR> (256 4 4472R° + 3627%4) -

—5832arcsin h + 2048 arcsin %

547" (4480 + 90728” + 1215h" ) [m ( (2 +\/4-9R )) = hﬁ} +
+720R” (280 + 252 + 15h") {m (1 +y1- EQ> - lnﬁ:| sio Tt << ew

243 {1277 —m/1-7* (144 L 1118R° + 40334> -

T > Teut

Funcién ¢ (h)

%STSTC’UJ

Presentamos a continuacién la forma explicita de la funcién 1(h) en dos dimensiones,

cuando utilizamos los kernel de Lucy, cubic spline o quintic spline respectivamente. En

las siguientes expresiones h =

h

Teut
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Kernel de Lucy

( 2 {(2 — OB — 81 -1+
U(h) =4 157" (ln (1 +1/1- 52) — ln(ﬁ))] si 0<r <7eu

0 si ™ > Teut

Cubic spline

(2\/3 (2+187°) - @ (1+267%) -
6h_4<4+h){ <1 ﬁ) lnh}—i-
+24 (R* + ) { {(H\/j)] lnh} s0
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S
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0 si > Tout
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Quintic spline

Y(h) =

A 4.

21

38247reut

243\/1 - B> (8+118R" + 19487) -
—41/4— 9h” (128 + 9153%" + 69847 ) +
+5Y/1— 9h” (8 +9153h" + 174GE2>
~3645h° (8 + 1" + 1207) [m 1+ 2) In }

+270R° (128 + 810 + 43252) [m ( (2 /4 - )) In h}

—675h” (8 + 81" + 108%) [m (% (1 1-9R )) } si

213\/1 - 7 (8+118R" + 19407) -
—4y/4 - 98” (128 4 9153%" + 6984R” ) —
~3645h" (8+ k" + 1207) {m (1 + \/E) - mE} +
+270R> (128 81t + 432%2) [m <% (2 +4/4—9n )) hﬁ} S Tet <

2431/1 - 1> (8 +113R" + 194E2> _

=

<4

0 S r< Tc?:l,t

—~3645h" (84 h" + 1207 {m (1 +/1 —EQ) - mE} sio et <p <oy

0 si > Teut

Funcién ¢ (h)

Presentamos a continuacion la forma explicita de la funcién v, (h) en dos dimensiones,

cuando utilizamos los kernel de Lucy, cubic spline o quintic spline respectivamente. En

las siguientes expresiones h =

h

Teut

Kernel de Lucy

2

TTcut

{(% — %EQ + 4E4> \V1-— Ez + 20%3 arctan < lhhz) —
—150" {log (1 +\V1- Eg) — logEH si

0 si

0<T<Tcut

T > Teut
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A.4. Funcién ¢ (h)

Cubic spline

2 \/1— 4=

(=)

2 (2+73EQ) 1-R° -1 (1+ 14652)

/T2
L_h ) — 2arctan

73253 {arctan ( =

2h

+6R° (Ez - 4) [log (1 /1 52) - 10gﬁ} +
+24R° (1 - Ez) [log ( (1 +y/1— 452)) - 1ogﬁ] i
vih) = 77;0 t

Quintic spline
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A.5. Funcién s (h)

Presentamos a continuacién la forma explicita de la funcién 1¢5(h) en dos dimensiones,

cuando utilizamos los kernel de Lucy, cubic spline o quintic spline respectivamente. En
h

Teut

las siguientes expresiones h =

Kernel de Lucy

( — / —2 -3 72
wat {(— — 16h + 31h ) —h — %h arctan( lﬁ_h ) +

—4 —2 - .
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o
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Cubic spline
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Quintic spline
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Presentamos a continuacién la forma explicita de la funcién £(h) en dos dimensiones,

cuando utilizamos los kernel de Lucy, cubic spline o quintic spline respectivamente. En
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las siguientes expresiones h =

h
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Kernel de Lucy
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A.6. Funcién ¢(h)

Quintic spline
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Apéndice B

Calculo de las integrales (2.67) y

(2.68)

Si suponemos que la funcion kernel de una particula se anula en los limites del sistema,

podemos calcular la siguiente integral:

/ drF(ryrr = 1

donde 1 es el tensor identidad.

Haciendo la traza de la ecuacién (B.1), se obtiene:

v (farrioes) - b

Si ahora integramos (B.2) a todo el espacio, obtenemos, en 3D:

h 3
/ dTF(T)T4 = —
0 4

™

y en 2D:

™

h . 1
/ drF(r)r® =
0
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(B.1)

(B.2)

(B.3)
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Supongamos ahora una funcién A(r'), que se puede expandir en serie de Taylor alrededor

de 7r:

APy = A(r)+VA(r) - (r—7)+ % (VQVBA(T)(T — 7)o (r — r')*) +... (B.5)

donde a y 3 se refieren a componentes tensoriales.

Si sustituimos la ecuacién (B.5) en la siguiente expresion:

[ ar ety — ) P (o =y [0 (B.6)

ek

se obtiene:

r—r)(r —7r)
/dr’ [A(r") — A(r)| F (|7" — 7|) F (r’)—(r)2 ) } = L+ 1L +0(V*Ar2)

(B.7)

donde

L = /dr’VA(r) (=) F (|7 — 7)) {("“/ - ’"W’"/); "ﬂ (B.8)

' —r
v — )i (! — r)‘;}

L o= [ (e vam) @ — P —reE (v — ) |
2

Calculamos la integral I; como sigue:

(r' — r)”(r’); fr)‘s}

(r'—r

L o- /dr/VA(r) =) F (I — 7)) [

N N et & el S L%

= =) [ = [T

_ (el “qq

— —(voAw) [ dar() T (B9)

Sean cuales sean los coeficientes v y 9, la integral anterior se anula. En cuanto a la integral

I; de la ecuacion (B.8) se calcula de manera similar:
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L= [ (v9ac) (T/_T)’B("“/—T)C“F(W—H)[(r/_(:/)y_(i);r)
- %(Vavm(r)) / dqF(q) {%] (B.10)

Con lo que (B.7) queda:

/dr’ [A(r") = A(r)] F (Ir" —7|) [(T/ _(:/)7(:/)2— T)é] B

g
(vavﬁA / dqF(q [q qquq ] +0 (VA2 (B.11)

Se puede comprobar que los unicos términos distintos de cero en (B.11) son, en 3D:

/ Oqu(Q)m;“;mj = %
[dart — !
/qu(q)xzfz = % (B.12)
/ qu(q)yzi’y = g
[aar - !
[ =
y en 2D:
/qu( )xxxx _ 2
/ dqF(q ”yy - i (B.13)
/ dqF(g yyyy _ 2

Podemos calcular ya la integral (B.11), que en 3D es:
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[ 4ty = A G - [ )
% E - VA(r)8” + EV”VJA(T)] L0 (VA2 B

mientras que en 2D:

(' =) — )’

[ ar i) — e p oy |

11 2
5 LIV VA5 + ZV”VJA(T)} +0(V'Ar2) (B.15)

Los céalculos hechos hasta ahora nos permiten resolver la siguiente integral, en 3D

' —r)(r —7r)
/d’r’ [A(r") — A(r)] F(|r" — r|) [5( (r’>—('r)2 ©_ 575} =VIV°A(r) + O (V*Ar2,)

(B.16)

y en 2D

r—r)(r —7r)°
/dr’ [A(r") — A(r)] F(|r" — 7)) [4( (r’)—('r)2 ©_ 575} =V'V°A(r) + O (V*ArZ,)

(B.17)




Apéndice C
Propiedades de o

Describiremos en este apéndice algunas de las propiedades del tensor o;, definido en la
ecuacion (4.19).
Si derivamos la ecuacién de autovalores (4.41) respecto de cada componente del tensor de

conformacion, podemos encontrar la siguiente expresion

d\,,
derv

= uhul (C.1)

La entropia del modelo SDPD de fluido viscoeldstico, definida por la ecuacién (4.61), es
una funcién que sélo depende de los autovalores del tensor de conformacién'. Por lo tanto,

la derivada de la entropia respecto del tensor de conformacion viene dada por

as a5 .,
= —ulu (C.2)
dcHv oo ¢ 7
a (03
Esta ecuacion implica que u,, es un autovector de la matriz % = 7 con autovalor %. Por
{e3

lo tanto, o diagonaliza en la misma base que el tensor de conformacion ¢, y los autovalores

0, de o vienen dados por:

O oS
T = 8—)\& (C?))

INétese que tr(c) =Y, Ao v que det(c) = Iy \q.
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La ecuacién (C.2) también implica que

pues
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