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ENSENANZA DE LAS CIENCIAS

INFLUENCIA DE LA
CORRELACION ENTRE LOS
PARAMETROS DE AJUSTE EN
LAS INCERTIDUMBRES DE LAS
MAGNITUDES EXPERIMENTALES

INTRODUCCION

El ajuste de los datos obtenidos mediante una medicién a
una funcién matematica es una practica comun en la Fisica
Experimental, ya que ello permite comprobar y/o determinar las
Leyes Fisicas que rigen los experimentos en cuestion. Estas
funciones ajustadas tienen la potencialidad de permitir encon-
trar valores que no han sido medidos.

Segun las recomendaciones de la Guia para la Medida de
las Incertidumbres (GUM) de la International Organization for
Standardization [1], todo resultado debe ser reportado por el
valor determinado para la magnitud bajo observacion y su incer-
tidumbre:

y+u, (y) (1
La expresion recomendada por el GUM para calcular la

incertidumbre que afecta al valor determinado es la expresion
para el calculo de la incertidumbre estandar combinada:
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donde:
— Lafuncion: y =f (X X, ..., X)) puede depender de N
variables independientes (X1,Xz, o X,
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— esu(x,x) la covarianza estimada asociada a los valo-
resx,yx,.
En el caso de los ajustes, las variables X, corresponderan a
los parametros del ajuste.
En la practica, los valores que alcanza la funcién ajustada
no coinciden exactamente con los valores de los datos experi-
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mentales; esto se debe a que la funcion no tiene exactamente
la representacion matematica que hemos asumido o a que se
han cometido errores en las mediciones (0 a ambos). Estas
desviaciones entre los datos experimentales y los valores que
alcanza la funcion de ajuste se reflejan en la incertidumbre que
presentan los parametros de ajuste. Esta incertidumbre hay que
tenerla presente cuando se reportan los valores extrapolados o
interpolados utilizando la funcién de ajuste.

La comunidad cientifica presta gran atencion a la forma en
que se realizan los ajustes y se reportan las incertidumbres rela-
cionadas con estos ajustes, como puede verse por ejemplo en
las Referencias [2] y [3].

Describiremos aqui como se utiliza el método de los mini-
mos cuadrados para determinar los parametros de la funcion
construida como una combinacion lineal de éstos en el caso del
ajuste lineal. Se encontraran las expresiones para el calculo de
la incertidumbre que afecta a estos parametros y a los valores
de la variable dependiente calculados a partir de la funcion de
ajuste. Ademas, se generalizara el céalculo de la incertidumbre
utilizando el tratamiento matricial, tanto en los parametros como
en los valores calculados, para el caso de ajustes lineales en los
que se utilicen funciones polinémicas de grado superior a uno.

AJUSTE DE CURVAS EXPERIMENTALES
POR EL METODO DE LOS MIiNIMOS
CUADRADOS

En el estudio de los fendmenos fisicos es frecuentemente
deseable conocer cual es la dependencia funcional existente
entre dos magnitudes medibles. Se considerara una de ellas
como la variable independiente y la otra como la dependiente.
Si se realiza una serie de mediciones de N puntos (x,y,) corres-
pondientes a diferentes valores de la variable independiente,
consideraremos que las desviaciones de los valores solo se
producen en la variable dependiente.

Posiblemente el caso de mayor aplicacion de ajuste lineal,
es cuando la ecuacion de ajuste corresponde a una linea recta,
la cual puede escribirse como y = 4 + B x; los parametros a
determinar para la mejor recta seran A y B.

La esencia del método de los minimos cuadrados es minimi-
zar las diferencias cuadraticas entre las ordenadas de los pun-
tos medidos y los correspondientes a la curva ajustada:

203



Ensenanza

2

Z zN: ~A-Bx,) (3)
i=1 i=1

0 I 0
2 2
—>d}=0;—=>d=0 (4)
041 OB
De aqui se obtiene un sistema de dos ecuaciones con solu-
cion analitica. Con una pequefia manipulacion algebraica obte-
nemos las siguientes expresiones para los parametros:

B — i=1 i=1 i=1 (6)

La incertidumbre de los parametros se determinara utilizan-
do la ecuacion (2), en un caso la funcion sera la pendiente B y
en otro, la ordenada en el origen A. Las variables independien-
tes seran las y, por lo que la covarianza entre ellas es nula.
De esta forma el segundo término de la derecha de la igualdad
se anulard, puesto que los valores medidos fueron reportados
como (x,y,). Entonces la incertidumbre de los parametros, en
funcion de los valores medidos, se escribira como:

V(o T Zx

u,=o, — | = (7)

i\, i

i=1

N
B _
uy =0, Bl %
i=1

2 . " .
donde o, es la varianza de las y, para la funcion ajustada
con dos parametros:

N
o= D> (y,—A4-Bx, ) )

i=1
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La incertidumbre de los valores calculados a partir de la fun-
cion de ajuste se escribira en funcién de la incertidumbre de los
parametros y de la covarianza que existe entre ellos:

2 2 (10)

_ 2 2
u. (y)— u,+2 Uy )X T Up X

Como los dos parametros no son independientes entre si,
habra que calcular la covarianza que existe entre ellos. El valor
de la covarianza fue calculado por Taylor [4] para el caso del

ajuste a una recta:

04 0B o, X
u(2 =0 Z = (1)

4,B)
—\2
llayz ayt Z(x__x)
i=1
El mismo Taylor encontré que la incertidumbre para el valor
de la variable dependiente para un valor “x”’, interpolado o
extrapolado, viene dado por:

2
ul (y) = %—H (12)

Los programas de céalculo comerciales para ajustar curvas
reportan de forma directa la incertidumbre en cada uno de los
parametros del ajuste pero no reportan la covarianza entre
ellos. Si el calculo de la incertidumbre de los valores obtenidos
a partir de la expresion ajustada se realiza sin tener en cuenta la
covarianza, entonces se esta realizando una sobre-estimacion
de la incertidumbre asociada a la magnitud determinada. De
esta forma podria resultar que u, > o, La expresion (12)
es la formula correcta para calcular la incertidumbre del valor
determinado y el resultado se expresara como ) & u, (y) .

USO DEL METODO MATRICIAL PARA
CALCULAR LAS COVARIANZAS

Cuando la funcién de ajuste viene representada por una
funcién polindmica de grado dos o superior el calculo de la
incertidumbre resulta mas laborioso, por ello se hace necesario
encontrar un método que lo simplifique. Veamos como ejemplo
una funcion lineal en los parametros, que pudiera ser de tipo
polinémica [5]:

P
Zak frlx (13)
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donde las a_son los parametros del ajuste y las f,(x) las
potencias (k— 1) de x.

Al aplicar el método de los minimos cuadrados para el ajuste
seguiremos los pasos vistos en (3) y (4) para obtener el sistema
de ecuaciones que permite encontrar, de forma analitica, los
parametros del ajuste. De igual forma aqui se cuenta con N
pares de valores (x,y,) medidos.

Snhlx) = @A) ) e XAl

El sistema de ecuaciones (14) se puede escribir en forma
matricial, utilizando las matrices:

B = {ﬂl, Loy e ,Bp}; a:{a1,a2,...,ap}

ay Gy -

Uy Oy . 4,

r2z Pp
de la siguiente manera:

B =aa (15)
Los elementos de la matriz fila IB tendran la forma:
N
B =2y fi (%) (16)
i=l1

Los elementos de la matriz fila a son los parametros de
ajuste. Los elementos de la matriz simétrica & seran los ele-
mentos del determinante del sistema:

L= Zfl(x,.)fk(xl.) (17)
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Para encontrar el valor de los parametros bastara con multi-
plicar ambos lados de la ecuaciéon (15) por la matriz inversa de
alfa, a’ ,que simbolizaremos por & .

pfe=aac=aaa’

de donde se tiene la expresion para calcular los elementos de la
matriz fila correspondientes con los parametros del ajuste:

a=pfe=pa’ (18)

De la ecuacién (18) se tiene que una vez encontrada la
matriz inversa los parametros del ajuste se pueden calcular
como:

Zﬁkekl g{smg[%ﬁc(%)]} (19)

Para estimar la incertidumbre asociada al ajuste recurrire-
mos a las expresiones para calcular la incertidumbre de uno de
los parametros y la covarianza entre dos de ellos, respectiva-

mente:
2
N a ) N a )
uz(a/) :Z 0-2 i ’ u :z 0-2. i%
i=1 " 5)/,— (20 2) i=1 . ayi ayi
(20)

donde hemos asumido que los valores y. medidos son indepen-
dientes entre si y que la varianza de ellas se escribira como:
N 1 2
ol = ——|y- Zakfk (21)
- F(N-p)

i=1

Utilizando la ecuacion (19) las derivadas se escribiran de la

aa, Z ERAES] (22)

i

siguiente forma:

Al substituir (22) en (20) tendremos:

Uy 0 = i{ Z[ &l (x ]Z[szm g ,]} (23)

i=1

donde se ha utilizado la propiedad de la matriz simétrica a” ,

gjk

k podemos meterlo dentro del sumatorio con respecto a m y la

=& W Ademas, el término de la suma que depende sdlo de
suma total no se altera.

N p p
u(“j"h) - Z G;ZEA/kZI:glm fm (xt)ﬁc(xi)] (24)
i=1 = m=
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Por ultimo, podemos introducir la suma en i quedandonos la
ecuacion (24) como:

IREE I RTN I IR WARIAG] S

Lasuma:

P
Z[gzm'amk] =1y
m=1

es el elemento que estd en la columna k-ésima de la fila
[-ésima de la matriz identidad. Entonces, nos quedara:

P
_ 2 . _ 2
Uay 0 = O-ny[gjk I,k]_ 0,¢& (25)
k=1

la expresion para calcular las varianzas y las covarianzas.

La matriz inversa &' es llamada la matriz covarianza debi-
do a que a partir de sus elementos se obtienen las varianzas y
covarianzas de los parametros de ajuste. Es decir, a partir de
los elementos de la diagonal principal se determinara la incer-
tidumbre de los parametros del ajuste y de los otros elementos
se determinara la covarianza que existe entre dos de ellos.

EJEMPLO DE APLICACION DEL AJUSTE
LINEAL EN EL LABORATORIO DOCENTE
USANDO EL METODO MATRICIAL

En el laboratorio docente de Optica de la Facultad de Fisica
de la Universidad de La Habana se utiliz6 un monocromador de
prisma (tipo YLM de fabricaciéon soviética) para determinar la
anchura de banda de un filtro interferencial y uno 6ptico. Para
ello se comparan las curvas de transmision luminosa de ambos
filtros a la mitad de la maxima intensidad transmitida. Se consi-
derd un perfil gaussiano para ambas curvas de transmision.

El monocromador se calibra utilizando las lineas espectrales
de lamparas conocidas y un laser de He-Ne. La posicion del
prisma, respecto al haz incidente, es quien determina las longi-
tudes de onda que emergen del monocromador.

En la Figura 1 se muestra como es la refraccion de un haz
de luz monocromatico a través del prisma, el angulo de desvia-
cién O varia en funcién de la longitud de onda. Por ello es muy
importante conocer la funcién que ajusta los valores de la longi-
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tud de onda emergente en dependencia de las posiciones rela-
tivas del prisma. En la Figura 2, se muestran los valores de las
longitudes de onda (las lineas espectrales utilizadas) que emer-
gen del monocromador en funcidon de la posicion relativa del
prisma medida en una escala que trae el propio monocromador.

foriy -
T i | VO
3 = ——
/ .O T

Figura 1. Trayectoria de un rayo monocromatico
a través del prisma.
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Figura 2. Curva para calibrar el prisma.

La funcién de ajuste propuesta es una parabdlica, es decir,
es una funcién polindmica de grado dos, con tres parametros a
determinar, cuya expresion sera:

A= A+B, x+B, x° (26)

El ajuste se realiz6 utilizando el programa Origin 7.0. En la
Tabla 1 se dan los valores de los pardmetros y sus incertidum-
bres reportados por el mismo programa.
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Tabla 1
Valores de los parametros del ajuste
y sus incertidumbres

Parametro Incertidumbre
A =396,28 u, =5,65
B,=0,014 Up =0,007
B,=0,00003 Up =0,000002

La funcion de ajuste para el prisma es:
A= 396,28+0,014 x+0,00003 x* (27)

donde la x representa el valor de la posicion relativa del prisma.

Para determinar la anchura de banda de los filtros se utilizo
en el monocromador una fuente de luz blanca y se midieron
los valores de las intensidades para las longitudes de onda
que deja pasar el filtro. En las Figuras 3a y 3b se muestran los
valores de las intensidades para estas longitudes de onda. Se
determinaron las posiciones del prisma para las cuales pasan
las longitudes de onda que delimitan la anchura en longitudes
de onda para la mitad de la intensidad maxima transmitida; en
cada uno de los graficos se han sefialado estos valores. Susti-
tuyendo estos valores de las posiciones relativas del prisma en
la expresion (27) se obtendran los valores de las longitudes de
onda que delimitan la anchura que deja pasar el filtro.

En la Tabla 2, se muestran los valores de las anchuras de
banda correspondientes a cada uno de los filtros.
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Figura 3a. Intensidades transmitidas por el filtro éptico.
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Figura 3b. Intensidades transmitidas por el filtro
interferométrico.

La incertidumbre de los valores de las longitudes de onda
encontradas a partir de la ecuacion (27) la podremos determi-
nar aplicando la ecuacion (2) a la ecuacion (26). De donde se
obtiene:

u® (/1) = i+ u;x2 + u§2x4 + 28)
+2(u2(A, B) X +u’(4 5) X° +u’(s, ) x3)

Una primera evaluacion de la incertidumbre se realizé a
partir de la ecuacién (28) pero sélo teniendo en cuenta las
incertidumbres de los parametros reportados por el programa
utilizado para el ajuste (el Origin no reporta los valores de las
covarianzas entre los parametros de ajuste); en el calculo no
se tuvo en cuenta los valores que estan dentro del paréntesis
en la ecuacion (28). El valor encontrado para la incertidumbre
se reporta en la penultima columna de la Tabla 2. Como puede
observarse, de los valores reportados en la Tabla 2 la incer-
tidumbre encontrada, sin tener en cuenta la covarianza, es muy
alta, esta sobrevalorada.

Se escribié un programa en Excel 7.0 para realizar el ajuste
a la funcioén dada en (26), calcular los valores de las incertidum-
bres de los parametros de ajuste y las covarianzas entre ellos.
Los valores encontrados se sustituyeron en (28), obteniéndose
una evaluacion real de la incertidumbre para los valores de
las longitudes de onda que definen la semianchura del filtro.
Los valores determinados para la incertidumbre de la anchura
de banda del filtro, teniendo en cuenta las covarianzas entre
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Tabla 2
Valores para calcular la anchura de banda y su incertidumbre. En las dos ultimas
columnas se reportan los valores de la incertidumbre calculada sin considerar y
considerando la covarianza entre los parametros del ajuste
Tipo A (nm) A (nm) Anchura u(h) u(d)
de limite limite de sin covarianza | con covarianza
Filtro izquierdo derecho banda (nm) (nm)
(nm)
Optico 508,47 578,77 70,30 26,74 1,70
Interferométrico 615,30 650,32 35,02 26,74 1,87
los parametros, se reportan en la ultima columna de la Tabla BIBLIOG RAFIA

2. Estos valores de la incertidumbre permiten confiar en los
valores encontrados para las anchuras de banda de los filtros, a
partir de una evaluacion correcta de la misma.

CONCLUSIONES

Al utilizar una funcién para ajustar un conjunto de puntos
experimentales hay que tener en consideracion la covarianza
entre los parametros del ajuste al reportar la incertidumbre de
un valor determinado utilizando la ecuacion ajustada. Realizar
la evaluacién de la incertidumbre sin considerar la covarianza
entre los parametros de ajuste conduce a una sobrevaloracion
de la misma.

Los resultados que se han encontrado para determinar la
dependencia del valor de la incertidumbre de la covarianza que
existe entre los parametros del ajuste pueden generalizarse
a cualquier tipo de funcion que admita un ajuste lineal en sus
parametros, no hay que limitarse a una funcién polindmica
como hemos supuesto en este trabajo.
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