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COLABORACIONES EN 
MATEMÁTICAS

opTIMIZacIon GLoBaL De 
FuncIoneS conTInuaS no 
DIFeRencIaBLeS

InTRoDuccIÓn

Optimizar el uso de algún recurso natural, económico o 
social es uno de los problemas de mayor interés del  mundo 
moderno. Basta ojear cualquier publicación periódica para com-
probar la presencia de estos problemas en casi todas las áreas 
de la vida actual. En algunos casos, la dificultad de esa optimi-
zación está en definir un proceso que modelice los problemas. 
En otros, sobre todo si los modelos aplicados están descritos 
por funciones, la dificultad está en obtener el valor óptimo y los 
puntos en donde se alcanza ese óptimo.

Estos últimos casos son reconocidos como problemas de 
maximizar o minimizar una función y se estudian en casi todas 
las etapas formativas de un estudiante. Los problemas de opti-
mización son tratados desde la etapa de Enseñanza Secunda-
ria, por ello suponemos que todos los estudiantes universitarios 
están capacitado para obtener el valor mínimo de una función; 
por ejemplo, de la función:

( ) cos( )f x  = x  .
Un primer problema puede ser dar respuesta la siguiente 

cuestión: Determinar el valor mínimo de la función:

cos( )f(x) = x .

La respuesta obliga a tratar con un conjunto de puntos ais-
lados y no acotado de valores de x en los que se alcanza ese 
mínimo.

Una cuestión análoga a la anterior consiste en minimizar la 
función: ( )2 2

1 21 2( , ) sinf x x  =  x x .+

Este caso puede presentar alguna dificultad para el estu-
diante universitario, sobre todo, si no realiza la siguiente sus-
titución   . Este cambio facilita la tarea de obtener el 
valor mínimo de la función        , pero emerge 
una nueva dificultad: Al determinar el conjunto de puntos: 
( , )ρ θ o 1 2( , )x x  donde se alcanza ese valor mínimo, se obser-

111

va que dicho conjunto está compuesto por una familia, no aco-
tada, de circunferencias concéntricas.

Es evidente que al incrementar la dimensión del espacio, en 
la cuestión análoga:

( )2 2
11( ,..., ) sin ... ,nnf x x  =  x x+ +

el conjunto de mínimos se hace más intratable. 

Esta dificultad, el obtener el conjunto de mínimos, perma-
nece aunque se restrinja a una simple caja (por ejemplo, 
[ ] [ ]2,2 ... 2,2− × × − ), el dominio sobre el que está definida la fun-
ción.

Al analizar las cuestiones anteriores, se observa que la 
función de cada problema no es diferenciable sobre su dominio 
de definición. Las técnicas basadas en el Cálculo Diferencial no 
son directamente utilizables en estos casos. Este hecho implica 
la utilización de algoritmos no diferenciables para su resolución 
exacta o resolución aproximada. No es raro que los modelos uti-
lizados empleen funciones que no son diferenciables para tratar 
situaciones de la vida diaria.

También podemos preguntarnos: ¿Qué sucede si se reali-
zan algunas modificaciones elementales en las expresiones de 
las funciones anteriores? Por ejemplo, al tratar de minimizar la 
función:

( )2 2
1 21 2( , ) sin 0,5 9,5f x x  =  x x .+ +

considerada la restricción [ ] [ ]1 20,2 , 0,2 .x x∈ ∈

En este trabajo presentamos una respuesta a los problemas 
mencionados mostrando un algoritmo de resolución. Se trata de 
una variante del Cubic Algorithm de la Ref. [1], presentada en la 
Ref. [2], para tratar problemas de optimización global de funcio-
nes continuas que están restringidas a una caja.

El lector interesado puede obtener el código MAPLE de 
dicha variante en la Ref. [2], que fue desarrollado para funcio-
nes de n variables y este tipo de optimización. En el código se 
incorporan varios módulos con aplicaciones directas como la 
determinación de las raíces de una ecuación polinómica, el cál-
culo de autovalores, el cálculo de las frecuencias y de las raíces 
de la ecuación de frecuencias, y la resolución de sistemas de 
ecuaciones no lineales, tanto para el caso en que haya menos 
ecuaciones que incógnitas, como en el caso contrario en que 
haya más ecuaciones que incógnitas. Es evidente que estas 
aplicaciones son tratadas como problemas de optimización 
global. El código genera aproximaciones numéricas y aproxima-
ciones gráficas del conjunto completo de puntos óptimos.

2 2 2
1 2  x xρ = +

( )( , ) sinf ρ θ ρ=
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eL pRoBLeMa
Se trata de resolver el problema de encontrar el valor 

mínimo global:

,      0 min ( ) , ns f x x X R= ∈ ⊂                        (1)

en la n-caja (n-rectángulo):

{ }, 1, ..., ,n
i i iX x R a x b i n= ∈ ≤ ≤ =:                         (2)

y establecer el conjunto de mínimos globales:

{ }0 0: ( ) .X x X f x s= ∈ =                               (3)

En este caso, está claro que <   , ,i ia b i∀  y la barra 
superior sobre un conjunto indica que se trata de un conjunto 
cerrado. Además, supondremos que la función ( )f x  es Lips-
chitziana sobre X  , es decir:

        ( ) - ( ) - , , .f x f x A x x x x X′ ′ ′≤ ∀ ∈            (4)

El problema de obtener el valor máximo de ( )f x  es equi-
valente a determinar el valor mínimo de ( ).f x−

observación: Si se conoce la mínima constante de Lipschitz 
sobre X  :

max ( )  ;  ,L f x x X= ∇ ∈                              (5)

entonces se elige A = L en (4). Generalmente, la constante L de 
(5) es desconocida o difícil de calcular.

En muchos casos sólo se sabe que la función es computable 
e incluso se desconoce su fórmula. En tales casos, un sub-
conjunto de X  puede tener un valor de L menor que el de (5) 
sobre todo X . Así pues, no asociamos A en (4) con L en (5) y 
la consideramos como una simple cota de las pendientes de  

( )f x  en  X , es decir, consideramos el ángulo:

arctan  ; 0 / 2.Aα α π= < <                         (6)

El lector puede probar que si se encuentra (4), entonces la 
pendiente de   ( )f x en alguna sección plana de X  que pasa por 
x, x’  no es mayor que .α  En la Tabla 1 se indican distintas 
cotas de pendientes para tratar en los casos más habituales de 
una función de pendiente acotada.

Tabla 1
a 0º 30º 45º 60º 63º 71º 76º 78º 80º

A 0 1/ 3 1 3 2 3 4 5 6

Para A > 3 debería aplicarse un cambio de escala para poder 
asegurar un tiempo de cálculo razonable en la ejecución del  algo-
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ritmo. Por ejemplo, en lugar de tratar la función ( )f x se trataría 
la función ( ) / 10f x puesto que ambas funciones tiene el mismo 
conjunto de mínimos.

TRanSFoRMacIÓn DeL pRoBLeMa 
aL cuBo unIDaD

Al utilizar la transformación afín:

( ) 1x = a + b - a z , i = ,..., n ,i i i i i                       (7)

el problema planteado en (1) y (2) se convierte en otro problema 
dentro del cubo unidad, U , cubo orientado según los ejes, de 
longitud de lado c = 1 y con un vértice en el origen de 
coordenadas. En este caso, la nueva función es:

[ ] { }; z  , = + − ∈ = ∈ ≤ ≤( ) ( ) : 0 1ng z f a b a z U z R zi    (8)

expresión en la que se ha utilizado notación vectorial.

El problema, que tratamos de solucionar algorítmicamente, 
es determinar el valor mínimo global 0s :

  =    = ∈ ∈0 min ( ) min ( ) ; , ,s g z f z z U x X               (9)

y el conjunto de puntos mínimos 0U :

{ }  .= ∈ =0 0: ( )U z U g z s                       (10)

Una vez obtenido este conjunto, al aplicar la transformación 
inversa de (7) al conjunto de (10) se obtienen el conjunto de 
soluciones de (9) contenido en la caja inicial.

observación: El código Maple de la Ref. [1] (págs. 13-15), que 
desarrolla el algoritmo de aproximación de las soluciones, 
requiere los siguientes datos de entrada: la dimensión del espa-
cio n, la función f  y la caja de (1) y (2), para calcular una aproxi-
mación 0 0( , )s X  de (9) y (3). El conjunto de mínimos ⊆0X X  
puede estar constituido por una variedad contenida en X , que 
puede ser uno o varios puntos, un conjunto numerable de pun-
tos, una línea, una superficie, etc.

Al utilizar un algoritmo iterativo, éste produce una aproxi-
mación ∗ ∗( , )s X , con la precisión deseada η > 0 , tal que:

;  

 

0 0
0

0 0

;

( ) ; .

s s s X X

s f x s x X

η

η

∗ ∗

∗

≤ ≤ + ⊆

≤ ≤ + ∀ ∈
                  (11)

Además, se tiene convergencia:

0 =00; ; ,mm m
m

s s X Xη ∗ ∗→ →                     (12)

si m → ∞ , ver  Ref. [1], págs. 13-15. Así pues, la salida del pro- 
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1
1 1( ) ,ig z s r− >                                   (16)

donde 1
iz  es el nodo de 1

iC , no contiene un mínimo global y 
podría ser eliminado de la lista de subcubos donde se buscan 
los mínimos.

Una vez eliminados todos los subcubos que verifican (16), 
se obtiene un conjunto cuasi-cúbico (no necesariamente cone-
xo) compuesto con los restantes subcubos cerrados:

{ }  ,1 1
1 11 : ( ) , 1 n

i iK z C g z s r i N= ∈ − ≤ ≤ ≤            (17)

el cual es una primera aproximación del conjunto 0U de (10) y, 
su imagen mediante la transformación afín inversa es una 
primera aproximación del conjunto 0X de (3).

Pasos Siguientes. Se realiza la partición de cada 1
i iC K⊂  de la 

misma forma que se hizo con U , se obtiene otra familia de 
subcubos 2

iC , y se elige el nuevo conjunto de nodos { }2
iz de la

misma forma que se mostró en el paso anterior.

Se define la segunda constante de eliminación: 2 1 / ,r r N=  y 
se repite el proceso descrito en el Primer Paso pero 
reemplazando 1

1 1, ,iz r s  por 2
2 2, , .iz r s

Este proceso se reitera las veces necesarias hasta que es 
suficientemente pequeña la constante de eliminación corres-
pondiente 1 / / m

m m gr r N A n N−= =  y concluye la iteración.

Si la última iteración es m, entonces la precisión lograda al 
aproximar el conjunto de mínimos con mK  es:

3 3 / 3 ,m
m m g g mr A n N A nη ε= = =             (18)

donde 1/ m
m Nε =  es la longitud del lado de cada subcubo 

contenido en mK .

Recíprocamente, si se quiere encontrar una aproximación 
del valor mínimo global 0s , dado un valor η , entonces el 
proceso reiterativo pararía en la iteración m tal que:

( ) ( )ln 3 /
1 lg 3 / 1 ,

lnN
A ng

m A ng N

η
η

 
   = + = +    

 

         (19)

donde [x] denota la parte entera de x.

El algoritmo proporciona al valor ms s∗ =  y el conjunto 

mU K∗ = , el cual está representado por el conjunto de nodos 
m
j mz K∈ . Esos puntos m

jz se transforman en puntos  m
jx de la 

caja inicial, usando (7), que representan al conjunto X ∗ de (11) 
constituido por pequeños rectángulos cuyos nodos correspon-
dientes son los puntos { }m

jx :

grama está constituida por el número s∗ y el conjunto X ∗ quasi-
rectangular (unión de rectángulos cerrados cuyos interiores son 
disjuntos), que es presentado como una gráfica (si n = 2) o una 
tala de puntos. 

eL aLGoRITMo

El Cubic Algorithm de la Ref. [1] (págs. 7-24) es un algoritmo 
iterativo muy simple. Para el cubo unidad nU R⊂ de (8) 
elegimos el origen como punto representativo  el cubo o nodo 
(grid point). En estas condiciones el algoritmo cúbico (CA) 
puede ser descrito de la forma siguiente:

Primer Paso: Elegido un número natural 2N ≥  (que deno-
minamos razón de subdivisión), se realiza una partición de U
en nN subcubos del mismo tamaño, iC , tales que: ,iC U=  

i jC C i j∩ = ∅ ∀ ≠ (entendiendo que =  .interiori iC C  Los 
lados de cada cubo iC son paralelos a los ejes, la longitud de 
cada lado es 1/ N y el diámetro de cada cubo es / .n N

Una vez elegido un valor gA (una cota de la pendiente de 
( )g z  de (8), ver Tabla 1), se define la constante de eliminación 

de subcubos iC , que denominamos ahora 1
iC , como:

1 g
n

r  = A
N

                                  (13)

Al mover el subcubo 
0

1
iC de nodo (grid point) 

0

1 0iz =  en el 
origen hasta coincidir con cada 1

iC uno por uno, se define un 
nodo 1 1

i iz C∈  para cada 1
iC (este proceso es llamado translated 

grid generator en la Ref. [1], pág. 9), de manera que para actuar 
sobre el conjunto de subcubos basta actuar sobre el conjunto 
de los nodos elegidos. Así pues, seleccionados los nN  nodos 

1
iz , se calcula el valor de la función sobre ellos, es decir, todos 

los valores 1( )ig z , y se determina el valor mínimo:

  ,1
1 min ( ) 1 .n

is g z i N= ≤ ≤                        (14)

Queda claro que ese valor 1s  proporciona una primera 
aproximación del valor mínimo global 0s de (9).

Al considerar (4) para la función ( )g z de (8), se concluye 
que la variación de ( )g z  sobre cada 1

iC  está acotada por 1r :

  
 

∈ ′∈

′∈

′= − ≤

′≤ − = =

1 1,

11,
.

Var ( ) max ( ) ( )

max

z Ci z z Ci

g g
z z Ci

g z g z g z

n
A z z A r

N

                (15)

Esto significa que cada 1
iC , para el cual:
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1, ( ,..., ) : .m m i i
j n ji i jij mj

b aX X X x x x x x x
N

∗ ∗∗  −
= = ≤ ≤ + 

 
=    (20)

La regla de parada del algoritmo está establecida por el 
Lema 3 de la Ref. [3] (págs. 949-950), que dice:

,

,

0

0

0 , ( ) 2

( ) 3 .

m m m m m

m m

s s r r g z s r

g z s r z K

≤ − ≤ − ≤ − ≤

− ≤ ∀ ∈

observación. El valor de la constante gA  elegida en (13) es de 
importancia crítica. Si es conocida la mínima constante de 
Lipschitz gL  para la función ( )g z sobre U , y en (13) tenemos 

g gA L≥ , entonces el algoritmo no elimina mínimos y se 
resuelve el problema con todas las garantías. Pero, si g gA L<  
(lo cual puede suceder dado que gL puede ser desconocida), 
entonces el algoritmo podría eliminar algunos mínimos, e 
incluso todos (ver Ref. [1], págs. 69-74). Además, valores 
grandes de gA  implican convergencia lenta e incremento del 
tiempo de cálculo.

El algoritmo minimiza a ( )g z de (8), y no a ( )f x de (1). 
Denotando ( ) / , ( ) / ,i i i i ig z g z f x f x c b a= ∂ ∂ = ∂ ∂ = − , de (8) 
se obtiene:

1/ 2 1/ 2
2 2 2

1 1
( ) ,

n n
i i ig z g c f

   
= =∑ ∑   

   
                 (21)

de donde, para un valor L dado en (5) se tiene que:

∈
≤ ∇ ≤min min ( ) max .i ii z U i

L c g z L c                   (22)

Así pues, para un valor adecuado A de la Tabla 1, el corres-
pondiente valor gA  de (13) podía ser elegido teniendo en cuen-
ta la siguiente desigualdad:

≤ ≤ = −min max , .i i i i ii i
A c A A c c b a                (23)

Esta incertidumbre es inherente al algoritmo en los casos de 
valor desconocido o valor muy elevado de la constante de Lips-
chitz  min ( )g z∇  para z U∈ .

un eJeMpLo

El problema a resolver en dos variables es:

     ( ) [ ]2 2
1 21 2 1 2min ( , ) sin 0,5 9,5 ; , 0,2 .f x x x x x x+= + ∈     (24)

Este problema tiene el valor mínimo global 0 0s =   y un con-
junto continuo de mínimos globales. En la Figura 1 se presenta 
una aproximación gráfica de tal conjunto solución y en la Figura 
2 otra aproximación de la gráfica de la función para poder hacer 
comparaciones. Al cambiar la precisión  0η > , puede obser-
varse cómo cambian las respuestas gráficas del conjunto solu-
ción convirtiéndose en curvas cuando 0η → .

Figura 1. Solución gráfica del algoritmo.

Figura 2. Gráfica de la función (24).
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DoS apLIcacIoneS

Aplicación 1: Encontrar todas las raíces reales de un polinomio 
de grado k con coeficientes reales:

1
1( ) ... ,k k

k kP x x a x a−= + + +                     (25)

se reduce a resolver el problema:

min ( ) ,P xk                                     (26)
donde: 1 max 1 max .a x ai i− − ≤ ≤ +                     

En el caso de que se desee encontrar todas las raíces, 
reales y complejas, entonces se considera la sustitución: 

= + ,x u i v   = −2 1,i  se determina la nueva representación del 
polinomio: ( ) ( , ) ( , )kP u iv p u v iq u v+ = +  y se resuelve el pro-
blema en 2R :  

 + ≤ min ( , ) ( , ) , , .p u v q u v u v M               (27)
donde:

 ∈ − − + , 1 max ,1 max .u v a ai i                   (28)

Figura 3. Aproximación de las raíces 
reales de un polinomio.

Aplicación 2: Encontrar las soluciones de un sistema de  ecua-
ciones de varias variables reales:

 =


 =

1 1

1

( ,..., ) 0
...

( ,..., ) 0

n

s n

h x x

h x x

                              (29)

en la n-caja:     { }: , 1,..., ,n
i i iX x R a x b i n= ∈ ≤ ≤ =                    (30)

se reduce a resolver:

( )= + +1 1 11min ( ) min ( ,..., ) ... ( ,..., ) ,n s nh x h x x h x x    (31)

donde  =  1( ) ( ),..., ( ) .sh x h x h x
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Figura 4. Resolución aproximada de un sistema.


