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pos muy diferentes han estudiado este tipo de efec-
tos: la alternancia de dindmicas puede suprimir el
caos [15], puede dar lugar a patrones espaciales [16],
o retardar la decoherencia de sistemas cudnticos
[17]; la alternancia de subespecies de bacterias pue-
de también aumentar las probabilidades de supervi-
vencia [18].

También ha mostrado que los procesos estocisticos
con probabilidades que dependen del capital o de la
historia, dan lugar a muchos fenémenos interesantes,
como los que hemos descrito en el caso de juegos co-
lectivos.

Estas son algunas de las aplicaciones de la Paradoja
que han aparecido en los tltimos afios, pero atin invita a
investigadores de muy diversas dreas a explorar los efec-
tos de la combinacién o alternancia de dindmicas, ya
que los juegos nos estdn indicando que alguno de estos
efectos puede ser sorprendentes y desafiar nuestra intui-
cion. Cualquiera puede pensar ejemplos de combina-
ciones de este tipo: alternancia de estrategias econémi-
cas, alternancia de temperatura o luminosidad en
reacciones quimicas, o alternancia de presion ambiental
en dindmica de poblaciones.
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Desde el punto de vista periodistico, lo mds relevante
son algunas peculiaridades «romdnticas» de Perelman:
no aparecio a recibir el preciado galardén (equivalente al
Premio Nobel en Matematicas) o bien se halla actual-
mente en una situacion marginal, no perteneciendo a
ninguna institucién académica. También se ha dado mu-
cho eco al hecho de ser la conjetura de Poincar¢ uno de
los 7 problemas del Milenio y como tal merecer su so-
lucién un premio de un millén de délares que pagard la
Fundacién Clay. Ahora bien, las matemadticas que hay
detrds de todo esto son tan deslumbrantes como para
eclipsar los hechos romdnticos o econémicos por mds
espectaculares que sean.

‘

A

-

Henri Poincaré.

Marie Curie y Henri Poincaré conversando.

La conjetura de Poincaré fue establecida en 1904 por
Poincaré en un articulo de una serie donde origind un
campo nuevo de las matemadticas que se conoce por To-
pologia Algebraica y cuyos métodos se extendieron den-
tro y fuera de la Geometria y la Topologia [Po]. Pero va-
mos primero a dar una idea de lo que es la Topologia.

Precisamente el afo pasado celebramos el centenario
del matemdtico suizo Leonard Euler que fue uno de los
primeros a estudiar problemas topolégicos. Euler se dio
cuenta de que hay una rama de la geometria que debe
estudiar problemas donde lo importante no son las me-
didas de las figuras sino otro tipo de propiedades, como

el conocer de cudntos pedazos consta el objeto o si po-
see 0 no «agujeros». En la introduccién del articulo de
Euler, donde resuelve el problema de los puentes de
Konigsberg, dice: «Ademds de esa parte de la geometria
que trata de las magnitudes y que siempre ha recibido la
mayor de las atenciones, existe otra previamente casi
desconocida, que Leibniz mencion6 por primera vez lla-
mindola La Geometria de la Posicion. Esta parte de la
geometria se ocupa de determinar solamente la posi-
cion y buscar propiedades que resulten de esta posi-
cion» (ver [E]).

Leonard Euler.

La geometria es el estudio de magnitudes y propie-
dades invariantes por cierto tipo de transformaciones y
la topologia es un tipo de geometria. Dependiendo del
tipo de transformaciones se definen unas geometrias u
otras: geometria euclidiana, geometria proyectiva, to-
pologia... Por ejemplo, la geometria euclidiana estudia
invariantes de las figuras por movimientos rigidos; las
medidas de segmentos y amplitudes de dngulos son
invariantes y propiedades de la geometria euclidiana.
La topologia estudia invariantes de las figuras mas
profundos, invariantes por transformaciones que per-
miten deformar los objetos pero sin llegar a romperlos.
En esta geometria una esfera y un cubo son indistin-
guibles, basta deformar el cubo «inflando» hasta re-
dondearlo como la esfera. Un elipsoide es también lo
mismo que una esfera, la superficie de un huevo de ga-
llina o de una patata, pero no lo es la superficie de
una rosquilla que es la superficie que los top6logos
llaman un toro.

Si volvemos a Euler, uno de sus resultados mads fa-
mosos es la formula para los poliedros que relaciona el
nimero de caras, aristas y vértices. Si tomamos un po-
liedro convexo con C caras, A aristas y V vértices, en-
tonces se verifica:

C-A+V=2
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Euler establece que esta formula es vilida para polie-
dros convexos, es decir, poliedros cuyos dngulos diédricos
tienen amplitud menor que 180°. Pero hay poliedros don-
de también se verifica la férmula y no son convexos, por
ejemplo, el poliedro P de la Figura la. Obsérvese que el
poliedro de la Figura 1a se puede deformar sin romper, es

(a) Figura 1. (h)
Seguramente el lector ha observado ya que los polie-

dros P y P son topolégicamente esferas mientras que Q

es topolégicamente un toro. Lo que estos ejemplos nos

tlustran es que la cantidad:
Caras — Aristas + Vértices

es un invariante topoldgico para los poliedros, este inva-
riante se denomina caracteristica de Euler y es uno de los
mds famosos y, por supuesto, mds sencillos de definir.
Por ejemplo, usando la caracteristica de Euler se pueden
clasificar topolégicamente los poliedros y las superficies.
Los tipos topoldgicos de superficies orientables son:

— Superficie con caracteristica de Euler 2:

decir, transformar topoldgicamente en el poliedro P’ de la
Figura 1b. Es decir. los poliedros P y P’ son topol6gica-
mente equivalentes. ;Cudl es entonces la clase de polie-
dros en la que se verifica la férmula de Euler? Por ejem-
plo, en la que el poliedro Q de la Figura 2 no verifica la
formula de Euler, pues para €l se tiene Cy— Ay + V= 0.

Figura 2.

— Superficie con caracteristica de Euler -2:

— ete...

La clasificacion de las superficies es uno de los ejem-
plos donde la topologia estd perfectamente entendida y
hay un invariante, la caracteristica de Euler, que es com-
pleto para tal clasificacion, Pero hay figuras y espacios
importantes en geometria, y que provienen de problemas
fisicos o cientificos en general, que son mucho mis
complicados que las superficies y que necesitan ser es-
tudiados y clasificados topolégicamente.

Un poliedro se puede construir a partir de un con-
Jjunto de tridangulos donde a cada lado de cada uno de los
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triangulos le «pegamos» el lado de otro tridngulo. Con
este tipo de construcciones hay que tener bastante cui-
dado, en los poliedros bidimensionales que hemos con-
siderado antes habia varias propiedades que no se veri-
fican automdticamente si tomamos un conjunto de
tridngulos y empezamos a pegar los lados. Los poliedros
se podian «inflar» de modo que desaparecieran las aris-
tas y los vértices, es decir, mostrando que todos los pun-
tos de un tal poliedro son iguales desde el punto de vis-
ta topolégico. Los espacios que en topologia son
equivalentes a estos poliedros, es decir son topologica-
mente homogéneos en todos sus puntos, son las varie-
dades bidimensionales. Otra propiedad que tenian nues-
tros poliedros es el hecho de ser bifaciales: con dos
caras, una interna y otra externa. Dicho de otro modo
una hormiga que se pasee por la superficie del «exterior»
de nuestro poliedro no se encontrard con otra que se pa-
see por el interior. Esta caracteristica de los poliedros
viene dada por la orientabilidad. El hecho de que un
poliedro sea variedad bidimensional y orientable son
dos propiedades topoldgicas. Los espacios de las figuras
anteriores, que estan clasificados segtin la caracteristica
de Euler, son variedades bidimensionales orientables.

Una primera generalizacién es considerar en vez de
trigngulos, tetraedros y construir poliedros tridimensio-
nales «pegando» las caras de tetraedros. Al igual que en
dimensién dos, se pueden definir variedades tridimen-
sionales orientables o 3-variedades.

Vamos a construir un ejemplo sencillo. Primero lo ha-
cemos en el caso bidimensional. Consideramos un tridn-
gulo T y coloreamos sus caras con tres colores. Ahora
consideramos otro triangulo T" igual al anterior y con la
misma coloracion de los lados. Pegamos los lados de los
tridngulos que tienen los mismos colores. El resultado
son dos tridngulos pegados por el borde, ahora «infla-
mos» el poliedro y obtenemos una esfera. Es decir el po-
liedro que hemos construido es topoldgicamente la esfera.
Ahora consideremos dos tetraedros iguales, con las caras
coloreadas y pegamos las caras con el mismo color. Ob-
tenemos una variedad de dimensién tres que es topoldgi-
camente equivalente a una esfera de un espacio de di-
mension cuatro, es decir, en un espacio tetradimensional
el conjunto de puntos que distan r de un punto dado. Esta
variedad se llama la esfera tridimensional, se representa
por S y es precisamente sobre ella que versa la conjetura
de Poincaré. Por lo tanto, $° es topolégicamente la esfera
unidad centrada en el origen de R*:

ST = {(X, Xpu X3 Xg): X{+ XT + X3+ x7=1}

Ademis, los poliedros y variedades bidimensionales y
tridimensionales se generalizan a todas las dimensiones,
usando en vez tetraedros los simplices n-dimensionales.

La caracteristica de Euler para variedades tridimen-
sionales se puede generalizar con la férmula:

—n° de tetraedros + n° de tridngulos — n® de aristas +
+ n" de vértices

Una férmula similar se usa para definir la caracteris-
tica de Euler para poliedros n-dimensionales y lo im-
portante es que se puede demostrar que este nimero es
un invariante topolégico.

Pero la sorpresa es que si se calcula la caracteristica
de Euler de una variedad tridimensional orientable
jsiempre da cero! Asi que desgraciadamente la caracte-
ristica de Euler sirve para muy poco en la clasificacion
de las variedades de dimension tres orientables. Se ne-
cesitan invariantes topoldgicos mejores.

A principios del siglo xx, el matematico francés Hen-
ri Poincaré, en una serie de articulos sobre topologia
(ver [Po]). Anilisis Situs en su época, define nuevos y
potentes invariantes topologicos. En vez de asociar a
cada espacio o figura simplemente un niimero, le asocia
toda una estructura algebraica: un grupo o una coleccion
de grupos. Es decir, en vez de asociar tinicamente un ni-
mero, hacer corresponder a cada espacio un conjunto
donde hay definida una multiplicacién. En una primera
etapa los grupos que definié Poincaré eran grupos donde
la multiplicacién tenia la propiedad conmutativa y se
llamaron grupos de homologfa. Lo importante es que
los grupos de homologia son los mismos desde el punto
de vista algebraico para dos figuras que son topolégica-
mente equivalentes, es decir, las estructuras algebraicas
de los grupos de homologia son invariantes topoldgi-
cos. De este modo se origina la Topologia Algebraica.

El mismo Poincaré se plantea el alcance de sus nue-
vos invariantes y en uno de los articulos de la serie cons-
truye una variedad de dimensién tres orientable que no
es topoldgicamente equivalente a la esfera tridimensio-
nal pero con los grupos de homologia de S°. La 3-varie-
dad que construye Poincaré se obtiene de un dodecaedro
pegando de un modo especial las caras opuestas y se lla-
ma la esfera homolégica de Poincaré. Para distinguir S*
y la esfera homoldgica, Poincaré construye otro inva-
riante, que también es un grupo, pero en este caso no
conmutativo en general. Este grupo invariante se llama
primer grupo de homotopia, grupo fundamental o grupo
de Poincaré. En el caso de la esfera tridimensional, el
grupo de Poincaré es el grupo trivial que tiene un tnico
elemento {1} y la tabla de multiplicacién no es muy di-
ficil de adivinar 1 x 1 = 1. Un espacio con grupo funda-
mental trivial se suele decir que es simplemente conexo.
El grupo de Poincaré se construye mediante clases de
equivalencia de caminos cerrados en la variedad. Los
alumnos de matemdticas que hayan cursado topologia se
recordardn de todos los ingredientes técnicos para dar
con precision la definicién. Asi, un espacio es simple-
mente conexo si cualquier camino cerrado se deforma
continuamente a un punto.

Légicamente, al igual que con los grupos de homolo-
gia es importante saber cudl es la potencia de grupo
fundamental y Poincaré entonces establece su conjetura:

«Una variedad de dimension tres compacta (para
nosotros: que se construye utilizando un nimero fi-
nito de tetraedros) y orientable con grupo funda-
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mental trivial (o simplemente conexa) es topologi-
camente la esfera tridimensional »

Esta conjetura ha dinamizado de modo importantisi-
mo la topologia y ha habido progresos y pasos que han
ido abriendo el camino, es decir, la resolucion de la con-
jetura de Poincaré es el resultado de un esfuerzo colec-
tivo de muchos topélogos aunque, por supuesto, algunos
de ellos deben ser justamente destacados.

La conjetura de Poincaré se puede enunciar en dimensio-
nes superiores. Aunque no puede tener el mismo enunciado:
es ficil construir variedades de dimensién cuatro con grupo
de Poincaré trivial. La conjetura de Poincaré se enuncia en
dimensiones superiores diciendo que toda variedad com-
pacta de dimension n con el tipo de homotopia de una esfe-
ra (para no especialistas: con los mismos invariantes defini-
dos por la Topologia Algebraica) es topologicamente la
esfera n-dimensional. Es sorprendente saber que la conjetu-
ra de Poincaré fue demostrada para dimensiones superiores
a cuatro por S. Smale en 1960 [S] mucho antes que en di-
mension tres (mereciendo asi la medalla Fields). A partir de
esta fecha se trabajé mucho sobre las variedades de dimen-
siones superiores a cuatro y fueron bastante bien entendidas,
sobre todo a partir de los trabajos de Smale, Milnor, Brow-
der y Novikov, utilizando como herramientas principalmen-
te cobordismo y teoria de la cirugia.

En dimensién 4 hubo que esperar hasta los afos 80
para que M. Freedman demostrara la conjetura y tam-
bién se hiciera con la medalla Fields. Pero en dimensién
tres, que fue donde fue originalmente formulada por
Poincaré, el problema permanecia abierto.

En la misma época, en el estudio de las variedades de di-
mension tres habia progresos importantes. En primer lugar
y usando las técnicas cldsicas de topologia se demostro
que cualquier variedad de dimension tres se puede cortar de
forma «candénica» por esferas y toros «esenciales» (son
trabajos de Kneser-Haken-Milnor y de Jaco-Shalen-Jo-
hansson). Poco después, W. Thurston conjeturé ademads
que las piezas resultantes de tales cortes admiten estructu-
ra geométrica, conjetura de geometrizacién de Thurston
[T]. Por geometria sobre una variedad se entiende, de for-
ma coloquial, una métrica que permite definir rectas (geo-
désicas), medir distancias y dngulos y que ademds es, com-
pleta y al menos localmente, homogénea, es decir, sin
puntos privilegiados. Hay ocho posibles geometrias para
las piezas de las variedades de dimensidn tres, entre ellas la
geometria esférica, la euclidiana y la hiperbdlica, esta alti-
ma la mds rica. Thurston establecio algunos casos espe-
ciales de su conjetura y consiguié la medalla Fields en
1982. La conjetura de Thurston implica la conjetura de
Poincaré y reoriento los trabajos de muchos topdlogos,
ofreciendo métodos geométricos en el estudio de las va-
riedades tridimensionales. Por ejemplo, como fruto de estas
ideas, se ha demostrado recientemente por M. Boileau, B.
Leeb y J. Porti, siguiendo la intuicion de Thurston, el teo-
rema de geometrizacion de orbifolds, que implica en par-
ticular que de existir un contragjemplo a la conjetura de
Poincaré seria una 3-variedad totalmente asimétrica.

El método de la prueba finalmente ha venido preci-
samente estudiando las métricas sobre las variedades de
dimension tres. La conjetura de Thurston afirmaba que
las 3-variedades se podian cortar en pedazos y que di-
chos pedazos tenian una geometria o métrica «buena»r.
La busqueda de esta buena métrica se lleva a cabo
usando métodos de geometria diferencial y de anlisis
matemadtico, es decir, hemos de salir del dmbito de la
topologia. La llave del avance en la demostracién ha
sido el uso del llamado flujo de Ricci, que de una for-
ma andloga al flujo del calor nos permite comprender el
método de evolucion de las métricas sobre una variedad
tridimensional. Este ataque a las conjeturas de Thurston
y de Poincaré se debe a Richard Hamilton que es, sin
duda, uno de los responsables mds importantes para
que toda esta historia llegue a su fin. La ecuacién del
flujo de Ricci es una ecuacion no-lineal parabdlica y
Hamilton ha desarrollado métodos para el control de
sus singularidades (ver [H], [L], [M]). Las singularida-
des del flujo de Ricci en cierto modo reproducen el
proceso de corte en pedazos por esferas y toros de las
3-variedades.

Richard Hamilton.

Sin embargo, Hamilton no consiguid un control su-
ficiente sobre estas singularidades y es aqui donde apa-
rece Perelman. Grisha Perelman introduce nuevas téc-
nicas y conceptos y consigue el llamado flujo de Ricci
con cirugia con el que demuestra la conjetura de Poin-
car€ y también la conjetura de geometrizacién de
Thurston (ver [L] y [M]). Los resultados de Perelman
fueron dados a conocer en una serie de prepublicacio-
nes que son accesibles a todo el mundo por Internet en
una base de «preprints» [Pel], [Pe2] y [Pe3]. Estas
prepublicaciones no han sido enviadas a publicar a re-
vistas especializadas y no estdn siendo reelaboradas
por parte del autor siguiendo las indicaciones o criticas
de editores y «referees», ésta es otra de las «peculiari-
dades romanticas» por parte de Perelman. Asi, la veri-
ficacion y confirmacién de la validez de la demostra-
cion de Perelman ha recaido sobre la comunidad
matemadtica. También aqui ha habido polémicas: por
ejemplo, la que ha desatado la publicacién por parte de
los matemadticos chinos Cao y Zhu de una demostracion
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de la conjetura de Poincaré siguiendo los articulos de
Perelman en el Asian Journal of Mathematics (jmds
de 300 péginas!: [CZ]). los autores califican su avance
como jel mds importante llevado a cabo por la mate-
mdtica moderna china! Otros piensan que estos autores
se atribuyen méritos que no les corresponden (ver el ti-
tulo de la referencia [CZ]).

De lo que no cabe duda es que uno de los momentos
mds importantes del pasado ICM 2006 fue cuando John
W. Morgan, encagado de dar una de las conferencias
plenarias del congreso sobre los avances en la conjetura
de Poincaré, pronuncié la frase: «Grigory Perelman has
solved the Poincaré Conjecture» ([M]).

Grisha Perelman.
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Polimorfismo: diamante, hielo, farmacos y chocolate

La palabra polimorfismo proviene del griego (polu, j
= mucho. numeroso, morth, —hj = forma, figura) y sig-
nifica muchas formas. La primera aparicion del término
data de 1965, en relacién con la diversidad en el mundo
de la moda, desde entonces se ha empezado a utilizar en
campos tan diversos como en biologia, en quimica e in-
cluso en lenguajes de programacion para definir dife-
rentes realidades.

En biologia, el polimorfismo se refiere a un polimor-
fismo genético, es decir. los diferentes alelos de un gen
entre una poblacion normalmente expresados como di-
ferentes fenotipos, por ejemplo, el color de la piel es
un polimorfismo.

En el lenguaje de programacion un objeto polimérfico
es una entidad, como una variable o un objeto de un
subprograma, a la que se permite tener valores de dife-
rentes tipos en el curso de la ejecucion.

En quimica, el polimorfismo es relativo a la ciencia de
los materiales y a la quimica orgdnica y se define como
la capacidad de una especie quimica para existir en mds
de una forma o estructura cristalina.

En el estado cristalino, las moléculas presentan un
alto orden estructural, dando lugar a la celdilla unidad,
que puede ser monoclinica. triclinica, tetragonal, hexa-
gonal, romboidal, ortorrémbica y ctibica, la repeticion de
la celdilla unidad en las tres direcciones da lugar a la for-



