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El ingenio en el experimento

Los origenes del filtrado optico:
el experimento de Abbe-Porter

INTRODUCCION

En el ano 1873 Ernst Abbe publicd su teoria sobre la
formacién de la imagen en el microscopio, en la que
exponia los primeros experimentos de filtrado 6ptico.
Tres décadas después, en el ano 1906, A.B. Porter es-
cribié un articulo en el que aplicaba la teoria de la di-
fraccién con el mismo objetivo, proponiendo el experi-
mento que aqui vamos a describir. En él se conjugan el
ingenio experimental y el andlisis tedrico riguroso.

Con el desarrollo de los ldseres, de las cdmaras CCD
y de la Informitica se ha incrementado enormemente
el empleo de la Transformada de Fourier en los proble-
mas de transmision de informacién por métodos 6pticos.
En este sentido, las técnicas de filtrado éptico han ad-
quirido una gran importancia en las tltimas décadas.

[luminando una diapositiva con luz ldser, mediante
el filtrado dptico se pueden separar los objetos grandes
de los pequenos que hay en ella, se pueden reconocer
aquellos que tienen la misma forma (filtros adaptados),
ete. Paralelamente ha venido desarrolldndose en progra-
mas informdticos una version computacional de estas
técnicas de tipo dptico. de manera que en la actualidad
se utilizan profusamente en la investigacion en Biologia,
en el diagndstico en Medicina y en el reconocimiento de
letras y simbolos en la transmisién de informacién.

ESQUEMA Y DISPOSITIVO EXPERIMENTAL

En el experimento de Abbe-Porter se estudia lo que
sucede el la transmision de la luz entre el plano donde se
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encuentra el objeto (plano objeto) y el plano donde se
produce su imagen (plano imagen) a través de una lente
convergente. En la Figura 1 se indica el esquema de la
formacion de la imagen en el experimento.

Objeto Lente Imagen
Y 7
X Y
- 1 E I:I A
5 g s’ ]

Figura 1. Esquema de la formacidn de la imagen en el experimento
de Abbe-Porter.

El objeto es una rejilla compuesta por una serie de hi-
los horizontales y verticales situada en un plano {X, Y} a
una distancia s a la izquierda de la lente. Si se ilumina la
rejilla con una onda plana se recoge su imagen bien en-
focada en otro plano (X, ¥’} situado a una distancia 5" a
la derecha de la lente. El aumento de la imagen viene
dado por el cociente s'/s, y estas distancias estdn rela-
cionadas por la ecuacion de las lentes delgadas:

donde s y s estdn tomadas con signo positivo y f'es la
distancia focal de la lente.

En la Figura 2 se puede ver el dispositivo experimen-
tal, que estd compuesto por los siguientes elementos:

* Un ldser de He-Ne (4= 632,8 nm) linealmente po-
larizado y de 30 mW de potencia.
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« Un expandidor de haz, compuesto por un objetivo
de microscopio de 60x que condensa el rayo ldser
sobre un agujero (pinhole) de 5 um situado en el
foco de una lente convergente (lente colimadora) de
50 c¢m de distancia focal. Con este dispositivo se
obtiene un haz pricticamente plano (bien colimado)
de 3 cm de diametro.

» Una rejilla de 12 x 12 mm? (Figura 3) constituida
por hilos de espesor ¢ = 0,20 mm dispuestos hori-
zontal y verticalmente con una separacion d = 0,86
mm del centro de un hilo al siguiente (tanto en ho-
rizontal como en vertical). La rejilla ha sido reali-
zada por impresion sobre una diapositiva.

« Una lente convergente (lente formadora de ima-
gen) de distancia focal f=50 cm.

» Una lente amplificadora (de 5 cm de distancia
focal).

« Una camara CCD con softward de andlisis de ima-
gen incorporado.
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Expandidor

Lente fon'nadora .
de imagen

Figura 2. Dispositive experimental.

En las Figuras 3 y 4 se pueden ver el objeto y su ima-
gen obtenidos en este dispositivo para distancias s = 88
cmys =115cm.

Figura 3. Rejilla objeto.
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Figura 4. Imagen de la rejfilla.

LA PREGUNTA QUE SE HICIERON
ABBE Y PORTER

La Optica Geométrica nos ensefia de qué manera se
forma la imagen con ayuda de la férmula indicada mds
arriba. Sabemos. pues, lo que sucede en el plano objeto
y lo que sucede en el plano imagen. Pero, ;qué pasa
entre medias? ;Qué pasa entre los planos objeto e ima-
gen? ;Como se propaga entre ellos la luz? La respuesta
la encontraron Abbe y Porter en el fendmeno de la di-
fraccion.

Gracias a Fresnel, desde principios del siglo xix se
sabe como determinar el avance de una onda cuando es
difractada por un objeto. En el experimento de Abbe-
Porter, la onda plana, que se propaga segtin el eje Z. al-
canza el plano objeto sin deformarse. Pero al llegar a €l
hay partes de la misma que son interceptadas por los hi-
los de la red. Supongamos que queremos determinar la
amplitud £, de la onda difractada en un punto P(x, v, z)
intermedio entre el objeto y la lente. Esta amplitud viene
dada por la suma de todas las amplitudes elementales
que proceden de las ondas secundarias esféricas (princi-
pio de Huygens) que se generan en cada uno de los pun-
tos de las zonas transparentes del objeto. Es decir, de los
puntos que se encuentran en las ventanitas cuadradas
de la rejilla. El valor de la amplitud elemental proce-
dente de un punto dado de la rejilla es inversamente
proporcional a su distancia r al punto P para todo ins-
tante de tiempo, pero la fase de esta amplitud elemental
depende, ademds, del instante ¢ en que se hace la suma
de todas las onditas secundarias, y es la que tenia la
onda plana incidente en la rejilla en un instante anterior
(t = r/c), donde ¢ es la velocidad de la luz. Haciendo la
integracion sobre toda la superficie ocupada por el ob-
jeto se obtiene la amplitud de la onda difractada en el
punto P.

Si no hubiera existido la rejilla, la amplitud de la
onda en cualquier punto P de un plano {X. Y} entre el
objeto y la lente seria la misma en todo instante de
tiempo, ya que la contribucion de las ondas secundarias
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elementales no seria diferente de un punto a otro (pro-
pagacion de onda plana). Sin embargo, al desaparecer
la contribucion de las ondas elementales interceptadas
por los hilos, la amplitud de difraccién puede variar de
un punto a otro dentro del plano {X, Y} para todo ins-
tante de tiempo. Este es el fenémeno de la difraccion.

Hablando en términos de rayos luminosos, la difrac-
cion producida en la rejilla se puede interpretar como si
de ella salieran unos haces de rayos cuya intensidad de-
pendiera de la direccién de propagacion, pudiendo pro-
ducirse direcciones de mdximos y minimos de intensi-
dad. Si no existicra la lente, los diferentes rayos
seguirian su camino entrecruzandose unos con olros en
los diferentes planos {X. Y} hasta que, a una distancia
suficientemente alejada (en el infinito), producirian el es-
pectro de difraccion de Fraunhofer de la rejilla. A exis-
tir la lente, ésta recoge todos los haces de rayos hacien-
do que converjan sobre su plano focal imagen. como
nos ensefia la Optica Geométrica. En cada punto de di-
cho plano focal se reunirdn todos los rayos que. proce-
dentes de la difraccion, fueran paralelos a una direccidn
determinada. De esta manera, si hay una o varias direc-
ciones entre el objeto y la lente para las que la intensidad
de los rayos difractados es mayor, eso se manifestard por
la aparicion de puntos brillantes en el plano focal ima-
gen (Figura 5).
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Figura 5. Espectro de difraccion en el plano focal imagen.

El espacio ocupado por estos puntos depende de la
distancia d entre los hilos de la red y de la distancia focal
fde la lente. En la Figura 6 puede verse la distribucién
de puntos brillantes en el plano focal imagen (que se de-
nomina plano de Fourier) obtenida con nuestro sistema
para la red de la Figura 3.

El drea que abarcan estos puntos es de uno o dos mi-
limetros cuadrados y para fotografiarlos se pude proce-
der de dos maneras: proyectindolos sobre una pantalla
blanca con una lente amplificadora o recogiéndolos di-
rectamente por la cdmara CCD.

EL FILTRADO OPTICO

La distribucién de los puntos brillantes en la Figura 6
tiene una simetria que estd relacionada con la del objeto

Figura 6. Espectro de Fourier de la rejilla.

de que procede. Se observan puntos brillantes alineados
segln rectas paralelas a los ejes X, e Y. Si se hubiera
hecho el experimento con una red constituida por rendi-
Jas alargadas, paralelas al eje Y, con sus centros alinea-
dos segiin el eje X y separados entre si por la misma
distancia d, en el el plano de Fourier solamente obten-
driamos una linea de puntos brillantes segiin el eje X,.
La conjetura que hicieron Abbe y Porter es que si colo-
camos una rendija paralela al eje X, en el plano de Fou-
rier, de manera que solo dejemos pasar los puntos bri-
Ilantes colocados sobre dicho eje, en el plano imagen
observariamos franjas paralelas al eje Y’. En la Figura 7
se muestran los puntos brillantes correspondientes a la
rejilla que han sido filtrados por una rendija de 0,3 mm
colocada en el plano de Fourier.

Figura 7. Filtrado con una rendija horizontal.

En la Figura 8 se muestra el resultado que se obtiene
en el plano imagen. Como puede verse, al hacer este
filtrado han desaparecido los hilos horizontales en la
imagen de la rejilla.

Si el filtrado se hace con la rendija colocada segiin el
eje Y, obtenemos una imagen de franjas horizontales
(Figura 9).
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Fieura 8. Imagen de la rejilla filtrada con el filiro de la Figura 7.

Figura 9. Imagen de la rejilla filtrada con un filtro vertical.

La consecuencia que sacaron Abbe y Porter con este
experimento es que manipulando en el plano de Fourier
se podrian seleccionar los detalles que se quisieran ver de
una imagen. Por ejemplo: si en una diapositiva hay cir-
culos opacos de dos tamafios diferentes distribuidos al
azar, mediante filtrado dptico en el plano de Fourier se
pueden eliminar los circulos de un tamaiio y dejar solo los
del otro para proceder al estudio de sus caracteristicas.

LAS MATEMATICAS DEL FILTRADO OPTICO

El problema que se plantea en relacion con la forma-
cion de imdgenes por una lente es el siguiente: conocida
la amplitud de la onda luminosa U(x, y) en el plano ob-
jeto (z = -s ) es necesario determinar cudl es su amplitud
U(x', ¥') en el plano imagen (z = s")".

En el caso de la aproximacion de la Optica Geomé-
trica, la amplitud imagen U, (", y) es la siguiente:

2 22

Uu (")) =K lﬁ;l U(x,y)

donde K es una constante, / es la longitud de onda de la
radiacion y M = s'/s es el aumento de la lente, estando
las coordenadas en el plano imagen y en el plano objeto
relacionadas de la siguiente manera:
XM=Mx . Yy =My

Pero, ;qué sucede cuando se produce la difraccion y
cuando se practica un filtrado 6ptico en el plano de Fou-
rier? En este aspecto, las técnicas de andlisis de Fourier
son de gran utilidad.

Para realizar el filtrado de manera tedrica se procede
de la siguiente manera en este experimento:

« Se parte de la amplitud objeto U(x, y) y se calcula
su transformada de Fourier G(fy, fy). cuya repre-
sentacion en intensidad luminosa se puede recoger
en el plano focal imagen o plano de Fourier.

» La transformada de Fourier G, (fy. fy) de la imagen
ideal U, (x", ") dada por la Optica Geométrica se
calcula facilmente a partir de G (fy, fy):

o 2,2 2 ) ‘
G (f 1) =K ML Gf- 1)

= Se filtra esta Gltima transformada de Fourier po-
niendo en el plano focal imagen una mdscara
H(fy, fy). que puede ser una rendija, una pantalla
opaca, etc, y que selecciona las frecuencias espa-
ciales fy, fy que se quieren filtrar (puntos brillantes
de la Figura 7).

« Se calcula la transformada de Fourier G'(fy, f;) de la
amplitud imagen filtrada U(x’, ¥') mediante la si-
guiente expresion:

G'(fy- Sy )=H(fy. [y) Gg(fx’.ﬂ’)

« Haciendo la transformada de Fourier inversa de
G’(fy, fy) se obtiene la amplitud imagen filtrada
U(x', ¥"), que es el objetivo que se busca.

Transformada de Fourier de la amplitud objeto

La transformada de Fourier G(f, f,) de la funcién
U(x, y) objeto es:

Glfy. ) =] [ UG y)e Wy dy

! Hemos tomado el origen del sistema de referencia en el plano de la lente de la Figura 1.
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donde las frecuencias espaciales f y f; estdn relaciona-
das con las coordenadas x; e y, en el plano focal imagen
de la siguiente manera:

. Xy 8 Vi
f.\':_L N S £

A %

En el caso de nuestro experimento, cuando el frente
de onda plano es interrumpido en la rejilla por las dos
redes de hilos horizontal y vertical que la forman, la
amplitud del campo que emerge de ella puede venir re-
presentado por la siguiente funcién U(x, y) en el plano
objeto:

Ux,y)=U,t(x.y)

donde 7 (x, y) es la funcidn de transmision de la rejilla,
definida de la siguiente manera:

T(x,y)= z z I'ECI[-V;])—({J]-EC[[)'_Q(I)
q

7 a a

La constante d es la distancia entre los centros de dos
ventanitas cuadradas contiguas de la Figura 3 y la cons-
tante @ su anchura; los indices p y ¢ varian entre — N y
+ N, siendo (2N + 1) el nimero de ventanitas de que estd
compuesta una fila horizontal (o vertical). La funcién
rect (@) se define de la siguiente manera:

| ara|or| <1/2
rect(o) = P ’ l /
2 enel resto

Se trata de la funcion escalén. En la Figura 10 se
puede ver un detalle (varios escalones) del perfil de la
distribucion normalizada de la intensidad (equivalente al
Jactor de transmision) sobre el eje X de la luz que atra-
viesa la rejilla. Esta sefial corresponde al cuadrado de la
amplitud U (x, ¥) para un valor de y constante para el que
vale la unidad la funcién rect ((y — md)/a).
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Figura 10. Perfil de la distribucion de intensidad relativa de la
onda que atraviesa la rejilla.

La intensidad mdxima corresponde a las ventanitas y
los minimos profundos a los hilos.

Es facil calcular la transformada de Fourier de la fun-
cion escalon, por lo que la funcion G(fy, fy) tiene la si-
guiente expresion:

G(fy.f,) = a* sinc(mafy,)sinc(maf,)Y, T e g 2=l
P oq

donde la funcion sinc(e) estd definida de la siguiente
manera:

sen (o)
o

sinc(a) =

Con un programa de cdlculo proporcionado por el
software de la cimara CCD empleada se puede realizar
la transformada de Fourier de la la rejilla objeto indicada
en la Figura 3. En la Figura 11 se muestra el resultado
obtenido.

Figura 11, Transformada de Fourier de la rejilla objeto
de la Figura 3.

Se puede comparar este resultado del tratamiento in-
formdtico con el de la Figura 6 obtenido en el experi-
mento 6ptico. La similitud es extraordinaria.

Filtrado en el plano de Fourier

Colocar una rendija horizontal en el plano de Fourier
para eliminar todos los puntos brillantes (salvo los del
eje Xy de la Figura 7) equivale a introducir la siguiente
funcién H(fy. f,):

H(fy, fy)=rect ('\E’):rect[%.fr)

donde D es la anchura de la rendija filtradora (en nuestro
caso D = 0,3 mm). Dicha funcién no es mds que una
funcién escalén sobre la coordenada v, del plano focal
imagen centrada en el origen de coordenadas de dicho
plano.

Utilizando ahora la expresion de G (fy. fy), que se de-
duce de la de G(fy, fy), y multiplicdandola por H(f. fy).
obtenemos el siguiente resultado para G'(fy, fy):
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3. 42

i A @ . 2,
G'(fe.[;)=K M:z recl[/}j—)‘f,,}asmc(mj,.)x

~2mipdfy

Xy asinc (mafy)e
f}

donde han desaparecido todos los términos del sumato-
rio correspondiente a la exponencial de fj., salvo el co-
rrespondiente a ¢ = 0, ya que la rendija horizontal estd
centrada sobre el eje X.

Imagen filtrada

Conocida la funcién la funciéon G'(fy. fy). haciendo
su transformada de Fourier inversa se determina la am-
plitud imagen filtrada U(x’, y):

U(-\_’,.\!f) — j j G’(fx-,f)-)i’i:m" T 43Ty sdfx (U)

La amplitud U(x", ') que corresponde a la imagen
filtrada de la rejilla es la transformada de Fourier inver-
sa (TFY) de la funcién G'(fy, fy) filtrada. La parte de la
transformada de Fourier inversa del sumatorio en p nos
hace retornar a la funcién escalon inicial segiin el eje X:

= 3 rect [-——‘ —pd ]
P

TF™ Z a sinc (m;l‘\) {,*:mp,,lf‘

? a

En cuanto a la parte correspondiente a la integracion
en fy, tenemos lo siguiente:

TF“{recl (%h }a sine (m{fy)} =

*fo o
=J. a sinc (7afy) =™ df,
~fa

donde f, = D/2Af es la denominada frecuencia de corte
para este filtrado porque el integrando es distinto de
cero solamente en dicho intervalo, en el que se encuen-
tran todas las frecuencias f, que pasan.

Experimento historico

La interferometria de neutrones

Feynman inicia el tercer volumen de sus “Lecciones
de Fisica™, dedicado a la mecdnica cudntica, con una
discusion del experimento de la doble rendija con parti-
culas materiales. Para Feynman “este fenémeno encierra
el corazon de la mecdnica cudntica. En realidad contiene
el tinico misterio™. Y contintia: “Este experimento nunca
se ha realizado exactamente de esta manera. El problema
estriba en que el aparato tendria que construirse en una
escala imposiblemente pequeiia para mostrar los efectos

Para los valores de los parametros del experimento, el
argumento de la funcién sinc es inferior a 0,25 radianes
y ésta es pricticamente igual a la unidad en todo el in-
tervalo de integracion. Por lo tanto, obtenemos la si-
guiente expresion para esta parte de la transformada:

TF"{recl (%j, )u sinc (ij;-)} = J a ¢ i df,

-fo

que es de integracion inmediata, obteniéndose el si-
guiente valor de la integral:

+fy
Ja e ™rh df, = a sinc (27fyy,)
=Jo
donde la funcién sinc también es proxima a la unidad
porque la coordenada y; del plano focal imagen es muy
pequefia (menor que D/2).

En resumen, la amplitud de la imagen filtrada serd:

2 42

As Y reit ( x—pd )
n

2
M- a

U(x',y")=2Kf,a

que corresponde a una serie de bandas estrechas verti-
cales como se puede ver en la Figura 8.

CONCLUSION

Desde la época de Abbe y Porter se han venido perfi-
lando las técnicas Gpticas y matemadticas que han permi-
tido comprender el fenémeno del filtrado éptico en toda
su profundidad, aunque su aplicacién préctica solo ha
podido llevarse a cabo a finales del siglo XX con el enor-
me desarrollo que han experimentado las fuentes ldser,
los sistemas de deteccion y las técnicas informaticas.

Manuel Yuste Llandres,
Carmen Carreras Béjar

v Pedro Valera Arroyo

Dpto. de Fisica de los Materiales

que nos interesan. Estamos haciendo un experimento
mental, que hemos escogido porque es ficil de discutir”.

Lo cierto es que, casi al mismo tiempo que Feynman
decia esto, Claus Jonsson, en Tibingen, estaba reali-
zando por primera vez este experimento, que dejaba asi
de ser un “experimento mental”. Varios afios mds tarde,
en 1974, el experimento seria refinado por Giorgio Mer-
li, Giulio Pozzi y Gian Franco Missiroli, en Bolonia, y
finalmente alcanzo su médxima sofisticacion en el expe-
rimento realizado por Akira Tonomura ef al. en 1989, en
donde quedaba pricticamente asegurado que nunca ha-
bia mas de un electrén en vuelo. Posteriormente se han
realizado experimentos de doble rendija con neutrones,
atomos, moléculas simples e incluso con fullerenos Cg, y



