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Fig. 1.- Modelos de replicacién de priones, en una versién simplificada de la presentacién
de Eigen (ref. 8): I, modelo de Prusiner; II, modelo cooperativo de Prusiner, III, modelo
de Lansbury. Para mayor sencillez, se han omitido los pardmetros cinéticos
de las reacciones implicadas.

moléculas. Nuestro sistema inmu-
nitario nos protege, hasta cierto
punto, de agentes patdégenos habi-
tuales, pero serfa muy imprudente
llevar sus posibilidades al limite,
exponiéndolo a la accién de otros
agentes que hayan logrado traspa-
sar las barreras naturales entre las
especies. La presion por lograr unos
beneficios econdémicos répidos,
particularmente en la industria de la
alimentacién, no deberia hacernos
olvidarlo.
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Un teorema sobre
extension de funciones
reales

1. INTRODUCCION

Pensando en diferentes maneras
de demostrar varios teoremas bien
conocidos sobre la existencia y uni-
cidad de soluciones para diferentes
tipos de ecuaciones diferenciales,
surgié una antigua cuestién, cuyo
enunciado es muy simple: Dada una
funcién derivable f : (a,b) - R
(a,b € R, a < b), estudiar condicio-
nes necesarias y suficientes para
que sea posible extender f a una fun-
cién continua definida en el interva-
lo cerrado [a,b].

Es bien sabido que una tal exten-
sién no siempre es posible; pense-
mos, por ejemplo, en la funcién

f(x)=l, definida en el intervalo
X

abierto (0,1); funcién que no es aco-
tada. Es bien sabido también que la
acotacion de la funcién f es una con-
dicién necesaria pero no suficiente,
como prueba el contraejemplo dado

1
por la funcién f(x)=x-sen— en el
X

intervalo (0,1); funcién acotada
cuya extension continua al intervalo
cerrado [0,1] tampoco es posible;
nétese que la derivada £ de f no estd
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acotada. Sin embargo, la acotacion de la derivada es una
condicién suficiente (como se prueba usando el Teore-
ma del Valor Medio); pero no es necesaria, como mues-

tra la funcién f(x)=+1-x*> en el mismo intervalo

(0,1); funcién cuya derivada f” no estd acotada en (0,1),
pero que puede extenderse de forma continua al conjun-
to cerrado [0,1].

Como es bien conocido, una condicién necesaria y
suficiente, para la existencia de una extensién continua
de la funcién f al intervalo cerrado [a,b], es la continui-
dad uniforme de f en (a,b); esta condicién no exige la
derivabilidad de f. (Es obvio que la condicion es nece-
saria; para probar que es suficiente, obsérvese que, si

por ejemplo no existiera 1im f(x), entonces existiria
x—at

e > 0 verificando que, para todo n € N, existiria

f(yn)—f(a+l)
n

tanto la funcién f no serfa uniformemente continua).

Nuestro propésito es presentar aqui otra condicién nece-
saria y suficiente, nueva en nuestro conocimiento, para la
existencia de una extension continua de f. En la préctica,
esta condicién puede ser, en muchos casos, de mas facil
comprobacién que la continuidad uniforme. Ademds, esta
condicién también permite dar versiones algo diferentes de
la demostracién de algunos resultados cldsicos y bien
conocidos; por ejemplo, sobre la existencia y unicidad de
soluciones de ciertas ecuaciones diferenciales.

1
yne(a,a+—) tal que € < ; y por lo
n

2. TEOREMA

Seanab e R (a<b),yf: (ab) > R una funcién deri-
vable.
Existe una (obviamente unica) funcién continua

f: [a,b] — R que extiende f (es decir, ﬂmb) =f) siy

s6lo si existe una funcién continua g : [a,b] — R tal que:
1) Para todo x € (a,b), f(x)! < g(x).
2) Paratodo r > 0, existe M > 0 verificando que, para
todo x € (a,b) tal que If(x)l < g(x) —r, If’(x)| < M.

Demostracion

=) Es obvio que la condici6n es necesaria. En efec-
to, siA la extensién f existe, entonces la propia funcién
g = Ifl satisface 1) y 2).

&) Veamos que la condicion es suficiente.

Supongamos ahora que existe una funcién continua
g : [a,b] > R verificando 1) y 2). Probaremos que la
funcién f debe ser uniformemente continua.

Sea £ > 0. Ya que la funcion g es continua en el con-
junto compacto [a,b], existe & > 0 tal que, si Ix—yl < &
(x,y € [a,b]), entonces

lg(x) - g(y)| < %

Por otra parte, de la hipdtesis 2) resulta que existe
M > 0 tal que, si |f(x)|£g(x)—% (x € (a,b)), enton-

ces If’(x)l £ M.
Sean x,y € (ab), con x <y, tales que [x—y|<

<min(8,ﬁ). Demostraremos que If(x) — f(y)l < €.

Pueden presentarse varios casos, en relacion con los
valores de g(x), f(x), g(y), y f(y):

D gx)- % <)) gy)- % <[f(y)l

En este caso, distinguimos dos posibilidades:

L1) f(x)y f(y) tienen el mismo signo (f(x) - f(y) = 0)
(y, por lo tanto, If(y) — f(x)| = llf(y)l — EX)II).

De la hipétesis 1) resulta entonces, teniendo en cuen-
ta las desigualdades anteriores (I), que

tf(y) — f(x)l = lif(y)l - If Ol = max (f(y)l — F)I, )l — (y)) <
< mdx (g(y) - ()l gx) - () <

€ €
<ma - +—, — +—)=
méx(g(y)—g(x) T g(x)—g(y) 16)
€ € e €
= — +—<—+—=—<e&
)~ N+ <6+ 1673

1.2) f(x) —f(y) < 0 (f(x) y f(y) tienen distinto signo)
(y, por lo tanto, X #y).

a) Supongamos en primer lugar que f(x) <0, f(y) > 0.
Por tanto, If(x)l = —{(x), If(y)l = f(y). Teniendo en cuenta la
hipdtesis 1) y las desigualdades anteriores (I), tenemos que

€ €
f() < g+ -1 <80, v gy —1-= f(y)=g(y).
Pueden presentarse dos situaciones:

a.l) Si g(x) S% o g(y) Si%’ entonces, puesto que

f(x) < 0y f(y) > 0, se verifica que
If(x) — f(y)l = —£(x) + £(y) < g(x) + g(y) =
=2 min (g(x),g(y)) + lg(x) — gyl <

<2i+i=3£<a.
16 16 16

a.2) Si min(g(x),g(y))> %, entonces consideramos

el conjunto L = {t e[x,y]/f(t) < —g(t)+ %}

Obviamente, x € L.

Ademas,y ¢ L. (Siy e L, entonces g(y)— % <f(y)<

€ €
< —g(y)+g; por lo tanto, g(y)< 16’ y suponemos lo

contrario (g(y)> %)).
Sea ¢ = sup L. De la continuidad de las funciones f y

A

g, resulta que f(c)=—g(c)+ 5
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Consideramos ahora el conjunto

€
= {t e[c,yl/f(t) = g(t) - —}-
16
Tenemos que D # I (ya que y € D). Ponemos d = inf D.

Obviamente, f(d)>g(d)— %, y c<d.

Si ¢ < d, entonces resulta, del Teorema del Valor Medio,
que existe e € (c,d) tal que f(d) — f(c) = ’(e)(d — c).
Ya que sup L =c <e, tenemos que e ¢ L; y por tanto,

€
f(e)>—-gle)+—.
(e)>—g(e) 16
Por otra parte, e < d = inf D, luego e ¢ D; y ya que

e € [c,y], debe ser f(e)< g(e)—%.

€
Tenemos asi que [f(e)| = méax(f(e),—f(e)) < g(e)— 16
De la hipétesis 2, resulta que If’(e)l < M. Por lo tanto,

I£(d) - £(c)) < M(d — ¢) < M(y — ) < g

Y si ¢ = d, entonces If(d) — f(c)l = 0 < %

Ademds, ya quelc—xI<dyld—yl <8 (puesc,de [xy],
ly — x| < ), tenemos que

00 + £(0) = 09 - 8(0) + 12 <800~ 80) + 1= <
<lg(x)—gll+ — 16 —,yf(y) fld) <gly)—gld) +

+ - <lg(y)—g@dl+ 616t 16"

oo | m

Por lo tanto,
If(y) — f(x)l = £(y) — f(x) = f(y) — f(d) + £(d) — f(c) + f(c) —

fi 3E
—f(x) < g

b) Supongamos ahora que f(x) > 0y f(y) < 0. Hacien-
do el mismo razonamiento anterior para —f en lugar de f,
tenemos que

IF(y) — £l = I(-D)(y) — (DI < 3 g

I 101 < 809~ 12, 80) ~ 12 < Q).

€
=inf {te [xyl/g®) - ;- <IOI}.
Tenemos que d existe, y x < d <y. Ademds,

Sea d

€
= =28
g(d) 16 S [f(d)l.
Asi, d e y estdn en el caso I); y por lo tanto, If(d) — f(y)l <

€
<3 3"
Por otra parte, del Teorema del Valor Medio resulta
que existe e € (x,d) tal que f(d) — f(x) = f’(e)(d — x). Ya
que X < e < d, tenemos, teniendo en cuenta la defini-

cion de d, que If(e)l < g(e) — 16 Por tanto, If’(e)l < M,

6
€

y If(d) —fx)I <M -x) <M ly —xl < FE

Tenemos asi que

€ € €
If(y) — f(x)I < If(y) — f(d)| + If(d) — fx)l < 3 g §= 7
€
IIn) g(x) - 16 <K, iyl < g(y) — —
€
Ponemos ¢ = sup {t € [x,y]/g(t) — 16 S < If(D)l}.
€
Obviamente, c existe, x <c <y, y g(c) — 16 < If(e)l.

Xy c estdn asi en el caso I); y por lo tanto, [f(x) — f(c)l <

<3E
g

Ademds, existe e € (c,y) tal que f(y) —f(c) = (e)(y —c).
Ya que e € (c,y), tenemos, razonando como antes,

que If(e)l < g(e) — 12, por tanto, If’(e)l| < M, y

€
f(y) —f(c) SMly—-cl<Mly —xl < FE
Asi, tenemos que

Ify) — £60 < I£(y) — ()l + If(c) — F(x)] < g +3 S

£
>

IV) ()l < g(x) — ¢ EOI < g() -

En este caso, dlstmgulmos tres pomblhdades:

IV.1) x =y. Obviamente, entonces If(x) — f(y)l =0<e.
IV.2) x<y,yexiste c € (x,y) tal que g(c) — — < If(c)l.
Entonces, x, c estdn en el caso IT); ¢, y estén en el caso

III); y por lo tanto,

[f(y) — f(x)I < If((y) — f(c)l + If(c) — f(x)I < % + % =&

8
IV.3) x <y; y paratodo c € (x,y), lf(c)l < g(c) — 16"

Se sigue del Teorema del Valor Medio que existe
d € (x,y) verificando que f(y) — f(x) = f’(d)(y — x). Ya

€
que, en este caso, If(d)l < g(d) - 16 tenemos que If’(d)l < M.

€
Por lo tanto, If(y) — f(x)I <M ly —xI <M M <e.
C.Q.D.

Veamos ahora que, en la condicién 1 del Teorema,
podemos escribir “<” en lugar de “<” si la derivada f’ de
la funcién f es continua.

3. COROLARIO

Sean a,b € R, a<b, yf: (ab) — R una funcién deri-
vable cuya derivada f’ es continua; es decir, f € C!(a,b).
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_ Lafuncién f puede extenderse a una funcion continua
f : [a,b] = R si y sdlo si existe una funcién continua
g : [a,b] — R tal que:

1) Paratodo x € (a,b), f(x)l < g(x).

2) Paratodo r > 0, existe M > 0 verificando que, para
todo x € (a,b) tal que If(x)l < g(x) — 1, f’(X)| < M.

Del Teorema anterior, se sigue que la condicién es
suficiente.

Probaremos que la condicién es también necesaria.
Supongamos que la extension f de f existe.

Consideramos la funcién continua g : [a,b] = R dada
por g(x) = If(x)I + (b — x)(x — a).

Obviamente, If(x)l < g(x), para todo x € (a,b).

Sear>0. Ya que f(a) = g(a), f(b) = g(b), tenemos que
el conjunto A_= {x € (a,b) / lf(x)| < g(x) — r} coincide
con {x € [a,b]/ If (x)l € g(x) —r}; y ya que las funciones
f y g (definidas en [a,b]) son continuas, el conjunto A_es
r

,b——|, segiin
—a b—a} g

compacto. (Nétese que A, < [a +

resulta de las definiciones de g(x) y de A; por tanto,

(b—a)’
2

A=Csir> ). Ya que estamos suponiendo que
la funcién derivada f’ es continua, la restriccién de £’ a
A_debe estar acotada.

4. ALGUNAS APLICACIONES

4.1, Seanc,de R, c < d; g : (c,d) = R* una funcién
continua; Q = {(x,y) € (c,d) xR /lyl<gx)}; yF: Q=R
una funcién continua.

Consideramos la ecuacién diferencial clasica y’ = F(x,y).
Una solucién de esta ecuacién es un par (Lf), donde
I < (c,d) es un intervalo abierto y f : I — R es una fun-
cién derivable tal que:

1) (x,f(x)) € Q para todo x € I (es decir, If(x) < g(x)
para todo x € I). '

2) Paratodo x € T, ’(x) = F(x,f(x)). (Por lo tanto, f’ es
continua).

Supongamos que (Lf) es una solucién de la ecuacion
dada, conI=(a,b)  [a,b] = (c,d) (a <b). Entonces, para todo
r > 0, tenemos que el conjunto B, = {(x,y) € R*/ x € [a,b],
lyl < g(x) —r} < Q es compacto (es acotado y cerrado,
ya que la funcién g es continua). Puesto que la funcién
F : Q — R es también continua, existe M > 0 tal que
IFIlBr <M. Six e (ab) y fx) £ g(x) — 1, entonces
(x,f(x)) € B,y If’(x)I = IF(x,f(x))| < M. Por tanto, las con-
diciones 1) y 2) se verifican.

Del Teorema anterior resulta que la funcién f puede
extenderse a una funcién continua definida en [a,b].

Supongamos ahora, por ejemplo, que la funcién F
verifica localmente la condicién de Lipschitz (para todo
(XY, € L, existen un conjunto abierto U < €, con
(X,,¥,) € U, y k>0, tales que IF(x,y) - F(x,z)l <k ly —z
para todo (x,y), (x,z) € U).

Teniendo en cuenta el bien conocido Teorema de Picard
sobre la existencia y la unicidad local de la solucién de la
ecuacién dada, con y(x,) =y, (siendo (x,y,) € £2), es facil

probar ahora que cualquier solucién (local) ((a,b), f)
puede extenderse a una solucién global ((c,d), ) (donde

fl(a,b) = f); y obtenemos asf una demostracién algo dife-
rente de este resultado clésico sobre ecuaciones diferen-
ciales ordinarias.

4.2. Por otra parte, cuando queremos estudiar la posi-
ble extensién continua de una funcién derivable
f: (a,b) — R, la condicién del Teorema presentado aqui
puede ser, en muchos casos (como por ejemplo, el con-
siderado antes), de mas facil comprobacién que la con-
tinuidad uniforme de la funcién f.

Veamos otro ejemplo sencillo. Consideremos, en el in-
tervalo abierto (0,1), la funcion derivable f(x)=x senl;
X

funcién cuya derivada es continua pero no esta acotada,
limf’(x). Es inmediato

x—1"

comprobar que, si ponemos g(x) = X, se verifican las con-
diciones del Teorema anterior (nétese que, dado r > 0, el
conjunto A_= {x € (0,1) / f(x)] < x —r} estd contenido
en el compacto [r,1] —obviamente, A_es vacio sit > 1—;
luego la derivada f’(x) esta acotada en A ). Por tanto,
f(x) admite una extensién continua al intervalo cerrado
[0,1], como también se comprueba directamente.

La misma técnica puede aplicarse para estudiar la
existencia de limites laterales de distintos tipos. Consi-

aunque obviamente existe

deremos, por ejemplo, la funcion f(x)—w

definida en el intervalo abierto I=(0,%). En este

intervalo, sen (4x) = x; para comprobarlo, nétese que, si
h(x) = sen (4x) — X, se tiene que h(0) =0y h’(x) =20, para
todo x € I. Un argumento similar muestra que, six € I,

1 1 1 F
So+X <—+x+x=|—+ .
sen(4x) 4 * 4 B+ (2 &)

Por tanto, para todo x € I,

If(x)| < «/;+(%+«/;)cosx <2«/§+%cosx.

entonces

Si ponemos g(x)= 24X + %cosx (x=0),

se verifica que, dador >0, sixe Ly

X++4/X COSX

2x

gx)—r=f(x)=

4
entonces debe ser x > Erz; luego la derivada f’(x) estd

acotadaen A = {x € I/If(x)| < g(x) —r}. El Teorema ante-
rior nos proporciona asi otra demostracién de la existencia
del lim f(x), distinta de los procedimientos habituales.
x—0"
Fidel José Fernandez y Fernandez-Arroyo
Departamento de Matemadticas
Fundamentales



