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Introducción  

Un requerimiento básico para el modelado de series temporales es que las series en 

estudio deben ser débilmente estacionarias. Numerosos test han sido desarrollados y 

popularmente aplicados, en especial el test de Dickey-Fuller de raíces unitarias.  

En un test de raíces unitarias, la hipótesis nula es aquella en la que el proceso contiene 

una raíz unitaria mientras que la alternativa es aquella en la que es estacionario. Por otro 

lado los test que buscan la estacionariedad operan en la dirección opuesta. La hipótesis nula 

es que la serie es estacionaria mientras que la alternativa es que existe una componente no 

estacionaria. La distribución asintótica del estadístico bajo la hipótesis nula de 

estacionariedad es la distribución de Cramér-von Mises. 

Kwiatkowski, Phillips, Schmidt y Shim proponen un test, de raíces unitarias, basado 

en la métrica de Cramér-von Mises, el test estadístico llamado KPSS (1992). Además, se 

puede utilizar la métrica de Cramér-von Misses o la de Kolmogorov-Smirnov para 

contrastar la hipótesis nula que especifica, por ejemplo, que la función de distribución 

espectral,  que es una función lineal de las autocorrelaciones, sigue una completamente 

especificada y estacionaria, el estadístico es una integral de una función cuadrática de un 

proceso estocástico gaussiano y la distribución asintótica del test puede ser aproximada por 

una suma infinita, Anderson, T.W . (1993,1995) , Anderson, T.W y Stephens, M.A. (1993) 

muestran como calcular puntos asintóticos del test.  

Por otro lado sabemos que, convencionalmente, el test de Dickey-Fuller es sesgado en 

presencia de outliers aditivos (OA). Los valores críticos son muy sensibles a el tipo de 

ruptura, el tiempo y la magnitud de la ruptura. Sin embargo se pueden utilizar correcciones 

de los valores críticos introduciendo variables Dummy en la obtención de la regresión y por 
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tanto, desde un punto de vista empírico, se pueden obtener resultados utilizando una 

conveniente selección de variables dummy.  

De igual forma, el test KPSS depende funcionalmente de la función de 

autocorrelaciones así como el test de bondad de ajuste de Anderson, en este la función de 

distribución espectral muestral y teórica son funciones lineales de las autocorrelaciones y 

por tanto no robustas en presencia de outliers aditivos. 

En este trabajo estudiamos el problema de raíces unitarias en presencia de outliers 

aditivos desde un punto de vista robusto y se sugiere el uso de un procedimiento robusto de 

estimación de la función de autocorrelaciones. 

Bajo este contexto se pueden utilizar estimadores robustos con alto punto de ruptura, 

el parámetro de localización multivariado permanece acotado y los valores propios de la 

matriz de varianza-covarianza permanecen lejos de cero y de infinito.  

Sin embargo la definición de punto de ruptura pierde su significado si trabajamos con 

series temporales y funciones de autocorrelación, por un lado la perturbación no es igual si 

se encuentra al inicio o en medio, además el efecto dependerá notablemente de la distancia 

del retardo. En esta situación es necesario introducir una nueva definición el punto de 

ruptura temporal de un estimador de autocovarianza y esta definición es dada por Genton y 

Ma (1998) . 

Utilizando funciones de autocorrelación robustas proponemos un estimador basado en 

el algoritmo Bagging para clasificación, Breiman (1999). Esta metodología utiliza tanto 

técnicas de perturbación como de combinación para reducir la variabilidad en estimadores 

inestables. Al igual que en Random Forest, Breiman (1999), introducimos una variante en 

el algoritmo Bagging.  

En series temporales existen dos vías para submuestrear en secuencias de datos 

dependientes, basado en modelos y libres de modelo. En el tipo basado en modelos la 

estructura de dependencia es modelada en términos de un conjunto de parámetros 

desconocidos y errores independientes. En el tipo libre de modelo la serie observada es 

dividida en bloques y, estos bloques son usados para capturar la dependencia en la serie 

original.  

Finalmente se presenta por simulación de 2000 muestras, basadas en diferentes 

tamaños, una comparación de los diferentes test, el test de Dickey-Fuller clásico, el test 

basado en métodos de estimación robustos y el test basado en aprendizaje estadístico 
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utilizando métodos de estimación robustos. Como criterio de comparación se utiliza la 

función potencia del test. Para todas las simulaciones se han realizado una serie de 

procedimientos en el software estadístico SAS. 
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1. Raíces unitarias y AO 

1.1 Introducción 

El modelo de regresión que se va a considerar es el caso con errores autorregresivos 

de primer orden o ( )1AR , en esta situación la serie univariada { }Ttyt ,,1; K= , es generada 

por 

ttttt uuuty εφβµ +=++= −1; , 

donde ( )2,0... σε diit ≈  y ( ) ∞<4
tE ε . Aquí supondremos que 11 ≤≤− φ  y en tal caso 

procesos estacionarios e integrados están permitidos. 

Así pues si consideramos un proceso ( )1AR , { }( )K,2,1,0:: =ℵ∈= tUU t , el cual 

satisface la siguiente ecuación en diferencias estocástica 

ℜ∈ℵ∈+= − φεφ ,,1 tUU ttt , 

donde el proceso de ruido blanco, { }( )K,2,1: =ℵ∈ttε , es una secuencia de variables 

aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con media nula y varianza, 02 >σ , 

y función de distribución F . 

En el caso de que 1<φ  entonces existe para un proceso ruido blanco una solución 

estrictamente estacionaria ( )ℵ∈tU t :  y en tal caso se cumple que 

( ) ( )hthttt rr
UUUU ++= ,,,,

11
KK ζζ  

para todo ℵ∈hrtt r ,,,,1 K . Donde ( ).ζ  denota la distribución de un vector aleatorio. 

Asumiremos que si 00 =U  y si 1<φ  entonces estaremos ante el caso estacionario. Por 
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otro lado si 1>φ  el proceso será llamado explosivo y no es estacionario. Y finalmente 

para el caso 1±=φ  que también será un proceso no estacionario y será llamado inestable. 

El estimador de mínimos cuadrados que depende de las primeras n  observaciones 

tanto para el caso estacionario como no estacionario es 

∑

∑

=
−

=
−

=
n

t

t

n

t
tt

n

U

UU

2

1
2

2
1

φ̂ , 

y  por tanto tenemos que 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ∞→→−>
∞→→−=
∞→−Ν→−<

nQsi

nLnsi

nnsi

n
n

n

n

,ˆ,1

,ˆ,1
,1,0ˆ,1 2

φφφφφ
φφφφ

φφφφ
, 

donde la distribución límite ( )φL  para el caso 1=φ  fue derivada por Rao (1978). Para el 

caso 1=φ  tenemos que 

( ) ( )( ) ( ) ,11
2

1
1

11

0

22
−








−= ∫ dssWWL  

donde W es un proceso estándar de Wiener. Y para el caso 1−=φ  

( ) ( )( ) ( )
11

0

22 11
2

1
1

−








−=− ∫ dssWWL . 

Anderson (1959) ha mostrado que existen dos variables aleatorias independientes e 

idénticamente distribuidas H  y V , tal que 

( ) ( )
H

V
Q 12 −= φφ . 

Si 1ε  esta distribuida como una variable aleatoria normal entonces H  y V  están 

distribuidas normalmente con media nula y varianza ( )1/ 222 −φφσ , 

( ) ( )













== ∑

∞

=

−

1

1

j
j

jLVLHL εφ . 

Por otro lado, de igual forma si ( )1,0NIDt ≈ε  y consideramos la función de densidad 

conjunta 

( ) ( ) ( )[ ]






 +−+−=

− 2
12

2 21
2

1
exp2 n

n
uTTuf φφπφ , 
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donde ∑
=

−=
n

t
ttuuT

1
11 , ∑

=
−=

n

t
tuT

1

2
12 . El estimador de máximaverosimilitud de φ  es dado 

por 

2

1ˆ
T

T
n =φ . 

Entonces dado 00 =u  

( )( ) ( )
( )














>

=−
<

→−
∫

1,

1,
2

11
1,

ˆ
1

0

22/3

2

φ

φφ

φ

φφφ

C

drrW

W
N

I
d

 

donde N  es una variable aleatoria Gausiana centrada con varianza 1, C  es una variable 

aleatoria de Cauchy, ( )( )0, ≥= rrWW  es un proceso de Wiener y ( )φnI  es la información 

de Fisher contenida en la muestra sobre el parámetro φ  dado ( )2TE . Cuando ∞→n , 

Mann and Wald White, Anderson, Dickey y Fuller muestran que 

( )

( )













>
−

=

<
−

≈

1,
1

1,
2

,1,
1

22

2

2

2

2

φ
φ

φ

φ

φ
φ

n

n

n

TE , 

por tanto si 1≤φ  el resultado es valido asumiendo que 0u  es una constante arbitraria o 

una variable aleatoria con momentos de segundo orden finitos e independientes de 1, ≥ttε , 

siendo, en esta situación, una sucesión de variables aleatorias centradas independientes e 

idénticamente distribuidas. 

Si 1>φ , la distribución límite depende del valor inicial y, en general de la 

distribución de tε , incluso si forman una sucesión de variables aleatorias independientes e 

idénticamente distribuidas.  

Bajo este contexto si normalizamos por el valor esperado de la información de Fisher 

dado 00 =x , entonces 

( ) ( )
( )









=−
≠

→−

∫
1,

2

11
1,

ˆ
1

0

22/3

2

2 φφ

φ

φφ
drrW

W
N

T
d
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y sería posible obtener una única distribución límite por estimación secuencial. 

Por su parte Mikulski and Monsour (1991) consideran la clase de estimadores tales 

que dado φ , el sesgo es diferenciable en φ  y satisface las condiciones 

( ) ( )
∞→→→ ncuando

d

db
b n

n ,0,0
φ
φ

φ φ
φ , 

entonces el estimador pertenece a la clase de estimadores para la cual 1≠φ  y si 1≠φ  

entonces el estimador de máximaverosimilitud es asintóticamente eficiente en esta clase. 

 Si 1<φ , el estimador es eficiente.  Finalmente si 1=φ  el estimador no pertenece a esta 

clase de estimadores y, claro esta, estamos ante el caso inestable. 

Por tanto bajo este contexto no existen expresiones exactas o aproximadas para 

calcular funciones de densidad y el camino que se utiliza es derivar funcionales de Wiener 

y simular valores críticos. Así pues para un camino aleatorio 

ℵ∈+= − tUU ttt ,1 ε  

la serie es no estacionaria, claramente ( ) ( ) 2
1 σ+= −tt uVuV , la distribución límite es un 

movimiento Browniano. Dado 00 =u  y definiendo el proceso continuo ( )( ) [ ] ℜ→1,0:tu n
w  

conectando los puntos ( )nunt t /,/ . Entonces si ( ) ∞<3|| tE ε , utilizando el teorema 

central del límite, Borovkov (1999), cuando ∞→n  se tiene que 

( )( ) ( )tWtu n
w →

σ
1

, 

y en esta situación el resultado puede usarse para encontrar distribuciones asintóticas de test 

de raíces unitarias.  

Se puede utilizar, por ejemplo, la distribución de Cramer-von Misses para contrastar la 

hipótesis nula que especifica que la función de distribución espectral sigue una 

completamente especificada. Para un camino aleatorio la función de densidad espectral 

muestral es dada por 

( ) ( )
( )

















 +

−+=

2
sin

2

1
sin

1

2
sin

1

2 2

2

λ

λ

λπ
σλ

n

nI . 

De hecho si consideramos el modelo autorregresivo de primer orden y definimos la 

hipótesis nula de estacionariedad contra la alternativa de no estacionariedad, bajo esta 

situación el test bajo la hipótesis nula puede formularse como 
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,
2

1

2

1

2

c
s

T
T

i

i

t
t

>












=
∑ ∑

= =

− ε
λ  

donde ( )∑
=

− −=
T

t
t uuTs

1

212  y c  es el llamado valor crítico del test. 

La distribución asintótica del test bajo la hipótesis nula puede encontrarse observando 

que las desviaciones en sumas parciales sobre la media convergen a un puente browniano o 

brownian bridge, luego 

( ) [ ]
[ ]
∑

=

−− ∈→
Tr

s
s rrBT

1

2/11 1,0,εσ , 

donde [ ]Tr  es el más grande entero menor o igual a Tr  y ( ) ( ) ( )1rWrWrB −= . Entonces 

( )∫→
1

0

2 drrBλ , 

que no es sino la distribución de Cramér-von Mises. 

1.2 Estimador de mínimos cuadrados y AO 

Supongamos el modelo con outliers aditivos (AO) introducido por Fox (1972), el 

modelo consiste de un proceso estacionario tu  el cual es observado con error 

ttt zuu +=~  siendo  



 =

=
casootro

ttsi
zt 0

0ε
, 

y la contaminación, tz , son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas 

con distribución dada por ( ) HFz εδε +−= 01  donde, 0δ  es una distribución degenerada 

teniendo toda su masa en el origen y H  es una distribución con media cero y varianza 

2
Hσ . 

 El estimador de mínimos cuadrados de φ  basado en la muestra contaminada 

Tuu ~,,~
1 K   es 
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~2
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~

~~

ˆ

0

00

εε

ε
φ . 

En esta situación se observa que cuando ∞→ε  entonces 0ˆ →φ  y la estimación esta 

totalmente determinada por la contaminación. En consecuencia podemos decir que el 

estimador de φ  rompe a 0 con un solo dato anómalo. Lo más característico es que el 

estimador no diverge a ∞  y por tanto, esta forma de ruptura, no esta acorde con la 

definición clásica de Hampel (1968) y la dada por Hodges (1967), que definió el punto de 

ruptura, para tamaños muestrales finitos, como la proporción más pequeña de las n  

observaciones que puede hacer no acotado superiormente el estimador. Otras extensiones a 

tamaños muestrales finitos son las dadas por Donoho, y Huber (1983) y, para observaciones 

dependientes, Martin y De Jong, (1977); Martin (1980); Genton (1988); Ma y Genton, 

(2000). Existen otras definiciones de punto de ruptura, por ejemplo la de He y Simpson 

(1992), (1993), en estas se busca el punto de ruptura si el supremo del sesgo es alcanzado. 

Sin embargo, aquí el supremo del sesgo se alcanza cuando φ̂  tiende a 1 o -1, dependiendo 

del signo del parámetro y por tanto tampoco estaría acorde a esta definición. En esta 

situación es necesario definir una medida de ruptura, y es aquella que ha sido dada por 

Genton y Ma (2000). 

1.3 Test de Dickey-Fuller y AO 

En un test de raíces unitarias, la hipótesis nula es aquella en la que el proceso contiene 

una raíz unitaria mientras que la alternativa es aquella en la que es estacionario. La 

distribución asintótica de un test de raíces unitarias ( )1ˆ −MCO
TT φ  viene dada por una 

composición de Movimientos Brownianos, en efecto si 

( )
∑

∑

=
−

−

=
−

−

=−
T

t
t

T

t
tt

MCO
T

uT

auT

T

1

2
1

2

1
1

1

1φ̂ , 

entonces  
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( )[ ]11
2

1 22

1
1

1 −→∑
=

−
− WauT

T

t
tt σ , 

y 

( )∫∑ →
=

−
− 1

0

22

1

2
1

2 1 drWuT u

T

t
t σ , 

por tanto  

( ) ( )[ ]
( )∫

−=−
1

0

2

2 112/1
1ˆ

drrW

W
T MCO

Tφ . 

Ahora si consideramos que tu  es un proceso generado por un camino aleatorio con 

inicio en el origen, 00 =u  

,,,2,11 Ttuu ttt K=+= − ε  

donde tε  son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas , ( )2,0 εσN , si 

suponemos outliers aditivos de tamaño θ± , los cuales ocurren con probabilidad π , 

entonces la serie observada es 

ttt ux θσ+= , 

donde tσ  son variables aleatorias Bernoulli, de forma que 

( ) ( ) πσπσ 2/11,2/11 =−=== tt PP , 

 y 

( ) 0,10 0 =−== σπσ tP . 

  Si 

ttt uu εφ +=∆ −1 , 

el test de Dickey-Fuller de raíces unitarias toma como hipótesis nula 0:0 =φH , de 

raíz unitaria, frente a la alternativa 0:1 <φH , de raíz estable. El test es implementado por 

medio del estimador de mínimos cuadrados de φ , el cual es 

∑

∑

=
−

=
− ∆

=
T

t
t

T

t
tt

u

uu

1

2
1

1
1

φ̂ , 

y el correspondiente t  estadístico para un coeficiente cero es 
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


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=
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T

t
tu u

t

σ

φ
φ , 

donde ( )
2

1
1

12 ˆˆ ∑
=

−
− −∆=

T

t
ttu uuT φσ , ( )L−=∆ 1  y L  es el operador retardo. 

En presencia de AO tenemos que  

ttt vxx +=∆ −1φ  

donde tttv δθε ∆+=  y el estimador de mínimos cuadrados correspondiente es 

∑

∑

=
−

=
− ∆

=
T

t
t

T

t
tt

AO

x

xx

1

2
1

1
1

φ̂  

y  

2/1

1

2
1

ˆ

ˆ

ˆ

−

=
− 












=

∑
T

t
tx

AO

x

t
AO

σ

φ
φ , 

donde ( )2
1 1

12 ˆˆ ∑ = −
− −∆= T

t tAOtx xxT φσ . Se deduce que bajo la hipótesis nula, 0H , la serie 

observada es un proceso ( )1I  con errores ( )1MA  o proceso de medias móviles de orden 1, 

dado que [ ] [ ] .10,2
1 >=−= −− jparavvEvvE jtttt πθ  Bajo esta situación tv  satisface las 

condiciones de Phillips (1987) y, si utilizamos el teorema funcional central del límite 

aplicado a las sumas parciales de tv  para obtener la distribución asintótica, cuando ∞→T  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11

0

221

0

2
1

0
ˆ

−








−














→ ∫∫∫ drrWdrrWrdWrWT
AO

πσθ εφ  

y 

( )( ) ( ) ( ) ( )
2/11

0

2
1

0

2/12
ˆ 21 















+→ ∫∫
−

drrWrdWrWt
AO

πσθ εφ , 

donde ( )rW  es un movimiento browniano estándar definido en el intervalo [ ]1,0∈r . 

Estas ecuaciones fueron derivadas por Franses y Haldrup (1994). Se puede deducir 

que si 0>π , el parámetro φ  es todavía estimado superconsistentemente pero la 

distribución asintótica del estadístico de Dickey-Fuller será sesgada a la derecha, 

consecuentemente se sobre rechazara la hipótesis de raíz unitaria a favor de la alternativa 
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estacionaria. Notar que un AO positivo y un AO negativo tienen la misma magnitud en el 

efecto en la distribución límite. También cabe destacar que las distribuciones son iguales 

para cualquier combinación de θ , π  y 2
εσ  dando el mismo valor de ( ) πσθ ε

2/ . En otras 

palabras, largos shocks con pequeña probabilidad de ocurrencia tienen el mismo efecto que 

pequeños shocks con alta probabilidad de ocurrencia. Por tanto el test de Dickey-Fuller no 

puede distinguir infrecuentes largos shocks de frecuentes pequeños.  
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2. Funciones de autocorrelación 

2.1 Introducción 

Test de bondad de ajuste así como los test de raíces unitarias para series temporales se 

basan en la secuencia de autocorrelaciones o bien dependen funcionalmente de la función 

de autocovarianzas o de la función autocorrelaciones.  

Por otro lado nos encontramos test basados en la representación espectral del proceso 

estocástico estacionario, en este contexto la representación de { }ty  puede hacerse en 

términos de integrales de procesos estocásticos, estas integrales representan la función de 

distribución espectral, función de varianzas de amplitudes aleatorias de funciones 

trigonométricas que componen el proceso. Anderson, T.W . (1993,1995) , Anderson, T.W y 

Stephens, M.A. (1993) utilizan el hecho de que la densidad espectral muestral puede ser 

utilizada para dar una estimación de la densidad espectral.  

La función de distribución espectral muestral ( ) ( )∫−=
λ

π
λλ dIvFT

 es un estimador de la 

función de distribución espectral y la diferencia ( ) ( )[ ]λλ FFT T −ˆ  tiene distribución 

asintóticamente normal, esta diferencia es un proceso estocástico en [ ]π,0 . Test como el 

Cramer-von Misses o test de Kolmogorov-Smirnov están basados en esta diferencia. En 

esta situación la función de covarianza asintótica de esta diferencia puede ser encontrada. 

Por tanto se puede utilizar el test de Cramer-von Misses para contrastar la hipótesis 

nula que especifica que la función de distribución espectral sigue una completamente 

especificada, el estadístico es una integral de una función cuadrática de un proceso 
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estocástico gaussiano, la distribución asintótica del test puede ser aproximada por una suma 

infinita 

∑
∞

=

=
1

22

i
ii XwW

 

donde { }iX  son variables aleatorias idénticamente distribuidas ( )1,0N , Anderson y 

Stephens (1993,1995), muestran como calcular los pesos iw  utilizando métodos numéricos 

y a partir de ellos dan puntos asintóticos del test, estos son dados para un ( )1AR . Este 

procedimiento resulta demasiado complejo para aplicarlo a otros procesos aunque es 

descrito para un proceso autorregresivo de orden p , en este caso ( )λf  o equivalentemente 

( )λF  dependen de un vector de parámetros, estos son los coeficientes asociados al proceso 

lineal. La distribución límite del estadístico es obtenida. 

 El criterio de Kolmogorov-Smirnov, aunque más conocido que el de Cramer-von 

Mises, no es tan potente como este, una aproximación a este para series temporales es 

encontrada a partir del hecho de que ( ) ( )[ ]λλ FFT T −ˆ  sigue la distribución asintótica de un 

puente browniano o brownian bridge. 

2.2 Función de autocorrelación 

Dada una muestra aleatoria Tyy ,,1 K  estamos interesados en contrastar la hipótesis 

nula que especifica que la función de autocorrelaciones del proceso sigue un determinado 

patrón. Un proceso estocástico estacionario, si es gaussiano, esta completamente 

determinado por la media y su función de autocorrelaciones. La hipótesis alternativa vendrá 

dada por todos los patrones no especificados en la hipótesis nula. 

En el dominio de la frecuencia, la función de distribución espectral muestral y la 

teórica son funciones lineales de las autocorrelaciones, luego podemos utilizar estas para 

construir test de bondad de ajuste para comparar si la función de distribución espectral de 

un proceso estocástico sigue una totalmente especificada. La función de distribución 

espectral muestral puede utilizarse como estimación de la función de distribución espectral. 

Entre ellos el test de Cramér-von Mises o test de Kolmogorov-Smirnov. 

Un proceso estocástico { } ,,1,0,1,, KK −=tyt en tiempo discreto, estacionario, 

define una secuencia de covarianzas, ( ) ( )K,1,0 σσ , con función de autocorrelaciones  
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( ) ( ),0σσρ hh = KK ,1,0,1,−=h . 

la transformada de Fourier de la función de autocorrelaciones nos da la contribución de 

cada frecuencia entre π−  y π a la variación de ty ,  la función de densidad espectral 

estandarizada es 

( )

∑

∑
∞

−∞=

∞

=

≤≤−=

+=

h
h

h
h

h

hf

.cos
2

1

cos
1

2

1

1

πλπλρ
π

λρ
ππ

λ
 

Si ( )∑
∞

−∞=

∞<
h

hσ , entonces un modelo que representa una descomposición de la 

función de autocorrelación en componentes correspondientes a distintas frecuencias es 

( ) KK ,1,0,1,cos −== ∫− kkdfk

π

π
λλλρ  

La información a través de la función de densidad espectral estandarizada( )λf  es 

equivalente que la información a través dekρ ,  son lo que se llama un par de transformadas 

de fourier. 

Una condición necesaria y suficiente para que exista kρ  es que exista una función 

( )λF  no decreciente, ( ) 1=πF , la función de distribución espectral, dado que 

( ) ( )λλ −= ff  es 

( ) ( ) ( ) ∑∫ ∑∫∫
∞

=

∞

=
−

+=












+===

1
0

1
0

cos
1

2

1
22

h
h

h
h h

hsen
dvvhdvvfdvvfF

λρ
π
λρ

ππ
λ

λλλ

π
 

donde πλ ≤≤0 . Si Tyy ,,1 K  son T  observaciones consecutivas del proceso estocástico 

{ } ,,1,0,1,, KK −=tyt  [ ] ( ) ( )( )[ ]µµσµ −−== +httt yyEhyE , . Un estimador insesgado 

de ( )hσ  es  

( )( ) 1,,1,0
1

1

−=−−
−

== ∑
−

=
+− Thyy

hT
CC

hT

t
htthh Kµµ  

ó  

( ) 1,,1,0 −=−== − ThTChTcc hhh K  

con sesgo ( ) Thhσ− , y para algún h el límite de este es 0 si ∞→T , luego 

asintóticamente insesgado. 
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Si la media del proceso no es conocida entonces podemos utilizar y , la media de las 

T  observaciones. La secuencia de autocorrelaciones muestrales es entonces definida como  

( ) ( )1,,1,0 −−−=== − TThccrr hhh K . 

En esta situación definimos el espectrograma muestral  

( ) ( ) ( ),222 λλλ BAR +=  

donde 

( ) ( )∑
=

−=
T

t
t ty

T
A

1

cos
2 λµλ  

y 

( ) ( ) .
2

1
∑

=
−=

T

t
t tseny

T
B λµλ  

( )λR  es proporcional al coeficiente de correlación entre la serie observada y 

{ }tt λλ sen,cos  una función trigonométrica de frecuencia πλ 2 . El periodograma o sea  la 

función de densidad espectral muestral, reemplazando hρ  por hr  y si 0=µ  es 

( ) ( )
( )

( )
.cos

2

1

2

1

8

1

1

2

10

2

0

0

0
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−

−−==
≤≤−===

T

Th
h

T

t

ti
tT hrey

c
R

Tc

Tc

c

T
I πλπλ

ππ
λ

π
λ λ  

La función de distribución espectral muestral será 

( ) ( ) ( ) .022ˆ
1

1
0

πλλ
π
λλ

λλ

π
≤≤+=== ∑∫∫

−

=
−

T

h
hTTT h

hsen
rdvvIdvvIF  

Siendo la función de densidad espectral muestral y la función de distribución espectral 

muestral, ambas, funciones lineales de las autocorrelaciones, notar que ( )λf es una serie 

infinita con ( ) ,,1,0, K=rrσ como coeficientes, ( )λI  no debería ser un estimador 

insesgado de ( )λf  ya que solo utiliza T  de las correlaciones en esta situación 

( )[ ] ( )λλ fIE ≠ .  

Sin embargo si la serie  

( )∑
∞

−∞=r

rr λσ cos  

converge, entonces será un estimador asintóticamente insesgado de ( )λf , por tanto 

( )[ ] ∑
∞

−∞=
∞→

=
h

h
T

rrIE λ
π

λ cos
2

1
lim  
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( )[ ] ( )λλ fIE
T

=
∞→

lim . 

2.3 Test de bondad de ajuste y el test estadístico KPSS 

La distribución muestral asociada a una muestra aleatoria Tyy ,,1 K  puede utilizarse 

como aproximación de la distribución teórica ( )yF  a partir de las observaciones, la 

distribución muestral es 

( ) ( ] i

T

i
yn yI

n
yF ∑

=
∞−=

1
,

1
 

y puede usarse para contrastar la hipótesis nula de que, por ejemplo, ( ) ( )yFyF 0= , donde 

( )yF0  es una distribución totalmente especificada. Existen diferentes test basados en la 

diferencia entre la distribución muestral y la teórica, claro está que 

( ) ( ) ∞→→ nyFyF
p

n ,  

y 

( ) ( ) ∞→→−
∞<<∞−

nyFyFn
x

,0sup , 

conocido como el teorema de Glivenko-Cantelli. 

La distribución asintótica de esta diferencia, usando el teorema central del límite es 

( ) ( )( ) ( )( ) ∞→−→− nppNyFyFn n ,1,0  

donde ( )yFn  es una proporción muestral, ( )yFp = , bajo la convergencia en distribución y 

( ) ( )( )yFyFn n −  

converge a un proceso estocástico gaussiano llamado puente browniano o brownian bridge 

en el caso especial en el que la verdadera distribución de la población sea uniforme. 

 Diferentes test , como el  test de Anderson-Darling, el test de Kolmogorov-Smirnov 

con funcional asociado  ( ) ( )yFyFD nn 0sup −=  o el Cramér-von Mises con funcional 

( ) ( )[ ] ( ),0
2

0
2

∫
∞

∞−
−= xdFxFxFnW nn  

están basados en esta diferencia. Estos funcionales son invariantes a transformaciones de la 

variable aleatoria, luego, si hacemos la transformación monótona ( ) ( ) xzFxFz == −1
00 , , 
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z esta distribuida uniformemente en el intervalo [ ]1,0 , el estadístico de  Cramér-von Mises 

se simplifica y  

( )[ ] .
1

0

22
∫ −= dzzzFnW nn  

Entonces ( ) ( ){ }zzFnzy nn −=  tiende a un proceso gaussiano ( )zy  cuando ∞→n . 

La distribución asintótica de 2
nW  es 

( )∫=
1

0

22 dzzyW , 

la media de ( )zy  es cero, la función de covarianzas cuando todos los parámetros son 

conocidos es  

( ) ( ) ,,min,0 sttsts −=ρ  

la distribución de un puente browniano o brownian bridge. 

De hecho si consideramos el modelo autorregresivo de primer orden y definimos la 

hipótesis nula de estacionariedad contra la alternativa de que existe una componente no 

estacionaria, bajo esta situación, el test bajo la hipótesis nula puede formularse como 

,
2

1

2

1

2

c
s

T
T

i

i

t
t

>












=
∑ ∑

= =

− ε

λ  

donde ( )∑ =
− −= T

t t uuTs
1

212  y c  es el llamado valor crítico del test. 

La distribución asintótica del test bajo la hipótesis nula puede encontrarse observando 

que las desviaciones en sumas parciales sobre la media convergen a un brownian bridge, o 

dicho de otra forma 

( ) [ ]
[ ]
∑

=

−− ∈→
Tr

s
s rrBT

1

2/11 1,0,εσ , 

donde [ ]Tr  es el más grande entero menor o igual a Tr  y ( ) ( ) ( )1rWrWrB −= . Entonces 

( )∫→
1

0

2drrBλ , 

que no es sino la distribución de Cramér-von Mises. 

Kwiatkowski, Phillips, Schmidt y Shim proponen un test de estacionariedad de primer 

orden basado en el proceso 
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( ) ( )
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t
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1
, 

donde [ ]1,0∈r , Tu  es la media muestral de { }T
ttu 1=  y ŵ  es un estimador consistente de 
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
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
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Se puede considerar el funcional ( )( )rSh T , donde ( )⋅h  es la métrica de Cramér-von 

Mises. Luego el test estadístico KPSS es dado por 

( )
( )∑ ∑

= =













−=

T

k

k
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Tt uu
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1

2

1
2ˆ

1
 

y bajo la hipótesis nula de estacionariedad 

( )∫→
1

0

2 αα dkKPSS
d

, 

donde ( ) ( ) ( )1WWk ααα −=  es un puente browniano estándar. Un estimador consistente de 

( )21lim T
T

SETw −

∞→
=  

cuando tu  satisface las condiciones de Phillips y Solo (1989) para un proceso lineal es 

( ) ( )∑ ∑ ∑
= = +=

−
−− +=

T

t

r

s

T

st
sttt uurswTuTrs

1 1 1

1212 ,2 , 

donde ( ) ( )1/1, +−= rsrsw . 

Si nos basamos en la métrica de Kolmogorov-Smirnov entonces Xiao (2001) 

∑∑
==

≤≤
−=

T

t
t

k

t
t

nk
u

T

k
u

Tw
MaxKS

11
1

ˆˆ
ˆ

1
. 

 Jong et al. (2007) proponen una versión robusta del test KPSS basada en el siguiente 

proceso 

( ) ( )
 

∑
=

−=
Tr

t
TtT musign

T
rI

1ˆ

1

σ
, 

donde Tm  es la mediana muestral de { }T
ttu 1= , 2σ̂  es un estimador consistente de  

( )









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
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y 
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xsi
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xsign . 

Aplicando la métrica de Cramér-von Mises al proceso ( )rI T  obtenemos el test 

estadístico IKPSS 

( )
( )∑ ∑

= =

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




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−=

T

k

k

t
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1

2

1
2ˆ

1

σ
, 

que bajo la hipótesis nula de estacionariedad 

( )∫→
1

0

2 αα dkIKPSS
d

, 

donde ( ) ( ) ( )1WWk ααα −=  es un puente browniano estándar y por tanto tiene la misma 

distribución límite que el test estadístico KPSS. 

2.4 Primeros cálculos 

La diferencia entre la función de distribución espectral muestral, llamado 

periodograma, y la distribución espectral multiplicado por la raíz cuadrada del tamaño 

muestral es 

( ) ( )[ ] ,0,ˆ πλλλ ≤≤− FFT T  

luego  

( ) ( )[ ] ( )∑ ∑
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−−=−
1

1

22ˆ
T

h Th
hhhT T

h

hsen
rT

h

hsen
FFT ρλ

π
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π
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 es un proceso estocástico en el intervalo [ ]π,0  que converge a un proceso gaussiano. Si 

suponemos un proceso lineal ∑
∞

−∞=
−+=

s
stst vy γµ  donde  

∑
∞

−∞=
∞<

h
hγ , ∑

∞

−∞=
∞<

h
hh 2γ  

y { }tv  variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con [ ] 0=tvE  y 

varianza finita [ ] ∞<= 22 σtvE . Entonces se puede encontrar la distribución conjunta de 

( ) ( )mmrTrT ρρ −− ,,11 K , cuando ∞→T , la distribución es ( )WN ,0 , donde 

( )ghwW =  y 
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4 ρρ
σ

π π

π
−−= ∫− . 

Por otro lado si hacemos la transformación monótona  

( ) ( )πλ GGu = , ( )[ ] ( )uuGG λπλ == −1   

y 

( ) ( ) ,2
0

2
∫=

λ
λ dvvfG  

entonces el proceso transformado es  

( ) ( )[ ] ( )[ ]{ } 10ˆ ≤≤−= uuFuFTuY TT λλ  

y, en esta situación la distribución límite de ( )uYT  converge cuando ∞→T a un proceso 

gaussiano con función de covarianzas 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( )[ ]{ },

1,0,,min4
1 uGGFuuq

vuvququvvuG
π

ππ
−−=

≤≤+−
 

luego la función de covarianzas de( ) ( )[ ]ππGuYT 2  converge a 

( ) ( ) ( ) ( ),,, vquqvuhvuK +=  

donde ( )vuh ,  es la función de covarianzas de un brownian bridge, si ( ) vuuB ≤<0,
~

, un es 

un movimiento browniano estándar y, ( ) vuuB ≤<0, , un brownian bridge, la expansión de 

( ) [ ]{ }1,0, ∈uuB  puede ser obtenida a partir de los valores y vectores propios de su función 

de covarianzas la cual es 

( ) ( )[ ] ( ) ,1,0,min ≤≤−= vuuvvuvBuBE  

luego, claro esta, que por el teorema de Mercer’s, la función de covarianzas puede ser 

expresada como  

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ),1
,min,

1

vfufuvvuvBuBEvuh j
j

j
j

∑
∞

=
=−==

λ
 

la serie converge uniformemente y absolutamente a ( )vuh , , siendo jλ  el autovalor propio 

de ( )uf j , el autovector propio, de la ecuación integral homogénea 

( ) ( ) ( ).,
1

0
vfduufvuk =∫λ  

 El puente browniano tiene la representación 
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( ) ( ),1

1
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j
jj

j

ufXuB
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y como ( )2jj πλ =  y ( ) ujsenuf j π2=  entonces 

( ) ( ) [ ],1,0
2

1

∈=∑
∞

=
uXujsen

j
uB

j
jπ

π
 

donde { }
Ν∈jjX  son variables aleatorias idénticamente distribuidas ( )1,0N . El proceso 

( )uB es un proceso gaussiano y dado que las trayectorias del movimiento browniano son 

continuas 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ,2 XuquBGuYT +→ππ  

donde X  tiene distribución ( )1,0N  y, la matriz de covarianzas de ( ) ( )XuquB + es 

( ) ( ) ( ) ( ),,min, vququvvuvuK +−=  

un brownian bridge más un termino aleatorio independiente. Por otro lado y utilizando la 

identidad de Parseval 

( ) ,
1

2
1

0
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=
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j j
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λ
 

con función característica  

.
2

1
1
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 La función característica tiene una expresión alternativa ( )itD 21 , donde ( )λD es el 

determinante de Fredholm, el cual puede ser aproximado evaluando numéricamente los 

valores propios asociados, el cual tiene la expresión 

( ) .1
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=

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       El proceso ( ) ( )XuquB + , ( ) ( )∑
∞

=

=
1j

jj ufuq α  tiene la representación 
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donde ( ) ( )∫=
1

0
duufuq jjα . 
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2.5 Cramér-von Misses 

Si consideramos la hipótesis nula 

( ) ( ),: 00 λλ FFH =  

donde la función de distribución espectral muestral sigue una función totalmente 

especificada, en esta situación el criterio de Cramér-von Mises para contrastar la hipótesis 

nula es 

( ) ( )
( )

( ) ( )[ ] ( ) ,ˆ
24
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que es una integral de una función cuadrática de un proceso estocástico gaussiano, con 

función de covarianzas dada, que puede expresarse como 
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y es una serie infinita, que puede aproximarse por una serie finita 

∑
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cuando ∞→N  la distribución de NS  se aproxima a la de S , así como sus funciones 

características. 

La matriz de covarianzas de NY  es [ ] NNNNNYYE αα ′+Λ=′ , donde el subíndice 

representa el elemento j-ésimo, NΛ  es una matriz diagonal con jλ1  en el elemento j-

ésimo, la función característica de NS  es 

[ ] ( ) ( ) ,212
21

1

21
−

=

−′ ∏ −=′+Λ−=
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j
jNNNNN

YYit ititIeE NN φαα  
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jNφ  es el j-ésimo cero de 

( ),φψφφαα NNNNN II −Λ=−′+Λ  
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el determinante de Fredholm de NS  es 
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que converge a ( )vD . 

Puntos asintóticos del test pueden ser obtenidos encontrando una aproximación para 

los valores propios utilizando el método de los coeficientes de fourier y una primera 

aproximación a partir de los ceros, φ , de ( )φψ , valores de jα  pueden ser obtenidos por 

integración numérica a partir de 
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La distribución de S  puede ser aproximada por 
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{ }
Ν∈jjX  son variables aleatorias idénticamente distribuidas ( )1,0N . 

Finalmente el cálculo del estadístico para el contraste, a partir de la función de 

covarianzas muestral obtenida de la muestra, puede ser aproximado por 
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2.6 Test para un ( )pAR  

2.6.1 Introducción 

Si la función de densidad espectral depende funcionalmente de un vector parámetros 

( )pθθθθ ,,, 1 K=′Θ∈ a través de la función de autocorrelación ( ) ( ) ( )( )′= θρθρθρ q,,1 K , 

la función de densidad espectral será ( )θλ;f , en esta nueva situación  
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Si utilizamos el método de linealización de Taylor, la expansión en series de Taylor de 

( )tF ;λ   es 
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θ
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Por otro lado si asumimos que una estimación del vector de parámetros puede ser 

realizada a partir de la función de autocorrelaciones muestral, ( )′= qrrr ,,1 K , ( )rθθ =ˆ , 

siendo un proceso estacionario  

∑
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=
− −==

0

,1,0,1,,
s

stst tuy KKγ , 

donde  ( )θρ
p

r →  y ( ) ( )( ) θθρθθθ =→=
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rˆ , entonces   
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2.6.2 Distribución del test 

 
Sea { }ty  un proceso autorregresivo de orden p estacionario  

,11 tptptt uyyy =+++ −− ββ K

 
donde tu es un ruido blanco.  
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En este caso el vector de parámetros ( )pθθθθ ,,, 1 K=′Θ∈ es ( )′== pβββθ K,1 , 

a través de las ecuaciones de Yule-Walker se puede poner en función de ρ  o viceversa, 

esto es 

( )∑
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− ==
p

j
jhj h

0

,2,100 Kρβσ  

La función de densidad espectral para un proceso autorregresivo de orden p  o ( )pAR  

,el cual puede ser invertido, claro esta, que todas las raíces del polinomio característico 

están dentro del circulo unidad, es 

,
0
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=
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r
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un proceso de medias móviles infinito, la función de densidad espectral puede ser obtenida 

de 
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En el caso para pρρ ,,1 K  función de pββ ,,1 K  
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Una estimación de los coeficientes autorregresivos β  puede ser obtenida resolviendo 

las p ecuaciones normales de Yule-Walker a través de la muestra, por tanto 

 ∑
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y para expresarlo en términos de ( )rr hh ρ−  habrá que calcular ( ) θθλ ′ddF ; , en este caso 

con respecto a β . 
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Si ( ) ( ){ }ρλλ ˆˆ FFT T −  tiene distribución normal con media cero y función de 

covarianzas 
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la distribución asintótica de ( ) ( ){ }ρλλ ˆˆ FFT T −  es obtenida a partir de la distribución de  

( ) ( ) ( )λλλ BAW −=  

donde 
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2.7 El criterio de Kolmogorov-Smirnov  

Si consideramos la hipótesis nula 

( ) ( ),: 00 λλ FFH =  

donde la función de densidad espectral muestral sigue una función totalmente especificada, 

en este contexto el criterio de Kolmogorov-Smirnov para contrastar la hipótesis nula es 
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para un 10, << αα , y cuando ∞→T  
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utilizado como aproximación de la segunda parte, esta aproximación es 
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La transformada de Laplace de la convolución sería el producto de las transformadas y la 

parte final de la desigualdad si 
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donde ( )uB  es un brownian bridge entonces 
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Similarmente si definimos 
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distribución que también es conocida, es 
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aunque hay una serie infinita esta converge rápidamente y es también una aproximación de 
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Los extremos de ( )uq0  pueden ser encontrados haciendo cero la derivada  
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3. Funciones de autocorrelación 

robustas 

3.1 Introducción 

Como hemos visto los test de bondad de ajuste para series temporales se basan en la 

secuencia de autocorrelaciones o bien dependen funcionalmente de la función de 

autocovarianzas o de la función autocorrelaciones. Lo mismo ocurre, con los test de raíces 

unitarias, como es el caso del test de Dickey Fuller de raíces unitarias o el test  KPSS de 

estacionariedad. 

En el dominio de la frecuencia, la función de distribución espectral muestral y la 

función de distribución espectral teórica son funciones lineales de la función de 

autocorrelaciones y, se pueden utilizar para construir test de bondad de ajuste, por tanto se 

puede comparar si la función de distribución espectral de un proceso estocástico sigue una 

totalmente especificada. Entre ellos, como se ha visto, el test de Cramér-von Mises o el test 

de Kolmogorov-Smirnov.  

Bajo este contexto hay que señalar que el coeficiente de correlación de Pearson no es 

una medida robusta entre dos variables, la estimación puede verse afectada por un outlier, 

Wilcox (2004). Además de por outliers puede verse afectada por la no linealidad, muestras 

heterogéneas y restricciones de rango.  
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3.2 Función de influencia de la función de autocorrelación 

El coeficiente de correlación de Pearson no es una medida robusta entre dos variables, 

la estimación puede verse afectada por un outlier, Wilcox (2004). Además de por outliers 

puede verse afectada por la no linealidad, muestras heterogéneas y restricciones de rango. 

 Medidas específicas de influencia para funciones de autocorrelación han sido 

sugeridas por Chernick, Downing y Pike (1982), Lattin (1983)  y Li & Hui (1987). Sin 

embargo, todas han sido desarrolladas sin recurrir a una teoría apropiada y sin especificar 

valores críticos para declarar una observación como sobre influyente o no. Solo Chernick et 

al. (1982) menciona en cierta medida estos aspectos. 

 Una observación sobre influyente será aquella observación que sensiblemente 

determina el valor de la función de autocorrelación. 

Si consideramos una estimación de covarianza ( ) ( )pPDSXCn ∈ , entonces tenemos 

que la clase de todas las matrices definidas positivas de orden pp×  es equivariante si 

( ) ( ) pt
nn vAXACvAXC ℜ∈∀=+  y A  es una matriz no singular. Luego debe ser para 

algún pv ℜ∈  

( ) ( )XCvAXC nn ,, ** εε =+ . 

Una medida de la robustez del estimador de covarianza es el punto de ruptura para 

espacios muestrales finitos, definido por Donoho y Huber (1983), y es definido como la 

fracción más pequeña, nm , de outliers que hacen la estimación no acotada. En el caso de 

la matriz de covarianzas es definido como la fracción más pequeña, nm , de outliers que 

pueden hacer la estimación no acotada, en este caso, si el más pequeño autovalor propio 

, ( )np Cλ , tiende a 0 ó si, ( )nC1λ , el más grande autovalor propio tiende a ∞ . 

( ) ( ) ( )( )












∞==
≤≤

mnn
Ynm

n YCXCD
n

m
XC

m

,sup:min,
1

*ε . 

Donde el supremo es tomado sobre todas las colecciones anómalas mY  y 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }11
11 ,max, −− −−= BABABAD pp λλλλ , 

donde ( ) ( )AA pλλ K≥1  son los autovalores propios ordenados obtenidos de la matriz A . 

El máximo punto de ruptura fue calculado por Davies (1987) y, es definido cuando 

ninguno de los 1+p  puntos están contenidos en un hiperplano de dimensión menor que 
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py, si 1+≥ pn , el punto de ruptura de un estimador afín equivariante nC  es al menos de 

( )[ ]2/1+− pn  puntos o más. 

Si consideramos un estimador con funcional asociado T  y F  la distribución 

desconocida común de las variables que forman la muestra, se puede estimar( )FT 1 por 

( )nFT , siendo nF  la bien conocida función de distribución empírica. 

Si tomamos el funcional T  en la distribución contaminada ( ) xFF εδεε +−= 1 , la 

función de influencia, que mide la influencia que tiene el dato anómalo x  sobre el sesgo 

asintótico del estimador que tiene funcional asociado T , basada en Hampel’s (1974), tiene 

la expresión 

( )( ) ( )[ ] ( )
ε
εσε

ε

FTFT
FFTXIF x −+−

=
→

1
lim,,

0
, 

con lo que, da lugar, si tenemos en cuenta que ( )kρ  es la función de autocorrelaciones en 

el retardo k , para una serie estacionaria, ( ) µ=tXE  y ( ) 2σ=tXV , si asumimos que 

( ) σµ /ttt XZ −=  para cada valor de t, entonces 

( )( ) ( )( )HkZIFFFTXIF ,,,, ρ= , 

donde H  es la distribución de ( )ktt ZZ +, . 

Dado 
( ) ( ) 












+
−+

+
+= ++

k

ZZ

k

ZZ
U kiikii

ki ρρ 112

1
1,,  y 

( ) ( ) 











+
−−

+
+= ++

k

ZZ

k

ZZ
U kiikii

ki ρρ 112

1
2,, , 

entonces tenemos que 

( )[ ] ( )( )kiikiikiki zzkzzUUk ++ +−=− 22
2,,1,,

22

2

1
1 ρρ . 

Luego la Función de influencia, IF , en la función de autocorrelación teórica ( )kρ , 

de algún par de observaciones retardadas k  veces es definida como la matriz Ln× , siendo 

L  un número fijo de retardos, es 

                                                           
1 Si ( )FT  es un funcional y estamos ante el problema de regresión, entonces ( ) ( )∫= yxydFxFT . La expansión de von Mises del 

funcional T  alrededor de F  es 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑ ∫∫ ∫
∞

=
−+=+−+−+=

1
,,1

2
2,12211 m

kFGdkxxmFTFGdxxFGdxFTGT KK ψψψ  

que puede ser interpretado como una expansión en series de Taylor evaluada en 1=s  de ( )( ) ( ) 




 −+=+− 21 FGsFTsGFsT . 

La función ( )xψ  es conocida como la función de influencia de T . 
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( ) ( )( ) ( )( )kiikiikii zzkzzkzzIF +++ +−= 22

2

1
,, ρρ , 

y la función de influencia basada en Chernick et al. (1982) es 

( ) ( )( ) ( )[ ] 2,,1,,1 1,,, kikikii UUkHkzzIF ρρ −=+ . 

Además si kkα  es la función de autocorrelación parcial (PACF) entonces  

( ) ( )( ) ( )[ ] 2,,1,,
2

1 1,,, kikikii UUkHkzzIF αα −=+ . 

Cleveland (1972) calcula la función de autocorrelación inversa (IACF), es 

( ) ( )
( )0*

*

γ
γρ k

ki = , 

donde  

( ) ( )∫−=
π

π
γ dwwfek ikw

i *  y ( ) ( ){ } 1
*

−= wfwf  

es la inversa de la función de densidad espectral. La relación entre IACF Y ACF viene dada 

por Olewuezi and Shangodoyin (2005) es 
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











≠
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
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=
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Por tanto dada la dualidad entre IACF y ACF, la función de influencia puede ser 

escrita como 

( ) ( )( ) ( )[ ] 2,,
'

1,,
'

1 1,,, kikiiikii UUkHkzzIF ρρ −=+  

donde 

( ) ( ) 


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+= ++
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2,, . 

Si asumimos un proceso estocástico estacionario, sabemos que si es gaussiano, esta 

completamente determinado por la media y su función de autocorrelaciones, en esta 

situación ( ) ( )( )HkzzIF ikii ,,, ρ+   tiene la distribución de una constante multiplicada por el 

producto de dos variables aleatorias normales 1,,
'

kiU  y 2,,
'

kiU . 
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3.3 Estimación altamente robusta de la función de 

autocorrelación 

La estimación de covarianza entre dos variables puede basarse en un estimador de 

escala, en esta situación Huber, (1981) y Gnanadesikan, (1997) proponen 

( ) ( ) ( )[ ] ℜ∈∀−−+= βαβαβα
αβ

,varvar
4

1
, YXYXYXC , 

y dado que, para una serie temporal, X e Y representan la misma variable entonces debe ser 

1== βα . 

Por su parte Rousseeuw y Croux (1992,1993) proponen como estimador de escala nQ , 

que es definido como 

{ }( )kjin jiZZcQ <−= ; , 

donde  

1
4

2
2

int +




















+








=

n

k , 

y el factor c  es elegido para conseguir consistencia del estimador, en el caso Gausiano 

2191.2=c . 

En esta situación un estimador de la función de autocovarianza es, si extraemos las 

primeras hn − observaciones para producir un vector u de tamaño hn −  y las hn −  

últimas observaciones para producir otro vector v,  

( ) ( ) ( )[ ]vuQvuQxh hnhnQ −−+= −−
22

4

1
,γ̂ . 

Este estimador tiene punto de ruptura temporal del 25%, el máximo posible en el caso 

de funciones de autocovarianza. Por su parte nQ  tiene una alta eficiencia asintótica 

gaussiana del 82.27%. Y  la función de autocorrelaciones es 

( ) ( ) ( )
( ) ( )vuQvuQ

vuQvuQ
xh

hnhn

hnhn
Q −++

−−+=
−−

−−
22

22

,ρ̂ , 

siendo de esta forma que ( ) 1,ˆ ≤xhQρ .  

El punto de ruptura muestral de un estimador de escala ( )zSn  es 



3. Funciones de autocorrelación robustas   36                                                                              

 

( )( ) ( ) ( )
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 >∞<= 0infsup:max* zSyzS
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Z
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Z
nε , 

y el punto de ruptura de un estimador de covarianza basado en un estimador de escala nS  

es 

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,0inf0inf

ˆinfˆsup:maxˆ*
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por su parte para una serie temporal tenemos que ( )thnXXu −= ,,1 K  y ( )tnh XXv ,,1 K+= , 

entonces para ( )vuz ,=  es ( )( )zC
hnShn −−

ˆ*ε  y, por tanto ( )( )xh
nSn ,ˆ* γε  con ( )tnXXx ,,1 K= . 

Sin embargo esta definición de punto de ruptura pierde todo su significado si 

trabajamos con series de tiempo y funciones de autocorrelación, por un lado la perturbación 

no es igual si se encuentra al inicio o en medio, además el efecto dependerá notablemente 

de la distancia del  retardo h . En esta situación es necesario introducir una nueva 

definición, el punto de ruptura temporal de un estimador de autocovarianza. Es definido 

como 

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) .0infinfsupsup

0infinfsupsup:max,ˆ
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  La función de influencia es una función de 1 en ℜ  dada por Genton y Ma (1999) es 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]2211 ,,,,
2

1
,,, FSvuIFFSFSvuIFFSFTvuIF βαβα

αβ
−−+= , 

T  es un estimador de γ , S  es un estimador de escala, con función de influencia 

( ) 2,1,., =iFSIF i  y, asumimos las siguientes distribuciones 1FVU ≈+ βα , 

2FVU ≈− βα  y F  es la distribución conjunta de U  y V . En el caso de la función de 

autocovarianza, 1== βα , y bajo una distribución conjunta bivariada Gausiana F , la 

función de influencia de Qγ  es  

( )( ) ,,,,,
2

1
,,, 22
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
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
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+
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VUQ σ
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σ
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donde la función de influencia de nQ  en φ ,Rousseeuw y Croux, (1993), es 
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donde 2191.2=c  y φ  la distribución normal estándar. 

Notar que la función de influencia de Qγ  está acotada entre 

( )( )[ ]
,

2

222
VUVU baba σσσσ +++−

±  

donde ( )Φ= ,,max QxIFa x  y ( )Φ= ,,min QxIFb x . 

Notar, además, que la definición es local en el sentido de que la definición de ruptura es 

solo para un vector retardado fijo. 

3.4 Estimador de mínimo determinante de covarianza (MCD) 

Los llamados M-estimadores son robustos en el sentido de que tienen función de 

influencia acotada pero su punto de ruptura es pequeño. Un estimador robusto con alto 

punto de ruptura para localización y escala es el estimador mínimo determinante de 

covarianza (MCD), Minimum Covariance Determinant estimator. En este estimador las 

estimaciones son dadas al minimizar el determinante de la matriz de covarianzas muestral 

clásica de ( )[ ]2/1++= pnh  datos de la muestra. Rousseeuw (1984), Butler, Davies y Jhun 

(1999) estudian la función de influencia y la eficiencia asintótica de MCD. Como 

característica, este método tiene mayor eficiencia que el método MVE, que estudiaremos 

posteriormente, y por tanto suele preferirse aunque tiene menor punto de ruptura. 

El estimador MCD usa una función de pesos nula. Esto significa que la mitad de las 

observaciones consiguen un peso 1 y, la otra mitad 0 y pueden considerarse como outliers. 

Sin embargo, bajo este supuesto, puede ser difícil identificar outliers intermedios . Para ello 

la utilización de una función de pesos más general debería ser más apropiada y puede ser la 

propuesta por Ella Roelant, Stefan Van Aelst y Gert Willems obteniendo el estimador 

MWCD. 

 Así pues un modelo de localización y dispersión es dado por una distribución de 

1×p  vectores aleatorios x  que esta completamente definido por un vector 1×p  de 
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localización µ  y una matriz simétrica definida positiva pp×  de dispersión Σ . Las 

observaciones nixi ,,1, K=  y es una matriz pn×  W  con n  filas tt xx 21 ,,K . 

Dado ( )WT  es un estimador multivariado de localización y dado ( )WC  es un 

estimador de dispersión entonces la i-ésima distancia al cuadrado de Mahalanobis es el 

escalar 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ,, 122 t
i

t
iii WTxWCWTxWCWTDD −−== −  

para cada observación ix . Siendo para la distancia clásica de Mahalanobis como estimador 

de localización la media muestral y de dispersión la covarianza muestral. 

Si consideramos ahora el subconjunto oJ  de 2/nCn ≈  observaciones con 

determinante de la matriz de covarianza muestral más pequeña sobre todo ( )ncnC ,  

subconjuntos de tamaño nc . Entonces dado MCDT  y MCDC  son las media muestral y la 

covarianza muestral de nc  casos en oJ . En esta situación el estimador de mínimo 

determinante de covarianza, ( )ncMCD , es ( ) ( )( )WCWT MCDMCD , . 

Para su calculo son necesarios el uso de algoritmos, uno de ellos se basa en el llamado 

conjunto elemental o remuestreo básico para estimadores robustos, este algoritmo usa nK  

elementos de salida, subconjuntos aleatorios de 1+p  casos, con p el número de variables. 

La j-ésima predicción elemental será el estimador clásico ( )jj CT ,  calculados del j-ésimo 

conjunto elemental.  

Otro algoritmo utiliza la técnica de concentración, en la cual no necesariamente el 

elemento de salida es elemental. De esta forma, dado ( )jj CT ,0,0 ,  es la j-ésima salida y 

calculamos todas las n  distancias de Mahalanobis ( )jji CTD ,0,0 , . En la siguiente iteración 

es calculado el estimador clásico ( )jj CT ,1,1 ,  de las 2/nCn ≈  casos correspondiendo a las 

más pequeñas distancias. El proceso continua hasta por ejemplo k  pasos y resulta la 

secuencia de estimadores ( ) ( ) ( )jkjkjjjj CTCTCT ,,,1,1,0,0 ,,,,,, K . El resultado de la iteración 

( )jkjk CT ,, ,  es llamado el j-ésimo atractor. Tomando 5=k  pasos el algoritmo funciona 

bien y en el algoritmo de concentración el estimador final es el atractor que optimiza el 

criterio. El algoritmo de remuestreo básico es el caso especial con 0=k . Rousseeuw y Van 

Driessen (1999) prueban que el paso de concentración coje el determinante jiji CC ,,1 ≤+  y 
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obtienen el llamado FMCD algoritmo de concentración. Tenemos básicamente que T  

rompe si d  outliers pueden hacer que la medida 

( )( )n
di WTwMED − , 

sea arbitrariamente grande. Por lo tanto el estimador T  no romperá si puede ser dibujado 

en una bola de radio R  alrededor del origen. 

Por su parte el estimador C  rompe si el más pequeño autovalor propio pλ  tiende a 0 

ó si 1λ  el más grande a ∞ . Además es conocido que el mayor valor propio de ppC ×  esta 

acotado superiormente por jicp ,max , con  

( )( )∑
=

−−
−

=
nc

k
jkjiiki

n
ji zzzz

c
c

1
,,, 1

1
. 

Por tanto 1λ  no puede ser arbitrariamente grande si iz  son todos contaminados en 

alguna bola de radio R  alrededor del origen. Si todos los iz  son acotados, entonces iλ  

son acotados y, pλ  será 0 solo si el determinante de C  es 0. 

3.5 Estimador elipsoide de mínimo volumen (MVE) 

El Estimador Elipsoide de Mínimo Volumen, (MVE), Minimum Volume Ellipsoid 

estimator, fue introducido por Rousseeuw (1985), es probablemente uno de los más 

conocidos (e.g. por He y Wang, 1996). Una de las razones es que alcanza un punto de 

ruptura casi igual a 0.5 frente a los M-estimadores multivariados de localización y escala, 

que basados en una muestra de una variable aleatoria p-dimensional, su punto de ruptura es 

a lo sumo ( )p+1/1 . 

  Este consiste en tomar como estimador de localización el centro del elipsoide más 

pequeño conteniendo al menos la mitad de los datos. Por tanto la estrategia consiste en 

encontrar la elipse con el área más pequeña que contiene la mitad de los datos. Así pues los 

puntos fuera de la elipse deberían considerarse como outliers. 

  Sin embargo este estimador no es n  consistente, Davies (1992), haciendo menos 

atractiva su elección por razones de eficiencia. Otro estimador el cual tiene tasa de 

convergencia normal es el estimador MCD, Rousseeuw (1985). Las estimaciones son dadas 

por la media y la matriz de covarianza calculada de la mitad de los datos los cuales 
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constituyen el más pequeño determinante de su matriz de covarianza. Rousseeuw y Van 

Driessen (1997) proponen un algoritmo para computar MCD, el cual es extremadamente 

rápido. Las propiedades teóricas de MCD han sido investigadas por Butler (1982) y Butler, 

Davies y Jhun (1993), pero la distribución asintótica sigue siendo desconocida. En el caso 

particular de una dimensión la función de influencia del estimador de escala, MCD, ha sido 

calculada por Croux y Rousseeuw, (1992). 

Así pues, dado { }nxxX ,,1 L=  y 1+≥ pn  puntos. El estimador elipsoide de mínimo 

volumen estima p
nt ℜ∈  y  ( )pPDSCn ∈  que minimiza el determinante de C  sujeto a 

( ) ( ){ } ,
2

1
:# 21








 ++≥≤−− − pn
ctxCtxi t

i
t

i  

donde p
nt ℜ∈  y  ( )pPDSCn ∈  determinan el centro y la estructura de covarianza del 

elipsoide de mínimo volumen cubriendo al menos ( )[ ]21++ pn . La elección de c , una 

constante fija, no tiene influencia en el valor de nt , sin embargo si en la magnitud de C . 

Este valor puede ser elegido de acuerdo a alguna función de distribución, si asumimos una 

distribución elíptica ∑,µP  con densidad ( ) ( ){ } 



 −∑−∑ −− 2/112/1 µµ xxf t  entonces una 

elección de c  podría ser el valor el cual  

( ) ( ){ } ( ) 2/121
, ==≤−∑− ∫ ≤

−
∑ dxxfcxxP

cx

t µµµ . 

El punto de ruptura si 1=p , nt  es el punto medio del intervalo más pequeño 

cubriendo al menos   12 +n  puntos, y nC  es proporcional al tamaño de ese intervalo, 

luego se necesita reemplazar al menos ( )[ ]2/1+n  puntos para hacer nt  infinitamente 

grande y reemplazando ( )2/n  puntos en uno de los ( )[ ]2/1−− nn  puntos para hacer nC  

igual a 0. 

Si 2≥p  entonces ( )Xtn ,*ε  y ( )XCn ,*ε  son al menos ( )[ ] npn /2/1+− . 

Además el estimador Elipsoide de Mínimo Volumen puede considerarse un S-

estimador, dado { }nxxX ,,1 L=  y 1+≥ pn  puntos. El estimador elipsoide de mínimo 

volumen estima p
nt ℜ∈  y ( )pPDSCn ∈  que minimiza el determinante de C  sujeto a 

( ) ( ){ } btxCtx
n

n

i

t
i

t
i ≤


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1
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donde p
nt ℜ∈  y ( )pPDSCn ∈  determinan el centro y la estructura de covarianza del 

elipsoide. Las estimaciones MVE se obtienen cuando ( )[ ]2/1++−= pnnnb  y 

( ) [ ] ( )⋅−=⋅ − cc,1ρ . 

Si ρ  es simétrica, dos veces diferenciable, ( ) 00 =ρ  y además  si existe una constante 

0>c  tal que  ρ  es estrictamente creciente en [ ]c,0  y, constante en [ ]∞,c , entonces si 

tomamos ρsup/br =  y si ( ) npnr 2/−≤  el punto de ruptura es 

( ) ( ) [ ]nnrXCXt nn /,, ** == εε . 

3.6 Estimador de correlación media biponderada 

El estimador de correlación media biponderada, Biweight Midcovariance estimator, 

Wilcox (2004), es calculado de la misma manera que el coeficiente de correlación de 

Pearson, la diferencia se encuentra en las medidas para la media, desviaciones sobre la 

media y de covarianza utilizadas. El estimador de correlación media biponderada utiliza 

medidas robustas para su calculo. 

Dado ( ) ( )nn YXYX ,,,, 11 K  es una variable aleatoria de una distribución bivariada 

entonces, Wilcox (1997), dado 

X

Xi
i MAD

MX
U

9

−
=  

donde XM  es la mediana, y XMAD  es la mediana de las desviaciones absolutas, entonces 

es 

{ }XiXX MXMXMEDIANMAD −−= ,,1 K . 

Notamos que el punto de ruptura para tamaños muestrales finitos de MAD  es de 

aproximadamente 0.5. 

Dado iV  es una funcion de iY  definida como iU  para iX . El estimador entre X  e Y  

es dado por 

( )( ) ( )( )
( )( )( ) ( )( )( )∑∑

∑
−−−−

−−−−
=

2222

2222

511511

11

iiiiii

iYiiiXii
bxy

VVbUUa

VMYbUMXan
s , 

donde 

0,111
0,111

=≤≤−=
=≤≤−=

iii

iii
bnosiVsib
anosiUsia . 
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Una estimación de la correlación media biponderada entre X  e Y  es dada por 

byybxx

bxy
b

ss

s
r = , 

donde bxxs  y byys  son las estimación de varianza media biponderada de X  e Y . 

3.7 Estimador de correlación de porcentaje ajustado  

Al igual que el estimador de correlación media biponderada, el propósito del 

estimador de correlación de porcentaje ajustado poblacional, Population Percentage Bend 

Correlation estimator, es el de analizar la correlación poblacional utilizando para ello 

medidas robustas. Como son la mediana y una generación de MAD, de esta forma el 

coeficiente de correlación Winsorizado es fijado antes más bien que cuando son 

determinados los datos.  

El coeficiente de correlación oWinsorizad−α  poblacional es 

( )( )[ ]
yWxW

W
y

W
xW

W

YXE

,,

,,

σσ
µµ

ρ αα −−
= , 

que no es más que el coeficiente de correlación de la distribución Winsorizada 

bidimensional, basado en las medias asWinsorizad−α poblacionales y las varianzas 

asWinsorizad−α . 

Así pues el coeficiente de correlación de porcentaje ajustado, dadas las medianas 

poblacionales definidas como XM   y YM . Y si consideramos la función 1ψ  asociada al 

estimador de Huber con constante bend igual a 1=b , 

( ) ( ){ }xx ,1min,1max −=ψ , 

con parámetros de escala Xw  y Yw , para un porcentaje de ajuste β  ( )5.00 ≤≤ β  es 

definido por las ecuaciones 

{ } β−=<− 1XX wMXP , 

{ } β−=<− 1YY wMYP , 

y los parámetros de localización Xη  y Yη  tales que 

0=


















 −

X

X

w

X
E

ηψ , 
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0=


















 −

Y
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Y
E

ηψ . 

Si definimos 

X

X

w

X
U

η−
= , 

y 

Y

Y

w

Y
U

η−
= , 

el coeficiente de correlación de porcentaje ajustado poblacional se define como 

( ) ( )[ ]
( )[ ] ( )[ ]UEUE

VUE
22 ψψ

ψψρ = . 

Cuya estimación puede hacerse si definimos 

xii MeXR −= , 

donde xMe  es la mediana muestral y si m  es igual a la parte entera de ( )nβ−1 . 

Definimos 

( )mx Rw =ˆ , 

y si 1i  es el número de iX  tales que 

1
ˆ

−<
−

x

xi

w

MeX
, 

y si 2i  es el número de iX  tales que 

1
ˆ

>
−

x

xi

w

MeX
, 

definimos  

( )∑
−
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=
2

1 1
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jx XS X, 
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entonces 
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= , 
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de igual forma si repetimos para iY  

y

yi
i w

Y
V

ˆ

η̂−
= , 

finalmente si ( )ii UA ψ=  y ( )ii VB ψ= , se define el coeficiente de correlación de 

porcentaje ajustado muestral como 

∑∑

∑

==

==
n

i
i

n

i
i

n

i
ii

BA

BA

r

1

2

1

2

1 . 
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4. Block Bootstrap 

4.1 Introducción 

Una serie de tiempo es una secuencia de sucesivas observaciones medidas sobre un 

conjunto de tiempos. La medidas de tiempo son usualmente discretas e igualmente 

espaciadas. Además las series de tiempo se caracterizan por existir dependencia entre las 

observaciones vecinas y frecuentemente la estructura de dependencia es muy compleja.  

El método de Bootstrap, introducido por Efrom (1979), debe ser modificado para 

permitir la dependencia entre observaciones, fue primeramente propuesto para su uso en el 

dominio del tiempo por Freedman (1984) .  

 En las dos siguientes secciones se hace uso de un nuevo procedimiento, bastante 

sencillo, para generar muestras, por tanto es conveniente introducir el concepto de Block 

Bootstrap.  

 Block bootstrap consiste en dividir los datos en bloques de observaciones y muestrear 

los bloques aleatoriamente con reemplazamiento. Existen dos vertientes de remuestreo en el 

dominio del tiempo: remuestreo basado en modelos de Freedman (1984) y basado en 

bloques Hall (1995) y Carlstein (1986). 

Por tanto en Block bootstrap se construyen muestras continuas de “bloques” de 

observaciones ordenadas y por remuestreo son añadidas y se añaden los bloques. Esta 

alternativa no paramétrica, block bootstrap, trata los bloques continuos de datos como 

unidades intercambiables para construir series remuestreadas. 

Existen diferentes variantes de block bootstrap, entre ellas no sobrelapados, Hall 

(1985), Carlstein (1986) o sobrelapados, Hall (1985), Künsch (1989). La idea es que si hay 
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suficientes bloques, y si hay suficientes retardos entre  las observaciones entre bloques, 

entonces mucha de la estructura de dependencia original estará en las muestras. Otros tipos 

son el block bootstrap circular propuesto por Politis y Romano (1992) y el bootstrap 

estacionario Politis y Romano (1994) en este último el tamaño del bloque es aleatorio. 

Las dos variantes del tipo libre de modelo son Blockwise Bootstrap (BB) y Subseries 

approach (SA). En el BB, los bloques son remuestreados y añadidos para obtener una serie 

que, digamos, mimetiza la estructura de la serie original. 

4.2 Block Bootstrap 

La idea subyacente es la de construir bloques suficientemente grandes como para 

presentar suficiente estructura de dependencia de la serie original. Si elegimos un tamaño 

de bloque knl /≈ , donde k  es el número de bloques a remuestrear y para un proceso 

autorregresivo de orden uno, ( )1AR , tenemos que 

ρρρ 






 −=






 −+






=
l

l

n

kn

n

k
block

1
0 . 

Para construir los bloques consideremos el vector de observaciones consecutivas 

( ) nmtXXY tmtt ,,,,,1 KK == +− , 

entonces construir bloques solapados de vectores consecutivos  

( ) ( ) ( )nlnlmmlmm YYYYYY ,,,,,,,,, 111 KKKK +−++−+ , 

donde el parámetro ℵ∈l  es el tamaño del bloque. Si asumimos que el número de bloques 

klmn =+− 1  con ℵ∈k , entonces el remuestreo de k  bloques independientes con 

reemplazamiento es 

,, ,,,,,,,,
2211 lSSlSSlSS kk

YYYYYY +++ KKKK  

donde los puntos de inicio de los bloques kSS ,,1 K  son variables aleatorias independientes 

e idénticamente distribuidas uniformemente en el intervalo { }lnm −− ,,1K . Si el número 

de bloques 1+− mn  no es un múltiplo de l , entonces muestreamos ( )  1/ ++−= llmnk  

bloques pero usamos solo una porción del k  ésimo bloque para conseguir 1+− mn  

muestras de m  vectores. En esta situación para un estimador  

( )( )m
nFT=θ̂ , 

donde  
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( ) ( ) ( ) [ ]∑
=
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m
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ImnF 11 , 

el estimador block bootstrap es 

( )( )Bm
n

B FT ∗∗ =θ̂ , 

( ) ( ) ( ) [ ]∑ ∑
=
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Además si ( )nmmn YYg ,,ˆ
1 K+−=θ  es una función simétrica ( )•+− 1mng  entonces 

( )lSSlSSlSSmn
B

kk
YYYYYYg +++++++−

∗ = ,,,,,,,,,ˆ
1111 2211
KKKKθ . 

4.3 Tamaño del bloque l  

El tamaño del bloque depende al menos de tres aspectos, el proceso que genera los 

datos, el estadístico a ser muestreado y la finalidad para la cual el bootstrap es usado, por 

ejemplo, estimación de sesgo, varianza de la función de distribución, etc. 

Por tanto una de las cuestiones que se plantea es como conseguir un tamaño de bloque 

l  optimo. Para ello se pueden utilizar formulas explicitas del error cuadrático medio de 

estimación del tamaño del bloque. Una alternativa es usar Jackknife después del método 

Bootstrap, Hall et al. (1995), usar el método de remuestreo para construir un estimador del 

error cuadrático medio de estimación  como función del tamaño del bloque y, entonces, 

minimizar este. 

Carlstein (1986) y Künsch (1989) dan formulas asintóticas para el tamaño optimo de 

bloque bajo la regla de Carlstein y Künsch respectivamente. Así pues el tamaño optimo l  

es proporcional a 3/1n  para estimación de sesgo y varianzas,  sin embargo existe cierta 

incertidumbre de cual es la regla de proporcionalidad. 

Hall, Horowitz y Jing (1995) muestran que el error cuadrático medio de la estimación 

( )lnk ,ˆ  donde ( )uhk =  es proporcional a 














+

n

lC

l

C

n

c

d
2

2
11

, 
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donde 1C  y 2C  dependen de k  y de la estructura de covarianza, y 2=d  , 1=c  si k  

es el sesgo o varianza, 1=d , 2=c  si k  es el nivel de significación de un test de una cola, 

y 2=d , 3=c  si k  es el nivel de significación en un test de dos colas. 

Por tanto el tamaño optimo del bloque es igual a ( ) 3/1
21 /2 nCC  para la estimación de 

la varianza y el sesgo de algún estimador ( )Xhk =ˆ . Los coeficientes 1C   y 2C  no son 

óptimos bajo condiciones no asintóticas, esto es cuando el tamaño muestral es 

relativamente pequeño. También el calculo de 1C   y 2C  requiere estimaciones acuradas de 

( )hγ . Una solución propuesta por Hall, Horowitz y Jing (1995) es la de estimar 

empíricamente ( )kMSE ˆ  como una función de l . Entonces dada una semilla inicial 0l  

podemos encontrar una estimación de ( )0,ˆ lnk  . La serie es entonces dividida en subseries 

continuas de tamaño nm <  y para cada 0lj < , ( )jmk ,ˆ  es calculada de { }1,, −+mii xx K  

para 1,,1 +−= mni K . El error cuadrático medio es estimado por 

( ) ( ) ( ){ }∑
+−

=

−
+−

=
1

1

2
0,ˆ,ˆ

1

1
,

mn

i
i lnkjmk

mn
kmMSE , 

de esta forma si seleccionamos el tamaño del bloque k̂  que minimiza el error 

cuadrático medio, entonces una estimación de l̂  es dada por 

( ) ( )2/1/ˆˆ += cmnkl . 
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5. Resultados empíricos 

5.1 Introducción 

En esta sección ilustramos el uso de experimento de Monte Carlo  para calcular una 

estimación del tamaño, simplemente observando cuantas veces la hipótesis nula es 

rechazada en las muestras. El número de replicaciones ha sido de 2000, de esta forma 

podemos obtener una estimación de la potencia del test, esto es de la probabilidad de 

rechazar dado el valor del parámetro. 

 El modelo que se ha simulado es un proceso autorregresivo de orden 1 o AR(1), es 

ttttt uuuty εφβµ +=++= −1; , 

donde se ha tomado 0,0 == µβ  y tε  son variables aleatorias independientes e 

idénticamente distribuidas ( )2,0 εσN . Además se ha considerado { }1,95.0,9.0,85.0,8.0∈φ  y 

un nivel de significación { }1.0,075.0,05.0,025.0,01.0∈α . Los tamaños de muestra que se 

han utilizado son  de 50, 100 y 200. 

Los estimadores  robustos, que se han utilizado para obtener una estimación robusta 

de la función de autocorrelaciones, para este caso de orden 1, ( )1ρ , y que se han 

comparado, son junto con la estimación clásica, la estimación altamente robusta de Geman, 

MVE, MCD, la estimación de correlación de porcentaje ajustado y la estimación de 

covarianza media biponderada. 
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Para calcular la función de autocorrelaciones se ha extraído las primeras hn −  

observaciones de ( )tnuuu ,,1 K=  para crear v . De igual forma, extraer las últimas hn −  

observaciones para crear w .  Por tanto una estimación del parámetro puede ser dada por 

( ) ( )
( )vmad

wmad
m 1ˆˆ ρφ =  

donde ( ) ( )( )jiji xxmedmedxmad −=  y imed  es la mediana de  las n  medianas de 

( )ji xx − , nj ,,2,1 K= . 

Y el estadístico del test de Dickey-Fuller es 

( )( )1ˆ −= φntau . 

Para estudiar la robustez de los estimadores se ha considerado un outlier aditivo de 

tamaño θ  en cada una de las muestras, siendo 0t  una posición aleatoria en T,,1K , el 

modelo es   

( ) ( ) θσ+=
00 tt ux , 

donde σ  son variables aleatorias ( )2,0 εσN  y 000.10=θ . 

Por otro lado se ha buscado la validez para generar muestras mU  perturbando el 

espacio muestral, creando así una variante dentro de la clase de algoritmos llamados block 

boostrap, para ello eliminar aleatoriamente 1z  observaciones iniciales, donde 111 * mkz =  

donde ( )1,0Uk ≈  y 1m  es elegido arbitrariamente. Y 2z  observaciones finales, donde 

222 * mkz =  donde ( )1,02 Uk ≈  y 2m  es elegido arbitrariamente. 

5.2 Resultados empíricos 

Los resultados más significativos vienen dados en las tablas 5.1, 5.2, 5.3. Para una 

consulta detallada puede consultarse el anexo en donde se dan resultados para 

{ }1,95.0,9.0,85.0,8.0∈φ , { }200,100,50∈n  y en particular en las tablas 9.1, 9.2, 9.3 y 9.4 

para un nivel de significación de 01.0=α . Si 025.0=α  se presentan los resultados en las 

tablas 9.5, 9.6, 9.7 y 9.8. Si 05.0=α  en las tablas 9.9, 9.10, 9.11 y 9.12. Para 075.0=α  

en las tablas 9.13, 9.14, 9.15 y 9.16. Y finalmente si 1.0=α  en las tablas 9.17, 9.18, 9.19 y 

y 9.20. Para cada uno de los cinco grupos de tablas, la segunda tabla es obtenida 
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introduciendo un outlier aditivo, la tercera tabla perturbando el espacio muestral y la cuarta 

tabla perturbando e introduciendo un outlier aditivo. 

Como se puede observar en las tablas 5.1, 5.2, 5.3, presentadas a continuación, bajo 

condiciones sin presencia de OA, todos los estimadores basados en métodos robustos son 

más potentes que el estimador clásico para tamaños de muestra de 50, 100 y 200, y para 

casi todos los niveles de significación. Sin embargo estos rechazarán la hipótesis de raíz 

unitaria en un mayor número de ocasiones que el estimador clásico. 

En presencia de un OA los estimadores robustos prácticamente no se ven afectados en 

su potencia, si en cambio el estimador clásico que rechaza la presencia de una raíz unitaria 

en prácticamente casi el 100% de las simulaciones para cualquier tamaño de muestra y 

cualquier nivel de significación. 

Dentro de los estimadores robustos destaca por su peor comportamiento el estimador 

de correlación media biponderado el cual presenta una menor potencia para un tamaño de 

muestra de 50. Además es el estimador que más veces rechaza la presencia de una raíz 

unitaria. 



    

52 

n=50 Sin OA n=50 Con OA
α=0,01 α=0,01
Φ Φ

0,8 0,331 0,537 0,522 0,506 0,571 0,524 0,8 0,989 0,520 0,671 0,493 0,538 0,477

0,85 0,177 0,383 0,355 0,416 0,394 0,386 0,85 0,988 0,400 0,573 0,414 0,394 0,379

0,90 0,072 0,260 0,226 0,338 0,256 0,273 0,90 0,987 0,262 0,440 0,326 0,251 0,273
0,95 0,026 0,157 0,121 0,261 0,148 0,182 0,95 0,991 0,159 0,309 0,245 0,147 0,164
1 0,005 0,096 0,066 0,204 0,081 0,128 1 0,991 0,104 0,228 0,194 0,084 0,131

α=0,025 α=0,025
Φ Φ

0,8 0,580 0,748 0,721 0,644 0,768 0,705 0,8 0,989 0,739 0,818 0,651 0,755 0,692

0,85 0,363 0,595 0,551 0,573 0,614 0,558 0,85 0,988 0,611 0,746 0,550 0,618 0,578

0,90 0,173 0,459 0,407 0,464 0,456 0,439 0,90 0,987 0,461 0,618 0,462 0,450 0,435
0,95 0,065 0,302 0,259 0,364 0,290 0,303 0,95 0,991 0,308 0,480 0,375 0,286 0,300
1 0,016 0,199 0,144 0,299 0,167 0,220 1 0,991 0,204 0,380 0,285 0,169 0,221

α=0,05 α=0,05
Φ Φ

0,8 0,782 0,868 0,861 0,762 0,893 0,837 0,8 0,990 0,867 0,896 0,773 0,884 0,842

0,85 0,578 0,770 0,746 0,687 0,791 0,726 0,85 0,988 0,764 0,839 0,678 0,767 0,729

0,90 0,317 0,629 0,577 0,571 0,620 0,593 0,90 0,988 0,630 0,743 0,593 0,616 0,593
0,95 0,124 0,462 0,400 0,479 0,440 0,438 0,95 0,991 0,467 0,625 0,488 0,445 0,449
1,000 0,034 0,325 0,255 0,409 0,289 0,323 1,000 0,991 0,313 0,508 0,383 0,292 0,338

α=0,075 α=0,075
Φ Φ

0,8 0,880 0,921 0,921 0,819 0,944 0,900 0,8 0,990 0,919 0,929 0,829 0,931 0,891

0,85 0,710 0,853 0,828 0,770 0,857 0,812 0,85 0,988 0,830 0,885 0,759 0,843 0,808

0,90 0,442 0,715 0,677 0,644 0,716 0,686 0,90 0,988 0,721 0,819 0,669 0,721 0,686
0,95 0,185 0,575 0,508 0,553 0,543 0,541 0,95 0,991 0,575 0,706 0,568 0,549 0,543
1,00 0,051 0,429 0,343 0,485 0,380 0,421 1,00 0,991 0,407 0,605 0,447 0,381 0,408

α=0,1 α=0,1
Φ Φ

0,8 0,930 0,951 0,950 0,863 0,966 0,934 0,8 0,990 0,950 0,946 0,865 0,956 0,926

0,85 0,790 0,897 0,875 0,815 0,910 0,860 0,85 0,988 0,884 0,908 0,807 0,895 0,858

0,90 0,537 0,789 0,753 0,700 0,792 0,748 0,90 0,988 0,790 0,861 0,720 0,786 0,758
0,95 0,243 0,652 0,593 0,612 0,630 0,622 0,95 0,991 0,652 0,762 0,620 0,626 0,618
1 0,076 0,499 0,418 0,545 0,459 0,492 1 0,991 0,485 0,664 0,502 0,459 0,476

Clásico

Clásico Higly(Coman)

Population 
Percentage  Clásico Higly(Coman)

Population 
Percentage  

Biweight 
Midcovariance MCD MVE

Clásico Higly(Coman)
Population 
Percentage  

Biweight 
Midcovariance

Clásico Higly(Coman)
Population 
Percentage  

Biweight 
Midcovariance

Population 
Percentage  

Biweight 
Midcovariance

MCD MVE

MCD MVE

MCD MVE

Clásico Higly(Coman)
Population 
Percentage  

Biweight 
Midcovariance MCD MVE

Clásico Higly(Coman)

Clásico Higly(Coman)

Clásico Higly(Coman)
Population 
Percentage  

Biweight 
Midcovariance

MVE

Biweight 
Midcovariance MCD MVE

MCD MVE

MCD

Population 
Percentage  

Biweight 
Midcovariance MCD

MVE

Clásico Higly(Coman)
Population 
Percentage  

Biweight 
Midcovariance MCD MVE

Higly(Coman)
Population 
Percentage  

Biweight 
Midcovariance

  
 
Tabla 5.1: Comparación de estimadores,  50=n , con OA y sin OA, { }1,95.0,9.0,85.0,8.0∈φ  y { }1.0,075.0,05.0,025.0,01.0∈α .
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n=100 Sin OA n=100 Con OA
α=0,01 α=0,01
Φ Φ

0,8 0,936 0,947 0,949 0,885 0,967 0,914 0,8 0,993 0,949 0,971 0,881 0,969 0,917

0,85 0,697 0,819 0,812 0,745 0,852 0,777 0,85 0,995 0,823 0,896 0,764 0,849 0,786

0,90 0,317 0,536 0,500 0,541 0,559 0,518 0,90 0,996 0,559 0,705 0,554 0,580 0,535
0,95 0,069 0,260 0,221 0,325 0,251 0,281 0,95 0,994 0,257 0,444 0,317 0,256 0,266
1 0,009 0,098 0,076 0,180 0,088 0,139 1 0,993 0,091 0,225 0,158 0,088 0,115

α=0,025 α=0,025
Φ Φ

0,8 0,989 0,988 0,990 0,951 0,992 0,974 0,8 0,993 0,991 0,990 0,948 0,995 0,984

0,85 0,888 0,935 0,925 0,880 0,946 0,903 0,85 0,995 0,934 0,957 0,888 0,942 0,910

0,90 0,563 0,756 0,711 0,705 0,752 0,711 0,90 0,996 0,767 0,844 0,715 0,777 0,720
0,95 0,167 0,449 0,387 0,477 0,438 0,437 0,95 0,994 0,440 0,622 0,465 0,441 0,436
1 0,023 0,196 0,153 0,292 0,174 0,224 1 0,993 0,186 0,368 0,258 0,173 0,206

α=0,05 α=0,05
Φ Φ

0,8 0,997 0,997 0,996 0,984 0,998 0,993 0,8 0,993 0,999 0,991 0,985 1,000 0,994

0,85 0,967 0,974 0,969 0,944 0,977 0,959 0,85 0,995 0,977 0,978 0,954 0,981 0,961

0,90 0,762 0,876 0,843 0,818 0,879 0,837 0,90 0,996 0,893 0,917 0,839 0,902 0,862
0,95 0,293 0,626 0,560 0,620 0,609 0,595 0,95 0,994 0,625 0,752 0,614 0,610 0,587
1,000 0,043 0,325 0,248 0,395 0,285 0,339 1,000 0,995 0,301 0,506 0,368 0,273 0,311

α=0,075 α=0,075
Φ Φ

0,8 0,999 0,999 0,999 0,991 1,000 0,996 0,8 0,993 1,000 0,992 0,995 1,000 0,998

0,85 0,986 0,986 0,982 0,969 0,989 0,977 0,85 0,995 0,992 0,984 0,972 0,993 0,980

0,90 0,868 0,929 0,909 0,876 0,940 0,899 0,90 0,996 0,942 0,943 0,903 0,942 0,912
0,95 0,417 0,730 0,664 0,697 0,717 0,682 0,95 0,994 0,736 0,817 0,699 0,720 0,687
1,00 0,065 0,424 0,338 0,475 0,384 0,428 1,00 0,995 0,401 0,594 0,452 0,361 0,388

α=0,1 α=0,1
Φ Φ

0,8 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,8 0,993 1,000 0,993 0,997 1,000 0,999

0,85 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,85 0,995 0,995 0,985 0,982 0,997 0,989

0,90 1,000 0,999 0,999 0,998 1,000 1,000 0,90 0,996 0,963 0,955 0,928 0,964 0,945
0,95 0,934 0,958 0,942 0,935 0,958 0,936 0,95 0,994 0,803 0,853 0,759 0,788 0,762
1 0,085 0,503 0,419 0,537 0,458 0,499 1 0,995 0,481 0,654 0,512 0,437 0,465

Biweight 
Midcovariance MCD

Biweight 
Midcovariance MCD

Biweight 
Midcovariance MCD

Population 
Percentage  

Population 
Percentage  

Population 
Percentage  

Clásico Higly(Coman)
Population 
Percentage  

Biweight 
Midcovariance

Population 
Percentage  

Biweight 
Midcovariance

MCD MVE

MCD MVE

Clásico Higly(Coman)
Population 
Percentage  

Biweight 
Midcovariance MCD MVE

Clásico Higly(Coman)

Clásico Higly(Coman)
Population 
Percentage  

Biweight 
Midcovariance

Clásico Higly(Coman)
Population 
Percentage  

Biweight 
Midcovariance

MCD MVE

MCD MVE

Clásico Higly(Coman)

Clásico Higly(Coman)

Clásico Higly(Coman)

MVE

Clásico Higly(Coman)
Population 
Percentage  

Biweight 
Midcovariance MCD MVE

MVE

Clásico Higly(Coman)
Population 
Percentage  

Biweight 
Midcovariance MCD MVE

MVE

 
 
Tabla 5.2: Comparación de estimadores,  100=n , con OA y sin OA { }1,95.0,9.0,85.0,8.0∈φ  y { }1.0,075.0,05.0,025.0,01.0∈α . 
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n=200 Sin OA n=200 Con OA
α=0,01 α=0,01
Φ Φ

0,8 1,000 1,000 1,000 0,999 1,000 1,000 0,8 0,998 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

0,85 1,000 0,999 0,999 0,995 0,999 0,996 0,85 0,996 0,997 0,999 0,994 1,000 0,995

0,90 0,926 0,947 0,945 0,914 0,963 0,921 0,90 0,998 0,940 0,973 0,912 0,958 0,924
0,95 0,319 0,540 0,514 0,558 0,573 0,524 0,95 0,995 0,550 0,714 0,550 0,567 0,524
1 0,010 0,089 0,068 0,161 0,079 0,135 1 0,992 0,100 0,229 0,179 0,096 0,145

α=0,025 α=0,025
Φ Φ

0,8 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,8 0,998 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

0,85 1,000 1,000 0,999 0,998 1,000 1,000 0,85 0,996 1,000 0,999 1,000 1,000 0,999

0,90 0,987 0,988 0,990 0,974 0,994 0,975 0,90 0,998 0,985 0,991 0,968 0,991 0,978
0,95 0,565 0,758 0,713 0,728 0,767 0,720 0,95 0,996 0,753 0,846 0,724 0,762 0,713
1 0,021 0,194 0,147 0,274 0,174 0,229 1 0,992 0,202 0,385 0,285 0,185 0,245

α=0,05 α=0,05
Φ Φ

0,8 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,8 0,998 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

0,85 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,85 0,996 1,000 0,999 1,000 1,000 1,000

0,90 1,000 0,998 0,997 0,986 0,998 0,995 0,90 0,998 0,996 0,994 0,986 0,997 0,992
0,95 0,771 0,882 0,858 0,850 0,887 0,851 0,95 0,996 0,880 0,920 0,847 0,886 0,845
1,000 0,041 0,311 0,243 0,395 0,282 0,340 1,000 0,993 0,323 0,524 0,391 0,300 0,359

α=0,075 α=0,075
Φ Φ

0,8 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,8 0,998 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

0,85 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,85 0,996 1,000 0,999 1,000 1,000 1,000

0,90 1,000 0,999 0,999 0,993 0,999 0,999 0,90 0,998 0,998 0,995 0,994 0,999 0,996
0,95 0,877 0,930 0,913 0,908 0,936 0,905 0,95 0,996 0,928 0,942 0,898 0,930 0,906
1,00 0,061 0,416 0,341 0,478 0,382 0,433 1,00 0,994 0,433 0,607 0,478 0,394 0,443

α=0,1 α=0,1
Φ Φ

0,8 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,8 0,998 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

0,85 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,85 0,996 1,000 0,999 1,000 1,000 1,000

0,90 1,000 0,999 0,999 0,998 1,000 1,000 0,90 0,998 0,998 0,996 0,996 1,000 0,997
0,95 0,934 0,958 0,942 0,935 0,958 0,936 0,95 0,996 0,950 0,956 0,930 0,950 0,933
1 0,085 0,503 0,419 0,537 0,458 0,499 1 0,994 0,512 0,669 0,547 0,471 0,521

MCD MVE

MCD MVE

Clásico Higly(Coman)

Clásico Higly(Coman)
Population 
Percentage  

Biweight 
Midcovariance

Population 
Percentage  

Biweight 
Midcovariance

Clásico Higly(Coman)
Population 
Percentage  

Biweight 
Midcovariance

Clásico Higly(Coman)
Population 
Percentage  

Biweight 
Midcovariance

Biweight 
Midcovariance

MCD MVE

MCD MVE

MCD MVEClásico Higly(Coman)
Population 
Percentage  

Clásico Higly(Coman)
Population 
Percentage  

Biweight 
Midcovariance MCD MVE

Clásico Higly(Coman)
Population 
Percentage  MVE

Clásico Higly(Coman)
Population 
Percentage  

Biweight 
Midcovariance MCD MVE

Biweight 
Midcovariance

Biweight 
Midcovariance MCD

MCD MVE

Clásico Higly(Coman)
Population 
Percentage  

Biweight 
Midcovariance MCD MVE

Clásico Higly(Coman)
Population 
Percentage  

 

Tabla 5.3: Comparación de estimadores,  200=n , con OA y sin OA, { }1,95.0,9.0,85.0,8.0∈φ  y { }1.0,075.0,05.0,025.0,01.0∈α .
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6. Aprendizaje estadístico y el 

test de raíces unitarias 

6.1 Introducción 

El algoritmo que vamos a utilizar para contrastar raíces unitarias se basa en el 

algoritmo para el problema de clasificación llamado Random Forest, Breiman (2001), este 

utiliza una combinación lineal convexa de árboles de decisión en los cuales se modifican 

por un lado la distribución conjunta de la muestra de aprendizaje y por otro el algoritmo 

utilizado para construir los árboles. En el primer caso se puede construir una familia de 

transformaciones tG  en ( )ΑΩ,  en el espacio paramétrico Θ . Una transformación en el 

espacio muestral ( )Β,χ  provoca una perturbación en θP  y por tanto en una parte del 

espacio de medidas de probabilidad en ( )ΑΩ, . Así pues, cada perturbación dará lugar a 

una estimación diferente del parámetro en cada una de las muestras. Por otro lado se 

introduce, además, una perturbación en el algoritmo.   

Así pues, con estas dos modificaciones estamos introduciendo aleatoriedad en la 

construcción de cada uno de los estimadores con lo que al combinar estos, deberá 

producirse una reducción en la estimación del riesgo esperado. La relación que existe entre 

el error del estimador combinado y el error de un estimador individual viene dada por 

( )
bayesc errorerror

M

M
error +−+= 11 l
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donde l  el coeficiente de correlación entre los errores de los estimadores2 y M  el número 

de estimadores. Si 1=l  el error del sistema combinado es igual al de un estimador simple. 

Si 0=l  el error del conjunto decrece proporcionalmente con el número de estimadores 

introducidos en la combinación. 

6.2 Algoritmo para el calculo del test de raíces unitarias 

6.2.1 Algoritmo 

En este marco un algoritmo para calcular el test bajo la hipótesis nula de no 

estacionariedad y la presencia de una raíz unitaria  puede construirse de la siguiente 

manera. 

  

Dada una muestra de aprendizaje ( ){ }n
iixz 1== . 

1. Generar R estimadores de tamaño máximo M .  

Para ( )1,0*,,1 UMm K= . 

a. Generar una muestra mU  perturbando el espacio muestral, para ello eliminar 

aleatoriamente 1z  observaciones iniciales, donde 111 * mkz =  donde 

( )1,0Uk ≈  y 1m  es elegido arbitrariamente. Y 2z observaciones finales, 

donde 222 * mkz =  donde ( )1,02 Uk ≈  y 2m  es elegido arbitrariamente. 

b. Estimar una función de autocorrelaciones robusta, ( )hρ , con la muestra 

perturbada, eligiendo aleatoriamente una dentro de un conjunto de funciones 

robustas. Extraer las primeras hn −  observaciones de ( )tnuuu ,,1 K=  para 

crear v . Extraer las últimas hn −  observaciones para crear w .  La 

estimación del parámetro es 

 

 

                                                           
2 la correlación entre if̂  y jf̂  puede ser definida como la probabilidad de que if̂  y jf̂  cometen el mismo error. 

 

( ) ( )
( )vmad

wmad
m 1ˆˆ ρφ =
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donde ( ) ( )( )jiji xxmedmedxmad −=  y imed  es la mediana de  las n  

medianas de ( )ji xx − , nj ,,2,1 K=  

Calcular el estadístico del test de Dickey-Fuller 

( )( )1ˆ
21 −−−= φzzntaum y el p-valor asociado. 

 Y para un nivel de significación aceptar o rechazar. 

2. Calcular el resultado del test para el R -ésimo estimador por agregación , por tanto 

hemos obtenido una combinación lineal convexa de los estimadores individuales. 

Este problema puede verse como un problema de clasificación de dos clases, en 

este caso aceptar o rechazar y por tanto se verifica 

( ) ( )


 ∈>∈= ∑∑ ==

casootro
chazotauIAceptacióntauIsiy

m

i m
m

i m

2
Re1ˆ 11  

o para el r-ésimo estimador mediante voto aleatorio, notar que esta alternativa 

puede verse como una imputación aleatoria, es 

( )
( )

( )
( ) 















≥

=
⋅+
















<

=
⋅=

∑
∑

∑
∑

=

=

=

= d
xI

rechazaryI
Id

xI

aceptaryI
Iy

n

i

n

i i

n

i

n

i i

1

1

1

1 21ˆ  

donde [ ]1,0Ud ≈ . 

En esta situación, no estamos más que utilizando la distribución de 

frecuencias de { }Jy ,,1K∈  . Así pues, construimos la distribución de frecuencia 

acumulada de y , seleccionamos un número aleatorio d  de una distribución 

uniforme [ ]1,0  y entonces la predicción será 

jy =ˆ   si  












∈ ∑∑

=

−

=

j

i
i

j

i
i ffd

1

1

0

,  

donde if  es la frecuencia relativa de y , se cumple pues que 00 =f  y 

∑ =
=

J

i if1
1. 

3. Finalmente calcular el resultado del test mediante voto máximo del conjunto de 

R -estimadores. En caso necesario introducir una corrección para corregir el sesgo 

a favor de la hipótesis de no estacionariedad. 

 

Tabla 6.1: Algoritmo para el calculo del test de raíces unitarias. 
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Así pues el problema puede verse como el de un clasificador f  que pertenece a una 

familia ℑ  de funcionales, en el problema de clasificación el conjunto de puntos 

{ }n
iiin yxz 1, ==  es llamado pulverizable por ℑ , si para todo vector binario { }db 1,1−∈ , que 

puede ser de aceptar la hipótesis nula o rechazar, existe un clasificador ℑ∈bf  tal que  

{ }ni ,,1K∈∀  ( ) iib bxf =  

Dicho de otra forma, si definimos la función 

( ) { }nZYXZn Z =×⊆ℑ=Π ℑ ,:max  

siendo ( ) ( ){ }ℑ∈=ℑ fyxyx nnZ :,,,, 11 K , podemos elegir nuevamente { }1: +
−→Xf . 

Claramente para todo n , si ℑ  es finita ( ) ℑ≤Π ℑ n  y ( ) nn 2≤Π ℑ , resulta pues que ℑ  

pulveriza Z  y por tanto el clasificador producirá todas las posibles clasificaciones de una 

muestra Z , entonces debe ser Z
Z 2=ℑ . 

Obviamente, el valor más grande de n  para el que existe un conjunto nz  pulverizable 

es la llamada dimensión de Vapnik Chervonenkis, queda claro que para el caso que 

seguíamos estudiando, debe ser 2=Y  siendo { }1,1−=Y . Por tanto, la VC-dimensión del 

conjunto de clasificadores es definida como la cardinalidad del conjunto de puntos más 

grande X  que puede ser clasificado por funciones en ℑ , es decir 

( ) { }ZXXVC 2/maxdim =ℑ=ℑ  

Si además suponemos que ℑ  tiene VC-dimensión finita que podemos denotar por d  

y Ρ  es una medida de probabilidad arbitraria en YX × , en esta situación, con probabilidad 

al menos δ−1 , se verifica el resultado 

( ) ( ) 







+






 ++≤
4

log
2

log1
1ˆ δ

d

n
d

n
fRfR  

Este resultado muestra que, si la VC-dimensión es finita, ( ) ∞<=ℑ dVCdim , 

entonces el riesgo muestral converge uniformemente a ( )fR , lo que significa que para todo 

0>ε  se tiene  

( ) ( ) 0suplim =








>−
ℑ∈∞→

εfRfRP n
fn
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Este hecho puede considerarse una condición necesaria y suficiente para la 

consistencia del problema de minimización del riesgo empírico. Tiene que tenerse en 

cuenta que la condición de convergencia uniforme depende de ℑ . Luego podría suponerse 

que, si tenemos en cuenta nuevamente que ( ) ∞<=ℑ dVCdim  y ( )Β,χ  es un espacio de 

medida, la familia de funcionales ℑ  en χ  será llamada una clase Glivenko-Cantelli con 

respecto a una familia de medidas λ , con lo que para cada 0>ε  resulta que  

0supsupsuplim =








≥−
ℑ∈>∈∞→

εµµ
λµ

fEfEP
m

fnmn
 

siendo nµ  la medida empírica en las primeras n  coordenadas de la muestra, este resultado 

probaría que nf  converge a f  uniformemente en x  con probabilidad uno. 

De hecho, en caso de que la VC-dimensión fuera infinita, ( ) ∞==ℑ dVCdim , 

entonces la minimización del riesgo empírico no podría asegurar la minimización del riesgo 

funcional y por tanto3 

( ) ( ) ∞=∞+≤ fRfR ˆ  

Cabe señalar, en el primer resultado, el hecho de que la convergencia se produce 

independiente de la elección de Ρ  y que decrece con el tamaño de la muestra de 

aprendizaje, sin embargo la diferencia entre los errores aumenta con la complejidad de ℑ . 

Dicho de otra forma, es inversamente proporcional al tamaño de la muestra y directamente 

proporcional a la VC-dimensión. 

Por lo tanto, es necesario controlar la complejidad de ℑ∈f . Un camino para ello es 

utilizar parámetros de regularización, si se verifica sℑ⊂ℑ⊂ℑ K21  y 

( ){ }shCfs ≤ℑ∈=ℑ /  siendo ( )hC  una medida de la complejidad, en esta situación y si 

                                                           
3 ( )yyL ˆ,  representa la penalización de escoger ŷ  cuando el verdadero valor es y , la 

pérdida media mide el riesgo teórico del funcional f  

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∫ ===
× X Y XYXYT dxPxdydPyyLyxdPyyLyyLEfR /ˆ,,ˆ,ˆ,  

El riesgo empírico o muestral es 

 ( ) ( )( )∑
=

=
n

i
iin yxfL

n
fR

1

,
1ˆ , ( ){ }n

iii yx 1, = ,  ( ) ( )fRfRn

℘
→ˆ , ∞→n  
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utilizamos el criterio de minimizar el riesgo empírico, la decisión óptima será aquel valor 

de ℑ∈f  para el cual se obtenga 

( ) ( )shCsfRf ,,ˆminarg λ+ℑ∈  

siendo λ  un parámetro llamado de regularización. Este problema puede también ser 

planteado como 

( )
( ) ShC

fR
asf

≤
ℑ∈

ˆmin
.   o  

( )

( ) α≤

ℑ∈

fR

hC
asf

ˆ

min
.  

en los tres casos puede corresponderse con un problema de optimización convexa. 

Así pues, este problema puede ser definido como un problema de minimización del 

riesgo empírico regularizado, esto es 

( )( ) ( )shCxfyL
n

f
n
i iifsn ,,

1
minargˆ

1,, λλ += ∑ =ℑ∈  

que, desde luego, es una aproximación estocástica, si la ( )ℑdimVC  es finita, del problema 

de minimización del riesgo teórico regularizado, que viene dado por 

( )( )[ ] ( )shCXfYLEf PfsP ,,minarg,, λλ += ℑ∈  

Para finalizar, cabe notar que la elección de un/os parámetro/s de regularización, así 

como una/s medida/s de la complejidad adecuada/s, será función de sus efectos al 

aplicarlos. De hecho, al controlar la complejidad del estimador, se puede estar 

incrementando el sesgo y a su vez reduciendo varianza. En esta situación, estamos ante el 

dilema clásico sesgo-varianza 

6.2.2 Resultados empíricos 

En esta sección ilustramos el uso de experimento de Monte Carlo  para calcular una 

estimación del tamaño, simplemente observando cuantas veces la hipótesis nula es 

rechazada en las muestras. El número de replicaciones ha sido de 2000, de esta forma 

podemos obtener una estimación de la potencia del test, esto es de la probabilidad de 

rechazar dado el valor del parámetro. El modelo que se ha simulado es un proceso 

autorregresivo de orden 1, 

ttttt uuuty εφβµ +=++= −1; , 
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donde 0,0 == µβ , tε  son variables aleatorias independientes e idénticamente 

distribuidas ( )2,0 εσN  y se ha considerado { }1,95.0,9.0,85.0,8.0∈φ . El tamaño de muestra 

ha sido { }200,100,50∈n  y el nivel de significación { }1.0,075.0,05.0,025.0,01.0∈α . 

Los estimadores  robustos, que se han utilizado para obtener una estimación robusta 

de la función de autocorrelaciones ( )1ρ  son la estimación altamente robusta de Geman, 

MVE, MCD, la estimación de correlación de porcentaje ajustado y la estimación de 

covarianza media biponderada. El número de estimadores individuales utilizado ha sido de 

500.  

El procedimiento utilizado para obtener una estimación de la función de 

autocorrelaciones ha sido extrayendo las primeras hn −  observaciones de ( )tnuuu ,,1 K=  

para crear v . Extraer las últimas hn −  observaciones para crear w .  Por tanto una 

estimación del parámetro puede ser 

( ) ( )
( )vmad

wmad
m 1ˆˆ ρφ = , 

donde ( ) ( )( )jiji xxmedmedxmad −=  y imed  es la mediana de  las n  medianas de 

( )ji xx − , nj ,,2,1 K=  

Y el estadístico del test de Dickey-Fuller es 

( )( )1ˆ
21 −−−= φzzntaum . 

Para estudiar la robustez de los estimadores se ha considerado un outlier aditivo de 

tamaño θ  en cada una de las muestras, siendo 0t  una posición aleatoria en T,,1K .   

( ) ( ) θσ+=
00 tt ux , 

donde σ  son variables aleatorias ( )2,0 εσN  y 000.10=θ . 

Los resultados obtenidos vienen dados en las tablas 6.2 ,6.3, 6.4 y 6.5.  
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n=200 Φ

α=0.05 0,80 0,85 0,90 0,95 1
Sin OA Aprendizaje 1,000 1,000 0,996 0,801 0,187

Clásico 1,000 1,000 1,000 0,771 0,041
Higly(Coman) 1,000 1,000 0,998 0,882 0,311
Population Percentage  Bend Correlation1,000 1,000 0,997 0,858 0,243
Biweight Midcovariance 1,000 1,000 0,986 0,850 0,395
MCD 1,000 1,000 0,998 0,887 0,282
MVE 1,000 1,000 0,995 0,851 0,340

Con OA Aprendizaje 1,000 1,000 0,989 0,791 0,165
Clásico 0,998 0,996 0,998 0,996 0,993
Higly(Coman) 1,000 1,000 0,996 0,880 0,323
Population Percentage  Bend Correlation1,000 0,999 0,994 0,920 0,524
Biweight Midcovariance 1,000 1,000 0,986 0,847 0,391
MCD 1,000 1,000 0,997 0,886 0,300
MVE 1,000 1,000 0,992 0,845 0,359

 

Tabla 6.2: Comparación de estimadores. Sin outlier aditivo y con outlier aditivo, 
{ }1,95.0,9.0,85.0,8.0∈φ , { }05.0∈α . 500 estimadores individuales para el estimador 

basado en aprendizaje. 
 

n=200 Sin OA
α=0,01
Φ Aprendizaje
0,90 0,854 0,9255 0,947 0,945 0,914 0,963 0,921
0,95 0,362 0,319 0,540 0,514 0,558 0,573 0,524
1 0,033 0,0095 0,089 0,068 0,161 0,079 0,135
α=0,025
Φ Aprendizaje
0,90 0,951 0,987 0,988 0,990 0,974 0,994 0,975
0,95 0,592 0,565 0,758 0,713 0,728 0,767 0,720
1 0,087 0,0205 0,194 0,147 0,274 0,174 0,229
α=0,05
Φ Aprendizaje
0,90 0,989 0,9995 0,998 0,997 0,986 0,998 0,995
0,95 0,791 0,771 0,882 0,858 0,850 0,887 0,851
1,000 0,165 0,0405 0,311 0,243 0,395 0,282 0,340
α=0,075
Φ Aprendizaje
0,90 0,996 1 0,999 0,999 0,993 0,999 0,999
0,95 0,837 0,877 0,930 0,913 0,908 0,936 0,905
1,00 0,240 0,0605 0,416 0,341 0,478 0,382 0,433
α=0,1
Φ Aprendizaje
0,90 0,999 1 0,999 0,999 0,998 1,000 1,000
0,95 0,879 0,934 0,958 0,942 0,935 0,958 0,936
1 0,296 0,0845 0,503 0,419 0,537 0,458 0,499

Clásico Higly(Coman)
Population 
Percentage  

Biweight 
Midcovariance MCD MVE

Clásico Higly(Coman)
Population 
Percentage  

Biweight 
Midcovariance

Clásico Higly(Coman)
Population 
Percentage  

Biweight 
Midcovariance

Population 
Percentage  

Biweight 
Midcovariance

MCD MVE

MCD MVE

MCD MVE

Clásico Higly(Coman)
Population 
Percentage  

Biweight 
Midcovariance MCD MVE

Clásico Higly(Coman)

 

Tabla 6.3: Comparación de estimadores. Sin outlier aditivo. Probabilidad de rechazar la 
hipótesis nula cuando { }1,95.0,9.0∈φ , { }1.0,075.0,05.0,025.0,01.0∈α . 500 

estimadores individuales para el estimador basado en aprendizaje. 
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n=200 Con OA
α=0,01
Φ Aprendizaje
0,90 0,844 0,998 0,940 0,973 0,912 0,958 0,924
0,95 0,365 0,995 0,550 0,714 0,550 0,567 0,524
1 0,056 0,9915 0,100 0,229 0,179 0,096 0,145
α=0,025
Φ Aprendizaje
0,90 0,954 0,998 0,985 0,991 0,968 0,991 0,978
0,95 0,592 0,9955 0,753 0,846 0,724 0,762 0,713
1 0,118 0,992 0,202 0,385 0,285 0,185 0,245
α=0,05
Φ Aprendizaje
0,90 0,996 0,998 0,996 0,994 0,986 0,997 0,992
0,95 0,801 0,996 0,880 0,920 0,847 0,886 0,845
1,000 0,187 0,993 0,323 0,524 0,391 0,300 0,359
α=0,075
Φ Aprendizaje
0,90 0,994 0,998 0,998 0,995 0,994 0,999 0,996
0,95 0,840 0,996 0,928 0,942 0,898 0,930 0,906
1,00 0,275 0,9935 0,433 0,607 0,478 0,394 0,443
α=0,1
Φ Aprendizaje
0,90 0,996 0,998 0,998 0,996 0,996 1,000 0,997
0,95 0,894 0,996 0,950 0,956 0,930 0,950 0,933
1 0,336 0,9935 0,512 0,669 0,547 0,471 0,521

MCD MVE

Clásico Higly(Coman)

Clásico Higly(Coman)
Population 
Percentage  

Biweight 
Midcovariance

Population 
Percentage  

Biweight 
Midcovariance MCD MVE

Clásico Higly(Coman)
Population 
Percentage  

Biweight 
Midcovariance

Clásico Higly(Coman)
Population 
Percentage  

Biweight 
Midcovariance

Population 
Percentage  

Biweight 
Midcovariance

MCD MVE

MCD MVE

MCD MVEClásico Higly(Coman)

 
Tabla 6.4: Comparación de estimadores. Con outlier aditivo. { }1,95.0,9.0∈φ , 

{ }1.0,075.0,05.0,025.0,01.0∈α . 500 estimadores individuales para el estimador 

basado en aprendizaje. 
 

Como se puede observar en las tablas 6.2, 6.3, sin presencia de OA, todos los 

estimadores basados en métodos robustos son más potentes que el estimador clásico. Sin 

embargo estos rechazarán la hipótesis de raíz unitaria en un número mayor de ocasiones 

que el estimador clásico. Con el estimador basado en aprendizaje se ha conseguido en cierta 

medida una reducción de este porcentaje.  

En presencia de un OA, tablas 6.2, 6.4, los estimadores robustos prácticamente no ven 

afectada su potencia, si en cambio en el estimador clásico tal y como ya se ha comentado en 

el capitulo 5. 

Como se aprecia, además, en la tabla 6.4 el estimador clásico rechaza en casi el 100% 

de las muestras, y para todos los niveles de significación, la presencia de una raíz unitaria 

bajo condiciones de un OA . El estimador bajo aprendizaje parece ser no tan potente como 

los estimadores individuales robustos aunque rechazará la presencia de una raíz unitaria en 

un porcentaje menor que estos. 
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α=0,01
Sin OA Con OA

Φ 50 100 200 50 100 200
0,95 0,068 0,151 0,322 0,064 0,112 0,375
1 0,052 0,040 0,044 0,032 0,052 0,064
α=0,025

Sin OA Con OA
Φ 50 100 200 50 100 200
0,95 0,147 0,311 0,570 0,124 0,251 0,598
1 0,100 0,112 0,106 0,072 0,116 0,108
α=0,05

Sin OA Con OA
Φ 50 100 200 50 100 200
0,95 0,251 0,434 0,753 0,231 0,418 0,761
1 0,163 0,175 0,183 0,131 0,199 0,212
α=0,075

Sin OA Con OA
Φ 50 100 200 50 100 200
0,95 0,351 0,526 0,829 0,331 0,530 0,841
1 0,231 0,279 0,227 0,212 0,291 0,299
α=0,1

Sin OA Con OA
Φ 50 100 200 50 100 200
0,95 0,426 0,618 0,875 0,390 0,606 0,900
1 0,291 0,339 0,299 0,299 0,343 0,359

 

Tabla 6.5: Comparación del estimador basado en aprendizaje en función del tamaño de 
muestra { }200,100,50∈n . Sin outlier aditivo y con outlier aditivo. { }1,95.0∈φ , 

{ }1.0,075.0,05.0,025.0,01.0∈α . 500 estimadores individuales. 

 

En primer lugar, hacemos notar que, en particular, para esta tabla, que las simulaciones se 

han realizado con 250 muestras, en el resto de tablas las simulaciones se han realizado con 

2000 muestras. 

Luego en función del tamaño muestral, para una simulación con 250 muestras, se 

observa la mayor potencia del test para muestras pequeñas que el test de Dickey-Fuller y se 

vuelven a corroborar todas conclusiones que se han extraído tanto en el capitulo 5, 

resultados dados en las tablas 5.1, 5.2 y 5.3, como en el capitulo 6, tablas 6.2, 6.3 y 6.4. 
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6.3 Fundamentos del algoritmo 

6.3.1 Introducción 

Para reducir la variabilidad en estimadores inestables, que se caracterizan por tener 

alta variabilidad, como veremos, se pueden utilizar técnicas de regularización, de 

perturbación o de agregación/combinación de estimadores. 

Entre ellas se encuentra el algoritmo Bagging. Esta metodología utiliza tanto técnicas 

de perturbación como de combinación para reducir la variabilidad en estimadores 

inestables. Otro tipo de algoritmos que utilizan la agregación de una familia de modelos, 

son los considerados en base a una familia de modelos adaptativos, un caso es el algoritmo 

Boosting. 

6.3.2 Perturbar el espacio muestral 

Un camino para reducir la variabilidad es perturbando o modificando algún aspecto 

del problema como la función de perdida, la distribución de las variables o algún aspecto 

concreto del algoritmo. En este caso, seleccionar un funcional ℑ∈f  el cual minimice el 

riesgo empírico para cada uno de los problemas modificados y utilizar estos para obtener 

una solución del problema. Claro tiene que estar ahora que esta solución puede obtenerse 

por agregación/combinación de cada uno de los problemas modificados. 

De manera que podemos construir una familia de transformaciones tG  en ( )ΑΩ,  en 

el espacio de parámetros Θ , si ( )µ,, ΑΩ  es un espacio de medida completo de una familia 

de distribuciones de probabilidad { }Θ∈= θθθ /PP  en ( )ΑΩ, , una transformación en el 

espacio muestral ( )Β,χ  provoca una perturbación en θP  y por tanto en una parte del 

espacio de medidas de probabilidad en ( )ΑΩ, .  

La técnica que podemos utilizar para obtener una familia de perturbaciones es 

modificando la distribución empírica ∑ == n
i zn i

nF 11 δ , siendo zδ  la medida de Dirac que 

da masa 1 a z . Por lo tanto, si reponderamos aleatoriamente la distribución empírica se 

obtiene que ∑ == n
i zim

m
n i

wF 1 δ  para Mm ,,1K= , siendo { }n
iimw 1=  una función de pesos la 

cual puede seguir alguna distribución de probabilidad con [ ] nimwE 1= . Más exactamente, 

si tomamos para los pesos { }n
iimw 1=  una distribución multinomial, { }nwim ,,1,0 K∈  con 
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probabilidad n1 , en este caso cada perturbación se basa en una muestra Bootstrap4 con 

reemplazamiento. Notar que si utilizamos una distribución hipergeométrica estaremos en el 

caso sin reemplazamiento. 

Un camino alternativo es perturbar la función de perdida ( ) ( ) mm YYLYYL δ+= ˆ,ˆ,  a 

través de alguna función aleatoria mδ .  

Con estas dos metodologías, perturbando el espacio muestral o la función de perdida, 

podemos obtener M  estimaciones de los parámetros, en particular para el modelo de 

predicción lineal, el cual puede expresarse de la forma 

( ) ( ) ( )∫+= θθθ dxfaaaxf ;; 0 , ( )kθθθ ,,1 K= , Θ∈θ  

la función de coeficientes óptimo debe ser 

( )[ ][ ]axfyLEa
a

;,minarg* =  

Ahora bien, si consideramos en una de las M  muestras, teniendo en cuenta además 

que si f 5 es una función simple, se puede comprobar que 

( ) ( ) ( ) ( )l

L

l
ll

L

l
ll xfccxfavaaxf θθθ ;;;

1
0

1
0 ∑∑

==
+=+≈  

resulta pues que, los coeficientes estimados para el modelo usando esta muestra y si 

minimizamos el riesgo empírico regularizado son 

{ }
{ }

( ) ( )∑∑ ∑
== =

= −+







+=

=

L

l
ll

n

i

L

l
lili

c

L
ll cchxfccyL

n
c

L
ll 1

0
1 1

0
ˆ

1 ;,
1

minargˆ
1

λθ  

siendo λ  un parámetro de regularización y la función ( )⋅h  puede ser elegida tal que 

( ) δxxh = , 0≥δ  

Notar que diferentes elecciones de λ  y δ  pueden tener como resultado un incremento en 

la acuracidad. 

Llegados a este punto para las M  muestras, podemos suponer Bootstrap, entonces si 

{ }n
iiim yxS 1, =⊂ , Mm ,,1K=  se tiene 

                                                           
4 Una muestra Bootstrap de tamaño n se construye tomando una muestra aleatoria simple del espacio muestral. 
5 Si ( )µ,, ΑΩ  es un espacio de medida. Una función ℜ→Ω:f  se dice simple, si existe una partición { }niiE ≤≤1:  de Ω  

por elementos de Α  y un conjunto { }niia ≤≤1:  de números reales, con jaia ≠  si ji ≠   tal que ∑ == n
i Eiaf

i1 χ  

donde  
iEχ  denota la función característica de 

iE  respecto Ω . Para este tipo de funciones se define la integral de f  respecto a 

µ  como ( )∑∫ ==Ω
n
i iEiafd 1 µµ . 
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{ }
{ }

( ) ( )∑∑ ∑
=

∈
=

= −+







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=

L

l
mllmSi

L

l
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L
llm cchxfccyL
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0
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0
ˆ

1 ;,
1

minargˆ
1

λθ , 

Mm ,,1K=  

La estimación final puede ser una combinación lineal de las estimaciones individuales, 

siendo ésta 

( )m
M

m m axfwy ˆ;ˆ
1∑ == , Miwi ,,1,0 K=≥  

que puede considerarse convexa si 11 =∑ =
M
m mw . 

Para una combinación de estimadores con restricciones, puede ser conveniente 

considerar como pesos 

( )

( )∑ ∑ ∑

∑ ∑

=
∈

=

∈
=









+









+

=
M
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Si

L

l
lmilmmi

Si

L

l
lmilmmi

m

m

m

xfccyL
n

xfccyL
n
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1 1
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;,
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;,
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θ

θ
 

siempre y cuando los estimadores individuales sean insesgados. 

Es evidente que al perturbar habremos conseguido una disminución entre las 

covarianzas de los estimadores individuales y por tanto es de suponer que una reducción en 

el error cuadrático de estimación.  

6.3.3 Combinación de estimadores sin restricciones 

Una transformación en el espacio muestral ( )Β,χ  provoca una perturbación en el 

espacio de medidas de probabilidad que denotaremos ( )ΑΩ, . Así pues, podemos tomar dos 

estimaciones de un punto en el espacio Yy∈  obtenidas mediante dos transformaciones en 

( )Β,χ , es decir 

( )1
1

ˆˆ xff = , ( )2
2

ˆˆ xff =  y ℑ∈f  

Es evidente que se puede usar como función de perdida ( ) YYYYL ˆˆ, −=  y si llamamos 

error de predicción a j
j fye ˆ−= , y además se verifica que 

[ ] 0=jeE , ( ) 22
σ=





 jeE  para 2,1=j  y [ ] 2121 σσl=eeE  

En la situación así planteada, podemos considerar como estimación de y  la 

combinación lineal de las dos predicciones  
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( ) 21
ˆ1ˆ fkfkC −+=  

Por tanto, el error de predicción de la combinación lineal tiene que ser  

( ) 21 1 ekkeCyec −+=−=  

y la varianza del error de predicción resulta ser 

( ) ( ) 21
2
2

22
1

22 121 σσσσσ lkkkkc −+−+=  

que es minimizada por  

21
2
2

2
1

21
2
2*

2 σσσσ
σσσ
l

l

−+
−

=k  

Así pues, resulta ser que 

l

<
=
>

<
=
>

1

2*

σ
σ

siik  

con lo cual, se verifica que ( )2
2

2
1

2
,* ,σσσ minc <  a menos que l  sea igual a 1σ / 2σ  o 

2σ / 1σ . 

En el caso general, si generalizamos a M  transformaciones obtenemos M  variables 

aleatorias ( ){ }M

jj xf
1

ˆ
=

, que resultan ser M  estimadores de un punto del espacio Yy∈ . 

Notar que jf  pertenece a una familia fija ℑ . Podríamos haber tomado el caso donde los 

estimadores son escogidos de jℑℑ ,,1 K  familias diferentes, esto es jjf ℑ∈ , 

{ }Mj ,,1K∈  y no realizar ninguna transformación en ( )Β,χ . 

Parece natural que la estimación final puede ser hecha utilizando una combinación 

lineal de las M  predicciones ( )∑ == M
j jj xfwy 1

ˆˆ , es evidente que el producto escalar es una 

aplicación continua y por tanto podemos utilizar una forma lineal continua sobre el espacio 

euclídeo, esto es, una combinación lineal de ( ){ }M
jj xf

1
ˆ

=
. 

En tal caso, la clase de combinaciones lineales, que puede ser un número infinito 

numerable de M  estimadores obtenidos de una familia ℑ , la denotaremos ( )ℑMlin , 

además se puede expresar como 

( ) ( ) ( ){ }ℑ∈≥==ℑ ∑ = j
M
j jjjM fwxfwxffLin ,0,:

1
 

Por tanto el error cuadrático de estimación del estimador combinado puede 

descomponerse en 
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( )[ ] [ ]( ) [ ]( )
( )2

222 ˆˆˆˆ

ywww

yfwEEfwEfwEyyE

tt

ttt

−+Ω=

−+



 −=−

µ
 

siendo Ω  la matriz de varianzas covarianzas, más concretamente 

( )( )[ ]jjiiij ffE µµ −−=Ω ˆˆ . Este resultado permite obtener dos partes; la primera 

corresponde a la varianza del funcional combinado, la segunda corresponde al sesgo del 

estimador combinado. Se verifica además que el mínimo riesgo esperado se obtiene para 

( ) µµµ yw t 1* −
Ω+= . Ahora bien, si tomamos Mwi 1= , se verifica 

( )[ ] ( )
2

1
2

1 ,1
2

1
2

2 111
ˆ 








−+Ω+Ω=− ∑∑ ∑∑

== ≠==

M

i
i

M

i

M

ijj
ij

M

i
ii y

MMM
yyE µ  

Y además si denotamos por mediai =µ , ianzaii var=Ω  y cov=Ω ij , permite obtener, 

más claramente, el siguiente resultado 

( )[ ] ( )2
2

2
2 covvar

1
ˆ Ymedia

M

MM
ianza

M
yyE −+−+=−  

Como se puede observar, el sesgo del sistema combinado es idéntico al sesgo de cada 

estimador y la combinación no reduce este. En tal caso, habría que escoger los estimadores 

individuales con poco sesgo, conviene recordar que la regularización introduce sesgo. Por 

otro lado, la covarianza entre los estimadores debe ser pequeña, ya que esta no puede 

reducirse incrementando el número de estimadores en la combinación M . La varianza por 

su parte se ve reducida por un factor M1 . 

Por tanto, como criterio debemos buscar estimadores individuales con poco sesgo y en 

consecuencia el estimador combinado tendrá poco sesgo, y con poca correlación entre ellos. 

En esta situación, el riesgo esperado del estimador combinado será significativamente 

menor que el de un estimador individual. 

6.3.4 Combinación de estimadores con restricciones 

Si añadimos al problema la restricción 11 =∑ =
M
i iw  siendo 0≥iw  Mi ,,1K= , en este 

nuevo caso, la combinación es convexa. Así pues, la clase de combinaciones lineales 

convexa de orden M  puede ser definida por el conjunto 

( ) ( ) ( ){ }∑∑ == ℑ∈=≥==ℑ M
j jj

M
j jjjM fwwxfwxffCo

11
,1,0,:  
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Estamos ante un problema de optimización con restricciones, en este caso con una 

relación funcional. Como es sabido, éste puede ser transformado en una función lineal de la 

función objetivo y las restricciones, de esta manera el lagrangiano puede expresarse como 

( ) ( )1
2

−+−+Ω= uwywwwL ttt λµ  

si utilizamos una formulación alternativa para los pesos, esto es 

( ) gguw t 1−
= , ( )tu 1,,1K=  

Podemos resolver, igualando a cero las derivadas parciales, con lo que obtenemos 1+m  

ecuaciones para resolver 1+m  variables. El óptimo se obtiene para 

( )( )( ) uyuyuw t 1* −
−−+Ω= µµ  

Finalmente, el error cuadrático medio de estimación puede expresarse como 

( )[ ]
( )( )( ) uyuyuu

yyE
t 1

2 1
ˆ

−
−−+Ω′

=−
µµ

 

Se verifica entonces que el estimador combinado es insesgado si los estimadores 

individuales son insesgados, puesto que los sesgos individuales aparecen explícitamente en 

el denominador. Además, si los estimadores individuales son incorrelados, el óptimo es 

[ ]
[ ]i

M

i

i
i

fV

fV
w

∑
=

=

1

*  

En esta situación parece conveniente dar menos peso a aquellos estimadores que producen 

más error. 

6.3.5 Convergencia del estimador combinado 

La clase de combinaciones lineales ( )ℑMlin  o combinaciones lineales convexas 

( )ℑMCo  de M  estimadores bajo ciertas condiciones, como hemos visto, dan mejores 

resultados que estimadores individuales. Podemos, además, analizar la convergencia de su 

función de riesgo en función de la complejidad de los estimadores a través de la VC 

dimensión, del tamaño de la muestra de aprendizaje y del número de estimadores que 

intervienen en la combinación. 

Si utilizamos la clase de combinaciones lineales, esto es ( )ℑMlin , de un número 

puede ser infinitamente numerable de estimadores de alguna familia fija ℑ , suponiendo: 
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I.  ( ){ }n
iiin yxz 1, ==  es una muestra aleatoria independiente de acuerdo a una 

distribución de probabilidad P . 

II. { }1: +
−→Xf j , siendo ∑ == M

j jj fwf 1  0≥jw . 

III.  ( ) ( )( )0≤= xyfPfR . 

En tal caso, existe una constante k  tal que, con probabilidad al menos δ−1 , se puede 

establecer el siguiente resultado [25] 

( ) ( ) ( ) ( )
n

dnd
kfRfR

δ1lnlnˆ +
+≤  

siendo ( ) ( )ℑ= dimln VCMMd  y siempre que la VC -dimensión sea finita, ( ) ∞<ℑdimVC . 

El segundo miembro depende de la VC dimensión de la clase de funcionales ℑ  que, como 

hemos visto, es una medida de la complejidad de ℑ . El segundo miembro también depende 

del tamaño de la muestra de aprendizaje que debería crecer al menos linealmente con el 

número de estimadores M  introducidos en la combinación independientemente de ( )fR̂ . 

Si además, añadimos la restricción 11 =∑ =
m
i jw  siendo 0≥jw  mj ,,1K= , estaremos 

ante la clase de combinaciones lineales convexas ( )ℑMCo  de un número que nuevamente, 

puede ser infinitamente numerable de estimadores de alguna familia fija ℑ , que para un 

( ]1,0∈θ , se puede establecer el siguiente resultado [25] 

( ) ( )( ) ( ) ( )δ
θ

θ 1ln
ln1

2

2

++≤≤
dnd

n
kxyfPfR Z  

habida cuenta que ( )ℑ= dimVCd . Acerca de este resultado cabe señalar que depende de la 

proporción del conjunto de aprendizaje con margen6 menor que algún valor θ , siendo el 

margen ( )xyf , de la VC dimensión de ℑ , esta vez, penalizado por un parámetro θ  y del 

tamaño de la muestra de aprendizaje. Notar que ahora no existe dependencia de M , el 

número de estimadores utilizados en la combinación.  

Este resultado y el anterior usan la hipótesis de que la complejidad depende del 

estimador más complejo en la combinación, aun cuando éste puede tener un peso pequeño 

en esta. Está claro que un caso más realista sería si generalizamos al caso donde los 

clasificadores pueden ser escogidos de familias diferentes rℑℑ ,,1 K , las cuales pueden 
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tener VC dimensiones diferentes. En este caso, si 
tntf ℑ∈  para { }rnt ,,1K∈ , si existe una 

constante k  y para un ( ]1,0∈θ  tal que con probabilidad al menos δ−1 , se puede 

establecer el siguiente resultado, LL.Mason, P. Bartlett, W. Sun Lee, M. Golea. (1998), 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
21

2
2

1lnlnlnln
11








 +++≤≤ δµθµ
θ

θ nrn
n

kxyfPfR Z  

siendo ( )∑ = ℑ= M

t nt t
VCw

1
dimµ  la media ponderada de la VC dimensión de los 

clasificadores.  

Además, si tomamos un 0>δ , existe una constante c  tal que 

( ) ( )( ) ∑ =+≤ n
i iiZ BdwxyfPfR

12

1
2

θ
 

siendo ( ) dnVC
n

c
B loglogdim 2ℑ= , diferentes elecciones de iw  y de θ  darán diferentes 

estimaciones del riesgo de f . 

6.3.6 Bagging 

Si consideramos un estimador con funcional asociado T  y F  la distribución 

desconocida común de las variables que forman la muestra, podemos estimar ( )FT  por 

( )nFT , siendo nF  la bien conocida distribución empírica. 

Además podemos realizar, como hemos visto, M  transformaciones en el espacio 

muestral si utilizamos para ello M  muestras Bootstrap independientes con la misma 

distribución que nF , con lo que es posible generar ( )nm FT  Mm ,,1K=  funcionales. Es 

sabido que si se cumple 

( ) ( )FTFT n

℘
→  ∞→n  

el funcional T  será consistente en F . De hecho, podemos pensar que cada uno de los M  

funcionales son consistentes, por tanto tiene sentido utilizar una sucesión consistente de 

estimadores y construir un estimador ( )FT  por agregación/combinación, es decir que se 

puede construir un estimador de la forma ( ) ( )∑ == M
m nmn

B FT
M

FT
1

1
 

                                                                                                                                                    
6 Si { }1,1−∈y , en este caso podemos coger como medida de la calidad de las estimaciones el margen, término en ingles “margin”, 

esto es ( )xyf . La función de perdida puede ser definida como ( ) ( )( )xyfyyL −= 1,0maxˆ, . 
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ya que resulta que ( ) ( )FTFT n
B

℘
→ . 

De manera que Bagging7 modifica la distribución muestral por reponderación 

aleatoria, por tanto  

∑=
=

n

i
zimm i

wF
1

ˆ δ , { }Mm ,,1K=  

siendo los pesos { }n

iimw 1= , al utilizar Bootstrap, obtenidos de una distribución multinomial y 

si { }nwim ,,1,0 K∈  con probabilidad n1 . 

Si retomamos el modelo de predicción lineal visto anteriormente, los coeficientes 

utilizando Bagging son { }M
mMm 1

1
0 ==θ . Por su parte el parámetro de regularización es de 

suponer que es ∞=λ , así pues la capacidad de aprendizaje del algoritmo no debería de 

incrementarse con el tamaño M  de estimadores. Este resultado muestra que la 

sobreestimación debido a la complejidad del modelo no debería ser un problema en relación 

a cuando el número M  de estimadores en la combinación aumenta.  

Además es fácil ver que, si tenemos en cuenta los resultados obtenidos para 

estimadores combinados con restricciones, el estimador Bagging será insesgado si los 

estimadores individuales son insesgados. En esta situación y si suponemos que estos son a 

su vez incorrelados, podríamos sugerir que la elección óptima sería un estimador Bagging 

modificado, con expresión 

( ) ( )∑
=

′ =
M

m
nmmn

B FTwFT
1

 

siendo 

( )[ ]
( )[ ]∑

=

=
M

m
nm

nm
m

FT

FT
w

1

var

var
 

En realidad, al disponer de una muestra finita, como ya se ha dicho, este resultado, en 

general, no es del todo cierto y solo podemos decir que se producirá una reducción de la 

correlación entre los estimadores individuales. Así pues se reducirá el error cuadrático de 

estimación del sistema combinado o de cualquier otra función de riesgo utilizada. Además 

la influencia de un dato anómalo será menor debido al uso de Boostrap. 

                                                           
7 En ingles, Bootstrap sampling and aggregation. 
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6.3.7 Estimador Bagging para clasificación 

Si y  es un conjunto finito discreto, para un problema de clasificación la estimación se 

hará por simple voto, Breiman (1999). Por tanto 

( ) j
j

B Nxf maxarg= , ( ){ }jZxfkN kj == ,;#  

Naturalmente se verifica 

I. La probabilidad de clasificación correcta de ( )Zxf ,  es 

( )( ) ( ) ( )∑ ∫ ====
j

XZ dxPxXjYPjZxfPr |, . 

II. La probabilidad de correcta clasificación de ( ) ( )( )iZxfPxf ZiA == ,maxarg  ha 

de ser  

( )( )( ) ( ) ( )∑∫ ===
j

XZi dxPxXjYPiZxfPI |,maxarg . 

III.  Si el estimador óptimo es ( ) ( )( )jZxfPxf Zj == ,maxarg* , la probabilidad 

óptima de clasificación correcta es 

( )( ) ( )dxPjZxfP XZj∫ =,maxarg . 

IV.  ( ) ( ){ }xfxfxC A
*: == . 

En esta situación y si ( ) 1≅CP , nos permite asegurar que ( )xf A  estará cercano al 

óptimo. Como era previsible, al igual que en regresión, con estimadores estables puede ser 

que el estimador Bagging no sea la elección óptima. Si en cambio lo será con estimadores 

inestables. 

6.3.8 Random Forest 

Random Forest, Breiman (2000), es un algoritmo que utiliza una combinación lineal 

convexa de árboles de decisión en los cuales se modifican por un lado la distribución 

conjunta de la muestra de aprendizaje y por otro el algoritmo utilizado para construir los 

árboles. En el primer caso, como hemos visto, se puede construir una familia de 

transformaciones tG  en ( )ΑΩ,  en el espacio paramétrico Θ . Una transformación en el 

espacio muestral ( )Β,χ  provoca una perturbación en θP  y por tanto en una parte del 

espacio de medidas de probabilidad en ( )ΑΩ, . Así pues, cada perturbación dará lugar a 

una estimación diferente de vectores de poda en cada una de las muestras.  
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En consecuencia, en RF las perturbaciones en θP  se consiguen mediante muestras 

Bootstrap con reemplazamiento de la muestra de aprendizaje, con lo que se modifica la 

distribución muestral ∑ == n
i zn i

nF 11 δ  por reponderación aleatoria, luego nuevamente 

∑ == n
i zim

m
n i

wF 1 δ  para Mm ,,1K=  y los pesos { }n
iimw 1=  siguen una distribución 

multinomial. Es evidente que cada mnF  tiene la misma distribución que nF  y teóricamente 

cada muestra debe ser independiente una de otra. 

En el segundo caso se produce una modificación del algoritmo que se usa en la 

construcción del árbol T . Desde luego, cada nodo define una partición del espacio euclídeo 

de la forma axq < , axq ≥  siendo qXx ℜ⊂∈  y cada nueva partición, notar que el árbol 

es orientado, genera dos nuevas particiones buscando sobre todo q  y a  la mejor 

estimación que por ejemplo en clasificación minimice el criterio de Gini o en regresión 

minimice la suma de cuadrados. 

Cabe destacar que, en Random Forest, cada nueva partición no se realiza buscando 

sobre todo q  sino sobre un subconjunto sq  elegido aleatoriamente de entre las q  variables 

explicativas qqs ≤≤1 . Consecuentemente, cuando qqs = , el algoritmo es equivalente a 

Bagging de árboles utilizando la metodología CART8. Por otro lado, si 1=sq , se 

produciría una poda aleatoria. Sin embargo nada permite concluir que valor sq  es óptimo y 

si éste debe mantenerse durante todo el proceso de construcción de un árbol. En esta 

dirección Breiman sugiere tomar [ ]1log2 += qqs , notar que esta elección tiene como única 

consecuencia reducir los cálculos por un factor qqs . 

Así pues, con estas dos modificaciones estamos introduciendo aleatoriedad en la 

construcción de cada uno de los árboles con lo que al combinar estos, deberá producirse 

una reducción en la estimación del riesgo esperado. La relación que existe entre el error del 

estimador combinado y el error de un estimador individual viene dada por Tumer, K. And 

Ghosh, J. (1999),  

( )
bayesc errorerror

M

M
error +−+= 11 l

 

                                                           
8 Existen diferentes algoritmos para construir árboles de decisión y las diferencias entre ellos están en la estrategia de podar los 
árboles, las reglas para particionar los nodos y el tratamiento de valores perdidos. Entre los principales algoritmos están: Árboles 
de Clasificación y Regresión (CART: Classification And Regression Tree). Otras metodologías son C4.5. Introducido por Quinlan, 
CHAID.  “Chi-square automatic interaction detection”, fue introducido por Kass,  NewId.  Es muy similar a C4.5, Arboles 
Bayesianos: Está basado en aplicación de métodos Bayesianos a arboles de decisión. Buntine, CN2. Introducido por Clark and 
Niblett (1988). 
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siendo l  el coeficiente de correlación entre los errores de los estimadores9. Si 1=l  el error 

del sistema combinado es igual al de un estimador simple. Si 0=l  el error del conjunto 

decrece proporcionalmente con el número de estimadores introducidos en la combinación, 

en nuestro caso árboles. 

6.3.9 Convergencia de los árboles de decisión 

Resultados de la teoría de la VC-dimensión sugieren que la muestra de aprendizaje 

debería crecer al menos linealmente con el tamaño del árbol T . De hecho, un resultado 

anterior muestra que el riesgo es inversamente proporcional al tamaño de la muestra y 

directamente proporcional a la complejidad de la familia de funcionales ℑ  a través de la 

VC-dimensión. Conviene por tanto analizar que tipo de medida de la complejidad se puede 

utilizar para los árboles de decisión. En particular el tamaño del árbol no es siempre una 

buena medida de la complejidad y se da como alternativa una nueva medida. Ésta depende 

de la distribución inducida por la muestra de aprendizaje en los nodos terminales. Este 

resultado se sostiene bajo el resultado estudiado para una familia de combinaciones lineales 

convexas ( )ℑMCo . 

Esta idea quedará reforzada con el siguiente resultado. Si consideramos un árbol de 

decisión definido como { } KkktT ,,1K==  siendo K  el número de hojas del árbol, la 

estimación en el nodo terminal puede ser una combinación lineal convexa, con expresión 

( )k
k

k kk RxIw ∈∑ =1
γ  

siendo { }1: +
−→Xkγ  y 1

1
=∑ =

K

k kw . 

Por consiguiente, la estimación en el nodo terminal se puede realizar por voto 

mayoritario y por tanto la decisión en el nodo terminal puede ser del tipo 

( )( )k
k
k kk RxIwsign ∈∑ =1 γ . Conviene en esta situación utilizar un resultado para la clase de 

combinaciones lineales convexas ( )ℑMCo , con lo que si tomamos una constante k  y 

además un ( ]1,0∈θ  con probabilidad al menos δ−1 , se cumple  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
21

2
21

1lnlnlnln
11ˆˆ 







 +++≤+≤ ∑ = δθ
θ

θ vmdnv
n

kwIPfRfR
K
k kk  

                                                           
9 la correlación entre if̂  y jf̂  puede ser definida como la probabilidad de que if̂  y jf̂  cometen el mismo error, es 
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Siempre, claro está, que la ∞<dimVC , siendo ( )ℑ= dimVCdv  y kd  es el tamaño 

máximo del nodo terminal en el árbol T . No puede ser de otra forma, que d  es la media 

ponderada del tamaño de los nodos terminales del árbol T , luego debe ser ∑ == K
k kkdwd 1 . 

Además, en cada nodo terminal { }kP̂  es la proporción de muestras de aprendizaje que son 

correctamente clasificadas por el nodo terminal k . 

Luego el riesgo de un estimador basado en el voto mayoritario puede ser acotado en 

términos de la muestra de aprendizaje con un margen menor que un determinado θ  más un 

término adicional. Este termino depende del número de muestras de aprendizaje, de alguna 

medida de la complejidad de ℑ  y de θ , que en esta situación deberá ser elegido lo más 

grande posible. 

6.3.10 Convergencia de una combinación de árboles 

Como es lógico, podemos medir la complejidad de RF utilizando dos medidas, por un 

lado el tamaño de cada árbol, el cual debería de ser controlado para prevenir la 

sobreestimación. Y por otro, el número de árboles que se utilizan en la combinación. En el 

primer caso sería conveniente, para cada árbol en la combinación, seleccionar el árbol en Τ  

que minimiza por ejemplo ( ) ( ) TTLTC n α+= ˆ . Sin embargo en RF no se utiliza ningún 

parámetro de regularización y los árboles crecen hasta su tamaño máximo. 

Luego tanto el crecimiento de los árboles como el número de ellos en la combinación 

deberían de ser una fuente de sobreestimación y a pesar de todo el sobre ajuste no es un 

problema en RF. Consecuentemente, podemos pensar que se puede estar introduciendo 

cierta regularización debido a que cada nueva partición no se realiza buscando sobre todo 

q  sino sobre un subconjunto qqs ≤≤1  elegido aleatoriamente, así pues los árboles no 

estarían creciendo hasta su tamaño máximo. 

Por tanto, puede observarse que si tomamos como en Bagging el modelo de 

predicción lineal, el parámetro de regularización tomaría un valor ∞<λ . No obstante, es 

de destacar que las estimaciones se  

                                                                                                                                                    
( ) ( ) ( ) ( )( )xfxifxjfxifpij ≠== ˆ,ˆˆφ  
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realizan utilizando Bagging y por tanto en este supuesto la capacidad de aprendizaje del 

algoritmo no debería de incrementarse con el número de árboles en la combinación y muy a 

nuestro pesar deberíamos considerar un valor ∞=λ . 

Si nos centramos en el problema de la convergencia, un conjunto de árboles se 

combinan para formar una combinación lineal convexa, el riesgo depende en este caso de la 

proporción de muestras con pequeño margen y de la complejidad media de los árboles 

individuales. 

De manera que, si existe una constante k  tal que con probabilidad al menos δ−1  y 

cada combinación F  de árboles de decisión siendo ( ]1,00 ∈θ  y ( ]1,0∈tθ , se satisface 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )











+++≤≤≤ ∑ = δ

θ
θ 1ln,min

ln1
20 1 3212

0
0

T
t t CCCw

m

m
kxyFPxyFP  

( ) ( ) ( )∑ = <+












+= tT

s ttsstl
l

tt
t

vP
m

m
dTmVCd

m
C 1 ,

0
2

0
1 1

ln
maxlnlndim
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θ

θ
µ

θ
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( ) 













+= l

l
t dmVCTC maxlnlndim2 µ  

( )
















=
2

0
3

min

ln
ln

t
t

mT
C

θ
θ

 

donde µ  representa la clase de funciones utilizadas en los nodos terminales. Deberemos 

tomar un valor de 0θ  lo mas grande posible para minimizar el segundo termino. 

6.3.11 El margen 

Una vez más, si suponemos que { }1,1−∈Y  y tomamos un estimador de la forma 

( )( )xfsign , el margen puede ser definido como ( )xyf . Además si tenemos 

( ) ( ) ( )xfxfxf M,,, 21 K , un camino para combinar los estimadores individuales es 

utilizando la clase de combinaciones lineales de un número puede ser que infinitamente 

numerable de estimadores de alguna familia fija ℑ .  

Así pues, podemos definir un estimador, el cual podemos llamar de voto mayoritario, 

de la forma ( )∑ =
M
m mm xfwsign 1 , siendo { }1,1: −→Xfm  y como Mwm 1=  

Mm ,,1K=∀  estaremos ante la clase de combinaciones lineales convexas ( )ℑMCo . 
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Desde luego, se puede notar que en RF cada árbol es escogido de diferentes familias 

Mℑℑ ,,1 K  que pueden tener complejidades diferentes. En definitiva cada árbol no se 

selecciona de una familia fija sino de familias que, dependiendo como midamos la 

complejidad, pueden tener VC-dimensiones diferentes, siendo pues 
mnmf ℑ∈  para 

{ }Mnm ,,1K∈ . 

Luego si, ( ) ( ) ( )xfxfxf M,,, 21 K  es un conjunto de clasificadores entonces una 

definición alternativa del margen es 

( ) ( )( ) ( )( )∑∑
== ≠

=−==
M

m
m

M

m yj
m jXfI

M
YXfI

M
YXmg

11

1
max

1
,  

entonces, es evidente que: 

• Si ( ) 0, >YXmg el conjunto de clasificadores vota por la clase correcta. 

• Si ( ) 0, <YXmg el conjunto de clasificadores vota por la clase incorrecta. 

Por tanto, el riesgo del estimador debe ser 

( ) ( )( )0,, <= YXmgPfR YX  

Además, como cada árbol depende de un vector de parámetros θ , de forma que el 

estimador puede ser definido como ( )mm Xf θ,  y en esta nueva situación el margen tomará 

la forma 

( ) ( )( ) ( )( )∑∑
== ≠

=−==
M

m
mm

M

m yj
mm jXfI

M
YXfI

M
YXmg

11
,

1
max,

1
, θθ  

Claro está, que la sucesión de estimadores ( )( )∑ = =M
m m YXfIM 1 ,1 θ  asociada a 

diferentes tamaños de M  será consistente para estimar una función del parámetro 

( )( )θθ ,xfyP =  si cuando ∞→M , se verifica  

( )( ) ( )( )θθ θ
θ

,,
1

1 xfyPmxfyI
M

M
m =→=

℘

=∑  

Respectivamente, se puede sustituir la convergencia en probabilidad por la 

convergencia casi segura, así pues se puede mostrar, Breiman (1999), que existe un 

conjunto de probabilidad nula en la sucesión de K,, 21 θθ , tal que fuera de este para todo 

x  

( )( ) ( )( )θθ θ
θ

,,1
..

1 xfyPixfyIN
sc

N
i =→=

−℘

=∑  
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siendo ( )θ,xf  la unión de un conjunto de hiperrectangulos kR , si tomamos una muestra, 

el número de estimadores será finito ∞<K  y definimos kN  como el número de veces que 

( ) k=θϕ  si ( ){ } kRyxfx ==θ,/ , se verifica  

( )( ) ( )∑∑ ∈===
k

kk
N
n n SxIN

N
yxfI

N

1
,

1
1

θ  

por la ley fuerte de los grandes números 

( )( ) ( )( )kPkI
N

N n

scP
N
i nk =→==

−

=∑ θϕθϕ θ
θ ..

1
1

 

tomando la unión de todos los conjuntos en los cuales la convergencia no ocurre para algún 

valor de k  dado un conjunto de probabilidad nula, la unión de una cantidad numerable de 

conjuntos de medida nula es un conjunto de medida nula y la probabilidad fuera de el es 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )yxfPRxIkPyxfI
N k kn

scPN
i n ==∈=→= ∑∑

−

= θθϕθ θθ
θ

,,
1 ..

1
 

En consecuencia, podemos admitir la convergencia casi segura del riesgo muestral al 

riesgo teórico, con lo que para toda sucesión K,, 21 θθ  el riesgo muestral converge a 

( )( ) ( )( ) ( )( ) 






 <=−=→<
≠

−℘
0,max,0, ,

..

, jxfPYxfPPYXmgP
Yj

YX

sc

YX θθ θθ
θ

 

y por tanto, la interpretación de este resultado es clara, la sobreestimación no debería ser un 

problema en RF aunque se sigan introduciendo estimadores o sea árboles, en la 

combinación. 

6.3.12 Riesgo del estimador del margen 

El voto mayoritario es ( )∑ =
M
m mm xfwsign 1  siendo { }1,1: −→Xfm  y además como 

Mwm 1= , Mm ,,1K=∀  estaremos ante la clase de combinaciones lineales de 

estimadores que pueden tener VC-dimensiones diferentes 
mnmf ℑ∈  para { }Mnm ,,1K∈ . 

En esta situación, la cota para el riesgo teórico se incrementará si se incrementa la 

complejidad media del bosque, siendo ( )∑ = ℑM
t nt t

VCw1 dim  la media ponderada de la VC-

dimensión de los estimadores individuales. 

Notar que, en un árbol, el aumento de la complejidad puede reducir sesgo pero sin 

embargo puede aumentar la varianza por otro lado depende de la proporción de muestras de 
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aprendizaje con margen menor que un determinado θ . Además, el riesgo se reducirá si se 

incrementa la muestra de aprendizaje. 

Por tanto, mediante los resultados vistos hasta ahora, la complejidad media del bosque 

no se incrementa ya que parece ser, bajo hipótesis, que RF utiliza cierta regularización para 

controlar el tamaño de los árboles. Lo cual, muy a nuestro pesar, puede ser a costa de 

introducir cierto sesgo en su construcción. 

Por su parte el número de árboles introducido en la combinación no produce 

sobreestimación al estar asegurada la convergencia casi segura del riesgo muestral. 

Al igual como hemos visto para combinación de estimadores, el estimador combinado 

será insesgado si los estimadores individuales son insesgados y el riesgo muestral se 

reducirá si los árboles son incorrelados entre si, luego si 

( ) ( )( ) ( )( )jXfPYXfPYXmr
Yj

=−==
≠

θθ θθ ,max,,  

la estrategia de RF puede ser la de buscar árboles que den la clase correcta en media, esto es 

árboles que tengan un valor de ( )[ ]YXmrEs YX ,,=  alto, entonces si utilizamos la 

desigualdad de Chebychev’s 

( ) ( )[ ] ( )[ ]( ) ( )[ ]
[ ][ ]2,

,
,,,

YXmgE

YXmgV
YXmgEYXmgEYXmgP <>−  

con lo cual 

( ) ( )[ ]
2

,ˆ
s

YXmrV
fR ≤  

Si tomamos ( ) ( )( )jXhPYXj
Yj

==
≠

θθ ,max,ˆ , donde ( )YXj ,ˆ  es la clase predicha más 

probable distinta de Y, según ello podemos definir 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )YXjXhIYXhIYXrmg
Yj

,ˆ,max,,, =−==
≠

θθθ  

notar que ( ) ( )[ ]YXrmgEYXmg ,, θ= , se verifica 

( ) ( ) ( )[ ][ ]
( ) ( ) ( )[ ]θθθθ

θθ

θθ

θθ

′′=

′=

′

′

sdsdE

YXrmgYXrmgEmr YX

,

,,,,covvar

,

,,

l
 

si ( )',θθl  es la correlación entre ( )YXrmg ,,θ  y ( )YXrmg ,,θ ′ , entonces 

( ) ( )[ ]( )
( )[ ]( )θ
θ

θ

θ

var

var 2

E

sdEmr

l

l

≤

=
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( )[ ] ( )[ ][ ]
2

22
,

1

,,var

s

sYXrmgEEE YX

−≤

−≤ θθ θθ  

luego [2] 

( ) ( )
2

21ˆ
s

s
fR

−≤ l
 

siendo l  la correlación media ponderada sobre todos los posibles pares ( )θθ ′, . 

          Este resultado muestra que la correlación entre estimadores debe ser pequeña, esto se 

debe ya el estimador RF es una combinación lineal de estimadores, la correlación no se 

reducirá conforme aumente el número de árboles M  en el bosque. De hecho, RF introduce 

aleatoriedad en la construcción de los árboles en el bosque, con lo que se reducirá la 

correlación entre ellos. La varianza por su parte disminuirá conforme aumente el número de 

estimadores en la combinación. 
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7. Conclusiones 

Como hemos visto los test de bondad de ajuste para series temporales se basan en la 

secuencia de autocorrelaciones o bien dependen funcionalmente de la función de 

autocovarianzas o de la función autocorrelaciones. Lo mismo ocurre con los test de raíces 

unitarias como es el caso del test de Dickey-Fuller de raíces unitarias o el test  KPSS de 

estacionariedad. 

Bajo este contexto, el coeficiente de correlación de Pearson no es una medida robusta 

entre dos variables, la estimación puede verse afectada por un outlier. En esta situación y 

como se ha mostrado el test de Dickey-Fuller no es robusto en presencia de un outlier 

aditivo. Como consecuencia directa tenemos que la distribución asintótica del estadístico de 

Dickey-Fuller es sesgada a la derecha y consecuentemente se sobre rechazara la hipótesis 

de raíz unitaria a favor de la alternativa estacionaria 

Una alternativa son los métodos robustos de estimación que han mostrado, tal y como 

muestran los resultados presentados en las tablas del capitulo 5, ser preferibles a la 

estimación clásica, aún a pesar del sesgo que presentan en favor de la hipótesis de 

estacionariedad. 

Bajo condiciones sin presencia de OA, tablas 5.1, 5.2 y 5.3, se ha mostrado, 

empíricamente,  que todos los estimadores basados en métodos robustos son más potentes 

que el estimador clásico para tamaños de muestra de 50, 100 y 200, y casi para todos los 

niveles de significación. Sin embargo estos rechazarán la hipótesis de raíz unitaria en un 

mayor número de ocasiones que el estimador clásico. 
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En presencia de un OA, tablas 5.1, 5.2 y 5.3, se ha mostrado, que los estimadores 

robustos practicamente no se ven afectados en su potencia, si en cambio lo será el 

estimador clásico que rechazará la presencia de una raíz unitaria en prácticamente casi el 

100% de las simulaciones, para cualquier tamaño de muestra y cualquier nivel de 

significación. 

 El estimador basado en una combinación de los estimadores robustos individuales 

parece ser no tan potente como estos, sin embargo, cabe decir, en su favor, que rechazará la 

presencia de una raíz unitaria en un porcentaje menor que estos. Supone pues, una mejora 

respecto a estos utilizados de forma individual y en presencia de un outlier aditivo es 

preferible, sin lugar a dudas, al estadístico de Dickey-Fuller, tal y como confirman los 

resultados obtenidos y presentados en las tablas 6.1, 6.2, 6.3, 6.4 y 6.5. 

 En esta situación dada la idoneidad, demostrada empíricamente, del uso de 

estimadores robustos y en particular de una combinación de estos bajo algún tipo de 

algoritmo basado en aprendizaje estadístico, en esta situación, sería útil el estudio de estos 

métodos en test como pueden ser el test KPSS o en el problema del estudio de test de raíces 

unitarias en procesos con tendencia. 
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8. Anexos 

 

Tabla 8.1: Probabilidad de rechazar la hipótesis nula cuando { }1,95.0,9.0,85.0,8.0∈φ , 

01.0=α . 

n=50 
Φ 
0,8 0,331 0,537 0,522 0,506 0,571 0,524 
0,85 0,177 0,383 0,355 0,416 0,394 0,386 
0,9 0,072 0,260 0,226 0,338 0,256 0,273 
0,95 0,026 0,157 0,121 0,261 0,148 0,182 
1 0,005 0,096 0,066 0,204 0,081 0,128 
n=100 
Φ 
0,8 0,936 0,947 0,949 0,885 0,967 0,914 
0,85 0,697 0,819 0,812 0,745 0,852 0,777 
0,9 0,317 0,536 0,500 0,541 0,559 0,518 
0,95 0,069 0,260 0,221 0,325 0,251 0,281 
1 0,009 0,098 0,076 0,180 0,088 0,139 
n=200 
Φ 
0,8 1,000 1,000 1,000 0,999 1,000 1,000 
0,85 1,000 0,999 0,999 0,995 0,999 0,996 
0,9 0,926 0,947 0,945 0,914 0,963 0,921 
0,95 0,319 0,540 0,514 0,558 0,573 0,524 
1 0,010 0,089 0,068 0,161 0,079 0,135 

MCD MVE Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight  
Midcovariance 

MCD MVE 

Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight  
Midcovariance MCD MVE 

Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight  
Midcovariance 
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Tabla 8.2: Con outlier aditivo. Probabilidad de rechazar la hipótesis nula cuando 
{ }1,95.0,9.0,85.0,8.0∈φ , 01.0=α . 

 

 

Tabla 8.3: Perturbando el espacio muestral. Probabilidad de rechazar la hipótesis nula 
cuando { }1,95.0,9.0,85.0,8.0∈φ , 01.0=α . 

n=50 
Φ 
0,8 0,989 0,520 0,671 0,493 0,538 0,477 
0,85 0,988 0,400 0,573 0,414 0,394 0,379 
0,9 0,987 0,262 0,440 0,326 0,251 0,273 
0,95 0,991 0,159 0,309 0,245 0,147 0,164 
1 0,991 0,104 0,228 0,194 0,084 0,131 
n=100 
Φ 
0,8 0,993 0,949 0,971 0,881 0,969 0,917 
0,85 0,995 0,823 0,896 0,764 0,849 0,786 
0,9 0,996 0,559 0,705 0,554 0,580 0,535 
0,95 0,994 0,257 0,444 0,317 0,256 0,266 
1 0,993 0,091 0,225 0,158 0,088 0,115 
n=200 
Φ 
0,8 0,998 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 
0,85 0,996 0,997 0,999 0,994 1,000 0,995 
0,9 0,998 0,940 0,973 0,912 0,958 0,924 
0,95 0,995 0,550 0,714 0,550 0,567 0,524 
1 0,992 0,100 0,229 0,179 0,096 0,145 

MCD MVE Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight  
Midcovariance 

MCD MVE 

Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight  
Midcovariance MCD MVE 

Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight  
Midcovariance 

n=50 
Φ 
0,8 0,911 0,934 0,932 0,864 0,954 0,901 
0,85 0,147 0,354 0,325 0,396 0,367 0,348 
0,9 0,059 0,262 0,212 0,324 0,246 0,258 
0,95 0,021 0,177 0,135 0,268 0,152 0,188 
1 0,004 0,101 0,078 0,211 0,087 0,128 
n=100 
Φ 
0,8 0,911 0,934 0,932 0,864 0,954 0,901 
0,85 0,664 0,795 0,784 0,712 0,822 0,753 
0,9 0,294 0,528 0,493 0,508 0,541 0,491 
0,95 0,080 0,269 0,226 0,342 0,264 0,281 
1 0,007 0,098 0,071 0,192 0,088 0,147 
n=200 
Φ 
0,8 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 
0,85 0,999 0,997 0,996 0,991 0,998 0,993 
0,9 0,890 0,928 0,923 0,895 0,945 0,900 
0,95 0,297 0,524 0,494 0,538 0,552 0,513 
1 0,009 0,095 0,073 0,169 0,086 0,142 

MCD MVE Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight  
Midcovariance 

MCD MVE 

Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight  
Midcovariance MCD MVE 

Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight  
Midcovariance 
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Tabla 8.4: Con outlier aditivo y perturbando el espacio muestral. Probabilidad de rechazar 
la hipótesis nula cuando  { }1,95.0,9.0,85.0,8.0∈φ , 01.0=α . 

 
Tabla 8.5: Probabilidad de rechazar la hipótesis nula cuando { }1,95.0,9.0,85.0,8.0∈φ , 

025.0=α . 

n=50 
Φ 
0,8 0,995 0,944 0,972 0,878 0,956 0,911 
0,85 0,964 0,386 0,538 0,403 0,382 0,364 
0,9 0,983 0,523 0,682 0,515 0,538 0,492 
0,95 0,966 0,159 0,299 0,244 0,142 0,169 
1 0,970 0,093 0,232 0,168 0,083 0,105 
n=100 
Φ 
0,8 0,995 0,944 0,972 0,878 0,956 0,911 
0,85 0,992 0,795 0,882 0,727 0,826 0,752 
0,9 0,983 0,523 0,682 0,515 0,538 0,492 
0,95 0,986 0,257 0,452 0,317 0,259 0,262 
1 0,979 0,100 0,224 0,186 0,087 0,137 
n=200 
Φ 
0,8 0,998 1,000 0,998 1,000 1,000 1,000 
0,85 0,997 0,997 0,996 0,992 0,998 0,994 
0,9 0,998 0,948 0,972 0,901 0,962 0,918 
0,95 0,996 0,530 0,693 0,538 0,545 0,517 
1 0,989 0,099 0,240 0,170 0,090 0,140 

MCD MVE Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight 
Midcovariance 

MCD MVE 

Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight 
Midcovariance MCD MVE 

Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight 
Midcovariance 

n=50 
Φ 
0,8 0,580 0,748 0,721 0,644 0,768 0,705 
0,85 0,363 0,595 0,551 0,573 0,614 0,558 
0,9 0,173 0,459 0,407 0,464 0,456 0,439 
0,95 0,065 0,302 0,259 0,364 0,290 0,303 
1 0,016 0,199 0,144 0,299 0,167 0,220 
n=100 
Φ 
0,8 0,989 0,988 0,990 0,951 0,992 0,974 
0,85 0,888 0,935 0,925 0,880 0,946 0,903 
0,9 0,563 0,756 0,711 0,705 0,752 0,711 
0,95 0,167 0,449 0,387 0,477 0,438 0,437 
1 0,023 0,196 0,153 0,292 0,174 0,224 
n=200 
Φ 
0,8 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 
0,85 1,000 1,000 0,999 0,998 1,000 1,000 
0,9 0,987 0,988 0,990 0,974 0,994 0,975 
0,95 0,565 0,758 0,713 0,728 0,767 0,720 
1 0,021 0,194 0,147 0,274 0,174 0,229 

MCD MVE 

Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight  
Midcovariance MCD MVE 

Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight  
Midcovariance 

Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight  
Midcovariance MCD MVE 
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Tabla 8.6: Con outlier aditivo. Probabilidad de rechazar la hipótesis nula cuando  

{ }1,95.0,9.0,85.0,8.0∈φ , 025.0=α . 

 
Tabla 8.7: Perturbando el espacio muestral. Probabilidad de rechazar la hipótesis nula 

cuando { }1,95.0,9.0,85.0,8.0∈φ , 025.0=α . 

n=50 
Φ 
0,8 0,989 0,739 0,818 0,651 0,755 0,692 
0,85 0,988 0,611 0,746 0,550 0,618 0,578 
0,9 0,987 0,461 0,618 0,462 0,450 0,435 
0,95 0,991 0,308 0,480 0,375 0,286 0,300 
1 0,991 0,204 0,380 0,285 0,169 0,221 
n=100 
Φ 
0,8 0,993 0,991 0,990 0,948 0,995 0,984 
0,85 0,995 0,934 0,957 0,888 0,942 0,910 
0,9 0,996 0,767 0,844 0,715 0,777 0,720 
0,95 0,994 0,440 0,622 0,465 0,441 0,436 
1 0,993 0,186 0,368 0,258 0,173 0,206 
n=200 
Φ 
0,8 0,998 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 
0,85 0,996 1,000 0,999 1,000 1,000 0,999 
0,9 0,998 0,985 0,991 0,968 0,991 0,978 
0,95 0,996 0,753 0,846 0,724 0,762 0,713 
1 0,992 0,202 0,385 0,285 0,185 0,245 

MCD MVE 

Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight  
Midcovariance MCD MVE 

Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight  
Midcovariance 

Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight  
Midcovariance MCD MVE 

n=50 
Φ 
0,8 0,575 0,736 0,718 0,636 0,758 0,687 
0,85 0,314 0,564 0,523 0,542 0,571 0,544 
0,9 0,161 0,437 0,395 0,455 0,432 0,414 
0,95 0,060 0,326 0,291 0,380 0,321 0,335 
1 0,012 0,210 0,167 0,306 0,186 0,221 
n=100 
Φ 
0,8 0,987 0,979 0,981 0,941 0,987 0,969 
0,85 0,873 0,919 0,910 0,847 0,935 0,880 
0,9 0,537 0,722 0,696 0,685 0,746 0,690 
0,95 0,171 0,460 0,400 0,495 0,449 0,430 
1 0,015 0,204 0,154 0,300 0,187 0,242 
n=200 
Φ 
0,8 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 
0,85 1,000 1,000 0,999 0,998 0,999 0,998 
0,9 0,988 0,981 0,977 0,967 0,986 0,968 
0,95 0,541 0,740 0,700 0,721 0,756 0,709 
1 0,023 0,199 0,151 0,280 0,170 0,238 

MCD MVE 

Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight  
Midcovariance MCD MVE 

Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight  
Midcovariance 

Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight  
Midcovariance MCD MVE 
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Tabla 8.8: Con outlier aditivo y perturbando el espacio muestral. Probabilidad de rechazar 

la hipótesis nula cuando  { }1,95.0,9.0,85.0,8.0∈φ , 025.0=α . 

 

n=50
Φ

0,8 0,782 0,868 0,861 0,762 0,893 0,837
0,85 0,578 0,770 0,746 0,687 0,791 0,726
0,9 0,317 0,629 0,577 0,571 0,620 0,593
0,95 0,124 0,462 0,400 0,479 0,440 0,438
1 0,034 0,325 0,255 0,409 0,289 0,323
n=100
Φ

0,8 0,997 0,997 0,996 0,984 0,998 0,993
0,85 0,967 0,974 0,969 0,944 0,977 0,959
0,9 0,762 0,876 0,843 0,818 0,879 0,837
0,95 0,293 0,626 0,560 0,620 0,609 0,595
1 0,043 0,325 0,248 0,395 0,285 0,339
n=200
Φ

0,8 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
0,85 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
0,9 1,000 0,998 0,997 0,986 0,998 0,995
0,95 0,771 0,882 0,858 0,850 0,887 0,851
1 0,041 0,311 0,243 0,395 0,282 0,340

Clásico Higly(Coman)
Population 
Percentage  

Biweighted 
Midcovariance

MCD MVE

Clásico Higly(Coman)
Population 
Percentage  

Biweighted 
Midcovariance

MCD MVE

MCD MVE

Clásico Higly(Coman)
Population 
Percentage  

Biweighted 
Midcovariance

 
 
Tabla 8.9: Probabilidad de rechazar la hipótesis nula cuando { }1,95.0,9.0,85.0,8.0∈φ , 

05.0=α . 

n=50 
Φ 
0,8 0,974 0,723 0,801 0,634 0,750 0,655 
0,85 0,968 0,577 0,702 0,546 0,589 0,549 
0,9 0,976 0,444 0,614 0,460 0,435 0,435 
0,95 0,967 0,302 0,472 0,356 0,282 0,292 
1 0,970 0,199 0,381 0,267 0,167 0,199 
n=100 
Φ 
0,8 0,995 0,979 0,988 0,946 0,989 0,966 
0,85 0,993 0,928 0,951 0,867 0,940 0,891 
0,9 0,986 0,709 0,818 0,682 0,720 0,686 
0,95 0,987 0,452 0,624 0,479 0,436 0,428 
1 0,980 0,198 0,374 0,294 0,173 0,233 
n=200 
Φ 
0,8 0,998 1,000 0,998 1,000 1,000 1,000 
0,85 0,997 0,999 0,997 0,998 1,000 0,999 
0,9 0,999 0,985 0,990 0,971 0,991 0,978 
0,95 0,998 0,726 0,852 0,711 0,741 0,696 
1 0,989 0,202 0,383 0,286 0,179 0,253 

MCD MVE 

Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight 
Midcovariance MCD MVE 

Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight 
Midcovariance 

Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight 
Midcovariance MCD MVE 



8. Anexos   90                                                                                          

 

n=50
Φ

0,8 0,990 0,867 0,896 0,773 0,884 0,842
0,85 0,988 0,764 0,839 0,678 0,767 0,729
0,9 0,988 0,630 0,743 0,593 0,616 0,593
0,95 0,991 0,467 0,625 0,488 0,445 0,449
1 0,991 0,313 0,508 0,383 0,292 0,338
n=100
Φ

0,8 0,993 0,999 0,991 0,985 1,000 0,994
0,85 0,995 0,977 0,978 0,954 0,981 0,961
0,9 0,996 0,893 0,917 0,839 0,902 0,862
0,95 0,994 0,625 0,752 0,614 0,610 0,587
1 0,995 0,301 0,506 0,368 0,273 0,311
n=200
Φ

0,8 0,998 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
0,85 0,996 1,000 0,999 1,000 1,000 1,000
0,9 0,998 0,996 0,994 0,986 0,997 0,992
0,95 0,996 0,880 0,920 0,847 0,886 0,845
1 0,993 0,323 0,524 0,391 0,300 0,359

MCD MVEClásico Higly(Coman)
Population 

Percentage  
Biweighted 

Midcovariance

Clásico Higly(Coman)
Population 

Percentage  
Biweighted 

Midcovariance

Clásico Higly(Coman)
Population 

Percentage  
Biweighted 

Midcovariance

MCD MVE

MCD MVE

εφ +=
 

Tabla 8.10: Con outlier aditivo. Probabilidad de rechazar la hipótesis nula cuando  
{ }1,95.0,9.0,85.0,8.0∈φ , 05.0=α . 

n=50
Φ

0,8 0,990 0,863 0,892 0,773 0,884 0,842
0,85 0,514 0,741 0,691 0,663 0,745 0,696
0,9 0,296 0,611 0,557 0,565 0,606 0,572
0,95 0,124 0,488 0,422 0,498 0,461 0,461
1 0,033 0,342 0,283 0,399 0,319 0,338
n=100
Φ

0,8 0,998 0,993 0,993 0,972 0,997 0,988
0,85 0,962 0,974 0,970 0,929 0,981 0,957
0,9 0,757 0,852 0,842 0,809 0,872 0,817
0,95 0,294 0,632 0,565 0,622 0,616 0,605
1 0,036 0,340 0,271 0,418 0,301 0,359
n=200
Φ

0,8 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
0,85 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
0,9 0,999 0,995 0,994 0,988 0,998 0,988
0,95 0,737 0,868 0,831 0,839 0,868 0,830
1 0,045 0,313 0,247 0,389 0,278 0,337

MCD MVE

MCD MVE

Clásico Higly(Coman)

Clásico Higly(Coman)
Population 

Percentage  
Biweighted 

Midcovariance

Population 
Percentage  

Biweighted 
Midcovariance

Clásico Higly(Coman)
Population 

Percentage  
Biweighted 

Midcovariance MCD MVE

 

Tabla 8.11: Perturbando el espacio muestral. Probabilidad de rechazar la hipótesis nula 
cuando { }1,95.0,9.0,85.0,8.0∈φ , 05.0=α . 
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n=50
Φ

0,8 0,990 0,853 0,892 0,775 0,880 0,833
0,85 0,973 0,736 0,806 0,663 0,742 0,701
0,9 0,984 0,650 0,764 0,543 0,646 0,533
0,95 0,967 0,450 0,607 0,469 0,417 0,428
1 0,971 0,312 0,512 0,371 0,288 0,307
n=100
Φ

0,8 0,996 0,995 0,992 0,979 0,997 0,989
0,85 0,994 0,975 0,974 0,929 0,978 0,960
0,9 0,987 0,854 0,900 0,793 0,870 0,811
0,95 0,989 0,615 0,747 0,613 0,604 0,580
1 0,981 0,322 0,526 0,402 0,294 0,351
n=200
Φ

0,8 0,998 1,000 0,998 1,000 1,000 1,000
0,85 0,998 1,000 0,998 1,000 1,000 1,000
0,9 0,999 0,996 0,993 0,992 0,997 0,991
0,95 0,999 0,868 0,924 0,831 0,873 0,828
1 0,989 0,338 0,531 0,416 0,307 0,374

MCD MVE

MCD MVE

Clásico Higly(Coman)

Clásico Higly(Coman)
Population 

Percentage  
Biweighted 

Midcovariance

Population 
Percentage  

Biweighted 
Midcovariance

MCD MVEClásico Higly(Coman)
Population 

Percentage  
Biweighted 

Midcovariance

 

Tabla 8.12: Con outlier aditivo y perturbando el espacio muestral. Probabilidad de rechazar 
la hipótesis nula cuando  { }1,95.0,9.0,85.0,8.0∈φ , 05.0=α . 

 

 
Tabla 8.13: Probabilidad de rechazar la hipótesis nula cuando { }1,95.0,9.0,85.0,8.0∈φ , 

075.0=α . 
 

n=50 
Φ 
0,8 0,880 0,921 0,921 0,819 0,944 0,900 
0,85 0,710 0,853 0,828 0,770 0,857 0,812 
0,9 0,442 0,715 0,677 0,644 0,716 0,686 
0,95 0,185 0,575 0,508 0,553 0,543 0,541 
1 0,051 0,429 0,343 0,485 0,380 0,421 
n=100 
Φ 
0,8 0,999 0,999 0,999 0,991 1,000 0,996 
0,85 0,986 0,986 0,982 0,969 0,989 0,977 
0,9 0,868 0,929 0,909 0,876 0,940 0,899 
0,95 0,417 0,730 0,664 0,697 0,717 0,682 
1 0,065 0,424 0,338 0,475 0,384 0,428 
n=200 
Φ 
0,8 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 
0,85 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 
0,9 1,000 0,999 0,999 0,993 0,999 0,999 
0,95 0,877 0,930 0,913 0,908 0,936 0,905 
1 0,061 0,416 0,341 0,478 0,382 0,433 

MCD MVE Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight  
Midcovariance 

MCD MVE 

Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight  
Midcovariance MCD MVE 

Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight  
Midcovariance 
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Tabla 8.14: Con outlier aditivo. Probabilidad de rechazar la hipótesis nula cuando  

{ }1,95.0,9.0,85.0,8.0∈φ , 075.0=α . 

 
Tabla 8.15: Perturbando el espacio muestral. Probabilidad de rechazar la hipótesis nula 

cuando { }1,95.0,9.0,85.0,8.0∈φ , 075.0=α . 

 

n=50 
Φ 
0,8 0,845 0,902 0,915 0,802 0,932 0,879 
0,85 0,662 0,835 0,797 0,738 0,830 0,791 
0,9 0,415 0,702 0,661 0,644 0,705 0,667 
0,95 0,181 0,579 0,515 0,571 0,561 0,552 
1 0,053 0,436 0,375 0,473 0,405 0,425 
n=100 
Φ 
0,8 1,000 0,997 0,999 0,987 0,999 0,993 
0,85 0,991 0,986 0,987 0,955 0,992 0,978 
0,9 0,856 0,913 0,899 0,864 0,923 0,877 
0,95 0,413 0,735 0,677 0,709 0,723 0,705 
1 0,053 0,426 0,344 0,501 0,386 0,439 
n=200 
Φ 
0,8 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 
0,85 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 
0,9 1,000 0,998 0,999 0,993 1,000 0,993 
0,95 0,849 0,920 0,893 0,892 0,924 0,895 
1 0,070 0,401 0,327 0,463 0,364 0,418 

MCD MVE Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight  
Midcovariance 

MCD MVE 

Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight  
Midcovariance MCD MVE 

Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight  
Midcovariance 

n=50 
Φ 
0,8 0,990 0,919 0,929 0,829 0,931 0,891 
0,85 0,988 0,830 0,885 0,759 0,843 0,808 
0,9 0,988 0,721 0,819 0,669 0,721 0,686 
0,95 0,991 0,575 0,706 0,568 0,549 0,543 
1 0,991 0,407 0,605 0,447 0,381 0,408 
n=100 
Φ 
0,8 0,993 1,000 0,992 0,995 1,000 0,998 
0,85 0,995 0,992 0,984 0,972 0,993 0,980 
0,9 0,996 0,942 0,943 0,903 0,942 0,912 
0,95 0,994 0,736 0,817 0,699 0,720 0,687 
1 0,995 0,401 0,594 0,452 0,361 0,388 
n=200 
Φ 
0,8 0,998 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 
0,85 0,996 1,000 0,999 1,000 1,000 1,000 
0,9 0,998 0,998 0,995 0,994 0,999 0,996 
0,95 0,996 0,928 0,942 0,898 0,930 0,906 
1 0,994 0,433 0,607 0,478 0,394 0,443 

MCD MVE Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight  
Midcovariance 

MCD MVE 

Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight  
Midcovariance MCD MVE 

Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight  
Midcovariance 
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Tabla 8.16: Con outlier aditivo y perturbando el espacio muestral. Probabilidad de rechazar 

la hipótesis nula cuando  { }1,95.0,9.0,85.0,8.0∈φ , 075.0=α . 

 

 
Tabla 8.17: Probabilidad de rechazar la hipótesis nula cuando { }1,95.0,9.0,85.0,8.0∈φ , 

1.0=α . 
 

n=50 
Φ 
0,8 0,930 0,951 0,950 0,863 0,966 0,934 
0,85 0,790 0,897 0,875 0,815 0,910 0,860 
0,9 0,537 0,789 0,753 0,700 0,792 0,748 
0,95 0,243 0,652 0,593 0,612 0,630 0,622 
1 0,076 0,499 0,418 0,545 0,459 0,492 
n=100 
Φ 
0,8 1,000 1,000 1,000 0,995 1,000 0,998 
0,85 0,998 0,990 0,990 0,980 0,994 0,984 
0,9 0,932 0,953 0,945 0,914 0,960 0,933 
0,95 0,519 0,801 0,752 0,754 0,793 0,757 
1 0,090 0,499 0,416 0,544 0,455 0,492 
n=200 
Φ 
0,8 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 
0,85 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 
0,9 1,000 0,999 0,999 0,998 1,000 1,000 
0,95 0,934 0,958 0,942 0,935 0,958 0,936 
1 0,085 0,503 0,419 0,537 0,458 0,499 

MCD MVE 

Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight 
Midcovariance MCD MVE 

Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight 
Midcovariance 

Clásico Higly(Coman) 
Population 
 Percentage  

Biweight 
Midcovariance MCD MVE 

n=50 
Φ 
0,8 0,980 0,910 0,912 0,819 0,923 0,841 
0,85 0,977 0,821 0,854 0,742 0,830 0,780 
0,9 0,974 0,712 0,803 0,654 0,712 0,680 
0,95 0,970 0,565 0,694 0,541 0,536 0,531 
1 0,971 0,405 0,597 0,441 0,380 0,386 
n=100 
Φ 
0,8 0,996 0,997 0,993 0,989 0,998 0,995 
0,85 0,994 0,987 0,980 0,960 0,988 0,977 
0,9 0,989 0,917 0,936 0,856 0,923 0,884 
0,95 0,990 0,728 0,818 0,694 0,714 0,680 
1 0,981 0,428 0,614 0,477 0,381 0,426 
n=200 
Φ 
0,8 0,998 1,000 0,998 1,000 1,000 1,000 
0,85 0,998 1,000 0,998 1,000 1,000 1,000 
0,9 0,999 0,999 0,995 0,997 1,000 0,996 
0,95 0,999 0,923 0,947 0,886 0,924 0,897 
1 0,989 0,427 0,602 0,495 0,388 0,457 

MCD MVE Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight 
Midcovariance 

MCD MVE 

Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight 
Midcovariance MCD MVE 

Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight 
Midcovariance 
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Tabla 8.18: Con outlier aditivo. Probabilidad de rechazar la hipótesis nula cuando  

{ }1,95.0,9.0,85.0,8.0∈φ , 1.0=α . 

 
Tabla 8.19: Perturbando el espacio muestral. Probabilidad de rechazar la hipótesis nula 

cuando { }1,95.0,9.0,85.0,8.0∈φ , 1.0=α . 

n=50 
Φ 
0,8 0,912 0,942 0,943 0,854 0,954 0,923 
0,85 0,762 0,884 0,848 0,788 0,879 0,845 
0,9 0,517 0,766 0,738 0,693 0,770 0,732 
0,95 0,239 0,654 0,597 0,635 0,637 0,619 
1 0,076 0,507 0,442 0,528 0,468 0,488 
n=100 
Φ 
0,8 1,000 0,998 0,999 0,991 0,999 0,995 
0,85 0,996 0,992 0,994 0,975 0,995 0,987 
0,9 0,922 0,937 0,931 0,902 0,945 0,911 
0,95 0,514 0,801 0,747 0,772 0,779 0,772 
1 0,076 0,513 0,420 0,557 0,461 0,501 
n=200 
Φ 
0,8 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 
0,85 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 
0,9 1,000 1,000 1,000 0,995 1,000 0,997 
0,95 0,909 0,944 0,929 0,924 0,947 0,922 
1 0,088 0,472 0,399 0,522 0,432 0,486 

MCD MVE 

Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight  
Midcovariance MCD MVE 

Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight  
Midcovariance 

Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight  
Midcovariance MCD MVE 

n=50 
Φ 
0,8 0,990 0,950 0,946 0,865 0,956 0,926 
0,85 0,988 0,884 0,908 0,807 0,895 0,858 
0,9 0,988 0,790 0,861 0,720 0,786 0,758 
0,95 0,991 0,652 0,762 0,620 0,626 0,618 
1 0,991 0,485 0,664 0,502 0,459 0,476 
n=100 
Φ 
0,8 0,993 1,000 0,993 0,997 1,000 0,999 
0,85 0,995 0,995 0,985 0,982 0,997 0,989 
0,9 0,996 0,963 0,955 0,928 0,964 0,945 
0,95 0,994 0,803 0,853 0,759 0,788 0,762 
1 0,995 0,481 0,654 0,512 0,437 0,465 
n=200 
Φ 
0,8 0,998 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 
0,85 0,996 1,000 0,999 1,000 1,000 1,000 
0,9 0,998 0,998 0,996 0,996 1,000 0,997 
0,95 0,996 0,950 0,956 0,930 0,950 0,933 
1 0,994 0,512 0,669 0,547 0,471 0,521 

MCD MVE 

Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight  
Midcovariance MCD MVE 

Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight 
Midcovariance 

Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight  
Midcovariance MCD MVE 
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Tabla 8.20: Con outlier aditivo y perturbando el espacio muestral. Probabilidad de rechazar 

la hipótesis nula cuando  { }1,95.0,9.0,85.0,8.0∈φ , 1.0=α . 

n=50 
Φ 
0,8 0,980 0,956 0,956 0,857 0,955 0,935 
0,85 0,982 0,870 0,884 0,784 0,875 0,833 
0,9 0,978 0,787 0,846 0,712 0,776 0,738 
0,95 0,972 0,638 0,752 0,604 0,614 0,594 
1 0,971 0,486 0,653 0,510 0,456 0,458 
n=100 
Φ 
0,8 0,996 0,999 0,994 0,993 0,999 0,998 
0,85 0,994 0,993 0,982 0,979 0,994 0,988 
0,9 0,991 0,942 0,952 0,901 0,947 0,920 
0,95 0,991 0,798 0,864 0,752 0,781 0,751 
1 0,981 0,503 0,673 0,534 0,469 0,495 
n=200 
Φ 
0,8 0,998 1,000 0,998 1,000 1,000 1,000 
0,85 0,998 1,000 0,998 1,000 1,000 1,000 
0,9 0,999 1,000 0,995 0,998 1,000 0,998 
0,95 0,999 0,948 0,959 0,930 0,948 0,930 
1 0,989 0,509 0,671 0,563 0,465 0,513 

MCD MVE 

Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweighted 
Midcovarianc MCD MVE 

Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweighted 
Midcovarianc 

Clásico Higly(Coman) 
Population  
Percentage  

Biweight 
Midcovariance MCD MVE 
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