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Introduccion

Un requerimiento béasico para el modelado de s¢gi@porales es que las series en
estudio deben ser débilmente estacionarias. Nuomertsst han sido desarrollados y
popularmente aplicados, en especial el test deei€killer de raices unitarias.

En un test de raices unitarias, la hipotesis mukgeella en la que el proceso contiene
una raiz unitaria mientras que la alternativa eska en la que es estacionario. Por otro
lado los test que buscan la estacionariedad opersadireccién opuesta. La hipétesis nula
es que la serie es estacionaria mientras quedimativa es que existe una componente no
estacionaria. La distribucion asintética del estich bajo la hipdtesis nula de
estacionariedad es la distribucién de Cramér-voseMi

Kwiatkowski, Phillips, Schmidt y Shim proponen west, de raices unitarias, basado
en la métrica de Cramér-von Mises, el test esiadiitmado KPSS (1992). Ademas, se
puede utilizar la métrica de Cramér-von Misses odéa Kolmogorov-Smirnov para
contrastar la hipotesis nula que especifica, pempjo, que la funcion de distribucion
espectral, que es una funcidn lineal de las auteleciones, sigue una completamente
especificada y estacionaria, el estadistico esintegral de una funcion cuadratica de un
proceso estocastico gaussiano y la distribuciant@sa del test puede ser aproximada por
una suma infinita, Anderson, T.W . (1993,1995) dé&rson, T.W y Stephens, M.A. (1993)
muestran como calcular puntos asintéticos del test.

Por otro lado sabemos que, convencionalmentestetieeDickey-Fuller es sesgado en
presencia de outliers aditivos (OA). Los valoreiaos son muy sensibles a el tipo de
ruptura, el tiempo y la magnitud de la ruptura. &imbargo se pueden utilizar correcciones

de los valores criticos introduciendo variables Bynen la obtencion de la regresién y por




Introduccion 2

tanto, desde un punto de vista empirico, se pu@ddener resultados utilizando una
conveniente seleccion de variables dummy.

De igual forma, el test KPSS depende funcionalmedee la funcién de
autocorrelaciones asi como el test de bondad déeajie Anderson, en este la funcion de
distribucion espectral muestral y tedrica son fones lineales de las autocorrelaciones y
por tanto no robustas en presencia de outliers/aslit

En este trabajo estudiamos el problema de raicearias en presencia de outliers
aditivos desde un punto de vista robusto y se srigleuso de un procedimiento robusto de
estimacion de la funcion de autocorrelaciones.

Bajo este contexto se pueden utilizar estimadaresstos con alto punto de ruptura,
el parametro de localizacion multivariado permanacatado y los valores propios de la
matriz de varianza-covarianza permanecen lejogdeycde infinito.

Sin embargo la definicién de punto de ruptura @esd significado si trabajamos con
series temporales y funciones de autocorrelacionup lado la perturbacion no es igual si
se encuentra al inicio o en medio, ademas el efilgpendera notablemente de la distancia
del retardo. En esta situacién es necesario intiodina nueva definicién el punto de
ruptura temporal de un estimador de autocovarigresta definicion es dada por Genton y
Ma (1998) .

Utilizando funciones de autocorrelacion robustagppnemos un estimador basado en
el algoritmo Bagging para clasificacion, Breimar®9Q). Esta metodologia utiliza tanto
técnicas de perturbacion como de combinacién patacir la variabilidad en estimadores
inestables. Al igual que en Random Forest, Brei(i®99), introducimos una variante en
el algoritmo Bagging.

En series temporales existen dos vias para submaesin secuencias de datos
dependientes, basado en modelos y libres de moHelel tipo basado en modelos la
estructura de dependencia es modelada en térmiaosindconjunto de parédmetros
desconocidos y errores independientes. En el tipe e modelo la serie observada es
dividida en bloques vy, estos bloques son usadas gasturar la dependencia en la serie
original.

Finalmente se presenta por simulacién de 2000 masgsbasadas en diferentes
tamafios, una comparacion de los diferentes teseselde Dickey-Fuller clasico, el test

basado en métodos de estimacién robustos y elbtsstdo en aprendizaje estadistico
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utilizando métodos de estimacion robustos. Comterowi de comparacion se utiliza la
funcion potencia del test. Para todas las simufesiose han realizado una serie de

procedimientos en el software estadistico SAS.
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1. Raices unitarias y AO

1.1 Introduccion

El modelo de regresion que se va a considerar easel con errores autorregresivos

de primer orden oAR(l), en esta situacion la serie univaria{tj@;t = l...,T}, es generada
por
Vi SHTBHUG U =@ T

donde ¢, =i.id .(0,02) y E(£t4)<oo. Aqui supondremos quel<g¢<1 y en tal caso
procesos estacionarios e integrados estan persiitido

Asi pues si consideramos un proceécR(l), U= (Ut (100 :={0,],2,...}), el cual
satisface la siguiente ecuacion en diferenciacastica

U =ddy +&, tOO, @UU,

donde el proceso de ruido bIanc(at (100 ={12,...}), es una secuencia de variables
aleatorias independientes e idénticamente disttitsucon media nula y varianze? >0,
y funcién de distribucior .

En el caso de un <1 entonces existe para un proceso ruido blanco ol&ién
estrictamente estacionar(bit it DD) y en tal caso se cumple que
¢y U )=¢Une U )
para todot,,....t,,r,hO00. Donde Z() denota la distribucion de un vector aleatorio.

Asumiremos que sU, =0 y si |44 <1 entonces estaremos ante el caso estacionario. Por
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otro lado si |¢1 >1 el proceso sera llamado explosivo y no es estadmnY finalmente
para el cas@ = +1 que también sera un proceso no estacionario \llaerado inestable.

El estimador de minimos cuadrados que dependesdprimerasn observaciones

tanto para el caso estacionario como no estacmaari

y por tanto tenemos que

si |4<1, \/_K(;IH— ) _>N(O,1—(/12), n - o
S M-t -0
si |4>1, Iﬂ”?%-w) - Qlo), n- e

donde la distribucion Iimitd_(qo) para el cascM =1 fue derivada por Rao (1978). Para el

caso¢ =1 tenemos que
Y YA (! o
L(l)—E6N o) 1( [w (s)dsj ,
donde W es un proceso estandar de Wiener. Y paasel = -1
N1 _\2 12 *
L) =2h-w (1)( [w (s)dsj |

Anderson (1959) ha mostrado que existen dos vasableatorias independientes e

idénticamente distribuidakl y V , tal que

Si &, esta distribuida como una variable aleatoria nbremoncesH y V estan

distribuidas normalmente con media nula y variaoZa” /((/12 —1),

L(H)=L()= L{iqal"jgj].

Por otro lado, de igual forma sj = NID(O,l) y consideramos la funcién de densidad

conjunta

folu)= (\/ZT)_n exp{—%[(ﬁ @, - 24T, + uﬁ]} :



n n
dondeT, = Z:utut_1 , T = ZUE_l . El estimador de méaximaverosimilitud de es dado

t=1 t=1
por
o=
= T,
Entonces dada, =0
N, A<
~ \d w2(1)-1
Alo-9)~ 401(—)' g =1
Zalzjowz(r )dr
c, @>1

donde N es una variable aleatoria Gausiana centrada cganza 1,C es una variable
aleatoria de CauchyyV = (W(r),r 2 O) es un proceso de Wienerl){(qo) es la informacion
de Fisher contenida en la muestra sobre el parangetdado E(Tz). Cuandon — o,

Mann and Wald White, Anderson, Dickey y Fuller ntras que

E(T,)= , =1,

por tanto si|(/jsl el resultado es valido asumiendo qug es una constante arbitraria o
una variable aleatoria con momentos de segundm dimitos e independientes dg,t >1,

siendo, en esta situacién, una sucesion de vasiabatorias centradas independientes e
idénticamente distribuidas.

Si |¢1>1, la distribucién limite depende del valor inicig) en general de la

distribucion deg, , incluso si forman una sucesion de variables aizet independientes e
idénticamente distribuidas.

Bajo este contexto si normalizamos por el valoeesgo de la informacion de Fisher

dado x, =0, entonces

) N, , ld#1
\/ﬁ({o—qa)—» ¢M’ M:]_

23/2I;W2(r)dr
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y seria posible obtener una Unica distribuciontérpor estimacién secuencial.
Por su parte Mikulski and Monsour (1991) considdeaclase de estimadores tales
gue dadog, el sesgo es diferenciable egny satisface las condiciones

db, ()

- 0, cuando n - o,
de

b(p(%) -0,

entonces el estimador pertenece a la clase deagkties para la cu¢¢|¢1 y si |¢1¢1
entonces el estimador de maximaverosimilitud eg@stamente eficiente en esta clase.
Si |¢1<1, el estimador es eficiente. FinalmenteMsizl el estimador no pertenece a esta
clase de estimadores y, claro esta, estamos atés@inestable.

Por tanto bajo este contexto no existen expresi@x@stas o aproximadas para
calcular funciones de densidad y el camino quetiieaues derivar funcionales de Wiener
y simular valores criticos. Asi pues para un caraleatorio

U, =U +g&, tO0O
la serie es no estacionaria, claramebf(elt):v(ut_l)+02, la distribucion limite es un
movimiento Browniano. Dada, =0 y definiendo el proceso continuu{,?)(t):[o,l] -0

conectando los punto{i/n,ut/\/ﬁ). Entonces siEQelf)<oo, utilizando el teorema

central del limite, Borovkov (1999), cuando- « se tiene que
1
—uy,’(t) - WIt),

y en esta situacion el resultado puede usarsespacmtrar distribuciones asintoticas de test
de raices unitarias.

Se puede utilizar, por ejemplo, la distribuciénGtamer-von Misses para contrastar la
hipétesis nula que especifica que la funcién detridigion espectral sigue una
completamente especificada. Para un camino alealarfuncion de densidad espectral

muestral es dada por

. (n+1)/l
o2 1 sint=—
1(A)==— 5 (n+1)
2T gin2 A sin=
2 2

De hecho si consideramos el modelo autorregresivprimer orden y definimos la
hipétesis nula de estacionariedad contra la alieenale no estacionariedad, bajo esta

situacion el test bajo la hipotesis nula puede tdanse como



;
dondes® =T (u, —u)’ y C es el llamado valor critico del test.
=1

La distribucion asintética del test bajo la hipégtasila puede encontrarse observando
que las desviaciones en sumas parciales sobredia c@nvergen a un puente browniano o

brownian bridge, luego

Tr
a‘lT‘l’ngs - B(r), rofoq,

s=1

donde[Tr] es el mas grande entero menor o igulray B(r) =W(r)— rW(l). Entonces

VR
A= IOB(r) dr,

que no es sino la distribucién de Cramér-von Mises.

1.2 Estimador de minimos cuadrados y AO

Supongamos el modelo con outliers aditivos (AOjokhicido por Fox (1972), el

modelo consiste de un proceso estacionatip el cual es observado con error
U, = U, +Z siendo

_ & sit=t,
0 otrocaso

y la contaminaciong, , son variables aleatorias independientes e id#mgate distribuidas
con distribuciéon dada poF, = (1—5)50 +&H donde,d, es una distribucion degenerada
teniendo toda su masa en el origerHy es una distribucion con media cero y varianza
o7 .

El estimador de minimos cuadrados g¢e basado en la muestra contaminada

Up,...,Ur €s
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—

.
Z UgU— 5(Ut0—1 + Ut0+1)+ Z Uil
=2

o t=1 — t
P="7 - T )
~ 2 ~2
zut—l £° +2eu + Z U1
t=2 t=2

En esta situacion se observa que cuande « entoncesp - 0 y la estimacion esta

totalmente determinada por la contaminacion. Ensecuencia podemos decir que el
estimador de¢ rompe a O con un solo dato anémalo. Lo mas cafsiite es que el
estimador no diverge & Yy por tanto, esta forma de ruptura, no esta acouofe la
definicién clasica de Hampel (1968) y la dada podgks (1967), que definid el punto de
ruptura, para tamafios muestrales finitos, como répqrcion mas pequefia de las
observaciones que puede hacer no acotado supenigrigleestimador. Otras extensiones a
tamafios muestrales finitos son las dadas por DoryoHaber (1983) y, para observaciones
dependientes, Martin y De Jong, (1977); Martin (98enton (1988); Ma y Genton,
(2000). Existen otras definiciones de punto deumgptpor ejemplo la de He y Simpson

(1992), (1993), en estas se busca el punto dereupiel supremo del sesgo es alcanzado.

Sin embargo, aqui el supremo del sesgo se alcaramicé) tiende a 1 o -1, dependiendo

del signo del parametro y por tanto tampoco estact@de a esta definicion. En esta
situacion es necesario definir una medida de raptyres aquella que ha sido dada por

Genton y Ma (2000).

1.3 Test de Dickey-Fuller y AO

En un test de raices unitarias, la hipétesis nulaggella en la que el proceso contiene

una raiz unitaria mientras que la alternativa eseli@ en la que es estacionario. La
distribucién asintética de un test de raices Ljah;aﬂ'((p}v'co —1) viene dada por una

composicién de Movimientos Brownianos, en efecto si
T
-1
T zut—lat
=
T ,
T Ul
t=1

T (érMCO _ 1) -

entonces
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;
T‘lz U8 — %02 [\N(l)2 - 1] ,
t=1

.
T2y u2, - aﬁJ';W(l)Zdr ,
t=1

por tanto

T(éarMCO _ 1): 1/ fM(l)z —1| .
IOW(r)Zdr
Ahora si consideramos qug es un proceso generado por un camino aleatorio con

inicio en el origenug, =0

U =U+& t=12...T,
donde¢, son variables aleatorias independientes e idénénge distribuidas N(O, 0’_3), Si
suponemos outliers aditivos de tamafi®@, los cuales ocurren con probabilidad,
entonces la serie observada es

X =U +60,

dondeo; son variables aleatorias Bernoulli, de forma que

P(o, =1)=1/2rm, P(g, = -1)=1/ 27,

P(o, =0)=1-1,0, =0.
Si
Au =quy + &,
el test de Dickey-Fuller de raices unitarias toroma hipétesis nulaH, : ¢ =0, de
raiz unitaria, frente a la alternatid,; : < 0, de raiz estable. El test es implementado por
medio del estimador de minimos cuadradogdel cual es

T
Z Up AU

o =1
¢_ T ’

2
2. v

t=1

y el correspondientt estadistico para un coeficiente cero es
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@ T 12’
~ 2
a(z]
t=1
2

.
donded? =T‘1Z:(Aut —@t_l) ,A=(1-L)y L es el operador retardo.
t=1

t

En presencia de AO tenemos que
DX =g q Vv
dondev, = ¢ + 8AJ, y el estimador de minimos cuadrados corresporeliest

T
z X1 8%

— t=1
Pno = T

t. = Pno

Dno T -2’
~ 2
ax[z J
t=1

- 2
donde 67 :T"lthT:l(Axt ‘(/’ont—1) . Se deduce que bajo la hipétesis nuig,, la serie
observada es un proce$(1) con erroresMA(l) o0 proceso de medias moviles de orden 1,
dado que E[vtvt_l]: -1, E[vtvt_j]:o para j >1. Bajo esta situaciory, satisface las

condiciones de Phillips (1987) y, si utilizamostebrema funcional central del limite

aplicado a las sumas parcialeswgepara obtener la distribucion asintética, cuaiido o
1 1 5 ) 1 5 -1
Tano = LW(f Jaw(r) IOW (r)ar |-(g/0,) jow (r)dr

-1/2 (L 1 12
Lo @"’ 2(0/05)2”) (.[ow(r)dW(r)j/(.[owz(r)drj ,
dondeW(r) es un movimiento browniano estandar definido eéntetvalor O [0,1].

Estas ecuaciones fueron derivadas por Fransesdrupa(1994). Se puede deducir
gue si n>0, el parametrog es todavia estimado superconsistentemente pero la

distribuciéon asintética del estadistico de Dickeyidt serd sesgada a la derecha,

consecuentemente se sobre rechazara la hipotesigzdenitaria a favor de la alternativa
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estacionaria. Notar que un AO positivo y un AO tizgatienen la misma magnitud en el
efecto en la distribucidn limite. También cabe dest que las distribuciones son iguales
para cualquier combinacion d&, 7 y 052 dando el mismo valor déﬂ/ag)zﬂ. En otras
palabras, largos shocks con pequefia probabilidaduleencia tienen el mismo efecto que

pequefios shocks con alta probabilidad de ocurreRoiatanto el test de Dickey-Fuller no

puede distinguir infrecuentes largos shocks deufretes pequefios.
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2. Funciones de autocorrelacion

2.1 Introduccion

Test de bondad de ajuste asi como los test desrafii&arias para series temporales se
basan en la secuencia de autocorrelaciones o benden funcionalmente de la funcién

de autocovarianzas o de la funcién autocorrelasione

Por otro lado nos encontramos test basados eprasentacion espectral del proceso

estocastico estacionario, en este contexto la septacion de{yt} puede hacerse en

términos de integrales de procesos estocastictas edegrales representan la funcion de
distribucion espectral, funcién de varianzas de langes aleatorias de funciones
trigonométricas que componen el proceso. AnderBaM,. (1993,1995) , Anderson, T Wy
Stephens, M.A. (1993) utilizan el hecho de quedasitiad espectral muestral puede ser

utilizada para dar una estimacion de la densidpdotsl.

La funcién de distribucion espectral muesﬂt@(v): J'” I()I)d/1 es un estimador de la

w
funcion de distribucion espectral y la diferenc{E[lfT(/])—F(/l)J tiene distribucion
asintéticamente normal, esta diferencia es un gmestocastico efo, 7. Test como el

Cramer-von Misses o test de Kolmogorov-Smirnov redtasados en esta diferencia. En

esta situacion la funcién de covarianza asint@&asta diferencia puede ser encontrada.

Por tanto se puede utilizar el test de Cramer-vassds para contrastar la hipétesis
nula que especifica que la funcién de distribucé@pectral sigue una completamente

especificada, el estadistico es una integral de funeidon cuadratica de un proceso

15
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estocastico gaussiano, la distribucion asintétaladebst puede ser aproximada por una suma

infinita
W2 =3 w X?
i=1

donde {Xi} son variables aleatorias idénticamente distritmidﬁ(o,l), Anderson y
Stephens (1993,1995), muestran como calcular lesspg utilizando métodos numéricos
y a partir de ellos dan puntos asintéticos del, testos son dados para lArR(l) Este

procedimiento resulta demasiado complejo para abdica otros procesos aunque es

descrito para un proceso autorregresivo de ongean este casd (A) 0 equivalentemente
F(/]) dependen de un vector de parametros, estos sopdfisientes asociados al proceso

lineal. La distribucion limite del estadistico dxemida.
El criterio de Kolmogorov-Smirnov, aunque mas aodo que el de Cramer-von
Mises, no es tan potente como este, una aproximatiéste para series temporales es

encontrada a partir del hecho de qiﬁﬁT(A)-F(A)] sigue la distribucion asintética de un

puente browniano o brownian bridge.

2.2 Funcion de autocorrelacion

Dada una muestra aleatorig,..., y; estamos interesados en contrastar la hipétesis

nula que especifica que la funcién de autocorrefes del proceso sigue un determinado
patrén. Un proceso estocastico estacionario, sigasssiano, esta completamente
determinado por la media y su funcién de autocacrehes. La hipétesis alternativa vendra
dada por todos los patrones no especificados lepdgesis nula.

En el dominio de la frecuencia, la funcion de distcion espectral muestral y la
tedrica son funciones lineales de las autocormtes, luego podemos utilizar estas para
construir test de bondad de ajuste para compalarfghcion de distribucion espectral de
un proceso estocastico sigue una totalmente esataf La funcién de distribucion
espectral muestral puede utilizarse como estimaédia funcion de distribucion espectral.
Entre ellos el test de Cramér-von Mises o test denkigorov-Smirnov.

Un proceso estocésticc{yt}, t=...,-101...,en tiempo discreto, estacionario,

define una secuencia de covarianzaf)),o(1)...., con funcién de autocorrelaciones
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o, =a(h)/a(0), h=...,-1,01,....
la transformada de Fourier de la funcién de autetaciones nos da la contribucion de

cada frecuencia entren y na la variacion dey,, la funcion de densidad espectral
estandarizada es

1,1
f(/1)—2n+ﬂhz_l:phc05/lh

_ 1<
_EthcosAh -T< A<

h=—0c0

Si Z|a(h]<oo, entonces un modelo que representa una descondposie la

h=—c0

funcién de autocorrelacion en componentes correpotes a distintas frecuencias es
T
O =j t(N)costkdd  k=...,-101...
=

La informacién a través de la funcién de densidsgeetral estandarizad4}) es
equivalente que la informacidn a travésaje son lo que se llama un par de transformadas

de fourier.

Una condicion necesaria y suficiente para que &xigt es que exista una funcion
F(A) no decreciente, F(7)=1, la funcién de distribucién espectral, dado que

f(1)=f(-1) es

. L a1 1e A semh
F)=]" fBav=2 vhav=2], [z*ﬁé"“ °°SV“]"V‘TE"“ h

donde0O<A<n.Sivy,..Yyr sonT observaciones consecutivas del proceso estocastico

v} t=...-101..., E[ly]=u a(h)=E[(y, - #)(Yisn - #)]. Un estimador insesgado
de U(h) es
1 I
C,=C., =ﬁ;(yt ~u)Yeun —#)  h=01..T-1
6

& =cp,=(T-|N)c,/T h=01.,T-1
con sesgo-|no(h)/T, y para algin h el limite de este es O ®i- o, luego

asintoticamente insesgado.
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Si la media del proceso no es conocida entoncesnposl utilizary , la media de las
T observaciones. La secuencia de autocorrelacionestrales es entonces definida como
=T =6/, h=—(T-1),..,(T-1).
En esta situacion definimos el espectrograma malestr
R2(1) = A%(2)+B2(1),

donde

AA)==3" (v - p)cosit

=N
M-

—
1
-

B(A)==3" (v - p)senit.

=N
D1

—
1
-

R(/\) es proporcional al coeficiente de correlacion eertx serie observada vy
{cos/lt,sen/lt} una funcién trigonométrica de frecuenclg2sr. El periodograma o sea la
funcion de densidad espectral muestral, reemplazapdpor r, y si £ =0 es
(1)

=i ;rhcos/lh -M<ALTL
27 o)

La funcion de distribucion espectral muestral sera

T T
IT(/])_ 8, T: 271:O

Z Yt

t=1

T-1
Fr)=] |T(v)dv=zjjT(v)dv=j_T+zzrh Se:‘h 0<i<7m
h=

Siendo la funcién de densidad espectral muestial funciéon de distribucién espectral

muestral, ambas, funciones lineales de las autlesiones, notar que (A)es una serie
infinita con J(r),rzo,l...,como coeficientes,l(/l) no deberia ser un estimador
insesgado def(A) ya que solo utilizaT de las correlaciones en esta situacion
E[l(1)]= f(4).

Sin embargo si la serie

Z’O: ofr)cosAr

r=—o0

converge, entonces sera un estimador asintoticenmesesgado dé (/1) por tanto

. 13
TI|£noo E[I _;-[ ; I, COSAr
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fim EN(A)]=(1).

2.3 Test de bondad de ajuste y el test estadisti€BSS

La distribucion muestral asociada a una muest@a@ia y,,..., yr puede utilizarse
como aproximacion de la distribucion te(’)rid%\(y) a partir de las observaciones, la

distribuciéon muestral es

1 T
Fa(¥)==D 1oV,
L=}
y puede usarse para contrastar la hipotesis nutpegpor ejempIoF(y)= Fo (y) donde

Fo(y) es una distribucion totalmente especificada. Eristiferentes test basados en la

diferencia entre la distribucién muestral y la tedrclaro esta que

Fo(y) = F(y) noo

sup |Fo(y)-F(y) -0 n- e,

—o0< X<00
conocido como el teorema de Glivenko-Cantelli.

La distribucién asintética de esta diferencia, deagl teorema central del limite es

Jn(F, () =F(y)) - N(0, pi-p)), n - oo

dondeF, (y) es una proporcién muestrgh,= F(y), bajo la convergencia en distribucion y

Vn(F,(y)-F(y))

converge a un proceso estocastico gaussiano llamasitte browniano o brownian bridge
en el caso especial en el que la verdadera distdibule la poblacién sea uniforme.

Diferentes test , como el test de Anderson-Dg/let test de Kolmogorov-Smirnov

con funcional asociadd,, = sup}Fn(y)— Fo(y)| o el Cramér-von Mises con funcional

—_ 2
wW? =n[" [F, ()~ R dRy(x),
estan basados en esta diferencia. Estos funciosafemvariantes a transformaciones de la

variable aleatoria, luego, si hacemos la transfordmmondétonaz = FO(X), Fo_l(z): X,
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z esta distribuida uniformemente en el interv{aﬂxi], el estadistico de Cramér-von Mises

se simplifica y
W2 = n_[;[Fn(z)— 2P dz

Entoncesyn(z) = x/ﬁ{Fn (z)— z} tiende a un proceso gaussiay(z) cuandon - o.

La distribucion asintética d&/? es

w2 = Eyz(z)dz,

la media de y(z) es cero, la funcién de covarianzas cuando todespézametros son
conocidos es

po(s,t) = min(s,t) - st,
la distribucion de un puente browniano o browniadde.

De hecho si consideramos el modelo autorregresavpromer orden y definimos la
hipétesis nula de estacionariedad contra la alteenae que existe una componente no
estacionaria, bajo esta situacion, el test bajogétesis nula puede formularse como

T [ 2
T_ZZ{Z&}

=1 >c

__ =
A= 2 '

dondes® :T_thT:l(Ut ~T)? y C es el llamado valor critico del test.

La distribucién asintética del test bajo la hip&ewla puede encontrarse observando
que las desviaciones en sumas parciales sobredia im@nvergen a un brownian bridge, o
dicho de otra forma
Tr
o T2y ¢ L B(r), roOfod],
s=1

donde[Tr] es el mas grande entero menor o iguélray B(r)=W(r)—rW(1). Entonces
A= J-lB(r)Zdr
X ,

gue no es sino la distribucion de Cramér-von Mises.
Kwiatkowski, Phillips, Schmidt y Shim proponen @st de estacionariedad de primer

orden basado en el proceso
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Se puede considerar el funcior17|a(lST (r)) donde h([)] es la métrica de Cramér-von
Mises. Luego el test estadistico KPSS es dado por
1 I (& - 2
KPSS= WZ(Z (u, -y )}

k=1\ t=1

y bajo la hipétesis nula de estacionariedad

d 61 2
KPSS-— J'O k(a)?da,

donde k(a) =W(a)—aW(1) es un puente browniano estandar. Un estimadoistente de
— i -1 2
w= TIlian E(ST)

cuandou, satisface las condiciones de Phillips y Solo (3$88a un proceso lineal es

T r T
s (r)=T7 ut2+2T"12vv(s,r)2utut_S,
=1 s=1

t t=s+1
dondevv(s, r)zl—s/(r +1) .
Si nos basamos en la métrica de Kolmogorov-Smiamences Xiao (2001)

1 &, ke
KS = Max u-—>u
Lston PR DI

Jong et al. (2007) proponen una version robudtéedeKPSS basada en el siguiente

proceso

L o
0)= 523 sk - ).

T

1., % es un estimador consistente de

dondem; es la mediana muestral @ﬂ;}

T 2
o? = lim B | -~ sign(u, —
i & [ 3 sty -m)
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1six>0
sigr(x)= 0 six=0.
-1six<0

Aplicando la métrica de Cramér-von Mises al procds,c(r) obtenemos el test
estadistico IKPSS
1 Ja[& 2
IKPSS:—ZZ[Zsign(ut -me)|
) =it

gue bajo la hipotesis nula de estacionariedad
d o1 )
IKPSS-— j k(a)?da,
0

donde k(a)=W(a)—aVV(1) es un puente browniano estandar y por tanto fiemaisma

distribucion limite que el test estadistico KPSS.

2.4 Primeros calculos

La diferencia entre la funcién de distribucion edpd muestral, llamado
periodograma, y la distribucién espectral multiatio por la raiz cuadrada del tamafio

muestral es
ﬁ[ﬁT(A)— F(A)],OSA <7,

luego

FlE0-F0]=2 5 0 7, - ,)- 2 3 0

h=1 h=T h

€s un proceso estocastico en el inter\[QJa] que converge a un proceso gaussiano. Si

(o]
suponemos un proceso linegl = 1+ ZVth—s donde

S=—00

Yrnl<e, Xlyi <e

h=—c h=-00

y {vt} variables aleatorias independientes e idénticaandistribuidas conE[vt]=0 y
varianza finita El_VtZJ:UZ <o, Entonces se puede encontrar la distribucién coajde
\/?(rl —pl),...,\/?(rm —pm), cuando T - o, la distribucion es N(O,W), donde

Wz(Wgh) y
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Wgh = Z(pr+gpr+h +,0r—g,0r+h _thprpr+g _ngprth +2pgphpr2)

r=—o0

= 01—7(;) J-_I; (cosvh- p, )(cosvg - Pg )f 2(v)dv.

Por otro lado si hacemos la transformacién monétona

u=G(A)/6(n), 1=67G(mu]=A(u)

G(1)=2[ 12()dv
entonces el proceso transformado es
Ye () =vT{E M) -FIAQ)]} osusa
y, en esta situacion la distribucion limite Me(u) converge cuandd - o a un proceso

gaussiano con funcion de covarianzas

47'(5(7T){mi;1((Ll]J), i);f\{/;g@fig((v%u]}o suvsl

luego la funcién de covarianzas\gu)/ 12\/5(;5] converge a

K(u,v) = h(u,v)+ a(u)a(v),
donde h(u,v) es la funcion de covarianzas de un brownian brid'gé(u),0< usv, unes
un movimiento browniano estandar B(u),0< u<v, un brownian bridge, la expansién de

{B(u), u D[O,l]} puede ser obtenida a partir de los valores y vestpropios de su funcion
de covarianzas la cual es

E[B(u)B(v)] = min(u,v) -uv Osuvs<l
luego, claro esta, que por el teorema de Merc&'suncién de covarianzas puede ser

expresada como

h(u,v) = E[B(u)B(v)] = min(u,v) -uv = i/]i f;(u)f; (v)
j= 7]
la serie converge uniformemente y absolutamerhé.la/), siendoA; el autovalor propio

de f; (u) el autovector propio, de la ecuacién integral bgémea

AfK(u,v)f (u)du = 1 (v),

El puente browniano tiene la representacion
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> 1
Z_
2
y comoA; =(mj)? y f;(u)=+2senm entonces
B(u):Z:,£]2_[ser(jru)xj un{oql,
=

donde {Xj}jDN son variables aleatorias idénticamente distribuid}ls(@,l). El proceso

B(u) es un proceso gaussiano y dado que las trayectoriasodé@hiento browniano son
continuas
Yr ()/fey78{m)] - B(u)+ afu)x
donde X tiene distribuciénN(O,l) y, la matriz de covarianzas (ﬂu)+ q(u)x es
K(u,v) = min(u,v) —uv+ q(u)q(v),
un brownian bridge mas un termino aleatorio independi€&te.otro lado y utilizando la

identidad de Parseval

con funcién caracteristica

La funcion caracteristica tiene una expresion alterna,l/' ®(2it ), donde D(/l)es el

determinante de Fredholm, el cual puede ser aproximadoaeda numéricamente los

valores propios asociados, el cual tiene la expresion

=ﬁ;(l-%l-

El procesd3( zg tlene la representacion

B(u) + o(u)X Zl[JXTJ +an}fj(u),
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2.5 Cramér-von Misses

Si consideramos la hipétesis nula
Ho 1 F(4)=Fo(A),
donde la funcion de distribucion espectral muestral sigue funai6n totalmente
especificada, en esta situacion el criterio de Cramér-veedvjlara contrastar la hipétesis

nula es

%(H)JEYTZ (u)du = #2(71)]0”['% (A)-FolA )]2 fg'(A)an,

gue es una integral de una funcién cuadratica de uregoestocastico gaussiano, con

funcion de covarianzas dada, que puede expresarse com

S= J';[B(u) + q(u)X]Zdu

y es una serie infinita, que puede aproximarse por eni finita

N
SN = ijz
j=1

E[s-s\]= i [Aiwf],

j=N+1\ "]
cuando N - o la distribucion deS, se aproxima a la d&, asi como sus funciones
caracteristicas.

La matriz de covarianzas d¥, es E[Y,\‘Yg,]=/\N +ayay, donde el subindice

representa el elemento j-ésim@,, es una matriz diagonal co];i/]]- en el elemento j-

ésimo, la funcion caracteristica &, es

el =1 - 2it(Ay +ayai ) 2 = [] (-2t )_]/2
=N N NaON = |_| It @in )
-1
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¢jn es el j-ésimo cero de

AW +aNa'_¢N|:|/\N _¢N|l//((0),

con

gue converge z{)(v).

Puntos asintéticos del test pueden ser obtenidos encontuaadaproximacion para
los valores propios utilizando el método de los coeficientedodger y una primera

aproximacioén a partir de los cerog, de z//(qo), valores dea; pueden ser obtenidos por

integracion numérica a partir de

a; = [Lalu)t, du—z‘/_j { %}[%—F(A)}fz(/\)d/\.

La distribucion deS puede ser aproximada por
N ,
T= ZT X%+c
j=1 7'

{X i }J,DN son variables aleatorias idénticamente distribuid )

Finalmente el célculo del estadistico para el contraste, a pgartla funcién de

covarianzas muestral obtenida de la muestra, puede sgirapdo por

Sl

276 -y (‘ )( T\
z r = 1) z prpsj semgsemhe”(~5)d)
g h=1 r,5=-0
- Tl(r _pg)(r+g ~Pr- g) ?
87T4G Z_:wlzl g '
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2.6 Test para unr(p)

2.6.1 Introduccion
Si la funcién de densidad espectral depende funcionalrdente vector parametros

f00,6' = (6’1 ..... Gp) a través de la funcion de autocorrelacjofs)) = (pl(e) ..... Pq (9)) \

Si utilizamos el método de linealizacidn de Taylor, la expansi®@eses de Taylor de

F(A;t) es

F(/l;t):F(/l;e)+d':((j’ge)(t—e)+oﬂt—q2) t- @

il )-F1:8] = 2552 e, -, (0)-S40) (5 g)s-., )

mim h da
Por otro lado si asumimos que una estimacion defovede parametros puede ser

realizada a partir de la funcion de autocorrela@somuestral,r =(rl ..... rq) , é=6’(r),

siendo un proceso estacionario
Ve =D Vsls,t=...,=101...,
s=0

donde r Ep(ﬁ) y 6= H(r) _p> H(p(H)) =4, entonces

- Y _ 2 & senth dF(4; 0
e 0)-r )= 2552 7, - g 6 - CE ) oy )+, )
Tz h dp;
2.6.2 Distribucion del test
Sea{yt} un proceso autorregresivo de orden p estacionario
Ye +BiYiat -+ BpViep = Ut

dondeu, es un ruido blanco.
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En este caso el vector de paramet&iso, §' = (61,...,Hp) esfd=p3= (ﬂ ,...ﬁp)' ,

a través de las ecuaciones de Yule-Walker se ppeder en funcion deo o viceversa,

esto es
p
0=0(0)>.B;jo; h=12...
j=0

La funcién de densidad espectral para un proceworagresivo de ordem oAR( p)

.el cual puede ser invertido, claro esta, que tddsgaices del polinomio caracteristico

estan dentro del circulo unidad, es

yt = Zdr ut—r ’
r=0

un proceso de medias maviles infinito, la funci@deénsidad espectral puede ser obtenida

de

2
2
=9°
f(1)= o

p
i
%

En el caso parg,,..., o, funcion dep,,..., B,

0.2

j=0

0.2

o —
ZHZBjBkeM(J_k)

j.k=0

h(A; B) =

2

Una estimacion de los coeficientes autorregresifiopuede ser obtenida resolviendo

las p ecuaciones normales de Yule-Walker a tragda thuestra, por tanto
P

p
fheibj ==y, h=1..,p.y pu(b)=ry, h=1..,p., b— B entonceshy, =5, (r)
=t

VT{F; (4)-F(a:b)} =

y para expresarlo en términos de- o, (r) habra que calculadF(/l; 6?)/d9’, en este caso

con respecto &3 .
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Si \/?{IET (A)—F(/]/,b)} tiene distribucion normal con media cero y funcide

covarianzas

fim Ew(Ww(v) = 4{G{min()l,v] P —%T F(1o)F (o)~ 1+4Z'/0 a’(A)R‘la(v)},
donde
2 % 1serﬂh 0, dF(A|o)
_y e,
n% ]Z‘i d,oJ ! )
_2 serﬂh _2 senth dhph
rrhzi h hzl,zl h  dp,

la distribucion asintotica de/?{lfT (/])— F(A/ﬁ)} es obtenida a partir de la distribucion de
W)= Al)-B()

donde

_ 2 senh
A/])_f_'[hz:;' - Vi,

8(1)= Zp: dF(/l|p)V_ %izp: senih dpy, (‘p)vj |

2.7 El criterio de Kolmogorov-Smirnov

Si consideramos la hipétesis nula
Ho : F(1)=Fo(A),
donde la funcion de densidad espectral muestraésiga funcién totalmente especificada,

en este contexto el criterio de Kolmogorov-Smirpava contrastar la hip6tesis nula es

N

1
_— Y- = -
2./76(n) oSl:BJ r(u) P g

para una,0<a <1,y cuandoT - o

B 0)-Fol)

P{ sup|B(u)+ g (u)X| < c} =1-a.
O=<usl

Sid=sup |q0(u] entonces tenemos las siguientes desigualdades
O<us<l

sup|B(u) + o (u)X| < sup|B(u) +|X]d,
O<u<l

O=su<1
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P{ sup|B(u) +|X|d < c} < P{ sup|B(u)+do (u)X| < c} < P{ sup|B(u) < c} :

O<u<l O<u<l O<u<l

la primera parte es el producto de convolucion siep|B(u) y de d|X| y puede ser
O<us<l

utilizado como aproximacion de la segunda parte, &sroximacion es

d . _ni2,,2 2):2 _ .2
:2‘{ﬂj_1+42(_1)1 eXd 2J w /(1+4d )J lx W _ 4d] W .
oA J1+4d?)7 d1+4d%j2 | {1+ 20?7
La transformada de Laplace de la convolucion sdnmoducto de las transformadas y la

parte final de la desigualdad si

z= sup B(u),

O<u<l
donde B(u) es un brownian bridge entonces
F,(x)=1-e2¢.
Similarmente si definimos

z' = sup|B(u),

O=su<i

distribuciéon que también es conocida, es
F,(x)=1+2 (-1) e2™,
j=1
aunque hay una serie infinita esta converge rapday es también una aproximacion de

P{ sup|B(u)+ g (u)X| < c} =1-a.

O<us<l

Los extremos deqo(u) pueden ser encontrados haciendo cero la derivada

a1 G

1
luego fo(4)=0 o fo(/‘)=Go(7T)=§T Zpﬁ :
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robustas

3.1 Introduccioén

Como hemos visto los test de bondad de ajustegeais temporales se basan en la
secuencia de autocorrelaciones o bien dependeniohatimente de la funcién de
autocovarianzas o de la funcién autocorrelaciobegnismo ocurre, con los test de raices
unitarias, como es el caso del test de Dickey Fdéeraices unitarias o el test KPSS de
estacionariedad.

En el dominio de la frecuencia, la funcion de disicibn espectral muestral y la
funcion de distribucion espectral teérica son fanes lineales de la funcién de
autocorrelaciones y, se pueden utilizar para coingerst de bondad de ajuste, por tanto se
puede comparar si la funcion de distribucion espkde un proceso estocastico sigue una
totalmente especificada. Entre ellos, como se $ta vél test de Cramér-von Mises o el test
de Kolmogorov-Smirnov.

Bajo este contexto hay que sefialar que el coefecidd correlacion de Pearson no es
una medida robusta entre dos variables, la estimgmiede verse afectada por un outlier,
Wilcox (2004). Ademas de por outliers puede vefsetada por la no linealidad, muestras

heterogéneas y restricciones de rango.

31
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3.2 Funcion de influencia de la funcidon de autocoelacion

El coeficiente de correlacion de Pearson no esmatdida robusta entre dos variables,
la estimacion puede verse afectada por un outhéicox (2004). Ademas de por outliers
puede verse afectada por la no linealidad, muelatesogéneas y restricciones de rango.

Medidas especificas de influencia para funciones adtocorrelacion han sido
sugeridas por Chernick, Downing y Pike (1982), ihafl983) vy Li & Hui (1987). Sin
embargo, todas han sido desarrolladas sin re@uuita teoria apropiada y sin especificar
valores criticos para declarar una observacién cawhee influyente o no. Solo Chernick et
al. (1982) menciona en cierta medida estos aspectos

Una observacion sobre influyente serd aquella rebs®n que sensiblemente
determina el valor de la funcién de autocorrelacion

Si consideramos una estimacion de covariaﬁ;éX)D PDS(p), entonces tenemos
que la clase de todas las matrices definidas pasitiie ordenpx p es equivariante si
Cn(AX +v)= ACn(X)At OvOOP y A es una matriz no singular. Luego debe ser para
alganvOQOP

£(C, AX+v)=£(C,, X).
Una medida de la robustez del estimador de covaias el punto de ruptura para

espacios muestrales finitos, definido por Donohduper (1983), y es definido como la

fraccion mas pequefiagyn, de outliers que hacen la estimacién no acotadal Easo de
la matriz de covarianzas es definido como la fi@tenas pequeiayy/n, de outliers que

pueden hacer la estimacion no acotada, en este siasbmas pequefio autovalor propio

,Ap(Cn), tiendea 0o si;\l(Cn), el mas grande autovalor propio tiende a

£(C. X)= min {m supD(C, (X, (v ) = w} |

kmsni Ny

Donde el supremo es tomado sobre todas las cotexscandémala¥,,, y

D(A. B) = mar{ ()~ 4(B) |1, (A)* - A, () 1},
donde/ll(A)z ...Ap(A) son los autovalores propios ordenados obteniddes hatriz A .

El maximo punto de ruptura fue calculado por DayiE387) y, es definido cuando

ninguno de losp+1 puntos estan contenidos en un hiperplano de digremsenor que
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py, si n= p+1, el punto de ruptura de un estimador afin equaveeiC, es al menos de
[(n - p+1)/2] puntos o mas.

Si consideramos un estimador con funcional asociddoy F la distribucién
desconocida comun de las variables que forman lestraj se puede estirﬁ'a(lF)l por
T(Fn), siendoF, la bien conocida funcion de distribucion empirica.

Si tomamos el funcional en la distribucion contaminadg, :(1—£)F +&d,, la

funcion de influencia, que mide la influencia qiené el dato anémalx sobre el sesgo
asintético del estimador que tiene funcional astiia, basada en Hampel's (1974), tiene
la expresién

IF(X,T(F),F)=1lim T0-e)F +e0,]-T(F)

con lo que, da lugar, si tenemos en cuenta,q(llé es la funcién de autocorrelaciones en

2

el retardo k, para una serie estacionariE(Xt):,u y V(Xt):a , Si asumimos que

Z, = (Xt —/It)/U para cada valor de t, entonces
IF(X,T(F).F)=1F(z, p(k),H),

dondeH es la distribucion d(éZt ,ZHk).

1| Z, +2Z Z -Z 1| Z +Z; VARA
Dado U, — | & itk 4 i i+k U. ——| i itk _ “i i+k ,
T sz(k) Jup(k)}y z[wp(k) ¢1+p(k)}

entonces tenemos que

2 1
[1‘P2(k)] UikYik2 =2z« _Ep(k)(zzi + 22i+k)-
Luego la Funcion de influencidF , en la funcion de autocorrelacion teéripék),

de algun par de observaciones retarddda®ces es definida como la matrix L , siendo

L un ndamero fijo de retardos, es

! Si T(F) es un funcional y estamos ante el problema desé, entonces’(FX)zj'ydB((y). La expansion de von Mises del

funcional T alrededor deF es
T(6)=T(F)+ [ualllc - F) +¥2 [waloa xokilo - FR +.=TF)+ 32 [umbo. ..l - F)e

que puede ser interpretado como una expansiorries sie Taylor evaluada en=1 de T((l— s)F + sG) = T(F + s(G - F)zj .

La funcién w(x) es conocida como la funcién de influenciaTe



3. Funciones de autocorrelacion robustas 34

(220 206)= 22~ o0 + 220,
y la funcién de influencia basada en Chernick et1#82) es
IF (2, 2), £(k). Hi) = 1= o)V 4 U1 2
Ademas sia,, es la funcion de autocorrelacion parcial (PACRproes
IF((z, 2z halk).Hy) = b-_az(k)pi,k,lui,k,Z'

Cleveland (1972) calcula la funcién de autocoriélamversa (IACF), es

_r(K)

pi(k) m

donde

yl)=[" s (wlew y £ (w)={f (w)™

-
es la inversa de la funcion de densidad espetaaklacion entre IACF Y ACF viene dada

por Olewuezi and Shangodoyin (2005) es

Yo
y*(k)= k(1Y 1
4712(—,){—]Sin2jn, k#z0
j=1 Y

Por tanto dada la dualidad entre IACF y ACF, lacfan de influencia puede ser

escrita como
IF (2, z). 01 (k) H, ) = [1_ P (k)]U kU k2

donde

_ =1[ Zi+ 2w, Zi_zi+k] _ :E[ ZitZiw _ Zi—Ziwy ]
H 2 irp() i alk) "2 iep k) Jrep (k)]

Si asumimos un proceso estocastico estacionati@nsas que si es gaussiano, esta

completamente determinado por la media y su fundénautocorrelaciones, en esta

situacion IF ((z,z., ). 0 (k),H) tiene la distribucion de una constante multiglzaor el

producto de dos variables aleatorias normbles: y U'ix2.
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3.3 Estimacion altamente robusta de la funcion de
autocorrelacion

La estimacion de covarianza entre dos variablesl@ummsarse en un estimador de

escala, en esta situacion Huber, (1981) y Gnaneategj1997) proponen
c(x,Y)= M%ﬁ[var(ax +pY)-varlax - g¥)| Oa,p00,
y dado que, para una serie temporal, X e Y reptasda misma variable entonces debe ser
a=0=1.
Por su parte Rousseeuw y Croux (1992,1993) propooeo estimador de escaly,,

que es definido como

Qn :cﬂzi -zj] i< j}(k),

n
+2
AN
4

donde
k =int

y el factor ¢ es elegido para conseguir consistencia del estimaah el caso Gausiano
c=22191

En esta situacion un estimador de la funciéon decawtarianza es, si extraemos las
primeras n - hobservaciones para producir un vector u de tamafich y las n—h

Gltimas observaciones para producir otro vector v,
()= 2020 (u+¥)- Q2 p(u-v)
yQ 1X_4Qn—h u+v Qn_hu V)|.

Este estimador tiene punto de ruptura tempora28®, el maximo posible en el caso

de funciones de autocovarianza. Por su p#fe tiene una alta eficiencia asintotica

gaussiana del 82.27%. Y la funcién de autocoriaas es

- _ Qip(u+v)-Qf i (u-v)
2ol )= 08 () Qi la )

siendo de esta forma q+;éQ(h, xj <1.

El punto de ruptura muestral de un estimador dalaaﬁa(z) es
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& (5(2)= max ™:sups, (o)< ying ,2)>0 |

y el punto de ruptura de un estimador de covaridwasado en un estimador de escla

es

ol _ m, A o vinf G o
£ (CSn (z))—max{n .s;JpCSn (2)< yinf Cg, (2)>-y

inf Sn(z(aﬁ)') >0y inf Sn(z(a —,8)') > O},

por su parte para una serie temporal tenemosuqu(exl,..., Xn_h)t y v= (Xhﬂ,..., Xn)t ,

entonces para = (u,v) es &, (é%_h (z)) y, por tantog,, (f/Sn (h, x)) con x=(Xq,..., X, )\

Sin embargo esta definicion de punto de rupturadpigodo su significado si
trabajamos con series de tiempo y funciones decatrelacion, por un lado la perturbacion
no es igual si se encuentra al inicio o en medieyr&s el efecto dependerd notablemente
de la distancia del retardb. En esta situacion es necesario introducir unavaaue
definicién, el punto de ruptura temporal de unmeator de autocovarianza. Es definido

como

m

&t (f/(h x)) = max{% :supsupS, (u + v) <oy ir|1f ir)1(f Si-h (u + v) >0y
X

m

supsups, (u —v) <oy ipf ir)1(f Sh-h (u —v) > 0}.
| X m

m

La funcion de influencia es una funcién de 1lérdada por Genton y Ma (1999) es
1
IF((uv)T.F)= ﬁ[S(Fl)IF ((@u+ pv).s,Fy) = S(F)IF ((au - &) S F, )],
T es un estimador dg/, S es un estimador de escala, con funcién de infiaenc
IF(.,S,Fi) i=12 'y, asumimos las siguientes distribucionesU + gV =F,
aU-pV =F, y F es ladistribucién conjunta dg¢ y V . En el caso de la funcion de

autocovarianza,a = f=1, y bajo una distribuciéon conjunta bivariada Gawoaid , la

funcion de influencia de/, es

IF ((uv) e, F)=%{U&VIF(“—”,Qm)—a&NIF(;'V Q@ﬂ,

Oy+v u-v

donde la funcién de influencia d@, en ¢ ,Rousseeuw y Croux, (1993), es
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'F(X,Q,(D):ci_q{x-‘-ijh{x_ij
f“{”ﬂf/(y)dy

dondec =2.2191y ¢ la distribuciéon normal estdndar.

Notar que la funcion de influencia dg, esta acotada entre

, a-b)od + ot )+ da+bioy o |

2

dondea = max, IF(x,Q,qJ) y b=min, IF(x,Q,qJ).

Notar, ademas, que la definicion es local en eliderde que la definicion de ruptura es

solo para un vector retardado fijo.

3.4 Estimador de minimo determinante de covarianzéMCD)

Los llamados M-estimadores son robustos en el derte que tienen funcién de
influencia acotada pero su punto de ruptura es greguUn estimador robusto con alto
punto de ruptura para localizacion y escala ess@mador minimo determinante de
covarianza (MCD)Minimum Covariance Determinant estimatdn este estimador las
estimaciones son dadas al minimizar el determindati matriz de covarianzas muestral

clasica deh = [(n +p +1)/2] datos de la muestra. Rousseeuw (1984), ButlerieBavJhun

(1999) estudian la funcién de influencia y la efiia asintética de MCD. Como
caracteristica, este método tiene mayor eficiequia el método MVE, que estudiaremos
posteriormente, y por tanto suele preferirse autigne menor punto de ruptura.

El estimador MCD usa una funcién de pesos nula Eiginifica que la mitad de las
observaciones consiguen un peso 1y, la otra riitaghueden considerarse como outliers.
Sin embargo, bajo este supuesto, puede ser difésitificar outliers intermedios . Para ello
la utilizacion de una funcion de pesos mas geriaéria ser mas apropiada y puede ser la
propuesta por Ella Roelant, Stefan Van Aelst y G&ilems obteniendo el estimador
MWCD.

Asi pues un modelo de localizacion y dispersiordado por una distribucion de

px1 vectores aleatoriox que esta completamente definido por un vecporl de
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localizacion ¢y una matriz simétrica definida positivax p de dispersionX . Las

observacioness,i =1...,n y es una matrinx p W conn filas x,..., X5 .

Dado T(VV) es un estimador multivariado de localizacion ycda(d(vv) es un

estimador de dispersion entonces la i-ésima distaslccuadrado de Mahalanobis es el

escalar
D? = DZ(T(W).cW)) = (x - T(W)\ cw)(x -T{W)),
para cada observacian . Siendo para la distancia clasica de Mahalanaiizocestimador

de localizaciéon la media muestral y de dispersédcolvarianza muestral.

Si consideramos ahora el subconjunth, de C,=n/2 observaciones con
determinante de la matriz de covarianza muestred8 peEguefia sobre todﬁ:(n,cn)
subconjuntos de tamafq,. Entonces daddycp ¥ Cycp SOn las media muestral y la
covarianza muestral de, casos enJ,. En esta situacion el estimador de minimo
determinante de covarianzMCD(cn) , €s (TMCD (W),C,\,,CD (W))

Para su calculo son necesarios el uso de algoritnmasde ellos se basa en el llamado

conjunto elemental o remuestreo basico para estirmadobustos, este algoritmo ukg
elementos de salida, subconjuntos aleatoriopdd casos, con p el nUmero de variables.
La j-ésima prediccion elemental sera el estimadisian (TJ-,C]-) calculados del j-ésimo

conjunto elemental.
Otro algoritmo utiliza la técnica de concentracién, la cual no necesariamente el

elemento de salida es elemental. De esta formay (Iqu ,Coyj) es la j-ésima salida y

calculamos todas las distancias de Mahalanobis, (TO’]- ,CO’]-). En la siguiente iteracion

es calculado el estimador clésieﬁ_’j ,Clj) de lasC,, =n/2 casos correspondiendo a las
mas pequefias distancias. El proceso continua fpastajemplo k pasos y resulta la
secuencia de estimadoré'ﬁ)'j,coyj), (le,Clj),...,(Tk'j,Ck'j). El resultado de la iteracion
(Tk,j,Ck,j) es llamado el j-ésimo atractor. Tomankél=5 pasos el algoritmo funciona

bien y en el algoritmo de concentracién el estimddwl es el atractor que optimiza el

criterio. El algoritmo de remuestreo basico esasbeespecial cok = 0. Rousseeuw y Van

Driessen (1999) prueban que el paso de concemntraojé el determinantpﬂd < |Ciyj| y
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obtienen el llamado FMCD algoritmo de concentracibenemos basicamente que

rompe sid outliers pueden hacer que la medida

MEDQ‘Wi —TW‘]),

sea arbitrariamente grande. Por lo tanto el estmad no rompera si puede ser dibujado

en una bola de radi® alrededor del origen.

Por su parte el estimad@ rompe si el mas pequefio autovalor propjptiende a 0
6 si A, el mas grande & . Ademas es conocido que el mayor valor propicCdg, esta

acotado superiormente pquma>1ciyj| , con

C

Gij= ! Zn:(zi,k_zi)(zji,k_zj)'

c,—1 =

Por tanto A, no puede ser arbitrariamente grandezsison todos contaminados en
alguna bola de radi®® alrededor del origen. Si todos Iﬂ)a” son acotados, entoncels

son acotados Y4, sera 0 solo si el determinante Gees 0.

3.5 Estimador elipsoide de minimo volumen (MVE)

El Estimador Elipsoide de Minimo Volumen, (MVB)inimum Volume Ellipsoid
estimator fue introducido por Rousseeuw (1985), es prolmabige uno de los mas
conocidos (e.g. por He y Wang, 1996). Una de lasmas es que alcanza un punto de
ruptura casi igual a 0.5 frente a los M-estimadonedtivariados de localizacién y escala,
gue basados en una muestra de una variable ateptdimensional, su punto de ruptura es

alo sumol/(1+ p).

Este consiste en tomar como estimador de locadimael centro del elipsoide mas
pequefio conteniendo al menos la mitad de los dBmistanto la estrategia consiste en
encontrar la elipse con el area mas pequefia quierera mitad de los datos. Asi pues los

puntos fuera de la elipse deberian considerarse ootfiers.
Sin embargo este estimador no ¥s consistente, Davies (1992), haciendo menos
atractiva su eleccion por razones de eficienciao @stimador el cual tiene tasa de

convergencia normal es el estimador MCD, Rouss€&@85). Las estimaciones son dadas

por la media y la matriz de covarianza calculadaladenitad de los datos los cuales
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constituyen el mas pequefio determinante de suzdgricovarianza. Rousseeuw y Van
Driessen (1997) proponen un algoritmo para compMi@b, el cual es extremadamente
rapido. Las propiedades tedricas de MCD han sidesitigadas por Butler (1982) y Butler,
Davies y Jhun (1993), pero la distribucion asictsigue siendo desconocida. En el caso
particular de una dimension la funcion de influandel estimador de escala, MCD, ha sido
calculada por Croux y Rousseeuw, (1992).

Asi pues, dadaX ={x1,~-,xn} y n= p+1 puntos. El estimador elipsoide de minimo

volumen estima, 00OP y C, O PDS(p) que minimiza el determinante d& sujeto a
#{i (% —t)'CcHx —t) < c2}2 [MTM}

dondet,00P y C, 0O PDS(p) determinan el centro y la estructura de covariadea
elipsoide de minimo volumen cubriendo al melﬁ@ns+ p+1)/2]. La eleccion dec, una
constante fija, no tiene influencia en el valortge sin embargo si en la magnitud de.

Este valor puede ser elegido de acuerdo a algumadiu de distribucién, si asumimos una

distribucion elipticaP, s con densidad|2|_1/2f{{(x—,u)tZ"l(x—,u)}llz} entonces una

eleccién dec podria ser el valor el cual
S e e R W ) S 1E

El punto de ruptura sip=1, t, es el punto medio del intervalo mas pequefio
cubriendo al meno%n/zﬁl puntos, yC,, es proporcional al tamafio de ese intervalo,
luego se necesita reemplazar al mef{os+1)/2] puntos para haceft,| infinitamente
grande y reemplazand@nlz) puntos en uno de Ioa—[(n—l)/Z] puntos para haceC,
igual a 0.

Si p=2 entoncese” (t,, X) y £ (C,,X) son al menog(n- p+1)/2]/n.

Ademas el estimador Elipsoide de Minimo Volumen deueonsiderarse un S-

estimador, dadoX ={x1,~--,xn} y n=p+1 puntos. El estimador elipsoide de minimo

volumen estima, L10] Py c,O PDS(p) gue minimiza el determinante d& sujeto a

23 el -1 =e
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dondet,00P y C, O PDS(p) determinan el centro y la estructura de covariatela
elipsoide. Las estimaciones MVE se obtienen cuanldb=n—[(n+ p+1)/2] y
PO=1-.q @

Si p es simétrica, dos veces diferenciabrlxéo)= 0 y ademas si existe una constante
c>0 tal que p es estrictamente creciente E@)c] y, constante er[nc,oo], entonces si

tomamosr =b/supp ysir < (n— p)/2n el punto de ruptura es

£ (t,,X)=£"(C,,X)=[nr/n].

3.6 Estimador de correlacion media biponderada

El estimador de correlacién media biponderdBimeight Midcovariance estimator
Wilcox (2004), es calculado de la misma manera elueoeficiente de correlacion de
Pearson, la diferencia se encuentra en las megiaias la media, desviaciones sobre la
media y de covarianza utilizadas. El estimador aleetacion media biponderada utiliza
medidas robustas para su calculo.

Dado (Xl,Yl),...,(Xn,Yn) es una variable aleatoria de una distribucion rixda

entonces, Wilcox (1997), dado

Xi _MX
U =2 Tx
9MAD,,

donde M es la mediana, WMIADy es la mediana de las desviaciones absolutas,caston
es
MAD, =MEDIAN{X; =M y],...,|X; =M}
Notamos que el punto de ruptura para tamafios nalestfinitos deMAD es de

aproximadamente 0.5.

DadoV, es una funcion d&; definida comoU; para X; . El estimador entreX e Y

es dado por
il bt oo )
> Y ab-uh-oE e bvih-s])
donde
a =1 si-1<U; <1 sinog =0
b =1 si-1<V, <1, sinob =0°
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Una estimacion de la correlacion media bipondeesd®e X e Y es dada por

Snxy

Sy

dondes,,, Y S,y Son las estimacion de varianza media biponderada @ Y .

M, =

3.7 Estimador de correlacion de porcentaje ajustado

Al igual que el estimador de correlacion media higerada, el propdsito del
estimador de correlacion de porcentaje ajustaddapimmal, Population Percentage Bend
Correlation estimator,es el de analizar la correlacion poblacional zgitido para ello
medidas robustas. Como son la mediana y una gederde MAD, de esta forma el
coeficiente de correlacién Winsorizado es fijadoteanmas bien que cuando son
determinados los datos.

El coeficiente de correlaciéa —Winsorizad poblacional es

T ST )

JW,XJW,y

que no es mas que el coeficiente de correlacionladelistribucion Winsorizada
bidimensional, basado en las medias-Winsorizagspoblacionales y las varianzas
a —Winsoriza@s.

Asi pues el coeficiente de correlacion de porcentpstado, dadas las medianas
poblacionales definidas comdl y 'y My . Y si consideramos la funciog; asociada al
estimador de Huber con constante bend iguakd.,

w(x) = max{-1min(1, x}
con parametros de escalg, y W, , para un porcentaje de ajuge (0 <pB< 0.5) es

definido por las ecuaciones
P{X -My|<wy}=1-2,
Ply -my|<w}=1-5,

y los parametros de localizacigry y 77y tales que

ez
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Si definimos
U= X =Ny ,
Wy
y
U = Y-y '
Wy

el coeficiente de correlacion de porcentaje ajusfaablacional se define como

Eppiv)]
VEW?V)El?0)

Cuya estimacién puede hacerse si definimos

p:

R = [, - Me,.

donde Me, es la mediana muestral yisi es igual a la parte entera (]e—,[i’)n .

Definimos
Wy = I:\>(m)’
y si i; es el nimero d&; tales que
Xi - Mex < _1
W, ’
y si i, es el nimero d&; tales que
X; —Me, -1
W, '
definimos
n-=i,
S, = z X(]) X,
j=ip+l
y
W lip —ig)+S,
X n- |1 - |2 '
entonces
Ui = XIA_”AX ,
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de igual forma si repetimos paYa

finalmente si A :z//(Ui) y B :z//(Vi), se define el coeficiente de correlacion de

porcentaje ajustado muestral como



4. Block Bootstrap

4.1 Introducciéon

Una serie de tiempo es una secuencia de sucedisasvaciones medidas sobre un
conjunto de tiempos. La medidas de tiempo son mmrgke discretas e igualmente
espaciadas. Ademas las series de tiempo se céant@or existir dependencia entre las
observaciones vecinas y frecuentemente la esteudidependencia es muy compleja.

El método de Bootstrap, introducido por Efrom (197®be ser modificado para
permitir la dependencia entre observaciones, firmgpamente propuesto para su uso en el
dominio del tiempo por Freedman (1984) .

En las dos siguientes secciones se hace uso deievo procedimiento, bastante
sencillo, para generar muestras, por tanto es ciente introducir el concepto de Block
Bootstrap.

Block bootstrap consiste en dividir los datos Egbes de observaciones y muestrear
los bloques aleatoriamente con reemplazamientsté&xidos vertientes de remuestreo en el
dominio del tiempo: remuestreo basado en modelogrdedman (1984) y basado en
bloques Hall (1995) y Carlstein (1986).

Por tanto en Block bootstrap se construyen muestom¢inuas de “bloques” de
observaciones ordenadas y por remuestreo son aSaglide afiaden los bloques. Esta
alternativa no paramétrica, block bootstrap, tiat bloques continuos de datos como
unidades intercambiables para construir seriesestraadas.

Existen diferentes variantes de block bootstrafireenllas no sobrelapados, Hall

(1985), Carlstein (1986) o sobrelapados, Hall (39B&insch (1989). La idea es que si hay
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4. Block bootstrap 46

suficientes bloques, y si hay suficientes retarelose las observaciones entre bloques,
entonces mucha de la estructura de dependenciaabr@ggtara en las muestras. Otros tipos
son el block bootstrap circular propuesto por Bolt Romano (1992) y el bootstrap
estacionario Politis y Romano (1994) en este Ult@inamanio del bloque es aleatorio.

Las dos variantes del tipo libre de modelo son Bhse Bootstrap (BB) y Subseries
approach (SA). En el BB, los bloques son remuedtreg afiadidos para obtener una serie

que, digamos, mimetiza la estructura de la serggna.

4.2 Block Bootstrap

La idea subyacente es la de construir bloquesisofemente grandes como para
presentar suficiente estructura de dependencia derle original. Si elegimos un tamafio
de bloquel =n/k, dondek es el nimero de bloques a remuestrear y para age§o

autorregresivo de orden unA,R(l), tenemos que

Polock = (Ejo"‘(n—_k]p = (I—_ljp :
n n I
Para construir los bloques consideremos el ve&abdervaciones consecutivas
Y, = (Xecmro-o X ) t=m...,n,
entonces construir bloques solapados de vectorsgcuotivos
Vs oo Yoot o) (Yemes oo Yonst Do (Vo0 Vi)
donde el parametrb1[] es el tamafio del bloque. Si asumimos que el nugetdoques

n—-m+1=kl con kOO, entonces el remuestreo de bloques independientes con

reemplazamiento es

Ygeeer Ygul, Y, veees Ygurveees Y oeees Ys 41,
donde los puntos de inicio de los blogugs..., S, son variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas uniformemente en &rimlo {m—l...,n—l}. Si el niumero
de bloquesn—m+1 no es un multiplo d¢ , entonces muestreamdés= |_(n—m+|)/IJ+1

bloques pero usamos solo una porcion Helésimo bloque para conseguir—-m+1

muestras dan vectores. En esta situacion para un estimador

donde
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FM = (- me )Y 1y
t=m

el estimador block bootstrap es

§® =1(F =),
k S+
Fn(m)EB('):(n+ m—l)_lz ZI[YI S.]'
i=1t=§+1

Ademas sif = gn_m+1(Ym,... ,Yn) es una funcion simétricgn_m+1(-) entonces

6™ = gpmaa(Veorr s Yot s Yoenroes Yo utoens Y a1 Yoot )-

4.3 Tamaiio del bloque/

El tamafio del bloque depende al menos de tres taspedt proceso que genera los
datos, el estadistico a ser muestreado y la findlghra la cual el bootstrap es usado, por
ejemplo, estimacién de sesgo, varianza de la fambédistribucion, etc.

Por tanto una de las cuestiones que se planteames @onseguir un tamafio de bloque
¢ optimo. Para ello se pueden utilizar formulas ielpls del error cuadratico medio de
estimacion del tamafio del bloque. Una alternatvaisar Jackknife después del método
Bootstrap, Hall et al. (1995), usar el método dauestreo para construir un estimador del
error cuadratico medio de estimacion como funaéhtamafio del bloque y, entonces,
minimizar este.

Carlstein (1986) y Kunsch (1989) dan formulas dsicas para el tamafio optimo de

bloque bajo la regla de Carlstein y Kiinsch respaniente. Asi pues el tamafio optimo

es proporcional a3 para estimacion de sesgo y varianzas, Sin embefigte cierta
incertidumbre de cual es la regla de proporcionalid

Hall, Horowitz y Jing (1995) muestran que el erroadratico medio de la estimacion

Iz(n,l) dondek = h(u) es proporcional a
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dondeC, y C, dependen d& y de la estructura de covarianzady 2 , c=1 si k

es el sesgo o varianzd,=1, c=2 si k es el nivel de significacién de un test de una,col

y d =2, c=3 si k es el nivel de significacion en un test de doazol

)1/3

Por tanto el tamafio optimo del bloque es igu(ﬂ@ilczn para la estimacion de

la varianza y el sesgo de algun estimatlor h()_(). Los coeficientesC; y C, no son

Optimos bajo condiciones no asintéticas, esto eandw el tamafio muestral es

relativamente pequefio. También el calculoGjey C, requiere estimaciones acuradas de

y(h). Una solucién propuesta por Hall, Horowitz y JiffP95) es la de estimar
empiricamenteMSE(Iz) como una funciéon dd . Entonces dada una semilla inicily
podemos encontrar una estimacion HB,IO) . La serie es entonces dividida en subseries

continuas de tamafim<n y para cadaj <l,, lz(m, j) es calculada déxi '”"Xi+m—1}

parai =1,...,n—m+1. El error cuadratico medio es estimado por

MSE(m k>=%mnf@ (m, )~k lo)2},

de esta forma si seleccionamos el tamafio del bldqugue minimiza el error

cuadratico medio, entonces una estimacioh aes dada por



5. Resultados empiricos

5.1 Introduccion

En esta seccion ilustramos el uso de experimentdatge Carlo para calcular una
estimacion del tamafo, simplemente observando asaméces la hipotesis nula es
rechazada en las muestras. El numero de repliegiba sido de 2000, de esta forma
podemos obtener una estimacion de la potenciaedél ésto es de la probabilidad de
rechazar dado el valor del parametro.

El modelo que se ha simulado es un proceso agtesi®o de orden 1 o AR(1), es

Vi SHA R UG U =@, e,

donde se ha tomadg3=0,u4=0 y & son variables aleatorias independientes e

idénticamente distribuidabl (0, JE). Ademas se ha consideradxm{ 0.8,085 ,0.9,0.95,]} y
un nivel de significaciéoro D{0.0l 0.025 005, 0.075 0.]} . Los tamafios de muestra que se
han utilizado son de 50, 100 y 200.

Los estimadores robustos, que se han utilizada plarener una estimacién robusta
de la funcion de autocorrelaciones, para este cismrden 1,p(1), y que se han
comparado, son junto con la estimacion clasicastanacion altamente robusta de Geman,

MVE, MCD, la estimacion de correlacion de porcemtajustado y la estimacién de

covarianza media biponderada.
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Para calcular la funcién de autocorrelaciones seexteaido las primerasai—h
observaciones de =(u1,...,un)t para creanV. De igual forma, extraer las Gltimas—h
observaciones para credf. Por tanto una estimacién del parametro pueddaska por

in = )

donde mad(x)=meq (med]- Gxi —xj|)) y med es la mediana de las medianas de

qxi —xj|), i=12,...,n.
Y el estadistico del test de Dickey-Fuller es
tau = (n)(é)—l).
Para estudiar la robustez de los estimadores smrisderado un outlier aditivo de

tamafio 8 en cada una de las muestras, sietglaina posicion aleatoria ef...,T, el
modelo es

X,) = Ug,) TO0
dondeo son variables aleatoria”sl(o,a?) y 6=10.000.

Por otro lado se ha buscado la validez para gemeuastrasU , perturbando el

espacio muestral, creando asi una variante deatta dase de algoritmos llamados block

boostrap, para ello eliminar aleatoriamerzieobservaciones iniciales, dondg =k; * m;
donde k=U(O,1) y m; es elegido arbitrariamente. ¥, observaciones finales, donde

z, =k, *m, dondek, =U (0,1) y m, es elegido arbitrariamente.

5.2 Resultados empiricos

Los resultados mas significativos vienen dadosasntdblas 5.1, 5.2, 5.3. Para una
consulta detallada puede consultarse el anexo emledcse dan resultados para
»0{ 08,085,09,095,1}, n0{50,100 204 y en particular en las tablas 9.1, 9.2, 9.3y 9.4
para un nivel de significacién de = 001. Si a = 0.025 se presentan los resultados en las
tablas 9.5, 9.6, 9.7 y 9.8. & = 005 en las tablas 9.9, 9.10, 9.11 y 9.12. Para 0.075
en las tablas 9.13, 9.14, 9.15y 9.16. Y finalmente = 0.1 en las tablas 9.17, 9.18, 9.19 y

y 9.20. Para cada uno de los cinco grupos de taldasegunda tabla es obtenida
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introduciendo un outlier aditivo, la tercera tapkrturbando el espacio muestral y la cuarta
tabla perturbando e introduciendo un outlier aditiv

Como se puede observar en las tablas 5.1, 5.2pf&e8entadas a continuacion, bajo
condiciones sin presencia de OA, todos los estinesdbasados en métodos robustos son
mas potentes que el estimador clésico para tanwgiosuestra de 50, 100 y 200, y para
casi todos los niveles de significacion. Sin embaggtos rechazaran la hipotesis de raiz
unitaria en un mayor nimero de ocasiones queiatadr clasico.

En presencia de un OA los estimadores robustosigaé®nte no se ven afectados en
su potencia, si en cambio el estimador clasicorgokaza la presencia de una raiz unitaria
en practicamente casi el 100% de las simulacioaea pualquier tamafio de muestra y
cualquier nivel de significacion.

Dentro de los estimadores robustos destaca poeaugoemportamiento el estimador
de correlacion media biponderado el cual presemsanuenor potencia para un tamafio de
muestra de 50. Ademas es el estimador que mas vecleaza la presencia de una raiz

unitaria.



n=50 Sin OA n=50 Con OA

a=0,01 Population Biweight a=0,01 Population Biweight

D Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE D Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,331 0,537 0,52z 0,50€ 0,571 0,524 0,8 0,98¢ 0,52¢ 0,671 0,49t 0,53¢ 0,477
0,85 0,177 0,38t 0,35¢ 0,41¢€ 0,394 0,38¢ 0,85 0,98¢ 0,40¢ 0,57: 0,414 0,394 0,37¢
0,90 0,072 0,260 0,226 0,338 0,256 0,273 0,90 0,987 0,262 400,4 0,326 0,251 0,273
0,95 0,026 0,157 0,121 0,261 0,148 0,182 0,95 0,991 0,159 09,3 0,245 0,147 0,164
1 0,005 0,096 0,066 0,204 0,081 0,128 1 0,991 0,104 0,228 40,19 0,084 0,131
0=0,025 Population Biweight a=0,025 Population Biweight

D Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE D Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,58C 0,74¢ 0,721 0,644 0,76¢ 0,70¢ 0,8 0,98¢ 0,73¢ 0,81¢ 0,651 0,75t 0,692
0,85 0,36: 0,59¢ 0,551 0,57¢ 0,61< 0,55¢ 0,85 0,98¢ 0,611 0,74¢ 0,55C 0,61¢ 0,57¢
0,90 0,173 0,459 0,407 0,464 0,456 0,439 0,90 0,987 0,461 18,6 0,462 0,450 0,435
0,95 0,065 0,302 0,259 0,364 0,290 0,303 0,95 0,991 0,308 800,4 0,375 0,286 0,300
1 0,016 0,199 0,144 0,299 0,167 0,220 1 0,991 0,204 0,380 50,28 0,169 0,221
a=0,05 Population Biweight a=0,05 Population Biweight

[ Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE [ Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,782 0,86¢ 0,861 0,762 0,89: 0,837 0,8 0,99¢ 0,867 0,89¢ 0,77t 0,884 0,84z
0,85 0,578 0,770 0,746 0,687 0,791 0,726 0,85 0,988 0,764 0,839 0,678 0,767 0,729
0,90 0,317 0,629 0,577 0,571 0,620 0,593 0,90 0,988 0,630 430,7 0,593 0,616 0,593
0,95 0,124 0,462 0,400 0,479 0,440 0,438 0,95 0,991 0,467 250,6 0,488 0,445 0,449
1,000 0,034 0,325 0,255 0,409 0,289 0,323 1,000 0,991 0,313 ,5080 0,383 0,292 0,338
0=0,075 Population Biweight 0=0,075 Population Biweight

[ Clasicc Higly(Coman  Percentage Midcovarianci MCD MVE [ Clasicc Higly(Coman’ Percentage Midcovarianci MCD MVE
0,8 0,880 0,921 0,921 0,819 0,944 0,900 0,8 0,990 0,919 0,929 0,829 0,931 0,891
0,85 0,71C 0,852 0,82¢ 0,77¢ 0,857 0,81z 0,85 0,98¢ 0,83C 0,88t 0,75¢ 0,84: 0,80¢
0,90 0,442 0,715 0,677 0,644 0,716 0,686 0,90 0,988 0,721 19,8 0,669 0,721 0,686
0,95 0,185 0,575 0,508 0,553 0,543 0,541 0,95 0,991 0,575 060,7 0,568 0,549 0,543
1,00 0,051 0,429 0,343 0,485 0,380 0,421 1,00 0,991 0,407 050,6 0,447 0,381 0,408
a=0,1 Population Biweight a=0,1 Population Biweight

[ Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE [ Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,93C 0,951 0,95C 0,86° 0,96¢€ 0,934 0,8 0,99¢ 0,95C 0,94¢€ 0,86¢ 0,95€ 0,92¢€
0,85 0,79C 0,897 0,87t 0,81¢ 0,91¢ 0,86( 0,85 0,98¢ 0,884 0,90¢ 0,807 0,89t 0,85¢
0,90 0,537 0,789 0,753 0,700 0,792 0,748 0,90 0,988 0,790 610,8 0,720 0,786 0,758
0,95 0,243 0,652 0,593 0,612 0,630 0,622 0,95 0,991 0,652 620,7 0,620 0,626 0,618
1 0,076 0,499 0,418 0,545 0,459 0,492 1 0,991 0,485 0,664 20,50 0,459 0,476

Tabla 5.1: Comparacion de estimadoress 50, con OA y sin OA,¢D{ 0.8,085,09, 0.95,]} ya D{0.0L0.025,0.05,0.075,0.]}.
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n=100 Sin OA n=100 Con OA

a=0,01 Population Biweight a=0,01 Population Biweight

D Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE D Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,93¢ 0,947 0,94¢ 0,88t 0,967 0,914 0,8 0,99: 0,94¢ 0,971 0,881 0,96¢ 0,917
0,85 0,697 0,81¢ 0,81z 0,74t 0,852 0,771 0,85 0,99t 0,82: 0,89¢ 0,764 0,84¢ 0,78¢€
0,90 0,317 0,536 0,500 0,541 0,559 0,518 0,90 0,996 0,559 0%0,7 0,554 0,580 0,535
0,95 0,069 0,260 0,221 0,325 0,251 0,281 0,95 0,994 0,257 440,4 0,317 0,256 0,266
1 0,009 0,098 0,076 0,180 0,088 0,139 1 0,993 0,091 0,225 80,15 0,088 0,115
0=0,025 Population Biweight a=0,025 Population Biweight

D Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE D Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,98¢ 0,98¢ 0,99¢ 0,951 0,997 0,974 0,8 0,99: 0,991 0,99(C 0,94¢ 0,99t 0,984
0,85 0,88¢ 0,93t 0,92t 0,88( 0,94¢ 0,90¢ 0,85 0,99t 0,934 0,957 0,88¢ 0,94z 0,91c¢
0,90 0,563 0,756 0,711 0,705 0,752 0,711 0,90 0,996 0,767 440,8 0,715 0,777 0,720
0,95 0,167 0,449 0,387 0,477 0,438 0,437 0,95 0,994 0,440 22,6 0,465 0,441 0,436
1 0,023 0,196 0,153 0,292 0,174 0,224 1 0,993 0,186 0,368 80,25 0,173 0,206
a=0,05 Population Biweight a=0,05 Population Biweight

[ Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE [ Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,997 0,997 0,99¢ 0,984 0,99¢ 0,99: 0,8 0,99t 0,99¢ 0,991 0,98t 1,00C 0,994
0,85 0,967 0,974 0,969 0,944 0,977 0,959 0,85 0,995 0,977 0,978 0,954 0,981 0,961
0,90 0,762 0,876 0,843 0,818 0,879 0,837 0,90 0,996 0,893 17,9 0,839 0,902 0,862
0,95 0,293 0,626 0,560 0,620 0,609 0,595 0,95 0,994 0,625 52,7 0,614 0,610 0,587
1,000 0,043 0,325 0,248 0,395 0,285 0,339 1,000 0,995 0,301 ,5060 0,368 0,273 0,311
0=0,075 Population Biweight 0=0,075 Population Biweight

[ Clasicc Higly(Coman  Percentage Midcovarianci MCD MVE [ Clasicc Higly(Coman’ Percentage Midcovarianci MCD MVE
0,8 0,999 0,999 0,999 0,991 1,000 0,996 0,8 0,993 1,000 0,992 0,995 1,000 0,998
0,85 0,98¢€ 0,98¢€ 0,98: 0,96¢ 0,98¢ 0,977 0,85 0,99t 0,992 0,98¢ 0,97z 0,99: 0,98C
0,90 0,868 0,929 0,909 0,876 0,940 0,899 0,90 0,996 0,942 430,9 0,903 0,942 0,912
0,95 0,417 0,730 0,664 0,697 0,717 0,682 0,95 0,994 0,736 17,8 0,699 0,720 0,687
1,00 0,065 0,424 0,338 0,475 0,384 0,428 1,00 0,995 0,401 940,5 0,452 0,361 0,388
a=0,1 Population Biweight a=0,1 Population Biweight

[ Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE [ Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 1,00C 1,00C 1,00¢ 1,00C 1,00C 1,00C 0,8 0,99: 1,00¢ 0,997 0,997 1,00C 0,99¢
0,85 1,00¢ 1,00¢ 1,00¢ 1,00¢ 1,00C 1,00C 0,85 0,99t 0,99t 0,98t 0,982 0,997 0,98¢
0,90 1,000 0,999 0,999 0,998 1,000 1,000 0,90 0,996 0,963 55,9 0,928 0,964 0,945
0,95 0,934 0,958 0,942 0,935 0,958 0,936 0,95 0,994 0,803 53,8 0,759 0,788 0,762
1 0,085 0,503 0,419 0,537 0,458 0,499 1 0,995 0,481 0,654 20,51 0,437 0,465

Tabla 5.2: Comparacion de estimadoress 100, con OA y sin OA¢D{ 0.8,085,09, 0.95,]} ya D{0.0L0.025,0.05,0.075,0.]}.
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n=200 Sin OA n=200 Con OA

0=0,01 Population Biweight 0=0,01 Population Biweight

[ Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE [ Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 1,00C 1,00C 1,00C 0,99¢ 1,00C 1,00C 0,8 0,99¢ 1,00¢ 1,00( 1,00C 1,00C 1,00C
0,85 1,000 0,999 0,999 0,995 0,999 0,996 0,85 0,996 0,997 0,999 0,994 1,000 0,995
0,90 0,926 0,947 0,945 0,914 0,963 0,921 0,90 0,998 0,940 730,9 0,912 0,958 0,924
0,95 0,319 0,540 0,514 0,558 0,573 0,524 0,95 0,995 0,550 140,7 0,550 0,567 0,524
1 0,010 0,089 0,068 0,161 0,079 0,135 1 0,992 0,100 0,229 920,17 0,096 0,145
a=0,025 Population Biweight 0=0,025 Population Biweight

D Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE D Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 1,00C 1,00C 1,00C 1,00C 1,00C 1,00C 0,8 0,99¢ 1,00¢ 1,00¢ 1,00C 1,00C 1,00C
0,85 1,000 1,000 0,999 0,998 1,000 1,000 0,85 0,996 1,000 0,999 1,000 1,000 0,999
0,90 0,987 0,988 0,990 0,974 0,994 0,975 0,90 0,998 0,985 910,9 0,968 0,991 0,978
0,95 0,565 0,758 0,713 0,728 0,767 0,720 0,95 0,996 0,753 4€0,8 0,724 0,762 0,713
1 0,021 0,194 0,147 0,274 0,174 0,229 1 0,992 0,202 0,385 50,28 0,185 0,245
a=0,05 Population Biweight 0=0,05 Population Biweight

[ Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE [ Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 1,00C 1,00C 1,00C 1,00C 1,00C 1,00C 0,8 0,99¢ 1,00¢ 1,00( 1,00C 1,00C 1,00C
0,85 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,85 0,996 1,000 0,999 1,000 1,000 1,000
0,90 1,000 0,998 0,997 0,986 0,998 0,995 0,90 0,998 0,996 940,9 0,986 0,997 0,992
0,95 0,771 0,882 0,858 0,850 0,887 0,851 0,95 0,996 0,880 200,9 0,847 0,886 0,845
1,000 0,041 0,311 0,243 0,395 0,282 0,340 1,000 0,993 0,323 ,5240 0,391 0,300 0,359
a=0,075 Population Biweight a=0,075 Population Biweight

D Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE D Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 1,00C 1,00C 1,00C 1,00C 1,00C 1,00C 0,8 0,99¢ 1,00¢ 1,00¢ 1,00C 1,00C 1,00C
0,85 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,85 0,996 1,000 0,999 1,000 1,000 1,000
0,90 1,000 0,999 0,999 0,993 0,999 0,999 0,90 0,998 0,998 950,9 0,994 0,999 0,996
0,95 0,877 0,930 0,913 0,908 0,936 0,905 0,95 0,996 0,928 420,9 0,898 0,930 0,906
1,00 0,061 0,416 0,341 0,478 0,382 0,433 1,00 0,994 0,433 070,6 0,478 0,394 0,443
a=0,1 Population Biweight a=0,1 Population Biweight

[ Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE [ Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 1,00C 1,00C 1,00C 1,00C 1,00C 1,00C 0,8 0,99¢ 1,00¢ 1,00( 1,00C 1,00C 1,00C
0,85 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,85 0,996 1,000 0,999 1,000 1,000 1,000
0,90 1,000 0,999 0,999 0,998 1,000 1,000 0,90 0,998 0,998 960,9 0,996 1,000 0,997
0,95 0,934 0,958 0,942 0,935 0,958 0,936 0,95 0,996 0,950 560,9 0,930 0,950 0,933
1 0,085 0,503 0,419 0,537 0,458 0,499 1 0,994 0,512 0,669 70,54 0,471 0,521

Tabla 5.3: Comparacion de estimadoress 200, con OA y sin OA(OD{ 08,085 ,0.9,0.95,]} ya D{0.010.025,0.05,0.075,0.]}.
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6. Aprendizaje estadistico vy el

test de raices unitarias

6.1 Introduccion

El algoritmo que vamos a utilizar para contrastices unitarias se basa en el
algoritmo para el problema de clasificacion llam&imdom Forest, Breiman (2001), este
utiliza una combinacién lineal convexa de arbolesddcision en los cuales se modifican
por un lado la distribucion conjunta de la mueskeaaprendizaje y por otro el algoritmo
utilizado para construir los arboles. En el primaso se puede construir una familia de

transformacioness; en (Q,A) en el espacio paramétrio® . Una transformacion en el
espacio muestra(,Y,B) provoca una perturbacion eR, y por tanto en una parte del

espacio de medidas de probabilidad (éhA). Asi pues, cada perturbacion dara lugar a

una estimacion diferente del parametro en cadaden#éas muestras. Por otro lado se
introduce, ademas, una perturbacion en el algoritmo

Asi pues, con estas dos modificaciones estamoadintiendo aleatoriedad en la
construccion de cada uno de los estimadores cogui al combinar estos, debera
producirse una reduccion en la estimacion del desperado. La relacién que existe entre

el error del estimador combinado y el error de stimador individual viene dada por

_1+¢(M -1
error, = Terror +€IM0lpa s
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donde/ el coeficiente de correlacién entre los erroretodeestimadorésy M el nimero
de estimadores. Si=1 el error del sistema combinado es igual al destimador simple.
Si ¢ =0 el error del conjunto decrece proporcionalmente ebnimero de estimadores

introducidos en la combinacion.

6.2 Algoritmo para el calculo del test de raices utarias

6.2.1 Algoritmo

En este marco un algoritmo para calcular el tegb e hipdtesis nula de no
estacionariedad y la presencia de una raiz unitgsizede construirse de la siguiente

manera.

n

Dada una muestra de aprendizaje {(xi )}izl.

1. Generar R estimadores de tamafio maxivho

Param=1,...,M *U(01).

a. Generar una muestrd,,, perturbando el espacio muestral, para ello elimina
aleatoriamente z; observaciones iniciales, donde; =k;*m; donde
k=U(0,1) y m; es elegido arbitrariamente. ¥, observaciones finales,
donde z, =k, *m, dondek, =U (0,1) y m, es elegido arbitrariamente.

b. Estimar una funcion de autocorrelaciones robugaéh), con la muestra
perturbada, eligiendo aleatoriamente una dentrandeonjunto de funciones
robustas. Extraer las primeras-h observaciones dem:(ul,...,un)t para

crear V. Extraer las Ultimasn—h observaciones para crean. La

estimacion del parametro es

2 la correlacion entreﬂ y fj puede ser definida como la probabilidad de (fpey fj cometen el mismo error.
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donde mad(x): med (medj (in —X |)) y med es la mediana de |43

medianas d%xi —xj|), i=12,...,n

Calcular el estadistico del test de Dickey-Fuller

tau,, = (n -7-27 )((p—l)y el p-valor asociado.
Y para un nivel de significacion aceptar o rechaza
2. Calcular el resultado del test pararetésimo estimador por agregacioén , por tanto
hemos obtenido una combinacion lineal convexa desftimadores individuales.
Este problema puede verse como un problema ddicdasdn de dos clases, en
este caso aceptar o rechazar y por tanto se erific

§= {1 si Zin:ll (tau,, O Aceptacion> zi";ll (tau,, O Rechazq
2 otro caso

o para el r-ésimo estimador mediante voto aleatoridar que esta alternativa

puede verse como una imputacién aleatoria, es

>y = aceptay <dl+20 > 1 (y; = rechaza) y

z,n " (x) zln " ()

donded =U [0,1] :

<>
|

En esta situacidon, no estamos mas que utilizanddid&ribucién de

frecuencias deyD{l...,J} . Asi pues, construimos la distribucion de frecign
acumulada dey, seleccionamos un numero aleatodo de una distribucion
uniforme [0,1] y entonces la prediccion sera
i
g=i sido >y £, f
i=0 =1

donde f; es la frecuencia relativa dg, se cumple pues que,=0 y

Zlefi =1,

3. Finalmente calcular el resultado del test madiamto maximo del conjunto de
R -estimadores. En caso necesario introducir unacoign para corregir el sesgo

a favor de la hipétesis de no estacionariedad.

Tabla 6.1: Algoritmo para el calculo del test dieea unitarias.
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Asi pues el problema puede verse como el de uffictaor f que pertenece a una
familia O de funcionales, en el problema de clasificacioncehjunto de puntos
— n . . . . d
zZ, —{xi , yi}i:l es llamado pulverizable pdt, si para todo vector bmaan{—l,]} , que
puede ser de aceptar la hipétesis nula o rechaate un clasificadorf, 0O tal que
Oiofs....np fy(x)=b,
Dicho de otra forma, si definimos la funcién

I'ID(n)=max“D‘Z‘:Z 0 XxY,|z|=n|
siendo D\z :{(xl, yl),...,(xn,yn): f DD}, podemos elegir nuevamenté : X — {f]}

Claramente para toda, si O es finita N D(n)s|q y n I](n)s 2", resulta pues quél

pulveriza Z y por tanto el clasificador producira todas lasiples clasificaciones de una

muestraZ , entonces debe S}ﬂl‘z‘ =2

Obviamente, el valor méas grande depara el que existe un conjuni pulverizable
es la llamada dimensién de Vapnik Chervonenkis,dguelaro que para el caso que
seguiamos estudiando, debe |§€|zb= 2 siendoY ={—1,]}. Por tanto, la VC-dimension del

conjunto de clasificadores es definida como la ioaliflad del conjunto de puntos mas

grande X que puede ser clasificado por funcionedgres decir

vedim([) = ma x| 0x| = 27}
Si ademas suponemos quktiene VC-dimensidn finita que podemos denotar gor

y P es una medida de probabilidad arbitrariaerY , en esta situacion, con probabilidad

al menosl-J, se verifica el resultado
A 1 2n o
Rif)<Rlf )+ |=|d|1+log— |+log—
(1) ()Jn(( o2 +og |

Este resultado muestra que, si la VC-dimension iega,f VCdim(D)=d<oo,

entonces el riesgo muestral converge uniformerrmerﬁt(af), lo que significa que para todo

£>0 se tiene

lim P{suan(f)—R(f)| >5} =0

foo
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Este hecho puede considerarse una condicidn néegarsuficiente para la
consistencia del problema de minimizacion del weggnpirico. Tiene que tenerse en
cuenta que la condicién de convergencia unifornpedée del]. Luego podria suponerse
que, si tenemos en cuenta nuevamente\(melim(D)= d<ow vy ()( B) es un espacio de

medida, la familia de funcionaleéS en y serd llamada una clase Glivenko-Cantelli con

respecto a una familia de medidas con lo que para cada> 0 resulta que

lim supP{supsudEﬂ f- E., f‘ > 5} =0

N-o /) |men fO0
siendo y,, la medida empirica en las primenascoordenadas de la muestra, este resultado
probaria quef,, converge af uniformemente erx con probabilidad uno.
De hecho, en caso de que la VC-dimension fueraniiafi VCdim(D)= d=oo,

entonces la minimizacion del riesgo empirico norfaodsegurar la minimizacion del riesgo
funcional y por tantd
R(f)s Ii(f)+oo =0
Cabe sefalar, en el primer resultado, el hechougela convergencia se produce
independiente de la eleccion d@ y que decrece con el tamafio de la muestra de
aprendizaje, sin embargo la diferencia entre losres aumenta con la complejidad de

Dicho de otra forma, es inversamente proporciohtdraafio de la muestra y directamente

proporcional a la VC-dimensién.

Por lo tanto, es necesario controlar la complejidad 0. Un camino para ello es
utilizar pardmetros de regularizacion, si se veaifi 0, 00, 0...0;, vy

O ={f O D/C(h)s s} siendo C(h) una medida de la complejidad, en esta situacién y

3 L(y, 9) representa la penalizacién de escogecuando el verdadero valor gs, la

pérdida media mide el riesgo tedrico del funciofal

R (f)=Ey[L(y. 9]l = [, Ly 9)dP(x. y) = [ [, L(y, 9)dP(dy/ x)Py (dx)

El riesgo empirico o muestral es

n m]

Ru(1)= 2 L(100) ). {6 v D Ru(F)=R(F).n e

i=1
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utilizamos el criterio de minimizar el riesgo enigdr la decision 6ptima serd aquel valor

de f 00O para el cual se obtenga
argmin ¢ Ii(f,s)th(h, s)

siendo A un parametro llamado de regularizacion. Este probl puede también ser

planteado como
fO0Oggq ( ) 0 f00sa ( )
c(h)<s R(f)<a
en los tres casos puede corresponderse con urepralole optimizacion convexa.

Asi pues, este problema puede ser definido compraoblema de minimizacién del

riesgo empirico regularizado, esto es
- . 1
foas =aArgmin ¢y FZin:lL(yi F(x))+Ac(h,s)

que, desde luego, es una aproximacién estocéstikaaVCdim(D) es finita, del problema

de minimizacién del riesgo teérico regularizadce giene dado por

fo s =argmin o Ep[L(Y, £ (X))]+ AC(h.s)

Para finalizar, cabe notar que la eleccion de upavametro/s de regularizacion, asi
como una/s medida/s de la complejidad adecuadefsd, feincion de sus efectos al
aplicarlos. De hecho, al controlar la complejidadl dstimador, se puede estar
incrementando el sesgo y a su vez reduciendo varidin esta situacién, estamos ante el

dilema clasico sesgo-varianza

6.2.2 Resultados empiricos

En esta seccion ilustramos el uso de experimentdatde Carlo para calcular una
estimacion del tamafio, simplemente observando asaméces la hipotesis nula es
rechazada en las muestras. EI numero de replie@giba sido de 2000, de esta forma
podemos obtener una estimacion de la potenciaedgl ¢sto es de la probabilidad de
rechazar dado el valor del pardmetro. El modelo sgieha simulado es un proceso

autorregresivo de orden 1,

Ve =HH B UG U =@t
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donde £=0,u=0, & son variables aleatorias independientes e idénéote

distribuidas N(O,Jf) y se ha considerad¢D{ 0.8,085 ,0.9,0.95,]} . El tamafio de muestra
ha sidon1{50,100, 200 y el nivel de significaciérr [1{001,0.025,005,0.075 0.} .

Los estimadores robustos, que se han utilizada phirener una estimacion robusta

de la funcion de autocorrelacionqm(l) son la estimacion altamente robusta de Geman,

MVE, MCD, la estimacion de correlacion de porcemtajustado y la estimacién de
covarianza media biponderada. El nUmero de estireadndividuales utilizado ha sido de
500.

El procedimiento utilizado para obtener una estioracde la funcion de
autocorrelaciones ha sido extrayendo las primeras observaciones de = (ul,...,un)t
para crearV. Extraer las ultimasn—h observaciones para credv. Por tanto una

estimacion del parametro puede ser

i = AR,

donde mad(x)=meq(medeXi —xj|)) y med es la mediana de laa medianas de

qxi —xj|), j=12,...,n
Y el estadistico del test de Dickey-Fuller es
tau,, = (n -z - 22)(40—1).
Para estudiar la robustez de los estimadores s®rwiderado un outlier aditivo de

tamafiod en cada una de las muestras, siefadona posicion aleatoria ek..., T .

X(,) = U(t,) + 60,

dondeo son variables aleatoria”sl(o,a,f) y 6=10.000.

Los resultados obtenidos vienen dados en las tét#a$.3, 6.4 y 6.5.
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n=200 [0}

0=0.05 0,80 0,85 0,90 0,95 1

Sin OA Aprendizaje 1,000 1,000 0,996 0,801 0,187
Clasico 1,000 1,000 1,000 0,771 0,041
Higly(Coman) 1,000 1,000 0,998 0,882 0,311
Population Percentage Bend 1,000 1,000 0,997 0,858 0,243
Biweight Midcovariance 1,000 1,000 0,986 0,850 0,395
MCD 1,000 1,000 0,998 0,887 0,282
MVE 1,000 1,000 0,995 0,851 0,340

Con OA  Aprendizaje 1,000 1,000 0,989 0,791 0,165
Clasico 0,998 0,996 0,998 0,996 0,993
Higly(Coman) 1,000 1,000 0,996 0,880 0,323
Population Percentage Bend 1,000 0,999 0,994 0,920 0,524
Biweight Midcovariance 1,000 1,000 0,986 0,847 0,391
MCD 1,000 1,000 0,997 0,886 0,300
MVE 1,000 1,000 0,992 0,845 0,359

Tabla 6.2: Comparacion de estimadores. Sin outliditivo y con
q)D{ 0.8,085,0.9,0.95,]},aD{0.05}. 500 estimadores individuales

basado en aprendizaje.

outlier aditivo,
para el estimador

n=200 Sin OA

a=0,01 Population Biweight

D Aprendizajt _ Clasicc_ Higly(Coman_Percentage Midcovarianc. MCD _ MVE
0,90 0,854 0,9255 0,947 0,945 0,914 0,963 0,921
0,95 0,362 0,319 0,540 0,514 0,558 0,573 0,524
1 0,03: 0,009: 0,08¢ 0,06¢ 0,161 0,07¢ 0,13¢
a=0,025 Population Biweight

D Aprendizajt  Clasicc Higly(Coman Percentage Midcovarianct MCD  MVE
0,90 0,951 0,987 0,988 0,990 0,974 0,994 0,975
0,95 0,592 0,565 0,758 0,713 0,728 0,767

1 0,087 0,020¢ 0,19¢ 0,147 0,27¢ 0,174/ 0,22¢
a=0,05 Population Biweight

D Aprendizaje  Clasicc  Higly(Coman Percentage Midcovariance MCD  MVE
0,90 0,989 0,9995 0,998 0,997 0,986 0,998 0,995
0,95 0,791 0,771 0,882 0,858 0,850 0,887

1,00( 0,16t 0,040¢ 0,311 0,24: 0,39t 0,28z 0,34(
=0,075 Population Biweight

D Aprendizajc_ Clasicc_ Higly(Coman _Percentage Midcovarianc. MCD __ MVE
0,90 0,996 1 0,999 0,999 0,993 0,999 0,999
0,95 0,837 0,877 0,930 0,913 0,908 0,936

1,0C 0,24( 0,060¢ 0,41¢ 0,341 0,47¢ 0,38z 0,43:
a=0,1 Population Biweight

D Aprendizajc_ Clasicc_Higly(Coman _Percentage Midcovarianc. MCD __ MVE
0,90 0,999 1 0,999 0,999 0,998 1,000 1,000
0,95 0,879 0,934 0,958 0,942 0,935 0,958 0,936
1 0,29¢ 0,084: 0,50: 0,41¢ 0,537 0,45¢ 0,49¢

Tabla 6.3: Comparacién de estimadores. Sin oudltgtivo. Probabilidad de rechazar la

hipétesis  nula cuandoqu{ 0.9,0.95,]},

estimadores individuales para el estimador basagpeendizaje.

@ 1{001,0025,005,0.075 01}. 500
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n=200 Con OA

a=0,01 Population Biweight

D Aprendizaje  Clasicc  Higly(Coman Percentage Midcovariance MCD  MVE
0,90 0,844 0,998 0,940 0,973 0,912 0,958 0,924
0,95 0,365 0,995 0,550 0,714 0,550 0,567 0,524
1 0,05¢ 0,991t 0,10(¢ 0,22¢ 0,17¢ 0,09¢ 0,14¢
=0,025 Population Biweight

D Aprendizajc_ Clasicc_Higly(Coman _Percentage Midcovarianc. MCD __ MVE
0,90 0,954 0,998 0,985 0,991 0,968 0,991 0,978
0,95 0,592 0,9955 0,753 0,846 0,724 0,762 0,713
1 0,11¢ 0,992 0,20z 0,38t 0,28¢ 0,18t 0,24f
a=0,05 Population Biweight

D Aprendizaj._ Clasicc_Higly(Coman _Percentage Midcovarianc. MCD __ MVE
0,90 0,996 0,998 0,996 0,994 0,986 0,997 0,992
0,95 0,801 0,996 0,880 0,920 0,847 0,886 0,845
1,00( 0,187 0,99: 0,32: 0,52¢ 0,391 0,30C 0,35¢
a=0,075 Population Biweight

D Aprendizajt  Clasicc  Higly(Coman Percentage Midcovarianct MCD ~ MVE
0,90 0,994 0,998 0,998 0,995 0,994 0,999 0,996
0,95 0,840 0,996 0,928 0,942 0,898 0,930 0,906
1,0C 0,27¢ 0,993t 0,43: 0,607 0,47¢ 0,394 0,44:
a=0,1 Population Biweight

D Aprendizaje  Clasicc  Higly(Coman Percentage Midcovariance MCD  MVE
0,90 0,996 0,998 0,998 0,996 0,996 1,000 0,997
0,95 0,894 0,996 0,950 0,956 0,930 0,950 0,933
1 0,33¢ 0,993t 0,512 0,66¢ 0,547 0,471 0,521

Tabla 6.4: Comparacion de estimadores. Con outhelitivo. ¢)D{ 0.9,0.95,]},
aD{0.0L0.025,0.05,0.075 0.]}. 500 estimadores individuales para el estimador
basado en aprendizaje.

Como se puede observar en las tablas 6.2, 6.3preisencia de OA, todos los

estimadores basados en métodos robustos son n&sgsotjue el estimador clasico. Sin

embargo estos rechazaran la hipotesis de raizrianéa un niamero mayor de ocasiones

que el estimador clasico. Con el estimador basadgpeendizaje se ha conseguido en cierta

medida una reduccién de este porcentaje.

En presencia de un OA, tablas 6.2, 6.4, los estingsdrobustos practicamente no ven

afectada su potencia, si en cambio en el estimadsico tal y como ya se ha comentado en

el capitulo 5.

Como se aprecia, ademas, en la tabla 6.4 el esimud@kico rechaza en casi el 100%

de las muestras, y para todos los niveles de &ignibn, la presencia de una raiz unitaria

bajo condiciones de un OA . El estimador bajo aglizaje parece ser no tan potente como

los estimadores individuales robustos aunque rechda presencia de una raiz unitaria en

un porcentaje menor que estos.
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0=0,01

Sin OA Con OA
) 50 10C 20C 50 10C 20C
0,9t 0,06¢ 0,151 0,32 0,06¢ 0,112 0,37¢
1 0,052 0,04( 0,04¢ 0,03z 0,052 0,06¢
0a=0,02¢

Sin OA Con OA
0] 50 10C 20C 50 10C 20C
0,9t 0,147 0,311 0,57( 0,12¢ 0,251 0,59¢
1 0,10(¢ 0,112 0,10¢ 0,07z 0,11¢ 0,10¢
0=0,0E

Sin OA Con OA
0] 50 10C 20C 50 10C 20C
0,9t 0,251 0,43¢ 0,757 0,231 0,41¢ 0,761
1 0,16: 0,17¢ 0,18: 0,131 0,19¢ 0,212
0=0,07¢

Sin OA Con OA
) 50 10C 20C 50 10C 20C
0,9t 0,351 0,52¢ 0,82¢ 0,331 0,53( 0,841
1 0,231 0,27¢ 0,227 0,21 0,291 0,29¢
0=0,1

Sin OA Con OA
0] 50 10C 20C 50 10C 20C
0,9t 0,42¢ 0,61¢ 0,87¢ 0,39( 0,60¢ 0,90(
1 0,291 0,33¢ 0,29¢ 0,29¢ 0,34z 0,35¢

Tabla 6.5: Comparacién del estimador basado emdizage en funcion del tamafio de
muestra nD{SO,lOQZO(}. Sin outlier aditivo y con outlier aditivorpD{O.QS,]},

a1{001,0.025,005,0.075 0.1} . 500 estimadores individuales.

En primer lugar, hacemos notar que, en particplara esta tabla, que las simulaciones se
han realizado con 250 muestras, en el resto dastdds simulaciones se han realizado con
2000 muestras.

Luego en funcién del tamafio muestral, para una lagran con 250 muestras, se
observa la mayor potencia del test para muest@safi@as que el test de Dickey-Fuller y se
vuelven a corroborar todas conclusiones que se exaraido tanto en el capitulo 5,

resultados dados en las tablas 5.1, 5.2 y 5.3, @mab capitulo 6, tablas 6.2, 6.3y 6.4.
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6.3 Fundamentos del algoritmo

6.3.1 Introducciéon

Para reducir la variabilidad en estimadores inéssalgue se caracterizan por tener
alta variabilidad, como veremos, se pueden utilidcnicas de regularizacion, de
perturbacién o de agregacién/combinacion de estinesd

Entre ellas se encuentra el algoritmo Bagging. Bsttbdologia utiliza tanto técnicas
de perturbacion como de combinacién para reducirvdaabilidad en estimadores
inestables. Otro tipo de algoritmos que utilizara¢aegacion de una familia de modelos,
son los considerados en base a una familia de w®ddhaptativos, un caso es el algoritmo

Boosting.

6.3.2 Perturbar el espacio muestral

Un camino para reducir la variabilidad es pertudman modificando algin aspecto
del problema como la funcién de perdida, la disibn de las variables o algun aspecto

concreto del algoritmo. En este caso, seleccionaiuncional f OO el cual minimice el

riesgo empirico para cada uno de los problemasfioados y utilizar estos para obtener
una solucion del problema. Claro tiene que estaraabjue esta soluciéon puede obtenerse
por agregacion/combinacion de cada uno de los @mudd modificados.

De manera que podemos construir una familia desfbamacionesG; en (Q,A) en
el espacio de parametr@, si (Q,A,,u) es un espacio de medida completo de una familia
de distribuciones de probabilidalg, :{Pg IHDG} en (Q,A), una transformacion en el
espacio muestra(,Y,B) provoca una perturbacion eR, y por tanto en una parte del
espacio de medidas de probabilidad(QmA).

La técnica que podemos utilizar para obtener umailita de perturbaciones es
modificando la distribucién empirick, =1/n Zinzlc)'; , siendod, la medida de Dirac que
da masa 1 a . Por lo tanto, si reponderamos aleatoriamentediilolicibn empirica se
obtiene queF," = Zi"zlwimch param=1...,M , siendo{wim}i”:1 una funcién de pesos la

cual puede seguir alguna distribucién de probaduilidon E[Wim] =¥ . Mas exactamente,

si tomamos para los pesészuim}i”:1 una distribucion multinomial wi, D{O,l...,n} con
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probabilidad1/n, en este caso cada perturbacién se basa en ursiranBeotstrapcon

reemplazamiento. Notar que si utilizamos una distion hipergeométrica estaremos en el

caso sin reemplazamiento.
Un camino alternativo es perturbar la funcion dedjoia Lm(Y,\?): L(Y,\?)+ Oy a
través de alguna funcion aleatodg, .

Con estas dos metodologias, perturbando el espagstral o la funcion de perdida,
podemos obteneM estimaciones de los parametros, en particular panaodelo de

prediccion lineal, el cual puede expresarse derlad
f(xa)=a, +[al0)f(x.6)d8, 6=(8,.....6,), 60O
la funcién de coeficientes 6ptimo debe ser

a = argmin E[L]y, f(xa]]

Ahora bien, si consideramos en una de Mismuestras, teniendo en cuenta ademas

que si f ° es una funcién simple, se puede comprobar que

f(x:a)zao+gv.a(a)f(x:a):c0+gc.f(x:@.)

resulta pues que, los coeficientes estimados paraodelo usando esta muestra y si

minimizamos el riesgo empirico regularizado son

n L L
{6|}|L:1 =argmin12 '—{Yi ,Co+.C f(Xi ;gl) “‘thcl ‘C|o|)
{6}, Mi= I=1 I=1

siendo A un parametro de regularizacién y la funclci(ﬁ] puede ser elegida tal que
h(x) =x%, 320
Notar que diferentes elecciones dey & pueden tener como resultado un incremento en

la acuracidad.

Llegados a este punto para ek muestras, podemos suponer Bootstrap, entonces si

Sm O{x;, yi}, m=1...,M se tiene

4 o o .
Una muestra Bootstrap de tamafio n se construyentionazna muestra aleatoria simple del espacio nalestr
Si (Q,/-\,,u) es un espacio de mediddna funcién f : Q - O se dice simple, si existe una partlm{jﬁ 1l<i< n} de Q

por elementos deA y un conjunto{ai 11<i < n} de numeros reales, comj #a j sii#| talquef = Z“in:lai)(Ei

donde XE, denota la funcién caracteristica @ respectoQ . Para este tipo de funciones se define la intefgral respecto a

H como fo fdu =315 u(Ei).-
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R 1 L L
{Clm}:_:l = é{(gf}‘?'nﬁzmsm L Yi:Com * IE: Cim f (Xi ; elm) +/]IZ: hqCIm _CI0m|) '
Cmif1=1 =1 =1

m=1...,M
La estimacién final puede ser una combinacién limkalas estimaciones individuales,

siendo ésta
9=Zmzlwmf(x;ém), w, >0i=1...,M
que puede considerarse convexa ¥i, w,, =1.

Para una combinacion de estimadores con restrigsjopuede ser conveniente

considerar como pesos

1 L
2% e i 50
= 1=1
Y 1 L .
Ziziusnl- yircOm+ZC|mf(Xi,0|m)
m=1" I=1

siempre y cuando los estimadores individuales sessgados.
Es evidente que al perturbar habremos conseguido disminucion entre las
covarianzas de los estimadores individuales y gatiotes de suponer que una reduccién en

el error cuadratico de estimacion.

6.3.3 Combinacion de estimadores sin restricciones

Una transformacién en el espacio mues(wJB) provoca una perturbacion en el
espacio de medidas de probabilidad que denotaréﬁloﬂs). Asi pues, podemos tomar dos
estimaciones de un punto en el espagioY obtenidas mediante dos transformaciones en
(,Y, B), es decir

f=fbe), f,=7(2)y foo
Es evidente que se puede usar como funcién dedaenﬁ"(,\?):Y % y si llamamos

error de prediccion a8 = y- fj , Yy ademas se verifica que
El_ej ]= 0, E[(ei)z} =o? paraj=12y E[e1e2]=ﬂala2

En la situacién asi planteada, podemos considepanocestimacion dey la

combinacion lineal de las dos predicciones
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C = kf, +(1-K)f,
Por tanto, el error de prediccion de la combinatiigeal tiene que ser
e® = y-C =ke' +(1-k)e?
y la varianza del error de prediccion resulta ser
o2 =k%g? +(1-k)? o + 2k(1- k)¢ 0,0,
gue es minimizada por

K = o5 -10,0,
2 2
o +o,-200,0,

Asi pues, resulta ser que

k= sii —= ¢
<

con lo cual, se verifica quwé* <min(af,022) a menos que! sea igual ag,/o, o
o,l0;.
En el caso general, si generalizamobatransformaciones obtenemds variables

- M
aleatorias{fj(x)}j:l, gue resultan seM estimadores de un punto del espagidlY .

Notar que f; pertenece a una familia fijal. Podriamos haber tomado el caso donde los

estimadores son escogidos de,,...,0;

i familias diferentes, esto esijDj,

] D{l..., M} y no realizar ninguna transformacion @n B).
Parece natural que la estimacion final puede sehahetilizando una combinacion
lineal de lasM prediccionesy = Z'jv':1wj fj (x) es evidente que el producto escalar es una

aplicacién continua y por tanto podemos utilizaa fiorma lineal continua sobre el espacio
. o ~ /M
euclideo, esto es, una combinacion linea q«éx) (a1

En tal caso, la clase de combinaciones lineales, puede ser un ndamero infinito
numerable deM estimadores obtenidos de una familia la denotaremodiny, (D)
ademas se puede expresar como

. _ . _ M
Liny, (D)—{f ; f(X)—ijle f, (x),wj 20, f, DD}
Por tanto el error cuadratico de estimacion deimestor combinado puede

descomponerse en
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E[(y— y)z] = E[(Wt f - E[Wt fADZ} + E(E[Wt f]— y)2
:WtQW+(Wt,u—y)2
siendo Q la  matriz de varianzas covarianzas, mas  concreiEme
Q; = El(ﬂ —,uinj —H; )] Este resultado permite obtener dos partes; langua

corresponde a la varianza del funcional combindasegunda corresponde al sesgo del

estimador combinado. Se verifica ademéas que elnmimiesgo esperado se obtiene para

w = (,u,ut +Q)_1 yu . Ahora bien, si tomamos; =1/M , se verifica
A ) 1 M 1 M M 1 (M 2
E[(y—y) ]=—ZZQH =2 29 +_2(Z(:ui —y)]
M iz M “ izt =1 M~ iz
Y ademas si denotamos per =media, Q; =varianza y Qj =cov, permite obtener,

mas claramente, el siguiente resultado

2

E[(9 - Y)Z] = Mi varianza+MM—2Mcov+ (media—Y)?

Como se puede observar, el sesgo del sistema cadtbes idéntico al sesgo de cada
estimador y la combinacion no reduce este. Enasd chabria que escoger los estimadores
individuales con poco sesgo, conviene recordarlguegularizacién introduce sesgo. Por
otro lado, la covarianza entre los estimadores dsvepequefia, ya que esta no puede
reducirse incrementando el numero de estimadorés embinacionM . La varianza por

su parte se ve reducida por un factv .

Por tanto, como criterio debemos buscar estimadod@dgduales con poco sesgo y en
consecuencia el estimador combinado tendrd pogo sgxon poca correlacion entre ellos.
En esta situacion, el riesgo esperado del estimadmbinado sera significativamente

menor que el de un estimador individual.

6.3.4 Combinacidn de estimadores con restricciones

Si afiadimos al problema la restriccigf; w; =1 siendow; 20 i=1...,M , en este

nuevo caso, la combinacion es convexa. Asi puesglase de combinaciones lineales

convexa de ordet puede ser definida por el conjunto

Coy (D):{f )= hw f (0w 203wy =1, DD}
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Estamos ante un problema de optimizacién con cestries, en este caso con una
relacion funcional. Como es sabido, éste puedgaesformado en una funcion lineal de la
funcién objetivo y las restricciones, de esta mamdtagrangiano puede expresarse como

L=w'Qw+ (w‘,u— y)2 +/1(Wtu —1)
si utilizamos una formulacion alternativa parapesos, esto es
W:(utg)_lg ,u=(1...0)
Podemos resolver, igualando a cero las derivadasafes, con o que obtenemas+1

ecuaciones para resolver+1 variables. El 6ptimo se obtiene para

W =0+ (- yuu-y)

Finalmente, el error cuadratico medio de estimapifede expresarse como

vl 1
E[(y Y)] u'(Q+(,U—yU)(,U—yU)t)_lU

Se verifica entonces que el estimador combinadingssgado si los estimadores
individuales son insesgados, puesto que los sesdividuales aparecen explicitamente en
el denominador. Ademas, si los estimadores indalekison incorrelados, el éptimo es

* V f
oo vl

- S

En esta situacion parece conveniente dar menosgagaellos estimadores que producen

mas error.

6.3.5 Convergencia del estimador combinado
La clase de combinaciones IinealdieM(D) o0 combinaciones lineales convexas

Coy (D) de M estimadores bajo ciertas condiciones, como hensis, dan mejores

resultados que estimadores individuales. Podendesnas, analizar la convergencia de su
funcion de riesgo en funcion de la complejidad dg éstimadores a través de la VC
dimension, del tamafio de la muestra de aprendizajel nimero de estimadores que
intervienen en la combinacion.

Si utilizamos la clase de combinaciones linealsso @sliny, (D) de un numero

puede ser infinitamente numerable de estimadoredgd@a familia fijall, suponiendo:
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.z, :{(xi,yi )}i”:l es una muestra aleatoria independiente de acuardena
distribucion de probabilidadP .
n f:X - {’:1}, siendof =z w; f; w; 20,
m.  R(f)=P(yf(x)<0).
En tal caso, existe una constarketal que, con probabilidad al mends J, se puede

establecer el siguiente resultado [25]

R(f)< F‘e(f)+k\/d'n(n/d)+|n(1/5)

n

siendod =M In(M )\/Cdim(D) y siempre que 1&/C-dimension sea finitaVCdim(D) <.
El segundo miembro depende de la VC dimensién diate de funcionalesl que, como
hemos visto, es una medida de la complejidadld&l segundo miembro también depende

del tamafio de la muestra de aprendizaje que detedar al menos linealmente con el
numero de estimadored introducidos en la combinacion independientemdaté(f )

Si ademas, afiadimos la restricci iy Wi =1 siendowj >0 j=1...,m, estaremos
ante la clase de combinaciones lineales convéxﬁ@(D) de un nimero que nuevamente,

puede ser infinitamente numerable de estimadoresgima familia fijal, que para un

HD(O,l], se puede establecer el siguiente resultado [25]

R(f)< P, (y1(x)< e)mJ%%ﬁf‘/%m(m

habida cuenta qud :VCdim(D). Acerca de este resultado cabe sefialar que deperde
proporcién del conjunto de aprendizaje con matgeenor que algin valoé, siendo el
margen yf (x) de la VC dimensién dél, esta vez, penalizado por un paramefry del
tamafio de la muestra de aprendizaje. Notar queaahwmrexiste dependencia dé , el
namero de estimadores utilizados en la combinacion.

Este resultado y el anterior usan la hipétesis de la complejidad depende del
estimador mas complejo en la combinacién, aun auaste puede tener un peso pequefio
en esta. Estad claro que un caso mas realista sieganeralizamos al caso donde los

clasificadores pueden ser escogidos de familiasretites],,..., [, , las cuales pueden
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tener VC dimensiones diferentes. En este casb, sill,, paran; D{l...,r} , Si existe una

constantek y para un HD(O,l] tal que con probabilidad al mends-J, se puede

establecer el siguiente resultado, LL.Mason, Pti&grW. Sun Lee, M. Golea. (1998),
11 vz
R(f)< P, (yf(x)<6)+ k\/;(? (uInn+In r)In(nHz/y)Hn(]/J))

siendou = Zt'\ilthCdim(Dm ) la media ponderada de la VC dimension de los
clasificadores.
Ademas, si tomamos ud >0, existe una constanie tal que

1

R(1)< 28, (1()+ 5 32w 8

siendo B :EVCdim(D)Iog2 nlogd, diferentes elecciones d& y de & daran diferentes
n

estimaciones del riesgo de.

6.3.6 Bagging

Si consideramos un estimador con funcional asociddoy F la distribucién
desconocida comun de las variables que forman lestray podemos estimél'r(F) por
T(Fn) , siendoF,, la bien conocida distribuciéon empirica.

Ademas podemos realizar, como hemos vidtb, transformaciones en el espacio
muestral si utilizamos para elldd muestras Bootstrap independientes con la misma

distribucion queF,, con lo que es posible gener‘&g(Fn) m=1...,M funcionales. Es
sabido que si se cumple

T(F,) = T(F) n -
el funcional T serda consistente &R . De hecho, podemos pensar que cada uno dellos

funcionales son consistentes, por tanto tienedenutilizar una sucesién consistente de

estimadores y construir un estimaddrF) por agregacion/combinacion, es decir que se

puede construir un estimador de la forﬂﬁﬁ(Fn) :Mizmlem(Fn)

Si yD{—:L]} , en este caso podemos coger como medida de dadale las estimaciones el margen, término ensrighargin”,

esto esyf (x) . La funcion de perdida puede ser definida coh(y, 9) = max(o,l— yf (x)) .
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m]
ya que resulta qug & (F,) - T(F).
De manera que Baggihgmodifica la distribucién muestral por reponderacio

aleatoria, por tanto

Fn =X Wnd, . m={1...,M}

n

siendo los pesoéwim}i:l, al utilizar Bootstrap, obtenidos de una distribnanultinomial y

si Wy, 0{0%...,n} con probabilidady/n .
Si retomamos el modelo de prediccién lineal vistbeaormente, los coeficientes
utilizando Bagging sor{Hm0 :}{\,,}m:l. Por su parte el pardmetro de regularizacion es de

suponer que esl =, asi pues la capacidad de aprendizaje del algpnitondeberia de
incrementarse con el tamafiM de estimadores. Este resultado muestra que la
sobreestimacion debido a la complejidad del modeldeberia ser un problema en relacion
a cuando el numer® de estimadores en la combinacion aumenta.

Ademas es facil ver que, si tenemos en cuenta éssltados obtenidos para
estimadores combinados con restricciones, el edim&agging sera insesgado si los
estimadores individuales son insesgados. En dsgciin y si suponemos que estos son a
su vez incorrelados, podriamos sugerir que la gerafiptima seria un estimador Bagging

modificado, con expresién
B M
T (Fn) = ZWme (Fn)
m=1

siendo
__vaTy(F,)]

A

m

En realidad, al disponer de una muestra finita, cgm se ha dicho, este resultado, en
general, no es del todo cierto y solo podemos dper se producird una reduccién de la
correlacién entre los estimadores individuales. fAgds se reducira el error cuadrético de
estimacion del sistema combinado o de cualquier foincion de riesgo utilizada. Ademas

la influencia de un dato anémalo serd menor dedlidso de Boostrap.

! En ingles, Bootstrap sampling and aggregation.
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6.3.7 Estimador Bagging para clasificacion
Si y es un conjunto finito discreto, para un problerealdsificacién la estimacién se

hara por simple voto, Breiman (1999). Por tanto

fg(x)=argmaxN;, N; =#{k; f(x, 2, )= j}
j

Naturalmente se verifica

I. La probabilidad de clasificacion correcta tﬂ(a<, Z) es
r=Y [P, (f(x2)=j)Ply = j1X =x)P (d).
i

Il. La probabilidad de correcta clasificacion dg(x)=argma>q Pz(f(x,Z)=i) ha

de ser

z_[ | (argmax; P, (f(x,2)=i))P(Y = j | X = x)P, (dx).

lll. Si el estimador Optimo esf*(x):argmaxj Pz(f(x,Z): j), la probabilidad
Optima de clasificacion correcta es

[argmax; P, (f(x z)= j)Py (dx).

V. C:{x: fa(x)= f*(x)}.
En esta situacion y sP(C) 01, nos permite asegurar qubA(x) estara cercano al

Optimo. Como era previsible, al igual que en régrescon estimadores estables puede ser
que el estimador Bagging no sea la eleccién 6ptBhan cambio lo sera con estimadores

inestables.

6.3.8 Random Forest

Random Forest, Breiman (2000), es un algoritmo wfilza una combinacion lineal
convexa de arboles de decision en los cuales séficamdpor un lado la distribucion
conjunta de la muestra de aprendizaje y por otr@garitmo utilizado para construir los
arboles. En el primer caso, como hemos visto, sedguconstruir una familia de

transformacioness; en (Q,A) en el espacio paramétrid®. Una transformacion en el
espacio muestra(X,B) provoca una perturbacion eR, y por tanto en una parte del
espacio de medidas de probabilidad (éhA). Asi pues, cada perturbacion dara lugar a

una estimacién diferente de vectores de poda emwaal de las muestras.
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En consecuencia, en RF las perturbacionesPgrse consiguen mediante muestras
Bootstrap con reemplazamiento de la muestra dendjzagge, con lo que se modifica la
o _ n . .
distribucion muestralF, -]/nzi=15; por reponderacion aleatoria, luego nuevamente

n

anzzi”:lwima'q para m=1...,M vy los pesos{wim}i:l siguen una distribucién

multinomial. Es evidente que cadd" tiene la misma distribucién quE, y teéricamente
cada muestra debe ser independiente una de otra.

En el segundo caso se produce una modificacionald@ritmo que se usa en la
construccion del arbdrl . Desde luego, cada nodo define una particién sfE@o euclideo
de la formax® <a, x%>a siendox0X 009 y cada nueva particion, notar que el arbol
es orientado, genera dos nuevas particiones buscaodre todoq y a la mejor
estimacion que por ejemplo en clasificacién minen@l criterio de Gini o en regresion
minimice la suma de cuadrados.

Cabe destacar que, en Random Forest, cada nuei@dpano se realiza buscando

sobre todog sino sobre un subconjuntp, elegido aleatoriamente de entre tavariables
explicativas1l< g5 < g. Consecuentemente, cuandg =, el algoritmo es equivalente a
Bagging de arboles utilizando la metodologia CARPor otro lado, sigs =1, se
produciria una poda aleatoria. Sin embargo nadaifgeconcluir que valogg es optimo y

si éste debe mantenerse durante todo el procesmmruccion de un arbol. En esta
direccion Breiman sugiere tomay, = [Iog2 q+1], notar que esta eleccion tiene como Unica
consecuencia reducir los célculos por un factofq .

Asi pues, con estas dos modificaciones estamoadintiendo aleatoriedad en la
construccion de cada uno de los arboles con loatjw®mbinar estos, debera producirse
una reduccion en la estimacién del riesgo espetaoelacion que existe entre el error del
estimador combinado y el error de un estimadowiddal viene dada por Tumer, K. And

Ghosh, J. (1999),

+0(M -1)

1
error, = =—— " error +EITO0la e

8 Existen diferentes algoritmos para construir arbale decision y las diferencias entre ellos estéla @strategia de podar los
arboles, las reglas para particionar los nodostsatdmiento de valores perdidos. Entre los prieip algoritmos estan: Arboles
de Clasificacion y Regresion (CART: Classificatibnd Regression Tree). Otras metodologias son @dtreducido por Quinlan,
CHAID. “Chi-square automatic interaction detectiofue introducido por Kass, Newld. Es muy simila C4.5, Arboles
Bayesianos: Estd basado en aplicacion de métodgssBaos a arboles de decision. Buntine, CN2. doizwlo por Clark and
Niblett (1988).
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siendo/ el coeficiente de correlacién entre los errorelbdestimadorésSi 7 =1 el error
del sistema combinado es igual al de un estimaidguls. Si =0 el error del conjunto
decrece proporcionalmente con el nimero de estireadotroducidos en la combinacion,

en nuestro caso arboles.

6.3.9 Convergencia de los &rboles de decision

Resultados de la teoria de la VC-dimension sugigrenla muestra de aprendizaje
deberia crecer al menos linealmente con el tamafi@rtol |T| De hecho, un resultado
anterior muestra que el riesgo es inversamenteopcmmal al tamafio de la muestra y
directamente proporcional a la complejidad de tailia de funcionalesd a través de la
VC-dimensidn. Conviene por tanto analizar que tipanedida de la complejidad se puede
utilizar para los arboles de decision. En particelatamafio del arbol no es siempre una
buena medida de la complejidad y se da como atteanana nueva medida. Esta depende

de la distribucion inducida por la muestra de agije en los nodos terminales. Este

resultado se sostiene bajo el resultado estudiatoyma familia de combinaciones lineales
convexasCoy, (D) .
Esta idea quedara reforzada con el siguiente eekuliSi consideramos un arbol de

decision definido comoT:{tk}k:l_'_’K siendo K el numero de hojas del arbol, la

estimacion en el nodo terminal puede ser una caanliin lineal convexa, con expresion
k
Dot Wi (xOR)

siendoy, : X - {fl} y ZkK:lwk =1.
Por consiguiente, la estimacion en el nodo terms®lpuede realizar por voto

mayoritario y por tanto la decisibn en el nodo fteah puede ser del tipo
sigr(z'lzzlwk Vil (XD Ry )) Conviene en esta situacion utilizar un resultpdi@ la clase de
combinaciones lineales convex&n,, (D) con lo que si tomamos una constatktey

ademas un9D(0,1] con probabilidad al mends-J , se cumple

R(f)<R(f)+ > Pl (w, <6) +k\/%(8—12 ((vln n+In d)ln(mez/v)+ |n(1/5))j]/2

o la correlaciéon entreﬂ y fj puede ser definida como la probabilidad de (fpey fj cometen el mismo error, es
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Siempre, claro esta, que MCdim<o, siendo v:aVCdim(D) y d, es el tamafio

méaximo del nodo terminal en el arbdl. No puede ser de otra forma, qaees la media

ponderada del tamafio de los nodos terminales del @r, luego debe sed =K w,d, .

Ademas, en cada nodo termir{ﬂ} es la proporcién de muestras de aprendizaje que so

correctamente clasificadas por el nodo terminal

Luego el riesgo de un estimador basado en el vetgoritario puede ser acotado en
términos de la muestra de aprendizaje con un marggmor que un determinadd mas un
término adicional. Este termino depende del ninderonuestras de aprendizaje, de alguna
medida de la complejidad dg y de €, que en esta situacion deberd ser elegido lo méas

grande posible.

6.3.10 Convergencia de una combinacion de arboles

Como es ldgico, podemos medir la complejidad daiffizando dos medidas, por un
lado el tamafio de cada arbol, el cual deberia decsptrolado para prevenir la
sobreestimacién. Y por otro, el nimero de arbolesgg utilizan en la combinacion. En el
primer caso seria conveniente, para cada arbal eonhbinacion, seleccionar el arbol €n
que minimiza por ejempIcC(T)= I:n(T)+a|T|. Sin embargo en RF no se utiliza ningan
parametro de regularizacion y los arboles crecstatsu tamafio maximo.

Luego tanto el crecimiento de los arboles comolehero de ellos en la combinacion
deberian de ser una fuente de sobreestimacionegar jple todo el sobre ajuste no es un
problema en RF. Consecuentemente, podemos pensasegpuede estar introduciendo
cierta regularizacion debido a que cada nuevagi@mtino se realiza buscando sobre todo
g sino sobre un subconjuntb< g, <q elegido aleatoriamente, asi pues los arboles no
estarian creciendo hasta su tamafio maximo.

Por tanto, puede observarse que si tomamos com®agging el modelo de
prediccién lineal, el parametro de regularizaciémaria un valord <o . No obstante, es

de destacar que las estimaciones se
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realizan utilizando Bagging y por tanto en esteussgfo la capacidad de aprendizaje del
algoritmo no deberia de incrementarse con el nUier@rboles en la combinacién y muy a
nuestro pesar deberiamos considerar un véakoro .

Si nos centramos en el problema de la convergemtiaconjunto de arboles se
combinan para formar una combinacion lineal conyekdesgo depende en este caso de la
proporcién de muestras con pequefio margen y denlejidad media de los arboles
individuales.

De manera que, si existe una constahtéal que con probabilidad al menas J y
cada combinacior- de arboles de decision sienﬂ@D(O,l] y 6.0 (0,1] , Se satisface

Aol <)= 20{ye) ) 2 i i, €)oot

C, = %(&VCdim(u)ln m+ In(Tt maxd, D +%ZZ‘:1 P.Uvs <6;)

t

c, =T, (VCdim(ﬂ)'” m*'”(m|aXd' D

CS =In Lﬁl/fo)
mtm 6,

donde i representa la clase de funciones utilizadas emda®s terminales. Deberemos

tomar un valor d&g, lo mas grande posible para minimizar el segunduit®.

6.3.11 El margen

Una vez mds, si suponemos quD{—l,]} y tomamos un estimador de la forma
sigr(f(x)), el margen puede ser definido comqf(x). Ademas si tenemos
fl(x), fz(x),...,fM(x), un camino para combinar los estimadores indivetiaes

utilizando la clase de combinaciones lineales dendimero puede ser que infinitamente
numerable de estimadores de alguna familiaffija

Asi pues, podemos definir un estimador, el cuakepuak llamar de voto mayoritario,
de la forma signzmzlwmfm(x), siendo f,:X - {—1,]} y como w,=%M

Om=1...,M estaremos ante la clase de combinaciones lineafegxasCo,, (D)
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Desde luego, se puede notar que en RF cada arlesktegido de diferentes familias

O;,...,0y que pueden tener complejidades diferentes. Emitiedi cada arbol no se

selecciona de una familia fijja sino de familias ,qdependiendo como midamos la

complejidad, pueden tener VC-dimensiones diferentendo pues f, 0L, para
N O{L,..., M}
Luego si, fl(x), fz(x),..., fM(x) es un conjunto de clasificadores entonces una

definicion alternativa del margen es

l(fm(x>=v>—maxi%l(fm(x)= i)

j¢y M m=1

mg(X,Y)=

b=

1
M
entonces, es evidente que:

e Si mg(X ,Y) >0 el conjunto de clasificadores vota por la claseemia.

e Si mg(X ,Y) <0 el conjunto de clasificadores vota por la claseiirecta.

Por tanto, el riesgo del estimador debe ser

R(f)= Px.y (mg(X,Y)<0)

Ademas, como cada éarbol depende de un vector demp#os €, de forma que el
estimador puede ser definido corrﬁg(x,em) y en esta nueva situacién el margen tomara

la forma

31 (Fn(X,6) =)~ ma= 301 (£,,(X,8,)= i)

mg(X,Y):i
M m=1 iy M 31
Claro esta, que la sucesion de estimaddyds zm:1|(fm(x,9):v) asociada a

diferentes tamafios déVl serd consistente para estimar una funcién delnpsré

Py (y: f(x, 9)) si cuandoM - o, se verifica

L ily= ooy~ raly=1(x0)

Respectivamente, se puede sustituir la convergeecia probabilidad por la
convergencia casi segura, asi pues se puede moBteiman (1999), que existe un

conjunto de probabilidad nula en la sucesiondlgd,, ..., tal que fuera de este para todo

X

ynsily=1(g) T Rly=1(x0)
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siendo f(x, 9) la unién de un conjunto de hiperrectanguRs, si tomamos una muestra,
el nimero de estimadores sera finko< o y definimos N, como el nimero de veces que
¢(9) =k si {x/ f(x, 9) = y} =Ry, se verifica

1

~ 2! (F(6.x)=y)=

N > NI (xOS)

k

Z||—\

por la ley fuerte de los grandes niameros

P6-c.s.

N = S5 106,)=K) ~ Po((6,)=K)

tomando la unién de todos los conjuntos en losesulal convergencia no ocurre para algun
valor de k dado un conjunto de probabilidad nula, la uniéruda cantidad numerable de

conjuntos de medida nula es un conjunto de meditiaynla probabilidad fuera de el es

SENI(F(46,)= W) TS, Pal0(6,)= K (XOR,) = Py (F(x.6) =)

En consecuencia, podemos admitir la convergenaiasegura del riesgo muestral al

riesgo teodrico, con lo que para toda sucedi,, ... el riesgo muestral converge a

Pror(melx.¥)<0) By Ro(1(16)=Y)-maxpy(1(x6)= ) <o

y por tanto, la interpretacion de este resultadda@s, la sobreestimacion no deberia ser un
problema en RF aunque se sigan introduciendo edtirea o sea arboles, en la

combinacion.

6.3.12 Riesgo del estimador del margen

El voto mayoritario essignzmzlwmfm(x) siendo f,,: X - {—],]} y ademas como
W, =M, Om=1...,M estaremos ante la clase de combinaciones linedées
estimadores que pueden tener VC-dimensiones ditevefy, 'L, parany, D{l... , M}.
En esta situacion, la cota para el riesgo teériecingrementard si se incrementa la
complejidad media del bosque, sienQ’gfilvvtVCdim(Dn‘) la media ponderada de la VC-

dimension de los estimadores individuales.
Notar que, en un arbol, el aumento de la compldjiplaede reducir sesgo pero sin

embargo puede aumentar la varianza por otro lagerdke de la proporcion de muestras de
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aprendizaje con margen menor que un determirtadddemas, el riesgo se reducira si se
incrementa la muestra de aprendizaje.

Por tanto, mediante los resultados vistos hasteaal®complejidad media del bosque
no se incrementa ya que parece ser, bajo hipétpssRF utiliza cierta regularizacion para
controlar el tamafio de los arboles. Lo cual, muyuastro pesar, puede ser a costa de
introducir cierto sesgo en su construccién.

Por su parte el nidmero de é&rboles introducido ercdmbinacién no produce
sobreestimacion al estar asegurada la convergeasidegura del riesgo muestral.

Al igual como hemos visto para combinacion de estiones, el estimador combinado
sera insesgado si los estimadores individualesissesgados y el riesgo muestral se
reducira si los arboles son incorrelados entrieisgo si

mr(X,Y) =P, (f (X,9)=Y)—r‘jn¢<’:\1(xP9(f (x,8)=j)

la estrategia de RF puede ser la de buscar aroéeden la clase correcta en media, esto es

arboles que tengan un valor de= EX’Y[mr(X,Y)] alto, entonces si utilizamos la

desigualdad de Chebychev’'s

P(mg(X,Y)-E[mg(X,Y)] > E[mg(x,Y)) <%

con lo cual

A(f)< V[mr(;(,Y)]

Si tomamos i(X,Y):m%xPH(h(X,H): j), donde i(X,Y) es la clase predicha mas
J#

probable distinta d¥, segun ello podemos definir

mg(6, X,Y) =1 (h(x, 6) =Y)—r‘jn¢a¢xl (h(x,6)=j(x,Y))

notar quemg(X,Y) = Eg[rmg(X,Y)] , se verifica

val(mr) =Egg [covx v [rmg(e, X ,Y)rmg(H’, X Y)]]
= Epo1(6,6')sd(6)sd(e")]

Si 6(6?, 6?') es la correlacion entrEmg(H, X,Y) y rmg(H’, X,Y), entonces

var(mr) = 7(E, [sd(6)))?

< 1(Eg[var(6))
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Eqlvar(g)] < Eal_Ex,Y [rmg(6, X, Y)? _SZJ

<1-¢?

luego [2]

siendo / la correlacion media ponderada sobre todos Ioiblpsspares(@, 8’).

Este resultado muestra que la correlaeidre estimadores debe ser pequefia, esto se
debe ya el estimador RF es una combinacion lineaésddimadores, la correlacion no se
reducira conforme aumente el numero de arbde®n el bosque. De hecho, RF introduce
aleatoriedad en la construccion de los arbolesldmsgue, con lo que se reducird la
correlacién entre ellos. La varianza por su paidmuhuira conforme aumente el nimero de

estimadores en la combinacion.



7. Conclusiones

Como hemos visto los test de bondad de ajustegeai@s temporales se basan en la
secuencia de autocorrelaciones o bien dependeniohatmente de la funcién de
autocovarianzas o de la funcién autocorrelaciohesnismo ocurre con los test de raices
unitarias como es el caso del test de Dickey-Fuléeraices unitarias o el test KPSS de
estacionariedad.

Bajo este contexto, el coeficiente de correlaciérPdarson no es una medida robusta
entre dos variables, la estimacion puede versaaal@qor un outlier. En esta situacién y
como se ha mostrado el test de Dickey-Fuller noobsisto en presencia de un outlier
aditivo. Como consecuencia directa tenemos quéstatiicion asintética del estadistico de
Dickey-Fuller es sesgada a la derecha y conseauente se sobre rechazara la hipotesis
de raiz unitaria a favor de la alternativa estaaiian

Una alternativa son los métodos robustos de esimagie han mostrado, tal y como
muestran los resultados presentados en las taklasagitulo 5, ser preferibles a la
estimacion clésica, aun a pesar del sesgo que npaesen favor de la hipotesis de
estacionariedad.

Bajo condiciones sin presencia de OA, tablas 5.2, ¥6 5.3, se ha mostrado,
empiricamente, que todos los estimadores basado®dos robustos son mas potentes
que el estimador clasico para tamafios de muestb®,d&00 y 200, y casi para todos los
niveles de significacion. Sin embargo estos reatdazéa hipétesis de raiz unitaria en un

mayor nimero de ocasiones que el estimador clasico.

83
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En presencia de un OA, tablas 5.1, 5.2 y 5.3, senbstrado, que los estimadores
robustos practicamente no se ven afectados en wngwm, si en cambio lo sera el
estimador clasico que rechazara la presencia deainainitaria en practicamente casi el
100% de las simulaciones, para cualquier tamafiomdestra y cualquier nivel de
significacion.

El estimador basado en una combinacion de losnadtires robustos individuales
parece ser no tan potente como estos, sin emb@alge,decir, en su favor, que rechazara la
presencia de una raiz unitaria en un porcentajeongure estos. Supone pues, una mejora
respecto a estos utilizados de forma individualnypeesencia de un outlier aditivo es
preferible, sin lugar a dudas, al estadistico dek®j-Fuller, tal y como confirman los
resultados obtenidos y presentados en las tallaé.@, 6.3, 6.4 y 6.5.

En esta situacion dada la idoneidad, demostradairieamente, del uso de
estimadores robustos y en particular de una corolinade estos bajo algun tipo de
algoritmo basado en aprendizaje estadistico, ens#stacion, seria util el estudio de estos
métodos en test como pueden ser el test KPSS logpeolbdema del estudio de test de raices

unitarias en procesos con tendencia.



8. Anexos

n=50 Population  Biweight

[©) Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,331 0,537 0,522 0,506 0,571 0,524
0,85 0,177 0,383 0,355 0,416 0,394 0,386
0,9 0,072 0,260 0,226 0,338 0,256 0,273
0,95 0,026 0,157 0,121 0,261 0,148 0,182
1 0,005 0,096 0,066 0,204 0,081 0,128
n=100 Population  Biweight

0] Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,936 0,947 0,949 0,885 0,967 0,914
0,85 0,697 0,819 0,812 0,745 0,852 0,777
0,9 0,317 0,536 0,500 0,541 0,559 0,518
0,95 0,069 0,260 0,221 0,325 0,251 0,281
1 0,009 0,098 0,076 0,180 0,088 0,139
n=200 Population  Biweight

[©) Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 1,000 1,000 1,000 0,999 1,000 1,000
0,85 1,000 0,999 0,999 0,995 0,999 0,996
0,9 0,926 0,947 0,945 0,914 0,963 0,921
0,95 0,319 0,540 0,514 0,558 0,573 0,524
1 0,010 0,089 0,068 0,161 0,079 0,135

Tabla 8.1: Probabilidad de rechazar la hipotesis ru:uandoqu{ 0.8,085,0.9,0.95,]},
a = 001.
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n=50 Population  Biweight

[ Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,989 0,520 0,671 0,493 0,538 0,477
0,85 0,988 0,400 0,573 0,414 0,394 0,379
0,9 0,987 0,262 0,440 0,326 0,251 0,273
0,95 0,991 0,159 0,309 0,245 0,147 0,164
1 0,991 0,104 0,228 0,194 0,084 0,131
n=100 Population  Biweight

[ Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,993 0,949 0,971 0,881 0,969 0,917
0,85 0,995 0,823 0,896 0,764 0,849 0,786
0,9 0,996 0,559 0,705 0,554 0,580 0,535
0,95 0,994 0,257 0,444 0,317 0,256 0,266
1 0,993 0,091 0,225 0,158 0,088 0,115
n=200 Population  Biweight

[©) Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,998 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
0,85 0,996 0,997 0,999 0,994 1,000 0,995
0,9 0,998 0,940 0,973 0,912 0,958 0,924
0,95 0,995 0,550 0,714 0,550 0,567 0,524
1 0,992 0,100 0,229 0,179 0,096 0,145

Tabla 8.2: Con outlier aditivo. Probabilidad de ha&zar la hip6tesis nula cuando
»0{ 08,085,09,095,1}, a = 001.

n=50 Population  Biweight

b Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,911 0,934 0,932 0,864 0,954 0,901
0,85 0,147 0,354 0,325 0,396 0,367 0,348
0,9 0,059 0,262 0,212 0,324 0,246 0,258
0,95 0,021 0,177 0,135 0,268 0,152 0,188
1 0,004 0,101 0,078 0,211 0,087 0,128
n=100 Population  Biweight

[©) Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,911 0,934 0,932 0,864 0,954 0,901
0,85 0,664 0,795 0,784 0,712 0,822 0,753
0,9 0,294 0,528 0,493 0,508 0,541 0,491
0,95 0,080 0,269 0,226 0,342 0,264 0,281
1 0,007 0,098 0,071 0,192 0,088 0,147
n=200 Population  Biweight

P Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
0,85 0,999 0,997 0,996 0,991 0,998 0,993
0,9 0,890 0,928 0,923 0,895 0,945 0,900
0,95 0,297 0,524 0,494 0,538 0,552 0,513
1 0,009 0,095 0,073 0,169 0,086 0,142

Tabla 8.3: Perturbando el espacio muestral. Prbbadli de rechazar la hipétesis nula
cuandogp{ 08,085,09,095,1}, a = 001.
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n=50 Population  Biweight

P Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,995 0,944 0,972 0,878 0,956 0,911
0,85 0,964 0,386 0,538 0,403 0,382 0,364
0,9 0,983 0,523 0,682 0,515 0,538 0,492
0,95 0,966 0,159 0,299 0,244 0,142 0,169
1 0,970 0,093 0,232 0,168 0,083 0,105
n=100 Population  Biweight

P Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,995 0,944 0,972 0,878 0,956 0,911
0,85 0,992 0,795 0,882 0,727 0,826 0,752
0,9 0,983 0,523 0,682 0,515 0,538 0,492
0,95 0,986 0,257 0,452 0,317 0,259 0,262
1 0,979 0,100 0,224 0,186 0,087 0,137
n=200 Population  Biweight

P Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,998 1,000 0,998 1,000 1,000 1,000
0,85 0,997 0,997 0,996 0,992 0,998 0,994
0,9 0,998 0,948 0,972 0,901 0,962 0,918
0,95 0,996 0,530 0,693 0,538 0,545 0,517
1 0,989 0,099 0,240 0,170 0,090 0,140

Tabla 8.4: Con outlier aditivo y perturbando elasp muestral. Probabilidad de rechazar
la hipétesis nula cuandqu{ 08,085 ,0.9,0.95,]} , a = 001.

n=50 Population  Biweight

0] Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,580 0,748 0,721 0,644 0,768 0,705
0,85 0,363 0,595 0,551 0,573 0,614 0,558
0,9 0,173 0,459 0,407 0,464 0,456 0,439
0,95 0,065 0,302 0,259 0,364 0,290 0,303
1 0,016 0,199 0,144 0,299 0,167 0,220
n=100 Population  Biweight

b Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,989 0,988 0,990 0,951 0,992 0,974
0,85 0,888 0,935 0,925 0,880 0,946 0,903
0,9 0,563 0,756 0,711 0,705 0,752 0,711
0,95 0,167 0,449 0,387 0,477 0,438 0,437
1 0,023 0,196 0,153 0,292 0,174 0,224
n=200 Population  Biweight

P Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
0,85 1,000 1,000 0,999 0,998 1,000 1,000
0,9 0,987 0,988 0,990 0,974 0,994 0,975
0,95 0,565 0,758 0,713 0,728 0,767 0,720
1 0,021 0,194 0,147 0,274 0,174 0,229

Tabla 8.5: Probabilidad de rechazar la hipotesis ru:uandoqu{ 0.8,085,0.9,0.95,]},
a =0.025.



8. Anexos 88

n=50 Population  Biweight

[ Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,989 0,739 0,818 0,651 0,755 0,692
0,85 0,988 0,611 0,746 0,550 0,618 0,578
0,9 0,987 0,461 0,618 0,462 0,450 0,435
0,95 0,991 0,308 0,480 0,375 0,286 0,300
1 0,991 0,204 0,380 0,285 0,169 0,221
n=100 Population  Biweight

[ Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,993 0,991 0,990 0,948 0,995 0,984
0,85 0,995 0,934 0,957 0,888 0,942 0,910
0,9 0,996 0,767 0,844 0,715 0,777 0,720
0,95 0,994 0,440 0,622 0,465 0,441 0,436
1 0,993 0,186 0,368 0,258 0,173 0,206
n=200 Population  Biweight

[©) Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,998 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
0,85 0,996 1,000 0,999 1,000 1,000 0,999
0,9 0,998 0,985 0,991 0,968 0,991 0,978
0,95 0,996 0,753 0,846 0,724 0,762 0,713
1 0,992 0,202 0,385 0,285 0,185 0,245

Tabla 8.6: Con outlier aditivo. Probabilidad de ha&zar la hip6tesis nula cuando
»0{ 08,085,09,095,1}, a =0.025.

n=50 Population  Biweight

b Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,575 0,736 0,718 0,636 0,758 0,687
0,85 0,314 0,564 0,523 0,542 0,571 0,544
0,9 0,161 0,437 0,395 0,455 0,432 0,414
0,95 0,060 0,326 0,291 0,380 0,321 0,335
1 0,012 0,210 0,167 0,306 0,186 0,221
n=100 Population  Biweight

[©) Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,987 0,979 0,981 0,941 0,987 0,969
0,85 0,873 0,919 0,910 0,847 0,935 0,880
0,9 0,537 0,722 0,696 0,685 0,746 0,690
0,95 0,171 0,460 0,400 0,495 0,449 0,430
1 0,015 0,204 0,154 0,300 0,187 0,242
n=200 Population  Biweight

P Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
0,85 1,000 1,000 0,999 0,998 0,999 0,998
0,9 0,988 0,981 0,977 0,967 0,986 0,968
0,95 0,541 0,740 0,700 0,721 0,756 0,709
1 0,023 0,199 0,151 0,280 0,170 0,238

Tabla 8.7: Perturbando el espacio muestral. Prdbdabti de rechazar la hipotesis nula
cuandog{ 08,085,09,095,1}, a = 0.025.
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n=50 Population  Biweight

P Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,974 0,723 0,801 0,634 0,750 0,655
0,85 0,968 0,577 0,702 0,546 0,589 0,549
0,9 0,976 0,444 0,614 0,460 0,435 0,435
0,95 0,967 0,302 0,472 0,356 0,282 0,292
1 0,970 0,199 0,381 0,267 0,167 0,199
n=100 Population  Biweight

P Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,995 0,979 0,988 0,946 0,989 0,966
0,85 0,993 0,928 0,951 0,867 0,940 0,891
0,9 0,986 0,709 0,818 0,682 0,720 0,686
0,95 0,987 0,452 0,624 0,479 0,436 0,428
1 0,980 0,198 0,374 0,294 0,173 0,233
n=200 Population  Biweight

P Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,998 1,000 0,998 1,000 1,000 1,000
0,85 0,997 0,999 0,997 0,998 1,000 0,999
0,9 0,999 0,985 0,990 0,971 0,991 0,978
0,95 0,998 0,726 0,852 0,711 0,741 0,696
1 0,989 0,202 0,383 0,286 0,179 0,253

Tabla 8.8: Con outlier aditivo y perturbando elasdp muestral. Probabilidad de rechazar
la hipétesis nula cuandg{ 08,085,09,095,1}, a = 0.025.

n=50 Population Biweighted

) Clasico  Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,782 0,868 0,861 0,762 0,893 0,837
0,85 0,578 0,770 0,746 0,687 0,791 0,726
0,9 0,317 0,629 0,577 0,571 0,620 0,593
0,95 0,124 0,462 0,400 0,479 0,440 0,438
1 0,034 0,325 0,255 0,409 0,289 0,323
n=100 Population Biweighted

) Clasico  Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,997 0,997 0,996 0,984 0,998 0,993
0,85 0,967 0,974 0,969 0,944 0,977 0,959
0,9 0,762 0,876 0,843 0,818 0,879 0,837
0,95 0,293 0,626 0,560 0,620 0,609 0,595
1 0,043 0,325 0,248 0,395 0,285 0,339
n=200 Population Biweighted

) Clasico  Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
0,85 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
0,9 1,000 0,998 0,997 0,986 0,998 0,995
0,95 0,771 0,882 0,858 0,850 0,887 0,851
1 0,041 0,311 0,243 0,395 0,282 0,340

Tabla 8.9: Probabilidad de rechazar la hipotesis ru:uandoqu{ 0.8,085,0.9,0.95,]},
a = 005.
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n=50 Population Biweighted

) Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,990 0,867 0,896 0,773 0,884 0,842
0,85 0,988 0,764 0,839 0,678 0,767 0,729
0,9 0,988 0,630 0,743 0,593 0,616 0,593
0,95 0,991 0,467 0,625 0,488 0,445 0,449
1 0,991 0,313 0,508 0,383 0,292 0,338
n=100 Population Biweighted

) Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,993 0,999 0,991 0,985 1,000 0,994
0,85 0,995 0,977 0,978 0,954 0,981 0,961
0,9 0,996 0,893 0,917 0,839 0,902 0,862
0,95 0,994 0,625 0,752 0,614 0,610 0,587
1 0,995 0,301 0,506 0,368 0,273 0,311
n=200 Population Biweighted

) Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,998 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
0,85 0,996 1,000 0,999 1,000 1,000 1,000
0,9 0,998 0,996 0,994 0,986 0,997 0,992
0,95 0,996 0,880 0,920 0,847 0,886 0,845
1 0,993 0,323 0,524 0,391 0,300 0,359

Tabla 8.10: Con outlier aditivo. Probabilidad dechazar la hipétesis nula cuando
»0{ 08,085,09,095,1}, a = 005.

n=50 Population Biweighted

) Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,990 0,863 0,892 0,773 0,884 0,842
0,85 0,514 0,741 0,691 0,663 0,745 0,696
0,9 0,296 0,611 0,557 0,565 0,606 0,572
0,95 0,124 0,488 0,422 0,498 0,461 0,461
1 0,033 0,342 0,283 0,399 0,319 0,338
n=100 Population Biweighted

) Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,998 0,993 0,993 0,972 0,997 0,988
0,85 0,962 0,974 0,970 0,929 0,981 0,957
0,9 0,757 0,852 0,842 0,809 0,872 0,817
0,95 0,294 0,632 0,565 0,622 0,616 0,605
1 0,036 0,340 0,271 0,418 0,301 0,359
n=200 Population Biweighted

) Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
0,85 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
0,9 0,999 0,995 0,994 0,988 0,998 0,988
0,95 0,737 0,868 0,831 0,839 0,868 0,830
1 0,045 0,313 0,247 0,389 0,278 0,337

Tabla 8.11: Perturbando el espacio muestral. Piliti@d de rechazar la hipétesis nula
cuandogp{ 08,085,09,095,1}, a = 005.
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n=50 Population Biweighted

) Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,990 0,853 0,892 0,775 0,880 0,833
0,85 0,973 0,736 0,806 0,663 0,742 0,701
0,9 0,984 0,650 0,764 0,543 0,646 0,533
0,95 0,967 0,450 0,607 0,469 0,417 0,428
1 0,971 0,312 0,512 0,371 0,288 0,307
n=100 Population Biweighted

) Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,996 0,995 0,992 0,979 0,997 0,989
0,85 0,994 0,975 0,974 0,929 0,978 0,960
0,9 0,987 0,854 0,900 0,793 0,870 0,811
0,95 0,989 0,615 0,747 0,613 0,604 0,580
1 0,981 0,322 0,526 0,402 0,294 0,351
n=200 Population Biweighted

) Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,998 1,000 0,998 1,000 1,000 1,000
0,85 0,998 1,000 0,998 1,000 1,000 1,000
0,9 0,999 0,996 0,993 0,992 0,997 0,991
0,95 0,999 0,868 0,924 0,831 0,873 0,828
1 0,989 0,338 0,531 0,416 0,307 0,374

Tabla 8.12: Con outlier aditivo y perturbando glaso muestral. Probabilidad de rechazar
la hipétesis nula cuandqu{ 08,085 ,0.9,0.95,]} , a = 005.

n=50 Population  Biweight

0] Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,880 0,921 0,921 0,819 0,944 0,900
0,85 0,710 0,853 0,828 0,770 0,857 0,812
0,9 0,442 0,715 0,677 0,644 0,716 0,686
0,95 0,185 0,575 0,508 0,553 0,543 0,541
1 0,051 0,429 0,343 0,485 0,380 0,421
n=100 Population  Biweight

[©) Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,999 0,999 0,999 0,991 1,000 0,996
0,85 0,986 0,986 0,982 0,969 0,989 0,977
0,9 0,868 0,929 0,909 0,876 0,940 0,899
0,95 0,417 0,730 0,664 0,697 0,717 0,682
1 0,065 0,424 0,338 0,475 0,384 0,428
n=200 Population  Biweight

0] Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
0,85 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
0,9 1,000 0,999 0,999 0,993 0,999 0,999
0,95 0,877 0,930 0,913 0,908 0,936 0,905
1 0,061 0,416 0,341 0,478 0,382 0,433

Tabla 8.13: Probabilidad de rechazar la hipotesia nuandoq)D{ 0.8,085 ,0.9,0.95,]},
a =0.075.
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n=50 Population  Biweight

[ Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,990 0,919 0,929 0,829 0,931 0,891
0,85 0,988 0,830 0,885 0,759 0,843 0,808
0,9 0,988 0,721 0,819 0,669 0,721 0,686
0,95 0,991 0,575 0,706 0,568 0,549 0,543
1 0,991 0,407 0,605 0,447 0,381 0,408
n=100 Population  Biweight

[ Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,993 1,000 0,992 0,995 1,000 0,998
0,85 0,995 0,992 0,984 0,972 0,993 0,980
0,9 0,996 0,942 0,943 0,903 0,942 0,912
0,95 0,994 0,736 0,817 0,699 0,720 0,687
1 0,995 0,401 0,594 0,452 0,361 0,388
n=200 Population  Biweight

[©) Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,998 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
0,85 0,996 1,000 0,999 1,000 1,000 1,000
0,9 0,998 0,998 0,995 0,994 0,999 0,996
0,95 0,996 0,928 0,942 0,898 0,930 0,906
1 0,994 0,433 0,607 0,478 0,394 0,443

Tabla 8.14: Con outlier aditivo. Probabilidad dech@zar la hipétesis nula cuando
»0{ 08,085,09,095,1}, a =0.075.

n=50 Population  Biweight

b Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,845 0,902 0,915 0,802 0,932 0,879
0,85 0,662 0,835 0,797 0,738 0,830 0,791
0,9 0,415 0,702 0,661 0,644 0,705 0,667
0,95 0,181 0,579 0,515 0,571 0,561 0,552
1 0,053 0,436 0,375 0,473 0,405 0,425
n=100 Population  Biweight

[©) Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 1,000 0,997 0,999 0,987 0,999 0,993
0,85 0,991 0,986 0,987 0,955 0,992 0,978
0,9 0,856 0,913 0,899 0,864 0,923 0,877
0,95 0,413 0,735 0,677 0,709 0,723 0,705
1 0,053 0,426 0,344 0,501 0,386 0,439
n=200 Population  Biweight

P Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
0,85 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
0,9 1,000 0,998 0,999 0,993 1,000 0,993
0,95 0,849 0,920 0,893 0,892 0,924 0,895
1 0,070 0,401 0,327 0,463 0,364 0,418

Tabla 8.15: Perturbando el espacio muestral. Piliti@d de rechazar la hipdtesis nula
cuandog{ 08,085,09,095,1}, a =0.075.
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n=50 Population  Biweight

P Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,980 0,910 0,912 0,819 0,923 0,841
0,85 0,977 0,821 0,854 0,742 0,830 0,780
0,9 0,974 0,712 0,803 0,654 0,712 0,680
0,95 0,970 0,565 0,694 0,541 0,536 0,531
1 0,971 0,405 0,597 0,441 0,380 0,386
n=100 Population  Biweight

P Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,996 0,997 0,993 0,989 0,998 0,995
0,85 0,994 0,987 0,980 0,960 0,988 0,977
0,9 0,989 0,917 0,936 0,856 0,923 0,884
0,95 0,990 0,728 0,818 0,694 0,714 0,680
1 0,981 0,428 0,614 0,477 0,381 0,426
n=200 Population  Biweight

P Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,998 1,000 0,998 1,000 1,000 1,000
0,85 0,998 1,000 0,998 1,000 1,000 1,000
0,9 0,999 0,999 0,995 0,997 1,000 0,996
0,95 0,999 0,923 0,947 0,886 0,924 0,897
1 0,989 0,427 0,602 0,495 0,388 0,457

Tabla 8.16: Con outlier aditivo y perturbando glaso muestral. Probabilidad de rechazar
la hipétesis nula cuandg{ 08,085 ,09,095,1}, a = 0.075.

n=50 : Biweight

) Clasico Higly(Coman) PDOQP,EEE',OHQ Midcovariance  MCD MVE
0,8 0,930 0,951 0,95 0,863 0,966 0,934
0,85 0,790 0,897 0,875 0,815 0,910 0,860
0,9 0,537 0,789 0,753 0,700 0,792 0,748
0,95 0,243 0,652 0,593 0,612 0,630 0,622
1 0,076 0,499 0,418 0,545 0,459 0,492
n=100 Population  Biweight

0] Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance  MCD MVE
0,8 1,000 1,000 1,000 0,995 1,000 0,998
0,85 0,998 0,990 0,990 0,980 0,994 0,984
0,9 0,932 0,953 0,945 0,914 0,960 0,933
0,95 0,519 0,801 0,752 0,754 0,793 0,757
1 0,090 0,499 0,416 0,544 0,455 0,492
n=200 Population Biweight

) Clasico Higly(Coman) __ percentage Midcovariance  MCD MVE
0,8 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
0,85 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
0,9 1,000 0,999 0,999 0,998 1,000 1,000
0,95 0,934 0,958 0,942 0,935 0,958 0,936
1 0,085 0,503 0,419 0,537 0,458 0,499

Tabla 8.17: Probabilidad de rechazar la hipotesia nuandoqu{ 08,085 ,0.9,0.95,]},
a=01.
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n=50 Population  Biweight

[ Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,990 0,950 0,946 0,865 0,956 0,926
0,85 0,988 0,884 0,908 0,807 0,895 0,858
0,9 0,988 0,790 0,861 0,720 0,786 0,758
0,95 0,991 0,652 0,762 0,620 0,626 0,618
1 0,991 0,485 0,664 0,502 0,459 0,476
n=100 Population  Biweight

[ Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,993 1,000 0,993 0,997 1,000 0,999
0,85 0,995 0,995 0,985 0,982 0,997 0,989
0,9 0,996 0,963 0,955 0,928 0,964 0,945
0,95 0,994 0,803 0,853 0,759 0,788 0,762
1 0,995 0,481 0,654 0,512 0,437 0,465
n=200 Population  Biweight

[©) Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,998 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
0,85 0,996 1,000 0,999 1,000 1,000 1,000
0,9 0,998 0,998 0,996 0,996 1,000 0,997
0,95 0,996 0,950 0,956 0,930 0,950 0,933
1 0,994 0,512 0,669 0,547 0,471 0,521

Tabla 8.18: Con outlier aditivo. Probabilidad dech@zar la hipétesis nula cuando
»0{ 08,085,09,0951}, a = 01.

n=50 Population  Biweight

b Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,912 0,942 0,943 0,854 0,954 0,923
0,85 0,762 0,884 0,848 0,788 0,879 0,845
0,9 0,517 0,766 0,738 0,693 0,770 0,732
0,95 0,239 0,654 0,597 0,635 0,637 0,619
1 0,076 0,507 0,442 0,528 0,468 0,488
n=100 Population  Biweight

[©) Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 1,000 0,998 0,999 0,991 0,999 0,995
0,85 0,996 0,992 0,994 0,975 0,995 0,987
0,9 0,922 0,937 0,931 0,902 0,945 0,911
0,95 0,514 0,801 0,747 0,772 0,779 0,772
1 0,076 0,513 0,420 0,557 0,461 0,501
n=200 Population  Biweight

P Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
0,85 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
0,9 1,000 1,000 1,000 0,995 1,000 0,997
0,95 0,909 0,944 0,929 0,924 0,947 0,922
1 0,088 0,472 0,399 0,522 0,432 0,486

Tabla 8.19: Perturbando el espacio muestral. Piliti@d de rechazar la hipétesis nula
cuandog{ 08,085,09,095,1}, a = 0.1.
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n=50 Population  Biweight

P Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovariance MCD MVE
0,8 0,980 0,956 0,956 0,857 0,955 0,935
0,85 0,982 0,870 0,884 0,784 0,875 0,833
0,9 0,978 0,787 0,846 0,712 0,776 0,738
0,95 0,972 0,638 0,752 0,604 0,614 0,594
1 0,971 0,486 0,653 0,510 0,456 0,458
n=100 Population  Biweighted

P Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovarianc MCD MVE
0,8 0,996 0,999 0,994 0,993 0,999 0,998
0,85 0,994 0,993 0,982 0,979 0,994 0,988
0,9 0,991 0,942 0,952 0,901 0,947 0,920
0,95 0,991 0,798 0,864 0,752 0,781 0,751
1 0,981 0,503 0,673 0,534 0,469 0,495
n=200 Population  Biweighted

P Clasico Higly(Coman) Percentage Midcovarianc MCD MVE
0,8 0,998 1,000 0,998 1,000 1,000 1,000
0,85 0,998 1,000 0,998 1,000 1,000 1,000
0,9 0,999 1,000 0,995 0,998 1,000 0,998
0,95 0,999 0,948 0,959 0,930 0,948 0,930
1 0,989 0,509 0,671 0,563 0,465 0,513

Tabla 8.20: Con outlier aditivo y perturbando glaso muestral. Probabilidad de rechazar
la hipétesis nula cuandg{ 08,085,09,095,1}, a = 0.1.
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