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Introduccion

Este trabajo se enmarca en el Master de Matemaéticas Avanzadas de la UNED vy el
objetivo ha sido adquirir y presentar los conocimientos previos necesarios para poder
realizar labores de investigacion matematica en Espacios Moduli y de Teichmiiller

asociados a superficies de Riemann.

Siendo la extension del mismo quizas excesiva se han eliminado las partes que ya se
pueden considerar constituyentes de dichas teorias: grupos kleinianos, aplicaciones

quasiconformes, diferenciales de Beltrami, diferenciales cuadraticas, etc.

Tampoco se han tratado los aspectos de la geometria hiperboélica asociada a las
superficies de Riemann cuyo recubridor universal es H = {z € C : Imag(z) > 0}
aun siendo muy importantes y presentando resultados (como la descomposiciéon en

“pants” y el teorema “collaring”) muy interesantes.

La primera parte trata, de forma un tanto deslabazada, varios conceptos prelimina-
res. El criterio ha sido elegir aquellos que se han tratado poco o no se han tratado
en los cursos de la UNED y en las asignaturas del Master. Por ello se suponen cono-
cidas la homologia singular, cohomologia, el concepto de “manifold”, etc. Aunque se
han tratado con detalle los levantamientos y espacios recubridores por necesitarse

mas de lo expuesto en la asignatura de topologia algebraica.

Con respecto a la segunda parte se ha seguido un criterio semejante y no se ha tra-
tado, a pesar de su fundamental importancia, la Uniformizacion, Transformaciones
de Mobius, Grupos Fuchsianos, etc por ser estos aspectos los mas tratados en la
asignatura del Master (se podria decir que el excelente libro: Farkas, Kra: Riemann
Surfaces se ha utilizado deliberadamente poco, por haber sido bastante utilizado

en el desarrollo de dicha asignatura).
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Por el contrario se ha tratado de utilizar los “haces” en todo aquello en que ha sido

posible. Se ha incluido también un breve apartado dedicado a los fibrados de linea.

El teorema de Riemann Roch se analiza desde dos puntos de vista (“adeles” y coho-
mologia de “haces”) excluyendo el analisis mas clasico usando homologia, aunque
esta se usa para el Teorema de Abel. Se podria decir que el capitulo dedicado a
dicho teorema cambia algo el enfoque de las notas (usar métodos algebraicos y de
haces con preferencia a analiticos), el motivo es la necesidad de los haces algebrai-
cos, la topologia de Zariski y la cohomologia de haces asociada, los teoremas GAGA

(Serre), etc. que no he podido preparar lo suficiente.

Este enfoque no se debe, en absoluto, a un “desprecio” de los métodos analiticos.
Simplemente es que mi formacién en métodos algebraicos y de haces era paractica-

mente nula y he tratado de empezar a aliviar dicha carencia.

Con posterioridad al Master espero seguir ampliando estas notas y una de las cosas
que pienso anadir, ademas de las importantes omisiones mencionadas, es una version

algebraica del teorema de Abel partiendo de las secuencia cortas exactas de haces

inc ex

0 yA @) o~ 0

inc div

0 o M* Div 0

y considerando los homomorfismos de conexion correspondientes.

Por ultimo indicar que sb6lo hay algunos retazos de resultados originales, como la
construccion de funciones meromorfas que separan tangentes (teorema 8.6.2, coro-
lario 8.6.2), que considero bastante mas sencilla que cualquiera de las que he visto
en el material consultado. Aunque si hay abundancia de desarrollos mas detallados

que los originales.

La bibliografia que se menciona no es solo con el fin de citarla a lo largo del texto,

sino que es el nucleo de la bibliografia usada para estas notas.

No quisiera desaprovechar la oportunidad de agradecer a todos los profesores de

la UNED su habilidad, conocimientos y dedicaciéon, que han hecho que tanto la
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Licenciatura como el Master hayan constituido una experiencia maravillosa. Sélo he
tenido profesores de dos clases: Buenos y Excelentes, la gran mayoria en este ultimo
grupo, y naturalmente tengo que destacar a Antonio Costa que me ha ayudado y

guiado para que pudiera a empezar a entender los espacios Moduli.






Parte 1

Preliminares






Capitulo 1

Geometria Proyectiva

1.1. Espacios Proyectivos, Coordenadas Homogéneas

Sea V' un espacio vectorial de dimension n + 1 sobre un cuerpo K (que serd R o C)

DEFINICION 1.1.1. Se define el espacio proyectivo P(V') como el conjunto de los

subespacios de dimension 1 de V' y se dice que P(V) tiene dimension n jaunque no

tiene estructura de espacio vectorial!

Un espacio proyectivo de dimension 1 se llama recta proyectiva y uno de dimensiéon

2 plano proyectivo.

Como elegida una base de V tenemos definido un isomorfismo con K"*! a cada
punto de P(V) le podemos asociar uno de P*(K) = P(K"*!) conservandose todas

las propiedades geométricas.
Un punto de K™*! vendra representado por la n_tupla z; donde i varia de 0 a n

Dos puntos z,y distintos de cero pertenecen al mismo subespacio de dimensién 1
(recta que pasa por el origen) si y; = Az;,A # 0, esta propiedad define una relaciéon
de equivalencia cuyas clases de equivalencia, que denotaremos [z], son los puntos

del espacio proyectivo'.

Lan_ tupla de un representante de clase se denomina coordenadas homogéneas del

punto en el espacio proyectivo y naturalmente tendremos:
[Azo... x| = [z0...zp] A # O

Las coordenadas homogéneas permiten definir una aplicacion suprayectiva 7 :

K"\ {0} — P*(K) tal que m(zg...x,) = [20...7p)

ILos puntos del espacio proyectivo se representaran como clases o en mayusculas

13
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1.1.1. K" como parte de P"(K) .
Sea U C P™(K) el subconjunto de puntos con corrdenadas homogéneas [xg...2p,]
tales que g # 0 (como si zg # 0, A # 0,entonces Axg # 0 luego si lo cumple uno,

lo cumplen todos los representantes). Cada punto se podra representar como

1,22 I

[Xg-..xn] = [
i) i)

Esto permite definir una biyeccion entre K™ y U de forma que zg...z,, — [1,2%...2"].

Si consideramos P™(K)\U estara formado por los puntos de coordenadas homo-
geneas [0, 1...z,] y considerando la biyeccion de P"(K)\U— P" 1(K) definida

por [0,2;...xy]) = [%1...2,] podemos escribir

P"(K)=K"UP" ! (K)

Para el cason = 1 y R tenemos que una recta proyectiva esta formada por una recta
y un punto oo, para el caso n = 1 y C la recta proyectiva P*(C) son los complejos y
0o. Luego se puede considerar que es la esfera de Riemann, y veremos que también
desde el punto de vista topoldgico, por lo que P'(K) es equivalente tanto para

K = R como para K = C a la compactificaciéon por un punto (Alexandroff) de

espacios localmente compactos.

1.1.2. Topologia del espacio proyectivo.

La relaciéon de equivalencia y la aplicacion 7 definida por las coordenadas homo-
géneas permite definir la topologia cociente en el espacio proyectivo. De forma que
U C P"(K) ser& abierto si y solo si 771(U) es abierto en K"\ {0} (dotado de
la topologia habitual). Es la topologia mas fina de K) que hace que la aplicacion 7

sea continua.

Esta topologia cumple la siguiente propiedad universal: Una aplicacion f : P*(K) —
E (FE espacio topologico cualquiera) es continua si y solo si f - 7 es continua de

Kl 5 | .

Si consideramos S™ = {(x¢...z,,) € K"t! : Y 2? = 1} (esfera unidad) que es un

conjunto compacto (completo + totalmente acotado) en K 1 gy imagen, por T,
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coincide con P™(K), Pues dado [zg...z,] sea v = (3 22)2, entonces (t2..En)e 87
y [zo...zn] = [%2...22]. Por tanto como la imagen de una aplicacion continua de un

compacto es compacta y la de un conexo conexa tenemos que
PROPOSICION 1.1.1. El espacio P"(K) es compacto, y conexo.
Consideremos U; = {[zg....xn]: 2; # 0} son una familia de abiertos disjuntos dados

x,y € P"(K) si estan en distintos U; estos constituyen entornos disjuntos de los

mismos. Definiendo ®; : U; — K™ tal que ®;([zg...x,]) = (£2.. Bt Tl In) gop

como se comprueba facilmente homeomorfismos y por tanto los puntos de U; estan

separados luego

PROPOSICION 1.1.2. El espacio P™(K) es Hausdorff.

1.1.3. Subespacios lineales.

DEFINICION 1.1.2. Un subespacio lineal de P(V) es el conjunto de subespacios de

dimension 1 de un subespacio vectorial U C V.

Por tanto es el espacio proyectivo P(U)

Si U tiene dimension 2, P(U) es una recta proyectiva.

PROPOSICION 1.1.3. Por dos puntos distintos de un espacio proyectivo P(V') pasa

una unica recta proyectiva.

DEMOSTRACION. Sean P, P, € P(V) con vectores representativos u,v € V.

Son vectores linealmente independientes (pues si no representarian el mismo punto)
sea U C V el subespacio engendrado por u,v. P(U) es una recta proyectiva que

contiene a ambos puntos.

Supongamos que P(U’) sea otra recta proyectiva que contiene Pj, P, Entonces
u,v € U’ y también el subespacio que generan luego UC U’ pero como ambos son

de dimensién 2 pues U = U’ O
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PROPOSICION 1.1.4. En un plano proyectivo, dos rectas proyectivas distintas se

cortan en un punto unico

DEMOSTRACION. Sea el plano proyectivo P(V) donde dim V' = 3. Dos rectas

proyectivas estaran definidas por P(Uy), P(Us) de dimension 2. Tendremos
dimV > dim(U; U Us) = dim Uy + dim Uy — dim(U; N Us)

luego dim(U; NUs) > 1. Por otra parte como son bidimensionales dim(U; NUs) < 2

con igualdad si y s6lo si U; = Us en cuyo caso las rectas no serfan distintas.

Asi dim(U;NUs) = 1y dicho subespacio unidimensional es el punto de interseccion

O

1.2. Transformaciones Proyectivas

Sean V, W espacios vectoriales de la misma dimension n + 1 sea T : V — W una
aplicacion lineal. Si el nucleo de T es igual a {0} seré inyectiva (y suprayectiva al
tener la misma dimension) y la imagen de un subespacio de V' dimension k es un

subespacio de W también de dimensién k
En este caso T induce una aplicacion 7 : P(V) — P(W) definida por 7([u]) = [T'(u)]

DEFINICION 1.2.1. Una transformacion proyectiva de P(V) a P(W) es una apli-

cacion inducida por una transformacion T : V — W lineal e invertible.

Si A # 0 entonces T y AT inducen la misma transformacion proyectiva.

Si Ty T' inducen la misma transformacion considerando e; base de T tendremos

7([es]) = [T(e;)] = [T (e;)] por lo que existira u; # 0 tal que T'(e;) = p;T(e;).

Considerando ahora que 7([>_e;]) = [T(>_e;)] = [T (> e;)] tendremos T (> e;) =
uT (Y ei) pero T (3o ei) = 3 T"(ei) = Yo piT (ei) = 32 pT (ei) luego 3 (u—pi)T'(ei) =
0 y como por ser T invertible los T'(¢;) son linealmente independientes tenemos

i; = p. y por tanto TV = uT
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EJEMPLO. Hemos visto que S™ es homeomorfo a P™(K) para el caso de K = C
y n = 1 Tenemos el homeomorfismo entre el espacio proyectivo y la esfera de

Riemann.

Denotemos las coordenadas homogéneas del espacio proyectivo por [zp,z1]. Una

a b
transformacion lineal invertible de C* — C? wiene dada por una matriz

c d
con determinate distinto de 0
Tendremos una transformacion proyectiva inducida 7([z0, 21]) = [T (20, 21)] = [azo+

bz1,czp + dz]

Pero PY(C) = CU{oo} siendo z1 = 0 para los representantes de co. Para los demas
puntos existen representantes del tipo [z,1] y tendremos 7([z,1] = [az + b,cz +d] .

Para los puntos tales que cz + d # 0 podremos poner

az+b
%
cz+d

Que es la transformacion de Mébius.

Los puntos correspondientes a 0o no necesitan tratamiento especial asi
a
T([LOD = [azo,czl] = [Ev 1]
Sic#0 o7([1,0]) = [1,0] en caso contrario.

Por otra parte si z es tal que cz + d = 0 tendremos 7([z,1]) = [az + b,0] = [1,0]

1.2.1. Puntos en posiciéon general.

DEFINICION 1.2.2. Sea P(V) un espacio proyectivo n_ dimensional. Se dice que
n + 2 puntos del espacio estdn en posicion general si y sélo si cada subconjunto de

n + 1 puntos tiene representantes en V' linealmente independientes.

Es evidente que da igual los representantes que escogamos.
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La definicion es equivalente a exigir que los representantes formen un simplex n+ 1

dimensional en el espacio afin asociado a V.

TEOREMA 1.2.1. Silos puntos X;...Xp42 estan en posicion general en P(V') y los

puntos Y1...Yn 1o en posicion general en P(W) (V,W de dimension n + 1) Existe

una Unica transformacion proyectiva T : P(V) — P(W) tal que 7(X;) = Y;

DEMOSTRACION. Sean e; representantes para los puntos X; (o sea X; = [e;]) .

Como estan en posicién general e;...e,+1 son linealmente independientes y forman

por tanto una base. Podremos poner e,12 = > Ae;.

Ninguno de los A\; puede ser cero, pues si A\; = 0, los vectores ej...e,_1€;41...€p42

no serfian linealmente independientes.

Por lo tanto los vectores v; = \;e; son también representantes de los X; y podemos

poner e,z = Y. v;

Fijado el representante e,, 15 los vectores son tinicos porque > A\;e; = > u;e; implica

S (N — pi)e; =0y los e; son linealmente independientes.

Analogamente siendo g; representantes de los puntos Y; podemos encontrar vectores

tales que gn+2 = Y w; univocamente determinados al fijar g, o

Como los v;, w; constituyen bases de V, W existe una transformacion invertible
T:V — W tal que T(v;) = w;. Cumpliéndose ademas T'(ep42) = T(D v;) =

S T(v;) = Y. w; = gnt2 la transformacion 7 inducida por T’ cumple los requisitos.

Para ver la unicidad consideremos que T induce una transformacion proyectiva 7/

con la misma propiedad, tendremos que T"(v;) = a;w; ¥ T (€n+2) = @gnyo. Luego

agntz =T (ent2) =T'(Q_vi) = X T"(vi) = Y- cjw; como a # 0 gnyo = Zw; y

como la descomposicion era tnica a; = o , T/ = oT, y por tant0
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1.3. Bases proyectivas

El teorema anterior permite la siguiente construccion: Dado n+1 puntos Xj... X, 41 (simplex
proyectivo de referencia) y Y (punto unidad) en el espacio proyectivo P(V) en po-

sicion general existe una transformacion proyectiva I : P(V) — P"™(K) tal que:
X1 —[1.,0] .. Xp41 — [0.,1]Y — [1..1]
Es trivial comprobar que [1.,0], ..., [0..,1], [1..,1] son n+2 puntos en posicioén general.

DEFINICION 1.3.1. Un simplex proyectivo de referencia y un punto unidad (n+ 2
puntos en posicion general) de P(V') constituyen una base proyectiva. Las coorde-
nadas homogéneas de P™(K) imagen de un punto X € P(V') por la aplicacion I se

denominan coordenadas de X respecto a la base.

1.4. Los teoremas de Desargues y Pappus

Dos de los teoremas clésicos de la geometria proyectiva son:

TEOREMA 1.4.1. (Desargues) Sean A, B,C, A’, B', C'puntos de un espacio proyec-
tivo P(V) tales que las rectas AA’, BB', CC’ son distintas y concurrentes. Entonces

los puntos de interseccion ABN A'B’, BCNB'C', CANC'A’son colineales.

DEMOSTRACION. Sea P el punto de interseccién de AA’, BB’,CC’ como P, A, A’
son distintos estan en posicion general, ademas de estar en una recta proyectiva,
existiran representantes tales que p = a + a’ estando p,a,a’ en un subespacio de

dimension 2 U C V.

Analogamente p=b+b y p=c+c entonces a+a’ =b+ 1V =c+ ' y tendremos

a—b=V—-d=x,b—c=c—-b=y,c—a=d — =z luego

r+y+z=a—-b+b—c+c—a=0como x,y,z son linealmente dependientes los

puntos X,Y, Z de los que son representantes son colineales.

Pero x esta en el subespacio engendrado por a,b y en el engendrado por a’d’ luego

X esta en la interseccion de las rectas AB y A’B’ y analogamente los deméas. [



20 1. GEOMETRIA PROYECTIVA

TEOREMA 1.4.2. (Pappus) Sean A,B,C y A’, B',C" dos conjuntos de tres pun-

tos distintos colineales en un plano proyectivo. Entonces los tres puntos AB' N

A'B, BC'NB'C, CA'nC'A también lo son

DEMOSTRACION. Podemos suponer que A, B, B’,C’ estan en posicion general
pues si no lo estuvieran coincidirfan un punto sin “prima” con uno con “prima” y la

conclusién es trivial.

Consideremos la base proyectiva formada por el simplex A, B, C’ y el punto unidad

B

Como A, B,C son colineales las coordenadas de C' seran combinacion lineal de
[1,0,0] y [0,1,0] o sea seran [1,¢,0] siendo ¢ # 0 (pues C distinto de A y B).

Analogamente las de A’ seran [1,1,a] con a # 1.

Los puntos de la recta BC’ tienen coordenadas [0, x,y] y las de B’C combinaciones
lineales de [1,1,1] y [1, ¢, 0]. Por tanto el punto BC'NB’C tendra «[1, 1, 1]+6[1, ¢, 0]

tales que coordenada cero sea nula. Es decir [0,1 — ¢, 1].
Analogamente CA’NC’ A tiene coordenadas [1—¢, 0, —ca] y AB’NA’B tiene [1, a, d]

Entonces (¢c—1)(1,a,a)+(1—¢,0, —ca)+a(o,1—c¢,1) = 0 . Luego son colineales [

1.5. Dualidad

Sea F un espacio vectorial de dimension n+1 y U C E un subespacio de dimension
k, Sea eq,...,e; una base de U que se extiende por medio de ej41,...,€,41 & Una

base de E . Sea €', ...,e"! la base dual.

,e"t1 se llama aniquilador de U y

El subespacio U°C E* engendrado por eF*1, ..
se cumple que si a € U°, y, € U entonces a(x) = 0 (esto es una consecuencia
trivial de e®(e,) = 62) .El reciproco también es cierto y si Vo € U B(z) = 0

entonces 3 € UC. Para verlo basta considerar que si 3 € E* entonces 3 = Y y;e’ y

considerando los vectores e; € U [ = 1...k tenemos y; = 0

Se cumple por tanto dim(U) + dim(U°) =n + 1
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Si consideramos ahora P(F) y P(E*) un punto F € P(E*) sera un subespacio de
dimension 1 de E* que seré el aniquilador de un subespacio U C E de dimension

n. P(U) sera un espacio proyectivo de dimension n — 1.

DEFINICION 1.5.1. Un hiperplano de un espacio proyectivo P(E) (dim(E) =
n+1) es un espacio proyectivo P(U) donde U C E es un subespacio de dimension

n

Por tanto las consideraciones anteriores se resumen en:

PROPOSICION 1.5.1. Los puntos de P(E*), que se denomina espacio dual de P(E),
estdn en correspondencia biyectiva con los hiperplanos de P(E). Esto implica que

los hiperplanos de P(E) tienen una estructura de espacio proyectivo.

o expresado de otra forma:

PROPOSICION 1.5.2. Un subespacio proyectivo P(W) C P(E*) de dimension m
consiste en los hiperplanos de P(FE) que contienen un subespacio P(U) C P(E) de

dimension n —m — 1

Basta considerar que W = U para cierto U (engendrado por la extensiéon de una
base dual de W). Entonces si & € W a(U) = 0 luego U C ker(a) y el hiperplano

definido por « contiene a P(U).

La dualidad es especialmente clara para dimension 2. En un plano proyectivo P(V)
un hiperplano es una recta proyectiva asi P(V*) es el espacio de rectas de P(V).
Como dados dos puntos X,Y hay una tnica recta que las une, dadas dos rectas

X9,Y° debe haber un tnico punto en que se cruzan.

En general los resultados de la geometria de P(V*) pueden reinterpretarse en P(V).
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1.6. La razon cruzada

DEFINICION 1.6.1. Sean Py, Pa, Ps, Py puntos distintos de la recta proyectiva P(F')
(F' dimension 2 ), con coordenadas homoéneas P; = [2],43). Se define la razon

cruzada como

iy pupy (@it = st (atad = atad
(rlod —ofd) et} — oied)

Si multiplicamos (x%, %) por \; introducimos A; A2A3\s4 en numerador y denomi-

nador por lo que tenemos:

La razon cruzada es independiente de los representantes elegidos.

Si consideramos una transformacion lineal dada por la matriz transfor-
c d
1 azi + bxa .
ma en y asi las coordenadas homoégeneas del punto @,
To cry + dzo

transformado del P; serdn y{ = ax{ + bx% y y% = cm{ + dxé y tendremos

(ad — be) (i3 — wiws)(atas — xi))

(Q1Q2 : Q3Q4) = = (PP, : P3sPy)

(ad — bo)(aleh — alab) (@32 — o3a)

PROPOSICION 1.6.1. La razén cruzada de cuatro puntos es un invariante de las

transformaciones proyectivas.

1.7. La geometria proyectiva y el programa de Klein (Erlanger)

La geometria segtin Klein se puede definir como [CostaGL|: Una geometria es un

par(X,G) donde X es un conjunto y G es un grupo que actua fielmente sobre X.

Sea V un espacio vectorial de dimensiéon n + 1 sobre K. El conjunto X sera el de

los subespacios unidimensionales P(V).

Consideremos el grupo GL(V) (transformaciones lineales invertibles), definamos

una relacion de equivalencia ¢,#' € GL(V) son equivalentes si y solo si I\ # 0 tal

GL(V)
K

que t' = At. Al conjunto cociente PGL(V) = se le dota de estructura de

grupo de forma trivial basandose en la de GL(V).
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La actuacion se define por [t] € PGL(V) [z] € P(V) [t]([z]) = [¢t(x)].

Asi la geometria proyectiva se enmarca en el programa de Klein siendo la razén

cruzada su invariante.

1.7.1. Jerarquia de geometrias.

1. La geometria euclidea se caracteriza por: Movimientos rigidos.

2. La geometria de semejanzas por: Movimientos rigidos y escalado uniforme.

3. La geometria afin por: Transformaciones lineales arbitrarias y translacio-
nes.

4. La geometria proyectiva por: Transformaciones proyectivas.

En cierto modo podemos poner: Euclidea C Semejanzas C Afin C Proyectiva

Consideremos los grupos de transformaciones asociados para el caso particular de

P2(R) (otros casos son similares)

= El grupo proyectivo viene dado por las matrices invertibles (salvo un factor

multiplicativo)

t11 ti2 t13

tor tos  tos Existen por tanto 8 grados de libertad (9 — 1 por el factor

t31 l32 i3s3
multiplicativo)

1 1

= El grupo afin (vectorial) transforma | z | en | o | por tantola matriz

y B

asociada sera:

ty a1 G192 Existen por tanto 6 grados de libertad

= El grupo de semejanzas tendra por matriz asociada
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0 0
acosg asing Existen por tanto 4 grados de libertad

—a sinp a cosy
= El grupo euclideo (afin) tendra por matriz asociada

0 0
cosp sinep Existen por tanto 3 grados de libertad

—sing cosyp



Capitulo 2

Complexificacién de Espacios Vectoriales

Sea FE un espacio vectorial real de dimension n el producto tensorial £ ® C (consi-
derando C como espacio vectorial real) admite una estructura de espacio vectorial

complejo.

Si e; es una base de F'y r = (1,0),7 = (0,1) la base canonica de C los vectores
e; ® r,e; ® i constituyen una base de ' ® C. Por tanto los vectores de F ® C se
pueden poner como v ® r + w ® i siendo v,w € E denotédndose tradicionalmente
por

VvV +iw

Si definimos la operacion C x (E ® C) — C mediante (a + ib)(v + iw) = (av —
bw) +i(aw + bv) se comprueba facilmente que tiene estructura de espacio vectorial
complejo. A F ® C considerado como espacio vectorial complejo se le denomina

complexificacion de B

Intuitivamente es quizas més adecuado considerar la complexificaciéon del dual E*

pues E* ® C es el espacio complejo de las aplicaciones lineales de £ — C

Si E tiene una base e;, entonces EQC (considerado como espacio vectorial complejo)
también tiene a e; (estrictamente seria e; ®r ) como base. Tiene por tanto la misma

dimension que E aunque E es real y E ® C complejo.

2.1. Estructura compleja en un espacio real

Sea E un espacio vectorial real de dimensiéon n. Se dice que una aplicacion lineal

J : E — E es una estructura compleja si se verifica J? = —id

Sea V' un espacio vectorial complejo, si lo consideramos como un espacio vectorial

real y definimos J(v) = iv vemos que J constituye una estructura compleja.

25
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Reciprocamente si E tiene una estructura compleja J y definimos iv = J(v) pode-

mos considerar £ como un espacio vectorial complejo

Una estructura compleja en E induce una estructura compleja (que también deno-

taremos J) en su dual E* definida por
<v,J(a) >=<J(v),a >
Sea e; una base de E tendremos que por ser J lineal existird una matriz A tal que
J(e;) = Z AZ €;

y por tanto —e; = J(3. Alej) = 20 ZAgAfek o matricialmente e = —eA? y por

tanto A2 = —T

A? tiene a —1 como tnico autovalor y por tanto A tiene como autovalores +i y
—i apareciendo en pares puesto que el polinomio caracteristico de A es real y por

tanto es necesario que dim(E) sea par para que exista una estructura compleja.
Dado un vector v = 3" ve; tendremos J(v) = 3. Y v? Al e;
Para el caso de los covectores A = \;e! tendremos

()i =< e1, J(N) >=< J(e;), A >=< Y Alej, A >= > Al);
luego J(A) = 3. 3" \jA%€! (La matriz correspondiente sera la traspuesta)

Consideremos el espacio E*®C la estructura compleja J se extiende a una aplicacion

lineal J : E* ® C — E* ® C por medio de
J(a+ip) = J(a)+iJ(B)

Cuya matriz representativa es la misma que la correspondiente de E* . Como ahora
estamos considerando un espacio vectorial complejo existiran autovectores corres-

pondientes a los autovalores +i y —i.

Al subespacio vectorial de E* ® C de los autovectores correspondientes a +i se le

denota por Ef y se dice que sus vectores son del tipo (1,0).
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Al subespacio vectorial de E* ® C de los autovectores correspondientes a —i se le

denota por ETE y se dice que sus vectores son del tipo (0, 1).

La conjugacion compleja establece una biyeccion entre K¢ yFE . En efectosi A = a+

i € E¢ tendremos
J(a+iB) =i(la+iB) =ia— = J(a)+iJ(B)

y por tanto J(a) = =By J(B) = a . Luego J(\) = J(a — i) = —f — ia = —i(\)

y por tanto A € Ef; y andlogamente en la otra direccion.

Tendremos que Ef N Ef = {0} puesto que si A € Ef N Ef debera ser J(\) =i\ y

J(A) = —iX y por tanto 2iA =0
Consideremos ahora cualquier f € E* ® C definimos
fi = %(f —iJ(f)) fa2= %(f+iJ(f))
es trivial comprobar que f =f; +f; y que f; € E¢ y f3 € FE luego
E*®C=E.0EL

n

08 v . . ., _n
Luego tanto E¢ como E¢ son espacios vectoriales de dimensién m 5

Sea A" i = 1,...,m una base de Ef. , entonces Al sera evidentemente una base de

Efy {\',\: i=1,..,m} una base de E* ® C.

Descomponiendo A* (que es un funcional) en parte real e imaginaria, podremos
poner

A= v 4yt
siendo los vectores vi, v?ti ¢ E*
Como J(A\) = i\l = J(v) +4iJ(v™H) = jvi — v+ tendremos
J(v) = —ymt g(ymH) = i

Por tanto los vectores {v!, J(v!)} i = 1..m constituyen una base tanto de E* como

de £* @ C.
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Considerando los duales tendremos que si existe una estructura compleja en E

existe una base {vi, J(vi)}i=1.m =4 en E

Ademés todas las bases de este tipo tendran la misma orientacion . En efecto

tendremos

viAJ(v) = —%AiAﬁ

y por tanto /\ (VINT (VD)) = (=)™ /\ (AIAND)

1<i<m 1<i<m

Si tenemos otra base {ef, J(el)} i = 1..m definiendo u! = el + iJ(e') seran de tipo

(1,0) en E* ® C y existira una matriz no degenerada G tal que
p=ANG pr A AP =det(GOAE AL AN
y por tanto

A AN = et @) N\ (i)

1<i<m 1<i<m

luego e y v tendran la misma orientacion y analogamente las bases duales.

Se cumple también el reciproco: Si E es un espacio vectorial real de dimensiéon par

n = 2m y existe una descomposiciéon
E®C=Ec®Ec

tal que la conjugacion compleja establece una biyeccion entre F¢ v E¢ . Entonces
existe una estructura compleja J tal que los elementos de E¢ son de tipo (1,0)

respecto a J

Si (E, J) es un espacio vectorial con una estructura compleja existe un isomorfismo

entre E¢ y FE basta considerar
¢p:E—FEc v—o>v—ilJ(v)

Es facil ver que es biyectiva puesto que si v 4+ iw € E¢ tendremos J(v + iw) =

i(v+iw) =iv—w=J(v) +iJ(w) luego J(v) = —wy v+iw =v —iJ(v)

Por tanto si (E, J) proviene de un espacio vectorial complejo E ~ E¢



2.2. TENSORES ALTERNADOS COMPLEXIFICADOS. 29

2.2. Tensores alternados complexificados.

Podemos considerar ahora A"(E* ® C) espacio de los r_tensores alternados de

E* ® C podremos expresarlo como suma directa

AT(ET©C)= Y AP(EF) AAY(ER)

p+g=r
cuyos términos son del tipo > T3, . i, j,...5, AL A ANR A NTA L AN y se denominan

(p,q) formas

Tendremos asi

o = E Qpq

ptg=r

Siendo apq la proyeccion de a en AP(Ef) A AY(EY) que denotaremos APY(E* ® C)

Se tienen las siguientes propiedades

= Siae AP9(E* ® C) eentonces @ € ATP(E* @ C)
» Siae APYE*®C)y B e A"*(E*®C) entonces a A € APTHIFs(E* @ C)

La operacion de diferenciaciéon exterior vendra dada por
d: APU(E*) — APTITY(E* ® C)
pudidendo definirse
0:API(E*®C) —» APTH(E*®C) d=mpr140d

9: APYE* @ C) = AP (E* @ C) 8 =rmpge10d

Siendo 7, s las proyecciones canénicas. Se tendra d = 9 + 9






Capitulo 3

Espacios recubridores

NoTA. En este capitulo supondremos que todos los espacios topoldgicos son Haus-

dorff.

3.1. Homotopia

DEFINICION 3.1.1. Sean X,Y espacios topoldgicos dos aplicaciones continuas
fif X = Y se dicen homdtopas si existe una aplicacion continua (con la to-

pologia producto) F : X x I =Y, siedo I = [0,1] tal que:

F(x,0) = f(z) F(z,1) = f'(z)

La aplicacion F se denomina homotopia entre f y [’ y se escribe: f ~ f'

st f & ¢ siendo ¢ una aplicacion constante Vx c(x) = a . Se dice que f es homotd-

picamente nula.

Es muy sencillo comprobar que ~ define una relacién de equivalencia en las aplica-
ciones continuas de X — Y. Para la transitividad f ~ f’ por F'y f' = f” por F’

basta considerar

DEFINICION 3.1.2. Dos espacios topoldgicos X,Y se dice que son homotdpica-
mente equivalentes (o que tienen el mismo tipo de homotopia) cuando existen dos
aplicaciones continuas f : X =Y, g : Y — X tales que f.g es homotopa a la
identidad en Y y g.f es homotopa a la identidad en X .

31
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3.1.1. Homotopia de caminos.

DEFINICION 3.1.3. Una aplicacion continua f : I — X tal que f(0) = xo f(1) =
1 se demomina camino entre xg y x1.. Dos caminos f, f'se denominan homdtopos

si tienen los mismos puntos iniciales y 3F : I X I — X continua tal que

F(x,0) = f(z) F(z,1)= f'(z) F(0,t)=x¢0 F(1,t)=m

Escribiremos f ~ f’ y es facil comprobar que define una relacion de equivalencia

en los caminos de xg a x1.

DEFINICION 3.1.4. Sea f un camino de xg a x1 y g un camino de x1 a T2 definimos

el producto o concatenacion h = f x g como el camino de xg a x1 definido por

f(2s) 0<s<i
h(s) = i
g(2s—1) $<s<1
F(2s,t) 0<s<i
Sif~f(F)yg~g (G) considerando H(s,t) = Vemos
G(2s—1,t) $<s<1

que fxgn~ f'xg

Esto permite definir la operacion entre clases de equivalencia de caminos entre xq

yxa: [f]x[g] = [f *g]

TEOREMA 3.1.1. La operacion x tiene las siguientes propiedades (siendo f entre

To,T1 g entre x1,x2 y h entre xg,xg)

1. Asociativa: ([f] x[g]) = [h] = [f] * ([g] * [])

2. Elemento neutro: Sean e;,eq : I — X tales que e;(t) = xg,eq(t) = 1.

Entonces [e;] x [f] = [f] v [f]x [ea] = [f]
3. Inverso: Sea f~ el camino de x;a x definido por f~(s) = f(1—s). Entonces

[F1x1f7] = e y [f 71+ [f] = [ed]

La demostracion es sencilla, aunque algo laboriosa, y se puede ver en [MunkT]
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3.2. El grupo fundamental

La operaciéon x no se puede aplicar en general a un par de caminos arbitrarios.
Se necesita que el final del primero sea el comienzo del segundo. Esto se cumple

siempre si nos limitamos a caminos cerrados.

DEFINICION 3.2.1. Sea X un espacio topoldgico xo € X. Un lazo basado en xg es
un camino que comienza y acaba en xqg . El conjunto de clases de homotopia de los

lazos basados en xg con la operacion x constituye un grupo, que se denomina grupo

fundamental de X relativo a g y se denota m (X, xq)

Supongamos que v es un camino de zg a 1 y f un lazo basado en xq. Entonces

v~ % f xy es un lazo basado en x;.

DEFINICION 3.2.2. Sea v un camino de xg a x1. Definimos la aplicacion 7 :

m1 (X, z9) = (X, 21) por la ecuacion

PROPOSICION 3.2.1. La aplicacion 5§ es un isomorfismo de grupos.

DEMOSTRACION. 4([f]) x 7([9]) = (7] * [f]+ W)+ (7T x [g] x W]) = 7]+

(1% lgl* [v] =~ (f] = [9])

analogamente para 7~ (5([f]))

COROLARIO. Si X es conexo por caminos y xo,x1 € X entonces m (X, xo) es

isomorfo a w1 (X, x1)

Sin embargo no hay una forma canénica de establecer el isomorfismo. En el caso
general habra varios isomorfismos distintos entre m (X, 2q) y m (X, 21) segun el

camino escogido para unir xzg y x1.

PROPOSICION 3.2.2. El isomorfismo entre w1 (X, zg) y m1 (X, z1) es independiente

del camino escogido para unir xo con 1, si y solo si w1 (X, xg) es abeliano,
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DEMOSTRACION. Sean «, 3 caminos de g a x1 cualesquiera. ax 3~ es un lazo

basado en xy que denotaremos g

Tendremos, para cualquier lazo f basado en zg, que [g] * [f] = [f] * [g] (por ser

m1 (X, o) abeliano) pero [g] x [f] = [a] x [87]« [f] v [f] x[g] = [f] x [o] x [57]

Como a([f]) = [@~] * [f] * [@] operando () por la derecha ambos miembros con

[87] tenemos

a([fDx[67] = [a7]x[fIxla]x[87] = [a~]x[a]x[37]*[f] = [67]x[f] y operando (x)
por la derecha ambos miembros con [4] tendremos a([f]) = [8~]* [f]* [8] = B([f]).

Reciprocamente si @([f]) = B([f]) para todo lazo basado en zy y todo par de
caminos «, § entre zo y x1, considerando el lazo h * a x @~ % g (siendo h, g lazos

cualquiera basados en z() y el camino h x o (como camino ) tendremos
[a7]x ([p] x [a] x [a7] x [g]) x [a] = [a7 ] x [A7]x([A] x [a] x [a7] x [g])  [h] * [a] Tuego
[a”] % [h] x [g] x [o] = [a™] x[g]) x [a]  [a] y por tanto [A] x [g] = [g] x [A]. O

DEFINICION 3.2.3. Un espacio topoldgico X se dice simplemente conero cuando
es conexo por caminos y m(X,xo) es el grupo trivial para algin xo € X, y por

tanto Vo € X

PROPOSICION 3.2.3. Si X simplemente conexo, dos caminos cualesquiera entre

o, x1 Son homdtopos por caminos

DEMOSTRACION. Sean «, 8 dos caminos entre zq, 1 Entonces ax3~ es un lazo

basado en g luego [a] x [87] = [ex,] ¥ [a] * [87] % [8] = [B] por tanto [o] =[] O

DEFINICION 3.2.4. Sea h : X — Y tal que h(zg) = yo una aplicacion continua.

Definimos hy :m1 (X, z¢) = 71(Y,yo0) como

ha([f]) = [h-£]

a h, se le denomina homomorfismo inducido por h respecto a xg
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Dado que si F' es una homotopia entre f y g entonces h.F' lo es entre h.f y h.g el

homomorfismo esta bien definido.

PROPOSICION 3.2.4. Sean h : X — Y tal que h(zg) = yo y g : Y — Z tal

que g(yo) = zo continuas. Entonces (g.h)x = g«.h. Ademds si i : X — X es la

aplicacion identidad, i, es el homomorfismo identidad

DEMOSTRACION. (g.h)«([f]) = [(9-h)-f] = [g-h-f1. ¥ (g«-ha)([f]) = g« (P ([£]) =
9+ ([h-f1) = lg-h-f]

COROLARIO 3.2.1. Sea h : X = Y tal que h(zp) = yo un homeomorfismo entre

X eY entonces h. es un isomorfismo entre w1 (X, x0) y 71 (Y, 90) -

NotA. Con la nomenclatura de la teoria de las categorias lo anterior se resume
diciendo que el grupo fundamental es un functor covariante entre la categoria de

los espacios topoldgicos punteados con las aplicaciones continuas y la de los grupos

con los homomorfismos.

PROPOSICION 3.2.5. Sean f,g : X — Y aplicaciones homotopas mediante H y
xo € X. Denotamos como v el camino definido por v(t) = H(xo,t) entre f(xo) y

g(xo). Entonces el diagrama siguiente conmuta siendo J([a]) = [y~ ] * [a] * [7]

m(Y, f(x0))

P

1 (Xv l'())

.

(Y, 9(20))

2)

DEMOSTRACION. Sea [8] € m1(X, o) entonces f.([8]) = [f.0] y tenemos que

demostrar que v~ % (f.3) %y es homotopo a g.0

Definimos los caminos 75 : I — Y mediante v,(t) = v(st) tendremos que vy es

camino constante en f(xg) y 1 =7
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Consideremos la aplicacion G : I x I =Y  G(t,s) = v; *(H(B(t),1 —s)) s sera

continua y definird una homotopia entre

efeo)y H (t, D)xesaey = H(B(t),1) = (g.8)(x) y v *xH(B(t),0)xy =~ *(f.0)*y
0

COROLARIO 3.2.2. Si XY son homotopicamente equivalentes mediante f : X —

Y yg:Y — X entonces son isomorfos
m1 (X, wo) = m (Y, f(x0))

DEMOSTRACION. Como g.f es homotopa a la identidad en X tendremos por
la proposiciéna anterior g..fx = (¢f)« = % (para un v definido por la homotopia
entre g.f y idx ) siendo 4 un isomorfismo por la proposicion 3.2.1 por tanto f, ha
de ser inyectivo y g, suprayectivo. Considerando ahora f.g homotopa a la identidad

en Y tendremos g, inyectivo y f, suprayectivo. O

3.3. Levantamientos

DEFINICION 3.3.1. Seanp:Y — X y f: E =Y, aplicaciones continuas. Un
levantamiento de f es una aplicacion continua f: E —'Y que hace conmutativo el

diagrama

Y
|
E X

y
—_—
!

DEFINICION 3.3.2. Una aplicacion continua p : Y — X se dice que es un ho-
meomorfismo local cuando Yy € Y existe V. C Y entorno de y tal que p|ly es un

homeomorfismo

PROPOSICION 3.3.1. Sip:Y — X es homeomorfismo local Vo € X p~'(z) es

un conjunto discreto
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DEMOSTRACION. Sea z € X si p~!(x) = O la proposicion es trivial. En ca-
so contrario sea y € p~!(x) Existira un entorno abierto V de y tal que p|y es

homeomorfismo si existiera 3y’ € p~1(x) N (V — {y}} ply no seria biyectiva O

TEOREMA 3.3.1. Supongamos, con la notacion anterior, que p es un homeomor-
fismo local y E conexo. Si ﬁ,f/; son levantamientos de f tales que fl(e) = fg(e)

para algin e € E entonces fl = fg

DEMOSTRACION. Denotamos A = {(y,y) : y€ Y} (conjunto diagonal) es un

conjunto cerrado (recordemos que suponemos Y Hausdorff) ACY xY

Sea T = {e € E: fi(e) = fa(e)} definimos G: E =Y xY G(e) = (fi(e), f2(e))

tendremos T'= G~ 1(A) y como G es continua 7T es cerrado

Sea ey € F tal que j?l(eo) = f;(eo) = 7o como p es homeomorfismo local existe V

entorno de yo tal que p aplica V homeomorficamente en U C X, entorno de f(eq)

Como fl, fg son continuas existe W C E entorno de e tal que fl(W) cv, fg(W) C

v

Entonces como f = p.fl y p homeomorfismo en V' (y por tanto en fl(W) ) tendre-

1mos

YweW  fi(w) = (plv) " (f(w))

y analogamente para fg . Luego coinciden en W y T es abierto. Si T no es vacio

serd un abierto cerrado de X conexo y coincidira con él. O

Un caso particular muy importantes es cuando E =T =1[0,1] es decir cuando f es

un camino en X y por tanto f un camino en'Y (levantamiento de caminos)
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TEOREMA 3.3.2. Sea p:Y — X un homeomorfismo local, a,b € X y o € Y tal
que p(a) = a. Supongamos que existe una aplicacion continua F : I x I — X tal
que VYt € I : F(0,t) = a, F(1,t) = b , denotamos v(s) = F(s,t). Si cada y; se

puede levantar a un camino 4 en'Y comenzando en «, entonces Yp(1) = 41(1) y

Y Yy Y1 son homdtopos.

DEMOSTRACION. Definimos F' : I x I — Y por F(s,t) = ,(s) . Vamos a ver
que Je > 0 tal que F es continua en [0,€) x I . Existirda V entorno de « tal que
plv : V — U sera un homeomorfismo. Como F(0xI) = {a} y F es continua, existira

e > 0 tal que F([0,¢) x I) C U y podremos poner por la unicidad de levantamientos

Vtel Filpe = @v) " el

luego F = (p)~L.F en [0,€) x I y como composicién de aplicaciones continuas F es

continua en [0,€) x I

Supongamos que existe un punto (s,tg) en el que F no es continua. Manteniendo
fijo t, existird oq inferior de los s tales que F 1o es continua en (s,tp). Por lo

anterior gg > €

~

Sea z = F(og,t0) y = F(oo,t0) = 1, (00) Existen entornos U,V y € V, x € U

tales que p|y : V — U es un homeomorfismo.

Como F' es continua existe § > 0 tal que F((og — ,00 +6) x (tg — 6,10 +9)) C U
y podemos definir una funciéon continua (p|y)~1.F(s,t) = (p|v) Ly(s) en A =

(0'0 — 9,09 +5) X (to — 4,1t +5)
Si para algiin (¢,s) € A se cumple que 9;(s) = (p|y) 1.74(s) tendremos que
Vs € (g0 — 6,00 +8)  Fils) = (plv) " u(s)

por la unidad de los levantamientos. Por tanto Vs € (o9 — §,00 + d) Fio(s) =

(plv) L.y, puesto que coinciden en (o, to)
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Escogemos op — § < 01 < 0( entonces F serd continua en (o1,tp) por hipotesis y

existird ¢ > 0,¢ < § tal que

~

F(o1,t) = (o1) €V Vte (r—¢,7+%)

cumpliéndose que F(o1,t) = (ply)~L.4:(01) pues ambos puntos estdn en V y su

imagen por p , que es biyectiva entre V' y U, es la misma ~;(o1) .

Por tanto V(s,t) € (0o — 8,00 +6) x (to — s, to +<)  F(s,t) = (plv)~L.F(s,t) que
es continua, y asi og no puede ser el inferior de los s tales que F no es continua en

(S, t()).
Asi tenemos que F es continua en I x T

Como F(I x {1}) = {b} y F = p.F tenemos que F(I x {1}) C p~(b) como F
continua I x {1} conexo pues F(I x {1}) es conexo, como por la proposicién 3.3.1

p~1(b) es discreto consiste en un sélo punto 3 y el teorema esta demostrado. 0

Vamos ahora a analizar un tipo de aplicaciones entre espacios en los que los levan-

tamientos de caminos son siempre posibles.

3.4. Espacios Recubridores

3.4.1. Aplicaciones recubridoras.

DEFINICION 3.4.1. Sea p : Y — X continua y suprayectiva, un abierto U C X
se dice regularmente cubierto por p si y sélo si la imagen inversa p~1(U) es de la
forma p~Y(U) = U1 Vi siendo V; una familia de abiertos disjuntos de Y tales que
cada restriccion ply, es un homeomorfismo entre V; y U. Un entorno U de v € X

se denomina entorno regular si estd reqularmente cubierto.

Obsérvese que si W C U abierto y U esté recubierto regularmente por p, entonces

W también estd regularmente cubierto por p.
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DEFINICION 3.4.2. Sea p : Y — X continua y suprayectiva tal que todo punto
r € X tiene un entorno U regular . Entonces se dice que p es una aplicacion

recubridora o cubierta e Y un espacio recubridor (o recubrimiento) de X.

Dado que si v es un lazo en Y, p(v) es un lazo en X, y una homotopia entre
lazos en'Y da lugar a una en X, es fdcil comprobar que la aplicacion p induce un

homomorfismo p. : (Y, y0) — m (X, p(yo))

EJEMPLO 3.4.1. p:R— S* dada por p(z) = (cos 2wz, sin2mwx) es una cubierta.

PROPOSICION 3.4.1. Sip:Y — X esuna cubierta entonces es un homeomorfismo

local (evidente de la definicion).

Sin embargo el reciproco no es cierto p : R, — S* dada por p(z) = (cos 27z, sin 27mx)
es homeomorfismo local pero no una cubierta pues cada bola alrededor de (1, 0) tiene

una parte de su preimagen del tipo (0, €) con la que no es homeomorfa.

Este ejemplo muestra que la aplicacién obtenida al restringir una aplicacién recu-

bridora puede no ser recubridora.
Sin embargo

LEMA 3.4.1. Seap:Y — X una aplicacion recubridora, sea B C X (considerado
espacio topoldgico con la topologia del subespacio) y E = p~1(B) entonces p|g es

recubridora de B

DEMOSTRACION. Dado b € B sea U abierto en X tal que b € U y U regular-
mente cubierto por p es decir p~}(U) = JV; . Entonces U N B es un entorno de b
en By los conjuntos V; N E son abiertos disjuntos de E cuya unién es p~(U N B)

y cada uno de ellos se aplica homeomorficamente en U N B mediante p. 0

LEMA 3.4.2. Seap:Y — X recubridora, X localmente conexo y A C X conexo,

O CY componente conexa de p~t(A) . Entonces p|lo es recubridora

DEMOSTRACION. Por el lema anterior podemos suponer sin pérdida de gene-

ralidad que A = X
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Sea mp € X tal que p~!(z0) N O # @ existira un entorno conexo xo € Uy regu-
larmente cubierto por p, es decir p~1(Up) = UVOk si Voj N O # O tendremos que
K
Vo; C O por ser los V;; conexos (homeomorfos a Up) . Luego (plo) ™ (Up) = U Voj
J

y xo estd regularmente cubierto por p|o
Definimos B = {z € X : x regularmente cubierto por p|o} claramente zo € B

Supongamos que x; € B existird un entorno conexo x; € U; regularmente cu-
bierto por p y como antes (p|o) 1 (Uy) = U Vi y Yz € Uy tendremos que x esta

J
regularmente cubierto por p|o luego B es abierto.

Supongamos z2 € B ( adherencia de B ) existira entorno conexo x5 € Uy regular-

mente cubierto por p

p 1 (Us) = LJVg;C como Uy N B # @ tenemos que p~1(Uz) N O # @ y como si

K
V25 N O # @ tendremos que Va; C O se concluye que x3 € By B es cerrado
Como B es abierto cerrado no vacio y X conexo B = X O

PROPOSICION 3.4.2. Seanp :Y — X, p :Y' — X' recubridoras, Entonces

pxp Y xY' — X x X' es recubridora

DEMOSTRACION. Dados b € X, b € X’ sean U,U’ entornos regularmente
cubiertos p~1(U) = UV; y p~1(U’) = UV/ respectivamente. La imagen inversa
(px ')~ (U x U’) es U; ;Vi x V] estos conjuntos son abiertos disjuntos de ¥ x Y’

y cada uno de ellos se aplica homeomoérficamente en U x U’ mediante p x p’ O

TEOREMA 3.4.1. Sea p : Y — X wuna aplicacion recubridora con p(yo) = o

cualquier camino v : I — X tal que v(0) = x¢ tiene un dnico levantamiento a un

camino ¥ que comienza en y,

DEMOSTRACION. Sea B un recubrimiento de X por abiertos U regularmente

cubiertos por p. YU € B 4 1(U) es un abierto de I luego v 1(B8) es un recubri-

miento de I que es compacto y existird un recubrimiento finito 7_1(Uj) jedJ.
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Por el lema del nimero de Lebesgue existird un € > 0 tal que los intervalos con-
tenidos en I del tipo [r,7 + €| estaran contenidos en un v~ '(U;) . Asi existiran

0=ty < ty.... <ty =1 tales que Y([t;, t;11]) esta contenido en algiun U;

Vamos a construir 4 por inducciéon . Definimos 7(0) = yo y supongamosla definida

para 0 <t < t; bastara definirla en [t;, t;11]

El conjunto ~y([t;, t;11]) estara contenido en un Uy, regularmente cubierto. Asi Uy, =
UV como (p.7)(t;) = v(t:) (pues 7(t;) ya esta construido) el punto 7(t;) estara
contenido en alguno de los Vg pongamos V; ademés pl|y, serd un homeomorfismo

entre V;, y Uy, cuyo inverso denotamos por q : Uy — V,, y podemos definir
A(t) = q(v(t) Vt € [t tita]
Como g, son continuas también 7 .
La unicidad se deduce del teorema 3.3.1 O

PROPOSICION 3.4.3. Seap:Y — X una aplicacion recubridora con p(yo) = xo.
Sea F : I x I — X una aplicacion continua con F(0,0) = xo . Existe un unico

levantamiento de F a una aplicacion continua F:IxI—=Y td que ﬁ(0,0) =1

La demostracion es totalmente analoga a la anterior.

PROPOSICION 3.4.4. Si en la situacion anterior F' es una homotopia de caminos

también F

DEMOSTRACION. Por ser homotopia de caminos Vt F(0,t) = xo. Como F es
levantamiento V¢ F(0,¢) € p~*(x0), sea U un entorno de z, regularmente cubierto
p 1 (U) = UVj . Ahora bien el conjunto 0 x I es conexo y como F continua su
imagen ha de ser continua y por tanto estar contenida en un tnico V,,, luego es un

tinico punto y tendremos Vt F(0,¢) = F(0,0) = yo , analogamente para (1,¢). O

TEOREMA 3.4.2. Seap:Y — X una aplicacion recubridora, siendo X conexo por

caminos. Entonces Va1,15 € X p~Yz1) y p~(z2) tienen la misma cardinalidad.
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DEMOSTRACION. Sea 7 un camino de x; a xs. Definimos la aplicacion 6 :
p~Hx1) = pt(z2) como O(y1) = F,,(1) siendo 7y, el levantamiento de ~ co-
menzando en y;. 0 es inyectiva pues si 0(y1) = 6(y]) entonces 7, (1) = 7, (1) ¥
considerando el nico levantamiento de v~ comenzando en y» = 7y, (1) tendre-
mos y1 = 7,,(1) = y| . Ademés considerando Vy, € p~'(z2) 7,,(1) se ve que es

suprayectiva. O

Este teorema permite hablar de un espacio recubridor de n hojas (pudiendo n ser

finito o no).

TEOREMA 3.4.3. Seap:Y — X una aplicacion recubridora con p(yo) = zo . Sean

~,0 dos caminos homdtopos de xg a x1 y~ y o sus levantamientos comenzando en

Yo - Entonces 5 y & tambien son homotopos (y terminan en un mismo punto yi )

DEMOSTRACION. Es una simple reformulacion del teorema 3.3.2 para este caso

en el que siempre existen levantamientos. O

3.4.2. Aplicaciéon de Monodromia.
Sea p: Y — X una aplicacion recubridora con p(yg) = xo. Dado [f] € m (X, o)
tenemos que si g es un levantamiento de g € [f] comenzando en yo € p~!(z0) el

punto g(1) es independiente del representante g elegido.

Tenemos definida asf una correspondencia ¢ : 71 (X, x9) — p~*(z0) que se denomina

aplicacion de monodromia.
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TEOREMA 344. Sea p : Y — X wuna aplicacion recubridora con p(yo) = xo .

Tenemos

1. El homomorfismo p. : m1 (Y, y0) — m1(X, o) es inyectivo
2. Sea @ el subgrupo de 71 (X, zp) imagen por p. de 71(Y,yo) . La aplicacion
de monodromia induce una aplicaciéon inyectiva entre el conjunto de clases

por la derecha de G 'y p~ ()
® 71 (X, 20)/G — p~(x0)

3. La anterior correspondencia es biyectiva si Y es conexo por caminos.

4. Si f es un lazo basado en x( entonces [f] € G si y s6lo si el levantamiento

de f comenzando en yg, que denotamos f es un lazo.

DEMOSTRACION. 1) Vamos a demostrar que sélo el elemento neutro de 71 (Y, yo)

se transforma por p, en el elemento neutro de 71 (X, ).

Sea h lazo basado en yo tal que p*([ﬁ]) = [ex,] ¥ sea F' la homotopia de caminos
entre p.ﬁ y el lazo constante e;,. Sea F el levantamiento de F tal que ﬁ((), 0) = yo
. Tenemos que F es una homotopia de caminos entre h y el levantamiento de ey,

-~

comenzando en yo que es ey, , luego [h] = [ey,]

2) Sean f,g lazos basados en zg y f,’g\ sus levantamientos comenzando en yg . De
la definicién de correspondencia del levantamiento ¢([f]) = f(l) y ¢([g])) = 9(1).
Hay que demostrar que ¢([f]) = ¢([g]) si y solo si I[h] € G tal que [f] = [h] *[g] (o

sea [f] € G *[g])

Supongamos que [f] € G x [g] entonces [f] = [h % g] para algin h tal que existe un
lazo h basado en Yo tal que h = pﬁ Como h termina en Yo Y g comienza en yq el
producto h * g esta bien definido y es un levantamiento de h* g comenzando en yg
como f y hx g son homo6topos, también lo son sus levantamientos luego acabarin

en el mismo punto, que sera el de finalizacion de g. Por tanto ¢([f]) = ¢([g])

Supongamos ahora que ¢([f]) = ¢([g]) entonces los levantamientos de f, g comen-

zando en yg f, g acaban en el mismo punto de Y . Entonces el producto f* (g7) esta
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definido y es un lazo basado en yy que denotaremos 1 . Tendremos evidentemente
que [71 *xg] = [f] y existird una homotopia de caminos F entre ellos. Pero entonces
p.ﬁ es homotopia entre f y p(ﬁ*/g\) = hx g donde hemos denotado por h a pﬁ con

lo que evidentemente [h] € Gy [f] € G * [g]

3) Si Y es conexo por caminos dado zg € p~!(zg) existe un camino fentre Yo Y 20
de forma que f = p.f es un lazo basado en x( tal que ¢(f) = 2o . Por tanto ® es

suprayectiva y como era inyectiva pues es biyectiva.

4) [f] € G quiere decir que existe un lazo g € [f] y un lazo g basado en yg tal que
g = p.g. Sea F' la homotopia entre gy f y F un levantamiento tal que ﬁ(O, 0) = yo.
Entonces F es una homotopia de caminos entre g y el levantamiento tinico de f
comenzando en yo que denotaremos f. Por tanto f(1) = F\(1,1) = F(1,0) = g(1) =
Yo ]

COROLARIO 3.4.1. SiY es simplemente conexo la aplicacion de monodromia es

biyectiva.

DEMOSTRACION. En ese caso 71(Y, yo) es el grupo trivial y por tanto también

G que es su imagen por p, ademas Y sera conexo por caminos. O

COROLARIO 3.4.2. SiY es conexo por caminos el nimero de hojas de un recubri-

miento viene dado el indice del subgrupo p.(m1(Y,yo)) en m (X, zo)

DEMOSTRACION. El niimero de elementos de p~!(zg) es el mismo que el del

grupo m(X, z9)/G O

COROLARIO 3.4.3. El grupo fundamental del circulo es isomorfo a Z (considerado

grupo abeliano)

DEMOSTRACION. Basta considerar la aplicacién recubridora del ejemplo 3.4.1
y como R es simplemente conexo y p~!((1,0)) = Z tenemos que la aplicacién de

monodromia es biyectiva, falta ver que es homomorfismo.

~

Sean [f], [g] € m1 (S, (1,0)) v 1.3 los levantamientos correspondientes comenzando
)

en 0,sean n = f(1), m=g(1
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definimos h(s) = n + §(s) que serd un camino en R desde n hasta n + m, como
Vz € R p(n+a)=p(x) tenemos que T es un levantamiento de g que comienza en

n.

El producto f*ﬁ estd bien definido y es un levantamiento de f * g que comienza

en 0 y acaba en n 4+ m por tanto

o([f1%[g]) = n+m = o([f]) + ¢([g])

y la aplicacion de monodromia es un homomorfismo. O

3.4.3. La accion del grupo fundamental sobre la preimagen (fibra)

del punto base.

DEFINICION 3.4.3. Sea p : Y — X wuna aplicacion recubridora y xo € X cual-
quiera consideramos la fibra F = p~'(x¢) y definimos una correspondencia F x
m1(X,x0) — F de forma que si y € F y [a] € m(X,x0) tenemos y.[a] = a(1)

(punto final del levantamiento de o comenzando eny )

Que la correspondencia F' x m1(X,z9) — F esta bien definida es consecuencia

directa del teorema 3.3.1

PROPOSICION 3.4.5. Esta correspondencia es una accion por la derecha del grupo

m1(X, z0) sobre el conjunto F = p~1(xq)

DEMOSTRACION. Tenemos que demostrar que dado y € p~(zg) y.le] = y y

que y.([a] * [B]) = (y.[o]).[A]
Lo primero es evidente considerando el lazo constante y el teorema 3.4.3

Para demostrar la segunda parte demostraremos la siguiente proposicion: Si~y : I —
X y v :J — X son dos curvas en X siendo I,J intervalos cerrados y existiendo
h: J — I homeomorfismo y v’ = ~.h entonces sus levantamientos en Y comenzando

en el mismo punto cumplen VA’ =7.h
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Para verlo basta considerar que 7.h y + son dos levantamientos de 4’ comenzando

en el mismo punto luego coinciden.

Asi considerando la restriccion al intervalo [0, 1] de y.[ax/3] vemos que su punto final

sera y.[a] y considerando la restriccion a [%, 1] de y.[ax 3] su final seré (y.[a]).[8] O

PROPOSICION 3.4.6. Si Y es conexo por caminos el grupo w1 (X, zg) opera tran-

sitivamente en F = p~*(zq)

DEMOSTRACION. Sean y1,y2 € p~!(x¢) existird un camino 5 que une y; con ys

entonces p.y serd un lazo cuyo levantamiento comenzando en y; termina en ys. [

3.4.4. Levantamiento general.
Vamos ahora a considerar los levantamientos de aplicaciones més generales que

los caminos.

TEOREMA 3.4.5. (Teorema del levantamiento general) Sea p :' Y — X una apli-
cacion recubridora tal que p(yo) = xzo. Sea f una funcion continua f : E — X
tal que f(eg) = zo y siendo Y, X, E conexos por caminos y localmente conexos por

caminos. La aplicacion f se puede levantar a una f continua tal que f(eo) =19 ST Y

s6lo si fo(m1(E, e0)) C pu(m(Y,y0)) . Ademds si existe tal levantamiento es inico.

DEMOSTRACION. Si existe el levantamiento tendremos f = p.f luego f, =

(pf)* es decir f, = p*(ﬁ) y se tiene la condicién necesaria.

Ademés supongamos que existe el levantamiento y consideremos un punto e € F,
como FE es conexo por caminos, existird un camino v de ey a e en E. Este camino
dara lugar a un camino f.y en X que tendra un levantamiento comenzando en g
tinico en Y que coincidira con f.y. Por tanto (Af'y)(l) = f(e) esta univocamente

determinado y como e puede ser cualquier punto de E el levantamiento, si existe,

es tnico.

Veamos ahora la condicién suficiente, como E es conexo por caminos, dado ¢ € F
existe un camino « entre eg y e. Este camino daré lugar a un camino f.y en X que

terminard en x = f(e) y que tendra un levantamiento comenzando en yo tnico en Y’
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~

que denotaremos ¢ .Podriamos definir f(e) = o(1) y ya tendriamos el levantamiento

si nos aseguramos que:
La funcion f esta bien definida
La funcién f es continua

Supongamos otro camino v entre ey y e, dard lugar a un camino f.r en X que
terminara en x = f(e), por tanto (fv) " serd un camino de e a eg y el producto (f.y)x
(fv)~sera un lazo basado en ey Consideremos ahora los levantamientos tnicos: o
de (f.y) comenzando en yo y 0 de (fr)~ comenzando en o(1). Si demostramos que
5(1) = yo ya lo tenemos, pues entonces el levantamiento de f.r comenzando en
Yo seria 6~ y como d~ (1) = o(1) el valor asignado a f(e) serfa independiente del
camino entre eg y e. Ahora bien si 6(1) # yo tendriamos un lazo (f.v)*(fr)” en X

basado en zy cuyo levantamiento no seria un lazo en Y basado en yy y por tanto

J+(m(E, e0)) € p«(m1(Y,y0)) contrario a la hipotesis.

Para probar la continuidad de fen e consideremos un entorno N de f(e). Elegimos
un entorno U de f(e) conexo por caminos y recubierto regularmente por p. Es
decir p~!(U) = UV; disjuntos y homeomorfos a U. Sea Vj el conjunto para el que
Yy = f(e) € Vb podemos suponer que Vy C N (si no basta considerar Vo N N y su
homeomorfo en U) . Como f es continua podemos encontrar un entorno W conexo

por caminos de e tal que f(W) C U vamos a demostrar que f(W) C Vj y estara

demostrada la continuidad.

Dado s € W existe un camino S en W desde e hasta s y el producto de los

caminos yx 3 es un camino desde e a s. El valor f(s) se puede obtener mediante el
levantamiento del camino (f.y)* (f.8) comenzando en yy. Como el camino f.5 esta
en U consideremos x = (ply,)~1.f.8 que es un levantamiento de f.3 comenzando

~

en y = f(e) como su imagen ha de ser conexa x(1) € Vj

~

Pero o * x es un levantamiento de (f.y) x (f.8) comenzando en yy luego f(s) =

x(1) € Vo O



3.5. EQUIVALENCIA DE ESPACIOS RECUBRIDORES 49

3.5. Equivalencia de espacios recubridores

NoTA. A menos que se especifique lo contrario en esta seccién supondremos todos

los espacios conexos por caminos y localmente conexos por caminos.

DEFINICION 3.5.1. Seanp : Y — X yq: Z — X aplicaciones recubridoras.
Se dice que son equivalentes cuando existe un homeomorfismo h (equivalencia de

recubridores) que hace conmutativo el diagrama

PROPOSICION 3.5.1. Con la notacion anterior si existen homeomorfismos hy, ho

tales que hy(yo) = ha(yo) para algin yo € Y entonces hy = ho

DEMOSTRACION. Consideremos el conjunto A = {y € Y : hi(y) = ha(y)}

evidentemenete yo € A
Seay € A (clausurade A) y sea x = q.hy(y) = q.h2(y) y supongamos hy (y) # ha(y).

Sea U un entorno de z regularmente cubierto por ¢ y V7, V5 las componentes co-
nexas de ¢~1(U) que contienen a hy(y) y ha(y) respectivamente. Como hy, hy son
continuos existe un entorno W C Y de g tal que hy (W) C Vi y ho(W) C Vi . Pero

entonces W N A = @ jcontradiccion!
Por tanto A es cerrado

Sea ahora y € A, x = ¢.h1(y) = ¢.h2(y) Existird un entorno U de z regularmente
cubierto por ¢ de tal modo que h1(y), ho(y) estaran en la misma componente conexa
V de ¢~ 1(U). Como antes existira W C Y tal que hy(W) C V,ho(W) C V y
siendo ¥ = (q|y/)~! tenemos Vi € W q.hi(y') = q.h2(y’) y componiendo con ¥

concluimos hi(y') = ha(y') y A es abierto

Como Y conexo y A abierto cerrado no vacio A =Y O
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TEOREMA 3.5.1. Seanp:Y — X yq: Z — X aplicaciones recubridoras tales que
p(yo) = q(z0) = xo . Eziste una equivalencia de espacios recubridores h :' Y — Z

tal que h(yo) = zo si y sdlo si son iguales los grupos

P (11 (Y, 90)) = ¢4(m1(Z, 20))

Si h existe es tnica.

DEMOSTRACION. Si existe h al ser un homeomorfismo tenemos por corolario

3.2.1 que h, es un isomorfismo y por tanto
ha(m1(Y, 90)) = m1(Z, 20)

como ¢q.h = p tendremos p. (71 (Y, yo)) = g« (he (71(Y, y0)) = q«(71(Z, 20)) y tenemos

la condicién necesaria.

Para ver la condicién suficiente supongamos que los grupos son iguales. considere-
mos

Y A

N

X
Como q es recubridora y se cumple la condicion del teorema 3.4.5 existira una apli-
cacion continua h : Y — Z tal que p = ¢.h . Analogamente existira una aplicacion

continua g tal que ¢ = p.g

Consideremos ahora
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Como p.g.h = gh = p tenemos que g.h es un levantamiento de p con p(yg) = yo la
identidad es otro de tales levantamientos y por la unicidad g.h = i4 . Analogamente

se prueba que h.g = iq O

Dada una aplicacion recubridora p : Y — X y fijado x¢p € X nos interesa analizar

como varia p,(71(Y,y)) segtn los posibles valores que puede tomar y € p~!(zo).

PROPOSICION 3.5.2. Sea p:Y — X una aplicacion recubridora, yo,y1 € p~(x0)
y sean Hy = p.(m1(Y,y0)) Hi = p(m1(Y,y1)). Si v es un camino de yo a y1

entonces o = p.y serd un lazo en X basado en xy y se cumple

[a] x Hy % [a] ™' = Hy

Reciprocamente dado H C 71(X, z0), conjugado de Hy, existe y € p~*(z0) tal que

p«(m(Y,y)) = H.

DEMOSTRACION. Dado [h] € Hj existe h lazo en Y basado en y; tal que p.h =
h. Entonces & = (y * h) v~ es un lazo basado en yo y tendremos p«([0]) =

[(axh)*a™)] = [a] x[h] x [a] 7! luego [a] x Hy * [a]! C Hy

Consideremos ahora que v~ es un camino de y; a yg y ademés o~ = p.y~ intercam-
biando los papeles de Hy y H; en el argumento anterior tenemos [o] “'xHox[a] C H;

y multiplicando por la derecha por [a] y por la izquierda por [a] ™! tenemos
Hy C [a] % Hy * [a] 7! y por tanto Hy = [a] x Hy * [a] 7!

Para probar el reciproco consideremos H conjugado de Hy tendremos que Hy =
[a] x H x [a] 7! para algtin o € (X, x0). Sea v el levantamiento de o partiendo
de yo serd un camino que terminaré en y = y(1). Entonces la primera parte de la

proposicion implica que Hy = [a] * (p«(m1(Y,y))) * [a] 71 O

TEOREMA 3.5.2. Seanp:Y — X yq: Z — X aplicaciones recubridoras. Con-
dicion mecesaria y suficiente para que exista una equivalencia entre espacios recu-

bridores es que para cualesquiera yo € p~ (7o) y 20 € ¢~ (xo) los subgrupos (de

m1(X, 20) ) p(m1(Y,90)) ¥ ¢+(m1(Z, 20)) sean conjugados
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DEMOSTRACION. Sea h una equivalencia entre Y y Z. Sea z; = h(yp) enton-
ces por el teorema 3.5.1 p.(m1(Y,y0)) = q«(m1(Z,21)) y por la proposicion 3.5.2

¢+ (m1(Z, 20)) v q«(71(Z, z1)) son conjugados

Reciprocamente por la proposicion 3.5.2 si p.(71(Y,v0)) vy ¢«(m1(Z, 29)) son con-
jugados existira z; € ¢~ 1(xg) tal que p.(m1(Y,y0)) v q«(m1(Z, 21) seran iguales y

aplicando el teorema 3.5.1 lo tenemos probado ]

OBSERVACION. Hemos demostrado que existe correspondencia biyectiva entre:

Clases de espacios recubridores equivalentes <> Clases de conjugacion de

subgrupos de 71 (X, )

3.6. El espacio recubridor universal

NoTA. A menos que se especifique lo contrario en esta secciéon supondremos todos

los espacios conexos por caminos y localmente conexos por caminos.

DEFINICION 3.6.1. Seap:Y — X una aplicacion recubridora tal que p(yo) = xo.

SiY es simplemente conexo se denomina Espacio de Recubrimiento Universal de

X.

Como m1(Y, yo) es trivial, también lo es p.(m1(Y,y0)) C m1(X, x0) El teorema 3.5.1

implica que todos los espacios de recubrimiento universales son equivalentes.

No todos los espacios tienen un espacio de recubrimiento universal, aunque éste

existe en muchos casos. Para construirlo necesitaremos una propiedad extra.

DEFINICION 3.6.2. Un espacio X se dice que es semilocalmente simplemente co-
nexo cuando VY € X existe un entorno U tal que inc.(m1 (U, x)) es el grupo trivial

(siendo inc la inclusion de U en X )

TEOREMA 3.6.1. Sea X conexo por caminos, localmente conexo por caminos y

semilocalmente simplemente conexo. Entonces tiene un espacio de recubrimiento

universal.
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DEMOSTRACION. Supongamos X con las propiedades mencionadas. Dado xy €
X definimos E = {[7] : v: I — X,¥(0) = x0} (clases de caminos comenzando en

xo ) y definimos p : E — X mediante p([y]) = (1)

Sea U la familia de entornos conexos por caminos de los puntos de X tales que
U € U implica inc,(m1(U,z)) = {0} (Como son conexos por caminos da igual el
punto ), si V' conexo por caminos y V' C U se tiene V € U . Por tanto tenemos

una base de entornos de X

Definimos una base de entornos de E mediante Uy, = {[y*n] : n: I — U,n(0) =

(1)}

p|UM : Uy — U es suprayectiva por ser U conexo por caminos . Es ademés inyectiva
puesto que si 1,7’ son dos caminos tales que 7(0) = 1'(0) = (1) y n(1) = 7'(1)
entonces 7 ~ 1’ en X por ser semilocalmente simplemente conexo y entonces

[v*n] = [y*n'] . Es decir p|y,, es una biyeccion que hace p(Up,)) = U.

Se tiene ademas que si [y'] € Up,; entonces Uy, = Uy, dado que entonces 7' = yx7
y por tanto Uy, = {[y*n*u] : p: I — U, u(0) = (yxn)(1)} pero entonces cada nxp

serd un camino en U y Up,j C Up,) e intercambiando v y 4’ tenemos la igualdad

Sea Upy) NV} # O existita W e U, W C UNV y existira [y"'] € Uy N V5 como
Uy = Ul Viy) = Vg tendremos Wiy C Upyiy N Vi = Ul N Vi) y por tanto

los U}, son, en efecto, base de entornos de E.

Una vez definida la topologia en F tenemos que p|Um es un homeomorfismo, pues
como p(Up,) = U es una aplicacion abierta y si A C X abierto Vo € Ay VU entorno
de z existe V € U, V C U pues U base de entornos deX ,ademaés existe v camino

de zo a x y entonces p(V},;) =V C U y p continua.
Ademas es aplicacion recubridora puesto que si Up,jNU,/) # @ entonces U, = Uy

Consideremos [zg] € E (clase camino cte), dado [y] € E definimos p,(t) = v(t7)
entonces [u,;] € Ey A: I — E tal que A(t) = [u¢] es un camino de [zo] a [y] por

tanto E es conexo por caminos



54 3. ESPACIOS RECUBRIDORES

Sea 7 un lazo en E basado en [zg] entonces py es un lazo en X basado en 1z
definimos p,(t) = py(tT) entonces [i(t) =[u,] es un levantamiento de py en E
comenzando en [x] y por la unicidad de los levantamientos 7(t) = fi(¢t) V¢t € I . Por

tanto H(s,t) = [p(s)] es una homotopia de c[,,) a5 y E es simplemente conexo.

Hemos construido por tanto el espacio de recubrimiento universal. O

Dado que las variedades conexas, y por tanto las superficies de Riemann son lo-

calmente conexas por caminos y localmente simplemente conezas (luego también

semilocalmente) se deduce que siempre tienen espacio de recubrimiento universal.

Para ver la propiedad fundamental del espacio de recubrimiento universal necesi-

taremos el siguiente lema cuya demostracion puede verse en [MunkT)|

LEMA 3.6.1. Sean p, q,r aplicaciones continuas que hacen conmutativo el diagrama

Si p y q son aplicaciones recubridoras también lo es s

Sip y s son aplicaciones recubridoras también lo es q

Ahora pasemos a la propiedad fundamental de los espacios de recubrimiento uni-

versales

TEOREMA 3.6.2. Seap:Y — X una aplicacion recubridora siendo Y simplemente

conexo. Sea q : Z — X una aplicacion recubridora cualquiera . Existe una aplicacion

recubridora s 1Y — Z que hace conmutativo el diagrama
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ot
t

DEMOSTRACION. Sea xy € X escogemos ¥, 2o tales que p(yo) = ¢q(z0) = wo.
Como p.(m1(Y,y0)) C q«(m1(Z, 20)) por ser el sugbrupo trivial, podemos aplicar el

lema 3.4.5 y levantar p a una tnica aplicaciéon continua s: Y — Z , tal que p = q.s
Aplicando el lema anterior se obtiene que s es recubridora. O

COROLARIO 3.6.1. Con la notacion anterior s : Y — Z es un espacio de recubri-

miento universal de Z.

El siguiente corolario explica que se hable del espacio de recubrimiento universal.

COROLARIO 3.6.2. Si Y y Z son espacios de recubrimiento universal de X son

equivalentes.

COROLARIO 3.6.3. Si X es simplemente conexo toda aplicacion recubridora es un

homeomorfismo p:Y — X

DEMOSTRACION. Basta considerar que id : X — X es un recubrimiento uni-

versal. O

3.6.1. La accion del grupo fundamental sobre un espacio de recu-
brimiento universal.
Hemos visto que dado un espacio de recubrimiento p : ¥ — X las imagenes
por el homomorfismo p, de los grupos (Y, y) siendo y € p~!(z) son subgrupos

conjugados de 7 (X, z).

Nos preguntamos por el reciproco: Dada una clase de equivalencia [H] de subgrupos
conjugados de 71 (X, z) ;Existira un espacio de recubrimiento y una aplicacion
recubridora p : Y — X tal que p. genere dichos subgrupos? Vamos a ver que si

existe el espacio de recubrimiento universal la respuesta es afirmativa.

Supongamos que g : E — X es una aplicaciéon recubridora universal y sean zg € X

y eo € ¢ (zo)
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Dado un punto cualquiera e existird un camino 7 desde ey hasta e , denotaremos
por v = ¢.7, que serd un camino de zg a ¢(e) Como FE es simplemente conexo todos
los caminos 4 que unen eg con ¢ son homoétopos y por tanto también lo serén las

proyecciones v que unen g con g(e).

Si [0] € 71 (X, x0) consideremos la accién por la derecha sobre ¢~!(xg) (definida
en la seccion 3.4.3) que aplicard eg en un punto e; € ¢ 1(xg). Existe un tnico
levantamiento de v comenzando en e; que denotaremos 7 que terminard en un
punto € = (1) € ¢~ *(q(e)) . Como todos los posibles v son hométopos, el punto
e’ solo depende de e y de la clase [§]. Hemos por tanto definido una aplicacion

T:Exm(X,20) > FE (e]0]) = eld]=¢

PROPOSICION 3.6.1. La aplicacion Y : E x m1(X,x0) = E es un accion de grupo

por la derecha sobre el conjunto E

DEMOSTRACION. Es consecuencia directa de que 71 (X, ) actta por la derecha

sobre ¢~ (zp) O

Dado un subgrupo G C 71(X, zg) podemos definir una relacién de equivalencia en
FE del siguiente modo

e~ve = 3JgeG:eg=2¢

Se comprueba facilmente que es una relaciéon de equivalencia. Denotaremos por

E/G al conjunto de clases de equivalencia (6rbitas)

PROPOSICION 3.6.2. El subgrupo de m1(X,xzq) estabilizador de e es el subgrupo

trivial Ve € E y la accion es por tanto sin puntos fijos (libre).

DEMOSTRACION. El levantamiento de v comenzando en &[l] ( siendo a el le-
vantamiento de o comenzando en eg ) temina en e . Entonces el levantamiento de
~~ comenzndo en e termina @[l1] y por la unicidad del levantamiento tendremos

all] = eg y « sera homotopo al lazo constante. O

TEOREMA 3.6.3. VG subgrupo de m (X, xo) , el espacio Y = E/G yp:Y —

X p(eG) = q(e) constituyen una aplicacion recubridora cuyo nimero de hojas es
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el indice de G en w1 (X, o) y tal que las imdgenes por p, de los grupos 71 (Y, yo)

para los distintos yo € p~1(xg) son las clases de conjugacion de G.

DEMOSTRACION. Como existe biyeccion {orbita e} +— G/Stabg(e) (ver [BujalTG|)
en este caso serd {orbitae} +— G . Si definimos Y = E//G y consideramos la pro-
yeccion w1 E — E/G y la aplicacion p : Y — X p(eG)) = ¢(e) tendremos el

diagrama conmutativo

N

X

y por el lema 3.6.1 p sera una aplicacién recubridora, y por la forma de construirla

ps« tendra las propiedades requeridas. [l

3.6.2. Representacion por Monodromia.
Consideremos un espacio de recubrimiento p : ¥ — X de un namero finito n
de hojas, no necesariamente conexo por caminos. Entonces dado x € X tal que la

cardinalidad del conjunto p~!(x) sea n podemos asignar un orden a las preimagenes

que seran {yi, ..., Yn} -

Cada lazo v basado en x tiene un tnico levantamiento a un lazo 4; comenzando
en y; . Este lazo terminara en un punto y; que serd el mismo para todos los lazos
homotopos. Es decir dado [y] cada indice 7 determina un y; de comienzo del levan-
tamiento al que le corresponde un determinado indice j definido por el punto final

del levantamiento y;. Asi podemos definir una correspondencia
p:m(X,z) =S,

Siendo S, el conjunto de las permutaciones de {1,...,n}. Esta correspondencia es

un homomorfismo de grupos como se comprueba facilmente.

DEFINICION 3.6.3. Se denomina representacién por monodromia de un espacio
de recubrimiento (no necesariamente conexo por caminos) de n hojasp: Y — X

al homomorfismo de grupos p : 71(X,x) = Sp,
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PROPOSICION 3.6.3. Sea p: m(X,x) — S, la representacion por monodromia de
un espacio de recubrimiento de n hojas conexo por caminos p: Y — X. La imagen

de p es un subgrupo transitivo de Sy,

DEMOSTRACION. Sean y;,y; € p~*(x) como Y conexo por caminos existe 7 que
comienza en y; y termina en y; .Sea v = p.7y serd un lazo basado en x . Entonces

p([7]) es una permutaciéon que transforma i en j O

PROPOSICION 3.6.4. Sea p: m(X,z) = S, un homomorfismo de grupos tal que su
imagen p(m(X,x)) es un subgrupo transitivo. Si X tiene un recubrimiento universal
existe un recubrimiento conexo por caminos p : Y — X cuya representacion por

monodromia es p

DEMOSTRACION. Sea H;; = {[y] € mi(X,z) : p([7])(i) = j} (es decir aquellas
clases de lazos para las que p lleva el indice 7 al j ) . Es trivial comprobar que los

H;; son subgrupos.

Dado [¢] € H;; (existe alguno por ser imagen transitiva) definimos: © : H;; — H;;

por O([7]) = [0] x [v] como p({f] x Y)(@) = p([0])(p(W))(@) = p(0])(i) = j la

aplicacion esté bien definida.

Supongamos que O([v]) = O([5]) entonces [0] x [y] = [0] x [5] y multiplicando por

[0~] por la izquierda vemos que es inyectiva.

Dado [¢] € H;; entonces [07] % [{] € H;; luego también suprayectiva y por tanto

biyectiva.
Como 71 (X, z) = |J,, Hir. tendremos que el indice [ (X,z) : Hy] =n

Dado [¢] € H;; tenemos que [¢].H;;.[¢]7! = H,; luego los H;; son subgrupos conju-

gados

Si escogemos H = Hjpp (por ejemplo) existird por el teorema 3.6.3 un espacio de
recubrimiento p: Y — X y un y € p~*(z) tal que p.(m1(Y,y)) = H . Este espacio

tendra n hojas y podremos asignar un ntimero a cada una de las preimagenes de x



3.7. TRANSFORMACIONES RECUBRIDORAS (“DECK TRANSFORMATIONS”) 59

Por la forma de construir este espacio (ver demostracion del teorema 3.6.3) a partir
del espacio de recubrimiento universal mediante las 6rbitas en E' de H tenemos que

la representacién por monodromiade p: Y — X es p (]

OBSERVACION. Si existe recubrimiento universal hemos demostrado que existe

correspondencia biyectiva entre:

Clases de espacios de recubrimiento conexos por caminos de n hojas equivalentes
— Clases de Homomorfismos de grupo entre 71 (X, z) — S, equivalentes por

conjugacion en S, (por las distintas posibilidades de numeracion de las

preimégenes)

3.7. Transformaciones recubridoras (“Deck Transformations”)

NoTA. A menos que se especifique lo contrario en esta secciéon supondremos todos

los espacios conexos por caminos y localmente conexos por caminos.

PROPOSICION 3.7.1. Dada una aplicacion recubridorap : Y — X las equivalencias
de espacios de recubrimiento de'Y consigo mismo forman un grupo con la operacion

de composicion de aplicaciones. Que se denota Deck,(Y, X)

DEMOSTRACION. Una equivalencia de espacios de recubrimiento h sera un ho-

meomorfismo que hace conmutativo

y evidentemente el conjunto de estos homeomorfismos con la operacion de compo-

sicion de aplicaciones forman un grupo. O

OBSERVACION. Notar que h aplica las fibras F = p~1(x) Vx € X en si mismas.

El grupo Deck,(Y,X) define una accion sobre el conjunto Y.
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PROPOSICION 3.7.2. El grupo Deck, (Y, X) actia sin puntos fijos (libre) en'Y Es

decir si h € Deck,(Y,X),h # id entonces h no tiene puntos fijos

DEMOSTRACION. Consecuencia directa de la proposicion 3.5.1 O

DEFINICION 3.7.1. Dada p:Y — X tal que p(yo) = xo . Se define una corres-
pondencia

U : Deck,(Y,X) = F Y(h) = h(yo)

siendo F la fibra F = p~*(x)

PROPOSICION 3.7.3. El homeomorfismo h queda determinado una vez que se co-

noce W(h) por tanto la correspondencia U es inyectiva.

DEMOSTRACION. Podemos considerar A como un levantamiento de p tal que

Yo — h(yo) por la unicidad del levantamiento (teorema 3.3.1) tenemos la de h

Y
e
P
- . X
P

Y

Denotaremos Hy = pu(m1(Y,y0)) C mi(X,z0) . Sea F = p~1(xg) y sea @ :

m1(X,x0)/Hy — F la biyeccion definida en el teorema 3.4.4.

LEMA 3.7.1. La imagen de la aplicacion ¥ es igual a la imagen por ® del subgrupo
N(Hy)/Ho C m(X,20)/Ho (Siendo N(Hy) el normalizador de Hy o sea N(Hy) =
{9 : gHog~! = Ho} ver [BujalTG|)

DEMOSTRACION. Sea [a] € m1(X,xp), cualquier representante de clase a se

puede levantar comenzando en yy a un camino -y que terminara en un punto ®([a]) =
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y independiente del representante elegido. Tenemos que demostrar que si y so6lo si

[a] € N(Hy) existe una transformacion recubridora tal que h(yg) = y.

Para cualquier a cuyo levantamiento comience en yg y termine en y tendremos por

la proposicién 3.5.2 que
Ho = [a] % pu(m (Y y)) * [a] !

Por otra parte que exista una equivalencia de recubrimientos h tal que h(yo) = y es
logicamente equivalente por el teorema 3.5.1 a que Hy = p. (71 (Y, y)) luego también

es logicamente equivalente a Hy = [a] x Ho * [a] ™! es decir [a] € N(Hy) O

TEOREMA 3.7.1. La aplicacion ®~1. = Deck(Y, X) — N(Hy)/Hy es un isomor-

fismo de grupos.

DEMOSTRACION. Dado que ® es una biyeccién, el lema anterior, y que ¥ es

inyectiva es claro que ®~!.U es biyectiva. Bastara probar que es un homomorfismo

Sean h, g transformaciones recubridoras tales que h(yo) = y1 € p~(z0) 9g(yo) =
y2 € p~ (o) . Tendremos ¥(h) =y, y ¥(g) = y2 . Sea v un camino desde yo a y;
y o un camino desde yo a y2 , y sean o = p.y y 8 = p.o se cumplird que [a]Hy =

O (y1), v [BlHo = @ (i) es decir [a]Hy = ®~1.U(h) y [B]Hy = .U (g)
Sea y3 = h(g(yo)) entonces ¥(h.g) = ys.

Como o va de yp & y2, h.o es un camino desde h(yg) = y;1 hasta h(y2) = h(g(yo)) =

Ys.

Como v va de yp a y; el producto v * (h.o) esta definido y va de yo a y3, ademas es
un levantamiento de a* 8 pues a = p.y y como p.h = p (por ser h transformacion
recubridora) y S = p.c podemos poner 8 = p.(h.o). Por tanto ®([ax 8]Hy) = y3 =
U(h.g) luego 1. (h.g) = [ax B]Hy O

COROLARIO 3.7.1. El grupo Hy = p.(m1(Y, y0)) es un subgrupo normal de (X, xg)
si y sdlo si para cada par de puntos yi,y2 € p~'(xo) existe una transformacion recu-
bridora h:' Y =Y tal que h(y1) = y2 (Es decir: Deck,(Y, X) actda transitivamente

enY)
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DEMOSTRACION. Si Hj es un subgrupo normal de 71 (X, z¢) entonces N (Hy) =
71(X, 20) y la imagen de ¥ coincide con la ® siendo por tanto F' = p~1(x¢). En este
caso Yy € F 3h € Deck,(Y,X) tal que h(yo) = y . Reciprocamente si se cumple lo

anterior N(Hy) = m1(X,z0) y Ho es subgrupo normal. O

DEFINICION 3.7.2. Una aplicacion recubridora (o un espacio de recubrimiento)
p: Y — X se denomina de Galois (también se emplean los términos normal

y regular) cuando Hy = p.(m1(Y,90)) yo € p~'(x0) es un subgrupo normal de

1 (Xa '1:0)

Si una aplicacion recubridora es Galois como Hy es normal p, (71 (Y, y)) = Hy Yy €

p~ (o)

COROLARIO 3.7.2. Sip:Y — X es espacio de recubrimiento universal entonces

es Galois.

DEMOSTRACION. Como Y simplemente conexo p.(m1(Y,y,)) es el subgrupo

trivial que es normal. O

COROLARIO 3.7.3. Sip:Y — X es espacio de recubrimiento universal ®~1.¥ es

un isomorfismo Deck, (Y, X) = m1(X, o)

DEMOSTRACION. Basta considerar en teorema 3.7.1 que Hj es subgrupo trivial

y su normalizador 71 (X, xg) d

EJEMPLO 3.7.1. Sea H el semiplano izquierdo de C es decir H = {x + 1y € C :
x <0} ysea D ={z+iy e C:0< a?+y? <1} .La aplicacion e* : H — D* es

recubridora y como H es simplemente conexo tenemos que es el recubridor universal.

Sea p = re*?

su preimagen esta constituida por los puntos In(r) + i(2mn + 0) las
funciones ¥ : H — H 9(z) = z + i27n son transformaciones recubridoras y sus

composiciones forman un grupo isomorfo a los enteros luego m (D*) = Z.

Se trata de un recubrimiento con oo hojas.



3.7. TRANSFORMACIONES RECUBRIDORAS (“DECK TRANSFORMATIONS”) 63

3.7.1. Grupos de homeomorfismos de un espacio de recubrimiento.
Vamos ahora a analizar otro método de construir espacios de recubrimiento que

seran Galois.
Recordemos la siguiente definicion.

DEFINICION 3.7.3. La accion de G sobre Y se dice que es libremente discontinua
si Yy € Y existe un entorno V tal que Vg #£ e VNg(V) = O (Si g1 # g2 entonces
a1 (V)N ga(V) = O considerando que g7 *g2(V) NV = )

TEOREMA 3.7.2. Sea Y conexo por caminos y localmente conexo por caminos, G
un grupo de homeomorfismos de Yen Y. La aplicacion cociente 7 :' Y — Y/G es

recubridora si y sdlo si la accion de G sobre Y es libremente discontinua. En ese

caso la aplicacion recubridora es Galois y G es el grupo Deck,(Y,Y/G)

DEMOSTRACION. Sea V un abierto de Y entonces g(V') es abierto (g homeo-
morfismo) 7= 7(V) = {{Ug(V) : g € G} sera abierto y por definicion de topologia

cociente (V') abierto en Y/G asi 7 es una aplicacion abierta.

Supongamos que la accion de G es libremente discontinua. Dado y € Y sea V un
entorno tal que g, (V) disjunto de go(V') siempre que g; # go entonces 77 (V) =
{Ug(V) : g € G} es union de conjuntos abiertos (de Y') disjuntos uno para cada
g € G como g(V) = m|y (V) es biyectiva continua y abierta es un homeomorfismo

y 7 recubridora de |G| hojas

Supongamos ahora que 7 es recubridora. Dado y € Y sea W el entorno de 7(y)
regularmente cubierto por 7 . Entonces 7~ Y(W) = JV; ( V; disjuntos) existird V,
tal que y € V,, y dado g # e g(V,,) debe ser disjunto de V,, pues si no lo fuera 7|y,
no seria inyectiva y por hipotesis es homeomorfismo. Asi la accion es libremente

discontinua

Si 7 es recubridora dado g € G tenemos que m.g = m . Sea h € Deck,(Y,Y/G)
tal que h(y1) = h(yz2) como m.h = 7 [y1] = [y2] v existe g € G tal que g(y1) = ¥

entonces por el teorema 3.5.1 (unicidad) h = g luego G = Deck,(Y,Y/QG)
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Dados dos puntos yi,ys tales que [y1] = [y=] existe g € G tal que y2 = g(y1) vy por

el corolario 3.7.1 vemos que 7 es Galois O

TEOREMA 3.7.3. Sip : Y — X es una aplicacion recubridora Galois y G =

Deck,(Y, X) existe un homeomorfismo h que hace conmutativo el diagrama

DEMOSTRACION. Si g € Deck,(Y,X) entonces p(g(x)) = p(z) por definicion
luego es constante en cada oOrbita e induce una aplicaciéon continua h del espacio

cociente Y/G en X

p es una aplicacion cociente pues es continua suprayectiva y abierta como es Galois
dos puntos cualesquiera de p~1(x() estan en la misma 6rbita bajo la accion de G

luego induce una aplicacion continua de X en Y/G (inversa de h) O

COROLARIO 3.7.4. Sea E el espacio de recubrimiento universal de X entonces X

es homeomorfo a E/Deck,(E, X).

Esto serd muy importante en la teorfa de Superficies de Riemann una vez que se
establezcan los espacios recubridores universales (Uniformizacion) los subgrupos de

automorfismos que actuen de forma propia discontinua originaran Superficies de

Riemann

3.7.2. Espacios con el mismo recubridor universal.
Vamos a considerar ahora dos espacios X7, X2 con el mismo recubridor universal
E . Existiran dos grupos de transformaciones Gy =~ m(X;) y Go = m(X2) tales

que X1~ FE/G1y X = E/G>.

PROPOSICION 3.7.4. Una aplicacion continua f : X1 — Xo induce una aplicacion
continua (levantamiento) f: E — E (no de forma dnica) tal que pg.]?: f.p1 siendo

pi : E — E/G; las proyecciones candnicas
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DEMOSTRACION. Elegidos zo € X1 ¥ 20 € p; *(f(x0)), podemos levantar (por

el teorema 3.4.5) f a una aplicacion fde forma que sea conmutativo el diagrama [J

e
p2
X14>X2

~

Definimos f(z) = (f(p1(z))

EFE——F

|

XlHXQ
f

y tendremos po.f = pa.f.p1 = f.p1

PROPOSICION 3.7.5. Cada levantamiento f: E — E de f: X; — Xs induce un

homomorfismo F : G — G2 que se caracteriza porque F(g).f: fg

DEMOSTRACION. Un levantamiento f de la proposicién anterior debera cumplir
que

-~ ~

Ve € E\Vg € Gy 3h e Gy f(gz) = h(f(x))

Definimos F'(g) = h.

Vamos a ver que h es independiente de x, consideremos otro punto z’ € E exitira
un camino 7 de z a x’ entonces fgﬁ y hfﬁ son dos caminos en E que comienzan
en el mismo punto y tienen la misma proyecciéon en un camino de X5 dado por
v = pg.f.g.'? = f.p1.54. Son por tanto dos levantamientos iguales y terminaran en el

o~ ~

mismo punto luego f(gz’) = h(f(z')).

Como tendremos

~ ~ o~

F(92)-F(91)~f = F(gz)-fm = f.92.1 = F(92-91)7f
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se tiene que es un homomorfismo. O

Sea f otro levantamiento de f existe h € G5 tal que f = h.f pues dado z € F ha
de existir h tal que f(z) = h(f(x)) y h es independiente de  por una demostracion
idéntica a la anterior

A f = h.f]e correspondera F’ tal que

v

F'(g).f = F'(9).h.f = f.g=h.f,g = h.F(g).f luego F'(g).h =h.F(g)y F'(g) = h.F(g).h™"

Denominaremos a los homomorfismos que cumplen F'(g) = h.F(g).h~! equivalen-

tes.

Si f es un homeomorfismo de la igualdad f.p; = po.f tendremos p1.(f)~! = f~1.ps

o — o~

es decir (f~1) = (f)~! y por tanto llamando G al homomorfismo inducido por 1

~ ~ ~ ~

G(F(9)) = G(F(9).(F) " f=H"Flg).f=H"Fg=g
y cada F' es un isomorfismo.

PROPOSICION 3.7.6. Sean fy, f1 : X1 — X2 homeomorfismos homotdpicos, en-

tonces inducen los mismos isomorfismos entre G1,Go

DEMOSTRACION. Sea h; la homotopia entre fy, fi que se levanta en E a una

homotopia l?t entre fm fl .Seax € F'y g € Gy consideremos los caminos t € [0, 1]

~—=1_ ~ ~

v=(fo-9-fo )hi(z) 9 =hilg(2))

Ambos comienzan en fy(g(z)) v se proyectan sobre X5 en hy(py(z)) luego coinciden

en su punto final es decir

(Fo-g-fo )-h(2) = Frg(z) (Foogfo () = (Frg-hi )(2)

y se tiene la proposicion. O



Capitulo 4

Haces

4.1. Prehaces y Haces

Un Prehaz F es un functor contravariante de la categoria de los conjuntos abiertos
en un espacio topoldgico X con morfismos las inclusiones V' C U a la categoria de
los grupos abelianos (también se pueden considerar los conjuntos, anillos, espacios

vectoriales, etc) con los homorfismos.

Maés concretamente

DEFINICION 4.1.1. Un prehaz F asigna a cada abierto U C X (queremos significar
U C X) un grupo F(U) , y si V C U existe un homomorfismo p% : F(U) — F(V),

que se denomina de restriccion, que cumple las siguientes propiedades

1. SiU =0 F(U) =0 (grupo trivial)

2. pg es la identidad

3. SiU CV C W entonces plf = pl;.pl¥

NoTA. Por simplicidad si f € F(V) ,U CV frecuentemente denotaremos como

flu a pli(f)

A los elementos de F(U) se les denomina secciones de F sobre U

A los elementos de F(X) se les denomina secciones globales

EJEMPLO 4.1.1. Veamos varios ejemplos de prehaces

1. El conjunto C¥(U) el de funciones infinitamente diferenciables f : U — C
con la restriccion de dominio, es un prehaz de anillos
2. Sea X arbitrario y G un grupo abeliano YU C X,U # @ F(U) = G con

restricciones p; = id si U # QD y py; = 0si U = O (prehaz constante)

67
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3. Dada una variedad analitica X de dimensioén compleja uno (superficie de
Riemann) las funciones holomorfas en U C X, O(U), (ver capitulo 5) y

meromorfas M(U)

DEFINICION 4.1.2. Sean F,G prehaces sobre un espacio topoldgico X tales que
YU C X G(U) es un subgrupo de F(U). El prehaz G que asocia a cada U el grupo
G(U), y tiene como homomorfismo restriccion los inducidos por los homomorfis-
mos restriccion en F considerados en los subgrupos correspondientes, se denomina

subprehaz y se denota G C F

Un haz es un prehaz en donde es posible agrupar elementos de F(U) y F(V) y

obtener un elemento de F(U UV)

DEFINICION 4.1.3. Un haz F es un prehaz tal que VU C X, abierto y para toda

familia U; CU i € I tal que U = UUZ- se cumple
=

1. Si f,g € F(U) son tales que Vi € I f|y, = g|u, entonces f =g
2. Dada una familia f; € F(U;) ¢ € I tal que f;

U;NU; = fj U;NU; eXiste

f e FU) tal que Vi € T f; = fly, (O con otra notaciéon: Si pgijj(fi) =

pgimUj(fj) existe f tal que pg(f) =fi)

EJEMPLO 4.1.2. Es interesante notar que el caso 2 del ejemplo 4.1.1 no es un
haz, salvo que todos los abiertos temgan interseccion mo vacia o G sea el grupo
trivial. Pues si existe Uy NUs = O y f1 # fo € G, considerando U = Uy U Uy
tenemos que f1lv,nv, = faluinu, =0 y deberia haber f € F(U)=G f=f1=fo

jcontradiccion!

Los otros casos del ejemplo son haces ademas de prehaces.

4.1.1. Haces localmente constantes.

DEFINICION 4.1.4. Se dice que una funcion f : U — Y siendo U C X abierto

es localmente constante cuando Yx € U 3U, C U entorno de x tal que Vx' €

Up  [f(z') = f(2)
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PROPOSICION 4.1.1. Si U es conexo y f : U — Y localmente constante f es

constante

DEMOSTRACION. Fijemos zp € Uysea A={z € U: f(z) = f(x0)} como f es
localmente constante no es vacio y abierto. Supongamos = € A y sea V el entorno
de z en el que f|y es constante como en ese entorno existen puntos de A tenemos

que f(x) = f(zo) y por tanto A es cerrado. O

Es trivial comprobar que el haz definido por F(U) funciones localmente constantes

U — G forman un haz. Usualmente se denota el haz por G siendo ejemplos Z,R, C.

4.1.2. Haces rascacielos (“skyscraper sheaves”).
Supongamos que tenemos para cada punto p de X un grupo abeliano G),. Entonces
a cada abierto U C X le podemos asignar el grupo producto directo de grupos
SW)= 1] G»
peU

y como restricciones las proyecciones candnicas.

Se comprueba facilmente que esto produce un haz que se denomina haz totalmente

discontinuo.

Si usamos el mismo grupo G en cada punto el haz que obtenemos es el de las

funciones de X — G que se denota G¥

Otro ejemplo es asignar G al punto p y el grupo trivial al resto de puntos esto da

lugar al haz rascacielos.

DEFINICION 4.1.5. Dado un grupo G se define el haz rascacielos G, como

G pelU
Gp(U):
0 peU

Asi, por ejemplo, C, es el haz de niimeros complejos en p y cero en el resto de

puntos.
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Dado un haz totalmente discontinuo S y una seccion s € S(U) podemos asignar a
cada punto p el valor de su correspondiente “coordenada’ en s (que sera un elemento

del grupo Gp asociado a p ) s(p) .

DEFINICION 4.1.6. Dado un haz totalmente discontinuo S el soporte de una sec-

cion s € S(U) es el conjunto de puntos p € U tales que s(p) # 0

En el caso del haz rascacielos los soportes de las diferentes secciones s6lo pueden

ser {p} y el conjunto vacio.

DEFINICION 4.1.7. Un haz totalmente discontinuo S se dice que es un haz rasca-

cielos generalizado sobre X cuando:

= Cada p€ X tiene asociado un grupo G),

= A cada abierto U C X se le asocia el sugbrupo H C HGP consistente
peU
en las secciones con soporte discreto. Es decir en cada U_tupla s = {g, €

Gp :p €U} de H el conjunto {p € U : g, # 0} es discreto

Se comprueba facilmente que es un haz, y que la definicion es equivalente a exigir
que sea un haz totalmente discontinuo que asigna el grupo trivial a cada punto de

X excepto a los elementos de un subconjunto discreto.

Un ejemplo se obtiene asignando a cada punto de X el grupo Z obteniéndose el haz
de las funciones de X — Z con soporte discreto . Veremos posteriormente que este

es el caso de los divisores de una superficie de Riemann

4.2. El tallo de un prehaz (“Stalk”)

4.2.1. Limites directos.

DEFINICION 4.2.1. Un conjunto dirigido A es un conjunto en el que hay definido

un preorden < (relacion reflexiva y transitiva) tal que

Va,fe ATy a<yyf <y
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Denotaremos Ay = {(a,8) € A X A: o < 5}

Un sistema dirigido de conjuntos es una familia de conjuntos indexada por un
congunto dirigido {Uy}aca y un conjunto de aplicaciones una por cada par (o, 3) €

A pG :Ua — U que cumplen

1. Vae A pS =id

2. Va, 8,7y € A tales que «a < B < 7 el siguiente diagrama conmuta

DEFINICION 4.2.2. Dado un sistema dirigido de conjuntos {Uy}a, una solucion
es un conjunto V y una coleccion de aplicaciones Voo € A o, : Uy, — V tales que

el siguiente diagrama conmuta V5 tal que (o, B) € Ay

DEFINICION 4.2.3. Un lémite directo del sistema de conjuntos {Uy}a €s una so-
lucion (U,7) que satisface la siguiente propiedad universal: Para cada solucion

(V,04) existe una unica aplicacion f : U — V tal que conmuta el diagrama

PROPOSICION 4.2.1. Dos limites directos U, U’ de un sistema {Uq}a son isomor-

fos. Es decir existe una biyeccion entre ellos compatible con los T,

DEMOSTRACION. Tendremos el siguiente diagrama O
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DEMOSTRACION. Aplicando la propiedad universal a U y U’ obtenemos f,g

Unicas tales que 7, = g.f.7, = idy .7, luego g.f = idy andlogamente f.g = idy: 0O

Esta proposicién permite hablar del limite directo de un sistema que se denota

h’gaEAUa

Es interesante notar que Yu € U Ju, tal que 7,(u,) = u pues si no considerando
U = UImag(TQ) tendriamos que (U’, 7,,) seria otro limite directo pero entre U’ y

(o7
U no podria habedr una biyeccion.

TEOREMA 4.2.1. Sea (U, 1,) una solucion del sistema {Uy}a. Serd un limite di-

recto st

1. YVu € U Ja € A tal que u € Imag(y)
2. Sean u, € U, ug € Up entonces 7, (uq) = 75(ug) siy solosi Iy a <, f <
~ tal que

P8 (a) = o5 (ug)

DEMOSTRACION. Supongamos que la solucion (U, 7, )que cumple las hipotésis.
Sea (V,0,) otra soluciéon definimos f : U — V del siguiente modo: Vu € U existira

Uq € Uy tal que 74 (uq) = u entonces f(u) = 04 (uq)-

Si esté aplicacion estd bien definida es claramente dnica y cumple la propiedad

universal.

Para ver que esta bien definida supongamos v = 7, (us) = 75(ug) existira v tal que

P (Ua) = pfj (ug) y tendremos

Ta(tia) = 04(p5 (ta)) = oy (P (ug)) = 05 (us)
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y la aplicacion esta bien definida. O

Dado un sistema {U,}a podemos construir un limite directo. Sea W = HUO‘

a€A
(union disjunta) definimos la relacion de equivalencia

U= u,v € Uy,

Iy pS(u) = pE(v) uweUqveUsa<y, <y

Entonces U = W/ ~ y 7 es la composicion de las aplicaciones canénicas U, —

W — W/~

Para el caso de grupos abelianos el teorema anterior se puede particularizar y asi

tenemos

TEOREMA 4.2.2. Sea (G, 7,) una solucion del sistema de grupos abelianos {Gy .

Serd un limite directo cuando

1. Vg € G Ja € A tal que g € Imag(7)

2. Sea g, € U, entonces 7,(ga) = 0 siy solo si 3y a < v tal que pS(ga) =0

Dado un sistema {G,}a de grupos abelianos sea H = @Ga (suma directa)
a€eA

con i, : G, — H la inclusiéon canoénica y H;p el subgrupo de H generado por

ia(9a) —ip(p5(9a)) Para (a, B) € Ay . Entonces G = H/H; es un limite directo con

estructura de grupo abeliano siendo 7, : G, — G la composicion de las aplicaciones

canonicas G, — H — G.

4.2.2. Tallo (“Stalk”).
Dado un espacio topologico X y un punto x € X el conjunto de los abiertos U

tales que x € U forman un sistema dirigido por la inclusion U <V <=V CU

Si F es un prehaz en X y p un punto entonces los conjuntos F(U) cuando U
recorre los abiertos tales que p € U forman un sistema dirigido con las aplicaciones

de restriccion del prehaz

o FU)—=FV) UDVop
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DEFINICION 4.2.4. El tallo F,, del prehaz F en el punto p € X es el limite directo

limy 5, F(U) con las correspondientes aplicaciones py : F(U) = Fp pp(f) = [f]p

Si F es un prehaz de grupos abelianos F,, es un grupo abeliano.

DEFINICION 4.2.5. Se define el germen del elemento f € F(U) en p como el

elemento del tallo [f], = pp(f)

PROPOSICION 4.2.2. Cada elemento de F, es imagen por p, de un elemento
f e FU) para algin U > p . Ademds dos gérmenes [f], (f € U) y [g], (g € V)

son iguales si y solo si existe un abierto W C U NV tal que p%:(f) = pyi-(9)

DEMOSTRACION. Consecuencia directa de las definiciones y proposiciones an-

teriores. O

PROPOSICION 4.2.3. Sea F un haz de grupos abelianos sobre un espacio topoldgico

X. El elemento f € F(U) es cero siy sdlo si los germenes [f|l, =0Vz € U

DEMOSTRACION. Si f = 0 evidentemente VIV C U f|w = 0 luego [f], =0

Si se cumple [f], = 0Vz € U por 1 de la definicion de haz 4.1.3 se tiene f =0 O

4.2.3. Espacio topologico (étale) asociado al conjunto de gérmenes.

DEFINICION 4.2.6. Se define el conjunto de gérmenes asociado a un haz F como
el conjunto |F| = H Fu (union disjunta de tallos)

reX
Tendremos definida una aplicacion 7 : | F| — X tal que 7([f].)) =«

Vamos a dotar a |F| de una topologia.

Para cada U C X y cada f € F(U) definimos [U, f] = {[f]. : z € U} C |.F|
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TEOREMA 4.2.3. La familia B de los conjuntos [U, f] ( siendo U C X abierto,
feFU) ) esla base de una topologia en |F| y la proyeccion w : |F| — X es un

homeomorfismo local

DEMOSTRACION. Evidentemente cada elemento|f], pertenece a uno de los con-

juntos de B

Si [fle € |F| es tal que [fl. € [U, flN[V,g] existe [W,h] tal que [f], € [W,h] C
[U, f1N[V,g]. En efecto sea x = m([f].) entonces [f]. = p(f) = pz(g) es decir

existe W C U NV tal que flw = glw que denotaremos h
Asi B es una base de la topologia.

Para demostrar que 7 es un homeomorfismo local consideremos [f], € |F| #([f]z) =
2 y un entorno abierto [U, f] de [f].. U sera un entorno abierto de z y la aplica-
cion 7|y, 4 ¢ [U, f] = U evidentemente biyectiva, continua, y abierta luego es un

homeomorfismo local. O

Dada s € F(U) podemos definir una secciéon § : U — |F| mediante 5(x) = [s],

PROPOSICION 4.2.4. La seccion § es continua

DEMOSTRACION. Bastara probar que s~ 1([V, f]) es abierto para cada V C X
y cada f € F(V) esto equivale a que el subconjunto A C UNV en el que [s], = [f]«

sea abierto

Entonces dado x € UNV si [s], = [f]e es que existe W C U NV entorno abierto

de z tal que sl = f|lw luego W C A O

DEFINICION 4.2.7. Un prehaz F definido en X se dice que cumple el principio de
identidad cuando para cada abierto conexo Y C X y cada f,g € F(Y) . Si existe

a €Y tal que po(f) = pa(g) entonces f =g

Por ejemplo las funciones meromorfas y holomorfas de una superficie de Riemann

cumplen el principio de identidad.
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TEOREMA 4.2.4. Supongamos que X es Hausdorff localmente conexo y F un
prehaz que cumple el principio de identidad. Entonces el espacio topoldgico |F|

de los gérmenes es Hausdorff

DEMOSTRACION. Sean [fla, (gl € |F| [flz # [g]y

Si x # y Existiran entornos Uy, Uy de z,y disjuntos. Entonces 7=1(Uy) y 7= (Us)

son entornos disjuntos de [f]z, [g],

Siz =y sea f € F(Up) un representante del germen [f], y g € F(Usz) del [g],
(siendo Uy, Us entornos de x ) Sea U C Uy NUs un entorno conexo de z tenemos que
U, flu] v [U, g|lu] son entornos de [f]., [g]= . Supongamos que no fueran disjuntos:
Existirfa [h], € [U, flu]N[U, g|u] tendriamos que p,/ (f) = p.r(g) y por el principio

de identidad f|y = glv ¥ [f]z = [g]= icontradiccion! O

4.2.4. El haz de gérmenes.
Al espacio |F| de los gérmenes del prehaz F se le puede dotar de estructura de

haz que denotaremos F.

Sea U C X abierto, definimos F(U) = {s : U — |F| continuas : w.s = id} (siendo

7 :|F] = X la proyeccién) y como homomorfismos p¥ la restriccion de s a V. C U

Es evidente que este procedimiento da lugar a un haz que se denomina haz de

gérmenes asociado al prehaz F.

4.3. Homomorfismos de haces

DEFINICION 4.3.1. Sean F,G haces sobre un espacio topoldgico X. Un homomor-

fismo de haces ¢ : F — G es una coleccion de homomorfismos de grupos abelianos

ou : F(U) = GU)
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tal que conmutan con las restricciones del haz. Es decir hacen conmutativo el dia-

grama (V. CU )

Notar que pg es en la flecha de la izquierda la restriccion en F y en la flecha de la

derecha la restriccion en G.

4.3.1. El nicleo y la imagen de un homomorfismo de haces.

DEFINICION 4.3.2. Sea ¢ : F — G un homomorfismo de haces sobre X . Se define
un subprehaz KK C F llamado haz nicleo de ¢ por (el nicleo de un homomorfismo

es un subgrupo)

K{U) = Kern(¢v)

LEMA 4.3.1. El haz nicleo de ¢ es un haz

DEMOSTRACION. Sea {U;} una coleccion de abiertos de X y U = J U; supon-

gamos que tenemos s; € K(U;) de forma que coinciden en las intersecciones

U, U
PUiAu, (8i) = Pylau, (55)
Como F es un haz existe s € F(U) tal que p (s) = s; .

Consideremos las secciones locales t; = p{j (¢u(s)) = ¢u,(si) = 0 (dado que py ¢

conmutan).

Por 1 de la definicion 4.1.3 tendremos que existe una seccion global ¢t €G(U) tal que
pg,(t) =tiyquet=0.

Ademas por la misma definicién ¢ (s) =t y por tanto s € K(U) O
DEFINICION 4.3.3. Sea ¢ : F — G un homomorfismo de haces sobre X . Se de-

fine un subprehaz T C G llamado prehaz imagen de F por ¢ (la imagen de un

homomorfismo es un subgrupo)
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NoTA 4.3.1. Al contrario que en el caso anterior el prehaz imagen no es siempre
un haz. Consideremos los haces sobre el espacio C* = C — {0} de las funciones
holomorfas O (con suma como operacion de grupo) y de las funciones holomorfas

con valores en C* (con producto como operacion de grupo) O*
Un ejemplo de homomorfismo entre estos haces es
er: 0 — O g— exp(i2mg)

Sean Uy = C* =Ry Uy = C* — R* definimos fi(z) = z i€ {1,2} En cada U;
podemos definir una funcion logaritmo holomorfa (considerando, por ejemplo, fases

en (—m, ) en Uy y en (0,27) en Us y log(re'?) = log(r) +ip ) y por tanto
fi ejmag(ein) 26{172}
Ademds se tiene evidentemente fi = fo en Uy N Uy pero no es posible encontrar

una flu, = fi pues no existe una funcion logaritmo holomorfa definida en todo C*.

4.3.2. Homomorfismos de haces inyectivos y suprayectivos.

DEFINICION 4.3.4. Decimos que un homomorfismo de haces ¢ : F — G (sobre X)
es inyectivo (o momomorfismo) cuando Vp € X YU entorno de p existe un abierto

V C U tal que ¢y : F(V) = G(V) es inyectivo. analogamente para suprayectivo o

(epimorfismo).

LEMA 4.3.2. Son equivalentes

1. ¢ es inyectivo
2. ¢y es inyectivo YU C X abierto

3. El haz nucleo de ¢ es el haz identicamente nulo

DEMOSTRACION. Claramente 2 es equivalente a 3 y 2 implica 1. Tenemos que

demostrar que 1 implica 2
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Dado un abierto arbitrario U consideremos s € F(U) tal que ¢y(s) = 0 para
demostrar que ¢y es inyectivo tenemos que demostrar que s = 0, y para demostrar

que s = 0 basta demostrar que dado un recubrimiento abierto U C |JV; tenemos

py,(s) =0

Vp € U como ¢ es inyectivo existe un entorno abierto V,,C U tal que ¢y, es inyectivo.

Sea s, = pgp(s) tendremos

v, (sp) = dv, (oY, (5)) = PV, (U (s)) = Y, (0) = 0

y como ¢y, es inyectivo s, = 0. Entonces como los V, forman un recubrimiento

abierto concluimos que s =0 O

Observacion 4.3.1. No hay un equivalente del lema anterior para homorfismos de
haces suprayectivos. Consideremos el mismo ejemplo que en la nota 4.3.1 . No hay
una funcion holomorfa log(f) definida en C* y por tanto el homomorfismo en C* no

es suprayectivo. Sin embrago si hay un funcion logaritmo holomorfa en un entorno

de cada punto de C* y el homorfismo de haces es suprayectivo.

4.3.3. Isomorfismos de haces.

DEFINICION 4.3.5. Decimos que un homomorfismo de haces ¢ : F — G (sobre X)

es un isomorfismo cuando es monomorfismo y epimorfismo.

DEFINICION 4.3.6. Decimos que un homomorfismo de haces ¢ : G —F es inverso
del homomorfismo ¢ : F — G cuando la composicion de ambos en cualquier orden,

definida como la composicion de los homomorfismos de grupos que lo forman, es la

identidad. Es decir .¢ = Idr y ¢p.9p = Idg

LEMA 4.3.3. Un homomorfismo de haces ¢ : F — G es un isomorfismo si y sdlo

si tiene un homomorfismo de haces inverso
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DEMOSTRACION. Supongamos que exista el inverso ¥. Entonces VU U C X
abierto ¥y es el homomorfismo de grupos inverso de ¢y entonces ¢y es un isomor-

fismo y es por tanto inyectivo y suprayectivo.

Supongamos que ¢ sea inyectivo y suprayectivo. Bastard demostrar que VU U C X
abierto ¢y es un isomorfismo, pues entonces tendra un inverso 1y y la colecciéon de

inversos definird el homomorfismo inverso de haces

Como ¢ es inyectivo también lo sera ¢y por el lema 4.3.2

Tenemos que demostrar que ¢y es suprayectivo. Consideremos g € G(U) como ¢
es suprayectivo para cada p € U existe un entorno abierto V, C U tal que ¢y, es

suprayectivo. Es decir que para cada g, = p%) (9) existe f, € V,, tal que ¢v, (fp) = gp

Vamos a demostrar que los f, coinciden en las intersecciones. Sea ¢ # py W =

Vp N'V; tenemos que demostrar
v, Vy
pw (fp) = Py (fq)

como ¢ es inyectivo también ¢y y bastara demostrar que ¢y (p%’ (fp)) = ow (p;? (f)

Pero se tiene que
ow (o (f)) = pr (b, (1)) = P12 (90) = it (Y, (9)) = pitr(9)
y analogamente para qbw(p“//lﬁ( fq)

Dado que F es un haz por 2 de la definicién 4.1.3 existira f € F(U) tal que

pgp( f) = fp y tendremos
v (du(f)) = év, (fo) = g9p = PV, (9)

y como ¢y (f) y g coinciden en un recubrimiento abierto tendremos ¢y (f) =g. O
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4.4. Secuencias exactas de Haces

Un homorfismo de haces ¢ : F — G induce, para cada z € X un homomorfismo ¢,

en los tallos en

Siendo U un entorno de z. Es facil comprobar que el homorfismo esta bien definido.

DEFINICION 4.4.1. Una secuencia de homomorfismos entre tres grupos abelianos

(anillos, espacios vectoriales, etc.)

F—>6—> 9

se denomina exacta cuando Kern(8) = Imag(a)

Una secuencia de homomorfismos entre n grupos abelianos

a1 a2 Qn—1

gl 32 gn—l Sn

se denomina exacta cuando cada una de las subsecuencias

Ak Ak+1
Sk — Sk+1 — Jk+2  es ezacta.

Vamos a extender la definiciéon a homomorfismos de haces por medio de los tallos

DEFINICION 4.4.2. Decimos que una Ssecuencia de homomorfismos de haces

F—6G—H

es exacta cuando lo es la secuencia inducida en los tallos (grupos abelianos) para

cada v € X

(Andlogamente para secuencias con mds elementos)

[0
TEOREMA 4.4.1. Supongamos que F —— G —— H es una secuencia exacta

de homomorfismos de haces. Entonces para cada U abierto de X se cumple que

ay Bu

F(U) G(U) H(U) es una secuencia exacta de grupos abelianos
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DEMOSTRACION. Sea f € F(U) g = ay(f) . Como para cada z € U la

secuencia

es exacta, tenemos [, (o ([f]z)) = 0 luego existe un entorno V,, C U tal que

0 =By, (ava(pvy () = Bv, (pvV.au () = Bv, (pv.9) = pv. (Bu(9))

y entonces por 1 de la definicion 4.1.3 Sy (g) = 0 y tenemos I'mag(ay) C Kern(By).

Sea ahora g € G(U) tal que By(g) = 0. Como Vo € U Kern(f,) = Imag(as)
existe un recubrimiento abierto {V;} de U y elementos f; € V; tales que avy,(f;) =
%, (9) y por 2 de la definicion 4.1.3 un elemento fe F(U) tal que ay(f) = g y por

tanto Kern(By) C Imag(ay). O

B
COROLARIO 4.4.1. Sea 0 F ¢ g H  una secuencia exacta de

homomorfismos de haces. Entonces Entonces para cada U abierto de X se cumple

B
que 0 —— F(U) v G(U) S H(U) es una secuencia exacta de grupos

abelianos

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata del teorema anterior y del lema 4.3.2

O

o B
DEFINICION 4.4.3. Una secuencia 0 F g H 0 de

homomorfismos de haces se dice que es una secuencia corta exacta cuando es exacta

PROPOSICION 4.4.1. Si ¢ : F— G es suprayectiva la sucesion

(siendo K el haz nucleo de ¢ e inc la inclusion candnica) es exacta

DEMOSTRACION. Evidente a partir de las definiciones. O
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4.5. Cocadenas de Cech

Se presenta con frecuencia la situacion siguiente: Es facil resolver un problema de
forma local, encontrando las secciones locales de cierto haz, pero puede ser dificil

encontrar las secciones globales del haz.

El concepto de haz ayuda, al asegurar que si las secciones locales coinciden en los

solapamientos existira una secciéon global

La cohomologia convierte la condicién de coincidencia en los solapamientos en una
condicién algebraica por medio de un homomorfismo cuyo ntcleo es el conjunto de

secciones que coinciden en el solapamiento de sus dominios.

4.5.1. Cocadenas de Cech.
Sea F un haz de grupos abelianos sobre un espacio topologico X y seald = {U, }icr
un recubrimiento abierto de X. Dado un ntimero n € N para cada coleccion de

indices (ig, ..., 1, ) denotamos

Uio...in :Uioﬂ...ﬂUin y U~ :Uio ﬂ...ﬂUik_l mUik+1 Nn..NnU,

’Lo..ik..in

Evidentemente U;,. ;, C Uio--'fk-«in
DEFINICION 4.5.1. Una n_ cocadena de Cech (a partir de ahora n_ cocadena) para
un haz F sobre un recubrimiento abierto U es un elemento del conjunto

On(u’f) — H ‘/—"(Uj,o...in)

(i in) €I H1

es decir son una familia (fiy..i,)Go...in)erm+ tal que fi, i, € F(Ui,...i,)

Las n_cocadenas se denotaran por (f;,. ;) v evidentemente forman un grupo abe-

n

liano.

Notar que el orden es importante en los multiindices, y asi f;; # fj; aunque U;; =

Uji :UiﬂUj

Un homomorfismo de haces ¢ : F — G induce un homomorfismo de grupos ¢ :

C”(Z/[,]:) — Cn(uag) por medio de (b((fiomin)) = (¢Ui0..in (fi0~~~in))



84 4. HACES

4.5.2. Complejos de cocadenas.

DEFINICION 4.5.2. Se define el operador cofrontera § (“coboundary”) como el ho-

momorfismo de grupos

9 Cn<u7]:) - Cn+1(u7]:) 5((floln)) = (gi0-~~in+1)

siendo
n+1 U .
_ k Ti0-tkindgl R
Gig..ipt1 — Z(_l) pU%o---inH (fio.-ik--in+1)
k=0

EJEMPLO. Para el caso de la 0_ cocadena (f;) tenemos g;; = f; — fi . Para el caso

de la cocadena (f;;) tenemos giji = fix — fir + fij

NoTA. A partir de ahora eliminaremos los homomorfismo restriccion de la nota-

cion (como en el ejemplo) salvo cuando sea necesario por claridad

PROPOSICION 4.5.1. Sea ¢ : F — G un homomorfismo de haces. Inducird homo-

morfismos ¢y : C"(U, F) — C™(U,G) de forma que el diagrama

CrU, F) —= U, F)

.| B

Cn(uv g) 45> CnJrl(u’ g)

es conmutativo

DEMOSTRACION. Simple comprobacion teniendo en cuenta que ¢¢((fiy..4,)) =

(¢(fio...i)) O
DEFINICION 4.5.3. Una n_ cocadena (fi,...4,) tal que 6((fi,..1,)) = 0 se denomina
n_cociclo

El subgrupo de los n_ cociclos se denota Z™(U, F)

LEMA 4.5.1. Una 1_ cocadena (fi;) es un 1_ cociclo siy solo si fir, = fjr+ fij en

U;NU; NUy, . Esto implica que para un 1_ cociclo fj; =0 (k=j) y fi; = —fi (k=i)
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DEMOSTRACION. Evidente de las definiciones O
DEFINICION 4.5.4. Una n_ cocadena que pertenece a la imagen de 6 se denomina
n_cofrontera
El subgrupo de las n_ cofronteras se denota B™ (U, F)

Como no hay -1 _cocadenas siempre tendremos B°(U, F) =0

LEMA 4.5.2. 6.6=0

DEMOSTRACION. Sean h = d(g) y g = 0(f) y consideremos un elemento cual-
quiera f;,.;, de f. Este elemento aprecera como sumando en los elementos del tipo
Rig...in_1mix....is_asis_1...in, Siendo 7, s indices cualesquiera que ocupan en las posicio-

nes k,l respectivamente.

En el elemento hi,. i, yriy....is_gsi,_1...i, SO0 sumandos los elementos (*1)k9i0...il,25il,1...in

(indice s ocupa posicion I — 1) v (=1)'gs,. iy _,rip...i,, (Indice r ocupa posicion k)

En el elemento gi,.. 5, ,si,_,...i,, € sumando (fl)lflfio___,;n y en el elemento g;,. i, rig.. i,

loes (=1)kf; 4.
Asi las contribuciones de fi,..4, & iy ix_y1rip....iy_gsis_1...i, SO
(D=1 figiy + (D=1  fip.i, =0

y como f;, 4, era arbitrario tenemos h =0 O

n

EsEMPLO. fiji = fix — fie + fij = (fs — f3) = (fu = fi) + (f; — fi) =0
COROLARIO 4.5.1. B*(U,F) C Z™(U,F)

DEFINICION 4.5.5. Se define un complejo de cocadenas como una sucesion de

homomorfismos
8 0 6
0 — C'U,F) — C'U,F) — C?*(U,F) — ...

La composicion de dos homomorfismos segquidos es cero.



86 4. HACES

4.6. Cohomologia respecto a un recubrimiento

DEFINICION 4.6.1. El n_ésimo grupo de cohomologia de F con respecto a un

recubrimiento abierto U se define como

NoTA. Aunque H" suele reservarse para la cohomologia singular y ser mds fre-
cuente usar H™ para el concepto aqui expuesto no empleamos esta notacion por
la dificultad tipogrifica. Ademds ambas cohomologias son isomorfas para los “CW

complex”

PROPOSICION 4.6.1. Para cualquier recubrimiento abierto U de X el grupo de

cohomologia HY(U,F) es isomorfo al grupo de las secciones globales F(X)

DEMOSTRACION. Como B°(U, F) = 0 tenemos H°(U, F) = Z°(U, F) el grupo
de los 0_cociclos . Definimos un homorfismo « : F(X) — C°(U,F) a(f) =
(1), (f))- Entonces g;; = d(a(f)) = (f; — fi) = 0 pues f; = f

el mismo valor f|y,nv; en U; NU;

v;» fj = flu; y toman

Luego en realidad el homomorfismo es o : F(X) — Z°(U, F)
Es inyectivo y suprayectivo porque F es un haz y la definicion 4.1.3 O

PROPOSICION 4.6.2. Sea ¢ : F — G un homomorfismo de haces. Inducird homo-

morfismos ¢. : H"(U, F) — H™(U,G) entre los grupos de cohomologia

DEMOSTRACION. Consecuencia directa de la proposicion 4.5.1 dado que ¢y

lleva cociclos a cociclos y cofronteras a cofronteras. O

4.6.1. Refinamientos.

DEFINICION 4.6.2. Sea U = {U,;}ic1 un recubrimiento abierto de X, un recubri-

miento abierto V = {V;},;ey de X se dice que es un refinamiento de U y se denota

UZV, cuandoVV; €V 3U; €U V; CU;. Es decir cuando existe una aplicacion
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T:J =1 tal queVj € J V; C U,y dicha aplicacion se denomina aplicacion de

refinamiento (y en general no serd inica)

LEMA 4.6.1. Dados dos recubrimientos abiertos U = {U;},V = {V;} de X ewiste

un refinamiento comin

DEMOSTRACION. Basta considerar los abiertos W;; = U; N'V; , unas aplicacio-

nes de refinamiento seran 7(ij) =4 y p(ij) = j respectivamente. O

El concepto de refinamiento introduce una relacion de preorden =< en los recubri-

mientos abiertos de X.

Supongamos que V es un refinamiento de . Una aplicacion de refinamiento 7,

induce un homomorfismo

~ n ~ Ur(io)-..m(in
7:C (u’]:> = C (Vv}-) T((fio~~-in)) = (gjomjn) 9jo...jn = Pv, ool )fT(jO)---T(jn)

Jo---in
La aplicacién 7 lleva cociclos a cociclos y cofronteras a cofronteras. Por tanto induce
homomorfismos entre los grupos de homologia para cada n

H(r): H*(U,F) — H"(V,F)

LEMA 4.6.2. El homomorfismo 7, es independiente de la aplicacion de refinamiento

7 y depende sdlo de los recubrimientos U,V

DEMOSTRACION. Sean 7,7’ dos aplicaciones de refinamiento para el U < V
. Tenemos que demostrar que H(7) = H(7') para n = 0 es consecuencia de la

proposiciéon 4.6.1

Dada una clase de cohomologia h € H™(U,F) con un n_cociclo representan-

te (fio...i,) entonces H(7)(h) estd representado por el n_cociclo (fr(jo)..r(jn)) ¥

H(7')(h) por (fr(jo)...v ()

Tenemos que demostrar que la diferencia (f'r(jo)‘..‘r(jn) _fT’(jo)...'r’(jn)) es una cofrontera.
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n—1
Basta considerar hy,. ;, , = Z(_]‘)kf"'(lo)-u’r(lk)T,(lk)---"'/(ln—l) y se comprueba que
k=0

6((hig..dn1)) = (Frjo)orGn) = FrGo)or (i)

Como consecuencia de este lema denotaremos por H{j’ a los homomorfismos entre

H"U,F) — H™"(V, F) sin especificar la aplicacion de refinamiento.
Sid <V < W tenemos que H)% = H‘Z’}H“,}V
LEMA 4.6.3. Para n = 1, El homomorfismo HY : H*(U,F) — H'(V,F) es

inyectivo

DEMOSTRACION. Basta demostrar que el nucleo K%j{ del homomorfismo es el

grupo trivial o sea que cada cociclo (f;;) € Z'(U, F) N KY es una cofrontera

Sea 7 una aplicacion de refinamiento f;(;),(;) = gi —g; en V;NV; , tenemos que ver

que el transformado pertenezca a B'(V,F) imagen por ¢ de un (h;) h; € F(V;)

En UpNV;NV; tenemos g; — g5 = fru)r(5) = frayk + forG) = frer) — frr@) » Puesto

que(fi;) esun 1_cociclo y se aplica el lema 4.5.1 , y por tanto g;+ fi-(i) = 95+ fer())

Si definimos hx; = —(g; + frr(:)) en Ux N'V; tenemos que hy; y hg; coinciden en
U NV; NV y aplicando 2 de la definicion 4.1.3 a la familia de abiertos {U, NV},

recubrimiento de Uy vemos que existe hy € F(Uy) tal que ngmVi hi = hy;

Pero entonces en U; N U; NV,

Jig = fir(e) + fre)j = firte) + 96 — Fir(e) — 96 = hj — By

Como esto es valido para todo k aplicando la definicion 4.1.3 vemos que es valido

en U; NU; y (fi;) es cofrontera con respecto a U (]
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4.7. Los grupos de cohomologia de Cech

Considerando los recubrimientos abiertos de X con los refinamientos < constituyen

un sistema dirigido.

DEFINICION 4.7.1. Se denomina q_ ésimo grupo de homologia de Cech del haz F

sobre un espacio topoldgico X al limite directo
HYX,F)=1lmHIU,F)
—u

Es decir HI(X,F) = HHq(L{,f)/ ~ siendo ~ la relacién de equivalencia en
u
HH (U, F) para todos los U recubrimientos abiertos de X de forma que ¢ €

u
HYU,F) y v € H(V,F) son equivalentes si existe Y <W y V <X W tal que

) (€) = Hyy(v).

La suma en HY(X,F) se define del modo siguiente: Sean z,y € H(X,F) con
representantes £ € HY(U,F) y v € H1(V, F) respectivamente. Sea VW un refina-
miento comiin de U, V entonces x +y es la clase de equivalencia de HY,(¢)+ H), (v),

facilmente se comprueba que con esta operacion H9(X, F) es un grupo abeliano.
PROPOSICION 4.7.1. H°(X,F) es isomorfo al grupo F(X)
DEMOSTRACION. Es consecuencia directa de la definicién y la proposiciéon 4.6.1
O

PROPOSICION 4.7.2. Sea U un recubrimiento abierto de X . El homomorfismo

canonico

H' U, F) = HY(X,F)

es nyectivo

DEMOSTRACION. Es consecuencia directa de la definiciéon y del lema 4.6.3 [

COROLARIO 4.7.1. HY(X,F) =0 si y solo si H(U, F) = 0 para cualquier recu-

brimiento abierto U de X
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—

NoOTA. A veces representaremos los elementos de H* (X, F) por [(fi;)]™ indicando

que es el limite inductivo de los [(fi;)] para recubrimientos U de X

4.7.1. Recubrimientos de Leray.
La definicion de los grupos de cohomologia de Cech es bastante ineficaz con vistas
a calcularlos. Afortunadamente existe un tipo especial de recubrimiento abierto que

produce los mismos grupos.

Nos limitaremos a analizar el caso de H'(X,F) por ser el mas interesante para

nuestros propositos

TEOREMA 4.7.1. (Leray) Sea F un haz sobre un espacio topoldgico X y U =

{U:}ier un recubrimiento abierto de X tal que Vi € I HY(U;,F) = 0 entonces

HY (X, F) es isomorfo a H' (U, F)

DEMOSTRACION. Basta demostrar que para cualquier refinamientold <V V=

{V;},jes el homomorfismo HY : H' (U, F) — H'(V,F) es un isomorfismo.
Por el lema 4.6.3 es inyectivo.

Sea 7 : J — I una aplicacién de refinamiento, para probar que es suprayectivo dado
un cociclo (gag) € Z*(V, F) tenemos que encontrar un cociclo (fi;) € Z' (U, F) tal

que fr(a)r(8) — 9ap = hg — hq siendo hy € F(V,) y hg € F(Vp)

La familia {U; NV, }a4cs €s un recubrimiento abierto de U; que denotaremos U; NV
por la hipétesis y el corolario 4.7.1 HY(U; NV, F) = 0 y existe l;, € F(U; NV;) tal
que

Gap = lia _liﬁ en U; NV, ﬂVﬁ

y analogamente

Jag =lja —lip en U;NV,NVg
En U;NU; NV, N Vg tendremos liq —lig = ljo — g y por tanto I3 —lig = ljo — lia
y por la definicién 4.1.3 existiran f;; € F(U; NU;) tales que fij = ljo — lia en
unU;nNv, .

(fi;) cumple el lema 4.5.1 luego (fi;) € Z*(U,F).
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Ademés como hg = lr(a),0€ F(Va) (pues Vo C Uy(y)) tendremos en Vo, N V3

frr ) — 9a8 = (lr(g)a = lr(@)a) = Urg)a — lr(g)s) = lr(e)8 — lr(a)a = hp — ha

4.7.2. Homomorfismo entre grupos de cohomologia.

Consideremos un espacio topoldgico X, un subconjunto abierto Y C X y un haz
F de grupos abelianos en X. Dado un recubrimiento abierto {U;};cs tenemos que
UNY = {U; NY}ier es un recubrimiento abierto de Y y los homomorfismos de
restriccion pgzﬂy dan lugar a una aplicacién entre cociclos Z9(U, F) — Z1(UNY, F)
y entre cofronteras BY(U, F) — BY(UNY,F) y por tanto induce un homomorfismo
HYU,F) — HI(UNY,F)

Considerando lo anterior para todos los recubrimientos ¢ tendremos un homomorfismo
Ay = HY(X,F) — HY(Y, F)

PROPOSICION 4.7.3. Con la notacion anterior si tenemos abiertos Y, W tales que
Y Cc W C X tenemos

AX = AW AY

DEMOSTRACION. Es consecuencia directa de la propiedad equivalente de los

homomorfismos pY, O

Vamos a ver ahora que un homomorfismo entre haces induce homomorfismos entre

sus grupos de cohomologia.

PROPOSICION 4.7.4. Un homomorfismo « : F — G de haces sobre un espacio

topoldgico X induce homomorfismos o™ : H"(X, F) — H"(X,G)

DEMOSTRACION. Dado un recubrimiento abierto cualquiera ¢/ de X podemos

definir o™ : H*(U, F) — H"(U,G) por

" ((fir..in)) = (@uin..ov, (fis.in)
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Es trivial comprobar que el homomorfismo transforma cociclos en cociclos y cofron-

teras en cofronteras O

NoOTA. En el caso inc : F — G (inclusién de un subhaz) el homomorfismo inct

en general no es una inyeccion. Denotaremos como iH a dicho homomorfismo para
evitar confusiones. Si [(f;;)] € H'(X,F) tendremos iH ([(fi;)]) = [(fi;)] el mismo

representante de clase pero la clase de equivalencia es, en general, distinta.

4.8. El homomorfismo de conexién

B
Supongamos que 0 y — g H 0 es una sucesién exacta

de haces en un espacio topologico X. Vamos a definir un homomorfismo denominado

homomorfismo de conexion
A:HY X, H) =2 H(X) — H(X,F)

Para ello consideremos h € H(X) como 3 es suprayectiva Vp € X existen un abierto

Up y un elemento g,€ G(Up) tales que hly, = (gp)-

La familia U = {U,},ex es un recubrimiento abierto de X. Definamos l,, = g4 —
gp € G(U, NU,) asi (l,4) es un cociclo de G y vy B(l,q) =0 (es h — h). Debido a la

exactitud y al corolario 4.4.1 existiran f,,, € F(U,NU,) tales que ay,nu, (fpq) = lpq-

En U,NU,NU, se tiene OéUpﬁUqﬂUr(qu + for — fpr) =09¢—9p+9r—9¢—9r+t3gp, =0
Yy como ay,nu,nu, s inyectivo por el lema 4.3.2 tenemos que (fpq) € Z'(U, F) (es
un cociclo), que serd por tanto el representante de un elemento de H'(X,F) que

definiremos como A(h) .
Por la forma de definirlo se ve que es un homomorfismo.

LEMA 4.8.1. La construccion de A(h) es independiente de U y de las preimdgenes

9p

DEMOSTRACION. Fijemos U y vamos a demostrar la independencia de las

preiméagenes.



4.8. EL HOMOMORFISMO DE CONEXION 93

Supongamos que existan ( para cada p ) g,, 9, € G(U,) tales que 5(g,) = B(g,) =
hly

p

Sean lyq = g4 — 9p ¥ Ly = gy — 9, y los correspondientes fyq, f,,€ F(Up N Uy)
definimos k, = g, — g,, € G(U,) como B(k,) = 0 existira (debido al corolario 4.4.1)

Jp € F(Up) tal que ay, (jp) = kp

Tendremos que ay,nv, (Jg — Jp) = kg — kp = lpg — Ly = avpnv, (fpg — fpg) ¥ cOmo

es inyectiva tenemos

qu - fg/)q =Jq—Jp (qu) = (f;/)q) + d((.ip))

y ambos representan el mismo elemento de H!(X, F)

Para ver la independencia del recubrimiento podemos suponer que V < U (si no se
considera un refinamiento comtn) y sean g, € G(U,) preimagenes de h|y, y T una

aplicacion de refinamiento.

En V; definimos gfl = gr(g)|lv, ¥ obtenemos preimégenes de h en los V;; . Acabamos
de demostrar que podemos usar los g; para calcular A(h) a través de V ( como

podriamos usar cualquier otro conjunto de preiméagenes de h en V)

Como 7((gp)) = (g,) tenemos que su imagen por el homomorfismo canénico en

H(X,F) sera la misma O

PROPOSICION 4.8.1. Sea ¢ : F — G un epimorfismo de haces existe un homomor-

fismo de conexion

A:HY(X,G) = H(X,K)

Siendo K el nicleo de ¢

DEMOSTRACION. Consecuencia directa de lo anterior y de la proposicion 4.4.1

O

Este homomorfismo de conexién da un criterio para saber cuando una seccion global

g € G(X) es la imagen de una secciéon global de F por ¢
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TEOREMA 4.8.1. Sea ¢ : F — G un epimorfismo de haces y g € G(X) una seccion

global de G Euiste una seccion global s € F tal que ¢(s) = g si y sélo si ANg =10

DEMOSTRACION. Supongamos que ¢(s) = g Entonces en la construccion del
homomorfismo de conexién podemos escoger Vp € X, U, = X, f, = s y tendriamos

VD, ¢ hpg = 0 que inducen el elemento cero en la cohomologia.

Reciprocamente supongamos A(g) = 0 entonces por el corolario 4.7.1para el recu-
brimiento U tenemos que (hpq) es una cofrontera, es decir hyq = kq — k,, para cierta

(kp) cocadena de K . Sea s, = f, — k;, (siendo f, preimagen de g en U, )

En U, N U, tenemos
sp—Sq=Jfp —hkp— (fg—kq) =kqg —kp— (fg— fp) =kqg = kp —hpg =0
entonces por la definicion 4.1.3 existe s € F(X) tal que s|y, = s, y como
9lv, = ¢(fp) = ¢(sp + kp) = d(sp) = ¢(s|v,,)

y otra vez por la definicion 4.1.3 tenemos demostrado el teorema. (]

COROLARIO 4.8.1. Sea ¢ : F — G sea un homomorfismo de haces suprayectivo
cuyo niicleo es el haz K. Si HY (X, K) = 0 la correspondencia entre secciones globales

ox  F(X) = G(X) es suprayectiva.

OBSERVACION. FEl teorema 4.8.1 puede expresarse diciendo que la sucesion
bx A
F(X) — G(X) — HY(X,K)

es exacta

4.8.1. La sucesion larga exacta de cohomologia.
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o B
TEOREMA 4.82. Si 0 F g H 0 es una sucesion

exacta de haces. Entonces la siguiente sucesion larga de grupos abelianos es exacta

ax Bx

DEMOSTRACION. La exactitud del tramo 0 —— F(X) —— G(X) —— H

es consecuencia directa del corolario 4.4.1.

Vamos a ver que I'mag(8x) C Kern(A) para ello supongamos g € G(X) para
definir A(8x(g)) se pueden escoger como g, los elementos g|y, pero entonces las

preimégenes por ax de g, — g, serdn nulas y por tanto A(8x(g)) =0

Veamos ahora que Kern(A) C Imag(Bx) . Sea (fpq) € Z'(U,F) un cociclo re-
presentante de A(h) ( h € H(X) ) tal que Ah = 0 existird (t,) € C°(U,F) tal
que fpq =ty —tp, en U, N U, . Consideremos los g, utilizados para definir A(h) y

definamos g, = g, — o, (tp) . En Uy N Uq se tendrd

9p—09q = Ip—QU,NU, (tp)_9q+04UpﬁUq (ty) = Ip—Y9q—QU,NU, (tg—tp) = 9p—Y9q—QU,NU, (fpg) =0

Por la definicion 4.1.3 existira g € G(X) tal que g|y, = g, y en cada U, se tiene
Bx(@)vr = Bu,(9p) = Bu,(9p — v, (tp)) = Bu,(9p) = hlu,
y otra vez por 4.1.3 tenemos Bx(g) = h .

Que Imag(A) C Kern(a') se sigue de la construccion de (f,,) en el homomorfismo
de conexion pues ay,nu, (fpg) = 9q — 9gp ¥ al representante (fp,) de cada A(h) se

le hace corresponder por ay,ny, un elemento de Bl(X ,G) .

Vamos con Kern(a') C Imag(A) . Sea (fpq) € Z'(U,F) un cociclo representante

de un elemento £ €Kern(a') . Como ol (£) = 0 existe (g,) € C°(U,G) tal que
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av,nv, (fpg) = 9¢ — gp en U, NU, tendremos

0 = Bu,nu, (qw,nu, (fpq)) = Bu,(9¢) — Bu,(gp) en U, NU,

y por la definicion 4.1.3 existe he H(X) tal que h|v, = Bu,(gp) ademas tendremos

por la construccion realizada que A(h) = ¢

Para ver que Imag(al) C Kern(B8') se considera que la sucesion

au,NU, Bupnu,
pNUq p q'H

}—(Umeq) - g(Umeq) - (Umeq)

es exacta por el corolario 4.4.1y dado cualquier cociclo (fp,) representante de & €

H'(X,F) tendremos que Bu,nv, (av,nv, (fpg)) = 0y por tanto at(§) € Kern(BY)
Queda probar que Kern(3') C Imag(a?)

Sea & una clase en Kern(3') representada por un cociclo (g,,) respecto a un re-
cubrimineto . Como $*(¢) = 0 tenemos que el cociclo (Bu,nu, (9pq)) representa a

cero en H'(X,H) es decir es una cofrontera y hay una cocadena (h,) con respecto

a U tal que Bu,nu, (9pg) = hg =y

Refinando U si fuera necesario como S es un epimorfismo de haces podemos suponer

que existen ¢, tales que h, = fy, (t,) siendo t, € G(U,)

Sea lpg = gpg — tq + 1, € G(Up, NU,) tendremos que (I,) también representa a & y

que Bu,nv, (lpg) = hg —hp —hg+hy =0

Como la sucesion

aU,nU, Bupnug
0 ——= F(Up,NU;) —= G(U,NU,) — HU,NT,)
es exacta por el corolario 4.4.1 tendremos que existe (f,q) siendo f,q € F(U, NU,)
tal que ay,nu, (fpq) = lpq ¥ la clase n € H' (X, F) a la que representa ( fpq) seré tal

que o' () = ¢ U
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COROLARIO 4.8.2. Sea ¢ : F — G sea un homomorfismo de haces suprayectivo

cuyo nicleo es el haz IC. La sucesion

0 — > K(X) "o Fx) 2 gix) 2

1

i ¢
2 (X, K) - BHY(X,F) ——~ H'(X,G)

es exacta

DEMOSTRACION. Es una simple aplicacién del teorema anterior considerando

la proposicion 4.4.1. O

o B
TEOREMA 4.8.3. Sea 0 F g H 0 wuna sucesion exac-

ta de haces en un espacio topoldgico X tal que H'(X,G) = 0. Entonces
H'(X,F) = H(X)/Bx(G(X))

DEMOSTRACION. Aplicando el corolario anterior a este caso

0 — > F(X) - g(x) 2% 1(X) —> HI(X,F) —= 0

y por el primer teorema de isomorfia de grupos (ver [BujalTG|) tenemos el resul-

tado. O

Estos resultados se pueden generalizar para el caso que X sea paracompacto (las
superficies de Riemann lo son) y obtenemos el siguiente teorema que no demostra-

remos

a B
TEOREMA 4.8.4. Sea X un espacio paracompacto, y 0 F g H 0

una sucesion exacta de haces. Yn > 0 existe un homomorfismo de conexion A :
H"(X,H) — H""Y(X,F) tal que la siguiente sucesion de grupos de cohomologia

es exacta

— H"(X,9) — H"(X,H) = H™ Y (X, F) —= H""N(X,G) —= H""Y(X,H)
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Capitulo 5

Superficies de Riemann

5.1. Superficies de Riemann

DEFINICION 5.1.1. Una superficie de Riemann es una variedad analitica conexa

de dimension compleja uno.

NoTA. En la definicion de variedad analitica suele exigirse que la variedad X
tenga una base de abiertos numerable. La razon de esta exigencia es asequrar que
X sea un espacio paracompacto. Sin embargo en la mayoria de los textos sobre
superficies de Riemann no se considera esta exigencia dado que existe un teorema
de Radd que asegura que una superficie de Riemann (definida sin exigir topologia
numerable) siempre tiene topologia numerable (en el caso de compactas es evidente).

La demostracion de este teorema puede verse en [ForRS].

Como las funciones de transicion ¢.1p~! entre cartas (U, ¢), (V, ) han de ser anali-
ticas sus derivadas deben cumplir las condiciones de Cauchy Riemann y por tanto
su Jacobiano es mayor que cero, esto implica que las cartas compatibles definen de

forma natural una orientacion en la variedad (y sus conjugadas la otra). Por tanto

todas las superficies de Riemann son orientables.

OBSERVACION. Aunque por la definicion lo normal seria comenzar con un con-
Junto con una topologia y definir una estructura compleja, en muchos casos no es
ese el camino sequido para definir una superficie de Riemann. Una forma habitual

es sequir los siguientes pasos:

1. Se parte de un conjunto X

2. Se determina un recubrimiento numerable {U,} de X

101
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3. Se determina, para cada «, una biyeccion ¢, : U, — V, siendo V, un
abierto de C
4. Se comprueba que Vo, 8 ¢o(Uy N Up) es un abierto de V,
5. Se define una topologia en X declarando:
» U C U, abierto si y solo si ¢(U) abierto en V,
= A abierto si y so6lo si Vaa AN U, abierto en U,
6. Las funciones ¢, seran las cartas de la superficie. Se comprueba que son
compatibles

7. Se comprueba que X con la topologia definida es Hausdorff y conexo.

5.1.1. Ejemplos de Superficies de Riemann.

EJEMPLO 5.1.1. La esfera de Riemann

Consideremos la esfera S = {(&, p,v) € R3 : €24+ p%+v? = 1} La proyeccion estereo-

grdfica desde el polo norte w: S ~ (0,0,1) — C definida por (&, p,v) :% +iL

—v 1—v

2 x2+y2—1

es un homeomorfismo cuyo inverso viene dado por w1 (x+iy) = (1+fgw+y2 TTatr® 0 TTab Ty
Andlogamente la proyeccion estereogrdfica desde el polo sur o : S ~ (0,0,—1) — C

__¢ s : -1 ; _ 2x —2y 1—z2—y?
es o(&, 1, v) =135 — ithy con inversa 0~ (z + 1Y) = (75357 » 729497 » TTa7107)

1

Para los puntos de S ~ {(0,0,1),(0,0,—1)} tenemos que o.7~*(z+iy) = w@:_zny o de
otra forma o.w~(z) = 1 . Por tanto las cartas (S ~ (0,0,1),7) y (S ~ (0,0,-1),0)

son compatibles un y forman un atlas.

También podemos considerar la compactificacion de Alexandroff del espacio local-
mente compacto C que denotaremos C= CuU{co} y establecer una corresponden-
cia biyectiva m : S — C extendiendo la proyeccion desde el polo norte mediante
7((0,0,1)) = oo . Se demuestra facilmente que dicha aplicacion es un homeomor-
fismo, pudiendo asignar las siguientes cartas a C: (C,p(2)=2) y (@ ~ {0} ¥(z) =
%,7,/}(00) = 0) que son compatibles y forman un atlas. Esencialmente es la misma
superficie que la anterior.

LEl cambio de signo de la y es para mantener la orientacién del plano complejo cuando se “mira”
desde el polo sur
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EJEMPLO 5.1.2. La recta proyectiva

Consideremos el espacio proyectivo P1(C). Las coordenadas homogéneas serdn [v, w)
podemos considerar los conjuntos Uy = {[v,w] € PY(C) : v # 0} y Uy = {[v,w] €
v

PY(C) : w # 0} y las funciones oo = 2 y p1 = 2 . Claramente (U, o) (U1, 1)

w

son cartas compatibles y forman un atlas. Se tiene g ' (2) = [1,2] y p1(pp ' (2)) = 2

Como este atlas es idéntico al del caso anterior vemos que la linea proyectiva es
idéntica, como superficie de Riemann, a la esfera de Riemann. Posteriormente

formalizaremos este resultado.

EJEMPLO 5.1.3. Toro complejo

w1

oL no sea un numero real. Se define una

Sean wi,ws numeros complejos tales que
red como:

L = {mwy + nwy : m,n € Z}

L es un subgrupo aditivo de C (abeliano luego L normal) y podemos considerar
X = C/L . Si consideramos la proyeccion m : C — X podemos imponer a X la
topologia cociente, es decir la topologia mds fina de X que hace m continua (U es
abierto en X si y solo si 7= 1(U) es abierto en C). Como 7 continua y C conezo

tendremos que X conezxo.

w es una aplicacion abierta, pues dado V C C abierto
-1
Tt @(V) = J(V+w)
weL
y como los trasladados de abiertos son abiertos el conjunto es union de abiertos

luego abierto.

Si consideramos P, = {z + Aw1 + pws = A\, pu € [0,1]} tenemos que cada punto de
C es congruente mdédulo L con un punto de P, luego w(P,) = X . Como P, es

compacto también lo es X.
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Si0 < € < ||lw1] — |wz|| entonces Vz € C el disco D, = D(z,€) contiene a lo sumo
un elemento de L. La restriccion w|p, : D, — w(D,) es un homeomorfismo de D,

en w(D,).

V(2 + L) € X Definimos las cartas (U, = D,,¢, = (n|p,)~') , tenemos que
comprobar que son compatibles: Dados z1,zy sea U = w(D,,) N7w(D,,) si U es
vacio no hay nada que demostrar, si no lo es tenemos que ver que t : ¢1(U) —
$2(U)  t(2) = ¢2(61"(2)) = ¢a(n(2)) es holomorfa en ¢1(U). Como 7(t(z)) =
7w(¢o(n(2))) = w(z) tenemos que Vz € $1(U) t(z) = z + w(z) w(z) € L como t
es continua (composicion de aplicaciones continuas) también w(z) y como U es
conezo también w(U) pero L es un conjunto discreto asi que w(U) se reduce a un

s6lo punto de L luego t(z) = z + wg y por tanto es holomorfa.

Hemos demostrado que X es un tipo de superficie de Riemann compacta que se

conoce como toro complejo.

5.2. Funciones en Superficies de Riemann

5.2.1. Funciones holomorfas y meromorfas.
Sea X una superficie de Riemann , p € X y f: W — C una funcién definida en

un entorno W de p

DEFINICION 5.2.1. Se dice que f: W — C es holomorfa en p si existe una carta
¢:U—VpeU ta que f.¢~1 es holomorfa en ¢(p). Cuando es holomorfa¥q € W

se dice holomorfa en W

PROPOSICION 5.2.1. Con la notacion anterior tenemos

= f es holomorfa en p si y sélo si para cada carta ¢ : U — V f.o~! es
holomorfa en p

= f es holomorfa en W si y sélo si existe un conjunto de cartas {U;, ¢;} W C
UU; tales que f.¢; ' es holomorfa en ¢;(W NU;) Vi

= Si f es holomorfa en p lo es en un entorno de p
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La demostracion es inmediata partiendo de que ¢i.¢;1 es holomorfa en ¢;(U; NU;)

y de la teoria de funciones de variable compleja.

Denotaremos por O(W) al conjunto de funciones holomorfas en W . Se comprueba

facilmente que es una C algebra

DEFINICION 5.2.2. Sea f holomorfa en un abierto W ~ {p} siendop € W. Se dice
que f tiene una singularidad evitable en p si eziste una carta (U, ¢) tal que f.¢~!
tiene una singularidad evitable en ¢(p). Andlogamente para polos y singularidades
esenciales.

Es equivalente exigir lo anterior para cualquier carta dado que d)i.qi)j_l tiene que ser

holomorfa en ¢;(U; N U;).

DEFINICION 5.2.3. Se dice que f es meromorfa en p € X cuando es holomorfa, o

tiene una singularidad evitable, o tiene un polo enp , f es meromorfa en un abierto

W cuando lo es Vg € W

Denotaremos por M(W) al conjunto de funciones meromorfas en W.

Como dada cualquier carta (U,¢) p € U f.¢~! es meromorfa, tendra un desarrollo

en serie de Laurent en un disco punteado de p. Luego tendremos

Aunque el valor de los coeficientes dependera de la carta, no as? el valor k (indice
del menor coeficiente distinto de cero) a este valor se le denomina orden de f en p

y se denota ord,(f)

LEMA 5.2.1. El valor k no depende de la carta elegida.

DEMOSTRACION. Consideremos las cartas (U, ¢1) (Ua,¢2) p € Uy NUs , si
denotamos z = ¢1(q) w = ¢2(q) en un entorno de p y zo = ¢1(p) wo = ¢2(p) La
funcion T' = ¢1.¢5 ! es holomorfa en un entorno de p y tendra un desarrollo en serie

de Taylor

oo

z =29+ Zan(w —wp)"

n=1
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Como T es invertible (transicion entre cartas) Existira S (inversa) tal que S.T = id
y derivando (son holomorfas) S'(T'(w))T'(w) = 1 y asi T'(w) no puede ser cero y

por tanto tendremos ay # 0

Para obtener el desarrollo en serie de Laurent de f.¢5 L a partir del de f.(bl_l com-

ponemos (f.¢;').(61.05 ") .Obteniendo

oo oo

Zci(zo + Z an(w —wo)"™ — 20)" = Zci(z an(w —wo)™)"

i=k n=1 i=k n=1

Como a; # 0 es evidente que el indice del coeficiente de menor indice seré k O

De la definicién de funciéon compleja meromorfa se tiene

» f es holomorfa en p si y sélo si ord,(f) > 0 .Si ord,(f) =k > 0 f tiene en
p un cero de orden k
= f tiene en p un polo de orden k siy solo si ord,(f) = —kk >0

= Cuando f no es cero ni polo en p tenemos ord,(f) =0

PROPOSICION 5.2.2. Sean f,g meromorfas en p se tiene

w ord,(fg) = ordy(f) + ord,(g)
= ordy(f/g) = ordy(f) — ordy(g)
» ord,(f+g) = min(ordy,(f),ord,(g))

La demostracion es trivial.

Una funcion de variable compleja es C* en 2y cuando considerada como funcion de

Uc R* — R? p € U es infinitamente diferenciable

ea:p(—‘z‘l_l) |z| > 1

EJEMPLO. La funcion f(z) = es C*° pero no analitica

0 2] <1

(holomorfa) en z =1

DEFINICION 5.2.4. Se dice que f: W — C es C* en p cuando existe una carta

¢:U—VpeU ta que f.¢~! es C* en ¢(p).
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Como en las ocasiones anteriores si se cumple para una carta se cumple para todas

las compatibles.

5.2.2. Teoremas heredados.
Por la forma de definir las funciones holomorfas y meromorfas en superficies de
Riemann hay una serie de propiedades que se deducen directamente de la teoria de

funciones de variable compleja. Los resumimos:

TEOREMA 5.2.1. (Ceros y Polos discretos) Sea f una funcion meromorfa definida
en un abierto conexo W C X (X superficie de Riemann). Si f no es identicamente
nula el conjunto de ceros y polos es discreto en W (cada polo o cero tiene un entorno

en W en el que no hay otros ceros y/o polos )

COROLARIO 5.2.1. Sea f una funcion meromorfa definida en X superficie de

Riemann compacta. Entonces f tiene un nimero finito de ceros y polos.

TEOREMA 5.2.2. (Identidad) Sean f,g dos funciones meromorfas definidas en un
abierto conexo W C X .5i f = g en un conjunto S C W que tiene un punto limite

en W, entonces f =g en W

TEOREMA 5.2.3. (Weirstrass) Sea {f,} una sucesion de funciones holomorfas en
W C X abierto. Si {fn} converge uniformemente hacia una funcion f en cada

compacto K C W entonces f es holomorfa en W

TEOREMA 5.2.4. (Médulo méaximo) Sea f holomorfa en un abierto conexo W C

X. Si existe p € W tal que Yz € W |f(p)| > |f(x)| entonces f es constante en W.

COROLARIO 5.2.2. Si f es holomorfa en una superficie de Riemann compacta X .

Entonces f es constante en X

DEMOSTRACION. Como f continua y X compacta f ha de alcanzar un maximo

en X O
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TEOREMA 5.2.5. (Mddulo mdzimo para armdnicas) Sea f armdnica en un abierto
conexo W C X. Si existe p € W tal que YV € W |f(p)| > |f(z)| entonces f es

constante en W (Si X compacta las funciones arménicas en X son constantes)

5.2.3. Ejemplos de funciones meromorfas.

5.2.3.1. Esfera de Riemann C.
Sea f meromorfa en C = C U {oco} como es compacta hay un nimero finito de
polos y ceros. Sea {¥;} el conjunto de polos y ceros en C, denotamos e; = ordy, (f)

y consideramos la funcién racional

con los mismos polos y ceros y los mismos érdenes que f en el plano finito. Entonces

g(z) = {23 es meromorfa y no tiene ni polos ni ceros en C tendra por tanto un

oo

desarrollo, valido en todo C, de Mac Laurin g(z) = chz” Como g es meromorfa
0
en z = oo y considerando la carta w = % y aplicando lo anterior a un entorno

o0
punteado de co tendremos g(w) = chw_” que seré el desarrollo de Laurent y no
0

puede tener infinitos términos. Por tanto g(z) es un polinomio.

Si g(z) no es constante tiene un cero para z = 0 lo que es una contradiccion. Asi es

constante y f es una funcion racional.

Hemos demostrado lo siguiente

PROPOSICION 5.2.3. Las funciones meromorfas en la esfera de Riemann son fun-

ciones racionales.

Consideremos una funcion racional f(z) = Z 8 siendo p(z),¢q(z) polinomios des-

componiéndolos en factores tendremos f(z) = cH(z — ;)% donde e; € Z 'y 9, son

nimeros complejos distintos.
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Tendremos ordy,(f) = e; y ademas ordo(f) = grado(q) — grado(p) = —>_ e; y por

tanto

Z ord,(f) =0

zeX

5.2.8.2.  Toro complejo.
Las funciones meromorfas en un toro complejo determinado por lared L = {mw; +
nws : my,n € Z} coincidiran con las funciones meromorficas doblemente periddicas

en C. Es decir con las funciones elipticas

Dada L la funcién P de Weierstrass asociada se define como
P)=z"+ Y (z-w)?-w?)
weL—{0}
Se demuestra (ver [KirwCAC]|) que es una funcién meromorfa con periodos wy, ws

Su derivada sera P’(z) = —22(2 — w)~3. Una propiedad muy importante es que
weL

(P'(2))* = 4(P(2))* — g2P(2) — g3
Siendo g, = 60 Z w™ty g3 =140 Z w™o
weL—{0} weL—{0}

También se demuestra que la restriccion de P a C — L es holomorfa y suprayectiva

5.3. Aplicaciones entre Superficies de Riemann

NoTA. A partir de ahora cuando digamos que una funcion es holomorfa o me-
romorfa sin especificar el espacio destino supondremos que es C. Usaremos letras
minidsculas para estos casos y mayisculas para aplicaciones generales entre super-

ficies de Riemann

Sean X e Y superficies de Riemann

DEFINICION 5.3.1. Una aplicacion F : X — Y se denomina holomorfa en p
cuando existen cartas (U,¢) p € U y (V,) F(p) € V tales que la funcion . F.¢~1 :
d(U) = (V) es holomorfa en ¢(p). Si F estd definida en el abierto W C X y es
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holomorfa ¥p € W entonces de dice holomorfa en W (Cuando sea holomorfa en X

simplemente se dice que es holomorfa)

Como en casos anteriores es facil comprobar que si esta propiedad se cumple para

una carta se cumple para todas las cartas compatibles con ella.

También son sencillas de comprobar las siguientes propiedades

1. Si F' es holomorfa es continua y C*°

2.5 F: X =Y yG:Y — Z son holomorfas también loes G.F : X — Z

3. 51 F: X — Y holomorfa y g definida en un abierto W C Y holomor-
fa (meromorfa) .Entonces g.F : F~1(W) — C es una funcién holomorfa

(meromorfa)

DEFINICION 5.3.2. Se dice que una aplicacion holomorfa F : X — Y es un
biholomorfismo o isomorfismo cuando F es biyectiva y F~' holomorfa. En ese caso

se dice que X,Y son isomorfas.

En ejemplo 5.1.1 vimos que la Esfera de Riemann, C, y la recta proyectiva PL(C)

son isomorfas.
Consecuencia del teorema similar para funciones holomorfas es

TEOREMA 5.3.1. (Identidad) Sean F,G aplicaciones holomorfas F,G : X =Y si

F =G en un conjunto S con un punto limite en X entonces F' =G en X

Sea f una funcion meromorfa en X, le podemos asociar una aplicacion F' : X — C
definida por
f(®) Vpnopolo

F(p) =
00 S'ippolo

Es facil comprobar (considerando la carta en Cw= % y el desarrollo de Laurent)

que F' es holomorfa. Asi tenemos una correspondencia biyectiva entrre

Funciones meromorfas en X < Aplicaciones holomorfas X — C I




5.3. APLICACIONES ENTRE SUPERFICIES DE RIEMANN 111

5.3.1. Estructura local de las aplicaciones entre superficies de Rie-

manmn.

TEOREMA 5.3.2. Sean X,Y superficies de Riemann y F': X — Y wuna aplicacion

holomorfa en p € X no constante (denotaremos ¢ = F(p) ). Existe un nimero k y

cartas (U, ¢) p e U y (V,4) q € V tales que:

—_

- 9p)=0
Y(g) =0
FU)cV

w0

. F=y.F¢l: $(U) = (V) viene dada por ﬁ(z) =2k
Ademéas el nimero k verifica lo siguiente: Existen W C U entornodepy M C V

entorno de ¢ tales que Vw € M w # ¢ el conjunto F~!(w) N W tiene exactamente

k elementos, esto hace que k no dependa de las coordenadas locales elegidas.

DEMOSTRACION. Puesto que las translaciones son funciones holomorfas siem-

pre es posible encontrar cartas que cumplan 1 y 2
Ademsés como F' es continua en p reduciendo U , si fuera necesario, se cumple 3

Consideremos ahora cartas (Uy, ¢1) v (V, 1) que cumplan las condiciones 1,2,3. Por
definicion, la funcion t(z) = 1.F.¢7 ' (2) sera holomorfa en el origen su desarrollo
de Taylor sera

t(z) = Zcizk ¢, #0
i=k

Siendo k > 0 ( pues ¢(0) = 0 ), podremos poner t(z) = z*s(z) siendo s holomorfa

en el origen y ademas s(0) # 0 . Como para cualquier punto distinto del origen
existe un entorno con la raiz k-ésima definida y holomorfa existe Wy C ¢(U;) tal

que s(z) = (r(z))*¥ en W; y 7 holomorfa. Entonces

La funcién g(z) = zr(z) es holomorfa en Wi y biholomorfa entre un disco abier-

to centrado en el origen W C Wj y un entorno del origen contenido en (V) .
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Definimos
-1
U=¢; (W) ¢ =g.P

Entonces llamando w = g~ *(2) (luego z = wr(w) )
F(2) = . F.¢™(2) = $.F.o7 g7 (2) = t(w) = (wr(w))* = 2*

Como considerando la funcién de variable compleja zF en un disco punteado del

origen cada punto tiene k preimagenes se tiene la iltima parte. O

Este importante teorema tiene muchas consecuencias

TEOREMA 5.3.3. Sean X,Y superficies de Riemann F : X — Y holomorfa no

constante. Entonces es una aplicacion abierta

DEMOSTRACION. Sea U un entorno (no necesariamente abierto) de p. Entonces

por F(U) el teorema 5.3.2 es un entorno de F'(p) luego F' es abierta. O

COROLARIO 5.3.1. Sean X,Y superficies de Riemann F : X — Y holomorfa e

inyectiva. Entonces F es biholomorfa entre X — F(X)

TEOREMA 5.3.4. Sea X una superficie de Riemann compacta, F': X — Y holo-

morfa no constante. Entonces Y es compacta y F' suprayectiva.

DEMOSTRACION. Como F es abierta F(X) es abierto de Y como es continua
F(X) es compacto y al ser superficies de Riemann espacios de Hausdorff F(X) ha de
ser cerrado. Asi F'(X) es abierto cerrado en Y que por ser superficie de Riemann ha

de ser conexo, por tanto F(X) =Y. Ahora como F(X) compacto Y también. O

EJEMPLO. Hemos visto que un toro complejo X es compacto y que las funciones
elipticas se pueden considerar aplicaciones holomorfas de X — C . Por tanto cada

funcion eliptica toma todos los valores de C.

COROLARIO 5.3.2. Las unicas funciones holomorfas en una superficie de Riemann

compacta son las constantes.
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DEFINICION 5.3.3. Se define la multiplicidad de F : X — Y enp € X y se denota
mult,(F) como el entero k tal que existen coordenadas locales tales que F es de la

forma z — z* en un entorno de p.

Es interesante poder calcular la multiplicidad de una funcién dado cualquier sistema

de coordenadas locales. Para ello tenemos lo siguiente

PROPOSICION 5.3.1. Sean z,w coordenadas locales en las que F' se representa por
w = f(2) , tales que a p le corresponde la coordenadas zy y a F(p) le corresponde

o - Entonces

daf

mult,(F) =1+ ordzO(a)

Es decir la multiplicidad es el menor indice i del desarrollo
f(2) +Zczz—zo ¢ #0
i=k

DEMOSTRACION. Si consideramos z — zg y w — wo = f(z) — f(20) podrian ser
los sistemas de coordenadas locales “iniciales” de la demostracién del teorema 5.3.2,
entonces segun esa demostracion k es el menor indice del desarrollo f(z) — f(z9) =
oo oo
ZQ‘(Z —20)" ¢ #0 . Derivando tenemos 4 = Z i(z — 20)*"! y de la definicién
t;nemos ordp(%) =k-1. - O

PROPOSICION 5.3.2. Sea f una funcion meromorfa definida en la superficie de

Riemann X. Con holomorfa asociada F : X —C Tenemos

= Sip € X esun cero de f entonces mult,(F) = ordy(f)
= Sipé€ X esun polo de f entonces mult,(F) = —ord,(f)

= Sip € X no es polo ni cero de f entonces mult,(F) = ord,(f — f(p))

DEMOSTRACION. Supongamos que p no es un polo de f . Sea f(p) = wp en-
tonces existird un desarrollo en coordenadas locales (f — wg)( ch z—2)

tendremos por la proposicion anterior ord,(f — wg) = mult,(F)

Si p es un polo de f tal que ord,(f) = —k sera un cero de 7 7 tal que ord (%) =ky

si consideramos la carta ¢ = L en C tendremos que mult,(F) = ordp(?) O
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DEFINICION 5.3.4. Sea F : X — Y wuna aplicacion holomorfa no constante entre
superficies de Riemann. Se dice que p € X es un punto de ramificacion de F' cuando
mult,(F) > 1. Al punto F(p) imagen de uno de ramificacion se le denomina valor

critico.

TEOREMA 5.3.5. Sean X,Y superficies de Riemann. F' : X — Y holomorfa no
constante. El conjunto de puntos de ramificacion A = {p € X : mult,(F) > 1} es

cerrado y discreto en X.

DEMOSTRACION. Por el teorema 5.3.2 cada punto de ramificacion tiene un

entorno en que es unico. Asi el conjunto es discreto y cerrado. O

COROLARIO 5.3.3. Sea X wuna superficie de Riemann compacta F' : X — Y

holomorfa no constante. El conjunto de puntos de ramificacion es finito.

DEMOSTRACION. Por el teorema 5.3.5 el conjunto de dichos puntos seré cerrado
y como X compacta sera compacto. Ademaés por ser discreto existe un recubrimiento

de abiertos tal que cada uno sélo contiene un punto de ramificacion. O

TEOREMA 5.3.6. Sean X,Y superficies de Riemann y F': X — Y wuna aplicacion
holomorfa no constante. St mult,(F) = 1 existen entornos U de p y V de F(p)

tales que Fly es biholomorfa de U —V

DEMOSTRACION. Existen coordenadas locales donde la aplicacion es z — z en

un entorno del punto p. O

PROPOSICION 5.3.3. Sea F': X — Y wuna aplicacion holomorfa no constante entre

superficies de Riemann y g una funcion meromorfa en Y. Se tiene

ord,(g.F) = ordp @ (9)mult,(F)

DEMOSTRACION. Por la definicion 5.3.3 existe un sistema de coordenadas cen-

trado en p en el que F es z — zmults(F)
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Por otra parte existe un sistema de coordenadas centrado en F(p) en el que g es

w — g cxw” la composicion producira
k:o’r‘dp(m(g)
PN E Ck(zmultp(F))k _ E Cka'mu”p(F)
k=ordr(p)(g) k=ordr(p)(9)
y tenemos la proposicién O

5.3.2. Aplicaciones propias.

DEFINICION 5.3.5. Una aplicacion continua F : X — Y entre superficies de
Riemann se denomina propia si para cada conjunto compacto K C'Y se tiene que

F~Y(K) es compacto en X

OBSERVACION. Si X,Y son superficies de Riemann compactas como Y es Haus-

dorff K serd cerrado y lo mismo F~1(K) y como X compacto también F~*(K) .

Ast entre superficies de Riemann compactas las aplicaciones continuas son propias.

TEOREMA 5.3.7. Sea F' una aplicacion holomorfa no constante y propia entre

superficies de Riemann X,Y se tiene

1. F' es cerrada

2. F' es suprayectiva

3. Vg €Y F~1(q) es finito

4. Vg € Y y cada entorno U de F~1(q) existe un entorno abierto V de ¢ tal
que F-Y(V)cU

5. Si F es un homeomorfismo local (Vp € X existe U entorno de p tal que F|y
es un homeomorfismo) Vg€ Y existe un entorno abierto V' de ¢ tal que

FHv)=JU
il

Donde los U; son abiertos no vacios disjuntos dos a dos tales que las restric-

ciones F'|y, son homeomorfismos. Es decir F' es una aplicacién recubridora.




116 5. SUPERFICIES DE RIEMANN

DEMOSTRACION. 1) Sea G C X cerrado y ¢ un punto de adherencia de F(G).

Existira una sucesion {¢;} de F(G) convergente a ¢. El conjunto
K ={¢,:neN}uU{q}

Es un compacto de Y (Dado un recubrimiento de abiertos de K basta tomar un
abierto que contenga a ¢ y ya tenemos todo recubierto salvo un ntmero finito de

puntos). Por ser F propia F~1(K) es un compacto de X

Si consideramos puntos p, € G tales que F(p,) = ¢, tendremos que {p, : n €
N} € F7Y(K) luego debera existir una subsucesion convergente {p,, : i € N} a un
punto p € G (G cerrado por hipotésis) Ahora por la continuidad de F' tenemos que

q =lm F(p,) = F(lim p,) = F(p) luego q € F(G).

2) La aplicacion F' es también abierta por el teorema 5.3.3 luego F'(X) es abierto

cerrado no vacio en conexo Y.

3) F~1(q) sera un compacto de X, si fuera infinito tendria un punto limite (F~1(q)
se recubre con un nimero finito de cartas una de las cuales debera tener infinitos
puntos y su dominio es homeomorfo a C donde se cumple Heine Borel) Aplicando el
principio de identidad serfa igual a la funcion constante Vp € X F(p) = g contrario

a la hipotesis.

4) Sea U un entorno abierto de F~1(g) el complementario X —U es cerrado y como
F cerrada también A = F'(X — U) ademéas ¢ ¢ A llamando V =Y — A tenemos
F'V)=F Y Y-F(X-U))=X-F'F(X-U)ycomo X-U C F1F(X-U)

tenemos que F~1(V) C U.
5) Sea ¢ € Y como F~1(q) es finito y no vacio podemos poner F~1(q) = {p1,...,pn}

Como F' es homeomorfismo local existen para cada i entornos abiertos W; de p; y V;
de g tales que F|w, : W; — V; son homeomorfismos. Ademas por ser X Hausdorff

los W; se pueden tomar disjuntos dos a dos

n
El conjunto W = U W; es un entorno de F~1(q) y existirda V entorno abierto de ¢
i=1

tal que F~1(V) Cc W
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n
Reduciendo V, si fuera necesario, podemos suponer que V' C m V; v considerando
i=1
U; = F~Y(V) N W; los conjuntos U; son disjuntos dos a dos y los F

v, Ui = V;

son homeomorfismos. O

COROLARIO 5.3.4. El conjunto de valores criticos de una aplicacion holomorfa
propia F' : X — Y mno constante es discreto y cerrado en Y. Ademds si XY

compactas dicho conjunto es finito

DEMOSTRACION. Por el teorema 5.3.5 el conjunto de puntos de ramificacion
A= {pe X :mult,(F) > 1} es discreto y cerrado al ser F abierta y cerrada
también lo es F(A). Si Y compacta también sera compacto F(A) y compacto y

discreto implica finito. O

Observacion 5.3.1. Sea B el conjunto de valores criticos de una aplicacion holomor-
fa propia no constante F : X —'Y Si consideramosY' =Y —B y X' = X —F~(B)
(F~Y(B) serd en general mayor que A ) la aplicacion F|x: es holomorfa propia no
constante de X' — Y'. Ademds por el teorema 5.3.6 F es homeomorfismo local de

X' — Y’ y serd por tanto una aplicacién recubridora.

Ademds, al ser recubridora, por el teorema 3.4.2 F~1(q) tendrd la misma cardina-

lidad Vq € Y' y ademds por el teorema 5.3.7 estd serd finita n = Card(F~1(q))
Este nimero n se denota por dg(F).

DEFINICION 5.3.6. Se demomina grado de una aplicacion holomorfa propia F :

X =Y entre superficies de Riemann al nimero dg(F').

TEOREMA 5.3.8. Sea F: X — Y una aplicacion holomorfa no constante y propia

entre superficies de Riemann ¥Yq € Y se verifica

VgeY dg(F)= Y multy(F)
pEF~1(q)
DEMOSTRACION. Supongamos que ¢ ¢ B entonces el resultado es obvio. Sea
b € B tendremos por el teorema 5.3.7 que F~1(b) ser4 finitasea F~1(b) = {a1, ..., as}

y consideremos n; = mult,, (F)
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Del teorema 5.3.2 se deduce que existen entornos abiertos U; disjuntos dos a dos
de los a; y entornos V; de b tales que Vg € V; — {b} el conjunto F~*(¢q) N U; tiene

n; elementos.

Por el teorema 5.3.7 se puede encontrar un entorno abierto V' (que reduciéndolo si

fuera necesario se puede suponer V C ﬂV] ) tal que F~1(V) C UUi =U
j=1 i=1

Consideremos ahora un elemento ¢ € Y’NV el conjunto F~1(V) contiene nj+...+n

elementos por lo que tendremos dg(F) =nj + ... + ng = Z mult, (F) O
PEF~1(b)

COROLARIO 5.3.5. Una aplicacion holomorfa propia no constante F : X — Y es

un isomorfismo entre superficies de Riemann, si y solo si dg(F) =1

DEMOSTRACION. dg(F) = 1 es logicamente equivalente a ser inyectiva como

ademas es suprayectiva es biyectiva y basta aplicar corolario 5.3.1. O

COROLARIO 5.3.6. Si X es una superficie de Riemann compacta que tiene definida
una funcion meromorfa f con un sélo polo entonces X es isomorfa a la esfera de

Riemann.

DEMOSTRACION. Sea F : X — C la holomorfa asociada multe (F) = 1y por

tanto dg(F') = 1 y aplicando corolario 5.3.5 tenemos el resultado. O

Estamos ahora en disposicién de generalizar el resultado del ejemplo 5.2.3.1

TEOREMA 5.3.9. Sea f una funcion meromorfa definida en una superficie de Rie-

mann compacta X

Z ordy(f) =0

peX

DEMOSTRACION. Sea F : X — C la holomorfa asociada sea {p;} el conjunto
de puntos tales que F(p;) = 0y {g;}el conjunto de puntos tales que F'(g;) = o0

tendremos

dg(F) = Zmultpi (F) :Z mult,; (F')
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Por la proposicién 5.3.2 los tGnicos puntos donde f tiene ord,(f) # 0 es en los ceros

y los polos y por la proposiciéon 5.3.2
multy, (F) = ordy, (f) multy, (F) = —ordg, (f)
luego

> ordy(f) = Z ordy, (f)+Y ordy, (f) = Z mult,, (F)fz mult,, (F) = dg(F)—dg(F) =0

peX J

5.3.3. Recubridores ramificados (“Branched Coverings”).
Hemos visto que una aplicacion holomorfa no constante propia F': X — Y entre
superficies de Riemann, da lugar a una aplicaciéon recubridora F : X — F~1(B) —
Y — B, siendo B el conjunto de los valores criticos de F' (cerrado y discreto), esta

aplicacion recubridora tendra un nimero finito n de hojas.

Por este motivo se tiene la siguiente

DEFINICION 5.3.7. Una aplicacion holomorfa no constante y propia F: X —Y

entre superficies de Riemann se denomina recubridor ramificado.

NoOTA. Reservaremos el nombre de aplicacion recubridora para el concepto topo-
logico general usando el de recubridor (ramificado o no) para el concepto recien
definido. Un recubridor mo ramificado es por tanto una aplicacion recubridora ho-

lomorfa con un numero finito de hojas.

DEFINICION 5.3.8. Vamos ahora a analizar la posibilidad de extender un recubri-

dor no ramificado a uno ramificado.

Necesitaremos unos lemas previos

LEMA 5.3.1. Sea X una superficie de Riemann D = {z € C: |z| < 1} y D* =

D — {0} , F: X — D* una aplicacion recubridora holomorfa
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Si la aplicacion recubridora tiene oo hojas existe una aplicacion biholomorfa o

X — H (siendo H = {z € C: Re(z) < 0}) tal que hace conmutativo

©
X — > H

N

D*
Si la aplicacion recubridora tiene n hojas existe existe una aplicacion biholomorfa

@ : X — D* tal que hace conmutativo

X—>D*

N

DEMOSTRACION. Sea G = F,(m(X,z)) sera un subgrupo de m (D", z) = Z,

siendo z = F(z) (ver ejemplo 3.7.1) por tanto hay dos posibilidades
- G es es subgrupo trivial
- G es de la forma {kn : n € Z}

Como por el teorema 3.4.4 hay una biyeccién entre el nimero de hojas ( F~1(z) )
y Z/G en el caso de infinitas hojas H sera de la primera forma y en el de k hojas

de la segunda.

En el primer caso G = exp, (71 (H, z)) (por ser H simplemente conexo 1 (H, z) es
trivial) y por teorema 3.5.1 seran equivalentes y existira homeomorfismo ¢ : X — H

que sera biholorfismo por ser holomorfas F' y exp

En el segundo consideremos que pg. convertird un lazo que de m vueltas al origen
en D* en un lazo que dara mk vueltas al origen en D* y por tanto pi.(m1(D*, z)) =

{kn:n € Z} = G y aplicando otra vez el teorema 3.5.1 tenemos el resultado. O

LEMA 5.3.2. Sea X una superficie de Riemann F : X — D una aplicacion holo-

morfa propia no constante que es no ramificada en F~Y(D*) Eziste n € N, n > 0
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y una aplicacion biholomorfa ¢ : X — D que hace conmutativo
]
X — > D
x /pk:zk
D

DEMOSTRACION. Sea X* = F~!(D*) entonces F|x- es no ramificado por el

lema 5.3.1 tenemos que existe ¢ que hace conmutativo

* D*

\/

Vamos a ver que F'~1(0) consiste en un tinico punto a € X. En efecto supongamos
que F71(0) = {ay, ..., a; } existirdn entornos disjuntos U; de cada a; cuya unién sera

un entorno de F~1(0) y existira r > 0 tal que D, = {2 : |2| < r} cumplird
FYD,)cUu..ul
(todo lo anterior por el teorema 5.3.7)

Como F~1(D;) es homeomorfo a p, ' (D}) tenemos que es conexo, siéndolo también

su clausura, luego F'~1(D,.) serfa conexo en contradiccién con lo anterior.

Definiendo ¢(a) = 0 habremos extendido ¢ a una aplicacién biholomorfa que hace

el diagrama conmutativo. O

Pasemos ahora a analizar la extension.

TEOREMA 5.3.10. Sea Y una superficie de Riemann B C'Y un conjunto cerrado
discreto, denotemosY' =Y — B. Supongamos que X' es otra superficie de Riemann
y que ™ : X' = Y’ es un recubridor no ramificado (propio). Existe una superficie

de Riemann X una recubridor ramificado 11 : X — Y y un biholomorfismo ¢ : X —

I-Y(B) — X' que preserva las fibras es decir ¥p € X —II71(B) T(p) = 7(v(p))
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DEMOSTRACION. Para cada b € B podemos escoger una carta (V}, z) con las

siguientes propiedades

- 2p(b) =0

- 2p(Vp) es el disco unidad en C
- Los V}, disjuntos dos a dos

Sea Vi = V, — {b} C Y’ . Las componentes conexas del conjunto 7~!(V;*) son
por el lema 3.4.2 espacios de recubrimiento y por ser m propia cada punto tiene un
ntimero finito de preimagenes asi 7—!(V;*) tiene un nimero finito de componentes

conexas Up; y tendremos
N V) =Uh U UUg,

Ademés por el lema 3.4.2 VUy; 7|y, es un recubridor no ramificado que tendré
ny

vp; hojas (cumpliéndose claro que E vp; =n siendo n el ntumero de hojas de 7) .
i=1

Entonces 27|y, es un recubridor no ramificado de D*

Por el lema 5.3.1 existirdn aplicaciones biholomormas ¢y : Uy, — D* que hacen

conmutativo

Dok
Ub*k — D*

‘/b* [N D*
2p

Tomemos un conjunto (“puntos ideales a afiadir” tantos como componentes conexas
de los diferentes 7=1(b)) {ppr : b€ B, k=1.m} ysea X = X' U{pp: b€

B,k} = 1, ...,’I’Lb}

Para definir una topologia en X afiadimos a los entornos de X’ una base de entornos
de los puntos pyy a partir de una base de entornos Wjy, j € J (conjunto de indices)
de b por medio de

o} U (' (W) NUp) jed

y tendremos en X una topologia que es evidentemente Hausdorff y que hara X

conexo.
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Definimos

m(p) peX’
I(p) =
b pE {pbk k= 1...nb}
IT sera propia por serlo 7 (en un conjunto compacto sélo puede haber un nimero

finito de puntos de B ). Vamos a ver que es un recubridor ramificado con puntos

de ramificacion {pyr : b € B, k= 1...np} cada uno de ellos con multiplicidad vpy.

Para que sea superficie de Riemann definimos Uy, = Uy, U {ppr} y definimos las

cartas (Upg, pr) donde

ov(p) p € Up, ) ,
Upk(p) = que seran compatibles con las anteriores por el lema

0 D = Dok
5.3.2

II: X — Y serd holomorfo por serlo 7 y haber escogido en los puntos py €l valor

0.

Por ultimo escogiendo ¢ como la aplicacion identidad en X’ tenemos demostrado

el teorema. O

Vamos a ver que el recubridor construido es tinico salvo isomorfismos

TEOREMA 5.3.11. Sean X,Y, Z superficies de Riemann F: X —-Y yG:Z =Y
recubridores ramificados. Sea B C Y wun conjunto cerrado discreto y Y' =Y —
B, X' = F7Y(Y"), Z' = G=YY"). Cada aplicacion biholomorfa X : X' — Z' que
conserve las fibras, es decir Vp € X' F(p) = G(A\(p)) , se puede extender a una

aplicacion biholomorfa A : X — Z

DEMOSTRACION. Sea b € B escogemos una carta (V, z) tal que
-2()=0
- z2(V) = D (disco unidad en C )

- V suficientemente pequefio para que siendo V* =V — {b} F y G sean no rami-

ficados en F~1(V*) y G=1(V*) repectivamente (Se puede hacer porque los valores
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criticos de F''y G forman conjunto discreto, asi si b no es valor critico de F' ni de G
existe un entorno de b sin valores criticos y si lo es de alguno de ellos o de los dos

existe un entorno en el que es el Gnico)

F~1(V) tendra como componentes conexas Uy, ..., U, y G~1(V) tendra Wy, ..., W,

como Componentes conexas

Sean U} = U; — F~'(b) y W} = W; — F~1(b) que seran las componentes conexas

de F~1(V*) y G~1(V*)

Como A|p-1(y+) : F7H(V*) = G~(V*) es biholomorfa F, G han de tener el mismo
namero de componentes conexas m = [ y podemos considerar (renumerando si es
necesario) que A(U;) = W} como F, G son no ramificados en V* tendremos por el

lema 5.3.2 que F~1(b)NU; consiste en un solo punto a; y analogamente G~ (b)NW;

consiste en un solo punto c¢;.

Entonces A[p-1(y+) se puede extender a una aplicacion biyectiva propia holomorfa

Alp-1(vy asignando A(a;) = ¢;

Aplicando esto para cada b € B tenemos el resultado O

El teorema anterior justifica la siguiente definicion

DEFINICION 5.3.9. Sean X,Y superficies de Riemann y F': X — 'Y un recubridor
ramificado. Sea A C'Y el conjunto de valores criticos de F y seanY' =Y — A, X' =

F=YY") el recubridor F se denomina de Galois si lo es F|x : X' — Y’ (ver

definicion 3.7.2)

5.4. Formula de Hurwitz

NoTA. En esta seccion supondremos que toda superficie de Riemann es triangu-

lable. La demostracion de este hecho puede verse en [AhlfSar].

Una férmula importante en la teoria de superficies de Riemann compactas es la
formula de Hurwitz, que relacciona la caracteristica de Euler con el grado de una

funcion meromorfa
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Recordaremos un resultado basico de la Homologia Simplicial

DEFINICION 5.4.1. Sea S una variedad bidimensional. Dada una triangulacion de
la misma se define el nimero de Euler como x(S) =t+v—a donde t es el nimero

total de triangulos, v el nimero total de vértices, y a el numero total de aristas

PROPOSICION 5.4.1. El numero de Fuler es independiente de la triangulacion
utilizada y para variedades orientables y compactas estd relacionada con el genus

(topoldgico) g(S) de la variedad por x(S) =2 — 2g(S)

TEOREMA 5.4.1. (Férmula de Hurwitz) Sea F' : X — Y una aplicacion holomorfa

no constante entre superficies de Riemann compactas. Se tiene

29(X) — 2 =dg(F)(29(Y) =2) + ) _ (mult,(F) - 1)
peX

DEMOSTRACION. Como el namero de puntos de ramificacion es finito (X com-

pacta) y mult,(F) =1 en los demas puntos el sumatorio es finito.

Escojamos una triangulacion de Y tal que cada valor critico sea un vértice. Sean

sus parametros ty, vy, ay

Los levantamientos de los lados de los tridngulos producen una triangulaciéon en X
de parametros tx,vx.ax. Salvo en los vertices (que pueden ser criticos) tendremos

dg(F') imagenes asi tx = dg(F)ty y ax = dg(F)ay

F~1(q) sera un punto definido de X salvo para los valores criticos que son vértices

. Para ellos tendremos

Card(F~'(q))= > 1= Y (l-multy(F)+ Y multy(F)= > (1—mult,(F))+dg(F)

peEF~1(q) pEF~1(q) pEF~1(q) pEF~1(q)

El ntmero de vértices en X seré

vx = > (> (—multy(F)+dg(F)) = dg(Fyoy— Y S (multy(F)-1) =

geVert(Y) peF—1(q) qgeVert(Y)peF—1(q)
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= dg(F)vy — Z (mult,(F) —1)

peVert(X)
QQ(X)—QZ—Ux—I—ax—tX:dg(F)(ay—ty—Uy>+ Z (multp(F)—l):
peVert(X)
=dg(F)(29(Y) =2)+ Y (mult,(F) —1)
peVert(X)

Como todos los puntos de ramificaciéon son vértices, aunque extendamos a todos los

puntos el dltimo sumatorio no se produce variacion. O

DEFINICION 5.4.2. Se denomita orden total de ramificacion de la aplicacion ho-

lomorfa no constante F : X — Y entre superficies de Riemann compactas a

b=2_,ex(multy(F) —1)

La formula de Hurwitz se puede poner

b= 2[g(X) —dg(F)(g(Y)—1) 1]

y por tanto el orden total de ramificaciéon es un niamero par.

DEFINICION 5.4.3. Una superficie de Riemann compacta X de genus g(X) > 1

se denomina hipereliptica cuando admite un recubridor de 2 hojas de C

Si X es hipereliptica 7 : X — C el recubridor de dos hojas (dg(r) = 2 ) aplicando

la formula de Hurwitz tendremos

b=2((X)+1) g(X)=2—1



Capitulo 6

Prolongacién meromorfa

6.1. Gérmenes de funciones holomorfas y meromorfas

Consideremos una superficie de Riemann X, en cada abierto U C X podemos
considerar las funciones holomorfas y meromorfas definidas en U que forman un
grupo (realmente una C algebra), si dado V' C U consideramos las resticciones f|y
como un homomorfismo entre los grupos correspondientes a U y a V vemos que

forman unos haces que se denotan O (holomorfas) y M (meromorfas).
Por el teorema 5.2.2 se ve que ambos haces cumplen el principio de identidad 4.2.7.

Por tanto podemos definir los conjunto de gérmenes de funciones holomorfas |O| y

meromorfas |[M| en X que seran espacios topologicos

= Hausdorff
» Existen proyecciones 7 : |O] = X y 7 : [M| — X que son homeomorfismos
locales

= Los conjuntos [U, f] = {[f]+ : * € U} forman una base de la topologia.

Tal y como vimos en el subapartado 4.2.3

NoTA. Denotaremos por [f]. el germen que tiene por representante la funcion f
definida en un abierto U 3 x y diremos que el germen [f], estd soportado en (o

tiene por soporte) x.
A los representantes de clase de [f], que denotaremos (f,U) cuando U es un abierto
convezo se les denomina elementos de funcion (meromorfa u holomorfa).

Ademas para el caso que estamos considerando se cumple

127
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» | M| localmente compacto y localmente conexo por caminos (al serlo X y
ser las proyecciones homeomorfismos locales). Por tanto las componentes
conexas y las conexas por caminos coincidirdn.

= Eriste una aplicacion ® : |[M| — C definida por ®([f].) = f(z) (escribire-
mos a menudo [f].(z) en lugar de ®([f].))

(Analogamente para |O|)

OBSERVACION. Se tiene que My = 7=1(b) (O, = 771(b))

6.2. Prolongacion meromorfa a lo largo de curvas, Monodromia

DEFINICION 6.2.1. Sea X una superficie de Riemann y vy :[0,1] = X una curva
en X con v(0) = a y (1) =0b. Un germen de funcion meromorfa »p € My se dice

que es una prolongacion meromorfa del germen ¢ € M, a lo largo de v cuando

existe un levantamiento 7 : [0,1] — | M| de v tal que 3(0) = ¢ y F(1) =9

La definicién, quizés mas habitual, se basa en la siguiente proposicion

PROPOSICION 6.2.1. Sip € M, es una prolongacion meromorfa de p € M, a lo
largo de vy existe una familia de gérmenes p(t) € Myt € [0,1] tales que p(0) =
o, (1) = ¢ y Vr € [0,1] existe un intervalo abierto 7 € J C [0,1] , un abierto
UCX convy(J)CU yuna funcion f € M(U) tal queVt € J  [fly) = (1)

DEMOSTRACION. Supongamos que 9 es prolongaciéon meromorfa de ¢ a lo largo
de v y sea 7 el levantamiento correspondiente definimos ¢(t) = 7(t) entonces ¢(t) €
My vy 0(0) = @, (1) = 4. Sea T € [0,1] y [U, f] un entorno abierto de ¢(7) como
~ continua existe un intervalo J C [0, 1] tal que 7(J) C [U, f] esto implica v(J) C U

yVsedJ o(s)= [f]'y(s)

Reciprocamente consideremos la familia de gérmenes ¢(t) de la definicion de la
topologia de | M| se deduce que la aplicacion 7 : t — ¢(t) es una aplicaciéon continua

de [0,1] — | M| y cumplirad 7.5 = v siendo por tanto un levantamiento. O
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TEOREMA 6.2.1. (Monodromia) Sea X una superficie de Riemann y yo,v1 cur-
vas homotdpicas de a hasta b supongamos que F es la aplicacion de homoto-
pia (F(s,0) = v(s),F(s,1) = v1(s),F(0,t) = a,F(1,t) = b) y que cada curva

v(s) = F(s,t)t € [0,1] admite un levantamiento en | M| comenzando en ¢. En-

tonces ¥t € [0,1] F(1,t) =y (y por tanto Fo(1) =71(1) son el mismo germen)

DEMOSTRACION. Se deduce directamente del teorema 3.3.2 O

COROLARIO 6.2.1. Sea X una superficie de Riemann simplemente conexa a € X
y o € M, un germen que admite prolongacion meromorfa a lo largo de cualquier
curva de X comenzando en a .Existe una funcién meromorfa global f € M(X) tal

que

pa(f) =@

DEMOSTRACION. Vx € X sea ¢ € M, el germen prolongacién de ¢ a lo largo
de cualquier curva que una a con z (como X simplemente conexo ¥ es independiente

de la curva elegida) . Definimos f(z) = ®(¢)) que sera una funciéon meromorfa tal

que pa(f) = ¢ O
PROPOSICION 6.2.2. Sea Y C |[M| son equivalentes
1) Y es componente coneza de | M|

2) Eziste un germen [f], tal que Y es el conjunto de todos los gérmenes que son

prolongacion meromorfa de [f], a lo largo de una curva en X

DEMOSTRACION. Sea Y una componente conexa de |M| y [f], un elemento de
Y, y sea G el conjunto de todos los gérmenes que son prolongacién meromorfa a lo

largo de una curva. Como G es conexo por caminos G C Y.

Fijemos cualquier [f], € ¥ como Y es conexo por caminos si [g], € ¥ existe un
camino 7 en Y que va de [f], a [g]p v entonces [g] es prolongacion meromorfa de

[f]a alo largo de vy = 7.7 , luego Y C G. O
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Un resultado muy importante es que se puede dotar a las componentes conexas de

M| de una estructura de superficie de Riemann

En efecto, sea Y un abierto conexo de |M)| se consideran los abiertos [U, f] tales
que U C 7(Y) es un abierto convero dominio de una carta (U, z) de X y se definen

aplicaciones

¢:[Uf1=C o(fla) = 2(x)

(Se exige U convexo, para que [U, f] N[V, g] sea o bien vacio o bien [UNV, f] =
UnV.gl)

TEOREMA 6.2.2. El conjunto de cartas ([U, f], ¢) constituye un atlas analitico de
Y y las restricciones a Y de m y ® son meromorfas (Y es por tanto una superficie

de Riemann)

DEMOSTRACION. La compatibilidad de las cartas se deduce directamente de la
compatibilidad de las cartas de X y de la definicién de los dominios [U, f] de las

mismas

Veamos que ® es meromorfa en Y. Sea o« € Y y sea [U, f] C Y el dominio de una

carta que contiene a « .Tendremos

VEEU .67 (E) = 2.7l (6) = f.27()
y como f es meromorfa tenemos el resultado

Analogamente para 7 (en este caso la restriccion es holomorfa). ]

6.3. Prolongaciéon meromorfa general

DEFINICION 6.3.1. Supongamos que X,Y son superficies de Riemann, Mx, My
los haces de funciones meromorfas y p : Y — X wuna aplicacion holomorfa sin
puntos de ramificacion. Como p es localmente biholomorfa induce para cada y € Y

un isomorfismo p* entre los gérmenes en p(y) € X yeny €Y
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Denotamos el inverso como py : My — M,y que serd p.([fly) = [f-(0lv) " Hpe)

siendo V' un entorno de y homeomorfo por p a un entorno U de p(y)

DEFINICION 6.3.2. Sea X wuna superficie de Riemann a € X y ¢ € My . Una

cuddrupla (Y, p, f,b) es una prolongacidn meromorfa de ¢ cuando

= Y es una superficie de Riemann

= p:Y — X es una aplicaciéon holomorfa sin puntos de ramificacion
= f es una funcién meromorfa en Y

s beYypbh)=a

= p([fls) = ¢

DEFINICION 6.3.3. Una prolongacidn meromorfa (Y,p, f,b) de ¢ € M, se dice
mazimal cuando para cualquier otra prolongacion meromorfa (Z,q,g,c) de ¢ € M,

existe una aplicacion holomorfa F : Z —'Y tal que F(c) = b y hace conmutativo

Oseaq=pFyg=fF

De la definicién se comprueba facilmente que una prolongacién maximal es tnica

salvo isomorfismos.

Vamos a demostrar que todo germen da lugar a una prolongacién meromorfa ma-

ximal. Para ello necesitaremos unos lemas previos

LEMA 6.3.1. Sea X una superficie de Riemann a € X,p € M, y (Y,p, f,b) una
prolongacion meromorfa de ¢. Si v : [0,1] = Y es una curva v(0) = b,y(1) =y
entonces el germen ¢ = p.([fly) € My, es una prolongacion meromorfa de ¢ a

lo largo de la curva ¢ = p.y
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DEMOSTRACION. Dado ¢ € [0,1] definimos o(t) = p.([fly@) € Mpr@) =
M)

Tendremos ¢(0) = ¢ v ¢(1) = pu([f],) = ¥

Consideremos un 7 € [0, 1] como p es homeomorfismo local existen entornos V' C

Y,U C X de v(7) y ¢(7) respectivamente tales que p|y : V' — U es biholomorfa.

Sea q = p|‘;1 yg=fqée MU). Como (Y,p, f,b) es prolongaciéon analitica

Po([flu) = [glpu) Voo € V

Como 7 es continua existe un intervalo J C [0, 1] que contiene a 7 tal que v(J) C V,

luego ¢(J) C U, tal que

vee J [glewy = p([flh) = ©(t)

d

LEMA 6.3.2. Sea X una superficie de Riemann, Y un espacio topologico Haus-
dorffyp:Y — X un homeomorfismo local. Entonces existe una unica estructura

analitica en 'Y tal que p es holomorfa

(Por el corolario 5.3.1 serd localmente biholomorfa)

DEMOSTRACION. Sea (U, ¢) una carta de X, existe un abierto V' C Y tal que

plv : V = U es un homeomorfismo. Definimos una carta en Y como (V, ¢.p)

Sea V = {V;} el conjunto de cartas obtenidas de esta forma a partir de las de X.
Facilmente se ve que cubren a Y y son compatibles, ademas con esta construccién

p es localmente biholomorfa.

Para ver la unicidad supongamos que V'’ es otro atlas de Y tal que p: Y — X es
holomorfa (localmente biholomorfa) con respecto al atlas V' (representaremos esto
por p : (Y,V') = X ). La identidad (Y,V) — (¥,V’) es localmente biholomorfa,
por composiciéon de biholomorfismos locales, luego biholomorfa, y V,V’ definen la

misma estructura analitica. (I
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TEOREMA 6.3.1. Sea X una superficie de Riemann a € X,p € M, . Existe una

prolongacion meromorfa mazimal (Y, p, f,b)

DEMOSTRACION. Sea Y la componente conexa de | M| que contiene a ¢ y sea

p = 7|y la resticcion de la proyeccion 7 : M| — X (que serd homeomorfismo local)

Aplicando el lema 6.3.2 vemos que podemos dotar a Y de una estructura analitica

con lo que sera una superficie de Riemann y p sera holomorfa.

Definimos ahora una funciéon meromorfa f : Y — C del siguiente modo: Cadan € Y

es un germen de funciéon meromorfa 1 = [g], definimos f(n) = g(z).

Claramente f es meromorfa y p.(o,(f)) = [0y(f)0 o) =l9le =n YneY
Si hacemos b = ¢ ya tenemos la prolongacion buscada
Tenemos que demostrar que es maximal

Sea (Z,q,g,c) otra prolongacion meromorfa de ¢ . Para definir ' : Z — Y sea
z € Z,q(z) = z por el lema 6.3.1 tenemos que ¢.([g].) es la prolongaciéon meromorfa
de ¢ alo largo de una curva v que va desde a hasta . Como Y, por la proposicion
6.2.2 , consiste en todos los germenes obtenidos a partir de ¢ por prolongaciéon

meromorfa a lo largo de curvas existe n € Y tal que ¢.([g].) = n definimos F(z) =7

Es facil comprobar que F es holomorfa f.F' =gy F(c) = ¢ O

OBSERVACION. Dada g meromorfa en X el lema 6.3.1 permite considerar a
(Y,p, f,b) maximal como una prolongacion meromorfa de g si lo es de [g], para

algin r € X

En algunos casos, como el de las funciones algebraicas que ahora veremos, todavia
es posible “ampliar” la superficie de Riemann utilizando espacios de recubrimiento

ramificados la clave es el teorema 5.3.10.
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6.4. Extensiones de cuerpos de funciones meromorfas

Vamos a analizar como se puede extender el cuerpo de las funciones meromorfas de

una superficie de Riemann X.

PROPOSICION 6.4.1. Sea m : Y — X wuna aplicacion holomorfa no constante
entre superficies de Riemann Y, X. Entonces m induce un homomorfismo entre los

cuerpos de funciones meromorfas

T MX) > MY) 7 (f)=fr

que es inyectivo

DEMOSTRACION. Es evidente que es un homomorfismo. Ahora supongamos
que Yy € Y fi.7(y) = f2.m(y) como 7 es una aplicacion abierta, 7(Y) es abierto y

f1, f2 coinciden alli luego coinciden en X que es conexo. O

Por tanto podemos considerar M(Y') como una extension del cuerpo M(X)

6.4.1. Extensiones de cuerpos mediante cubrimientos ramificados.
Supongamos que 7 : Y — X es un cubrimiento no ramificado de n hojas, cada

punto x € X tiene exactamente n preimagenes yi, ..., Yn-

Si consideramos una funcién meromorfa f € M(Y') a cada = le podemos asociar n

valores f(y1), ..., f(yn)

Podemos entonces construir un polinomio ménico p(7) en una indeterminada T
tal que f(y1),.., f(yn) sean las raices de dicho polinomio. Los coeficientes de ese
polinomio T" + ¢, 1T ' + ... + 1T + ¢, vienen determinados por las funciones

simétricas elementales:

Co = f(l/l)f(?ﬁ)f(@n)
c1 = f(y2) f(ys)--f(yn) + F(y1) f () f(yn) + . + Fy1) f(y2)-- f(Yn-1)




6.4. EXTENSIONES DE CUERPOS DE FUNCIONES MEROMORFAS 135

Si consideramos los distintos puntos = € X vemos que daran lugar a n funciones me-
romorfas ¢; € M(X) que se denominan funciones simétricas elementales asociadas

a f respecto a

Esto es posible debido a que la numeracién asignada a las preimégenes no afecta a
las funciones simétricas elementales (esto no se podria hacer si hubiera menos de n

preimégenes, pues no sabriamos, si hay méas de una, cual coger repetida)

NoTA. Vamos por tanto a considerar el anillo de los polinomios M(X)[T] . Como

M(X) es un cuerpo M(X)[T] serd un dominio euclideo |GamboaACC |.

Al polinomio ménico T™ + ¢,—1(x)T" 1 + ...co(z) € M(X)[T] que tiene como

coeficientes las funciones elementales simétricas asociadas a f lo denotamos py.

OBSERVACION. f serd la extension en M(Y') correspondiente al polinomio py €

M(X)[T]

Supongamos ahora que tenemos un cubrimiento ramificado 7 : Y — X el conjunto
de valores criticos sera un conjunto discreto y cerrado, y excepto en dichos valores
la construccion anterior sigue siendo valida . Vamos a ver que la extensién de una
funcion meromorfa equivale a la extensién de las funciones elementales simétricas

asociadas

TEOREMA 6.4.1. Sean X,Y superficies de Riemann 7 :Y — X un cubrimiento
ramificado de n hojas. Sea A C X wun conjunto cerrado y discreto que contiene
todos los wvalores criticos de m y B = F~1(A). Supongamos que f es una funcion
meromorfa en’Y — B y c1, ..., c, las funciones simétricas elementales asociadas a f
respecto a w|ly_p (¢; € M(X)). Entonces [ tiene una prolongacion meromorfa a

Y siy sdlo si las c; tienen una prolongacion meromorfa a X

DEMOSTRACION. Seaa € Ay {by,...,bn} = 7 1(a) . Consideremos un sistema
de coordenadas (U, z) centrado en a ( z(a) = 0 ) tal que U sea relativamente
compacto y tal que UNA = {a} . Entonces V = 7~ 1(U) es un entorno relativamente

compacto de cada b;
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Supongamos que existe una prolongacién meromorfa de f a todos los b; la funcién
¢ = z.m se anula en todos los b; y existird s > 0 tal que ¢* f es una funcién analitica

que puede prolongarse analiticamente a los b;.

Las funciones simétricas elementales asociadas a ¢® f estaran definidas en U — {a}
donde valdran cszj y estaran acotadas (puesto que se puede prolongar ¢* f) luego
podra evitarse la singularidad en a y las c; seran prolongables meromorfamente a

a.

Supongamos ahora que las ¢; son prolongables meromérficamente a a existe s > 0
tal que las cszj pueden prolongarse analiticamente a a . Esto implica que estan

acotadas en U — {a} y como

@ ") W) + a1 ()@ W) + o+ o(2) =0 y eV —{b,....bn}

©°f estard acotada en V — {by,...,b,,} y podran evitarse las singularidades en
b1, ..., by Por tanto ¢®f tiene prolongaciéon analitica a V' y f prolongacién mero-

morfa. O

OBSERVACION. No se ha empleado para nada que Y sea conexa. Por tanto el
K
resultado se mantendria si definimos Y = U Y; siendo cada Y; una superficie de

=1
K

Riemann m; : Y; — X un cubrimiento ramificado de n; hojas ( g ni=n ) f;
i=1
meromorfas en'Y; y las ¢j(p) las funciones simétricas elementales asociadas a los

valores f1(7; (D)), -, fr (7R (p)) (n valores)

TEOREMA 6.4.2. Sean X,Y superficies de Riemann 7 :Y — X un cubrimiento
ramificado de n hojas . Si f € M(Y) y c;€ M(X) son las funciones simétricas

elementales asociadas a f se cumple

@)+ 7 ) (7 (en-1) @) + "2 (W) (7 (en=2)) () + .. + 7 (co) (y) = 0

(Como f es obviamente prolongable a M(Y') (de hecho pertenece) las funciones

elementales simétricas existen en todo X por el teorema anterior)
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DEMOSTRACION. Se deduce directamente de la definicién de las funciones ¢;

O

OBSERVACION. La expresion anterior es justamente la evaluacion del polinomio
pr € M(X)[T] en M(Y') mediante f € M(Y) , indica por tanto que no hay ningin

elemento en M(Y') que sea trascendente.

TEOREMA 6.4.3. Sean X,Y superficies de Riemann 7 :Y — X un cubrimiento

ramificado de n hojas. El monomorfismo m* : M(X) — M(Y) es una extension

algebraica de cuerpos de grado n

NoTA. Para la demostracion de este teorema supondremos que para la superficie
de Riemann 'Y existe una funcion meromorfa f que toma n valores distintos en las
n preimagenes de algin punto x € X. Este resultado que estd lejos de ser trivial se

analiza en el capitulo 8 y concretamente en el teorema 8.6.3.

DEMOSTRACION. Dada cualquier f € M(y) por la proposicién anterior hemos
visto que no es trascendente, y que su polinomio minimo tiene grado menor o igual

que n

Sea fo € M(Y) tal que su polinomio minimo tenga grado maximo ng y consideremos
cualquier extension finita por dos elementos: fy y cualquier f € M(Y) (es decir la

extension M(X)[fo, f])

Por el teorema del elemento primitivo (toda extension finita y separable esta gene-

rada por un tnico elemento) existira f; tal que

M(X)[fo, [l = M(X)[f1]

y por la forma de elegir fo el polinomio py, tendra grado < ny.

Como dim pq(x)yM(X)[fo, f] = dim g x)M(X)[fo] = no y dim g x)yM(X)[fo, f] =
dimM(X)[f1] < no debe cumplirse Vf € M(Y) M(X)[fo, f] = M(X)[fo] luego
M(Y) = M(X)[fol-
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Dado que n, es el mayor grado de los py esto quiere decir que el conjunto f(7~*(z))
tiene a lo sumo ng elementos para cualquier x y cualquier f y como existe un f y

un x para los que este valor es n tenemos ng =n (]

6.4.2. Funciones algebraicas.

Vamos a demostrar unos lemas previos sobre funciones holomorfas en discos de C

LEMA 6.4.1. Sean cp_1(2),...,co(2) funciones holomorfas en D, = {z € C: |z| <
r} y supongamos que wy es un cero simple del polinomio ménico T"+c,,_1(0)T" 1+
... +¢0(0) € C[T]. Entonces existe 0 < £ < r y una funcion holomorfa h € O(D,)

tal que

Vzee D, h'(2)+cn1(2)h" 1 2) + .o+ co(2) =0 y  h(0) =wp

DEMOSTRACION. Dados z € D, y w € C sea F(z,w) = w" + ¢,_1(2)w" ! +

et co(2)

F(0,w) es una funcién holomorfa con un cero simple en wy. Existird § > 0 tal que

es el tnico cero en {w € C: |w — wy| <}

Como F considerada funcion de dos variables es continua existira una region {(z, w) €
C?%:|z| <e,|w —wo| =4} en la que F no se anula y estard definida
1 b (2, w)
n(z) = — L dw
O | e

lw—wo|=6
que proporciona el nimero de ceros en el interior del recinto |w—wg| = ¢ de F(z, w)
considerada como funcion de w (en general ntimero de ceros - niimero de polos pero

al ser holomorfa no tiene polos).

Como n(0) =1y n(z) es una funcién continua de z (que s6lo toma valores enteros)

tenemos Vz € D, n(z) = 1. Denotaremos como w, el valor de dicho cero simple.

. . g—F (z,w)
Consideremos ahora la funciéon w2

Frw) (z fijo). Tendra un polo en w, (al ser cero

simple g—f #0enw, ).
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Por el teorema del residuo tendremos

1 oF oF
9 / wa?wdw = Res,,, (w%")
|w—wo|=6

Como w,, es cero simple podremos poner F(z,w) = (w—w,)G(z,w) siendo G(z,w) #

0 y holomorfa en el recinto de interés. Entonces

or Gz,w) + (w — w,) 25 (2, w
Res,, (wa?“’) = 1My, (W — W)W ( (L} —(wz)G(z), i}“;( ) =w,
Por tanto definiendo
! e
_ Ow.
h(z) = 57 / W dw
|w—wo|=8
tendremos la funcién buscada. O

LEMA 6.4.2. Sea O, el anillo de los gérmenes de funciones holomorfas en x € X
(X superficie de Riemann) y sea p(T) = T" +c, 1 T" t +...4+co € O[T] tal que el
polinomio T"+c,_1(2)T" 1 +...+co(x) € C[T] tenga n raices distintas wy, ..., wy, -

Ezxisten gérmenes distintos @1, ..., pn € Oy tales que p;(z) = w; y p(T) = [[(T—:)

DEMOSTRACION. Consideremos una carta (U, z) centrada en = y tal que z(U)

sea un disco y ¢; = [fi], siendo las f; holomorfas en U.

Definimos las funciones d; : 2(U) — C d; = f;.z~1, serdn funciones holomorfas en

z(U) y tendremos por hipotesis
T" +d,1(0)T" ' + ... + do(0) tiene raices wy, ..., wy,

Por el lema anterior existiran funciones h; (una por cada cero w;) h;(0) = w;

holomorfas en V, z(z) € V C 2(U) tales que
p(hi(z)) =0enV

luego P(T) = [[(T — h;) en V y considerando los gérmenes ¢; = [h;.z],, tenemos el

resultado. O
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TEOREMA 6.4.4. Sea X una superficie de Riemann yp(T) = T"+c, 1 T" 4.+
co € M(X)[T] un polinomio monico irreducible de grado n. Eziste una superficie
de Riemann Y wun cubrimiento ramificado de n hojas w : Y — X y una funcion

meromorfa f € M(Y) tal que

(7"p)(f) =0 es decir [+ (7" (co_1)) /""" + ... + 7" (co) =0

DEMOSTRACION. Sea A € M(X) el discriminante de p(T") si fuera identica-
mente nulo p(7) seria reducible(ver [GamboaACC |). Por tanto siendo un poli-
nomio sélo se anula en un namero finito de puntos y existe un conjunto cerrado

y discreto A C X tal que fuera de él (X — A) las funciones ¢; son holomorfas y

Ax) #0
En X — A (ver [GamboaACC |) p(T) tiene n ceros distintos.

Consideremos el espacio topologico de gérmenes holomorfos |O] sea Y/ = {p € |O] :

p(p) =0} v sea 7’ la restriccion de 7 : |O] - X a Y’

Por el lema anterior Vo € X’ existe un entorno UC X' y funciones holomorfas
distintas f1, ..., fn € O(U) tales que

n

o) = [ - fi@)) env

=1

n
Tendremos que 7'~ 1(U) = U[U, fi] siendo los abiertos [U, f;] disjuntos y 7’|y, f,1
i=1
un homeomorfismo por tanto 7’ : Y/ — X’ es un espacio recubridor

Las componentes conexas de Y’ seran superficies de Riemann y la restriccion de 7/

a las mismas serd una aplicacion recubridora (lema 3.4.2)

Definimos f : Y/ — C f([g].) = g(x) entonces f es holomorfa y por la forma de
definir Y’

Vo e Y (@) + cn1(m (@) ") + o+ co((0) = 0

Por el teorema 5.3.10 podemos extender 7’ a un cubrimiento ramificado 7 : Y — X
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Como las funciones ¢, estan definidas en X (por tanto se pueden extender de X’ a

X) aplicando el teorema 6.4.1 vemos que f se puede extender a Y cumpliéndose

VoY (@) + en1(m(@)f" () + oo+ colm(p)) =0

En realidad Y tiene una sola componente conexa porque si tuviera varias Y1, ..., Y
cada una de ellas darfa lugar a una aplicacion recubridora 7|y, de n; hojas (3 n; =

n) y usando las funciones simétricas elementales asociadas a cada f

y; habria poli-
nomios p; € M(X)[T] de grado n; tales que p(T') = p1(T)...px(T) y p(T) no seria

irreducible. O

TEOREMA 6.4.5. El trio (Y,m, f) es unico en el siguiente sentido, si existe otro
(Z,s,9) con las mismas caracteristicas existe una aplicacion biholomorfaoc : Z =Y

que conserva las fibras (¢~ 1(z) = o~ (771 (x)) y tal que g = f.o

DEMOSTRACION. Sean X', Y’ A como en el teorema anterior y sea B C Z la

unién de los polos de g y los puntos de ramificacién de ¢ denotamos
A/ — C(B) X// — X/ _ A/ Y// — 7_(_—1(X//) Z// — g—l(X//>

Definimos ¢” : Z" — Y del siguiente modo

Sea z € Z" ¢(z) =z y ¢ = s([g]2) € Oy ver definicion 6.3.1 entonces p(p) =0y

por tanto ¢ € Y’ . Hacemos ¢”(z) = ¢

Como 7, ¢ son holomorfas y propias también lo sera o’ luego seré suprayectiva (ver

teorema 5.3.7)

Como 7 y ¢ tienen el mismo nimero de hojas o”es biholomorfa y se tiene g|z» =

Flyr-o

Por el teorema 5.3.11 puede extenderse a o : Z — Y de forma que g = f.o O

Al trio (Y, 7, f) se le denomina funcion algebraica definida por p(T')
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6.5. Funciones multiformes en la esfera de Riemann

La idea original de las superficies de Riemann fue tratar de convertir las funcio-
. 1 . . . ..
nes “multivaluadas” como z2 en funciones univaluadas cambiando el dominio de

definicion del plano C a otra superficie.

Aplicando los resultados anteriores al caso de las funciones meromorfas en C y
vamos a ver que toda superficie de Riemann compacta se puede considerar como la

funcioén algebraica asociada a un determinado polinomio.

En efecto sea X una superficie de Riemann compacta y consideremos dos funciones
holomorfas no constantes 7, f : X — C (la existencia de dichas funciones se vera

en el capitulo 8).

Al ser X compacta 7 es una aplicaciéon propia y por tanto un recubridor, en general

ramificado, de n hojas.

Si consideramos las funciones simétricas elementales co, ..., ¢,—1 € M(C) asociadas

a f tendremos definido un polinomio moénico
p(T)=T" +cpn 1T '+ ... 4+ c
Entonces (X, 7, f) es una funcion algebraica definida por p(T).

Como vemos esta construccion no seréa unica pues depende de las funciones 7, f

Este resultado es el reciproco del teorema 6.4.4 y de este modo si llamamos A =
{(X,n, f)} siendo X compacta m, f meromorfas y ~ la relacién de equivalencia

definida por el teorema 6.4.5 tenemos

A/ ~= {p € M(C)[T) : p ménico e irreducible}

6.6. Recubrimientos de Galois y Extensiones de Galois

Sean XY superficies de Riemann y 7 : ¥ — X un cubrimiento ramificado holo-
morfo. Para cada o € Deck, (Y, X) y cada f € M(Y) tenemos que f. =1 € M(Y).

La correspondencia f — f.oc~! es evidentemente un automorfismo de M(Y) .
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Asi se puede definir una aplicacion
At Deck, (Y, X) — Aut(M(Y))
que es un homomorfismo de grupos
Aor)(f) = flor)™t = frho™t = (A()(f).0" = Alo)(A(T)(f))

Por ser ¢ una transformacion recubridora el siguiente diagrama es conmutativo
y — 2 .y
N
X
tenemos que si g € 7 (M(X)) , es decir g = for, f e M(X) , go ! = fro™! =

fr=g

Por tanto Vo € Deck,(Y, X) A(o) deja invariante 7 (M (X)) C M(Y) luego es un

elemento del grupo de Galois

Aut(M(Y)) /7" (M(X))

TEOREMA 6.6.1. Sea X wuna superficie de Riemann, p(T)e M(X)[T] un poli-
nomio mdnico irreducible de grado n, y sea (Y, 7, f) la funcion algebraica defini-
da por p(T) . Entonces la extension de cuerpos M(Y) : M(X) es de grado n y
M) 2 M(X)[T)/p(T) . Cada transformacion recubridora o € Deck, (Y, X) in-
duce un automorfismo A(o) € Aut(M(Y)/M(X)) ( dejando fijo 7*(M(X)) ). La

aplicacion asi definida

A : Deck, (Y, X) = Aut(M(Y)/ M(X))

es un isomorfismo de grupos. El cubrimiento ramificado m: Y — X es Galois si y

sdlo si la extension M(Y)/M(X) es de Galois
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DEMOSTRACION. Que M(Y)/M(X) es de grado n se deduce directamente de
los teoremas 6.4.3 y 6.4.4. Como p(f) = 0 existe un homomorfismo M (X)[T]/p(T) —

M(Y) y como ambas extensiones son de grado n es un isomorfismo.

Como f.o~! # f, salvo que ¢ = id , tenemos que el nicleo de A es la identidad,

luego A es inyectiva.

Sea a € Aut(M(Y)/M(X)) entonces (Y, 7, a.f) es también una funcion algebraica
definida por p(t) y por el teorema 6.4.5 existe 9 € Deck,(Y, X) tal que a.f = f.9
luego considerando A(9!) tendremos A(9~1)(f) = f9 = a.f y por tanto A es

suprayectiva.

Que la extension sea de Galois equivale a que Aut(M(Y)/M(X)) tenga n elementos
y que 7 sea de Galois a que Deck,(Y,X) tenga n elementos, y acabamos de ver

que son isomorfos. (]

6.7. Ejemplos

Al analizar los ejemplos es necesario tener en cuenta que la superficie de Riemann
asociada a un polinomio se construye como una componente conexa del espacio de

los gérmenes y con k < grado(p) puntos “ideales” sobre cada punto de ramificacion.

EJEMPLO 6.7.1. Sea f(z) = (z — a1)...(z — a,) polinomio de C|[T] con n raices
distintas considerado como funcion meromorfa en la esfera de Riemann f : C—C
. El polinomio T? — f(z) es mdnico irreducible en M(((A:)[T] y define una funcion
algebraica que se denota como m Su superficie de Riemann m :' Y — X se

puede describir como sigue:
Sean A= {a1,..,an}U{oc} X' =C—-A Y =7"1(X)

Para cada v € X' consideremos D, el mayor disco abierto de centro x y contenido

en X’

Ezisten dos inicas funciones hyg, ho, holomorfas en D, tales que

hi.(2) = h3,(2) = f(2) en D, ademas hip(2) = —hay(2)
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Para cada j = 1,..,n consideremos un disco abierto D; en C con centro en a;

y tal que a ¢ D; j # k . La funcion g;(z) = H(z —ay) no tiene ceros en D;
oy

(simplemente conexo) luego existe una funcion holomorfa h; tal que g;(z) = h3(2)

en Dj; y por tanto

f(2) = (z —aj)hj(2) en D;

Dado un elemento a € D;j a # a; en D, N D; se tiene

B(2) = (2 — ap)h3(z) h3,(2) = (z— a;)h3(z) en Dy D

; h h -
or tanto las funciones |y = 2¢ [y = 222 son las dos ramas analiticas de /z — a;
p f 1 h; 2 h; J
en D, N D;. Como los gérmenes [l1]q, [l2]a son prolongacion analitica uno de otro
a lo largo de una circunferencia de centro a; y radio |a — aj| también los gérmenes

[M1alay [P2a]a sOn también prolongacion uno de otro a lo largo de dicha circunferen-

cia.

Sean Df = Dj —{a} y V' = n=(D}) entonces v es una aplicacion recubridora
(sin ramificar) conexa de dos hojas y por lo que hemos visto en el teorema 5.3.10
la superficie Y tiene exactamente un punto ideal sobre a; (que no corresponderd a

ningin germen,)

Consideremos ahora R > max{|ai],..., |an|}

y D ={z2€C:|z| > R}

En Do podemos poner f(z) = z"g(z) siendo g(z) holomorfa y sin ceros.

Sin es par existe en D, una funcion holomorfa h tal que f(z) = zh?(2) y estaremos
en el mismo caso de antes, 0 sea | -1(p= ) es una aplicacion recubridora de dos

hojas, por lo que Y tendrd eractamente un punto ideal sobre oo .

Si n es impar wiste en D, una funcion holomorfa h tal que f(z) = h?(z) por lo
que 7T|.n.—1(D;o) serd una aplicacion recubridora de una hoja y la superficie Y tendrd

dos puntos sobre co.
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Para ver una interpretacion geométrica consideremos el caso concreto \/(z — a)(z — b)(z — ¢)

. Si cortamos la esfera de Riemann a lo largo de dos caminos disjuntos

v deahastab

6 dechasta oo

Para cada punto de C - ~* — 6* tendremos dos gérmenes por lo que la superficie
de Riemann constard de dos esferas a las que a cada una le faltan dos caminos
circulares (al “abrir” los bordes de v* y §* ) pegando los bordes abiertos obtenemos

un toro (esfera con 1 asa)

Analogamente para el caso \/(z — a)(z — b)(z — ¢)(z — d) (ahora oo soportaria dos

gérmenes y no seria critico)

Para el caso /(z — a)(z — b)(z — ¢)(z — d)(z — e) tendriamos (con oo ) dos esferas
con tres cortes cada una que darian lugar al pegarlos a una esfera con dos asas. En

general si f(z) tiene grado n la superficie de Riemann de \/ f(z) es una esfera con

n+1 .
== —1 nimpar

7 —1 n par

asas.

Esto se puede ver también con la formula de Hurwitz
1 n) n
29(R)—2 = —2dg(T)+ > _ (mult,(T)-1) g(R) = 1=24 0 (1414 +1) = o—=1 n par
peX

n+1
2

29(R)—2 = —2dg(T)+ Y (mult,(T)~1) g(R) = 1_z+%(1(oo)+1+1+..">.+1) _
peX

n impar

EJEMPLO 6.7.2. Sea p(z,T) = T3 — 3T — z € M(C)[T] vamos a analizar la
funcion algebraica asociada (con terminologia cldsica seria w = w(z) multivaluada

cumpliendo p(z,w) =0 )
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El polinomio es irreducible pues si no lo fuera tendriamos

T3 -3T — 2= (T + A)(T? + BT +C)

Siendo A, B,C funciones meromorfas que deben cumplir A+ B =0, C + AB =
3,CA = —z yportanto B=—A, C =3 — A% y —z = 3A — A3 luego A es una

funcién meromorfa en C tal que
A3(2) —3A(2) —2=0

A ha de ser holomorfa en C y tener un polo en oo tal que el orden del polo de
A3(2) — 3A(2) sea 1 (como el de z) pero si A(z) tiene un polo de orden n en oo

A3(2) — 3A(2) lo tiene de orden 3n y por tanto es imposible.

El conjunto de puntos a tales que p(a,T) admite raices maltiples se obtiene de

resolver el sistema

T3 —-3T —a=0

312 -3=0
por tanto T = +1 ya = F2

Asi el conjunto de posibles puntos sobre los que no existiran 8 gérmenes es E =

{=2,2,00} y la funcion w(z) serd estrictamente 3_valuada en C — E.

Consideremos un disco abierto D en C centrado en oo (sin contener a =2 y 2 )y

un germen [f], con soporte en D* = D — {o0} .

Si [fla fuera arbitrariamente prolongable en D (si lo serd en D*) f seria una

funcion meromorfa en D y tendriamos
VzeD f3(2) —3f(z) —2=0
que ya hemos visto que es imposible . Por tanto no hay ningun germen sobre oo y

es punto de ramificacion de orden 2

Consideremos ahora un disco D en C centrado en 2 (sin contener a —2 ) y un

germen [f]a con soporte en D*
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Supongamos que es arbitrariamente prolongable. Habrd una funcion meromorfa en

D tal que
VeeD f3(2)=3f(2)—2z=0 f32)—=3f(2)-2=0
luego f(2) =2 o f(2) = —1 . Derivando
VeeD 3f(2)f*(z)=3f'(2) —1=0

y por tanto si f(2) = 2,f'(2) # 0 luego f serd inyectiva en un entorno abierto
V C D de 2. La funcion inversa de f en V se obtiene considerando z = f~1(w) y

tendremos w® — 3w — z = 0 luego z = f~1(w) = w? — 3w

La funcion h(w) = w® — 3w es holomorfa en D y h(2) = 2,1/(2) = 9 luego h admite
inversa local y si g es la inversa de h cumplird g(2)® —3g(z) — 2 = 0 en un entorno

abierto W de 2 contenido en D
Sin embargo si f(2) = —1 considerando la derivada tendriamos —1 = 0 imposible.

Asi que tenemos un germen [gla sobre 2 y se necesita un punto ideal sobre el mismo
(necesitaria tener 3 gérmenes soportados en 2) por tanto -1 es de ramificacion de

orden 1.
Analogamente para el caso de —2

Si aplicamos la férmula de Hurwitz tendriamos

29(R) — 2= —2dg(T) + > (mult,(T) 1) g(R)=1-3+ %(2 +141)=0
peX

y vemos que seria homeomorfa a la esfera de Riemann

EJEMPLO 6.7.3. Sea p(z,T) = T* —2T? + 1 — 2z si fuera reducible (T + A)(T® +
BT? + CT + D) y A (meromorfa) deberia cumplir

A*—924%24+1—-2=0
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Lo que es imposible por el comportamiento en el co

En el infinito el comportamiento es como T* — z luego hay un punto de orden de

ramificacion 3

Para ver los otros puntos de ramificacion consideramos la derivada 4T3 — 4T =0

y tenemos {0,1, =1} que estardn sobre los puntos {1,0,0}
z=1)

Si hubiera un germen arbitrariamente prolongable al entorno sin puntear existiria
ff=2fP+1-2=0 f{1)-2/*(1)=0

Esto implica f(1) =0 o f(1) = &2 Derivando 4f3f —4ff —1 =0y si f(1) =0

tendriamos —1 = 0 imposible.

Si f(1) = 2 tendremos f'(1) = 35 y serd inyectiva y por el mismo razonamiento

que antes existe un germen. Caso andlogo para f(1) = —2
z=0)

Si hubiera un germen arbitrariamente prolongable en un entorno sin puntear exis-
tiria

FAo2f2+1-2=0 f40)—220)=-1

Esto implica f(0) = 41 (dobles) Derivando 4f3f' —4ff' —1 = 0 lo que es imposible

y tenemos dos puntos de ramificacion cada uno de orden 1

Aplicando la féormula de Hurwitz tendremos

29(R) — 2 = —2dg(T) + Y _ (multy(T) —1) g(R)=1—-4+ %(3+ 1+14+1)=0
peX

y es homeomorfa a la esfera.






Capitulo 7

Formas diferenciales e Integracién en Superficies de

Riemann

7.1. Formas holomorfas y meromorfas

Una forma diferencial en una superficie de Riemann X es un campo de tensores

alternados en el fibrado cotangente.

Tendremos por tanto 1 _formas y 2 formas (dado que la dimension del espacio es

2 y no hay tensores alternados de rango 3).

Dada una carta (U, z) una 1 _forma w serd en U w = fdz + gdZ y una 2_forma

o= fdz N\dz.

Si tenemos cartas (U, 2) y (V,w) y w = fdz+gdZz tendremos en UNV, por la formula
de cambio de coordenadas en una variedad y siendo z = T'(w) (como coordenadas,

1

o T = zw™! como funciones) se verifica

w= f(g—gdw + g%d@) + g(%d@—&— gdw) = fg—gdw + g%d@ pues T = zw ™! ha

de ser holomorfa (transicion de cartas).

La foérmula de cambio de coordenadas para 2 formas hace que o = fdz A dz =

SIITI[2dw A dw

7.1.1. Tipos de 1 _formas.
Hemos visto que una 1 _forma general sera (en el dominio de una carta (U, z) )
del tipo
w= fdz+ gdz

151
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Si fy gson C™® en z(U) (como funciones de dos variables, se denotara f, g € £(U)),
se dice que la 1 _forma es suave en U. Al conjunto de las 1 _formas suaves en U se

le denota por EL(U).

Siw € EY(U) se expresa como w = fdz se dice que es de tipo (1,0) y al subconjunto
de dichas formas se le representa por £ (1*0)(U ) analogamente si w = gdz se dice que

es de tipo (0,1) y al subconjunto correspondiente se la denota &1 (U)
Es trivial comprobar que el tipo de una 1 _forma no depende de la carta elegida.

Dentro de las 1_formas pertenecientes a £1:9(U) tenemos el subconjunto de las
1_formas holomorfas que son aquellas w = fdz tales que f es holomorfa (es decir
que no depende de Z ) este subconjunto se denota por Q(U) (como antes es inde-
pendiente de la carta). Analogamente en £V (U) se define el subconjunto de las
1_formas antiholomorfas que son aquellas w = gdz tales que g es holomorfa este

subconjunto se denota por ﬁl(U)

También se definen las I _formas meromorfas que son aquellas w = fdz donde f
es una funcién meromorfa. Al conjunto de las mismas se le denota por M*(U) y
evidentemente Q' (U) € M*(U) . Ampliaremos la definicién de £*(U) (permitiendo
la no definicion en un conjunto cerrado y discreto de puntos) de forma que M*(U) C

ELN ().

Dada una funcién f holomorfa en U podemos definir una 1 _forma df como df =

-1
%dz en U . Evidentemente si tenemos otra carta (V,w) en U NV se tiene

_ d(f.zil)dz _ d(f.w’l.w.zfl)dz _ d(faw1) d(w.z’l)d

af dz dz dw dz

z

y aplicando la férmula de cambio de coordenadas de las 1 formas

_ d(fow™1) d(w.z71) d(z.w’l)dw _ d(fw™1)

dw dz dw dw dw

df

por el teorema de la funcion inversa . De esta forma vemos que df esta bien definida

en U y que produce una 1_forma holomorfa df € Q' (U).
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DEFINICION 7.1.1. Si f(z,Z) € EU) definimos Of = %dz y Of = %dz es
sencillo comprobar que las definiciones no dependen de las coordenadas elegidas y

dan lugar a 1_formas pertenecientes a £ y a £ON respectivamente.

Tenemos que df = Of +f y si f holomorfa Of =0 (Cauchy Riemann)

NoTA. A partir de ahora por abuso de notacion escribiremos % en lugar de

8(%7?1) y pondremos w = f(z,Z)dz + g(z,Z)dz

DEFINICION 7.1.2. Sea w = MY (U), w = fdz . Se define ordy(w) = ord,(f) ,
y se definen los polos y ceros de w como los de f. También se define mult,(w) =

multy(f)

Es inmediato comprobar que las definiciones no dependen de la carta elegida

7.1.2. 2 formas.
Una 2_forma tendra una expresion (en (U, z)) a = fdz Adz Si f € € se dice que

la 2 forma es suave.
Al conjunto de las 2 formas suaves se le denota por £2

DEFINICION 7.1.3. Se definen los operadores O y O para 1_formas de E*(U) ex-

presadas como w = fdz + gdz mediante

dz \dz nggf/\dergg/\dZ:—g—{dz/\d?
Z

99

Ow=0fANdz+ 0gNdz=
0z

Es trivial comprobar que dw = dw + Ow

7.1.3. Haces asociados a formas.
Si consideramos dado cualquier abierto O C X todos las definiciones y resulta-

dos anteriores pueden aplicarse sin dificultad considerando un conjunto de cartas

(U, ¢;) que cubran O

Es inmediato comprobar que dan lugar a haces definidos en X . Por tanto tenemos

definidos
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n & haz de funciones C*°

O haz de funciones holomorfas

= M haz de funciones meromorfas

» O haz de 1 _formas holomorfas

« 0 haz de 1 _formas antiholomorfas
. M! haz de 1 _formas meromorfas

L haz de 1 _formas suaves £ = £(1,0) g £O1)

. £2 haz de 2_formas suaves

7.2. Operaciones con formas diferenciales

DEFINICION 7.2.1. Sea f € £(X) yw € EY(X) se define el producto fw como la
1-forma tal que si en U se tiene w = g1dz + godZ entonces fw = fgi1dz + fgadz .

Andlogamente se define el producto cuando a € E2(X).

PROPOSICION 7.2.1. El producto de funciones por 1_formas tiene las siguientes

propiedades

= Siw es de tipo (1,0) también fw (analogamente si es de tipo (0,1) )

= Si w es holomorfa y f también es holomorfa entonces fw es holomorfa

= Si w es meromorfa y f también es holomorfa entonces fw es meromorfa

» Siw es meromorfay f también es meromorfa entonces ord, (fw) = ord,(f)+

ordy,(w)

DEMOSTRACION. Consecuencia directa de las definiciones O

PROPOSICION 7.2.2. Si f,g € E£(X) se tiene

d(fg) = fdg+gdf 9(fg) = fog+gdf 0(fg)= fOg+ gOf

DEMOSTRACION. Consecuencia directa de las definiciones O

El producto exterior de dos 1 formas diferenciales w, v sera la 2 forma w A v

w=fdz+gdzv=hdz+kdzZ wAv=(fk—gh)dzNdz
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wt

La diferenciacion exterior de la 1 _forma w seré

_ _ (99 of _
w= fdz+ gdz dwf(az 82)dz/\dz

Si w es holomorfa tendremos evidentemente que dw = 0
PROPOSICION 7.2.3. Sea f € £(X) yw € EY(X) se tiene

d(fw) =df Nw+ fdw O(fw)=0f Aw+ fOw O(fw)=0f Aw+ fow

DEMOSTRACION. Sea w = g1dz + g2dZ tendremos fw = fgidz + fgodZz y
d(fw) = (% - %)dz A dZ por otra parte df Aw = (%gg - %gl)dz ANdZ y

fdw = (f% - f%)dz A dZ y tenemos la proposicién. Las otras son analogas. [

PROPOSICION 7.2.4. ddf = 90f =90f =0 y 00f = —00f

DEMOSTRACION. ddf = d(2dz + 2Ldz) = (ZL — ZL)dz Adz = 0 las otras

son analogas. O

DEFINICION 7.2.2. Una 1_forma diferencial w € E*(X) se denomina cerrada si

dw =0 y exacta si w = df para algin f € E(X)

Hemos visto que las formas holomorfas son cerradas también se tiene que

PROPOSICION 7.2.5. Siw € EL9 y es cerrada entonces es holomorfa

DEMOSTRACION. w = fdz y dw =0 = —%dz A dz por tanto % = 0 que son

las condiciones de Cauchy Riemann (]

PROPOSICION 7.2.6. Si wy,ws € M entonces i—; eM

DEMOSTRACION. En cada carta (U, z) tendremos wy = f1dz y wa = fadz siendo

f1y f2 meromorfas entonces f = =% = % en esa carta . Si ahora consideramos otra

carta (V,w) en UNV tenemos wy = fidz = fi(2(w))%dw y anslogamente para

wy por lo que f(z) = 2% = ;;Ei&”};g = f(z(w)) se comporta como una funciéon. O
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7.2.1. “Pullback” de formas diferenciales. El “pullback” de formas di-
ferenciales entre superficies de Riemann es un caso particular del “pullback” entre

variedades analiticas

Sea F': X — Y una aplicaciéon holomorfa no constante entre superficies de Riemann,
consideremos cartas (U, z) en X y (V,w) en Y, tales que F(U) C V, con funcion de

transicion w = F(z) (0 sea F = w.F.z71).

Dada w € E1(V) w = f(w,w)dw + g(w,w)dw su “pullback” F*(w) € £L(U) biene

dado por

F*(w) = f(F(2), F(2))F'(2)dz + g(F(2), F(2))F'(2)dz

Analogamente se tendra que si a € E2(V) a = f(w,w)dw A dw entonces F*(a) seré

~ = —~/
F*(a) = f(F(2), F(2)||F (2)|[*dz A dz
Es facil comprobar que (GF)*(w) = F*(G*(w))
NOTA. Frecuentemente denotaremos por F a F (distinguiéndose por el contexto)

PROPOSICION 7.2.7. Sea F(U) CV se tiene

= Siw es meromorfa (holomorfa) en V entonces F™*(w) meromorfa (holomorfa)
en U

= Siw es de tipo (1,0) ( respectivamente (0,1) ) también lo es F*(w)

DEMOSTRACION. Directa de las definiciones O

PROPOSICION 7.2.8. FEl “pullback” conmuta con las diferenciales. Es decir

- FY(df) = d(J.F)  F*(dw) = d(F*(w))
- FY0f) = O(f.F)  F*0w) = 0(F*(w))
- FY@f) = 3(fF)  F*@w) = 3(F*(w))

DEMOSTRACION. F*(df) = 9L F/(2)dz + 2L F/(2)dz = W, 20D, —

d(f.F) . Las otra analogas O
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PROPOSICION 7.2.9. Sea F : X — Y wuna aplicacion holomorfa entre superficies

de Riemann. y w € MY(Y) (1_forma meromorfa). Vp € X se tiene
ord,(F*(w)) = (1+ ordp(y) (w))mult,(F) —1
DEMOSTRACION. Sean z,w coordenadas locales aprededor de p y F(p) respec-

tivamente, tales que F' es en esas coordenadas w = 2" siendo n = mult,(F) .

o0

Con respecto a w la 1-forma w es (Z ciw')dw siendo k = ordp(,)(w) entonces
i=k
F*(w) es con respecto a la coordenada z de la forma (Z cizni)(nznfl)dz luego
i=k
ordy(F*(w)) = nk +n — 1 =mult,(F)(1 + ordpg)(w)) — 1 O

7.3. El residuo

En una superficie de Riemann no es posible definir el residuo de una funcién como
se hace en el caso del plano C. Sin embargo si es posible hacerlo para el caso de

1 forma diferencial meromorfa.

DEFINICION 7.3.1. Sea (U, z) una carta centrada en p € X, w = fdz admitiendo
M

f un desarrollo de Laurent alrededor de p de la forma Z ciz" (siendo N < —1) Se
i=N
define el residuo de w en p como Res,(w) = c_1

Hay que demostrar que no depende de la carta elegida. Necesitaremos dos lemas

previos

LEMA 7.3.1. Sea g holomorfa en U — {p} entonces el residuo de dg en p es cero.

o0 o0
DEMOSTRACION. En efecto g = Z ciz'y dg = ( Z icizi_l)dz y el residuo
1=—00 1=—00

sera el coeficiente correspondiente a ¢ = 0 que es 0 (independientemente de la

carta) O

LEMA 7.3.2. Sea h holomorfa en U con un cero en p de primer orden entonces

Res,(%) =1
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DEMOSTRACION. Tendremos h = zg con ¢g(0) # 0y dh = gdz + zdg y d—}i’ =

gdz%g“lg = % + % como % sera holomorfa en p (z =0 ) el residuo de édg valdra 0
por el lema anterior y entonces el de % vale 1 (]

TEOREMA 7.3.1. El residuo en p es independiente de la carta (U, z) centrada en

p elegida para calcularlo.

o0
DEMOSTRACION. Sea w = fdz siendo f = Z ¢;z' consideremos
1=—00
—2 00
g= Y Sy G
, t+1 — j 41
i=—00 =0

y tendremos dg = (2;2700 izt 4+ Yo, ci2)dz = fdz — c_127" luego w = dg +
c_12~ ! como g holomorfa en U — {p} el residuo de dg es cero y el de w vale c_;

independientemente de la carta. O

7.4. Integracion en superficies de Riemann

La integracion de 1 forma diferencial a lo largo de un camino es un caso particular

de la integracion en variedades analiticas.

En esencia una 1 _forma es un campo tensorial covariante que actia ( multiplicacion
contracta ) sobre el vector tangente a la curva v en los puntos en que este exista.

Podemos asi definir:

DEFINICION 7.4.1. Dada una 1_forma we EY(X) definida en una superficie de
Riemann X y un camino v : I — X (I intervalo cerrado de R ) diferenciable casi
por doquier en I, a cada t € I le podemos asociar el nimero complejo w(t)y'(t)
(multiplicacion contracta de vector covariante y contravariante), dando lugar a una
funcion f : I — C . Se define la integral de la forma w a lo largo del camino ~y

como /w = /fd,u stendo p la medida de Lebesgue en R.

¥ I
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Si descomponemos el camino en tramos 7; cada uno en el interior de una carta

(U;, 2) en las que w = f;dz + ¢;dz tendremos

/ w=>_ / [fi(2(£), 2(1))2' (t) + g (2(1), Z(1)) 2’ (¢)]dt

donde a;_1 y a; son los extremos del tramo contenido en U;

Para definir la integraciéon de 2-formas necesitamos un concepto previo.

DEFINICION 7.4.2. Sea {U}ic; un recubrimiento abierto arbitrario de X. Una
particion de la unidad suave subordinada a U es una familia (V;)icr,¥; € € tal que

- supp(;) C U;

-0<yY <1
Ve eX ) hi(z) =1
el

-Vo € X existe V entorno de x tal que V N supp(v;) = O excepto para un nimero

finito dei eI

PROPOSICION 7.4.1. Sea X una superficie de Riemann y {U;} un recubrimiento

abierto de X. Existe una particion de la unidad suave subordinada a {U;}

DEMOSTRACION. La demostracion se basa en que X es paracompacta y puede

verse en [LeeSM]. O
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DEFINICION 7.4.3. Dada una 2_forma a€ £2(X) definida en una superficie de
Riemann X, podemos considerar en cada punto p € X el tensor % ® % de forma
que su producto contracto por o producird un escalar f(p) = a(p)(Z|, ® Zl,).

Supongamos un subconjunto D C X integramente contenido en el dominio de una

J[a=] / L, e

Siendo & la medida de Lebesque en R?.

carta (U,v) , se define

En el caso de que D no este contenido en una sola carta consideramos el atlas

(Ui, zi) y una particion de la unidad (1;) subordinada al recubrimiento {U;} y de-

[Le=X ] e

En el caso de un atlas con infinitas cartas se exigird que erista una cota para la

finimos

suma de los modulos de las integrales correspondientes a cualquier conjunto finito

de cartas.

TEOREMA 7.4.1. (Stokes) Se cumplird

Jh=

Siendo 0D la frontera (con la orientacion inducida) de D.
DEMOSTRACION. Ver [LeeSM] O

De la definiciéon se deducen las siguientes propiedades

/()\1(«01 + Aows) Z/)qwl +//\20J2
v 5 v

/ df = F(v) - (1) 7+ [ab] = X

[

= Sea F' : X — Yuna aplicacion holomorfa entre superficies de Riemann.

Dado un camino 7 : [a,b] — X tenemos definido el camino F,v : [a,b] —
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Y F.y(t) = F(y(t)) . Se tiene

Joemfre

TEOREMA 7.4.2. Sea X una superficie de Riemann w € EY(X) una forma dife-

rencial con soporte compacto. Entonces

e

DEMOSTRACION. Consideremos un atlas (U, z;) v una particion de la unidad
{4} suave subordinada a {U;} . Definimos w; = 1;w y como tiene soporte compacto
w=wi + ... + w,. Tendremos por el teorema de Stokes

// dwi = / w; = 0
U; oU;

i

Puesto que w; vale cero en la frontera de Uj. O

NoTA. En el caso de superficies compactas tendremos faDw = 0. Esto es conse-
cuencia de que toda superficie de Riemann es triangulable (ver [AhlfSar|) y orien-

table y cada lado de cada tridngulo se recorre una vez en cada sentido.

7.4.1. El haz de primitivas locales.
SeaU={2€C:|z|] <r}yw= f(z,y)dz + g(x,y)dy € EL(U) . Si w es cerrada

dw = 0 tendremos

_ 9g(x,y)  Of(z,y) _
dw = ( 5 oy Ydx Ady =0

Si definimos V(z,y) € U

F(z,y) = / (f (b2, ty)z + g(tz, ty)y)dt

es claramente infinitamente diferenciable y

OF(z,y) (' Of(ta,ty) Oglta,ty)
oz —/O(f(tx,ty)+ o T Tty
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og9(z,y) _ Of(z,y)

B oy tendremos

como

df(te,ty) _ 0f(tx,ty)  Of(tw.ty) ~_ Of(tz,ty) +5g(tw7ty)y

dt - or v y v= or o Jr
luego
OF (z,y) 1 df (tx, ty) B /1 d(tf(te,ty)), .
o _/O (f(tx7ty)+tTt)dt— ; (T)dt_f(xay)
Analogamente %ﬁj’y) =g(z,y)

Es decir en un disco U de C cada forma w € £*(U) tiene una primitiva F' € £(U)

de forma que dF = w

Vamos a extender este resultado a superficies de Riemann

DEFINICION 7.4.4. Dada w € EY(X). Denotaremos F al haz de primitivas. De

forma que dado un abierto U C X, F(U)={f € EU): df =w|u}

Es facil comprobar que es un haz y que cumple el principio identidad (Si U es

conexo y f1, fa € F(U) difieren en una cte).

TEOREMA 7.4.3. Sea X una superficie de Riemann y w € EY(X) una forma dife-

rencial cerrada . Existe una aplicaciéon recubridora p : Y — X siendo Y conexo y

una funcion F' € £(Y) tal que dF = p*(w)

DEMOSTRACION. Sea |F| el espacio de gérmenes asociado al haz F que sera

Hausdorff pues F cumple principio de identidad (ver teorema 4.2.4). Sea z € X y
consideremos una carta (U, z) tal que z(U) es un disco centrado en x. Acabamos de
ver que existe una primitiva f € F(U) de w. Entonces f+ ¢ son todas las primitivas

en U por tanto

p () =0+

ceC

Los conjuntos [U, f + c] son disjuntos y p|[y,f+¢ es un homeomorfismo para cada c

. Por tanto p : | F|— X es una aplicaciéon recubridora.
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Sea Y C |F| una componente conexa, por el lema 3.4.2, p|y : Y — X serd también

recubridora. Si definimos F([f],) = f(«) tendremos

\\F

p

!
[

dF' =d(p*f) =p"df = p'w

><<—’~<

C

O

COROLARIO 7.4.1. Sea X una superficie de Riemann, 7 : Z — X su recubrimiento
universal yw € EY(X) una forma diferencial cerrada. Existe una primitiva f € £(Z)

de m™*w .

DEMOSTRACION. Sea F' una primitiva de p*w en Y segun el teorema anterior.

Al ser Z recubrimiento universal tendremos

Z—" >y

N

X

Entonces f = s*F , o sea f(z) = F(s(z)) , serd una primitiva de 7*w = (p.s)*w =

s*(p*(w)) al ser s holomorfa y conservando las fibras. O

COROLARIO 7.4.2. En una superficie de Riemann X simplemente conexa cada

forma diferencial cerrada es exacta.

DEMOSTRACION. En este caso id : X — X es un recubrimiento universal. [

TEOREMA 7.4.4. Sea X una superficie de Riemann yp:Y — X su recubrimiento
universal. Sea w € E1(X) una forma diferencial cerrada, y F una primitiva de
p*w . Siy:[0,1] = X es un camino diferenciable a trozos y 7 : [0,1] — Y su

levantamiento entonces

/w = F(7(1)) — F(3(0))
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DEMOSTRACION. Tendremos

l w= / e= / pw = / aF = F((1)) - F(3(0))

TEOREMA 7.4.5. Sea X una superficie de Riemann y w € EY(X) una forma di-

ferencial cerrada. Si 9,7 : [0,1] = X son dos curvas homdtopas de a hasta b .

o=t

FEntonces

DEMOSTRACION. Sea p : Y — X un recubrimiento universal y consideremos
levantamientos ¢ y 4 con el mismo punto inicial. Por el teorema 3.4.3 deben tener

el mismo punto final y aplicando el teorema anterior tenemos el resultado. O

7.5. El teorema del residuo

PROPOSICION 7.5.1. Sea w € MY (X) , (U, 2) una carta centrada en p € X de
forma que w' € QU —{p}) y v un camino homdtopo a una circunferencia de centro

0 tal que z=1(y) C U. Tenemos

1
Resp(w) = Tm/w

Y

DEMOSTRACION. Consecuencia directa de la definiciéon y del teorema del resi-

duo en C O

PROPOSICION 7.5.2. Sea f € M(X) entonces % e MY(X)y Resp(%) = ordy(f)

DEMOSTRACION. Sea (U, z) una carta centrada en p y ord (f) = n entonces

o0
en un entorno de cero f(z) = chzk , % =tz + Z dpz" (L tiene
k=n k=—n-+1
orden —n y el producto de los Coeﬁcientes ha de ser 1) también tenemos df =
2+ Z kepzh™ df =nz"1 + Zlkz y Resp( Ly =n. O

k=0
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TEOREMA 7.5.1. Sea X una superficie de Riemann compacta y w € M*(X) en-

tonces

Z Resp(w) =0

peX

DEMOSTRACION. Sean pi,...,p, los polos de w (finitos al ser X compacta),

(Vi, z;) cartas centradas en cada p; de forma que w € QY(U; — {p;}) y v curvas
cerradas homoétopas a una circunferencia z; 1(%-) C V; cuyo interior denotaremos

por U; tendremos

1
Resp, (w) = —2772_/ w
Vi

y por tanto

1
ZRespJ mZ/w—— w=-—5—

2mi S5, oD

Siendo D = X — |JU; (El signo - es porque la frontera de D tiene orientacion

inducida opuesta a la positiva de la curva ;)
Aplicando el teorema de Stokes,
Res,,. =0
Z esp, (w) = ~5 // w =
J
Pues w holomorfa en D y por tanto dw = 0 O

COROLARIO 7.5.1. Sea X una superficie de Riemann compacta y f una funcion

meromorfa no constante. Entonces

Z ordy(f) =

peX

DEMOSTRACION. Consecuencia directa de la proposicion 7.5.2 y del teorema

7.5.1 aplicado a % O

Este resultado se obtuvo también como teorema 5.3.9.
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7.6. Producto escalar de formas y formas armoénicas

En este apartado vamos a limitar bastantes definiciones a superficies de Riemann
compactas, no es dificil la generalizacién, aunque no del todo satisfactoria, restrin-
giéndose a formas diferenciales de soporte compacto (ver [FarkasKral).

El hecho de que la generalizacion no sea totalmente satisfactoria, es la existencia,
en este caso, de formas no constantes exactas y armoénicas como e*dz en el disco

unidad.

DEFINICION 7.6.1. Dada una 1_forma w € EY(X) podemos definir la 1_forma
w € EYX) del siguiente modo: Fijamos un atlas formado por las cartas {(U;, 2;)}
de forma que en U; podemos poner w = fidz; + g;dz; siendo f;,g; € E(U;) entonces

tendremos w = g;dz; + fl dz; en U;.

Es sencillo comprobar que la definicion no depende del atlas elegido. También se

comprueba sin dificultad que para f € £(X)

of=0f) of=(0f) df =(df)

y también que para w € EY(X)

0w = (w) 0w=(0w) dw= (dw)

También se define Re(w) = 3(w +w) y w serd real cuando w = Re(w)

De la definicién se tiene que /w = /w y por tanto Re(/w) = /Re(w)
Bl Bl Bl B!

DEFINICION 7.6.2. Se dice que w es antiholomorfa cuando W es holomorfa. De-

notaremos por Q' (X) el espacio de las 1-formas antiholomorfas en X

PROPOSICION 7.6.1. (0 (X) es isomorfo a Q' (X)

DEMOSTRACION. La conjugacion es claramente un isomorfismo con ella misma

como inverso. O
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7.6.1. Operador * de Hodge .

DEFINICION 7.6.3. Dada una 1_forma w € EY(X) podemos descomponerla de
forma tinica como w = wy + wsy de forma que wy € ELO) ywy € O | Definimos

la 1_forma *w € EY(X) como *w = i(ws — w1)

Si w = udz + vdy tendremos w = 3 (u — iv)(dz + idy) + % (u + v)(dz — idy) luego

w; = 2(u—iv)dz y we = $(u+ iv)dz luego

*(udz+vdy) = %[(quiv)(dx—idy)—(ufiv)(deridy)] = %(2i(vdm—udy)) = udy—vdz

NoTA. En algunos textos (por ejemplo [ForRS|) se define xw = i(w; — wa)

PROPOSICION 7.6.2. Se cumplen las siguientes propiedades

1o xx(w) = —w

2. #(w) = *w

3. d(xdf) = 2i90 f

DEMOSTRACION. Consecuencia directa de la definicion. O

DEFINICION 7.6.4. Se dice que la 1_forma w € EY(X) es cocerrada si *w es

cerrada, y coexacta si *w es exacta.

PROPOSICION 7.6.3. Una forma diferencial w es holomorfa si y sdlo si es cerrada

Y Fw = —iw

DEMOSTRACION. Siw es holomorfa es cerrada, y que *w = —iw es consecuencia

directa de la definicion.

Reciprocamente sea w = udz + vdz entonces *w = i(—udz + vdz) y si se cumple la

hipétesis tendremos w = udz y por ser cerrada 0 = dw = %d?/\ dz y luego g—; =0

y w es holomorfa. O
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DEFINICION 7.6.5. Sea X una superficie de Riemann compacta wy,ws € EY(X),

se define el producto escalar (y la correspondiente norma ||w|| = (< w,w >)2) como

<wi, Wy >= // w1 N *Wa
X

De la definicion se tiene que < wi,ws >= < ws,wy > Y que < wi,wy >=<

*W1, kWo >

PROPOSICION 7.6.4. El producto escalar es definido positivo

DEMOSTRACION. Consideremos cualquier carta (U, z) tendremos w = fdz +

gdz, xw = i(fdz — gdz) entonces

wA @ =i(|f* +1g1*)dz A dz = 2(|f* + |g|*)dz A dy

Por tanto < w,w >> 0 y s6lo si w = 0 tenemos < w,w >=10 O

OBSERVACION. Con el producto escalar definido anteriormente el espacio E*(X)
es preHilbert. Pero como no es completo no es un espacio de Hilbert. La compleccion
de EX1(X) (por el método cldsico de las sucesiones de Cauchy) que se denota E(X)
la constituyen las formas

w= f(2)dz+ g(2)dz

donde f y g son funciones medibles de la coordenada local z

Denotaremos como DE(X) la clausura en EY(X) de d(E(X)) y por xDE(X) =

{weE(X) :xw e DE(X)}

PROPOSICION 7.6.5. Sea X una superficie de Riemann compacta, DE(X) y*DE(X)

son ortogonales

DEMOSTRACION. Seanw; € DE(X),wq € *DE(X) existiran sucesiones { f,, }, {gn}
en £(X) tales que

lim(dfn,) = w1 lim(xdgn) = wa
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tendremos < dfy,,*dg, >= — [[ dfn A dgn = — [[ d(fndgn) = 0 por Stokes.
Tomando limites (X compacta y se aplica convergencia dominada) tenemos el re-

sultado. O

DE(X) @ *DE(X) sera un subespacio cerrado de E*(X), definimos
H(X) = (DE(X) @ *DE(X))* = DE(X)* N (*xDE(X))*
y tendremos E*(X) = DE(X) @ *DE(X) & H(X)

PROPOSICION 7.6.6. Sea X una superficie de Riemann compacta, una forma w €

EYN(X) es cerrada si y sélo siw € (xDE(X))* y cocerrada si y sdlo siw € DE(X)*

DEMOSTRACION. Sea w € £1(X) Vf € £(X) tendremos

< w,xdf >= //df/\w—/ d(fw) — fdw) = / fdw

Si w es cerrada dw = 0y w € (d(E(X)))t y por densidad y continuidad w €
(DE(X))%. Reciprocamente si < w,*df >= 0 para toda funcién diferenciable f

entonces dw = 0. El caso de cocerrada es anélogo. O
PROPOSICION 7.6.7. Sea X una superficie de Riemann compacta

1. 9(£(X)), 0(E(X)), QY(X), Ql(X) son ortogonales dos a dos

2. d(£(X)) y xd(E(X)) son subespacios ortogonales de £}(X) y se cumple
d(E(X)) @ +d(E(X)) = O(E(X)) © I(E(X))

DEMOSTRACION. Sea w € £10(X), o € £01V dada cualquier carta (U, z)
en U tendremos w = fdz, ¢ = gdz y por tanto x6 = —igdz y asi w A %6 = 0
y EL(X)LEOD(X). Como Q'(X),0(E(X)) ¢ ELN(X) y O (X),0(E(X)) C
EOD(X) para demostrar 1 bastara ver que 9(£(X)) L QY(X) y que 9((X)) L
(X).

Sea f € £(X), w € QY(X) tendremos

WA*Of =iw A0 f =iwAd(f) = —id(fw) luego < w,df >= —i/ d(fw) =0
X
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por el teorema 7.4.2. Analogamente el otro caso.
Para demostrar 2 sean f,g € £(X)

df A+(xdg) = —df Ndg = —d(fdg)
y por tanto < df,xdg >= —/ . d(fdg) = 0 por la misma razon que antes.
Por ultimo sean f,g € £(X) tendremos
df +xdg = 0f + 0f +*(0g + 0g) = Of + Of +idg — idg = O(f —ig) + A(f + ig)
y como f —ig, f+ig € £(X) tenemos d(£(X)) @ xd(E(X)) C I(E(X)) @ I(E(X))

la otra direccién anéloga. O

7.6.2. Formas armonicas.

DEFINICION 7.6.6. Una funcion f € E(U) se denomina armdnica cuando

00f =0

(claramente se tiene también en este caso d0f = 0)

Como

09f =00z = 2Lz naz = LG i) (o i) n (o - i) =
_ i(%+ ng)( 2ida A dy) = %(%+%>d A dy

tendremos 2i00f = ( M? —|— )dm A dy expresion que se denomina “laplaciano”

de f y se denota Af . Pudiendo ponerse la definicion de funcion armoénica como

(ecuacion de Laplace)

Af =2i00f =0

DEFINICION 7.6.7. Se dice que la 1_forma w € EY(X) es armonica cuando dw =
0y d(xw) = 0. Es decir si w y *w son cerradas (si xw es cerrada se dice que w es

cocerrada y si *w es exacta se dice que w es coeracta)
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TEOREMA 7.6.1. Son equivalentes
1) w es armdnica

2)Vp € X existe U entorno abierto de p tal que w = df para una funcion f arménica

en U

) w=a+ay a; €QYX), ag € QLX) de manera unica

DEMOSTRACION. Si w es armonica, por ser cerrada, es localmente de la forma
w = df como ademaés es cocerrada se ha de cumplir d(*w) = 0 es decir d(xdf) =0

y por tanto f es una funcién armonica.

Reciprocamente si localmente tenemos w = df entonces w es cerrada. Si f es funciéon
armonica ha de cumplir d(xdf) = 0 luego d(*w) = 0 y w es cocerrada. Esto pone de

manifiesto la equivalencia de 1 y 2
Sea w = udz +vdz una 1 forma armonica se tendra

do = ( ou Ov ou
Z

. v
—£+£)dz/\d§—0 d(*w)—z(?—&-&)dZ/\dE—o

luego % =0y u es holomorfa también % = 0 y v antiholomorfa

Si se puede descomoponer w = udz + vdz siendo u holomorfa y v antiholomorfa

tendremos dw = (f% + %)dz A dz = 0 y andlogamente para d *x w y w sera

armonica. O

TEOREMA 7.6.2. Sea X wuna superficie de Riemann compacta, denotando por

Harm!(X) el espacio de las 1-formas armonicas en X . Se tiene

Harm!(X) = 01(X) & Q' (X)

=1

DEMOSTRACION. Consecuencia directa del teorema anterior y de que Q(X), Q (X))

son ortogonales. O

PROPOSICION 7.6.8. Siw es holomorfa w y w son armonicas
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1o}

DEMOSTRACION. Sea w = fdz si es holomorfa 5z= 0 luego dw = 0 y es
cerrada como *w = —iw tenemos d(*w) = 0 y es cocerrada para @ la demostracion
es analoga O

PROPOSICION 7.6.9. Una forma diferencial w es holomorfa si y solo si es de la

forma w = a4 * a para una cierta diferencial armdnica o

DEMOSTRACION. Si w es holomorfa ella y su conjugada son armonicas por

tanto también lo sera a = % COIO *(x = w se tiene w = a + i(*q)

Reciprocamente si w = a+i(*a) para « armonica, como se puede poner o = ag +ao
—1 . 4
a1 € QHX), as € Q (X) entonces *a = i(ay — o) y tendremos w = 2a; que sera

holomorfa O

PROPOSICION 7.6.10. Siw € Harm'(X) es una 1_forma armoénica real, Erxiste

una unica 1_forma holomorfa o € QY (X) tal que

w = Re(o)

. . —1
DEMOSTRACION. Sea w = w; + ws siendo wy; € Q1(X), wy € Q (X) como w
es real w = W = w7 4+ ws y como la descomposicién es tnica wy; = wy y haciendo

0 = 2w; tenemos w = Re(o)

Si existiera una o’ distinta tal que w = Re(¢’) la 1_forma £ = o — ¢’ seria tal
que Re(§) =0y & € QY(X) .Localmente tendriamos ¢ = df siendo f holomorfa y

tendria que tener parte real constante luego tendria que ser constante y df =0 0O

PROPOSICION 7.6.11. En una superficie de Riemann compacta la dnica 1_ for-
ma diferencial exacta armdnica es la idénticamente nula, y las dnicas funciones

armonicas son las constantes

DEMOSTRACION. Sea f € &(X) se tiene por la proposicion 7.6.7 que df es
ortogonal a Harm!(X) = QYX) @ Q' (X) asi si df es arménica, o lo que es lo

mismo si f armoénica, se tiene df =0y f = cte O
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COROLARIO 7.6.1. Sea X una superficie de Riemann compacta, o € Harm!(X).

Si para cada curva cerrada vy se tiene que /a = 0 entonces 0 =0
¥

DEMOSTRACION. En este caso o es armoénica y exacta y se aplica la proposicion

anterior. O

TEOREMA 7.6.3. En una superficie de Riemann compacta, el subespacio H(X)

coincide con Harm*(X)

Para demostralo se necesita el siguiente lema que no demostraremos (ver [FarkasKra,

Reyssat])

LEMMA. (Weyl) Sea w € E}(X) tal que w € H(X), eziste w € EY(X) que coincide

con w salvo en un conjunto de puntos de medida de Lebesgue nula.

DEMOSTRACION. Sea w € Harm!(X) sera cerrada y por la proposiciéon 7.6.6
w € DE(X)* también sera cocerrada y por la misma proposicion w € *DE(X)*

luego w € H(X) y Harm!(X) C H(X)

Reciprocamente si w € H sera diferenciable (por lema de Weyl) y por la proposicion

7.6.6 serd armonica. O
COROLARIO 7.6.2. El cierre en E'(X) de las 1-formas cerradas es

DE(X) @ Harm'(X)
Andlogamente el cierre de las cocerradas es

*DE(X) ® Harm'(X)

DEMOSTRACION. Por la proposicion 7.6.6 el cierre de las formas cerradas esta

en (xDE(X))*+ = DE(X)®H(X). Recipreocamente si w € DE(X)®H(X) entonces
w = lim(wy,) + a = lim(w, + «) siendo w, € d(E(X)) y a € Harm!'(X) pero

entonces w,, + « es cerrada y w es el limite de una sucesion de formas cerradas. El

otro caso es analogo. O
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Como aplicacion del teorema de Riemann Roch veremos algunas otras propiedades

de las formas armoénicas (ver seccion 13.1).

Las formas armoénicas permitirian demostrar, con relativamente poco esfuerzo, la
existencia de funciones meromorfas en superficies de Riemann, sin embargo no

seguiremos ese camino que puede verse en [FarkasKra].

7.7. n_diferenciales y Wronskiano

Hemos visto que las formas diferenciales son campos de tensores covariantes anter-

nados y que se empleaba como base dual de C (considerado como R?) {dz,dz}.

Ahora vamos a considerar C como un espacio vectorial complejo unidimensional

siendo dz su base dual.

Las diferenciales sucesivas (no las exteriores) dan lugar a campos tensoriales cova-

riantes no alternados.

DEFINICION 7.7.1. Una n_ diferencial en una superficie de Riemann X es un

campo tensorial covariante de orden n

Evidentemente una 1_forma y una 1 _diferencial son lo mismo.

Si consideramos una carta (U, z) una n_ diferencial sera de la forma p = f(2)dz ®

..®dz . Si f es meromorfa se dird que la n_diferencial es meromorfa.

El producto tensorial de n 1_formas produce una n_ diferencial meromorfa . Asi si

Wiy ey Wy € MY(X) se tiene que p = wy ® ... ® wy, es una n_diferencial meromorfa.

Denotaremos por M™(X) al espacio de las n_ diferenciales meromorfas.

PROPOSICION 7.7.1. Sea p una n_ diferencial y (U, z), (V,w) cartas que se so-
lapan . Sip = f(2)dz® ... @dz en U y z = T(w) en UNYV se tiene p =
FT )T (w)"dw ® ... dw en UNV

DEMOSTRACION. Basta considerar que dz = T’ (w)dw y por tanto dz®...Qdz =

(T'(w))"dw ® ... @ dw O



7.7. N_DIFERENCIALES Y WRONSKIANO 175

DEFINICION 7.7.2. Dada una n_ diferencial p y un punto p se considera una carta

(U, z) centrada en p . En esa carta se tendrd p = f(2)dz ® ... ® dz y se define

ordy(p) = ordy(f)

Como si tenemos otra carta (V,w) centrada en p y z = T(w) por la condicion de

compatibilidad T"(0) # 0 la definicién anterior es independiente de la carta.

7.7.1. Wronskiano.

DEFINICION 7.7.3. Dadas n funciones f1,..., fn € M(X) y una carta (U, z) se

define el Wronskiano en los puntos de U como

fl z ! fn~271
(frzt) (fozt)
Wz(flu“'afn) =
(fl'zfl)nfl) (fn.zfl)nfl)

Tal y como se define el Wronskiano depende de la carta elegida.

PROPOSICION 7.7.2. Si se considera otra carta (V,w) tal que z = T'(w) en UNW

se cumple que

Ww(fh ceey fn) = (T/)%(nil)wz(fla ceey fn)

DEMOSTRACION. Sea ¢; = f;.27 'y h; = f;.w™! se tendra

gl g'n, hl hn

Wz(flvmvfn): Ww(fla"'afn):

n—1 n—1 n—1 n—1
g1 ) gn ) hl ) hn )
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Se tiene h; = fiw™! = fi.z7lzw ! = ¢;.T (0 sea hi(w) = g;(T(w))) y asi

hi(w) = gi(T(w))T"(w) ki (w) = g/ (T(w))(T"(w))* + gi(T(w))T" (w)

y en general

donde @g;(w) son funciones holomorfas independientes de ¢ y por tanto usando

transformaciones de matrices que no afectan al determinante podemos poner

g1 9n
T'g; T'g;,
Wl fis s fn) = = (T)E"DW,(f1yes fn)
(T/)nflh;b—l) (T/)nflhz—l)

Asociada al Wronskiano tenemos la m_ diferencial m = % (n — 1)
Wz(fl; ceey fn)dz ®...Q dz

que no depende de las cartas elegidas (ver proposicion 7.7.1)

PROPOSICION 7.7.3. Si las funciones g, ..., gn son linealmente independientes en

el abierto U C C entonces su Wronskiano no es idénticamente nulo

DEMOSTRACION. Supongamos que lo tenemos demostrado para n — 1 y consi-

deremos la ecuacion

g1 gn—1 h
9/1 g:z—l h'
=0
-1 -1 _
g? ) 92—1) hn=1)
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Desarrollando tenemos la ecuacion diferencial a,_1h"™ Y + ... + agh = 0 siendo

Ap—1 = W(gla -~-agn71>

Evidentemente g1, ..., gn—1 son soluciones de esta ecuacion diferencial (daran lugar
a columnas repetidas y determinante nulo) . Si W(gy, ..., g,) fuera identicamente
nulo entonces g, seria otra solucion y en los puntos donde a,—1(z) # 0 se podria
poner g, como una combinacion lineal de g1, ..., g,—1 (y por principio de identidad

en todo U) O

DEFINICION 7.7.4. Dadas n formas diferenciales wy, ..., w, € QY(U), siendo (U, z)

una carta w; = f;dz en U se define

W (wiy ooy wn) = Wo(f1y ey fr)

PROPOSICION 7.7.4. Si se considera otra carta (V,w) tal que z = T(w) en UNW

se cumple que

W (wr, ooywn) = (T EOFDW, (w1, ..., wy)

DEMOSTRACION. Basta considerar que w; = f(z)dz = f(T(w))T"(w)dw y apli-

car la proposicién 7.7.2. O






Capitulo 8

Existencia de funciones meromorfas

Aunque parezca evidente la existencia de funciones meromorfas en una superficie

de Riemann arbitraria esta lejos de ser un tema trivial.

Analizaremos en detalle el problema para superficies de Riemann compactas.

8.1. El lema de Dolbeault

Consideremos el haz € de funciones suaves (infinitamente diferenciables) en C con-

siderandolas como funciones de dos variables reales.

LEMA 8.1.1. Sea g € £(C) con soporte compacto. Existe una funcion f € E(C) tal

que
of _
0z

DEMOSTRACION. Definimos f:C — C

_ 1 9(2) _
5)—%//62_§dz/\dz

Como presenta una singularidad en £ vamos a ver que esta bien definida. Pasamos

a coordenadas polares z = £ + re’? como dz A dz = (dz + idy) A (dv — idy) =

idy A dx — idx N\ dy = —2idx N\ dy = —2irdr A dp y tendremos
_1 27 up 2w
/ / £+T€ 77/ dQD/ §+T€ wd’l"
reiy
Con lo que la integral esta definida pues g tiene soporte compacto

Si hacemos z = £ + w la integral se puede calcular como el limite de las integrales

en los discos B, = {w: e < w < o0}

_ 1 9§ +w) _
f6_271'i//36 w dw N dw
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Al tener g soporte compacto y por tanto un valor méximo se podra aplicar conver-

gencia dominada de Lebesgue y derivar dentro del signo integral

afe— // ag““’ ~dw A dw
& 21 w

Pero haciendo 1) = W + £ tendremos %E% = 8%2276—% 99 (w)

y analogamente con

99 (1/1) por lo que podremos poner
Og(€+w)1 _dg(§+w)1 i(g(ﬁﬂv))
o6 w ow  w w w
la tltima igualdad debido a que (%) = — 1 %% = 0 (recordar que con la notacién

empleada w y w son variables independientes)

En definitiva tendremos para w # 0

6[6 —m// 9 g£+w))dw/\cﬂ

y considerando la forma diferencial o(w) —2}” g (§+w)dw su diferenciaciéon exterior
produce
1 0 g+w),
d ——)dwANd
o(w) = 2mi Ow w Jdw A\ dw

y por tanto %—fg = 2_—7&//3 do y aplicando teorema de Stokes 88—% = 2_712‘/3 o

€
Como o tiene soporte compacto (al tenerlo g ) la frontera B, se reduce, a efectos
de integracién, al circulo de centro cero y radio €, recorrido en sentido negativo
(puesto que B, es el exterior), que parametrizamos mediante e’ y tendremos

afe 1 o g(€ + Eeiw) 1] 1 o i
o — | LT Jieivdp = — “)d
9 2mi J, e T op /0 9(§+ee)dp

luego lim¢_so %% = g(e€) y por tanto
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TEOREMA 8.1.1. Sea Xr={2€C:|z| <R} yge€&(Xg). EntoncesVR: 0 <

R < o existe una funcion f € E(XRr) tal que

of
oz 7
DEMOSTRACION. Sea 0 < Ry < Ry < ... < R, < ... una sucesién creciente y

X, ={z € C: |z| < R,}. Existe una particion de la unidad {v,,} subordinada a

{X,} (ver definicion 7.4.2)

Las funciones g, cumplen las hipdtesis del lema anterior y por tanto existen
funciones f, € £(C) tales que
Ofn

g = Yng

Vamos a definir una sucesion f,, por induccion que cumpla

Ofn

2 =gen X,

||fn+1 - fn”oo <27

Ponemos ]71 = f1 y supuestas definidas fvl, e f; tendremos que %(fnﬂ — 3‘;) =0
en X, luego es holomorfa y se puede aproximar por un polinomio de Taylor P de

forma que

fus1 = Fu — Plloc <277

definiendo ﬁ: = fnt1 — P tendremos

O _ Ofusr 0P _ Ofuin

oz oz oz oz 9 vem

puesto que P es un polinomio (holomorfo) y 22 =0

Como todo z € C esta contenido en todos los X, a partir de uno determinado,

existe (es sucesion de Cauchy y C completo)

f(z) = lim fu(2)

n—oo

En un X,, cualquiera se puede poner

F(2) = Fm(2) + Y fera(2) — filz)
k=m
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yVk>m ﬂ:l(z) — fx(2) son holomorfas en X, pues %(f/;;:l(z) — fr(2) =0

Como la suma S,, = > ro Frt1 (2) — fx(z) es de funciones holomorfas y converge

uniformemente en cada compacto dara lugar a una funcion holomorfa y f = ]?n;—i-Sm

es infinitamente diferenciable en X, y a—é =g

Como X, es arbitrario tenemos el teorema. O

Naturalmente f no es tnica puesto que si h es holomorfa f + h tambien cumple.

8.2. Calculo de algunos grupos de Cohomologia

TEOREMA 8.2.1. Sea X una superficie de Riemann y & el haz de funciones suaves

en X. Se tiene HY(X,£) =0

DEMOSTRACION. Sea U = {U;} un recubrimiento abierto arbitrario de X. y v;

una particiéon de la unidad subordinada a U (ver 7.4.2)
Vamos a demostrar que H*(U,E) = 0 con lo que estard demostrado el teorema

Sea (fi;) € ZY(U, &) y consideremos la funcién f;;1; definida en U; N U; podemos

extenderla con ceros a todo U;, y asi podemos considerar f;;1¢; € E(U;) .
Sea g;(z) = Z fij(x)i(x) (estd bien definida pues cada punto tiene un entorno

jeI
que solo intersecta a un namero finito de soportes de las 1; ) tendremos g; € E(U;).

Ahora en U; N U

9i— 9= fathr — Y Fitoe = Y _(fix — Fi)x

kel kel kel

Como fir, — fjr = fij (ver lema 4.5.1 ) tendremos g; — g; = Zfijwlc = f;; luego
kel
(fi;) es cofrontera. .

TEOREMA 822. HY(X,£') = HY(X,£?) = HY(X,£00) = HY(X,£0:D) =0

DEMOSTRACION. Anéloga a la anterior U



8.2. CALCULO DE ALGUNOS GRUPOS DE COHOMOLOGIA 183

PROPOSICION 8.2.1. Sea B = {z € C:|z] < R} siendo 0 < R < co . Entonces

HY(Br,0) =0

DEMOSTRACION. Sea U = {U;} un recubrimiento abierto de Br y (fi;) €
ZY(Bg, O) un cociclo. como Z'(Bg,0) C ZY(Bg,&) y como H*(Bg,&) = 0 (ver

teorema 8.2.1) existe una cocadena g; € £(X) tal que fi; =g, —g; en U; NU;

Como gfij = 0 (fi; holomorfa) tenemos que 0g; = aqj en U; NUj y existe una

funcién global h € £(Bgr) tal que dg; = h

Ui

Por el teorema 8.1.1 existe g € £(X) tal que dg = h . Si definimos
Ji=gi—g enl;
tendremos Of; = dg; — 0g = 0 en U; luego f; es holomorfa. Ahora bien
fi—fi=g9i—9—(9i—9)=9;— 9= fi
y por tanto (f;;) € B'(Bg,O). O

PROPOSICION 8.2.2. H(C,0) =0

DEMOSTRACION. Sea Uy = Cy Uy = C—{0}, U = {Uy,Us} es un recubrimien-
to abierto de C y como % es un biholomorfismo entre U, y C aplicando el corolario

anterior vemos que U es un recubrimineto dce Leray y H'(C, 0) = H* (U, 0)

Consideremos un cociclo fi3 € O(Uy NU) = O(C — {0}) Admitird un desarrollo

en serie de Laurent

o0
Ji2 = Z izt
1=—00
0o —1
definiendo f; = Z ciz'y fo=— Z ¢;2", holomorfas en U, y Uy respectivamente,

=0 i=—00

tenemos fi12 = f1 — fo. O
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8.3. El espacio de Hilbert de las funciones holomorfas

Sea D C C un conjunto abierto, dada una funcion f € O(D) definimos la norma
L*(D)

1Pl = | [[ 1rta in) Pdzay?
Las funciones tales que || f||z2(py < oo se denominan de cuadrado integrable y el

conjunto de las mismas se denota por L?(D, )

Podemos definir un producto escalar en L?(D, O) mediante

)= [ /D fgdedy

la integral es finita puesto que |f(2)g(z)| < 3(|f(2)]* + |9(2)?)

Para el caso D = B(a,r) consideremos los monomios v, = (z — a)™ tendremos

2n+2 7T'f’2n+2

27 T
2 2rr
[¥nllL2(m) /0 sO/O pripdp = 5 o [¥nllz2B)

™

rn+1
n+1

También se tiene que

27 T
(Vn, Ym) = / ei("_m)“"dso/ Pt pdp = 0sin #m
0 0
por lo que forman un sistema ortogonal

Si f € L?(B, ) existird un desarrollo en serie de Taylor

oo

f= ch(z —a)"
n=0

y por tanto tendremos

X rp2it2 O pp2it2
||f|\%2(3) :Zﬁ|0z‘\2:m’2\f(a)|2+z i1 |eil?
1=0 i=1

LEMA 8.3.1. Sea D C C abierto y sea D, = {z € D : B(z,7) C D} . Para cada
f € L?D,0) se tiene

1
1Allp. = =2l lleeco)
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Siendo ||f||p, la norma del supremo en D,

DEMOSTRACION. Sea a € D,y f(z) =) ¢;(z — a)" su desarrollo de Taylor en

a. Acabamos de ver

o0 2042
1f1132m) =72 f@))? + > T e
i=1
luego || f||72(5) = 7r?[f(a)|* y como || f[|72(p) = [If]|72(p) tenemos el lema. O

COROLARIO 8.3.1. L?(D,0) es un espacio de Hilbert

DEMOSTRACION. Basta comprobar que es completo. Sea (f,) de Cauchy en
L?(D, O) por el lema anterior converge uniformemente en cada compacto luego el

limite es una funcion holomorfa. O

LEMA 8.3.2. Sea E un conjunto abierto relativamente compacto tal que E C D.
Dado ¢ > 0 ewiste un subespacio cerrado F C L?*(D,0) de dimension cofinita

(complementario de dimensidn finita) tal que
VieF |Iflle2e) < ellfllLzp

DEMOSTRACION. Como E C D y D abierto Vo € E 3r, B(x,r,) C D tendre-

mos E C |JB(xz,%) como E compacto existird un recubrimiento finito. Es decir

puntos aj...a, € D tales que

B(aj,r) C D
Ec OB(a- 0
P

(r se escoge como el minimo de los r; de forma que B(a;, ) C D y se sustituyen las

T : : ) .
B(aj, ) por varias con radio /2 que la recubran y estén contenidas en B(a;,7;)

)

Escogemos N suficientemente grande para que 2=Vt < ¢

Sea F el conjunto de las funciones f € L?(D, ) que se anulan en cada uno de los

a; hasta orden NV
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Cualquier funcion f € L?(D, O) se puede desarrollar alrededor de a; como

N-1
f= E ¢ji(z —aj) —1—5 cji(z
=0

n N-—1
y considerando f =f- Z ZCU z—aj) ¢ es claro que fe F.

j=1 =0
Dado que el complementario de F' estad generado por los monomios (z — a;) la

codimension de F' es menor o igual que Nn.
Sea g € F alrededor de a; el desarrollo de Taylor es g(z ch z — aj)k

tendremos

2k+2

2 2T
112 (3, 0) = Z|ck| o

o rp2kt29—2k—2 . mr2k+29-2(k—N) o
112280y 50 = D lexlP =g =272 3 a7 < 27 2 s,y
k=N =

luego [|flz2(B(a;,50) < 27N IR 2 B0y < 27N I llz2(m)

y como por la linealidad de la integral con respecto al dominio

1fllz2m) < Z I1fll22(B(a;.5))

Jj=i
tenemos

Al L2y < n27 NI fll2 oy < €llfll2 o)

8.4. Cocadenas de Cech integrables

Sea X una superficie de Riemann y (D;, z;) una familia cualquiera finita i = 1...n
de cartas (no estamos exigiendo que los U; recubran X) tal que z;(D;) es un disco

de C.

Sea U; una familia de abiertos U; C D; y sea [U| =U; U...UU,
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Vamos a introducir una norma en || para las cocadenas correspondientes al haz

de funciones holomorfas en [U| C°(U,0) y C*(U,O)

« 1= (i) € COW, ) definimos |[nl|Zapy = 3 il

= 9 = (fiy) € C' (U, O) definimos [[9]3 ) = > I fisll7201n0,)

Calculadas respecto a las cartas respectivas, es decir

S il = DN iz Mz wn

El conjunto de cocadenas con norma finita es un subespacio vectorial C’%z U,0) de

C'(U,O) y tienen estructura de espacio de Hilbert.

Los cociclos forman un subespacio cerrado (el operador cofrontera es continuo y

son el ntcleo) que se denota Z;,(U, O).

Denotaremos V' € U cuando

= V.U son abiertos V' relativamente compacto

» VCU

Si tenemos familias finitas U = {U;} y V = {V;} tales que V; € U, escribiremos
V < U. Tendremos que para cualquier cocadena & € C'(U,0) [|¢]|r20) < o0
puesto que las funciones estaran acotadas en los V; (compactos) y por tanto en los

V; y hay un nimero finito de ellos.

PROPOSICION 8.4.1. Si V < U existe un subespacio cerrado F C Z},(U,O) de

codimension finita tal que

VEeF ||y < elléllrzw)

DEMOSTRACION. Consecuencia directa del lema 8.3.2 O

PROPOSICION 8.4.2. Sea X una superficie de Riemann y G una coleccion finita

{G,} de cartas en X. Supongamos que tenemos W < V < U < G existe una
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constante C' > 0 tal que V¢ € Z1,(V,0) existen elementos ¥ € Z},(U,0) yn €
Cl.(W,0) tales que
v=E6+46(n) enW

maz(|[9]| 2@ [l 2 om)) < CllEl L2

DEMOSTRACION. Sea ¢ = (f;;) € Z;.(V,0) C Z;(V,E) como vimos (teorema

8.2.1) H'(V,€) = 0y existe una cocadena (g;) € C%.(V, &) tal que
fij=9; —gienVinV;

Como df;; = 0 (pues es holomorfa) dg; = dg; en V; N'V; y por la definicién 4.1.3

existira w € E%1(|V) tal que w|y, = y;

Como |W| € |V] existe una funcion suave ¢ € £(X) tal que (ver [LeeSM])

supp(y) C V| Vo e W] () =1

1w se puede considerar como un elemento de £(|G|) y por el teorema 8.1.1 existiran
funciones h; € £(G;) tales que Oh; = Yw en G; y tendremos Oh; = ghj en G; NG,

y por tanto l;; = hj — h; € O(G; N Gy)

Sea ¥ = (I;j|u) tendremos que ¥ € Z7.(U, ©) pues como resulta de aplicar § a (h;)
tendremos §(¢) = 0 (No podemos decir que ¥ € Bj},(U,O) puesto que las h; no

tienen que ser holomorfas)

En W; tendremos 0h; = ¢w = w = dg; y por tanto h; — g; serd holomorfa en W;
Como W; es compacto h; — g; serd acotada en W; y por tanto en W; y tendremos
n = (hi = g:)lw € CL.(W,0)

Ahora l;; — fi; = (hj — hi) — (g5 — g;) = (hj — g5) — (hi — g;) en W; N W luego

v—E=48(n)en W
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Vamos ahora con la acotaciéon. Consideremos el producto directo de espacios de
Hilbert
H=271.(U,0) x Z},(V,0) x C22(W,0)

1
con la norma [[(9, €)1 = (11912 + [1€]12200) + 171122 0)

y sea L el subespacio L = {((¢,&,n)€ H : 9 = £+ 6(n) en W} L sera cerrado, y por

tanto un espacio de Hilbert

Por la primera parte de la proposicion la proyeccion (continua) = : L — Ziz V,0)
sera suprayectiva y por el Teorema de la aplicaciéon abierta entre espacios de Banach

seré abierta.

Sea A = {(9,&,n) € L : ||(9,&,m)||lg < 1} como 7 es abierta existird un entorno
V de cero (en Z7.(V,0) ) tal que V C m(A) es decir existira e > 0 tal que {¢ :

I€llz2 ) <€} Cm(A)

Sea C = 2 dado £ € Z},(V,0) sea K = ||¢||2(v) entonces &' = % € V y existe
(,&n')eA

haciendo ¥ = KC¥',n = KCn' se tiene ||(9,&,0)||lg = KC||((¢¥,&,n")|| < KC =
CllEl 2wy

y tenemos demostrada la proposicion. O

PROPOSICION 8.4.3. Con las mismas suposiciones que en la proposicion anterior,

existe un subespacio de dimension finita S C Z*(U, O) tal que

VEe ZHU,0) FoeSTIneCOW,0) a=¢E4+6(n)enW

OBSERVACION. La proposicion dice que el homomorfismo de restriccion

H'(U,0) — H*(W, O) tiene imagen de dimension finita (ver seccion 4.7.2)

DEMOSTRACION. Sea C'la constante de la proposicion anterior y € = % Por la
proposicién 8.4.1 existe un subespacio cerrado de codimension finita A C Z}ﬂ U,0)

tal que

VEe A |2y < elléllzaq
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Sea S el complento ortogonal de A en Z},(U,O)
Dado cualquier ¢ € Z'(U,0) como V < U tendremos |[[£[[12(p) = M < o0

Por la proposicién 8.4.2 existen g € Z},(U,0) y no € C%,(W, O) tales que
Jo=E&+0(no) enW ||[Uollp2y <CM  nol|ey < CM

Podremos descomponer 9y = &£y + 09 & € A,00 €S

Supongamos que hemos construido 9y € Z},(U,0) y i € Ci.(V,O) tales que
-0 =&r—1+0(nr) en W

Oy =& +or &€ Ao €S

-9kl L2y < 27FCM

Como ¥y = & + o es descomposicion ortogonal ||x||r2 @) < ||0kl[z2@ < 27kCM

y como & € A [|& 2wy < ell&kllrz@ < [10kll2@y < 27FeOM < 27571 M

Por la proposicién 8.4.2 existen elementos ¥y11 € Z;.(U,0) y nrt1 € CY(W, O)

tales que
D1 = Et0(us1)  enW  [|[9nallzeen <27 'CM |Imisa |2y < 277 'CM

y hemos completado el paso de induccion.

En W podemos poner &, = 9 — o, = €g—1 + d(nr) — o y por recurrencia

k

k
§k+20i:£+5(zm) en W

1=0 i=0

ademas max(|[€x | 22w, |kl L2 @y, [kl L2 ony) < 27FCOM

Entonces kh'm & = 0 y las series Zf:o iy Zf:o 7; convergen siendo su suma
— 00

o= E?:o o, €Syn= Zf:o ni€ C%, (W, O) obteniéndose asi

E+o0(n)=0 enW
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8.5. Homomorfismos con imagen Finitodimensional

TEOREMA 8.5.1. Sea X una superficie de Riemann Y71,Ys subconjuntos abiertos
tales que Y1 € Yo C X . Entonces el homomorfismo de restriccion (ver seccion

4.7.2)
A HY(Y2,0) = H' (Y1, 0)

tiene imagen finito dimensional

DEMOSTRACION. Podemos encontrar una familia finita de cartas G = {G;, z;}
de X y conjuntos abiertos relativamente compactos W; € V; € U; € G; tales que
—Y1CUWZ'@UU¢C}/2

i=1 i=1
- 2z;(Gy), 2z;(Uy), z;(W;) son discos abiertos de C
n n
Definimos Y’ = | JW;, Y = | U;
i=1 i=1
Sean U = {U;}, W = {W,} por la proposicion 8.4.3 el homomorfismo de restriccion
H'(U,0) — HY(W, O) tiene imagen de dimensién finita. Por la proposiciéon 8.2.1
tenemos que H'(U;,0) = 0y H'(W;,0) = 0 (biholomorfos a discos) y por el

teorema 4.7.1

HY YY" 0)=HWU,0) HY(Y' O)=HW,O0)

luego el homomorfismo H(Y",O) — H(Y’',0) también tiene imagen finito di-

mensional.

Factorizando el homomorfismo H!(Ys, O) — H' (Y1, O) (ver proposicién 4.7.3) co-

mo

HY(Y3,0) = H (Y",0) = H'(Y',0) = H'(Y1,0)

tendremos el teorema O

COROLARIO 8.5.1. Sea X una superficie de Riemann compacta. Entonces

dim H'(X,0) < o0
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DEMOSTRACION. Si X es compacta podemos hacer Y7 = Y5 = X en el teorema

anterior. 0

DEFINICION 8.5.1. Sea X wuna superficie de Riemann compacta, se denomina

genus analitico a gan = dim H' (X, O)

8.6. Existencia de funciones meromorfas

DEFINICION 8.6.1. Sea S un conjunto de funciones meromorfas en una superficie
de Riemann compacta X. Se dice que S separa puntos de X si Vp,q € X distintos

existe f € S tal que f(p) # f(q). Se dice que S separa tangentes de X si Vp € X

eziste f € S tal que mult,(F) =1 (siendo F : X — C la holomorfa asociada,).

TEOREMA 8.6.1. Sea X una superficie de Riemann y Y € X un subconjunto
abierto relativamente compacto. Ya € Y existe una funcién meromorfa f € M(Y)

que tiene un polo en a y es holomorfa en' Y — {a}

DEMOSTRACION. Sea k = dim(Imag(H(X,0) — H(Y,0))) < oo por el
teorema 8.5.1
Escojamos una carta (Uy, z) centrada en a ( z(a) =0 ) y sea Uz = X — {a}

U = {U1,Us} es un recubrimiento abierto de X. Consideremos las funciones ho-
lomorfas &/ = —z=9 en Uy N Uy son cociclos & € ZY(U,0) ( como solo hay 2
conjuntos en U tenemos que cualquier elemento de C(U,O) lo es de Z'(U,0)).

Consideremos dichos cociclos para j € {1,...,k + 1}.

Los cociclos ¢y € ZY U NY,O) y solo puede haber k linealmente independientes

(médulo BY(U NY,0)) asi tendremos una relaciéon
& T =6((f) respectoUNY

con algtin ¢; no nulo.

Es decir
k+1

ZCjZ_jZfQ—fl enUlﬁUgﬂY
j=1
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k+1
Asila funcion fi+» ¢;z77 € M(U1NY) coincide con f, € O(U>NY) en Uy NU2NY
1

k41
luego existe f € M(Y) tal que fly, = f1 + chz*j y flu, = f2 que es la funcion
1

buscada. O

TEOREMA 8.6.2. Sea X una superficie de Riemann yY € X un subconjunto
abierto relativamente compacto. Va € Y, VL € 7 > 0 eziste una funcion meromorfa

f € M(Y) que tiene en a un polo de orden primo mayor que L y es holomorfa en

Y —{a}

DEMOSTRACION. Modificamos la demostracién anterior haciendo &/ = —z =7
siendo {r;} un conjunto de k + 1 nimeros primos mayores que L, tendremos como

antes
k+1

ZCjZirj:fQ—fl BnUlﬂUgﬂY

j=1
k+1
fluo, = f1 + chz_” y flu, = fe sera la funcion buscada y tendra un polo de
1

orden 7 que serd un nimero primo mayor que L O

COROLARIO 8.6.1. Sea X wuna superficie de Riemann compacta, M(X) separa

puntos de X

DEMOSTRACION. Dados p,q basta escoger f € M(X) con un polo en p y

holomorfa en ¢. O

COROLARIO 8.6.2. Sea X una superficie de Riemann compacta, M(X) separa

tangentes de X.

DEMOSTRACION. Dado p € X existe por el teorema 8.6.1 ¢ € M(X) con un
polo en p y holomorfa en el resto de X (Si el orden del polo es 1 ya tendriamos el

teorema considerando).

Supongamos que es de orden K por el teorema 8.6.2 existe una funcion h € M(X)
que tiene un polo en p de orden primo M mayor que K . Tendremos med(M, K) = 1

y existiran numeros enteros «, 8 tales que aM + K =1
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Si consideramos la funcién f = g=?h~® € M(X) tendra un cero de orden 1 en

P. U

TEOREMA 8.6.3. Sea X wuna superficie de Riemann compacta y sean ai,..,an,
puntos distintos de X . Dados n nimeros complejos ci,...,c, existe una funcion

meromorfa [ tal que f(a;) = ¢;

DEMOSTRACION. Aplicamos el teorema 8.6.2 (con Y = X) para buscar para

cada par ¢j una funcién f;; con un polo en a; y holomorfa en el resto de X

Escojemos costantes v;; tales que Vk € {1,...,n} fij(ar) # fij(a;) +v;; y definimos

fij(x) = fij(a;)
9ij(x) =
’ fij(x) = fijla) + vy
tendremos g;; € M(X) ademas g;j(a;) =1y gij(a;) = 0y es holomorfa en todos

los aj, . Considerando

f= Zci(Hgij)

i=1  ji

tenemos la funciéon buscada. O

8.7. Finales de Laurent

Denotaremos por £(z) a los polinomios de Laurent en z es decir del tipo r(z) =

M
Z ¢;z" (Donde N, M pueden ser negativos) .
i=N

5
DEFINICION 8.7.1. Un polinomio de Laurent (r(z) = Z 2t —oco<M< S <
k=M

o0 ) se dice que es un final de Laurent de una serie de Laurent h(z) cuando la serie

o0
h —r es de la forma E apz®.
S+1

PROPOSICION 8.7.1. Sea X una superficie de Riemann compacta p € X y (U, 2)
una carta local centrada en p . Dado un polinomio de Laurent r(z) eziste f € Q(X)

cuyo desarrollo en serie de Laurent en p tiene a r(z) como un final de Laurent

m
DEMOSTRACION. Sea r(z) = Zcizi con ¢, ¢y # 0. 1r(2) tilene m+1—n
i=n
términos. Vamos a emplear induccion en el nimero de términos t.
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Sit =1, r(z) = cz™ y por la proposicion 11.1.1 existe una funcion f de orden m
en p.
m
Supongamoslo cierto para menos de ¢ términos y sea r(z) = Zcizl con t + 1
i=n
términos, siendo el término de menor exponente ¢, 2"
Por la proposicion 11.1.1 podemos encontrar una funcion h € Q(X) tal que su serie

de Laurent en p tiene un final de Laurent ¢, 2" .

Sea s(z) el polinomio de Laurent que es final de Laurent de la serie de la funcion
h — r hasta el exponente m. Este polinomio tiene ¢ o menos términos y existe

g € Q(X) cuya serie de Laurent en p tiene a s(z) como final de Laurent.

Considerando f = h — g vemos que su desarrollo en serie de Laurent en p tiene a

r(z) como final. O

TEOREMA 8.7.1. Sea X una superficie de Riemann compacta y p1,...,pn € X un
nimero finito de puntos arbitrarios. Sean (U;, z;) cartas locales centradas en cada
pi y 1i(2;) polinomios de Laurent arbitrarios. Existe f € Q(X) tal que su serie de

Laurent en p; tiene a r; como final de Laurent

DEMOSTRACION. Sea N € Z mayor que el mayor exponente de cada uno de
los r;. Anadiendo ceros podemos considerar cada r; como un polinomio de Laurent

con términos de grado menor que N.

Por la proposicion 8.7.1 existen funciones g; € Q(X) tales que r; es un final de
Laurent en p; . Sea M el minimo de los ordp,(g;), por el corolario 11.1.2 existen

funciones h; € Q(X) tales que ordy, (h; —1) > N — M y ordy, (h;) > N — M.

En cada p; la funcién h;g; tiene a r; como un final de Laurent pues en un entorno de

N-1
pi se tiene gi(2) = ri(2) + 3 caz® hi(z) =1+ > e ymi(z) = 3 ey
=N B=N-M N=M

Ademas alrededor de cada p; ( # p; ) hi(z) = Z caz® g = Z cpz” Tuego
a=N—-M B=M
el desarrollo de h;g; no tiene términos con exponente menor que N.

n
Por tanto considerando f = Zhigi € Q(X) tenemos la funcion buscada. O
i=1
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COROLARIO 8.7.1. Sea X una superficie de Riemann compacta y p1,...,pn € X un
nimero finito de puntos arbitrarios. Sean (U, z;) cartas locales centradas en cada
pi y ri(2;) polinomios de Laurent arbitrarios. Existe f € Q(X) tal que su serie de

Laurent en p; tiene a r; como final de Laurent

DEMOSTRACION. Basta hacer en el teorema anterior r;(z;) = 2™ O



Capitulo 9

Divisores

DEFINICION 9.0.2. Sea X wuna Superficie de Riemann, un divisor en X es una
funcion D : X — 7 cuyo soporte (adherencia del conjunto de puntos en los que

D es distinto de cero) es un conjunto discreto. Con la adicion puntual es un grupo

abeliano que se denota Div(X)

En el caso de que X sea compacta para cualquier divisor D el soporte ha de ser un

conjunto finito.

La relacion D < D’ cuando Vo € X D(xz) < D'(x) es una relacion de orden parcial.

NoTA. FEs dtil emplear una notacion de suma formal para los divisores

D= an.p

peEX

donde n, = D(p)

Cada divisor D se puede descomponer en dos dividores D = P — N mayores que 0

de soporte disjunto

D= Z np.p— Z (—np).p

peEX,np>0 peEX,nyp<0

P, N se denominan divisores positivo y negativo.

Los divisores son un haz rascacielo generalizado sobre la superficie de Riemann X
como se comprueba aplicando la definicion 4.1.7

DEFINICION 9.0.3. Un divisor D se denomina efectivo cuando Vp € X D(p) >0

197
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DEFINICION 9.0.4. Sea D un divisor en una superficie de Riemann compacta X .

Se define el grado de un divisor dg(D) como

D=7 D(p)

peX

Como el soporte es finito la suma estd bien definida.

El grado es una aplicacion dg : Div(X) — Z que se ve facilmente que es un

homomorfismo de grupos cuyo nicleo se denota por Divg(X)

9.1. Divisores principales y canénicos

9.1.1. Divisores principales.

Sea f una funciéon meromorfa definida en X

DEFINICION 9.1.1. Fl divisor de f es un divisor definido por

(div(f))(p) = ordy(f) div(f) =Y ordy(f).p

peX

Un divisor que es el divisor de una funcién meromorfa se denomina Principal.

El conjunto de divisores principales se denota PDiv(X)
Consecuencia directa de la proposicion 5.2.2 es

PROPOSICION 9.1.1. Sean f, g funciones meromorfas de X distintas de cero. Se

tiene

= div(fg) = div(f) + div(g)
= div(L) = div(f) — div(g) luego div(}) = —div(f)

Debido a esto los divisores principales forman un subgrupo de Div(X)

PROPOSICION 9.1.2. Si X es una superficie de Riemann compacta y f es una

funcion meromorfa en X entonces

dg(div(f)) =0 div(f) € Divg(X)
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DEMOSTRACION. Consecuencia directa del teorema 5.3.9 O

PROPOSICION 9.1.3. En la esfera de Riemann C es condicidn necesaria y sufi-

ciente para que D sea un divisor principal que dg(D) =0

DEMOSTRACION. En la esfera de Riemann C las funciones meromorfas son de

la forma

luego

n n

div(f) = Zei.)\i - (Z €;).00
y dg(div(f)) =>"e; —> e, =0

Reciprocamente un divisor se puede poner como D = > e;.\; +€x.00 si dg(D) = 0
ha de ser e, = — Y e; entonces considerando f = > (2 — A;)¢ tenemos div(f) =

D. ]

9.1.2. Divisores candnicos.

DEFINICION 9.1.2. Sea w una 1_ forma meromorfa en una superficie de Riemann

X. Se define div(w) como

(div(w))(p) = ordy(w) div(w) = Z ord,(w).p
peX

Un divisor que es el divisor de una 1_forma meromorfa se denomina Candnico.

El conjunto de divisores canonicos se denota K Div(X)

Ejempro. Consideremos la 1_forma dz en C tendremos que para p # oo tenemos
ordy(dz) =0 . Para calcular en oo consideremos la carta w = % la forma en estas

coordenadas serd w = —Zzdw y tendremos ords(dz) = —2.

En general una 1_forma meromorfa serd

n

w= (Z(z —X\)%)dz

i=1

y tendremos
n

div(w) = Z e i —(2+ Z e;).00

=1
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Por tanto el grado de los divisores candnicos en C es —2

LEMA 9.1.1. Sean wy,wy 1_ formas meromorfas en una superficie de Riemann X,
no siendo wy identicamente nula . Fxiste una tunica funcion meromorfa f en X tal

que we = fwy y tendremos div(we) = div(f) + div(wy)

DEMOSTRACION. Sea una carta (U, ¢) de X . En ¢(U) tendremos wy = g1dz y

_ g

wo = godz siendo g1, go meromorfas, definimos la funcion meromorfa h o

Ahora definimos en U la funciéon meromorfa en f = h.¢

Es facil comprobar que la funcién esté bien definida y es independiente de las cartas

empleadas. O
COROLARIO 9.1.1. La diferencia entre dos divisores candnicos es uno principal
KDiv(X) = div(w) + PDiv(X)

para cualquier 1_forma meromorfa

9.1.3. El grado de un divisor candnico en una superficie de Riemann
compacta.

La formula de Hurwitz en una superficie de Riemann X de genus g y una funcion

f meromorfa (siendo F' la holomorfa asociada tendremos en este caso Y = C de

genus cero) es

PROPOSICION 9.1.4. Sea X una superficie de Riemann compacta de genus g,
entonces existe un divisor candnico de X con grado 2g—2 (posteriormente veremos

que todos los divisores candnicos tienen el mismo grado: ver proposicion 9.4.1)

DEMOSTRACION. Hemos visto que en dicha superficie existird una funcion f
meromorfa no constante (teorema 8.6.1) Sea F' la holomorfa X — C asociada.
Aplicando formula de Hurwitz (5.4.1)

29 — 2+ 2dg(F) = > (multy(F) — 1)
peX
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Hemos visto que la 1 _forma dz en C tiene un polo doble en co y no tiene més polos

ni ceros. Si consideramos el “pullback” de dz, n = F*(dz) tendremos

dg(div(n)) = > ordy(n) = > ordy(F*(dz)) = Y _ [(1+ordpy)(dz))mult,(F)—1]
peX peX peEX

debido a la proposicion 7.2.9

dg(div(n)) = (multy,(F)=1)+ Y _ (ordpg)(dz)mult,(F)) = Y (multy(F)=1)— Y 2mult,(F))
peX peX peX p=F—1(c0)

y por tanto

dg(div(n)) = 29g—2+2dg(F)— Z 2mult,(F)) = 2g—2+2dg(F)—2dg(F) = 2g—2
p=F~1(c0)

dg(div(n)) = Z ordy(n) = Z ord,(F*(dz)) = Z[(1+0rdp(p)(dz))multp(F)—1]

peX peX peX

9.2. Pullback de divisores

Sea F': X — Y una funcién holomorfa no constante entre superficies de Riemann

DEFINICION 9.2.1. Para cada g € Y se define el divisor imagen inversa de q , que

se denota F*(q), como

Fi@= Y multy(F)p

PEF~1(q)
Por el teorema 5.3.8 si X,Y son compactas dg(F*(q)) = dg(F)

DEFINICION 9.2.2. Sea D = an.q un divisor en 'Y Se define el pullback del

qeyYy
divisor por F al divisor de X

F* (D)= ngF*(a)  (F*(D))(p) = mult,(F)D(F(p))
qey

PROPOSICION 9.2.1. Con las notaciones anteriores

1) El pullback es un homomorfismo entre los grupos F*; Div(Y) — Div(X)
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2) El pullback de un divisor principal es principal y se tiene F*(div(g)) = div(F*(g)) =
div(g.F)

3) St X,Y son compactas dg(F*(D)) = dg(F)dg(D)
DEMOSTRACION. 1) De la definicion se deduce inmediatamente que es un ho-

momorfismo.

2) Sea g meromortfa en Y y sea p € X tendremos

(F™div(9))(p) = mult,(F)(div(g)(F(p))) = multp(F)ordpy)(9)

y también por la proposiciéon 5.3.3
ord,(g.F') = mult,(F).ordp @ (9)

3) Si el soporte de D es un solo punto es evidente y por la linealidad se extiende al

caso general. O

9.3. Otros divisores

DEFINICION 9.3.1. Dados los divisores D1...D,, se define el divisor min(Dy, ..., Dy,)

por medio de

min(D1, ..., Dy)(p) = min(D1(p), ..., Dn(p))

andlogamente se define méx(Dy, ..., D)

DEFINICION 9.3.2. Se definen el divisor de ceros y el divisor de polos de una

funcion meromorfa f en X como

divo(f) = Z ordy(f).p diveo (f) = Z —ordy,(f).p

p ord,(f)>0 p ordy(f)<0

evidentemente div(f) = divg(f) — dive (f)

Evidentemente son funciones no negativas
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DEFINICION 9.3.3. Dada una cadena de caminos en X v = Zm% el divisor

oy = an(%(l) —7:(0))

es un divisor llamado divisor frontera que tiene grado cero

DEFINICION 9.3.4. Sea F : X — Y wuna aplicacion holomorfa no constante entre

superficies de Riemann. Se define el divisor de ramificacion en X como
Rp =Y (multy(F) —1).p
peX
Se define el divisor critico en'Y como
Bp=1 [ > (multy(F)—1)q
q€Y peF~1(q)
Si X, Y son compactas ambos divisores tienen el mismo grado. Ademds por la for-

mula de Hurwitz tenemos
29(X) —2=dg(F)(29(Y) — 2) + dg(Rr)

PROPOSICION 9.3.1. Sea F': X — Y wuna aplicacion holomorfa no constante entre
superficies de Riemann y w una 1_forma meromorfa no identicamente nula en'Y.
Se cumple

div(F*(w)) = F*(div(w)) + Rp

DEMOSTRACION. Tenemos

Aiv(F* (@) = 3 ordy (" (@)):p = 3 [(1+ 0rdpp (w))madty(F) = 1].p
pEX peX
por la proposiciéon 7.2.9 luego

div(F* (w)) = Z [multp(F)—l].p—i—Z lordp(p) (w)mult,(F)].p = Rp+ Z lord p(py (w)mult, (F)].p
peEX peX peX
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pero

F*(div(w)) = Y _ [multy(F)(div(w)(F(p))].p = Y _ [multy(F).ordp ) (w)].p

peX peX

9.4. Equivalencia lineal de Divisores

DEFINICION 9.4.1. Dos divisores D, D' se denominan linealmente equivalentes (se

denota D ~ D') cuando D — D’ es un divisor principal.

Del corolario 9.1.1 se deduce que todos los divisores candnicos son linealmente equi-

valentes.

PROPOSICION 9.4.1. Sea X una superficie de Riemann

1) ~ es una relacion de equivalencia en Div(X)

2) D ~0 siy solo si D es un divisor principal

3) Si X compacta, los divisores equivalentes tienen el mismo grado
4) St X compacta y f € M(X) se tiene dg(dive(f)) = dg(diveo(f))

5) Si X compacta los divisores candnicos tienen grado 2g — 2

DEMOSTRACION. 1) Considerando una funciéon constante distinta de cero es

evidente que se cumple la propiedad reflexiva.

SiVpe X (D — D')(p) = ordy(f) tendremos (D' — D)(p) = —ord,(f) = ordp(%) y

se cumple la propiedad simétrica

SiVp (D — D')(p) = ordy(f)y (D" — D")(p) = ordy(g) tendremos (D — D")(p) =

ordy(fg) v se cumplira la transitiva
2) Evidente de la definicién

3) Si D = div(f)+ D’ como para X compacta por la proposicion 9.1.2 los divisores

principales tienen grado cero tenemos dg(D) = dg(D’)
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4) Consecuencia directa del teorema 5.3.9

5) Consecuencia directa de que los divisores canénicos son linealmente equivalentes

y de la proposicién 9.1.4 (|
PROPOSICION 9.4.2. Sea X una superficie de Riemann

1) Los divisores asociados a los diferentes puntos de C son linealmente equivalentes

(a p se le asocia 1.p)

2) Si F; X =Y es una aplicacidn holomorfa y D, D’ linealmente equivalentes en

Y. Entonces F*(D) y F*(D') son linealmente equivalentes en X
3)Si F:X — C es holomorfa los divisores de imagen inversa son equivalentes

4) Si f meromorfa en X tenemos que divy(f) es linealmente equivalente a divs,(f)

DEMOSTRACION. 1) Sean «aq,as € C los divisores asociados a los puntos son

l.a1 y 1.ap si consideramos f = % tendremos div(f) = l.ag — l.ag . Si ;g = o0

basta considerar f(z) =z — as

2) Sea D—D' = div(f) para una f meromorfa en Y por la proposicion 9.2.1 tenemos
F*(D)— F*(D') = F*(D — D) = div(f.F)

3) Los divisores imagen son los pullback de los asociados a puntos

4) Directamente de la definicion 9.3.2

9.5. Haces asociados a divisores

Sea D un divisor en una superficie de Riemann X

DEFINICION 9.5.1. Sea U C X abierto, se define Op(U) como el conjunto de las

funciones meromorfas en U con polos acotados por D . Es decir Op(U) = {f €

M(U) : div(f) > —D}
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(Realmente las funciones no pueden tener un polo en p de orden superior al valor
de D en p cuando D(p) > 0 y deben tener un cero en p de orden igual o superior

a —D(p) cuando D(p) <0)

Con los homomorfismos de restriccion habituales Op es un haz en X, que para el

caso D = 0 coincide con el haz de las funciones holomorfas.

Es inmediato comprobar que en realidad es un haz de espacios vectoriales.

PROPOSICION 9.5.1. Si D1 < Dy entonces Op, (U) C Op,(U)

DEMOSTRACION. Evidente de la definicion O

Como las tnicas funciones holomorfas en una superficie de Riemann compacta son

las constantes tenemos que si X es compacta

Oo(X)

Il

C

PROPOSICION 9.5.2. Sea X una superficie de Riemann compacta. Si D es un

divisor en X tal que dg(D) < 0. Entonces Op(X) = {0}

DEMOSTRACION. Sea f € Op(X) no identicamente nulo, entonces E = div(f)+
D es un divisor positivo deg(E) > 0 pero por la proposicion 9.1.2 dg(div(f)) = 0
luego dg(FE) = dg(D) < 0 jcontradiccion! O

9.5.1. Sistemas lineales de divisores.

DEFINICION 9.5.2. Dada una superficie de Riemann X se define el sistema lineal

completo asociado al divisor D como

ID| = {E € Div(X): E ~D,E >0}

Consideremos el espacio vectorial Op(X) = {f € M(X) : div(f) > —D} y su espa-

cio proyectivo asociado (sus puntos son los subespacios de dimension 1) P(Op(X))
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Podemos derfinir una aplicaciéon
S:P(Op(X))—|D| S(f)=div(f)+D
como div(Af) = div(f) la aplicacion esta bien definida.

PROPOSICION 9.5.3. Si X es una superficie de Riemann compacta. La aplicacion

S es una biyeccion

DEMOSTRACION. Sea E € |D| como E ~ D existe f € M(X) tal que E =

D + div(f) como ademas E > 0 tenemos que f € Op(X) luego S es suprayectiva.

Supongamos que S(f) = S(g) tendremos que div(f) = div(g) luego div(%) =0y

5 ha de ser holomorfa. Como X es compacta L tiene que ser una constante luego

g

f = Ag (que son el mismo punto proyectivo). O

Para las superficies de Riemann compactas los sistemas lineales completos asociados

a los divisores tienen una estructura natural de espacio proyectivo.

DEFINICION 9.5.3. Se denomina sistema lineal de divisores de D a un subconjuto
Q C |D| tal que S~H(Q) es un subespacio proyectivo de P(Op(X)), definiéndose su

dimension como la de S™1(Q)

(Q vendrd por tanto definido por un subespacio V.C Op(X) de forma que Q =
{D + div(f): f € V} notar que dim(Q) = dim(V) — 1)

A un sistema lineal de divisores Q@ de grado d y dimension r se le denomina gJ;.

9.5.2. Isomorfismos y equivalencia.

PROPOSICION 9.5.4. Sean D1, Dy divisores linealmente equivalentes en una super-
ficie de Riemann X . Entonces para cualquier abierto U C X se tiene que Op, (U)

y Op,(U) son espacios vectoriales isomorfos. por tanto también lo son los haces

OD1 ) ODQ
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DEMOSTRACION. Como son equivalentes existird A meromorfa tal que D =

Dy + div(h) y si f € Op, (U) entonces div(fh) = div(f) + div(h) > div(h) — Dy

—Dsy fh € Op,(U) . Por tanto podemos definir el homomorfismo

pn 2 Op, (U) = Op,(U)  pn(f) = fh

Por simetria Les el inverso, luego tenemos un isomorfismo. O
3

~

EJEMPLO 9.5.1. Op(C)

n

Sea D > 0 un divisor de C serd de la forma D = Zei‘)‘i + €00.00 cumpliéndose

i=1
Zei—i—eoon l

definimos fp = Z(z—/\i)fei y consideramos el espacio Vp = {g(2)fp(2) :

g(z) polinomio de grado < dg(D)}

Sea g(z) un polinomio de grado d se tiene div(g) > —d.co y por tanto

div(fp) = fei./\i+(z e;).00  div(gfp)+D > (Y eites—d).co = (dg(D)—d).c0

7 [ %

~

y 9fp € Op(C)

Consideremos ahora h € Op(C) y g = fip tendremos

div(g) = div(h) — div(fp) > —D — div(fp) = (— Z €; — €x).00 = (—dg(D)).co

Por tanto g serd un polinomio que sélo puede tener un polo en oo de orden menor

~

o0 igual que dg(D). Asi tenemos Vp = Op(C)

~

La dimension de Op(C) serd

N 0 dg(D 0
dim(Op () = o=

14dg(D) dg(D) >0

2 dg(D)

Pues 1,z,2°,...2 es una base de los polinomios de grado menor que dg(D)
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9.5.3. Finitud de la dimension.

LEMA 9.5.1. Sea X una superficie de Riemann, D un divisor en X yp € X.

Entonces Op_,(X) o es igual a Op(X) o tiene codimension 1 en Op(X)

DEMOSTRACION. Sea f € Op(X) y n = —D(p) en un sistema coordenado cen-

o0
trado en p el desarrollo de Laurent de f es de la forma chzk esto permite definir

k=n

una aplicacion lineal ¢ : Op(X) — C tal que ¢(f) = ¢,. El nicleo de dicha aplica-
cion es Op_p,(X) . y tendremos dim(Op(X)) = dim(Kern(p)) + dim(Imag(p)) y

como Imag(p) C C su dimension es a lo sumo 1 O

TEOREMA 9.5.1. Sea X una superficie de Riemann compacta, y D un divisor
en X. Entonces Op(X) tiene dimension finita. Si ponemos D = P — N (di-

visores positivo y negativo) entonces dim(Op(X)) < 14 dg(P) (si D > 0 serd

dim(Op(X)) < 1+dg(D))

DEMOSTRACION. Vamos a demostrarlo por induccién sobre el grado de P.

Sidg(P) =0y dg(N) > 0tenemos dg(D) < 0y por la proposicion 9.5.2 dim(Op (X)) =
0.Sidg(N)=0entonces D =0y Op(X) = O(X) y como en una superficie de Rie-

mann compacta las Gnicas funciones holomorfas son las constantes dim(Op(X) =1

Supongamoslo cierto para dg(P) < n y consideremos D = P — N tal que dg(P) =
n + 1 escojamos un punto p € supp(P) (soporte de P) y consideremos el divisor
D —p= (P —-p) — N, tendremos dg(P — p) = n y por hipdtesis de induccion
dim(Op—p(X)) <1+dg(P —p) =1+ n ahora aplicando el lema anterior tenemos
dim(Op(X)) <2+n=1+dg(P) O

9.5.4. Haces asociados a formas.

DEFINICION 9.5.4. Sea U C X abierto, se define 25 (U) como el conjunto de las

1_formas meromorfas en U con polos acotados por D . Es decir QL(U) = {w €

MY(U) : div(w) > —D}
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Evidentemente QL es un haz y se tiene Qy = Q' (haz de 1_ formas holomorfas)

PROPOSICION 9.5.5. Sean D1, Dy divisores linealmente equivalentes en una super-
ficie de Riemann X . Entonces para cualquier abierto U C X se tiene que QlDl(U)

y Qp, (U) son espacios vectoriales isomorfos luego lo son los haces Qp, ,Qp,
DEMOSTRACION. Anéloga a la de la proposicion 9.5.4 O

Consideremos un divisor canonico K = div(w) en la superficie de Riemann X y sea
D un divisor cualquiera.
Si f € Opyk(U) tenemos div(f) + D + K > 0 y también div(fw) = div(f) +

div(w) = div(f) + K luego div(fw) + D >0y fw € QL(U) . Podemos definir

to 2 Opy (U) — QB(U) to(f) = fw

TEOREMA 9.5.2. Con la notacion anterior p,, es un isomorfismo de espacios vec-

toriales. Es decir el haz Q}D es isomorfo a Opyk

DEMOSTRACION. Fécilmente se ve que la aplicacion es lineal e inyectiva. Con-
sideremos n € QL(U) por el lema 9.1.1 existe una funcién meromorfa f tal que

n= fw 0

COROLARIO 9.5.1. Sea X una superficie de Riemann compacta , para cualquier

divisor D en X se tiene que Q1 (X) tiene dimension finita

DEMOSTRACION. Consecuencia directa del teorema anterior y del teorema 9.5.1

O

9.5.5. Haces asociados a n diferenciales.

DEFINICION 9.5.5. Dada una n_ diferencial p definida en un abierto U C X se

define div(u)(p) = ordp(u)

Esto va a permitar definir haces de n_diferenciales.
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DEFINICION 9.5.6. Dado un divisor D en una superficie de Riemann X, se define
el haz X%, como el que asocia a cada abierto U C X el grupo (espacio vectorial) de

las n_ diferenciales tales que div(u) > —D

Es sencillo comprobar que es efectivamente un haz y culple el principio de identidad.

Dado w € M!(X) tendremos que w" = w ® ... ® w es una n_ diferencial y si
se considera f € Opynk(U) se cumplird que div(f) + D + nK > 0 y también
div(fw™) = div(f) + div(w™) = div(f) + nK luego div(fw™)+ D > 0y fw™ €
QL U).

Podemos definir un homomorfismo

o 2 Oping(U) = QBU)  pon(f) = fu"

TEOREMA 9.5.3. Con la notacion anterior p,» es un isomorfismo de espacios

vectoriales. Es decir el haz Q}, es isomorfo a Opink

DEMOSTRACION. Fécilmente se ve que la aplicacion es lineal e inyectiva. Para
ver que es suprayectiva consideremos p = h(2)dz®...Q@dz € Q}{(U) y w = g(2)dz €
ML(U) entonces f = g% es una funcion meromorfa en U tal que f € Opipx O

9.6. Fibrados vectoriales y de linea holomorfos

Particularizaremos para superficies de Riemann algunas definiciones de geometria

diferencial.

DEFINICION 9.6.1. Un fibrado vectorial holomorfo de dimension n sobre una su-
perficie de Riemann X es un par (E, ) donde E es una variedad analitica y ™ una
aplicacion holomorfa m: E — X, tal que existe un recubrimiento abiertoU de X, y

para cada U € U una aplicacion biholomorfa h, que hace conmutativo el diagrama

Y (U)CE UxCn
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siendo my la proyeccion candonica 7y U x C* — U

En el caso n = 1 un fibrado vectorial holomorfo se denomina fibrado de linea

holomorfo
Los pares (U, hyy) se denominan trivializaciones locales.

Consideremos abiertos U;, U; de U tendremos trivializaciones h; : W’l(UZ-) — U; x
C™ . En U;NU;j la composicion hl-.hj_1 2 (UiNU;) xC™ — (U;NU;) x C™ es para cada
punto x € U; NU; un isomorfismo entre espacios vectoriales. Asi tenemos definidas

unas aplicaciones (funciones de transicion) g;; : U; N U; — GL(n,C) definidas por

(hi-h ) (@, v5) = (2, 935 () (v)))

que cumplen

L] gij(x)-gji(x) =id en Ui n Uj

v gik(z) = gij(x).gjrx(x) en U;NU; NUy, (las multiplicaciones son de matrices)

El conjunto de funciones de transicion {g;;} se denomina cociclo y a las relaciones

anteriores se les llama relaciones de cociclo

La forma mas empleada para construir fibrados vectoriales holomorfos sobre X usa

los siguientes pasos

1. Se parte de un recubrimiento abierto U = {U;} de X

2. Se define un conjunto de aplicaciones holomorfas g;; : U; N U; — GL(C, n)
que satisfagan las relaciones de cociclo

3. Se define F = [[(U; x C")/ ~ donde ~ es la relacion de equivalencia
(z,v)u; ~ (x,9:(x)(v))v, (la propiedad transitiva se deduce de las relacio-
nes de cociclo) y dos puntos en el mismo U; x C" estan relacionados solo
cuando son el mismo punto.

4. La aplicacion 7 : [[(U; x C") = X 7((x,v)y,) = « induce una aplicacion
m: E — X y la proyeccion 7., : [[(U; x C") — E induce una biyeccion

h;l U, x C" — 7T_1(Ui)
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Se comprueba facilmente que (E, ) es un fibrado vectorial holomorfo

DEFINICION 9.6.2. Una aplicacion entre fibrados holomorfos (E,w) y (E',7') so-

bre X es una aplicacion holomorfa ¢ : E — E' tal que

s T =70
V2 € X @lp-1(y) : 71 (2z) = 771 (z) es un isomorfismo entre espacios

vectoriales (miembro de GL(n,C) )

Dos fibrados holomorfos se denominan isomorfos si ¢ es biholomorfa.

9.6.1. Secciones meromorfas.

DEFINICION 9.6.3. Sea (E,7) un fibrado vectorial holomorfo sobre X, una seccion
holomorfa global de E sobre X es una aplicacion holomorfa s : X — E tal que

7.8 = idx

Dado una trivializacion {U;, h;} la seccion s puede identificarse con la familia de

aplicaciones holomorfas s; : U; — C" s; = h;.s

.. . _ _ _ -1
Tendremos en los dominios respectivos s; = h;.s 'y s; = hj;.s luego s = h;".s; y en

U, N Uj S; = hi.hgl.Sj = Gij-Sj

Una seccion holomorfa de E sobre el abierto U C X se define de forma andloga.

(secciéon no global)

DEFINICION 9.6.4. Sea (E,m) un fibrado vectorial holomorfo sobre X, y S C X un
conjunto discreto. Una seccion holomorfa global s : X — S — E define una seccion
meromorfa global siVa € S existe una carta (U, z) centrada en a (con coordenada
local z) tal que UNS = {a} y existe n > 0 tal que el producto z™s es la restriccion

de una seccion holomorfa de E sobre U.

Una seccion s serd meromorfa global si y sblo si para cada trivializacion {U;, h;}

las funciones s; = h;.s son meromorfas en los U; .
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9.6.2. Fibrados de linea holomorfos.
Para el caso de fibrados de linea holomorfos hay que tener en cuenta que GL(C, 1)

C* = C — {0} y el producto de grupo es el de ntimeros complejos.
Las funciones de transicién seran g;; : U; N U; — C*

Dada una trivializacion {U;, h;} s serd una seccion meromorfa global si y solo si

son meromorfas en cada U; las s; = h;.s

EJEMPLO. Sea {U;,z;} un atlas en X si U; NU; # 0 definimos g;; = g—z . Esto

da lugar al fibrado tangente holomorfo

(el fibrado cotangente holomorfo se obtendria con h;; = gjﬁ )
J

Supongamos que (L, ) y (L', n") sean fibrados de linea holomorfos isomorfos (me-
diante ¢), y que tenemos trivializaciones {U;,h;} y {U;,l;} en L y L' tales que
¢(r~1(U;)) = 7'~1(U;) entonces

li.gp.hy Yz, 2) = (z,w)

y esto nos definird una funcion A; : U; — C* de forma que el producto A;(z)z =

(Li.¢.h; V)(z, 2) . Entonces
gij = Li-ly ' =lig.hy Vi by bt
y por tanto ggj = )\Z-gij)\gl en U; NU; (producto no composicion)

Reciprocamente si tenemos funciones de transiciéon que cumplen las relaciones an-

teriores la aplicacion

fL=TJWixC)) ~=[JWixC)/ ~=L" [([z,v]) = [z, 0]

es un isomorfismo de fibrados de linea holomorfos

Es posible también realizar la siguiente construcciéon

PROPOSICION 9.6.1. Si L, L’ son fibrados de linea holomorfos las funciones de

transicion h;; = gijggj dan lugar a un fibrado de linea holomorfo que denotaremos

Lol
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DEMOSTRACION. hix = GikGix = 9ij9jk9i;9;, = hijhjk y se cumple la relacion

de cociclo O

PROPOSICION 9.6.2. Con la operacion ® los fibrados de linea holomorfos sobre

X forman un grupo abeliano

DEMOSTRACION. La asociatividad y conmutatividad se deducen de esas pro-
piedades del producto en C*, como elemento neutro basta considerar el fibrado

trivial X x C y el inverso se deduce de la existencia del inverso en C* O

9.6.3. Interpretacion de los fibrados de linea holomorfos.

Vamos a ver que un fibrado de linea holomorfo(L, ) da lugar a haces.

En efecto si consideramos las secciones meromorfas (holomorfas) de L sobre los
abiertos U C X, con la operaciéon de suma puntual, vemos constituyen un grupo

abeliano, y definen por tanto un haz que denotaremos My, (Or ).

Por la proposicién 4.7.1 los elementos de HY(X, M) son las secciones globales

meromorfas de L, que son los elementos de s € H(X, M) tales que s|y, = gi;s|u,

PROPOSICION 9.6.3. Sea L un fibrado de linea holomorfo sobre X y s,t secciones

meromorfas. Existe una unica funcion meromorfa f en X tal que s = ft

DEMOSTRACION. Consideremos un recubrimiento abierto U = | U; y funciones

de transicién g;;. Definimos en U; f; = ‘Z— en U; NU; tendremos
T

Sj _ YjiSi _ Si
Tty gt i

y de la definicion de haz 4.1.3 existe f € M(X) tal que f|; = f; O

Si consideramos O* el haz en X de las funciones holomorfas que no se anulan en
ningdn punto, con el producto como operaciéon de grupo, las relaciones de cociclo
indican que se pueden reinterpretar las clases de equivalencia de los fibrados de linea

holomorfos (con relaciéon de equivalencia la isomorfia) como elementos de H'(X, O*)
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Consideremos una trivializacion {U;, h;} con funciones de transicion gij y denota-

mos U = {U;}. Entondes las (g;;) son elementos de C' (U, O*) y ademéas
3((gi5)) = (hijx)  hije = gijgjkgi_kl = 1 condicién de cociclo en notaciéon multiplicativa
luego (gi;) € Z* (U, O%).

Reciprocamente cada elemento de Z1 (U, O*) puede interpretarse como un conjunto

de funciones de transicion.
Hemos visto que dos fibrados de linea isomorfos satisfacen
_ 1 y—1
gij = gij)‘i Aj

Si consideramos una 0_ cocadena (A;) serd §((\;)) = (bij) bi; = % (con notacion
de producto), tenemos que dos fibrados de linea isomorfos difieren en un elemento

de B'(U,0%)

Asi las clases de fibrados de linea holomorfos isomorfos se pueden identificar con

los elementos de H (U, O*)

Como considerando cualquier refinamiento de U y las funciones de transiciéon co-

rrespondientes nada de lo anterior varia tenemos
PROPOSICION 9.6.4. Las clases de fibrados de linea isomorfos se pueden identificar

canonicamente con los elementos de H' (X, O%)

Es sencillo comprobar que las clases de fibrados de linea holomorfos isomorfos for-

man un grupo.
9.6.4. Divisores y fibrados de linea.

DEFINICION 9.6.5. Dado un fibrado de linea holomorfo L y una seccion meromorfa

s se define div(s) como el divisor

div(s) = Z ordy(s;).p

peX
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siendo s; = h;j.s en U; D p

Sea D = Zna .Po un divisor de la superficie de Riemann X (con soporte A) y
acA

U = {U;} un recubrimiento abierto de X tal que cada U; contiene a lo sumo un

punto de A y es el dominio de una carta (U;, z;) centrada en el punto de A en caso

de contener uno

En cada U; podemos definir una funciéon

z" p e ANU;
fi(z) =
1 ANU;, =0

(Si nos restringimos a U; tenemos que D = div(f;) )

En U;NUj se define g;; = ;— que seréa holomorfa y distinta de cero. Por tanto (g;;)
J

es un elemento de C1 (U, 0%)

Tendremos #2%% = }%;—i% =1 es decir §((g;5)) = 0 por lo que sera un cociclo

Si consideramos otro sistema de coordenadas con los mismos requerimientos se
’

tendra que las funciones \; = % son holomorfas y distintas de cero en cada U; y

tend G =gl el = g A por tanto g v gl difi lemento d

endremos gij = g, 7 = gij5; por tanto gi; y g;; difieren en un elemento de

BY(U,0).
La construcciéon anterior da lugar, a una aplicacién
O : Div(X) — HY(X,0%)

Teniendo en cuenta la proposiciéon 9.6.4 hemos asociado a cada divisor D una clase
de fibrados de linea holomorfos isomorfos que denotaremos L(D) . Es decir (D) =

L(D).

PROPOSICION 9.6.5. © es un homomorfismo

DEMOSTRACION. Dados los divisores D, D’ consideremos unas funciones f; y f/

de la construccion anterior. El divisor D 4+ D’ dara lugar a las funciénes f; f! luego
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las funciones de transicién seran ]’;J;, que corresponden al fibrado lineal L(D) ®
J

L(D") O

PROPOSICION 9.6.6. El niicleo de © es PDiv(X)

DEMOSTRACION. Consideremos div(f) para una funciéon meromorfa. Dado un
recubrimiento abierto conexo U = {U;} definimos f; = f|u,, las funciones de tran-
sicion para [div(f)] seran g;; = % =1enU; NU; y tendremos el fibrado trivial (f
coincide con la funcién construida para div(f) en una bola alrededor de cada uno

de los puntos del soporte de div(f)).

Reciprocamente supongamos que L(D) sea el fibrado trivial existiran funciones
A 2 U; = C* tales que

Aifi

1=
Ajf

)\le = )\jfj en Uz N Uj

y por la definicién 4.1.3 existird una funcion meromorfa global f tal que div(f) =
L(D) (pues las A son holomorfas y distintas de cero y no introducen polos ni ceros)

O

NoTA. Habitualmente se hablard del fibrado de linea L(D) considerando uno cual-

quiera de los representantes de clase.

Dado un divisor D vamos a considerar el haz Op y el fibrado L(D) . Denotaremos

(U, L(D)) al conjunto de secciones holomortfas (div(s) > 0) de L(D) sobre U.

Considerando, en la construcciéon de L(D), las funciones f;, estas dan lugar a una
seccion holomorfa global en L(D) que denotaremos sp. Se tiene evidentemente que

div(sp) = D.

TEOREMA 9.6.1. La aplicacion 6 : Op(U) — T'(U,L(D)) 0(f) = fsp es un

isomorfismo

DEMOSTRACION. La condicion para que s = 6(f) sea una seccion holomorfa es

div(s) > 0.
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Si f € Op(U) div(f) > —D y dif(fsp) = div(f) + div(sp) = div(f) + D >0 y

por tanto es seccion holomorfa y la aplicaciéon esta bien definida.

Como sp se anula a lo sumo en conjunto discreto de puntos si f1sp = fasp entonces

f1 = fo v la aplicacion es inyectiva

Si s es una seccion holomorfa de L(D) entonces por la proposicion 9.6.3 existe una
funcién meromorfa f tal que s = spf y la aplicacién es suprayectiva, ademas es

evidentemente lineal. O

TEOREMA 9.6.2. Dos divisores D1 Dy son linealmente equivalentes si y sdlo si

L(D1) y L(D3) son isomorfos

DEMOSTRACION. Sean D y D linealmente equivalentes y sea f meromorfa

tal que div(f) = D1 — Do consideremos las secciones sp, y $p,
Podemos definir un isomorfismo ¢ : L(D1) — L(D3) que lleve sp, a fsp,

Fuera de los soportes de Dy, Dy se define

¢(SD1 (.1‘)) - f(‘r)SDz (3?)

que se puede extender holomorficamente a X. En efecto si Di(p) = k, Da(p) =1
existe una carta centrada en p (U, 2) tal que sp, = A\1(2)2F, sp, = A2(2)2! y Siendo
A1, A2 holomorfas distintas de cero y f(p) = u(z)z*~! siendo p holomorfa distinta

de cero. En esa carta ¢ es de la forma “/\—’\12 con singularidad evitable en p (z = 0)

Como por la proposicion 9.6.3 Vs € L(D1) s = gsp, definiendo ¢(s) = gp(sp,) se

comprueba facilmente que es un isomorfismo entre L(D1) y L(D2)

Reciprocamente si u : L(Dy) — L(D3) es un isomorfismo entonces u.sp, es una
seccion meromorfa de L(D3) y sea f la fincién meromorfa que hace u.sp, = fsq,
tendremos Vp ord,(f) = Di(p) — D2(p) y por tanto div(f) = Dy — Dy y seran

divisores linealmente equivalentes. O

TEOREMA 9.6.3. Dado un fibrado de linea holomorfo L sobre X eziste un divisor

D tal que L = L(D) si y sdlo si L admite una seccion meromorfa global
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DEMOSTRACION. Supongamos que tenemos una secciéon meromorfa global s
sobre L. Consideremos un recubrimiento abierto lo suficientemente fino para que

cada abierto contenga a lo sumo un polo o cero, y la construccion de L(div(s))

Las funciones f; podran ser iguales a la restriccion de s para aquellos U; que con-
tengan un polo o cero y a 1 en caso contrario. dando lugar a unas funciones de
transicion $* para L(div(s)) .

Por otra parte se cumple s; = g;;5; (siendoson g;; las funciones de transicion del

fibrado lineal L) y las funciones de transicion de L(div(s)) son las mismas que las

de L y se pueden identificar.
Reciprocamente dado L(D) hemos visto que sp es una seccion meromorfa global [

TEOREMA 9.6.4. Cada fibrado de linea holomorfo sobre una superficie de Riemann

admite una seccion meromorfa global

DEMOSTRACION. La demostracion puede verse en [ForRS]. O

COROLARIO 9.6.1. El homomorfismo © : Div(X) — HY(X,0*) es suprayectivo
(es decir para cada L existe D tal que L = L(D) )



Capitulo 10

Curvas algebraicas

Comenzaremos estudiando las curvas algebraicas en espacios de dimension pequena

10.1. Curvas afines y Proyectivas en C? y P%(C)

10.1.1. Curvas afines.
Sea P(z,y) un polinomio en dos variables con coeficientes complejos, se dice que
P(z,y) no tiene factores repetidos si no es posible ponerlo de la forma P(z,y) =

(Q(z,v))?R(x,y) (donde Q(x,y) no es constante)

DEFINICION 10.1.1. Sea P(z,y) un polinomio con coeficientes complejos no cons-
tante y sin factores repetidos. La curva compleja afin en C? definida por P la

constituyen los puntos C = {(z,y) € C? : P(z,y) =0}
Se cumple el siguiente teorema que no demostraremos

TEOREMA 10.1.1. (Hilbert: Nullstellsatz) Si P(z,y) y Q(x,y) son polinomios con

coeficientes complejos entonces

{(@,y): P(z,y) =0} = {(z,y) : Q(z,y) = 0}

si y solo si existen enteros positivos n,m tales que P divide a Q™ y Q) divide a
P"™ . Es decir si P y Q tienen los mismos factores irreducibles (aunque quizds con

distintas multiplicidades)

CoOROLARIO 10.1.1. Sean P(x,y) y Q(z,y) que no tienen factores repetidos, defi-

nen la misma curva afin si y solo si

P(x’y) = /\Q(I7y)

para algun A € C distinto de cero

221
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DEFINICION 10.1.2. Una curva C definida por P(z,y) se denomina irreducible
st P(xz,y) es irreducible (no se puede poner P(x,y) = Q(x,y)R(z,y) siendo Q, R
de grado mayor o igual a 1 ). Si P tiene factores irreducibles Py, ..., Py las curvas

Ci,...,Ck definidas por dichos polinomios se denominan componentes de C

DEFINICION 10.1.3. Sea P(z,y) = Zcijasiyj se define el grado de la curva afin
4,J
definida por P como

d:méx{er] Cij%O}

DEFINICION 10.1.4. Sea C la curva afin definida por P(x,y) un punto (xo,yo) € C

se denomina singular cuando

oP oP
%(ﬂﬁo,yo) =0 y afy(xo,yo) =0

Al conjunto de puntos singulares de C se le denota por Sing(C) y la curva se

denomina no singular si dicho conjunto es vacio
Una curva definida por un polinomio lineal ax + by + ¢ (a,b no ambos cero ) se
denomina recta.

DEFINICION 10.1.5. La multiplicidad de la curva C definida por P(z,y) en el

punto (xo,yo) es el entero n mds pequernio tal que

o"P
W(v’% Yo) # 0
n p _ T(g J
El polinomio Z a7(550, Yo) (= 20)"(y — o) sera homogeneo de grado n y

i Qi 141
iFn x Oyl 5!

podra factorizarse en n polinomios lineales a(z — xo) + b(y — yo) ((a,b) # (0,0))

La rectas definidas por dichos polinomios lineales se denominan tangentes a C en

(w0, y0)
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El punto (x0,yo) es no singular si y s6lo si su multiplicidad es 1. En ese caso existe

una dnica tangente definida por

0P (z0,Y0)
ox

3P($0,y0)

(x —x0) + a9y

(Y —%0)=0

DEFINICION 10.1.6. Un punto singular de la curva afin C definida por P(z,y) se
o"p (z = 20)"(y — yo)’
dxtdy’ (%0, 0) ilg!

i+j=n

factores repetidos. En ese caso la curva C tiene en (zo,yo) n tangentes distintas.

no tiene

denomina ordinario si el polinomio E

Un punto ordinario doble (multiplicidad 2) se denomina nodo

10.1.2. Curvas proyectivas.
Un tipo especial de polinomios esta constituido por los polinomios homogéneos
que cumplen

VYa € C P(axy,...,ax,) = a®P(xy, ..., x,)

LEMA 10.1.1. Si P(z,y) es un polinomio homogeneo con coeficientes complejos de

grado d se puede poner como

P(z,y) = H(ail‘ +biy) aib €C

DEMOSTRACION. Se tendra

d d
o x
Pz,y) =Y cia'y™ =y* D ei(5)*
i=0 iz Y
" x
Con algtn ¢; dsitinto de cero . Sea r el mayor valor tal que ¢, # 0 entonces Z ci(=)"

i=0
) que se podra factorizar como

z

es un polinomio de grado r en una variable (u

T s

201(2)1 = ozrjl:ll(z — 3,) Entonces
Pla,y) = ary’ H(E - 85) = ay " [[ (= = Byw)
= ! j=1
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DEFINICION 10.1.7. Sea P(z,y, z) un polinomio homogeneo no constante con coe-
ficientes complejos que no tiene factrores repetidos. La curva proyectiva C' definida

por P es el conjunto de puntos de P*(C) de coordenadas homogeneas

C={[z,y,2] € PZ((C) : P(xz,y,2) =0}

El grado de la curva proyectiva es el del polinomio P y la curva se llama irreducible
st lo es el dicho polinomio, en caso contrario si Py, ..., P son las componentes
irreducibles de P a las curvas que definen C1, ...,Cy se les denomina componentes

de C'

NoTA. Aungue el valor P(x,y,z) para el punto [x,y,z] no estd bien definido en
general (pues [ax,ay,az] = [z,y, 2] produciria a®P(z,y,z), si estd bien definido en

el caso de que el polinomio se anule)

DEFINICION 10.1.8. Un punto [zo, yo, 20] € C se denomina singular si

opP oP oP
%(fo,yo,zo) =0 afy(lfo,yoyzo) =0 5@073/0,20) =0

Al conjunto de puntos singulares se le denota por Sing(C) y la curva se denomina

suave si dicho conjunto es vacio

Una curva proyectiva definida por ax + by + cz = 0 se denomina recta proyectiva.

La tangente a la curva C en el punto no singular [z, yo, 2] es la recta

3P($07y0,20)x n ap(mo,yo7zo)y+ 0P (0,0, 20)

Jr oy 0z z=0

PROPOSICION 10.1.1. Una curva proyectiva es compacta

DEMOSTRACION. Dado que C' = P~1(0) y los polinomios continuos, la curva

seré cerrada en P%(C) que es compacto. O
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10.1.3. Relacidon entre curvas afines y proyectivas.
Podemos identificar C? con el subconjunto de P?(C) definido por U = {[z,y, 2] €

P%(C) : z # 0}mediante el homeomorfismo

o) = (3. %) 67 wy) = [r,9.1]

P?(C) — U es homeomorfo a P*(C) por el homeomorfismo

U([z,y,0]) = [z, 4]

Dada una curva proyectiva C' definida por el polinomio homogeneo P(z,y,z) el
conjunto C'NU definido por los ceros del polinomio P(x,y, 1) constituye una curva
afin que sera del mismo grado si z no es un factor de P(x,y,2), es decir si C no

contiene la recta z =0

Reciprocamente si Q(x,y) es un polinomio de grado d de la forma Q(z,y) =

Z ci;x'y! entonces la curva afin C' definida por @ es la interseccién con U de la
i+j<d
curva proyectiva C definida por Z cijatyd 2470
i+j<d
La interseccion de la curva C con la recta z = 0 (recta del infinito) es el conjunto

de puntos

d
{[iﬂ, y,O] € P2((C) : Zci(d_i)l‘yydiz = O}
i=0
que sera un conjunto finito si P es irreducible.

10.1.4. Curvas proyectivas planas como Superficies de Riemann.
Salvo en las singularidades las curvas afines y proyectivas dan lugar a superficies
de Riemann dado que por el teorema de la funcion implicita dada P(z,y) = 0 si
‘3—5|p # 0 entonces = es una coordenada local en un entorno de p (analogamente lo

serd y si 92|, #0)

TEOREMA 10.1.2. Una curva proyectiva plana C definida por un polinomio ho-

mogéneo irreducible P, es conexa, tiene a lo sumo un niumero finito de puntos

singulares, y C* = C' — Sing(C) también es conexa
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La demostracion puede verse en [GrifflAG]|

COROLARIO 10.1.2. C* es una superficie de Riemann (no necesariamente com-

pacta)

DEMOSTRACION. Sea ¢(z,y) = Q(x,y, 1), por el teorema de la funciéon implici-
ta dada ¢(z,y) = 0si %ﬂ(my) = ( entonces x es una coordenada local en una entorno

de p y andlogamente y si % (z.y) 7 0. Lo mismo se aplica a Q(z,1,2),Q(1,y,2). O

10.1.5. Normalizacién de curvas proyectivas planas.

NoTA. Denotamos C{x} al anillo de las funciones holomorfas en un entorno de
0 € C, C{z,y} al anillo de funciones holomorfas en un entorno de (0,0) € C?, Clx]
al anillo de polinomios en indeterminada x con coeficientes complejos, y C{xz}[y]

al anillo de polinomios en y con coeficientes en C{x}

DEFINICION 10.1.9. Sea C una curva proyectiva plana irreducible y S el conjunto
de sus puntos singulares. Si existe una superficie de Riemann compacta C Y una

aplicacion holomorfa o : C — P2(C) tal que

1) o(C) =C
2) o~ 1(9) finito

3) 0|57071(5) es biyectiva

Denominamos (C, o) la normalizacion de C

Vamos a demostrar que existe una normalizacién para cada curva proyectiva plana
irreducible, aceptaremos sin demostrar algunos resultados intermedios poniendo

énfasis en las lineas generales de la demostracion. Empezaremos por la unicidad

TEOREMA 10.1.3. La normalizacion es unica salvo isomorfismos. Es decir si (C, o)
y (C',0") son normalizaciones de C' existe un isomorfismo 7 : C — C’ que hace
conmutativo

c—1 .

N
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DEMOSTRACION. Sea S el conjunto de puntos singulares de C' tendremos una

aplicacion biholomorfa ¢/~1.o

’—
~ g g E

C—o"}S) —=C—8 ——= ' —o19)

que se extiende a una aplicaciéon continua que denotaremos 7 de C' en C’. Escogiendo
coordenadas adecuadas T se puede poner en un entorno de cada punto como z* por
el teorema 5.3.2 y como o~ 1(C — S) es denso en C y 7 inyectiva en él tendremos

que k =1y 7 biholomorfa. O

10.1.5.1. Polinomios de Weierstrass.

DEFINICION 10.1.10. w € C{z,y} se dice que es un polinomio de Weierstrass con

repecto a y cuando

w=y?+a,_1(x)y? 4+ .. +ao(z) ai(z) e C{z},a;(0)=0

TEOREMA 10.1.4. Si f € C{z,y} es tal que f(0,y) no es idénticamente nula,

existe un entorno de (0,0) en el que f tiene una representacion unica

f(@,y) = uz, y)w(z,y)

Donde w es un polinomio de Weierstrass y u es una unidad del anillo C{x,y} es

decir u(0,0) # 0

DEMOSTRACION. La demostracion puede verse en [GrifflAG]| O

CoOROLARIO 10.1.3. C{z,y} es una anillo de factorizacion unica es decir cada
f € C{x,y} puede ponerse (salvo unidades) de la forma f = f{"...fi"~ donde los
fi son elementos irreducibles de C{z,y} distintos. Ademds para f € C{z}[y] el lo

mismo ser irreducible en C{x,y} que serlo en C{z}[y]

DEMOSTRACION. ver [GrifflAG]| O
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Consideremos f € C[x][y] irreducible en C[z][y], lo podemos considerar como f €
C{z}[y] y podria ser irreducible en dicho anillo. Como ejemplo consideremos el

3 — 22 + y? si fuera reducible en C[z][y] tendriamos que serfa del tipo

polinomio x
(ay+b)(cy+d) siendo a, b, ¢,d € C[z] facilmente se ve que esto implica ¢ = z/T —

imposible. Sin embargo

1
2?4y = (= 1)@+ )

y =25 es holomorfa si |z| < 1 luego pertenece a C{z}.

LEMA 10.1.2. Sea f € C[z][y] un polinomio de Weierstrass f(x,y) = y*+ap_1(z)y* 1+
..+ ag(x) irreducible en Clx]ly]. Existe un disco B ={x € C: |z| < p} tal que para
cada x # 0 en B se tiene que f(x,y) considerado como polinomio en y tiene sdlo

raices simples

DEMOSTRACION. Si f es irreducible el discriminante D(f)(z) (ver [GamboaACC |)
no es identicamente nulo luego sus ceros son aislados como f(0,y) = y* tiene rai-

ces multiples D(f)(0) = 0 y existe un disco B tal que para cada = # 0 se tiene

D(f)(z) # 0y por tanto f sélo tiene en ella raices simples. O
k

Fijado x € B,z # 0 podremos poner f(z,y) = H(yfyl(z)) Donde y;(z) son
i=1

las raices de f(x,y). Como D(f)(z) # 0 tendremos %5 # 0 y tenemos definido
un germen [y;], por el teorema de la funcion implicita que sera prolongable en

B* =B - {0}

Consideremos B’ = B—{Re(x) = 0} que es simplemente conexo y por prolongacion

analitica de los gérmenes obtendremos elementos de funcion (y;, B') que satisfaceran

Si prolongamos analiticamente el germen [y;]. a través del eje real (con lo que
rodearemos 0 ) obtendremos un germen [y;],, y su correspondiente elemento de
funcion, que debe satisfacer f(z, y}(x)) = 0 siendo por tanto alguno de los elementos

y;j - Esto define una permutacion 7 en {yi, ..., yx }.



10.1. CURVAS AFINES Y PROYECTIVAS EN C? Y P?(C) 229

LEMA 10.1.3. Para que un polinomio de Weierstrass f € C|x][y] irreducible en
Clz]ly], sea irreducible en C{x}[y] es condicion necesaria y suficiente que la per-

mutacion T genere un grupo ciclico transitivo (o equivalentemente de orden k )

DEMOSTRACION. Si 7 genera un grupo ciclico transitivo se puede poner como

un s6lo ciclo. Supongamos que no

T = (Y11, or Y1s1)s +or (Yr1, -, Yrs,) ciclos disjuntos
5j
definimos f; = H(y —¥ij) = ¥* 4, —1(x)y" 1+ ...+ co(z) donde los coeficientes
j=1
son las funciones simétricas elementales, y por tanto f; es invariante a las prolon-
gaciones alrededor de cero y por tanto holomorfa en B — {0} y se puede extender

a una holomorfa en B. Como f = fi...f, si 7 > 1 no seria irreducible siéndolo si

r=1 O

10.1.5.2.  FEstructura local de las curvas proyectivas.

PROPOSICION 10.1.2. Sea C una curva proyectiva plana, p € C Existe un sistema
de coordenadas tal que

p=(0,0) € C* Cc P*(C)

y tal que la ecuacion afin de la curva f(xz,y) = F(x,y,1) satisface f(x,y) = y™ +

an—1(z)y" "t + ... + ao(z) siendo a; € C[z] y dg(ai(x)) <n —i

DEMOSTRACION. Aplicamos una translacion de forma que p = (0,0) (si fuera

necesario intercambiarfamos antes z por x o y en las coordenadas homogéneas

(z,y,2))-

Sea la ecuacion afin de la curva g(x,y) =0 dg(g) = n aplicamos la transformacion
de coordenadas

z=a'+ay y=y
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m

Sea b(a) el coeficiente de y'™ en g(a’+ay’, y') es un polinomio en a que s6lo se anula

en un namero finito de valores y podemos elegir a tal que b(a) # 0. Definimos

1
f@y) = —=g(@ +ay',y)

b(a)

y la ecuacion afin de C sera f(z',y') =0

La condicion dg(a;(z)) < n — i se deduce directamente de g(z,y) = G(x,y,1) y G

homogéneo U

OBSERVACION. Sea C' una curva proyectiva plana escogemos un sistema de coor-

denadas segun la proposicion anterior y la ecuacion de C' serd

fl@y) =y +an—1(2)y" " + ... + ap(2)

Si C' es irreducible f lo es en C[z][y], pero se puede considerar como un elemento
de C{z}[y] y como hemos visto es posible que se pueda factorizar en este anillo
f = fi..fr . De todas maneras el discriminante D(f) # 0 pues es irreducible en
Clz]ly] v el discriminante no depende del anillo considerado, asi f no contiene

factores maltiples en C{x}[y] .

DEFINICION 10.1.11. Sea f € C{x,y} tal que f(0,0) = 0. Se denomina curva

analitica local en un entorno (p,e) de p=(0,0) a

V ={(z,y} € C*: |z| < p,ly| < flz,y) =0}

Si fes irreducible en C{x,y} entonces se denomina curva analitica local irreducible.
Si f se factoriza en C{z,y} de la formaf = f{"'...f~ entonces pondremos V =
miVi + ... + m,V,, donde V; = {(z,y} € C? : |z|] < p,|y| < € fi(z,y) = 0} se

denomina componente analitica local irreducible de la curva V.

TEOREMA 10.1.5. Para cada curva analitica irreducible V = {(z,y} € C% : |z| <
oyl < € f(z,y) = 0} existe un disco A = {t € C : |t| < 0} y una aplicacion

holomorfa g : A — C? que es una biyeccion entre A y V.
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DEMOSTRACION. Por el teorema 10.1.4 tenemos f = ww y tendremos V =
{(z,y} € C? : |z| < p,|ly| < e,w(z,y) = 0} asi que supondremos que f es un

polinomio de Weirstrass.

Consideremos g : A — C2  g(t) = (t*,y;(t*)) donde A = {t € C : |t| < p* } siendo
p el radio del disco definida en el lema 10.1.2 e y; una cualquiera de las funciones
que definen localmente los ceros f(z,y). Como cuando ¢ da una vuelta alrededor
del origen t* da k vueltas por el lema 10.1.3 tenemos que yj(tk) no varfa. Por
tanto y;(t*) define una funcién holomorfa en 0 < [t| < p* que se puede extender
(construccion analoga a la del teorema 6.4.1) a todo A. Por tanto g es una aplicaciéon

holomorfa.

Si se tiene g(t') = g(t) se ha de cumplir ¢’ = texp(25L) y;(t* exp(2mil)) = y;(t*)
y por el lema 10.1.3 ha de ser [ = km (un germen debe dar un multiplo de &k vueltas

para no variar) y t' = texp(2mim) =t y g es inyectiva.

Cuando ¢ varia en A tenemos que y; (t*) va tomando todos los posibles valores de
y1(2), ..., yx(z) (otra vez por el lema 10.1.3) y asi g aplica A sobre V' y tenemos

demostrado el teorema O

Hemos encontrado ademés que A = {t € C: [t| < pt} y g(t) = (t*,,(t¥))

Por los comentarios que suceden al lema 10.1.2 y el teorema de la funcién implicita
V —{(0,0)} puede considerarse una superficie de Riemann con coordenada z y la

aplicacioén ¢ sera holomorfa por ser su representacion local = = t* y por tanto
9:A—={0} =V —{(0,0)}
es biholomorfa.

10.1.5.3. Normalizacion.

Tenemos ahora todos los elementos para construir la normalizacion. Dada C' hemos
visto que C* = C — Sing(C) es una superficie de Riemann (no necesariamente
compacta) aunque quizas C' no lo sea. Vamos a separar en cada punto singular C
en varias curvas analiticas locales y vamos a resolver la singularidad en cada una

de ellas.
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Supongamos que g sea un punto singular de C' y que hay m curvas analiticas locales
irreducibles en un entorno de ¢ tenemos m discos AA; y m aplicaciones biholomorfas

g1 A — {0} = C*

Consideremos la union disjunta C* [[ A y la relacion de equivalencia p ~ g1(p) (v
claro cada punto relacionado con si mismo) al espacio C* [[ A1/ ~ que denotaremos
C*1] 0 A se le puede dotar de estructura de superficie de Riemann pues g; :
A; — {0} — C* es biholomorfa y g; induce por tanto una carta compatible con
las inducidas por las cartas de C* . Aplicando sucesivamente este procedimiento
obtenemos C' = C* I, &1, Am (Hemos afadido a C* m puntos “ideales”

correspondientes a cada punto cero de las A;).

Si Sing(C) = {q1, ...q- }aplicamos el procedimiento a cada punto y obtenemos

6': C*HAll H Alml.,.. H A’I"mr

g11 1mq Grmay

La aplicacién o : C — P2(C) es

P peC*
o(p) =
9ij(p) P E Ny

10.2. Curvas en espacios proyectivos generales

Para poder dotar de estructura de superficie de Riemann a curvas en espacios

proyectivos P"(C) necesitamos una condicion anéaloga a la no singularidad

DEFINICION 10.2.1. Sean F}i...F,_1 polinomios homogéneos en indeterminadas

20y -y Ty - Sea X el lugar geometrico de sus ceros comunes en P™(C). Decimos que

X es una curva suave de interseccion completa si la matriz gf’f tiene rango n — 1
J

en cada punto de X

Por el teorema de la funcién implicita en ese caso X tiene estructura de superficie

de Riemann siendo las cartas del tipo *
J
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Sin embargo esta exigencia es excesiva y hay curvas que admiten estructura de
superficie de Riemann que no son de este tipo, Por ejemplo en P3(C) la curva

definida por los ceros comunes de los tres polinomios homogéneos
2 2
o3 — T1T2 T — ToT2 Lo — T1T3

Para ver que es superficie de Riemann basta ver que en un entorno de (0,0,0,1)

la curva se comporta como el lugar geométrico xoxrs — x12x2 = 0 2123 — x% =0

12

(pues 27 — zox2 = 0 se obtiene de éstas despejando x3 = o

) ¥ para otros puntos

analogo. El problema es que no hay dos polinomios que sirvan en todos los puntos.

DEFINICION 10.2.2. Una curva suave local de interseccion completa X C P™(C)
es la definida por un conjunto de polinomios {F,} tal que en un entorno de cada

punto p € X es el lugar geométrico de los ceros comunes de n — 1 polinomios

Fal :OvFaz :07"'7Fan_1 =0

. . OF,
ademds la matriz -

- tiene rango n — 1 en cada punto de dicho entorno.
J

Por la misma razon que antes a una curva suave local de interseccion completa se

le puede dotar de una estructura de superficie de Rieman

10.2.1. Curvas proyectivas suaves.

DEFINICION 10.2.3. Sea X wuna superficie de Riemann que se pueda considerar
también como un subconjunto de P™(C). Se dice que X estd incrustada de forma

holomorfa cuando Vp € X existe una coordenada homogénea z; tal que

1) zj(p) #0

2) Yk % es una funcién holomorfa en un entorno U de p en X
3) Existe z; tal que j—j es una coordenada local en U

Una superficie de Riemann incrustada de forma holomorfa en P"(C) se denomina
curva proyectiva suave.
Una curva proyectiva suave de P"(C) se denomina no degenerada si no esta conte-

nida en ningan subespacio de P™(C)
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PROPOSICION 10.2.1. Sea X una curva proyectiva suave en P™(C) el cociente de

G(20,---12n)

dos polinomios homogéneos o)

del mismo grado tales que H no se anula

idénticamente en X, es una funcion meromorfa en X

‘ N

n

DEMOSTRACION. Si X es una curva proyectiva suave Zz—i =

L es meromorfa
J

en X al ser cociente de holomorfas (siempre que z; no sea idénticamente nula en

A
=3

n

X) y lo mismo cualquier funcién racional de dichos cocientes que siempre se podra

poner como cociente de polinomios homogéneos y viceversa. ([

ProPOSICION 10.2.2. Una curva suave local de interseccion completa es una

curva proyectiva suave.

DEMOSTRACION. Sea X una curva suave local de interseccion completa, p € X
por el teorema de la funcién implicita en un entorno de p los puntos de X tienen

coordenadas homogéneas (tras reordenacion si fuera necesario)

[la 2792(2)3 agn(z)]

Entonces zp = 1 no se anula en p y le) = z es una coordenada local en un entorno
2

de p y como las g; son holomorfas y g;(z) = - en un entorno de p tenemos el

resultado. 0O

OBSERVACION. Que una superficie de Riemann X esté incrustada de forma holo-
morfa es equivalente a que en un entorno de cada punto las coordenadas homogéneas

de los puntos de X sean [1, z, g2(2), ..., gn(2)] siendo las g; holomorfas.

10.2.2. El grado de una curva proyectiva suave.
Sea X una curva proyectiva suave de P™(C) (coordenadas homogéneas [z¢...25])
y consideremos un polinomio homogeneo G(zy...x,) de grado d no identicamente

nulo en X.

Sea p € X un punto tal que G(p) = 0 y sea H un polinomio homogéneo del mismo
grado que G tal que H(p) # 0 (basta escoger H = z;% siendo z; una coordenada

que no se anula en p)

% es una funciéon meromorfa en X que se anula en p
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DEFINICION 10.2.4. Definimos el divisor de interseccion de G en X del siguiente
modo: Para cada p € X tal que G(p) = 0 elegimos un polinomio homogéneo H de
grado igual a G tal que H(p) # 0 hacemos div(G)(p) = ord,(%) (sera un nimero
>0 ), en los los demds puntos (en los que G(q) # 0 ) hacemos div(G)(q) = 0.

Intuitivamente el divisor de intersecciéon determina el niimero de puntos en que la

hipersuperficie definida por G intersecta a X contando multiplicidades.

LEMA 10.2.1. FEl valor ordp(%) no depende del polinomio H escogido

DEMOSTRACION. Dado p, sea H' otro polinomio del mismo grado que G que

no se anula en p

_ G H’ H' s [CA G
= 47777 Y como —r no se anula ni tiene polo en p tenemos ord,(F) = ord,(47)

[o

O

Se tendra que div(G1G2) = div(Gy) + div(Ga)

Cuando el grado de G es igual a uno el divisor de interseccién se denomina divisor

hiperplano en X .

PROPOSICION 10.2.3. Sean G1, G2 polinomios homogéneos del mismo grado d. Si

consideramos la funcion meromorfa f = % se tiene

div(f) = div(G1) — div(Ga)

Es decir los divisores de interseccion de polinomios del mismo grado son equivalen-

tes, ast todos los divisores hiperplano son equivalentes

DEMOSTRACION. Sea p € X escogemos un polinomio homogéneo H de grado

d tal que H(p) # 0 tendremos

) = ordy (22 — ordy(52)

ordy(f) = ordp(%) = ordy( i

2

|l
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DEFINICION 10.2.5. Sea X una curva proyectiva suave se define su grado dg(X)

como el grado de cualquier divisor hiperplano en X.

Dado que los divisores hiperplanos son linealmente equivalentes (proposicion 10.2.3)

tienen el mismo grado (proposicion 9.4.1) y la definiciéon es coherente.

Para el caso de curvas proyectivas planas, esta definicion coincide con la de grado

de la curva igual al grado del polinomio homogeneo F(x,y,z) =0 que la define.

Sea G un polinomio de grado 1 para calcular dg(div(G)) podemos suponer (cam-
biando las coordenadas si fuese necesario) que G(z,y,2) = = y que [0,0,1] ¢ X.
Entonces en X no se anulan simultdneamente los polinomios homogéneos G =

z,Q = y y podemos usar la funcién meromorfa h = z/y para el célculo pues

div(G) = divg(h).

Pero divg(h) = H*(0) (divisor de imagen inversa (ver 9.2.1) de H holomorfa de
X — C asociada a h ) y por la proposicion 9.2.1dg(div(H*(0))) = dg(H)dg(0) =
dg(H).

Sea a € C para que p € X H(p) = a tenemos que tener p = [ay,y, 2] ¥
F(ay,y,z) = 0 e y no puede ser cero pues [0,0,1] no pertenece a X asf los
puntos posibles son del tipo [a,1,w] con Fla,1,w] = 0, fijado a, se tiene que
Fla,1,w] es un polinomio en w de grado igual al de F' (pues [0,0,1] ¢ X) y tendra
dg(F) soluciones que en general (salvo en ramificaciones) seran distintas. Por tanto

dg(div(G)) = dg(H) = dg(F) y ambas definiciones coinciden.

TEOREMA 10.2.1. (Bezout) Sea X una curva proyectiva suave de grado d y G un
polinomio homogéneo de grado e tal que no se anula idénticamente en X. El grado

del divisor de interseccion div(G) es

dg(div(G)) = dg(X)dg(G) = de

DEMOSTRACION. Sea H un polinomio homogéneo de grado 1 que define un

divisor hiperplano en X. Entonces H¢ tiene grado e al igual que G. Entonces por
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la proposicion 10.2.3 div(H®) y div(G) son linealmente equivalentes y como X es

compacta por la proposicion 9.4.1 tienen el mismo grado.

como div(H®) = ediv(H) tenemos dg(div(G)) = edg(div(H)) = edg(X) =ed O

10.2.3. Foérmula de Pliicker.

Comenzaremos con un lema

LEMA 10.2.2. Sea X una curva proyectiva suave definida por el polinomio homo-

géneo F(x,y,2) =0 y sea w : X — C = PY(C) definida por n([z,y,2]) = [z,2] el

divisor de interseccion de %—F (que es un polinomio homogéneo) en X es el divisor
Yy

de ramificacion de w (ver definicion 9.5.4)

DEMOSTRACION. Consideremos el subconjunto abierto de X definido por z # 0
que es isomorfo a la curva afin f(z,y) = F(z,y,1) = 0 aqui tenemos 7 (z,y) = .
Supongamos que p = (xg, o) sea de ramificacion de 7 esto es equivalente a que
%(96071/0) = 0 (pues si no por el teorema de la funcion implicita x serfa una
coordenada local de X), como X es suave % (z0,90) # 0 e y es una coordenada local

de X en un entorno de (xg,yo) en el que tendremos = = g(y) siendo g holomorfa.

Entonces f(g(y), y) sera identicamente nula en un entorno de yg y por tanto también

su derivada

LOf o O op Of o, Of

0= afg(yHafy uego 5= " a.9 (y) 3y

Pero g(y) es la formula de 7 en dicho entorno y el orden de g(y) en (o, yo) sera la

multiplicidad de 7. Como ordy, (9) = ordy,(g’) + 1 tendremos

0 0]
malty() = 1 = ordy (¢ (1)) = o (= 52 () = ordy (50)

Puesto que % (p) # 0y tenemos el resultado directamente de la definicion de divisor

de ramificacion.

La demostracion para el abierto de X definido por x # 0 es totalmente andloga [

TEOREMA 10.2.2. (férmula de Pliicker) Una curva proyectiva suave de grado d

g= (d—1)2(d—2)

tiene genus
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DEMOSTRACION. Sea X una curva proyectiva suave definida por el polino-
mio homogéneo F(z,y,z) = 0 de grado d y sea 7w : X — C = P! definida por
m([z,y, z]) = [z, 2] esta aplicacion tiene grado d (en general y podra tomar d va-
lores en X para cada par de valores de z,z) y por el lema anterior el divisor de
ramificacion coincide con el de interseccion del polinomio homogéneo g—i de grado

d — 1. Por el teorema 10.2.1 este divisor tiene grado d(d — 1).
Aplicando la formula de Hurwitz (teorema 5.4.1) tenemos
1 2
20-2=-2d+d(d-1) g= 5(2+d —3d)

La férmula de Pliicker puede extenderse al caso de una curva con n nodos obte-

niéndose en este caso g = W —n (ver [KirwCAC]) O

10.3. Aplicaciones holomorfas en espacios proyectivos

Una forma de obtener curvas proyectivas suaves es mediante aplicaciones en el

espacio proyectivo.

DEFINICION 10.3.1. Sea X una superficie de Riemann. Una aplicacion ¢ : X —
P"(C) se denomina holomorfa en p € X si existen funciones holomorfas go, ..., gn :

U — C, siendo U C X un entorno abierto de p , no todas nulas en p tales que

VeeU ¢(z) = [go(x)...gn(2)]

Es decir las g;(x) proporcionan las coordenadas homogéneas de ¢(x).

Decimos que ¢ es una aplicacion holomorfa si lo es Vp € X.

En una superficie de Riemann compacta (cuyas tnicas funciones holomorfas son
las constantes) no podemos esperar usar un tnico conjunto de funciones g; para

caracterizar una aplicacién holomorfa.

Supongamos que tenemos funciones fo, ..., f, € M(X) definimos ¢¢(x) = [fo(x)... fn(x)]
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PROPOSICION 10.3.1. Un conjunto de funciones fo, ..., fn € M(X) no idéntica-
mente nulas definen una aplicacion ¢y : X — P"(C) que es holomorfa en todos los
puntos pe X excepto en aquellos que son un cero de todas ellas o un polo de alguna

de ellas.

Sin embargo vamos a ver que incluso en los ceros y los polos definen una aplicaciéon

holomorfa.

LEMA 10.3.1. Un conjunto de funciones fo, ..., fn € M(X) no idénticamente nulas
definen una aplicacion ¢y : X — P™(C) que se puede extender a una aplicacion

holomorfa en todo X

DEMOSTRACION. Sea o(x) = min;(ord,(f;)) para los puntos x € X tales que
o(x) = 0 (ni polo de alguna ni cero de todas) hemos visto que existe un entorno en

el que las f; definen una aplicacién holomorfa ¢;.

Supongamos o(p) # 0 podemos elegir un entorno U de p en el que las f; sean
holomorfas y no todas nulas y sin polos excepto quizéas en p (pues los ceros y los
polos de las funciones meromorfas son aislados). Sea (U, z) una carta centrada en

p tendremos

¢5(2) = [fo(2)--fu(2)] = [P fo(2).z?P fu(2)] 2 € 2(U — {p}) (2 #0)

puesto que podemos multiplicar las coordenadas homogeneas por cualquier cons-

tante no nula.

Pero las funciones g;(z) = 27 °%®) f;(2) son holomorfas en z = 0 y no todas nulas

luego el valor de ¢(0) esta bien definido. O

PROPOSICION 10.3.2. Sea ¢ : X — P™(C) wuna aplicacion holomorfa. Entonces
existe un conjunto fo, ..., fr € M(X) tales que ¢ = ¢y . Si ¢ = ¢y = ¢4 existe una

funcion h € M(X) tal que g; = hf; para cada i
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DEMOSTRACION. Sean [z,...z,] las coordenadas homogéneas en P™ suponga-
mos sin pérdida de generalidad (reordenando si es necesario) que zp no es idéntica-
mente nula en ¢(X) . Definimos f; = £.¢ (composicion de funciones: £ funcion

To xo

de las coordenadas) ( fo =1)

fi € M(X) en efecto sea p € X existird un entorno abierto U de p y una carta

(U, z) centrada en p tal que en U ¢(z) = [ho(2)...h,(2)] siendo las h; holomorfas.

hi(Z)
h()(z)

La funcion f;(z) = es meromorfa al ser cociente de funciones holomorfas.

Supongamos ahora que ¢y = ¢, . Si para algn ¢ las funciones f; y g; son identi-
camente nulas podemos considerar el subespacio de P"(C) correspondiente a dicha
coordenada homogénea nula. De esta forma supondremos que ninguna es idéntica-

mente nula.

Para los puntos que no sean ni ceros ni polos de las f;, g; se tendra [fo(p)...fn(p)] =

[90(D)-..gn(P)] luego g:(p) = Apfi(p) Si definimos h(p) = A, = g’ g; tendremos que

es holomorfa en dichos puntos (cociente de holomorfas no nulas)

En el resto de puntos h(p) serd meromorfa (cociente de meromorfas) o

Hemos establecido una biyeccion

P((M(X))"™!) — (X — P™(C)) holomorfas

10.4. Sistemas lineales y aplicaciones holomorfas

Sea ¢ : X — P"(C) tendremos que ¢ = [fo...fn] siendo f; € M(X) definimos el

divisor D = — min;(div(f;)) (por tanto —D(p) < ord,(f;) para cada i ).
Tendremos div(f;) > —D luego f; € Op(X) para cada ¢

Vamos a denotar Vy C M(X) al subespacio de las combinaciones lineales de las f;

(considerandoM (X)) un espacio vectorial complejo)

DEFINICION 10.4.1. Se define |¢|, sistema lineal asociado a la aplicacion holo-

morfa ¢ , como el conjunto de divisores

|p| = {D + div(g) : g € Vy}
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siendo D = —min;(div(f;)) y Vi C M(X) el subespacio generado por las f;.

Evidentemente |¢| C |D] es un sistema lineal de divisores de D (ver definicion 9.5.3)

PROPOSICION 10.4.1. El sistema |¢| es independiente de las funciones f; utiliza-

das para definirlo

DEMOSTRACION. Supongamos que también podemos poner ¢ = [go...gn] en-
tonces por la proposiciéon 10.3.2 existe una funcién meromorfa h tal que g; = hf;.

Se tendra div(g;) = div(f;) + div(h) y min;(div(g;)) = min,(div(f;)) + div(h)

Denotando Dy = — min,(div(f;)) y D2 = — min;(div(g;)) tendremos que si E € |¢]

entonces

E =div()_ aigi)+Dy = div()_ a;hfi)+Dy = div()_ a;f;)+div(h)+Dy = div() _ aif;)+Ds
luego E € |¢¢| . Intercambiando los papeles obtenemos |¢¢| = |¢g| O

Consecuencia directa de la estructura proyectiva de los sistemas lineales de divisores

es la siguiente proposicion.

PROPOSICION 10.4.2. Si la imagen de ¢ es no degenerada. Es decir si las f; son
linealmente independientes. La dimension del sistema lineal |¢| C |D| es n (notar

que hay n+ 1 funciones f;)

10.4.1. La aplicacion holomorfa asociada a un sistema lineal.
De forma natural se plantea la cuestion de en que condiciones un sistema lineal
de divisores, de dimensién n puede considerarse como el asociado a una aplicacion

holomorfa ¢ : X — P™(C)
Vamos a establecer una condicién necesaria.

PROPOSICION 10.4.3. Sea ¢ : X — P"(C) una aplicacion holomorfa. Para cada

p € X existe E € |¢| tal que E(p) =0
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DEMOSTRACION. Sea ¢ = [fo...fn] fi € M(X)y D = —min;(div(f;)) dado

p € X tendremos que —D(p) = min;(ord,(f;)) = ord,(fi)) =7

Consideremos E = D + div(fy) y tendremos E(p) = D(p) + ord,(fx) = —r + 71 =
0 ]

Vamos a ver que esta condicién es también suficiente.

DEFINICION 10.4.2. Sea @ un sistema lineal de divisores en una superficie de
Riemann X . Se dice que p € X es un punto base de Q si VE € Q se tiene E(p) > 0

. Un sistema lineal de divisores de denomina libre si no tiene puntos base.

PROPOSICION 10.4.4. Un punto p € X es un punto base de un sistema lineal
Q C |D| definido por V. .C Op(X) siy sélo siV C Op_,(X) . En particular p serd
un punto base de |D| si y sdlo si Op_,(X) = Op(X)

DEMOSTRACION. Vf € V C Op(X) y ¥p € X tenemos D(p) + ord,(f) > 0
por tanto p serd un punto base si y solo si D(p) + ord,(f) > 1 que es equivalente a

VfeV VeOp_(X) O

Otra forma de de expresarlo es decir que no existe f € V' tal que ord,(f) = —D(p)

PROPOSICION 10.4.5. Sea D un divisor en una superficie de Riemann compacta
X . El punto p € X es un punto base del sistema lineal completo |D| si y sdlo si

dim(Op_p(X)) = dim(Op(X)) .Por tanto |D| es libre si y solo si

Ype X  dim(Op_p(X)) = dim(Op(X)) — 1

DEMOSTRACION. Consecuencia directa de la proposicién anterior y del lema

9.5.1. 0

TEOREMA 10.4.1. Sea Q C |D| un sistema lineal libre de divisores de dimension
(proyectiva) n en una superficie de Riemann compacta X . Eziste una aplicacion
holomorfa ¢ : X — P™(C) tal que Q = |d| y ¢ es tnica una vez escogidas las

coordenadas en P™(C)
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DEMOSTRACION. El sistema @Q corresponderé a un subespacio V' C Op(X) tal

que los divisores de @ seran de la forma div(f)+ D feV

Sea { fo...fn} una base de V', para cada p € X al ser @ libre existira una combinacion

lineal > a; f; tal que ord, (3 aifi) = —D(p) y por tanto min;(ord,(f;)) < —D(p).

Por otra parte como V' C Op(X) se tiene min;(ord,(f;)) > —D(p) luego min; (ord,(f;)) =

—D(p) y la aplicacion ¢ = [fo...fn] es tal que Q = |¢|

Supongamos ahora que también Q = |¢’| siendo ¢’ = [gg...gn] los divisores de |¢/|
seran de la forma div(g) + D’ donde D’ es el opuesto del minimo de los divisores

de las g; y g una combinacion lineal de las g; . Como |¢| = |¢’| cambiando las

_

coordenadas en ¢’ podemos suponer div(f;) + D = div(g;) + D’ y haciendo h; o

tenemos que div(h;) = D’ — D es independiente de i y por tanto los cocientes son
independientes de ¢ salvo un factor constante (el cociente de h;/h; es holomorfo
y no identicamente nulo) . Entonces multiplicando las ¢g; por un factor adecuado
podemos considerar que existe una funciéon h holomorfa en X tal que h = ? y por

tanto ¢ = ¢/’ O

Tenemos asi una correspondencia biyectiva (salvo el cambio de coordenadas reali-

zado en P"(C))

Sistemas lineales libres de dimensiéon n en X< Aplicaciones holomorfas ¢ : X —

P"(C) con imagen no degenerada

En el caso de un sistema completo, existiran en general puntos base pero se puede

construir a partir suyo una aplicacién holomorfa.

Supongamos que el sistema lineal completo |D| tiene puntos base. Sea F' = min{E :
E € |D|} el minimo de todos los divisores. Entonces |D — F| es un sistema lineal
completo sin puntos base (obviamente existe para cada p una funcion f tal que

ordy(f) =—(D — F)(p) ) y ademés |D| = F +|D — F|
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Al divisor F se le denomina parte fija del sistema lineal |D| y al sistema lineal

completo |D — F| parte movil

LEMA 10.4.1. Si F es el divisor fijo del sistema lineal completo |D| entonces

Op_r(X) =0p(X)

DEMOSTRACION. Como F > 0 se tiene D — F < D y por tanto Op_p(X) C
Op(X) . Sea ahora f € Op(X) tal que div(f) + D > 0 entonces div(f) + D €
|D| y por tanto div(f) + D = F + E para algan divisor no negativo E luego
div(f)+D—F >0y f € Op_p(X) O

Por tanto podemos suponer que los sistemas lineales completos son libres (redu-

ciéndolos si fuera necesario)

10.4.2. Criterio para Incrustaciones.
Sea D un divisor tal que el sistema lineal completo |D| no tiene puntos base
denotamos por ¢p la aplicacion holomorfa asociada a | D| queremos analizar cuando
estard la imagen ¢(X) incrustada de forma holomorfa en P™(C). Una condicion

necesaria evidente es que ha de ser inyectiva.

LEMA 10.4.2. Sea X una superficie de Riemann compacta y D un divisor en X tal
que |D| es libre. Sea p € X existe una base fo, .., fn para Op(X) tal que ordy,(fo) =
—D(p) yVi>0 ordy(fi) > —D(p)

DEMOSTRACION. El subespacio Op_p,(X) sera de codimension 1 asi que exis-
tird una base suya fi, ..., f, tal que. Extendemos la base a Op(X) anadiendo una

funcion fo € Op(X) — Op—_p(X) tendremos la base buscada. O

PROPOSICION 10.4.6. Sea X una superficie de Riemann compacta y D un divisor
en X tal que |D| es libre. Sean p,q € X distintos entonces ¢p(p) = ¢p(q) si y sdlo
st Op_p—g(X) = Op_p(X) = Op_y(X). Por tanto ¢ serd inyectiva si y sélo si
dim(Op_p—¢(X)) = dim(Op(X)) — 2 para cada p,q distintos
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DEMOSTRACION. Escojamos la base del lema anterior y tendremos que ¢p(p) =
[1,0,...,0] y para que también sea ¢p(q) = [1,0,...,0] ha de cumplirse ord,(fo) <

ord,(f;) (en cuyo caso lo obtenemos al multiplicar por z~°"4a(fo) )

Como ¢ no es un punto base lo anterior ocurre si y solo si ordq(fo) = —D(q) y
ordy(fi;) > —D(q) en ese caso fi, ..., fn es una base de Op_4(X) pero por la forma

de construirla (lema anterior) también de Op_,(X).

Entonces para todo f € Op(X) tal que ord,(f) > —D(p) se cumple que ord,(f) >
—D(q) y se tiene que Op_,(X) C Op_p—q(X), como la inclusién contraria es

evidente tenemos el primer resultado.

Como |D] es libre se tiene dim(Op_p(X)) = dim(Op_q(X)) = dim(Op(X)) — 1
por tanto o bien dim(Op_p—4(X)) = dim(Op(X)) — 2 o bien dim(Op_p—q(X)) =
dim(Op (X)) — 1 por el lema 9.5.1

Por la primera parte ¢ serd inyectiva si y s6lo si Op_,_4(X) es un subespacio

propio de Op_,(X) es decir dim(Op_p—q(X)) = dim(Op (X)) — 2 O

Que ¢p sea inyectiva no es condicién suficiente para que su imagen este incrustada
en P"(C) de forma holomorfa.

Consideremos la base utilizada anteriormente fo, ..., f,, tal que ord,(fo) = —D(p)
es minimo en p. Entonces tras escalar por z~P®) las coordenadas homogéneas, la
coordenada cero no sera nula en la imagen de p y si lo seran el resto.

Pero si no existe una f; tal que % tenga un cero simple en la imagen de p ninguna

de las £t serd una coordenada local (ver definicion 10.2.3)

Por tanto si ¢p es inyectiva la imagen sera una curva proyectiva suave si y s6lo si

existe una funcién en Op_,(X) que no estd en Op_qg,(X).

Esta condicién es la misma que la proposicion 10.4.6 si consideramos p = ¢ y asi

tenemos
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TEOREMA 10.4.2. Sea X una superficie de Riemann compacta y D un divisor en
X tal que |D| es libre. Entonces ¢p es una aplicacion holomorfa inyectiva y un
isomorfismo en su imagen (superficie de Riemann holomorficamente incrustada en

P™ siy sélo siVp,q € X (incluyendo los casos p = q ) se tiene dim(Op_p_4(X)) =

dim(Op (X)) — 2

DEFINICION 10.4.3. Un divisor D tal que |D| no tiene puntos base y ¢p es un

incrustamiento se denomina muy amplio.

Para el caso de la esfera de Riemann se tiene que cualquier divisor D > 0 es muy

amplio (ver ejemplo 9.5.1)

10.5. Divisores hiperplano de una aplicacién holomorfa.

Sea ¢ : X — P™(C) holomorfa. Vamos a ver otra interpretacion del sistema lineal

de divisores asociado.

Sea H C P™(C) un hiperplano definido por un polinomio homogéneo de grado uno,

y supongamos que ¢(X) no esté integramente contenido en H.

H constara de los puntos en los que se anule un polinomio homogéneo de grado

uno es decir tendra una ecuacién lineal homogénea L = 0.

Dado p € X consideremos una ecuaciéon lineal homogenea M que no se anule en

o(p), tendremos que la funcion h

h(a) = (15-9)(a)

es holomorfa en un entorno de p. Pues existira una carta (U, z) centrada en p en la

que ¢ serd de la foma [go(2)...gn(2)] siendo las g; holomorfas y M no se anulara en

[90(0)...gn (0)].

DEFINICION 10.5.1. Dado un hiperplano H C P™(C) , se define el divisor hiper-

plano ¢*(H) asociado a la aplicacion holomorfa ¢ : X — P™(C) como

¢"(H)(p) = ordy(h)
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Se tiene que ¢*(H) no depende de la ecuacion lineal homogénea M utilizada para
definir el divisor por un argumento andlogo al de la demostracion del lema 10.2.1.
Tampoco depende de la ecuacion L utilizada para definir H pues multiplicar L por

una constante no altera el orden.

PROPOSICION 10.5.1. ¢*(H)(p) > 0 y ¢*(H)(p) > 0 si y solo si ¢p(p) € H

DEMOSTRACION. Como h es holomorfa en un entorno de p tenemos que ¢* (H)(p) >
0. Si ¢(p) € H tendremos que h(p) = 0y ¢*(H)(p) = ordy(h) > 0. Si ¢(p) ¢ H

claramente se tiene ¢*(H)(p) = 0. O

PROPOSICION 10.5.2. Sea H un hiperplano de P™(C) (con coordenadas homogé-
neas [xo...x,] ) definido por la ecuacion lineal homogénea L = > a;x; = 0 . Sea
¢+ X — P"(C) una aplicacion holomorfa definida por [fy...fn] tal que ¢(X) no

estd contenido en H y sea D = —min;(div(f;)) entonces

¢*(H) = div() _aif;) + D

DEMOSTRACION. Sea p € X existira j tal que ord,(f;) serd4 minimo es decir

ordy(f;) = —D(p) . La coordenada x; no se anulara en ¢(p).

Tomemos M = x; para definir ¢*(H) y tendremos h = E%ﬁ

ordy(h) = Ordp(z aifi) — ordy(f;) = Ordp(z ai fi) + D(p)

COROLARIO 10.5.1. Sea ¢ : X — P"™(C) una aplicacion holomorfa . El conjunto

de divisores hiperplano {¢*(H)} forma el sistema lineal |¢| de la aplicacion

DEMOSTRACION. Consecuencia directa del teorema anterior y de la definicién

10.4.1 (]
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10.5.1. Grados de una aplicaciéon holomorfa.
Consideremos una aplicacion ¢ : X — P"(C) holomorfa y supongamos que Y =

¢(X) es una curva proyectiva suave. Tenemos varios conceptos de “grado”

1. El grado de ¢ : X — Y como aplicaciéon entre superficies de Riemann
compactas (nimero de preimagenes de cada punto)
2. El grado de un divisor (interseccion) hiperplano en Y (grado de YV )

3. El grado de los divisores hiperplanos de la aplicacion ¢

Estos conceptos estéan relacionados por la siguiente proposicion.

PROPOSICION 10.5.3. Sea ¢ : X — P"™(C) holomorfa tal que Y = ¢(X) es una

curva proyectiva suave. Sea H un hiperplano de P™(C). Entonces
dg(¢™(H)) = dg(¢)dg(Y)

DEMOSTRACION. Sea p € X y H definido por el polinomio homogéneo L.

Aplicando la proposicion 5.3.3 a g = L/M, F = ¢ tenemos

¢"(H)(p) = ordy(y) (L/M) mult,(¢) = multy(¢) div(L)(¢(p))

Entonces

dg(¢™(H)) = Y multy(¢) div(L)(p(p)) = > > multy(¢)div(L)(q) =

pEX €Y peop=1(q)

= Y din(L)q) Y multy(¢) = 3 div(L)(q) dg(¢) = dg(@)dg(div(L)) = dg(¢)dg(Y)

S pEP~1(q) g€y
(]

COROLARIO 10.5.2. Si X compacta y D es un divisor muy amplio ( $p(X) es un

incrustamiento holomorfo) tenemos
dg(¢p (X)) = dg(D)

DEMOSTRACION. Por ser un incrustamiento (inyectivo) dg(¢p) = 1y de la pro-
posicién 10.5.2 tenemos dg (¢, (H)) = dg(D) pues como X compacta dg(div(d_ a;f;)) =

0. (]
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10.5.2. Aplicaciones de Veronese.
Consideremos la esfera de Riemann C y el divisor E = n.oco siendo n > 1 te-
nemos que es un divisor muy amplio pues por el ejemplo 9.5.1 dim((’)E(@)) =

~

n+1,dim(Og_p—4(C)) = n — 1 y basta aplicar el teorema 10.4.2 .

La aplicacion ¢ incrusta la esfera de Riemann Cen el espacio proyectivo P"(C)

y la imagen se denomina curva normal ractonal.

Si z es la coordenada canénica de C (w = % en un entorno de co). Una base
%

de Op es {1,2,2%,..,2"} v ¢p : C P"(C) es tal que o¢g(z) = [1,2,....2"] y
pp(c0) = [0,0,...,1]. Cuando n = 2 tenemos un isomorfismo entre la esfera de

Riemann y la curva proyectiva plana zz = y.

Estas aplicaciones se denominan aplicaciones de Veronese.






Capitulo 11

Teorema de Riemann-Roch y dualidad de Serre

(algebraico)

Vamos a obtener una versiéon el teorema de Riemann Roch por procedimientos
basicamente algebraicos veremos mas adelante este mismo teorema utilizando otros

procedimientos lo que permitira obtener distintos puntos de vista de su significado.

Antes necesitamos unos resultados sobre los cuerpos de funciones meromorfas.

11.1. Cuerpos de funciones meromorfas

Vamos a considerar subcuerpos de M(X), siendo X una superficie de Riemann

compacta, tales que:

= Contengan las funciones constantes
= Separen puntos de X

= Separen tangentes de X

Denotaremos por Q(X) C M(X) a uno cualquiera de tales cuerpos. Sabemos que

existe al menos uno: El propio M(X).

PROPOSICION 11.1.1. Sea X wuna superficie de Riemann compacta para cada p €

X y para cada entero N eziste una funcion f € Q(X) con ord,(f) =N

DEMOSTRACION. Como F(X) separa tangentes de X existe una funciéon g €
Q(X) tal que ord,(g — g(p)) = 1 y considerando f = (g — g(p))" tenemos el

resultado. O

PROPOSICION 11.1.2. Sea X wuna superficie de Riemann compacta para cada par
de puntos distintos p,q € X existe una funcion f € Q(X) con un polo en p y un

cero en q

251
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DEMOSTRACION. Como Q(X) separa puntos de X existe g € Q(x) tal que

9(p) # 9(q)

Podemos suponer que ¢ no es un polo de g (basta considerar é si lo fuera). Entonces

g =g —g(q) tiene un cero en q, y ¢’'(p) # 0.

’

Si ¢’ tiene un polo en p basta hacer f = ¢’ en caso contrario hacemos f = - 9,( )

9 —9(p

O

COROLARIO 11.1.1. Sea X una superficie de Riemann compacta. Para cada con-
junto finito de puntos distintos p1,...,pn,q existe una funcion f € Q(X) con un

polo en cada p; y un cero en q

DEMOSTRACION. Por induccién. La proposiciéon implica la validez para n = 1,
supongamoslo cierto para n — 1 y sea h tal que tiene polos en pq,...,p,_1 y un cero

en ¢, sea M el méximo de los ordenes de los polos de h en py,...,pp_1.

Existe, por la proposicién anterior, una funcién g con un polo en p, y un cero en
q. Entonces f = h+ g™+ cumple los requisitos (pues si g tiene un polo en alguno

M+1

de los py,...,py, €l orden del polo de g es mayor que el de A y no se pueden

compensar) O

COROLARIO 11.1.2. Sea X una superficie de Riemann compacta. Para cada con-
junto finito de puntos distintos p1,...,pn,q y cada N > 1 existe una funcion f €

Q(X) con ordy, (f)> N yord,(f —1) > N para cada i

DEMOSTRACION. Sea g € Q(X) con un cero en ¢ y polos en los p; Considerando

f= ﬁ tendremos la funcién buscada O

11.1.1. Extensiones de cuerpos. Existe un homomorfismo natural C — Q(X)

que es inyectivo.
Por tanto podemos considerar Q(X) como una extension del cuerpo C .

Denotaremos C(f) a la extension simple de C por el elemento f € Q(X). Este
cuerpo es isomorfo al cuerpo de funciones racionales en una indeterminada C(T).

Tendremos C C C(f) C Q(X) C M(X).
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PROPOSICION 11.1.3. La extension C(f) no es algebraica para ningin f € M(X)

no constante

DEMOSTRACION. Si lo fuera existiria un polinomio ¢(T') = T™ + ¢, _1T""! +
... ¢p tal que ¢(f) = 0 como existen a lo sumo n nimeros complejos que satisfagan
q(T) = 0 resulta que la imagen de f so6lo podria contener n elementos lo que es

incompatible con el teorema 5.3.3. (I

Queremos demostrar que M(X) es finitamente generada y de grado de trascenden-

cia uno.

TEOREMA 11.1.1. Sea X wuna superficie de Riemann compacta M(X) es una

extension de C de grado de trascendencia uno

DEMOSTRACION. Supongamos que existieran f,g € M(X) algebraicamente

independientes. Sea D = max(diveo(f), dives(g)) tendremos que f,g € Op(X)

Sii+j < n tendremos que fig’ € O,p(X) . Estos monomios son linealmente
independientes (puesto que f, g lo son algebraicamente) Su nimero se calcula del

siguiente modo: Fijado i podemos elegir j de n —i+ 1 formas (desde 0 hasta n — )
- n? +3n+2

luego tendremos Z(n —i+1)= 5

i=0
Por tanto dim(O,p(X)) > %

Pero segtn el teorema 9.5.1 dim(O,p (X)) < 1+ dg(nD) =1+ n(dg(D))

Lo cual es imposible para un n suficientemente grande. O

Para demostrar que es finitamente generado bastard escoger una f € M(X) no

constante cualquiera y demostrar que M(X) es una extension algebraica finita de

C(f) -

Necesitaremos unos lemas previos
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LEMA 11.1.1. Sea A un divisor cualquiera en una superficie de Riemann compacta
X y f € M(X) no constante. Ezxiste un entero m > 0 y una funcion g € M(X), que

es un polinomio en f (o0 sea g =r(f),r € C[T] ) tal que A—div(g) < m(diveo(f))

DEMOSTRACION. Consideremos el conjunto finito {p1, ..., px} de puntos del so-

porte de A tales que A(p;) > 0 y que no son polos de f.

La funciéon f — f(p;) tendra un cero en p; y los mismos polos que f, la funcion
(f = f(p;))A®) tendra los mismos polos que f y un cero en p; de orden mayor o
igual que A(p;).

k

g = H( f— f(p)A?) es una funciéon meromorfa que tiene los mismos polos que
i=1

f v ceros en cada p; de orden al menos A; . Por tanto A — div(g) solo puede ser

positiva en los polos de f.

Como el namero de polos de f es finito habra un entero m que hace A — div(g) <

m(dive (f)). Ademas por la forma de construirlo g es un polinomio en f. O

LEMA 11.1.2. Sea X wuna superficie de Riemann compacta y f,h € M(X) no
constantes. Existe un polinomio r(T) € C[T|] tal que la funcion r(f)h no tiene polos
fuera del conjunto de polos de f y existe un entero m > 0 tal que r(f)h € Opp(X)
donde D = diveo (f)

DEMOSTRACION. Sien el lema anterior hacemos A = —div(h) tenemos —div(h)—

div(g) < m(diveo(f)) luego —(div(gh)) < mD y div(gh) > —mD. O

Vamos a denotar O p(X) = Q(X)NOp(X) que claramente se ve que es un espacio

vectorial.

LEMA 11.1.3. Sea X una superficie de Riemann compacta , f € Q(X), y D =
dives (f) . Supongamos que [Q(X) : C(f)] > k . Entonces existe una constante mq
tal que Ym > my

dim(OQmD(X)) > (m—mg+ 1)k
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DEMOSTRACION. Sean g1, ..., gr € Q(X) linealmente independientes sobre C(f).
Por el lema anterior existe, para cada 4, un polinomio r;(T) (notar que r;(f) € Q(X)
) tal que los polos de h; = r;(f)g; estan en el conjunto de polos de f y existira
un entero m; tal que h; € OQmi p(X) y haciendo myq igual al maximo de los m;

tendremos h; € 02, p(X)

Las funciones h; son linealmente independientes sobre C(f) al serlo las g;.

Para cada @ < m —my las funciones f*h; pertenecen a 0%,.p (X) y son claramente

independientes sobre C

como existen (m — mg + 1)k de estas funciones tenemos el resultado ]

TEOREMA 11.1.2. Sea X wuna superficie de Riemann compacta. M(X) es una

extension finitamente generada de C.

DEMOSTRACION. Sea D = div(f) y supongamos que [M(X) : C(f)] > (1 +

dg(D)) , por el lema anterior existe un entero mg tal que

dim(Omp (X)) > (m — mo + 1)(1 + dg(D))

pero por el teorema 9.5.1

dim(Omp(X)) <1+ mdg(D)

debiendo cumplirse por tanto m < mg(1 + dg(D)) — dg(D) lo que es absurdo al ser

m arbitrario.

Asi pues [M(X) : C(f)] < dg(D) y al ser la extension finita, M(X) es finitamente

generado O

TEOREMA 11.1.3. Sea X una superficie de Riemann compacta y f € Q(X) no

constante. Se tiene

[Q(X) : C(f)] = dg(dives(f))
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DEMOSTRACION. Acabamos de ver que [M(X) : C(f)] < dg(D) (siendo D =
dives (f) )-

Sea D = Z n;.p; y consideremos funciones g;; € Q(X) con un polo en p; de orden
i

j y ni ceros ni polos en el resto de los pi ( La existencia de dichas funciones viene

asegurada por el corolario 8.7.1 al separar Q(X) puntos y tangentes).

Si las funciones {g;; : 1 < j < n;} son linealmente independientes [Q(X) : C(f)] >

dg(D) y ya tenemos el resultado (pues Q(X) C M(X) )

Supongamos que existiera una relacion

Zcij(f)gij =0 (4)
(siendo ¢;;(f) funciones racionales de f )

Multiplicando por el minimo comin multiplo de los denominadores de las ¢;; pode-
mos suponer que son polinomios. Por tanto los Gnicos polos de ¢;;( f) son los puntos

pr polos de f . Ademas si ¢;; tiene grado d el polo en py serd de orden dny .

Escojamos g, jo de modo que el grado del polinomio ¢;,;, sea méximo y en caso de
igualdad se escoge el de mayor j. Dividimos la expresion (A) por ¢;,;, obteniendo
Cis
dij = —= Y dij(f)gi; =0 (B)
Ciojo

Por tanto d = 1 y las otras funciones racionales con denominadores de mayor

i0Jo
o igual grado que los numeradores. Todas estas funciones tienen orden no negativo
en los puntos py y estos ordenes son multiplos de ng. Es decir ordy, (di;(f)) =

QN 0< a5 € N
Consideremos el punto p;,

Para i # io tenemos que ordy, (gi;) = 0y ordp, (dij(f)) > 0 luego el producto

d;ij(f)gi; tiene orden no negativo.

También tenemos que ordy, (diy;(f)) = qigjnigi, (0 < @iy € N) y ordy, (iys) =

—j (j varia entre 1y n;,) asi si a;,; # 0 el producto d;;(f)gi; tiene orden no
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negativo en p;, (esto no se cumplira al menos para igjo pues al ser d;, jo = 1 se tiene

ordp, (1)=0).

Como diojo(f)giojo = Giojo tendremos Ordplo (diojo(f)giojo) =—Jo -

Podria haber otros j # jo tales que a;,; = 0 pero por la forma de elegirlo jg seria

mayor que estos j

Asi el polo de diyj,(f)gioj, €D Pi, no puede ser compensado y (B) no puede ser

cierta (y por tanto tampoco (A)) . O

Hasta ahora habjamos distinguido M(X) de Q(X) pero resulta que tenemos para

cualquier f € Q(X) no constante

Q(X) c M(X)
M(X) : C(f)] = [QX) : C(f)] = dg(dives(f))

Por tanto Q(X) = M(X).

Resumimos los resultados en la siguiente proposicion

PROPOSICION 11.1.4. Sea X una superficie de Riemann compacta Q(X) C M(X)
un cuerpo cualquiera de funciones meromorfas tal que contenga las constantes y
separe puntos y tangentes de X. Entonces Q(X) = M(X) . Por tanto si S es un

conjunto de funciones meromorfas en X que separa puntos y tangentes entonces S

genera M(X) como una extension de C

COROLARIO 11.1.3. Se tienen los casos siguientes:

= En la esfera de Riemann C el cuerpo de funciones viene generado por la
coordenada z
= Si X es una curva proyectiva suave incrustada en P"(C) con coordenadas

[0, ..., n] las cocientes i—; generan M (X)
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Vamos a obtener una version el teorema de Riemann Roch por procedimientos
béasicamente algebraicos veremos més adelante este mismo teorema utilizando otros

procedimientos lo que permitira obtener distintos puntos de vista de su significado.

11.2. Problema de Mittag LefHer

En la seccion 8.7 hemos visto la definiciéon de polinomio de Laurent y la posibilidad
de construir funciones meromorfas con un final de Laurent dado en un namero finito

de puntos.

Sin embargo esto no implica ningin tipo de control sobre el comportamiento en el
resto de puntos. Si exigimos que la funcién sea holomorfa en el resto nos enfrentamos

al llamado “ Problema de Mittag Leffler”.

Para analizar este problema en una superficie de Riemann compacta X vamos a

necesitar una herramienta auxiliar

DEFINICION 11.2.1. Sea X una Superficie de Riemann, un divisor de Laurent en
X es una aplicacion T : X — L(z) (ver seccion 8.7) cuyo soporte (adherencia del

conjunto de puntos en los que T es distinto de cero.) es un conjunto discreto. Con

la adicion puntual de polinomios forman un grupo abeliano que se denota T (X).

En el caso de que X sea compacta para cualquier divisor de Laurent T el soporte

ha de ser un conjunto finito.

Considerando los distintos 7 (U) para cada abierto U C X vemos que forman un

haz que denotaremos 7T

NoTA. Emplearemos una notacion de suma formal

T= Z p(2).p

peX

donde r,(z) = T(p)

DEFINICION 11.2.2. Definimos el operador de truncado JM en un polinomio o
s M—1

serie de Taylor/Laurent (S = oo) de forma que JM(Z ciz') = Z cizt
i=R i=R
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11.2.1. Divisores de Laurent y divisores.

Sea X wuna superficie de Riemann. Para cada punto p € X vamos a definir una
carta {(Up, zp)} centrada en p, de forma que cuando nos refiramos al desarrollo de
Laurent de una funcion meromorfa f en un punto p nos estaremos refiriendo al
desarrollo de Laurent de la funcion f.zp_1 : C — C alrededor de 0 . Denotaremos a

dicha serie sp(f).

Un divisor D genera un subgrupo en 7 (X) que denotaremos 7 [D](X) de la siguiente

forma

TIDI(X)={T= er.p :Vp € supp(T) grado maximo (r,) < —D(p)}

Es trivial comprobar que es un subgrupo y que T[D] es un haz sobre X

Por ejemplo para el caso de D = 0 tenemos que 7 [0](X) consiste en los divisores

de Laurent cuyos polinomios solo tienen términos de grados negativos.

La operacion de “truncado” en polinomios de Laurent origina un homomorfismo

Jp : T(X) = TIDIX) Jp()_rpp)=>_ J PP (r,).p

peX peX

NoTA. Es evidente que Jp se puede considerar un homomorfismo de haces Jp :

T — T[D]

Anéalogamente si D1 < Dy tenemos

TB S TIDX) = TIDAX) TR(Y rpp) = 3 T2y

que claramente se ve que es un homomorfismo suprayectivo

DEFINICION 11.2.3. Para cada divisor D existe una aplicacion

ap : M(X) = TIDI(X) ap(f) =Y I~ PP (s,(f))-p

peX

que es un homomorfismo de grupos.

NOTA. ap se puede considerar como un homomorfismo de haces ap : M — T[D]
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ap es intercambiable con el operador de truncado de forma que si D1 < Do

aD, (f) - Jg; (aDl (f))

como se comprueba directamente de la definicion.

DEFINICION 11.2.4. Sea X una superficie de Riemann f € M(X) y D un divisor
en X se define un homomorfismo (multiplicacion de f por T truncada)

uf  TIDNX) = TID = div(HIX)  uf (Y rpp) =D I~ P (s (f)ry).p

peX peX

D—div(f)

Si consideramos (5 I tendremos

D dw(j) Zr ) _M?_dw(f)(z J—(D—div(f))(p)(Sp(f)rp),p):

peEX peEX

\,

Z JP J (o= dw(f))( (f)rp))-p = Z Tp-P

peX peX

D—div(f)
].llego ,LLf es un isomorfismo con inverso 12 1 .

NoTa. ,u? se puede considerar como un homomorfismo de haces u? : TID] —

T[D — div(f)]
LEMA 11.2.1. Fdcilmente se comprueba que
ap_aiv)(f9) = 17 (an(g))
Los divisores de Laurent, permiten una caracterizacion de Op(X) . Puesto que si

f € Op(X) su orden en p es mayor o igual que —D(p) por tanto si aplicamos ap

a f obtendremos el polinomio nulo por tanto

kern(ap) = Op(X)

11.2.2. Divisores de final de Laurent y el problema generalizado de

Mittag-LefHer.
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Vamos a ver que una generalizacion del problema de Mittag Leffler en una su-
perficie de Riemann compacta X se puede expresar en términos de divisores de

Laurent.

En efecto sea T € T[D](X). Si existe una funcion f € M(X) tal que ap(f) =T

tendremos

= f debera ser holomorfa en aquellos puntos p € X donde T'(p) = D(p) =0
(todos excepto un nimero finito)
s JPW®)(s,(f)) = T(p) es decir la serie de Laurent de f en p debera coincidir

hasta el término de grado —D(p) con el polinomio T'(p) en los demés puntos

Hay que notar que esta exigencia es mucho mas fuerte que la del teorema 8.7.1

Por tanto el problema generalizado de Mittag-Lefller se puede expresar en términos

de la existencia de la preimagen por ap de un divisor de Laurent T'

11.2.3. El espacio de obstruccion.

Algebraicamente la imposibilidad de resolver el problema generalizado de Mittag-

Leffler vendra medida por el “conticleo” (espacio cociente)
H®(D) = T|D)(X)/Imag(ap)

En el sentido de que si H°®(D) , espacio de obstruccion, es {[0]} todo elemento de

T[D](X) es la imagen de una f € M(X) por ap y por tanto el problema tiene

solucion.

PROPOSICION 11.2.1. La sucesidn corta de grupos

ap p

0 —= M(X)/Op(X) — TID|(X) —— H*(D) —= 0

(donde p es la proyeccion candnica) es exacta.

DEMOSTRACION. Es consecuencia directa de las definiciones. O
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Si D1 < D5 tendremos el diagrama conmutativo

0 —= M(X)/Op,(X) s TIDI(X) o HO(Dy) —> 0

l PDy Dy \L Jg; l PHHg

aD P2

0 —> M(X)/Op,(X) — TID:)(X) — H*(Dz) — 0
Donde pp, p,, pH, H, SOn proyecciones candnicas (suprayectivas).

PROPOSICION 11.2.2. Con la notacion anterior, se tiene que la sucesion

[ p
0 —— kern(pp,p,) —— k;ern(Jng) — kern(pg,u,) —= 0

es exacta

DEMOSTRACION. Si tenemos un diagrama conmutativo de homomorfismos

x2 -y
Tenemos que f define un homomorfismo entre kern(d) y kern(D) puesto que se

tiene

f
—_—
d

g9
S

b

y por tanto las aplicaciones estan bien definidas.

Se tiene que « es inyectiva por ser una restriccion a kern(Pp,p,) de ap, que es

inyectiva.

Sea [f] € kern(Pp,p,) por ser exacta la sucesion superior «([f]) = ap,([f]) €

kern(p1) y por tanto a kern(p) luego I'mag(a) C kern(p).
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Sea T € kern(Jg;) tal que p1(T) = 0 como la sucesion superior es exacta existira

[f] € M(X)/Op,(X) tal que ap,(f) = T. Debido a que ap, es inyectiva y al

diagrama
OLDl
[f] —T
\L PD; Dy l Jg;
[9] —0
OzD2
tenemos que [g] = [0] y asi [f] € kern(pp,p,) . Hemos demostrado kern(p) C
Imag(a).

Sea [T] € kern(pm,m,) por ser p; suprayectiva existirda T' tal que p1(T) = [T]
sea Q@ = pp,p,(T) por la conmutatividad del cuadrado de la derecha tendre-
mos p2(Q) = 0 y existira [g] € M(X)/Op,(X) tal que ap,([g]) = Q y [h] €
M(X)/Op, (X) tal que pp,p,([h]) = [g]) . Si consideramos T" = T — ap, ([h])
tendremos que p1(T") = [T] v pp1p,(T") = 0 luego T' € kern(pp,p,) ¥ p es supra-

yectiva. O

Tenemos asf la siguiente proposicion

PROPOSICION 11.2.3. dim(kern(pp,p,)) = dim(Op, (X)) — dim(Op, (X))

DEMOSTRACION. Consideremos la aplicacion pp, p, : M(X)/Op, (X) = M(X)/Op,(X)
su nicleo seran aquellas [f] tales que los términos del desarrollo de Laurent de
f en cada p solo contenga términos de exponente superior a —Ds(p) es decir
Op,(X) — Op,(X), y como por el teorema 9.5.1 Op(X) es de dimension finita

tenemos la proposicion. ]

PROPOSICION 11.2.4. dim(k:ern(Jg;)) = Z(Dg(p)—Dl(p)) = dg(D2)—dg(Dy)
peX

DEMOSTRACION. El nucleo de J I estara constituido por aquellos divisores
D> p q
M

finales de Laurent er.p tales que M < —Di(p) y N > —Dy(p) para cada p.
N

Cumpliendo estas condiciones existen Do (p)— D1 (p) monomios que constituiran una

base de los polinomios del nticleo en el punto p, y sumando para todo p perteneciente

a X tenemos el resultado. O
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y por ultimo tenemos

PROPOSICION 11.2.5. dim(kern(pm,m,)) = dg(D2) — dim(Op, (X)) — dg(D1) +
dim(Op, (X))

DEMOSTRACION. Considerando la aplicacion lineal suprayectiva
Dy r
kern(Jp,) — kern(pm, m,)

Tendremos dz‘m(kern(Jg;)) = dim(kern(p)) + dim(Imag(p)) por el primer teore-
ma de isomorfia de grupos (ver [BujalTG]) aplicado a espacios vectoriales. Como
Imag(p) = kern(pm, H,), kern(p) = Imag(a) y dim(Imag(«)) = dim(kern(pp, p,))

puesto que « es inyectiva, tenemos el resultado. O

11.2.3.1.  La dimensidn del espacio de obstruccion.
Vamos a demostrar que H°?(D) es de dimension finita para cada divisor D en X.

Necesitaremos algunos lemas

LEMA 11.2.2. Sean Dy < D divisores en una superficie de Riemann compacta X .
Se tiene que si H®(D3) es de dimension finita también lo es H°*(Dy) y se cumple

dim(H*(Dy)) = dim(kern(ps, m,)) + dim(H(D3))

DEMOSTRACION. Consecuencia directa de que

PHyHy

HOb(Dl) < HOb(DQ)

es suprayectiva, de la finitud de dim(kern(pp, m,)) y del primer teorema de isomor-

fia. O

LEMA 11.2.3. Sea f € M(X) no constante, siendo X una superficie de Rie-
mann compacta, y sea D = dive(f). Existe No€ Z tal que Ym > Ny se tiene que

dim(kern(pp,m,,,)) es constante, por tanto existe M tal que Ym dim(kern(pmym,,,)) <

M

DEMOSTRACION. Tendremos por la proposicién 11.2.5

dim(kern(pmym,,,)) = mdg(D) — dim(Opmp(X)) + 1
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dado que dim(O(X)) =1 (so6lo las funciones constantes son holomorfas)

También [M(X) : C(f)] = dg(D) por el teorema 11.1.3 y por tanto aplicando el

lema 11.1.3 tenemos
Vm > mqg  dim(O,p(X)) > (m —mo + 1)dg(D)

dim(kern(pm,m,,,)) < mdg(D)—(m—mo+1)dg(D)+1 = 14+(mo—1)dg(D) = K no depende de m

Como si 0 < my < mo tenemos 0 < my D < myD y considerando que el homomor-
fismo

pHOH7n2D

H(0) —= H(myD)

PHoHpy D PH,  DHmoD

es composicion de H°(0) ——= H°®(m;D) y H(myD) ——= H°(myD)
tendremos kern(pm,m,,, ) C kern(pm,n,,,,) y por tanto dim(kern(pm,m,,,)) no

decrece cuando m crece.

Tenemos asi una sucesion de enteros no decreciente limitada por K y ha de existir

un valor Ny a partir del cual se haga constante. O

LEMA 11.24. Sea X una superficie de Riemann compacta existe un entero M tal

que para todo divisor A

dg(A) — dim(Oa(X)) < M

DEMOSTRACION. Sea D = divs(f) por la proposicion 11.2.5 siendo Dy =

mD,; D; =0y el lema anterior tenemos
dg(mD) — dim(O,,p(X)) = dim(kern(ppym,,,)) —1 < M

Sea A un divisor cualquiera en X por el lema 11.1.1 existe g € M(X) y un entero m
tal que B = A — div(g) < mD tendremos dg(B) = dg(A) — dg(div(g)) = dg(A) por
la proposicion 9.1.2 y como A, B son equivalentes, por la proposicion 9.5.4 tenemos

dim(0OA(X)) = dim(Op(X)) y

dg(A) — dim(O4(X)) = dg(B) — dim(Op(X))
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y por la proposiciéon 11.2.5
dim(kern(pugm,, ) = dg(mD) — dim(Opp (X)) — dg(B) + dim(Op(X))

dg(A) — dim(04(X)) = dg(mD) — dim(Op,p(X)) — dim(kern(ppym,.5))

dg(A) — dim(04(X)) < dg(mD) — dim(Onp(X)) < M

LEMA 11.2.5. Eziste un divisor Ag en X tal que H°®(Ag) = {[0]}

DEMOSTRACION. Vamos a ver que existe un divisor A tal que dg(A4p) —
dim(O 4,(X)) es méaximo. Supongamos lo contrario entonces podriamos buscar una
sucesion de enteros dg(D) — dim(Op(X)) creciente que no estarfa acotada en con-

tradiccién con el lema anterior.

Supongamos ahora H(Ag) # {[0]} existiria T' € T[Ap](X) tal que Vf € M(X) T #
aa,(f). Existira un divisor B > Ay tal que Ja°(T) = 0 y por tanto [T] €

kern(pw ,, 1) que tendrd por tanto dimensién > 1. y por la proposicion 11.2.5
1 < dim(kern(ps,, ia)) = dg(B) — dim(Op (X)) — (dg(Ao) — dim(O.4, (X))

en contradicion con que db(Ag) — dim(O4,(X)) es maximo. O

TEOREMA 11.2.1. Sea X una superficie de Riemann compacta y D un divisor en

X. Entonces H®(D) es un espacio vectorial complejo de dimension finita.

DEMOSTRACION. Sea B = D — Ay, siendo Ay el divisor obtenido en el lema

anterior, Descomponemos B = P — N siendo P, N > 0 y tendremos D < Ay + P.

El homomorfismo H(Ay) — H°’(Ag + P) es suprayectivo luego H°(Ay + P) =

{[0]} ¥ por el lema 11.2.2 tenemos el resultado. O
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11.3. El Teorema de Riemann-Roch

DEFINICION 11.3.1. Dada una superficie de Riemann compacta X, se denomina

genus aritmético a gor = dim(H°®(0))

TEOREMA 11.3.1. (Riemann-Roch: version 1) Sea D un divisor en una superficie

de Riemann compacta X. Entonces

dim(Op (X)) — dim(H*(D)) = dg(D) +1 - gq,

DEMOSTRACION. Si Dy < Dy tendremos por el lema 11.2.2 y por el teorema
11.2.1
dim(kern(pm, m,)) = dim(H®(Dy)) — dim(H"(Ds))

y por la proposicién 11.2.5
dim(Op, (X)) —dg(Dy)—dim(H®*(D1)) = dim(Op, (X)) —dg(Ds) — dim(H°"(Dy))
Como para D1, Dy cualquiera Dy, Dy < max(D1, D3) tendremos

dim(Op (X)) — dg(D) — dim(H®(D)) = Constante

Para el caso de D = 0 tenemos dim(O(X)) = 1 (las constantes) dg(0) = 0 y

dim(HOb(O)) = Yar
y por tanto dim(Op (X)) — dg(D) — dim(H°®(D)) =1 — gar O

NoTA. Hay que resaltar que en estos momentos la situacion esta lejos de ser
satisfactoria, ni siquiera hemos asegqurado la independencia de g, y H® de las

cartas elegidas para definir ap.

11.4. La dualidad de Serre

Sea X una superficie de Riemann y D un divisor en X. Si w es una 1 forma

diferencial meromorfa tal que w € Q! ,(X) tendremos, por definicion, div(w) > D



268 11. TEOREMA DE RIEMANN-ROCH Y DUALIDAD DE SERRE (ALGEBRAICO)

es decir Vp ord,(w) > D(p) y en la carta centrada en p que estamos considerando

oo

w=( Z ciz;)dzp

i=D(p)
Si tenemos un polinomio de Laurent r, = E a;z" el residuo de rpw en p serd

o0
Z cia—i—1. Dado w € Q! ,(X) podemos por tanto definir una aplicacion:
i=D(p)

Res,, : T[D](X) — C haciendo Resw(z Tp.p) = ZResp(pr)

Si consideramos f € M(X) tendremos que fwe M (X) es una 1 forma y si

f tiene alrededor de p un desarrollo de Laurent ) a2}, tendremos Res,(fw) =

Z cia_;—1 y por tanto
i=D(p)

Resu(ap(f) = Y Resy(fw)

Pero hemos visto (teorema 7.5.1) que Z Resp(fw) =0y por tanto Res,, se anula

P
en la imagen de ap y podemos definir una aplicaciéon (que llamaremos igual)

Res,, : H®(D) — C Res,([T]) = Res,(T)

Se comprueba facilmente que Res,, es una forma lineal es decir Res, € H°(D)*

(dual de H°*(D))

DEFINICION 11.4.1. Se denomina aplicacién de residuo a la aplicacion

Res: Q' ,(X) — H®(D)* Res(w) — Res,

Facilmente se comprueba que es un homomorfismo de espacios vectoriales complejos

TEOREMA 11.4.1. (Serre) Para cualquier divisor D en una superficie de Riemann
compacta X, se tiene que la aplicacion Res es un isomorfismo de espacios vecto-

riales complejos. Para cada divisor canonico K se tiene

dim(H°*(D)) = dim(H*(D)*) = dim(Q (X)) = dim(Ox _p(X))
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Para la demostracion necesitaremos unos lemas previos

LEMA 11.4.1. Sean @1,y € HP(A)* para un divisor cualquiera A en X .Eriste

un divisor positivo C y funciones meromorfas f1, fo € Oc(X) no nulas tales que

Jﬁ—C—div(fl)'uA—c _

A-C—di _
o1 2 0. iv(f2) MA c

K
(consideradas como aplicaciones lineales H*(A — C)— C ) Es decir el siguiente

diagrama conmuta

TIA = C = div(f))(X)

A-C

=

DEMOSTRACION. Primero vamos a ver que se pueden considerar elementos de

H(A — C)* . Tendremos que comprobar que

Ve M(X) ey ST 1A C ey ) =0

1

Consideremos lo siguiente si h € M(X) entonces
aa-c(h) € TIA=CIX) ¥ aa—cdii(fih) = aa(Za~ " (fin)
como vimos en la seciéon 11.2.1 y por tanto

P1(J4 I (A =C au_c(h)) = pr(aa(Ty I (f1h)))

pero como ¢ € H®(A)* tenemos que ¢1(aa(g)) = 0 para cualquier g € M(X) y
por tanto

s01(Jﬁ—c*—div(h)(‘u}jl—c(om_c(h)))) =0

1

y analogamente para .
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Supongamos que no existen C| f1, fo con las caracteristicas pedidas. Entonces para

cada divisor C' la aplicacion lineal

0 : Oc(X)xOc(X) = HP(A=C)* O(f1, fo) = 1.y O WUV pyfh=C iy gyt a=c

serfa inyectiva (su nicleo serfa (0,0)) y por tanto
dim(H"(A — C)*) = dim(H®*(A — C)) > 2dimO¢(X)
Aplicando el teorema de Riemann-Roch al divisor C
dim(O¢(X)) = dg(C) + 1 = gap(X) + dim(H**(C)) > dg(C) + 1 = gar(X)

y aplicandolo al divisor A — C

dim(H(A = C)) = dim(Oa—c(X)) — dg(A = C) = 1 + gar(X)
y para C positivo dim(Os_c(X)) < dim(Oa(X)) y

dim(H? (A~ C)) < dim(O (X)) — dg(A) + dg(C) = 1 + gar(X)
y por tanto

dim(Oa(X)) — dg(A) + dg(C) = 1 + gar(X) = 2(dg(C) + 1 = gar(X))

dim(O (X)) — dg(A) + 3gar(X) — 3 = dg(C)
Lo que es absurdo puesto que dg(C') puede ser tan grande como se quiera. 0

LEMA 11.4.2. Sea Dy un divisor en una superficie de Riemann compacta X y
we QL (X) de forma que Res,, : T[D1](X) — C estd definida. Sea Dy > Dy tal

que Res,, se anula en el nicleo de Jg; . Entonces w € QL |, (X)

DEMOSTRACION. Supongamos que sea falso, existira un punto p tal que D1 (p) <

ordy(w) < Da(p). Consideremos el divisor final de Laurent T = z, orde(@)=1 4 evie

dentemente T' € T[D:|(X) y Jg; (T)=0

oo
Sin embargo en un entorno de p tenemos w = ( Z ckz;f)dzp y por tanto
k=ord,(w)
Resy,(T) = cora,(w) # 0 jcontradiccion! O
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LEMA 11.4.3. Supongamos quew € Q' 5(X) y f € M(X) entonces fw € Qlfodw(f)(X)

y Res,,.jup = Resy,
DEMOSTRACION. Consecuencia directa de las definiciones. (|
Ahora podemos pasar a demostrar el teorema de la dualidad de Serre

DEMOSTRACION. Vamos a ver que Res : Q! ,(X) — H°®(D)* es inyectiva

Sea w € Q! (X) distinta de cero y tal que Res(w) es la aplicacién nula en H°(D)

tendremos
V(Z rp.p) € T[D]|(X) Z Resp,(wrp) =0

como ord,(w) > D(p) se tendrd —1 — ord,(w) < —D(p) y el divisor de final de

Laurent T = z, ordp(@)=1 4, ¢ T[D|(X)

o0
En un entorno de p se podra poner w = ( Z ciz;;)dzp (siendo copq,w) # 0) ¥
i=ordy(w)
tendremos Res,(wT') = Cora,(w) jcontradiccion!

Vamos a ver ahora la suprayectividad

Dados un divisor D y ¢ € H°(D)* (lo consideraremos como ¢ : T[D](X) — C ,
cumpliéndose p(ap(M(X)) =0) .

Sea w € M*(X) no nula, K = div(w) y A = min(D, K) evidentemente w € Q! ,

por lo que Res,, esta bien definida en T[A](X) .

Llamamos ¢4 = tp.Jf,‘ por el lema 11.4.1existe un divisor positivo C' y fi, fo €

Oc(X) tales que

A-C—di -
“)(fl)',ufl C — Resw.

A—-C—div —
oaJy C—d (f2).'uA C

A f2

como aplicaciones lineales 7[A — C](X) — C

A-C—div(f2)  A—
Jy w2 I,

Pero Res,, ¢ = Resy,., debido al lema 11.4.3 por tanto

.JQ—C—diU(fl). A—

c
YA Wy~ = Respu

como aplicaciones lineales T[A — C](X) — C
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Componiendo con uiﬁc*dw(f 1) tenemos
f1
@A»J:_C_dw(fl) _ Reshw.ﬂz;—c—dw(fﬂ _ Res}flw
1 1

como aplicacionees de T[A — C' — div(f1)](X) = C

1 ,
Tenemos por tanto que %w € QiA+C+dw(%)(X) y que Res%w se anula en el
nicleo de Jﬁfcfdw(fl) entonces por el lema 11.4.2 tenemos que %w € Q! , ypor

tanto o4 = Resy,
f1

Puesto que ¢4 = @.Jﬁ se anula en el nucleo de JS también Resy, luego %w S
f1

A (X)ye= Res%w
1

Una vez demostrado que es un isomorfismo, considerando K = div(w) para algtn

w € MY(X) por el teorema 9.5.2 tenemos que

dim(Q! (X)) = dim(Ox_p(X)) = dim(H*(D)*) = dim(H* (D))

TEOREMA 11.4.2. El genus aritmétco g, de una superficie de Riemann compacta

X es igual a su genus topoldgico g , ademds g = gar = dim(Q2(X))

DEMOSTRACION. Sea K = div(w), w € M!(X) , segtin la proposicién 9.1.4

dg(K) = 2g — 2 . Por otra parte aplicando la dualidad de Serre dim(H°(K)) =
dim(Ox_ k(X)) = dim(O(X)) = 1 (las constantes), también g, = dim(H°*(0)) =
dim(Ok (X)) = dim(Q! (X)) por 9.5.2 y dim(H°*(D)) = dim(Ox_p (X))

Aplicando el teorema de Riemann-Roch
lel(OK(X)) —1=gar—1=1+ dg<K) — Gar =29 — Gar — 1

y por tanto gqr = ¢ U
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Empleando la dualidad de Serre el teorema de Riemann-Roch queda

dim(Op(X)) — dim(Ok-p(X)) =dg(D) +1—g

NoTtA. Antiguamente se denominaba a dim(H°*(D)) = dim(Ox_p(X)) indice de
especialidad i(D).
TEOREMA 11.4.3. Si D es un divisor tal que dg(D) > 2g — 1, se tiene

dim(Op (X)) = dg(D) +1—g

DEMOSTRACION. Sea w€ M?!(X) no nula y K = div(w) por la proposicién
9.1.4 dg(K) = 2g—2 entonces dg(K—D) < 0y por la proposicion 9.5.2 dim(O _p (X)) =

0 y aplicando Riemann-Roch tenemos el resultado O

NoTA. Gracias a la dualidad de Serre el teorema de Riemann-Roch es completa-
mente satisfactorio. Se han interpretado todos los términos que aparecen en él de
forma que son independientes de las cartas empleadas en la construccion de las ap.
También se ha demostrado la igualdad de los genus aritmétco y topoldgico y se ha

obtenido una interpretacion “sorprendente”: j El genus coincide con la dimension

del espacio vectorial complejo de las 1-formas holomorfas !







Capitulo 12

Teorema de Riemann-Roch y dualidad de Serre

(Haces)

12.1. Calculo de algunos grupos de cohomologia de Cech

Vamos a calcular mas grupos de cohomologia, recordemos que en la seccion 8.2

vimos:

= HY(X,&') =0 (X Superficie de Riemann)
» HY(X,EY = H'(X,E%) = HY(X,£00) = H'(X,£0D) = 0 (X Superficie
de Riemann)

= HY(C,0)=0

TEOREMA 12.1.1. Sea X una superficie de Riemann simplemente conexa. Enton-
ces HY(X,C) = 0, H'(X,Z) = 0 ( Haces de funciones localmente constantes con

valores en C y Z respectivamente)

DEMOSTRACION. Sea U un recubrimiento abierto cualquiera de X y (fi;) €
ZYU,C) como Z'(U,C) C Z'(U,E) y H (U, E) = 0 tenemos funciones g; € E(U;)

tales que fi; = g; —g: en U; NU;

Como df;; = 0 (por ser localmente constante) tendremos dg; = dg; en U; NU; y

por la definicién 4.1.3 existe v € £1(X) tal que v|y, = dg;

Como d(dg;) = 0 tendremos que v es cerrada y al ser X simplemente conexo es
exacta (ver corolario 7.4.2). Por tanto existira f € £(X) tal que v = df . Sea

h; = g; — flu, en U; tendremos

dh; = dg; — df

Ui:dgi_VUi:O enUi

275
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y por tanto h; sera localmente constante. También
hy—hi=g;j—f—9i+f=9;—9i=fi; enUnNU;
y tenemos demostrado que H(X,C) =0

Supongamos ahora f;; € Z'(U,Z) como Z'(U,Z) C Z'(U,C) tendremos que exis-

tiran g; € C(U;) tales que fi; =g¢; —g; en U; NU;

Como exp(i2nf;;) = 1 tenemos exp(i2ng;) = exp(i2ng;) en U; N U; como X es

conexo existird una constante ¢ € C* (independiente de U; ) tal que
¢ =exp(i2rg;) enU;
Escogemos una constante b € C (un logaritmo) tal que exp(i27b) = ¢ y hacemos
hi=g;—0b

tendremos exp(i2mh;) = exp(i2ng;) exp(—i2wb) = 1 luego h, € Z y hj — h; =

9i — 9i = fij O

PROPOSICION 12.1.1. HY(C*,Z) = Z

DEMOSTRACION. Sea U; = C*—R_ y Uy = C*—R, tenemos que U = (Uy, Us)
es un recubrimiento abierto de C* y ademas U;, U; son simplemente conexos luego
por el teorema anterior H!(U;,Z) = 0y por el teorema 4.7.1 tendremos H' (U, Z) =
H'(C*,Z)

Dado (fi;) € Z'(U,Z) tendremos fi11 = fao =0y fi2 = —fo1 (por lema 4.5.1) por
lo que ZY(U,Z) = Z*(UyNUs, Z) pero Uy NUs tiene dos componentes conexas y por
tanto Z*(Uy N Uy, Z) = 7 x 7 también tendremos que Z(U;) = Z(Us) = 7Z (al ser
conexos) y por tanto CO(U,Z) = Z x Z y tendremos §((ay, az)) = (az — a1, az —ay)

v ast BYU,Z) = {(a,a)} = Zy H*(U,Z) = 7Z O

PROPOSICION 12.1.2. H}(C*,C) = C

DEMOSTRACION. Analoga a la anterior. (]
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12.1.1. Un haz rascacielos generalizado. Sea X una superficie de Rie-

mann y {p1,...p»} un conjunto de n puntos de X y ki, ..., k, € Z.

Vamos a considerar un haz asociado C definido como C,r, o, (U) =
k1 Pk

kq k
I

G1(U) X ... x G, (U): producto directo de los grupos

Ck: p;eU
Gi(U) =

0 Pi §é U
NoTA. Aunque para este caso particular podriamos usar las particiones de la uni-
dad suaves, vamos a usar unas discontinuas que permitiran generalizar el siguiente

resultado a cualquier haz rascacielos generalizado.

LEMA 12.1.1. Dado U = {U;} recubrimiento abierto de un espacio topoldgico X .

Exziste una coleccion de funciones con ¢; : X — 7Z tales que

» {z:¢i(x) #0t C U;
. Zwi(ac)zl Ve e X

= Cada x € X esta en el soporte de un ntmero finito de ;

DEMOSTRACION. Supongamos que definimos un buen orden < en {U;} (la exis-
tencia del mismo es logicamente equivalente al axioma de eleccion). Definimos s(z)

como el menor con respecto a < del conjunto no vacio {U; : p € U;} ahora hacemos

Evidentemente cumple lo requerido O

PROPOSICION 12.1.3. Sea X una superficie de Riemann H'(X,Ce;  pr,) =0

DEMOSTRACION. Sea U = {U;} un recubrimiento abierto de X y {¢;} una par-

ticion de la unidad como la considerada en el lema anterior. Sea (fi;) € Z' (U, Cpr1 phn)
1P

consideremos 1 f;;, sera una seccion de Cx, U;NU;) que podemos extender
1

....P;%‘"(

(mediante ceros) a una seccion de (Cpk1 phn U).
HEU i
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gi = — ijfij sera también una secciéon de (Cplkl‘ (U;) y tendremos

J

9i—9i =Y fathr — > fiwt = > Ux(fix — fin) = > _vfij = fij
2 K K B

I

puesto que (f;;) es un cociclo y la relacion del lema 4.5.1

Por tanto f;; € Bl(Z/{,CPkl pren) Y HY(X,Cpiy pr) =0
1 o dn 1 dn

12.2. Homomorfismos entre haces en superficies de Riemann

Vamos ahora a considerar algunos homomorfismos de haces especificos

nd:ESEY, 4050, d:E =& diM—os M
. 08— LD
"« 9:E—EOD
= 90 :E — &2

PROPOSICION 12.2.1. Tenemos

1. O = Kern(0) 9:&— 0D
2. O = Kern(d|ga.0) d: &Y — &2
3. Z = Kern(ex) ex: O — OF ex(f) = exp(i2nf)

DEMOSTRACION. Directa de las definiciones y de la proposiciéon 7.2.5.

O

PROPOSICION 12.2.2. Tenemos que las siguientes sucesiones cortas son exactas

inc

1. 0 o £ 0D 0
inc d

2.0 C & 2 0 Siendo Z = Kern(d: £ — £2?)
inc d

3. 0 C O 0! 0

4. 0—>Qlﬁ>5(1’0)—>52—>0

inc ex

5. 0 @) o 0

IN



12.3. LA COHOMOLOGIA DE DOLBEAULT 279

DEMOSTRACION. Son consecuencia directa de la proposicion anterior excepto
la 4 para la que queda probar que d : £1:0) — £2 es suprayectiva. Tomemos una
carta cualquiera (U,z). Una forma w € £19 es en esa carta de la forma fdz y
tendremos

d(fdz) = —%dz Ndz
YV C U tal que z(V) sea un disco de C tenemos por el teorema 8.1.1 que d :

ELO(V) — E2(V) es suprayectiva y por tanto cada punto p tiene un entorno en

que d es suprayectiva. O

12.3. La cohomologia de Dolbeault

La cohomologia de Dolbeault va a proporcionar un resultado sorprendente. Definida

en base a las formas diferenciales va a generar grupos isomorfos a los obtenidos por

la cohomologia de Cech

DEFINICION 12.3.1. Dada una superficie de Riemann X se define el grupo (p,q)
de cohomologia de Dolbeault como

_ Kern(0: EPD(X) — £Pat(X)

HPI(X) = =
o' (X) Imag(d : EPa—D(X) — E@D (X))

Siendo £00(X) = £(X) y ELV(X) = £2(X)

PROPOSICION 12.3.1. Se tendrd:

- (X)
1,0 1
] HD (X) =0 (X)
0,1 o 5<0’1)(X)
u HD (X) - Imag(E:S(X)HS(O’l)(X))
- Hp'(X) = 2000

Imag(9:£(1,0)(X)—E2(X))

DEMOSTRACION. Directamente de las definiciones O

TEOREMA 12.3.1. H'(X,0) = H%'(X) y H'(X, Q") = H5'(X)
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DEMOSTRACION. Aplicando el teorema 4.8.3 a las sucesions exactas de la pro-

posicion 12.2.2

inc

0 o £ P CRRD
0 or "% g0 L g2 0
tenemos el resultado O

NoOTA. Recordar que dim(H(X,0)) era el denominado genus analitico.

Intuitivamente los isomorfismos son la diferenciacién exterior antiholomorfa y la

diferenciacion exterior.

12.4. La cohomologia de De Rham

La cohomologia de De Rham va a generar, como en el caso de la de Dolbeault,

grupos isomorfos a los de la cohomologia de Cech.

DEFINICION 12.4.1. Sea X wuna superficie de Riemann. Se define el grupo 1 de

cohomologia de De Rham como

_ Kern(d: E'(X) = £%(X))
Hpp(X) = Imag(d: £(X) — EY(X))

TEOREMA 12.4.1. H},(X) = H'(X,C)

DEMOSTRACION. Aplicando el teorema 4.8.3 a las sucesion exacta de la pro-

posicion 12.2.2

inc d

0 & Z 0 tenemos el resultado. O
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12.5. El teorema de Riemann-Roch
n
Sea D un divisor arbitrario de X consideremos el divisor P = Zkzpl (k; > 0)

i=1
existe una inclusion candnica entre haces inc: Op — Opyp .

También podemos definir un homomorfismo de haces (ver seccion 12.1.1)

¢ : OD+P — Cplklupyll@n

Para ello consideremos un conjunto de n cartas (Uj, z;) centradas en cada p;. Cada

funcién f € Op4p admitird un desarrollo en serie de Laurent en un entorno abierto

oo

Jw; = Z Cz(J)Zf

J==D(pi)—ki

NoTA. Aunqgue no es habitual, empleamos notacion funcional para los coeficientes

Si V C X es un abierto cualquiera definimos ¢v (f) = (aq, ..., a,) donde

0 pi ¢V

(ci(=D(pi) = ki), -..,ci(=D(pi) = 1)) pi €V

a; =

Es evidente que ¢ es un epimorfismo de haces.

NoTA. Que ¢ sea un epimorfismo de haces no implica que exista una funcion
meromorfa con los desarrollos de Laurent del tipo requerido en los puntos pi,..,Pn
y holomorfa en el resto de X (problema de Mittag Leffler). Solamente es necesario
que para cada punto p € X exista un entorno en el que exista o bien una funcion
holomorfa o bien una con un desarrollo de Laurent del tipo requerido (por eso es

evidente que ¢ es un epimorfismo, basta considerar la definida por el desarrollo en

serie con los coeficientes requeridos). Ver nota 4.3.1

Como ¢ es un epimorfismo tenemos que la siguiente sucesion corta de haces es

exacta

inc
00— Op —— ODer [ (CPlkl...Pff" — 0

A
y existird un homomorfismo de conexion (ver seccion 4.8) C —— HY(X,0p)

k
Pl Pkn
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Intuitivamente aplicar A es igual a aplicar § a cadenas (g;) definidas en un recubri-
miento suficientemente fino de X con desarrollos en serie de Laurent que se ajusten

a los valores de las secciones de C pr1_ pkn-
1 o tn

PROPOSICION 12.5.1. La sucesion

inc dx A
0 —— OD(X) . OD_HD(X) e CPlkl...Pff”(X) —_— .

A iH
. — HI(X,OD) —_— Hl(X,OD+p) — 0
es exacta.

DEMOSTRACION. Consecuencia directa del teorema 4.8.2 y la proposiciéon 12.1.3.

O

COROLARIO 12.5.1. Sean D < D’ divisores en una superficie de Riemann com-

pacta X . La inclusion entre haces inc: Op — Opyp induce un epimorfismo

H'(X,0p) —2 HY(X,0p)) ——> 0

DEMOSTRACION. Siendo X compacta cada divisor tiene soporte finito y D’ —

D =" k;.p; aplicandose la proposicion anterior. O

TEOREMA 12.5.1. (Riemann-Roch) Sea D un divisor en una superficie de Rie-
mann compacta de genus analitico ga,. Entonces Op(X) y HY(X,Op) son espacios

vectoriales complejos de dimension finita y se tiene

dim(Op(X)) — dim(H' (X, 0p)) = 1 + dg(D) — gan

n
DEMOSTRACION. Consideremos dos divisores D < D’ y sea D' — D = ZkL Di-
. i=1
La sucesion

inc ox A
0 — Op(X) — Op/(X) —— Cpk
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serd exacta por la proposicion 12.5.1

Llamando F; = ¢x(Op/(X)) C Cpry (X)y B2 = A(Cpry prn (X)) la suce-

..Pkn

sién exacta se puede dividir en las sucesiones cortas exactas

inc Px

00— Op(X) % 0p/(X) s By — 0

0 —= B — = H'(X,0p) —> H'(X,0p) —= 0

y ademas Ez = Cpr, o, (X)/En.
Py

Pero Cx, (X) = Ckt x ... x C*» es de dimensién finita
1

...pkn
dm(Cppr_pe (X)) = S ki = dg(D' = D) = dg(D') — dg(D)

por tanto también lo seran i, F5 cumpliéndiose dim(F;) + dim(Fs) = dg(D’) —
dg(D)

Supongamos que Op(X) es de dimension finita también lo serd Op/(X) (v vicever-

sa), y se tendra

dim(Op/ (X)) = dim(Op (X)) + dim(E)

y si suponemos que H*(X,Op) es de dimension finita también lo serd H* (X, Op-)

(y viceversa) cumpliendose
dim(HY(X,0p)) = dim(H' (X, Op)) + dim(E»)
por tanto
dim(Op(X))—dim(H* (X, Op))—dg(D) = dim(Op/ (X)) ~dim(H" (X, Op:))—~dg(D’)

Dados dos divisores cualesquiera D, D’ considerando los pares D < méax(D,D’) y

D’ < méx(D, D’) vemos que la anterior igualdad se cumple sin exigir D < D’
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Si consideramos D = 0 tenenos dim(O(X)) = 1 (las constantes) y dim(H! (X, O)) =

gan finito (ver corolario 8.5.1) y tenemos
dim(Op (X)) — dim(H'(X,0p)) = 1 — gan + dg(D)
O

COROLARIO 12.5.2. Sea X una superficie de Riemann compacta. Existe una cons-
tante My € Z tal que

dim(Qp, (X)) > dg(D) + My

DEMOSTRACION. Sea K un divisor canénico de X por el teorema 9.5.2 QL (X)

es isomorfo a Op; g (X) y tendremos aplicando Riemann-Roch
dim(Qp (X)) = dim(Opy k(X)) > 1= gan +dg(D+K) = dg(D) + (1 = gan +dg(K))

y haciendo My = 1 — gan + dg(K) tenemos el resultado. O

12.6. La dualidad de Serre

La dualidad de Serre va a establecer un isomorfismo entre H'(X,Op)* y Q5! (X)

para ello vamos a necesitar varios pasos

12.6.1. La aplicacion en el espacio dual ip.
Hemos visto que H'(X, Q') = H5'(X) . Entonces dado £ € H'(X, Q') existira
¥ € E2(X) representante de clase del elemento de H ;' (X) asociado (que esencial-

mente se obtendra por diferenciacion exterior).

DEFINICION 12.6.1. Se definine la aplicacion lineal ResH : H* (X, Q') — C como

ResH(&) = % / /X 9

Si 1 es otro representante de la clase de ¥ tendremos 1) = 9 + da siendo o € E10)

Yy como // da =0 (teorema 7.4.2) la definicion es independiente del representante
X

elegido.
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DEFINICION 12.6.2. Sea X una superficie de Riemann y U = {U;} un recubri-
miento abierto. Una cocadena (w;) € CO(U, M) se denomina distribucion de Mit-

tag LefHler si las diferencias w; — w; son holomorfas en cada U; NU; . Es decir

5((w) € 21U, Q)

DEFINICION 12.6.3. Sea (w;) € C°(U, M) una distribucion de Mittag Leffler se
define Res,((w;)) como Resy(w;) siendo j un indice cualquiera tal que p € U; C

M

Si U, C U es otro abierto tal que p € Uy como w; — wy, es holomorfa en U; N Uy,

tenemos Res,(w;) = Res,(wk) y Res, estd bien definido.

DEFINICION 12.6.4. Sea X una superficie de Riemann compacta, U = {U;} un

recubrimiento abierto y (w;) una distribucion de Mittag Leffler .Se define la aplica-

cion lineal Res : CO(U, M') — C

Res((wi)) = Y Resy((w;))

peX

Al ser X compacta Resy((w;)) sdlo es distinto de cero en un nimero finito de puntos

y el sumatorio estd definido.

TEOREMA 12.6.1. Sea X una superficie de Riemann compacta, U = {U;} un

recubrimiento abierto y (w;) una distribucion de Mittag Leffler (tendremos que

§((wi)) € ZY U, QY), [6((wi))] € HY(U,Q), [6((w;))]” € HY(X, Q) ). Entonces
Res((wi)) = ResH([6((w:))] ™)

DEMOSTRACION. Vamos a calcular ResH ([0((wa))] ™)

Como §((wa)) = (ws — wa) € Z1U,QY) C ZHU,EDD) y como por el teorema

8.2.2 H(X,EM19) = 0 existira (0,) € CO(U,EM?)) tal que

wg—woq =08 —0q enlU,NUg
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Como d(wg — we) = 0 (holomorfas) tendremos dog = do, en U, N Ug y existira

7 € £2(X) tal que 7|y, = do, y serd un representante de clase de [d((wq))]™ por

tanto
1

ResH([0((wa))] ) = 2mi //X !

Sean ay, ..., an € X los polos de (wq) y sea X' = X — {a1,...,an,} En X' NU, NUg
se tiene 0, —w, = 05 —wp y existe ¢ € EN(X) tal que ¢|xnu, =00 —wWa y T =ds

en X' (puesto que dw, = 0 en X’ pues es holomorfa alli).

Para cada ay, existe Uy ) € U tal que aj, € Uy(r), tomamos cartas (Vy, z;.) centradas
en ay y tales que Vx NV; = O, Vi C Uyry v 2x(Vi) es un disco. Existen (ver
[LeeSM]) entornos abiertos Wy, de ay, tales que W}, C Vj, y funciones v con soporte
supp(Yr) CVi tales que Vo € Wi, () =1.Sea g =1—(¢1 +.... + ;) entonces

gs puede prolongarse analiticamente (mediante ceros) a todo X, y tendremos por

//X d(gs) =0

En Wy —{ax} se tiene d(yr<) = d(0a (k) — Wa(k)) = doa(k) ¥ Por tanto d(¢ys) puede

el teorema 7.4.2

prolongarse analiticamente a todo Wy y como ¢ se anula fuera de Vj, podemos

considerar a d(1xs) € £2(X)

n

Tendremos que en X — UVJ se cumple g¢ = ¢ vy ¢ = 0 . En V} se tiene (puesto
j=1
que solo es distinto de cero 9y, )

9GS+ Urs = (1= (V1 + ..+ ¥n) +Yr)s =<

luego
n

7= d(gs + ijg) =d(gs) + Zd(d)jg)

j=1 Jj=1

y podemos poner

//szi//xd(%c)=i//vjd(wj(gj_wj)):i//vjd(%wj)

Puesto que por teorema 7.4.2 // d(¢o;) =0
Vj
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Considerando un dominio D; C W; siendo z;(D;) un circulo centrado en el origen

(zj(a;)=0)

//V d(w;) //D d(thjw;) //D duw, :/aDle — 2miResq, (w;)

J

y por tanto
ResH([5((w:)] ) = ﬁ //XT = >~ Resa, (w;) = Res((w)

O

PROPOSICION 12.6.1. Sea X una superficie de Riemann, U C X wun abierto y

D € Div(X) . La aplicacion (producto)
A:Q H(U) x Op(U) = QYU) Aw, f) = fw
induce una aplicacion

A Q' (X) x HY(X,0p) = HY(X, Q') Aw, [(fi)]7) = [(wfi)]”

DEMOSTRACION. Seaw € Q! ,(X) y [(fi;)] € H' (U, Op) siendo U un recubri-
miento abierto de X. Si [(g;5)] = [(fi;)] tendremos que ¢;; = fi; +n; —n en U; NU;
siendo 7; € Op(U;). Entonces wg;; = wf;j +wn; — wn; siendo wn; € QY(U;) y por

tanto [(wfi;)] = [(wgi;)] y como U es arbitrario tenemos el resultado O

Si X es una superficie de Riemann compacta la composicion de aplicaciones ResH.A

origina una aplicacién bilineal
<> 0 (X)) x HY(X,0p) = C < w,&>= ResH(A(w,£))
que inducird un homomorfismo

in: QL (X) = HYX,0p)  (ip(w))(€) =< w,& >

Ahora podemos enunciar ahora la dualidad de Serre
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TEOREMA 12.6.2. (dualidad de Serre) Sea D un divisor en una superficie de Rie-

mann compacta X . Entonces la aplicacion

ip: Q' p(X) = HY(X,0p)*

es un isomorfismo.

La demostracion la dividiremos en dos teoremas

TEOREMA 12.6.3. ip es inyectivo

DEMOSTRACION. Sean w € Q! ,(X) w # 0y a€ X tal que D(a) = 0 existira

una carta (U, z) centrada en a tal que D]y =0

En U serd w = fdz siendo f € O(U) y, reduciendo U si fuera necesario, podemos

suponer que f no tiene ceros en U — {a}.

Sea V = X — {a} entonces U = {U,V} es un recubrimiento de X. Consideremos
o= (z71f710) € C°U, M) tendremos que wo = (4,0) € C°(U, M') es una

distribucién de Mittag Leffer y
Res(wo) =1
§(o) € Z'(U,0p) y [wi(o)] = [6(wo)] Entonces
<w,[0(0)]” >= ResH([0(wo)]”) = Res(wo) =1

y por tanto ip(w)([6(c)]7) =1 #0. O
Para demostrar que ip es suprayectivo necesitaremos varios conceptos previos

12.6.2. La aplicacién entre los duales de los grupos de cohomologia
inducida por la inclusion.
Sean D, D’ € Div(X), D < D’ en una superficie de Riemann compacta X la

inclusion inc : Op — Op/ induce un epimorfismo

HY(X,0p) —2 HY(X,0p)) ——> 0
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(ver corolario 12.5.1). Entonces
DEFINICION 12.6.5. El epimorfismo anterior induce un homomorfismo
1 iH*
0 — HY(X,0p)* —— H(X,0p)*

por medio de (iH*(a))(€) = a(iH (£)) siendo a € H'(X,Op/)* y & € HY(X,0p).
PROPOSICION 12.6.2. iH* es un monomorfismo
DEMOSTRACION. SiiH*(a) = iH*(B) tendremos V¢ € HY(X,0p) a(iH(§)) =

B(iH(E)) v al ser iH un epimorfismo Yo € H(X,0p/) a(o) = B(0) luego a =
B. O

LEMA 12.6.1. El diagrama

iH*
0 —— Hl(X,OD/)* _— Hl(X7OD)*

conmuta.

DEMOSTRACION. Sean w € Q! (X)), [(fi;)]” € H'(X,Op) tendremos
il (ip (W) ([(fig)]7) = ip (W) GH([(fi5)]7)) =< w, iH([(fi;)] ) >=<inc(w), [(fi)]” >

<ine(w), [(fi)]7 >=ip(inc(w))([(fi)]7)

O

LEMA 12.6.2. Sia € HY(X,0p)*, w € QL 5(X) son tales que iH* (o) = ip(w) .

Entonces w € Q! 1, (X) y a =ip/(w)

DEMOSTRACION. Supongamos que w ¢ Q! (X) existiria p € X tal que
ordy(w) < D'(p) Sea (U, z) una carta centrada en p tal que w = fdz, f € M(U) y
U lo suficientemente pequetio para que D, D’ sean cero en U — {p} y f no tenga ni

polos ni ceros en U — {p}
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SeaV =X —{p},U = {U,V} recubrimiento de X y n = ((fz)~1,0) € CO(U, M).
Como —ord,(fz) > —D'(p) tenemos que n € C°(U,Op/) y 6(n) € Z*(U,Op/) =
Z*U,0) = Z*(U,Op) por la forma de escoger U.

[6(n)]™ sera la clase de cohomologia que denotaremos & en H'(X,Op) y la clase
que denotaremos ¢’ = 0 en H'(X,Op/) (pues es 6(n),n € C°(U,Op) ) tendremos

por hip6tesis
<w,§>=ipw)(§) =il (@)(§) = a(iH(§)) = (') =0
Pero por otra parte
< w,& >= ResH(A(w,€)) = ResH([wd(n)] ) = Res(wn) = Res,(=~") = 1

iContradiccion! por tanto w € Q! ), (X)

Por el lema anterior y la hipotesis tenemos iH*(«) = ip(w) = iH*(ip/(w)) y como

1H* es un monomorfismo tenemos el resultado. O

12.6.3. La aplicacién entre los duales de los grupos de cohomologia

inducida por el producto.

DEFINICION 12.6.6. Sean D, E divisores en una superficie de Riemann compacta

X. Dado ¢ € Og(X) se definen unos homomorfismos de haces
$:0p_p—0p O(f)=>f  :Qh p—Qh dw)=wy
y también un aplicacion lineal
¢ H'(X,0p)" = H(X,0p_p)* (a)(€) = a(if)

Siendo f € Op_g(U) ,we QY 5(U), a€ HY(X,0p)* ,y&€ HY(X,Op_k)
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LEMA 12.6.3. Con la notacion anterior el diagrama

P
Hl(X, OD)* E—— HI(X, OD—E)*

Ql7D(X) 7 Q£D+E(X)

conmuta.

DEMOSTRACION. Sea ¥ € Q! (X) entonces V) = Iy ip_pd)(€) =<
P9, €& >. Tendremos también que ¥(ip(9))(€) = ip(9)(P(E)) =< 9, 9(€) >=<
Y, € > O

LEMA 12.6.4. V¢ € Og(X) no identicamente nulo. La aplicacion
¢ :HY(X,0p)* = H'(X,0p_p)*

es inyectiva.

DEMOSTRACION. Sea A = div(y) > —E el momomorfismo de haces 9 :

Op_g — Op se puede poner como composiciéon

Py Py
Op-g — Opya — Op

Por la proposicion 9.5.4 v, es un isomorfismo, por otra parte 1; es una inclusion
que induce (ver comienzo del apartado) un epimorfismo
1 H 1
H (XaOD—E) — H (XvoD—i-A) —0
Por tanto también lo sera la composicién
HY(X,0p_g) — HYX,0p) —= 0

Y en los duales originara un monomorfismo. O
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12.6.4. El homomorfismo ip es suprayectivo.

Completamos ahora la demostracion de la dualidad de Serre

TEOREMA 12.6.4. El homomorfismo ip : Q! ,(X) — H*(X,0p)* es suprayectivo

DEMOSTRACION. Dado o € HY(X,0p)* « # 0 consideremos un divisor F

tal que dg(FE) = 1 y los divisores D,, = D — nFE paran € N.

Sea A C H'(X,0p,)* el subespacio vectorial de las formas v (a) siendo 1 €

One(X).

Tendremos que dim(A) = dim(O,, (X)) pues si a # 0 se tiene 91 () # 13 (a) por
el lema 12.6.4.

Aplicando el teorema de Riemann-Roch tendremos

dim(A) = dim(0,,z (X)) = dim(H (X, Opp)) + 1+ 1 — gan > 1 +1 — Gan
Por el corolario 12.5.2 y ser ip,_ inyectivo

dim(Imag(ip,)) = dim(Q_p, (X)) > dg(—Dy) + Mo = n — dg(D) + M

Para n > dg(D) se tendra que dg(D,,) < 0 y por la proposiciéon 9.5.2 Op, (X) =0

y aplicando Riemann-Roch
dim(HY(X,0p,)) = gan — 1 — dg(D) +n
y tendremos
dim(Imag(ip,)) + dim(A) > 1+ 2n — gapn + Mo — dg(D)

que para n suficientemente grande sera mayor que

dim(H' (X, Op,)) = dim(H"(X,0p,)") = n + gan — 1 — dg(D)

Como Imag(ip,) C H'(X,0p,)* y A C H(X,0Op,)* su interseccién no puede

ser 0y existen ¢ € Opp(X) y w € QL (X) tal que Y(a) =ip, (w)
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Sea A = div(y)) entonces i € O4(X) ysea D' = D,, — A considerando el mono-

morfismo

-
0 —= HYX,0p) ——> H(X,0p,_4)*

)(ip, (w)) = iD/(iw) y por el lema 12.6.2 iw €
) O

<=

Ahora comparando con lo obtenido en el capitulo anterior:

TEOREMA 12.6.5. H'(X,0p) = H(D) y por tanto gen = Gar = g

DEMOSTRACION. Por el teorema 11.4.1 Q! ,(X) — H°®(D)* y por el teorema

12.6.2 Q1 ,(X) = H'(X,0p)* O

Hemos obtenido un resultado sorprendente los espacios H°*(D) y H'(X,0p) se

construyeron de formas muy distintas (problema de Mittag-Leffler y cohomologia

de Cech) pero son isomorfos para las superficies de Riemann compactas.

COROLARIO 12.6.1. Sea D un divisor en una superficie de Riemann compacta X .

Entonces

O_p(X) = H'(X,Qb)"

DEMOSTRACION. Sea K un divisor canénico en X por el teorema 9.5.2 ten-
dremos O}, = Opir y QL _x =2 O_p. Por la dualidad de Serre Q! [, (X) =

HY(X,0p: k) y tenemos el resultado. O

COROLARIO 12.6.2. La aplicacion ResH : H*(X,Q') — C es un isomorfismo

DEMOSTRACION. Aplicando el corolario anterior para D = 0 tenemos H!(X, Q') =

O(X) que son las aplicaciones constantes luego dim H' (X, Q') = 1. O

COROLARIO 12.6.3. Sea X wuna superficie de Riemann compacta de genus g . Si

D es un divisor en X tal que dg(D) > 2g — 2 entonces

HY(X,0p)=0
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DEMOSTRACION. Sea K un divisor canénico de X por el teorema 9.5.2 Q1 (X)) =
O_p+k(X)y porladualidad de Serre Q! ,,(X) = H'(X,Op)* por tanto O_p i (X) =
HY(X,0p)*

Si dg(D) > 2g — 2 entonces por la propisicion 9.1.4 dg(K — D) < 0 y por la

proposicion 9.5.2 O_pig(X) =0 O
COROLARIO 12.6.4. Sea X una superficie de Riemann compacta . Entonces

HY(X,M)=0

DEMOSTRACION. Sea U un recubrimiento abierto de X y (fi;) € Z*U, M) .
Refinando U, si fuera necesario, podemos conseguir que el nimero total de polos
de todos los f;; sea finito y existe un divisor D con dg(D) > 2g — 2 tal que (f;;) €
ZY(U,Op) por el corolario anterior es cohomologo a cero respecto al haz Op y

como BY(U,0p) C B (U, M) también lo sera respecto al haz M. O

12.7. El problema de Mittag-Leffler

Sea X una superficie de Riemann ¢/ un recubrimiento abierto y i = (f;) € C°(U, M)
se define una distribucién de Mittag-Leffler, como aquella en que las f; — f; son

holomorfas en U; N U; (comparar con 12.6.2, la diferencia es que alli eran formas)

DEFINICION 12.7.1. Con la notacion anterior se denomina solucion de p = (f;)

a una funcion f € M(X) tal que flu, — fi € O(U;) para cada i

NoTA. Determinar una solucion es encontrar una funcion meromorfa global con

unos polos dados y con una parte principal del desarrollo de Laurent en dichos polos

dada.

Si f1, f2 son soluciones de p entonces f1—fa € O(X) y si X es compacta la solucion

es unica salvo una constante aditiva.

TEOREMA 12.7.1. Una distribucion de Mittag-Leffler p tiene solucion si y solo si

()]~ =0 ([6(w]~ € H(X,0) )
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DEMOSTRACION. Supongamos que 4 = (f;) tiene una solucion f € M(X) .

Sea g; = f; — f € O(U;) en U; N Uj se tiene
fi—fi=g9;— g

Por tanto 6(u) € BY(U,O) y por tanto [§(u)] =0y [6(u)]” =0

Supongamos que [§(x)]” = 0 tendremos por la proposicion 4.7.2 [§(un)] = 0 y por
tanto 6(u) € B1(U, ) y existe (g;) € C°(U, O) tal que

fi—fi=gi—9i enUinU; luego [fi—gi=[f;i—g; enUNUj

Entonces existira f € M(X) tal que f

v —fi =9 €
oUs) O

v, = fi — gi es decir f

COROLARIO 12.7.1. En la esfera de Riemann el problema de Mittag-Leffler tiene

siempre solucion

Como g = HY(X,0) en la esfera de Riemann (genus 0) H'(X,0) = 0 y por el

teorema anterior tenemos el resultado.

COROLARIO 12.7.2. En una superficie de Riemann compacta de genus g > 0 hay

problemas de Mittag-Leffler sin solucion

DEMOSTRACION. Dado & € HY(X,0),& # 0 como por el corolario 12.6.4

HY(X, M) = 0 tendremos que existe y € C°(U, M) (para un determinado re-
cubriomiento i) tal que & = [6(u)]” . Entonces el problema de Mittag-Leffler

correspondiente a la distribucién p no tiene solucién. (]

TEOREMA 12.7.2. Sea p € C°(U, M) una distribucion de Mittag Leffler en una

superficie de Riemann compacta X . Se tiene que p tiene solucion si y sdlo si

Vw e QY (X) Res(wp) =0
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DEMOSTRACION. Al ser H'(X,0) de dimensién finita [§(x)]™ = 0 si y solo si
Va € HY(X,0)* se tiene a([0(1)]” = 0 . Por el teorema 12.6.2 esto es equivalente

a < w,[6(n)]” >= Res(wp) =0y el resultado se sigue del teorema 12.7.1. O

Nota. Como las bases estdn formadas por g 1_ formas linealmente independientes

en X (sea wy una base) basta comprobar
Res(wpp) =0 k=1,.,9g
EJEMPLO. Consideremos el toro complejo X = C/L definido por la red

L = {mw; +nws : m,n € Z}

-1
Y consideremos en los puntos a1, ...a, € X las partes principales Z c,i(z - aj)k

]szTj
La condicion para que exista f € M(X) con polos en aq, ...,a, y las partes princi-

pales consideradas es
S
j=1
(basta considerar la 1_forma inducida por dz que es una base de Q*(X) )

Por tanto no puede haber funciones elipticas con un unico polo de orden uno.

12.7.1. Formas diferenciales con partes principales predefinidas.

DEFINICION 12.7.2. Sea X una superficie de Riemann y U = {U;} un recubri-
miento abierto. y o = (w;) € CO°(U, M) una distribucion de Mittag Leffler (ver

definicion 12.6.2). Se dice que w € M*(X) es una solucion de (w;) si cumple
Viel wly, —wi € QYU

Es decir las partes principales de w y w; coinciden en U; para cada .

(Comparar con la definicion 12.7.1)

TEOREMA 12.7.3. Una distribucion de Mittag-Leffler o tiene solucion si y solo si

[6(0)]7 =0 ( siendo [6(0)]” € HY(X, Q) )
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DEMOSTRACION. Supongamos que o = (w;) tiene una soluciéon w € M(X) .

Sea a; = w; —w € QY(U;) en U; N Uj se tiene
w]' — W; = Oéj — Oy
Por tanto 6(0) € BL(U, Q) y por tanto [6(c)] =0y [6(0)]” =0

Supongamos que [§(c)]” = 0 tendremos por la proposicion 4.7.2 [§(c)] = 0 y por

tanto §(o) € BY(U, Q') y existe (o) € COU, QL) tal que
wj—w;=a; —o; enU;NU; luego w;—o;=w; —a; enU;NU;

Entonces existirda w € M!(X) tal que w|y, = w; — a; es decir w|y, —w; = —a; €

QL U) O

TEOREMA 12.7.4. Sea X una superficie de Riemann compacta, una distribucion

de Mittag Leffler o = (w;) € C°(U, M) tiene solucion si y solo si Res(o) =0

DEMOSTRACION. Tenemos por el teorema 12.6.1
Res((wi)) = ResH([0((wi))] ™)

y por el corolario 12.6.2 ResH es un isomorfismo asi Res(c) = 0 es equivalente

[0(c)]” =0. d
COROLARIO 12.7.3. Sea X una superficie de Riemann compacta

= Vpe X ycadan € Nyn > 1 existe una 1 _forma meromorfa con un tnico
polo en p de orden n (Diferencial de segunda clase)

= Vp,q € X existe una 1 _forma meromorfa con polos tinicamente en p y ¢
ambos simples y con residuos 1, —1 respectivamente (Diferencial de tercera

clase)

12.8. Puntos de Weierstrass

DEFINICION 12.8.1. Sea X una superficie de Riemann compacta de genus g > 1.

Se dice que p € X es un punto de Weierstrass cuando para una base wi,..,w, de
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QOYX) (recordar que dim(QY (X)) = g) y una carta (U,z) centrada en p se tiene
que W (w1, ...,wq) (ver definicion 7.7.3) tiene un cero en p . Al orden del cero se

le denomina peso del punto de Weierstrass.
Una superficie de Riemann compacta de genus cero (@ ) no tiene, por definicién,
puntos de Weirstrass.

La definicién no depende de la carta elegida debido a la férmula de cambio de base

del Wronskiano (proposicion 7.7.4 ) y ser T'(0) # 0.

TEOREMA 12.8.1. Sea X wuna superficie de Riemann compacta de genus g > 1 y

p € X. Siy sdlo sip es un punto de Weierstrass existe una funcion meromorfa no

constante f € M(X) con un polo de orden < g en p y holomorfa en X — {p}

DEMOSTRACION. Sea wy, ..,w, una base de Q'(X) y (U,z) una carta centrada

en p con U suficientemente pequeno podremos poner el desarrollo
o0
Wi = E apiz'dz enU
i=0

El Wronskiano W (w1, ...,wgy) en p vendra dado por

aio a0 Ggo aip  ago

ail a1 ag1 a1 a21

W (w1, ...,wg)(p) = 2a12 2a22 2a42 =M| a3 ag
(9 — l)lalg—l (9 - 1)!agg—1 A1g—1

La funcion f € M(X) que estamos buscando tiene en p un desarrollo de Laurent

con parte principal

—1
h = Z c; 2t

1=—g

con algun ¢; # 0 . Es decir es una solucion para la distribucion de Mittag-Leffler
i = (h,0) definida en el recubrimiento & = (U, X — {p}) . Por el teorema 12.7.2

existird una solucion si y sélo si

Res(wgp) =0 k=1,..,g

Qgg—1
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g—1

Pero Res(wyp) = Resp(wih) = Z agici—1 'y la condicién para que exista solucion
1=0

distinta de la trivial para este sistema de ecuaciones equivale a W (w1, ..., wy)(p) =

0. O

TEOREMA 12.8.2. En una superficie de Riemann compacta X de genus g existen

9(g — 1)(g+ 1) puntos de Weirstrass contado cada uno tantas veces como su peso.

DEMOSTRACION. Sea {(U;,2;)} un atlasen X t en U; NU; ¢;; = fi% #0,y

es holomorfa.

Sea w, ...,w, una base de Q*(X), entonces
W, = Wzi(wl, ...,wg) S O(UZ)

Al ser determinante de funciones holomorfas. Por el teorema 7.7.4 tenemos

W; = ()95 W,
y podemos definir un divisor D(p) = ord,(W;) siendo p € U; puesto que va a ser

independiente de que U; escojamos entre aquellos a los que pertenece p.

Tendremos que dg(D) sera el ntumero de puntos de Weirstrass contados tantas veces

COImo su peso.

Tenemos por la proposicion 9.1.4 que dg(div(wy)) = 2g — 2 también que w; =
le(Zy)qu en Ui es decir Vo € U,‘ dw(wl)(x) = ordx(fli) ademas flj = @ijfli en

U;NU; y por tanto

+1

g5t —9%5
Wifu = ijlj en U; N Uj

_gatl
Asi existe una funcion meromorfa global f € M(X) tal que fly, = Wif,” 7 .

Tendremos
g+1

div(f)=D —g div(w)

y como div(f) = 0 por la proposicion 9.1.2
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dg(D) = 9%1(29 —2)=g(g—1)(g+1)

O

COROLARIO 12.8.1. Una superficie de Riemann compacta de genus g > 1 admite
un recubrimiento holomorfo de la esfera de Riemann C con un mdzimo de g hojas.

Por tanto toda superficie de Riemann de genus g = 2 es hipereliptica.

DEMOSTRACION. Considerando las funciones meromorfas como aplicaciones
holomorfas de X — C y aplicando el teorema anterior vemos que sobre oo ha-
bra a lo sumo g puntos. Ademaés si g# 0 no puede existir un recubrimiento de
1 hoja (X serfa isomorfa a C ) por lo que si ¢ = 2 ha de ser hipereliptica (ver

5.4.3). O



Capitulo 13

Aplicaciones del Teorema de Riemann-Roch

13.1. Formas armonicas

TEOREMA 13.1.1. Sea X una superficie de Riemann compacta. Entonces

dim(Harm' (X)) = 2¢

DEMOSTRACION. Consecuencia directa del teorema 11.4.2del teorema 7.6.2 y

de la proposicién 7.6.1 (]

TEOREMA 13.1.2. En una superficie de Riemann compacta X se tiene la descom-

posicion ortogonal

£OD(X) =9E(X) @ O (X)

DEMOSTRACION. Por el teorema 12.3.1 tendremos H' (X, 0) = €01 (X)/9(E(X))
y por tanto g = dim(£©D(X)/(£(X))).

ﬁl(X),g(S(X)) c £OD(X). Por el teorema 11.4.2y la proposicion 7.6.1 dim(ﬁ1 (X)) =

g, ademas Q' (X) L 0&(X) por la proposicion 7.6.7 y tenemos el resultado. O
COROLARIO 13.1.1. Sea X una superficie de Riemann compacta. Entonces

ELO(X) = 9E(X) @ QY(X)

DEMOSTRACION. Basta conjugar. O
COROLARIO 13.1.2. Sea X una superficie de Riemann compacta. Entonces

EYX) = 9E(X) @ DE(X) & QLX) & T (X)

301
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DEMOSTRACION. Consecuencia directa del corolario anterior el teorema 13.1.2

y la proposiciéon 7.6.7. O
COROLARIO 13.1.3. Sea X una superficie de Riemann compacta. Entonces
EN(X) =dE(X) @ (xdE(X)) © Harm! (X)
DEMOSTRACION. Con secuencia directa del corolario anterior y el teorema
7.6.2. O

COROLARIO 13.1.4. Las formas diferenciales cerradas son el conjunto d€(X) &

Harm!(X) y las cocerradas (xd€(X)) & Harm*(X)

DEMOSTRACION. Debido a la proposicion 7.6.6 las formas cerradas son (xd€(X))*

y el resultado se deduce del corolario anterior. Analogamente para las cocerra-

das. |
TEOREMA 13.1.3. Sea X una superficie de Riemann compacta. Se tiene
ker(d: EY(X) — £3(X)) = d(£(X)) © Harm*(X)
DEMOSTRACION. Tenemos que d(d(£(X))) = 0 y por proposicién 7.6.7 y el
teorema 7.6.2 Harm!(X) L d(£1(X)) luego

d(E(X)) ® Harm*(X) C ker(d : EY(X) — £%(X))

Sea w € ker(d : E1(X) — EX(X)) y f € E(X) tendremos w A *(xdf) = —w A df =

d(fw), pues dw = 0 y por tanto

< w, *df >= //Xd(fw)zo

y tenemos ker(d : E1(X) — £2(X)) L *(d(E(X)).

Entonces por el corolario 13.1.3 ker(d : EX(X) — £3(X)) C d(E(X)) ® Harm!'(X)

y tenemos el resultado. O



13.2. CRITERIO PARA QUE UN DIVISOR SEA MUY AMPLIO 303

TEOREMA 13.1.4. Sea X una superficie de Riemann compacta. Se tiene

HY(X,C) = Hhp(X) = Harm'(X)

DEMOSTRACION. Consecuencia directa del teorema 12.4.1 y del teorema 13.1.3.

O

Otro resultado sorprendente, para una superficie de Riemann compacta el grupo de
cohomologia H' de Cech (en realidad espacio vectorial) correspondiente al haz de las

funciones localmente constantes es isomorfo al espacio de las 1 _formas armonicas

(luego tendra dimension 2g)

13.2. Criterio para que un divisor sea muy amplio

PROPOSICION 13.2.1. Sea X wuna superficie de Riemann compacta de genus g,

cualquier divisor D con dg(D) > 2g + 1 es muy amplio.

DEMOSTRACION. Por el teorema 10.4.2 basta demostrar que dim(Op_,_q) =
dim(Op) — 2 pero, por hipdtesis, ambos divisores tienen grados > 2g — 1 y por el
teorema 11.4.3 tendremos dim(Op) = dg(D) +1 —g, dim(Op_p—4) = dg(D) — 2+

1—g U

PROPOSICION 13.2.2. Cada superficie de Riemann X compacta se puede incrustar

en un espacio proyectivo P™(C)

DEMOSTRACION. Basta construir un divisor muy amplio, y para ello, por la
proposicion anterior, basta escoger cualquier punto p € X y usar D = (29 + 1).p

(siendo g el genus de X) O

PROPOSICION 13.2.3. Sea X una superficie de Riemann compacta p € X. Enton-

ces X — {p} se puede incrustar en un espacio afin C"
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DEMOSTRACION. Consideremos el divisor D = (2g+1).p como D > 0 aplicando
el corolario 10.5.1 tenemos que existe un hiperplano H tal que ¢, (H) = (29 +1).p
y por la proposicién 10.5.1 la imagen inversa de H por ¢p es exclusivamente el
punto p entonces X — {p} es incrustado por ¢p en P"(C) — H que es isomorfo a

C™ (ver apartado 1.1.1) O

Este resultado hace que podamos identificar las curvas algebraicas y las superfi-

cies de Riemann compactas. Empleandose los indistintamente los términos curva

algebréica y superficie de Riemann compacta.

LEMA 13.2.1. Sea X una superficie de Riemann compacta, Si para un punto Op(X)

tiene dimension mayor que 1 es isomorfa a la esfera de Riemann

DEMOSTRACION. Entonces existe una funcién meromorfa f no constante con

un tnico polo simpleenpy F: X — C tiene grado 1 y es un isomorfismo O

PROPOSICION 13.2.4. Cada superficie de Riemann compacta de genus g = 0 es

isomorfa a la esfera de Riemann

DEMOSTRACION. Sea p un punto cualquiera de X, el divisor canénico K tendra
grado (ver la proposicion 9.1.4) dg(K) = 2g — 2 = —2 entonces K — p tiene grado

—3 y por tanto dim(Ok_,(X) =0 y aplicando Riemann Roch
dim(0y(X)) = dg(p) +1 -9 =2
y aplicando el lema anterior se tiene el resultado. O

PROPOSICION 13.2.5. Cada superficie de Riemann compacta de genus g = 1 es

isomorfa a una curva proyectiva plana suave.

DEMOSTRACION. Por la proposicion 13.2.1 cualquier divisor D de grado 3 es

muy amplio, entonces ¢p es un incrustamiento holomorfo en P?(C) O

PROPOSICION 13.2.6. Cada superficie de Riemann compacta de genus g = 2 es

hipereliptica.

(este resultado ya se demostré en 12.8.1)
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DEMOSTRACION. El divisor canénico K tendré grado 2g — 2 = 2 y aplicando

Riemann Roch
dim(Og (X)) — dim(Og _g(X))=24+1-2=1

Como dim(Op(X)) = 1 (las constantes) tenemos dim(Ok (X)) = 2 luego dim(|K|) =
1y existe F € |K|,E > 0y por tanto una funcién meromorfa no constante f tal
que la aplicaciéon asociada F' : X — C tiene grado 2 (2 polos) y por tanto X es

hipereliptica (ver definicion 5.4.3) O
LEMA 13.2.2. Sea X wuna superficie de Riemman compacta de genus g y K un
divisor candnico dim(Og (X)) =g

DEMOSTRACION. Aplicando Riemann Roch

dim(Ok (X)) — dim(Ok -k (X)) = (29 —2) +1—g dim(Ox(X)) =g

13.3. Teorema de Clifford

Vamos a considerar divisores tales que dim(Op(X)) >0y H*(X,0p) # 0 que se
denominan divisores especiales. Vamos a ver que en estos casos podemos obtener

una desigualdad util.

LEMA 13.3.1. Sean D1, Dy divisores efectivos (ver definicion 9.0.3) en una super-

ficie de Riemann compacta X se tiene

dim(Op, (X)) + dim(Op, (X)) — 1 < dim(Op, + p, (X))

DEMOSTRACION. Consideremos la aplicacién

@1 |D1| @ |D2| = [D1+ Da|  @((E1, E2) = E1 + B
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Las fibras son finitas. En efecto consideremos E € |Dy 4+ Ds| = p1 +..... + pn, siendo
n = dg(E) y pi € X (posiblemente repetidos) hay 299(%) formas de obtener el

divisor como suma de efectivos (cada punto se puede asignar a uno o a otro).

Por tanto tenemos dim(imag(p)) = dim(|D1| ® |D2|) = dim(|D1]) + dim(|D2|) <

Ahora como dim(|D|) = dim(Op(X)) — 1 tenemos el resultado. O

TEOREMA 13.3.1. (Clifford) Sea D un divisor especial una superficie de Riemann

compacta X entonces

dim(Op(X)) < %dg(D) +1

DEMOSTRACION. Como dim(Op(X)) > 1 se tiene que |D| no es vacio y existe

D; > 0 equivalente a D. Analogamente existe Dy > 0 equivalente a K — D.

Aplicando el lema anterior
dim(Op, (X)) + dim(Op, (X)) = 1 < dim(Op, 1p, (X))
Pero por la proposicion 9.5.4 y el lema 13.2.2
dim(Op, (X)) = dim(Op, (X)), dim(Op,(X)) = dim(Ok - p (X)), dim(Op, +p, (X)) = dim(Ok (X)) = g
y por tanto dim(Op(X)) + dim(Okx_p(X)) < g+ 1 y sumando Riemann Roch

2dim(Op (X)) < (dg(D) +1—g)+ (9 +1) = dg(D) +2

13.4. La aplicaciéon canénica

LEMA 13.4.1. En una superficie de Riemann compacta X de genus g > 1 el sistema

lineal candnico |K| es libre
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DEMOSTRACION. dim(O,(X)) = 1 las constantes, porque si no X tendria g = 0

por el lema 13.2.1. Aplicando Riemann Roch y el lema anterior

1 —dim(Ok—p(X)) =dg(p) +1—g dim(Ok—p(X))=g—1

y considerando la proposiciéon 10.4.5 tenemos el resultado [l

DEFINICION 13.4.1. Sea X wuna superficie de Riemann compacta, por el lema

anterior | K| es libre, y por tanto define una aplicacion holomorfa
b 1 X — PI7H(C)
que se denomina aplicacidn candnica, y a su IMagen curva canonica.

OBSERVACION. La aplicacion candnica puede considerarse del siguiente modo.
Sea wi,...,w, una base de QY (X) (de genus g). dado p € X consideremos una
carta (U, z) centrada en p en ella se tendrd w; = f;(z)dz entonces las coordenadas
homogéneas de ¢ (p) son [f1(z(p)), ..., f¢(2(p))] frecuentemente se denota ¢px(p) =

[wi(p); o wy (0)]

Para que sea un incrustamiento holomorfo debe ser g > 2.

PROPOSICION 13.4.1. Sea X una superficie de Riemann compacta de genus g > 2.
La aplicacion candnica es un incrustamiento holomorfo en P9=1(C), si y solo si X

no es hipereliptica.

DEMOSTRACION. Por el teorema 10.4.2 si ¢ no es un incrustamiento holo-

morfo existen puntos p, ¢ (posiblemente iguales) tales que
dim(Ok (X)) # dim(Ok —p—q(X)) + 2

Como |K]| es libre por la proposicion 10.4.5 dim(Og_p(X)) = dim(Og (X)) — 1y

por tanto lo anterior sélo es posible si

dim(Ox—p—q(X)) = dim(Ok (X)) —1=g—1
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Aplicando Riemann Roch
dim(Op4q(X)) —(g—1)=2+1-9g dim(Op14(X)) =2

Entonces existe f meromorfa no constante con dos polos que tiene asociada F' :

X — C holomorfa dg(F) =2y por tanto X es hipereliptica.

Reciprocamente si 7 es la aplicacién de grado 2 en la esfera de Riemann 7~ (c0)

son dos puntos (posiblemente iguales) y dim(Opt4(X)) =2 O

COROLARIO 13.4.1. Si X (g > 2) no es hipereliptica ¢ es un incrustamiento

holomorfo en P9~1(C) como una curva algebraica suave de grado 2g — 2,

DEMOSTRACION. Si la superficie no es hipereliptica K es muy amplio y por el

corolario 10.5.2 dg(¢x (X)) = dg(K) = 2g — 2 por la proposiciéon 9.1.4 O

13.4.1. La aplicacién polinomios/meromorfas y la clasificacion de
curvas.
Supongamos que D sea un divisor muy amplio de una superficie de Riemann

compacta X que induce un incrustamiento X — P"(C).

Sea H un polinomio de grado 1 que define un hiperplano en P"(C), como ¢p(X) es
no degenerada, no esta contenida en H y existe el divisor hiperplano correspondiente
que estara contenido en |D| por el corolario 10.5.1 . Sea Fy = H* y consideremos

el divisor de interseccion correspondiente tendremos que div(Fp) ~ kD.

Sea I’ cualquier polinomio de grado k tendremos que F% es una funcién meromorfa

en X cuyos polos estan acotados por los ceros de Fyy o sea que pertenece a Oip(X).

Denotando Ph(n, k) a los polinomios homogéneos en n variables de grado k hemos

obtenido una aplicacion

T - Ph(n, k’) — OkD(X)

El nucleo de dicha aplicacion seran los polinomios que se anulen identicamente en

X y definiran hipersuperficies que contienen a ¢p(X).
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PROPOSICION 13.4.2. Sea D un divisor muy amplio en una superficie de Riemann

compacta de genus g tal que dg(¢p(X)) > g. Entonces para cada k > 2

n+k
dim(ker(rg)) > —kdg(D)—1+g
k

DEMOSTRACION. La dimension del espacio vectorial Ph(n,k) son las combi-

naciones con repeticién de n + 1 elementos x,, ..., z,, tomados de k en k es decir
n+k
k

La dimension del nticleo es mayor o igual que dim(Ph(n,k)) — Oxp(X) pero si
dg(D) > g tendremos dg(kD) > kg > 2g — 1 si k > 2 y por el teorema 11.4.3
H(kD) = 0 y aplicando Riemann Roch

n+k

dim(ker(ry)) = . — (kdg(D) +1 - g)

13.4.2. Clasificacion de las curvas de genus 3.

Consideremos una curva de genus 3 no hipereliptica, la aplicacion canénica ¢k la
incrusta en P(C?) como una curva de grado 4 por la proposicion 13.4.2 dim (ker(ry)) >
15—-16 — 143 = 1 y existe un polinomio de grado 4 que se anula en X y sera
irreducible puesto que en P(C?) el grado de la curva coincide con la del polino-
mio homogeneo que la define y una curva de grado 4 no puede estar contenida en

polinomios de menor grado.

No puede haber 2 polinomios independientes grado 4 que se anulen en X pues su
interseccion seria un numero finito de puntos. Asi dim(ker(ry)) = 1 y esta generado

por un polinomio F' de grado 4 que se anula en X.

Si F' se anula en X también GF siendo G un polinomio homogéneo esto produce un
subespacio de ker(ry),k > 4 de dimension dim(Ph(2,k)) = W que coincide

con el minimo dim(ker(ry)) > W —4k+1-3.
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Por tra parte si H se anula en X y no es miltiplo de F' o ambos tienen un factor
comtn (imposible pues F irreducible) o intersectan en ntimero finito de puntos

también imposible, y asi cualquier polinomio que se anula en X es multiplo de F'

Sea X una curva algebraica de genus g = 3 puede ocurrir una de las dos opciones
siguientes
1. Hipereliptica definida por y? = h(z) con h de grado 7 u 8 (ver proposicién
13.4.3)

2. La aplicacion canénica ¢y la incrusta en P(C?) como una curva proyectiva

suave de grado 4 definida por los nulos de un polinomio de cuarto grado

13.4.3. Clasificacion de las curvas de genus 4.
Consideremos una curva de genus 4 no hipereliptica, la aplicacién canénica ¢k la

incrusta en P(C3) como una curva de grado 6 por la proposicién 13.4.2
dim(ker(rq)) >10—12—-1+4=1

dim(ker(rs)) > 20— 18 —14+4=5

y existe un polinomio F' de grado 2 que se anula en X.

Considerando un hiperplano general H ~ P(C?) tendrd 6 puntos de interseccién
con X. Si existieran F, F’ polinomios de grado 2 independientes que se anularan
en X su restriccién a H intersectaria por Bezout en 4 puntos y ambos no podrian

contener a X.

Considerando coordenadas homogéneas (z1, 22, €3, 24) los polinomios z; F' se anulan
en X y dan lugar a un subespacio de dimension 4 de ker(rz). Existe por tanto un

polinomio cibico G que se anula en X.

Considerando un hiperplano general cualquiera H tendremos que F,G intersecan

por Bezout en 6 puntos (igual que X) y asi tenemos
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Sea X una curva algebraica de genus g = 4 puede ocurrir una de las dos opciones
siguientes
1. Hipereliptica definida por y? = h(x) con h de grado 9,10 ver proposicién
13.4.3
2. La aplicacion canénica ¢y la incrusta en P(C?) como una curva proyectiva

suave de grado 6 definida por los nulos comunes de un polinomio de grado

3 y otro de grado 2

13.4.4. La aplicaciéon candénica para superficies hiperelipticas.
Sea X una superficie de Riemann compacta de genus g > 1 hipereliptica hemos
visto que ¢x no es un incrustamiento en un espacio proyectivo. Vamos a analizar

este caso

PROPOSICION 13.4.3. Cada superficie de Riemann compacta hipereliptica de genus
g puede representarse como la normalizacion de una curva proyectiva plana de grado
2g + 2 si la preimagen de oo por el recubrimiento de grado 2 no es de ramificacion

(caso A) y de grado 2g + 1 si lo es

DEMOSTRACION. Nos centraremos en el caso A siendo el B muy similar

Como X es hipereliptica existe un recubrimiento ramificado =z : X — C de grado

2. Aplicando la formula de Hurwitz y siendo R el divisor de ramificacion
dg(R)=22+g—1)=29+2

y como z es de segundo grado R(p) vale a lo sumo 1 es decir R = p1 + ... + pag+2

siendo estos puntos distintos de X denotaremos a; = x(p;) (también distintos) y
{p.q} =271 (c0).
Se define una involucién j : X — X tal que hace corresponder a p el otro punto de

71 (z(p)) (o el mismo si es de ramificacién) evidentemente j € Aut(X), j2 =1

El “pull back” de la involucién es j* : Q1(X) — Q}(X) j*(w) = —w pues como
(4%)%(w) = w si hubiera wy tal que j(wp) = wp induciria una forma diferencial no

nula en C y no existen.
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Sea el divisor D = (g + 1).p + (g + 1).q tendremos Vw € Q(z) dg(div(w)) =
2g — 2 < dg(D) por la proposicion 9.1.4 y por tanto Ok _p(X) tiene dimension

cero.

Aplicando Riemann Roch
dim(Op(X))=29+2—g+1=9g+3

j induce una transformacion f.j en Op(X) descomponiéndolo en Op(X) = OF(X)®

Op(X) segtn sea f.j=fo fj=—f

Las funciones de (’)jg (X) se pueden considerar como composicion de z y una fun-
cion meromorfa en C con polos tnicamente en oo de orden menor o igual a g + 1
de forma que podran ponerse como combinacién lineal de 1,z, ..., 297 .Por tanto

dim(07, (X)) = g + 2, y existe y meromorfa y € Op(X).

Vamos a ver que y> = ch(z) h(z) = (z — a1)....(x — azy42) para ello vamos a

comparar divisores

Como y.j = —y y j(p;) = p; por ser de ramificacion tendremos y(p;) = 0y
dg(divg(y)) > dg(>_ pi) = 2g+2y por ser y meromorfa dg(divg(y)) = dg(dive(y)) <
dg(D) = 2g + 2 luego dg(divo(y)) = 29 + 2 y divo(y) = >_ pi, dives(y) = D

Por otra parte tenemos dive(x) = p + ¢ y por tanto dive(h(z)) = (29 + 2).p +
(29 +2).q = 2D

Sea z; una coordenada local centrada en p; tendremos que x se representa como
2g+2

a; + 22gi(2;) siendo g;(z;) holomorfa g;(0) # 0. Entonces divy(h(z)) = Z 2.p;
=1

Por tanto 2div(y) = div(y?) = div(h) y % ha de ser holomorfa y como X compacta

constante. Sustituyendo y por % obtenemos 3% = h(z)

Definimos f : X — P(C?) t — [1,z(t),y(t)] p,q — [0,0,1] y sea X' = {y? —
h(z) = 0} U[0,0,1]} tenemos f(X) C X’ y X’ es una curva proyectiva plana de

grado 29 + 2 .
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Ademas f es inyectiva en X —{p,q}. Seary #ra  f(r1) = f(r2) tendremos z(rq)

x(r2) luego j(r1) = r9 y como r1 # 79 no pueden ser ninguno de los p; pues j(p;) =
pi, tendremos ademés que y(r1) = y(r2) = y(j(r1)) = —y(r1) luego y(r1) =0 (0 o

) lo que es imposible pues no puede ser ninguno de los p; y hemos excluido p, ¢

La curva X’ es singular en [0,0,1] y suave en el resto por lo que su normalizacion

serd compacta.
La aplicacion [1,z,y] — « es el recubrimiento de 2 hojas. O

PRroPOSICION 13.4.4. Con las notaciones de la proposicion anterior, sea X la
curva proyectiva plana hipereliptica definida por y* = h(x) donde h es un polinomio

de grado 2g + 1 0 2g + 2 sin raices miiltiples. Una base de Q' (X) viene dada por

e,

W, =T
v Yy

vy g

DEMOSTRACION. Es evidente que las 1-formas son linealmente independientes.

Hay que comprobar que son holomorfas, utilizaremos divisores.
2g+2
Consideremos el caso h = H (x — a;), tendremos

Jj=1

div(w;) = div(z"™1) + div(dx) — div(y)

Sea z71(c0) = {p, q},271(0) = {r, s} (pudiendo ser r = s) definimos los divisores

E=p+q,E' =r+s, tendremos
divg(z"™) = (i = 1)E'  dive(z*™ ) = (i — 1)E
luego div(x*~1) = (i — 1)(E' — E).

Para calcular div(dz) consideramos como en la demostracién de la proposicion
anterior una carta local alrededor de cada p; en la que = tendra la forma a; +22g;(2;)

y dx serd 2z;g;(2;) + 22g.(2;) y tiene un cero en cada p;

Consideremos una carta centrada en p y la clasica carta u = % alrededor de oo en

C tendremos que en ellas x sera % siendo g holomorfa g(0) # 0 entonces dx sera
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’
—%ﬁé;z) y tendra un polo de orden 2 analogamente para ¢
2g+2

div(dzx) Z p; —2F

El calulo de div(y) es el mismo que en la demostracion de la proposicién anterior

luego div(y) = > p; — (9 + 1)E, y tenemos

div(w;) = (i—1)(E'=E)+» pi—2E-Y pi+(g+1)E=(i—1)E'+ (g—i)E

y como 1 < i < g vemos que div(w;) > 0y es holomorfa O

TEOREMA 13.4.1. Para una superficie de Riemann X hipereliptica de genus g la
aplicacion candnica ¢ es la composicion de la aplicacion recubridora de dos hojas
de C y aplicacion de Veronese. La imagen de ¢ es por tanto una curva racional

normal de grado g — 1 en P9=Y(C) y la aplicacion ¢x tiene grado 2

DEMOSTRACION. Con respecto a la base de Q!(X) de la proposicién anterior

se tiene
o (t) =[1,z(t), ....,ngl(t)]

y por tanto el diagrama conmutativo

e
\

H%ﬁ>

siendo r: C — P9=1(C) =z — [L,x,..., 2971, y el resultado es consecuencia de las

definiciones (ver secciéon 10.5.2) O
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13.5. Haces generados globalmente

DEFINICION 13.5.1. Sea D un divisor en una superficie de Riemann compacta X .

Se dice que el haz Op estd globalmente generado cuando

Ve e X 3f € Op(X)Vp € Opy, p=10f €O,

O sea si para cada x € X existe una funcion meromorfa global tal que los germenes

del tallo en x son el producto de un germen holomorfo por dicha funcion.

Consecuencia directa de la definicion es la siguiente proposicion

PROPOSICION 13.5.1. Op estd generado globalmente si y solo si Vr € X If €
Op(X) tal que
ordy(f) = ~D(x)

TEOREMA 13.5.1. Sea X una superficie de Riemann compacta de genus g , y D

un divisor en X tal que dg(D) > 2g . Entonces Op estd generado globalmente

DEMOSTRACION. Sea x € X definimos el divisor

D(y) y#a
FE =

D(z)-1 y==x

Tendremos dg(E) = dg(D)—1 > 2g—1y por el corolario 12.6.3 tenemos H'(X, Op) =
HY(X,0g) =0 . Aplicando Riemann Roch

dim(Op(X)) =1—g+dg(D) > 1 — g+ dg(E) = dim(Op(X))

Y existe un elemento f € Op(X) — Og(X) que cumplird ord,(f) = —D(x) O

13.6. Numeros de salto y Puntos de Weierstrass

Sea X una superficie de Riemann compacta incrustada mediante un sistema com-
pleto de divisores |D| en un espacio proyectivo. Sabemos que |D| se corresponde

con los divisores hiperplano (ver corolario 10.5.1)
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Los hiperplanos que pasan por un punto p se corresponderdn con el subespa-
cio Op_,(X), los tangentes a p con el subespacio Op_z,(X) v los flexados con

Op_3p(X).

Sea @ C |D| un sistema lineal de divisores de grado d y dimension r (es decir un

g;) le correspondera un subespacio V C Op(X) y podemos definir

V(—np) = Op_np(X)NV

Tendremos una sucesion de subespacios V(—np) C V(—(n — 1)p) con sistemas

lineales asociados que denotaremos Q(—mnp)

DEFINICION 13.6.1. Se definen los niumeros de salto de QQ en p como el conjunto

Gp(Q) de nimeros enteros tales que

dim(V(—np)) = dim(V(—(n—1)p)) — 1

PROPOSICION 13.6.1. Sea @ un g, en una curva algebraica (superficie de Riemann

compacta) X yp € X, se tiene

1. Gp(Q) es finito con cardinalidad 1+ r

2. Gp(Q) C{1,...,d+ 1}

p es un punto base si y sélo si 1 ¢ Gp(Q)
d+1€Gp(Q)siysdlosidpe@
Gy(J0]) = 1

ovo W

DEMOSTRACION. 1) Por definicion dim (V) = r+1, como dim(V(—(d+1)p)) =

0 y la dimension se reducen de uno en uno tenemos el resultado.
2)Para cualquier k¥ > d + 1 se tiene dim(V (—kp) = 0.

3) Consecuencia directa de la definicion de punto base.

4) Sid+1 € G,(Q) tenemos dim(V(—dp)) = 1 que equivale a d.p € Q

5) O_p(X) contiene unicamente la funciéon idénticamente nula (dim = 0) en una

superficie de Riemann compacta, dim(O(X)) = 1 (las constantes). O
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DEFINICION 13.6.2. Se dice que p es un punto de inflexion de la curva algebraica

X para el sistema lineal Q cuando Gp(Q) # {1,2,3,..,r + 1}.

Si escribimos los r 4+ 1 enteros de G,(Q) en orden creciente G,(Q) = {n1 < ng <
... < Nypy1} podemos escoger un conjunto de funciones f; € V(—(n;—1)p)—V (—n;p)
(por tanto ord,(f;) = n; —1 — D(p) ) estas funciones constituyen una base de V'

que se conoce como base de inflexion de V' respecto a p

Si consideramos una coordenada local z centrada en p y definimos g; = 2P® f;
(holomorfas en p ) entonces ¢g estd definido por coordenadas homogéneas de la
forma

[tz ]

Si p no es un punto base n; = 1.

Queremos determinar un criterio para saber si p es un punto de inflexion para Q.
Para ello consideremos una coordenada local z centrada en p y una base cualquiera

de @ definida por las funciones meromorfas {hy}.

Sea g = zP®hy, las g, definen ®¢g en un entorno de p y son holomorfas en p, si
p no es de inflexion sera posible encontrar una combinacion lineal )" c¢;jg; tal que
tenga orden i — 1 en p para cualquier i € {1,2,...r + 1} . Como g, es holomorfa en

p
gk = gr(0) + gh(0)z + g7 (0)2% + ...

y la condicién para que no sea de inflexion es de

91(0) ¢4 (0) ()
92(0) g5)(0)

det #£0
9r+1(0) 91 (0)

O sea W, (g1, ..., gr+1)(0) # O (ver secciéon 7.7.1)
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Como las g; constituyen una base de V' y son linealmente independientes se tiene

que W.(g1,..,gr+1) no puede ser idénticamente nulo.

PROPOSICION 13.6.2. Para un sistema lineal Q en una curva algebraica X sdlo

hay un nimero finito de puntos de inflexion

DEMOSTRACION. Sea p de inflexién en un entorno suyo W, (g1, ..., gr+1) es ho-
lomorfa y los ceros son aislados asi existe un entorno U de p en que p es el tnico

cero. Como X es compacta tenemos el resultado. O

Hemos visto (seccion 7.7.1) que W, (f1, ..., fn)dz®...®@dz es una ( D diferencial.
Si cada f; tiene polos acotados por D la diferencial los tendra acotados por nD es

n(n—1)

decir W_(f1,..., fn)dz®..®@dz € Q, > (X)

Denotaremos W (Q) a la forma diferencial asociada al wronskiano de un sistema

lineal @

PROPOSICION 13.6.3. Sea X una curva algebraica de genus g, Q C |D| un gjj en

X, se tiene

dg(div(W Zord =r(r+1)(g—1)

DEMOSTRACION. Sea s = % como W(Q) € Q. p(X) por el teorema

9.5.3 W(Q) = fw® siendo w € M*(X) y f € Opisk tenemos

Z ord,(W(Q)) = Z ordy(fw?) Z (ordy(f)+sord,(w) =s Z ordy(w) = sdg(w)

p

Pues al ser Xcompacta dg(f) = 0 y por la proposicion 9.4.1 dg(w) = 29 — 2 O

PROPOSICION 13.6.4. Sea G,(Q) = {n1,...,nr+1} ordenados de forma creciente
y {f1,.s fr+1} una base del subespacio V asociado al sistema lineal Q C |D|
r+1

ordy(W.(zP® f1, ... 2PP) f 1)) = (ni — i)

i=1

= s(29—2)
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DEMOSTRACION. Como podemos escoger cualquier base sin cambiar el orden
por la proposicion 7.7.4 vamos a suponer que f; es de inflexion haciendo g; = zP®) f;

tendremos
Walgs oy gryr) = Wo (2™ 4 2m2 b 2= )
El término menor de la serie de Taylor del Wronskiano sera
M(z) = W(zm—t gra=t | pnea—l)

expandiendo el determinante

zm—l ghr1—1
(ng —1)zm—2 Sr1—2
M(z) =
(n1 — 1)...2’"1_(”'1) (nTJrl _ 1)_._an+1—(r+1)

tenemos que cada término sera del tipo Az H72t - Ane1—(142+.47+1) v 6] orden
r+1 r4+1 r+1

seréZni—Zi:Z(ni—i) O
i=1 i=1

i=1
DEFINICION 13.6.3. Se define el peso de inflexion de un punto p respecto a Q

como
r+1

wy(Q) = Z(nz —1i)

=1

Observar que si p no es de inflexion el peso es cero

TEOREMA 13.6.1. Sea X una curva algebraica de genus g y Q C |D| un g en X,

entonces

> wy(@Q) = (r+1)(d+rg—7)

peX

DEMOSTRACION. Sea fi, ..., fr+1 una base de V asociado a @ tendremos por

la proposicion 13.6.4

> wp(@Q) =Y ordy(We(zPP fy, . 2PP f10)) = " ordy (2UTPOWL (1 frga)) =

p

= Z[(r + 1)D(p)+ordW(Q))]=(r+1d+r(r+1)(g—1)
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por la proposicion 13.6.3 ]

13.6.1. Puntos de inflexién de las curvas planas suaves.
Sea X una curva proyectiva plana suave de grado d . Una recta (hiperplano) H
en P(C?) intersecta a X con orden k si div(H)(p) = k, se dice que H es tangente
aXsik>1.

Diremos que p es de inflexiéon si hay una recta que intersecta a X en p con orden
mayor o igual que 3 (si intersecta con orden j diremos que es de inflexion con

multiplicidad j — 3).

Sea @ el sistema lineal de los divisores hiperplano sera un gﬁ (2 rectas independientes

en P(C?)).

Como el sistema no tiene puntos bases n; = 1, ademas como la recta general que

pasa por p no es tangente a X tenemos ny = 2.

Si p es de inflexion y una recta tangente H intersecta con orden k se tiene div(H) €

Q(=kp), div(H) ¢ Q(—(k + 1)p) luego ng =k + 1y wy(Q) =k -2

TEOREMA 13.6.2. Una curva proyectiva plana suave X de grado d tiene, contando

multiplicidades, 3d(d — 2) puntos de inflexion

DEMOSTRACION. Por la formula de Pliicker 10.2.2 g = W

y por el
teorema 13.6.1 tendremos que ese ntimero serd (2 + 1)(d + 29 — 2) = 3(d + (d —

1)(d — 2) — 2) = 3d(d — 2) O

13.6.2. Puntos de Weierstrass.

Si consideramos el sistema lineal | K| de los divisores canonicos de una superficie de
Riemann compacta de genus g, una base del subespacio V asociado viene dada por
{fi} siendo w; = f;dz en una carta local y wy, ...,w, una base de 2!(X) obtenemos
que los puntos de inflexion para | K| son los puntos de Weierstrass (ver seccion 12.8).

Tenemos asi una interpretacion alternativa de los mismos.
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EJEMPLO. Vamos a calcular los puntos de Weierstrass de la curva proyectiva plana
suave X3 — XZ2+ZY? = 0. Como es de grado 3 habra 3d(d—2) = 9 puntos (como
no puede haber intersecciones de orden 4 entre una curva cubica y una recta son
todos de peso 1)

Como son puntos de inflexion serdn aquellos en que se anule el Hessiano

6X 0 -—27
det 0 27 2Y =0
—-27 2Y -2X

Es decir seran aquellos en que se anulen

24X2%27Z + 873 +24XY? =0
X3 —XZ?24+7Y2=0

Dividimos el espacio proyectivo en los conjuntos [1,Y, Z],[X,Y,1],]0,1,0]

El punto [0,1,0] es de Weierstrass.

En [1,Y, Z] las condiciones son
247 +8+24Y? =0
1-224+2Y?=0

que dan lugar a Z*+62°?—3 = 0 con soluciones Z = {2,5425i, —2,5425i,0,6813, —0,6813}
a cada uno le corresponden 2 valores deY obteniéndose Y = {£1,2116(1+4), £1,2116(1—
i), £0,8869:, +0,8869}

Es decir 8 puntos que con [0,1,0] son los 9 de la curva.

Los mismos puntos (proyectivos) se obtiene considerando [X,Y, 1] y las ecuaciones

24X248424XY2=0

X3-X+Y%?=0

que dan lugar ¢ 3X* —6X2-1=0
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Lo mismo se obtiene aplicando el Wronskiano. Para [1,Y, Z] la curva es 1 — Z? +

ZY?% =0 luego Y = (Z — %)% y el Wronskiano serd

1 (Z - 1)z zZ
det 0 3(Z-3) 50+ 72) 1 |=0
0 —3(Z-3)30+5)7-3Z-3 "% 0

luego (14 25)2+4(Z — %) 45 =0 y por tanto Z* + 62> —3 =0



Capitulo 14

Teorema de Abel

Hemos visto que dado un divisor D en una superficie de Riemann compacta X, es

posible que no exista una funcion meromorfa f tal que div(f) = D.

Como en una superficie de Riemann compacta dg(div(f)) = 0 para cualquier fun-
ci6on meromorfa, una condicién necesaria evidente es que dg(D) = 0. En la pro-
posicion 9.1.3 vimos que para la esfera de Riemann ésta era también condicion

suficiente.

El teorema de Abel analiza que méas condiciones ha de cumplir D para que tal

funcioén exista para superficies compactas de genus g > 1.

14.1. Periodos de 1-Formas y Jacobiano

Sea w una 1-forma cerrada de X y A un subconjunto triangulado de X, aplicando

o= = oo

Por tanto la integral de w alrededor de cada cadena frontera es nula y la integral

el teorema de Stokes

alrededor de una cadena cerrada solo depende de la clase de homologia (simplicial)

Hy(X) de la cadena.

Como las formas holomorfas son cerradas, las integrales de las mismas respecto a
los elementos de Hy(X) estan bien definidos y para cada [y] € H1(X) asi tenemos

una aplicacién lineal (perteneciente al espacio dual de Q'(X) )
AX)=»C w— / w
(]

323
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DEFINICION 14.1.1. Una aplicacion lineal X € (Q*(X))* se denomina periodo
cuando AMw) = fh] w para algin [y] € H1(X). Es evidente que los periodos forman

un subgrupo de (*(X))* que denotaremos A

DEFINICION 14.1.2. Se denomina Jacobiano (de una superficie de Riemann com-

pacta X ) al grupo cociente (abeliano)

@)

Jac(X) = A

Si X tiene genus g la dimension de Q'(X) también sera g. Sea wi,...,w, una ba-
se de Q1(X), los elementos del espacio dual se pueden identificar con los de CY
por medio de A — (A(w1), ..., A(wq)) vy los elementos de A seran aquellos del tipo

( f[v] Wi, ... f[v] wg) que formaran un subgrupo de CY

Dado pp € X vamos a definir una aplicacion (Abel-Jacobi)
A: X — Jac(X)

Para ello dado p € X elegimos un camino o, desde py a p y definimos A(p)(w) =

w

Ip

Por supuesto la integral depende del camino o, y no servirfa para definir un ele-

mento de (Q'(X))*, pero si consideramos otro camino o, tenemos que v = o}, x 0},

es un camino cerrado y por tanto

/%—/Upz/weA

y asi la aplicacion esté bien definida EN Jac(X).

Si consideramos una base wi, ...,w, de Q'(X) la aplicacién puede ponerse

P P
A(p) = (/wl, ...,/wg) mod A
Po Po

Esta aplicacion puede extenderse linealmente a Div(X)
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DEFINICION 14.1.3. Con la notacion anterior, se denominan aplicaciones de Abel-

Jacobi a

AL X 5 Jae(X) A@p)w) = / w

op

A : Div(X) — Jac(X) A(Z ni-pi) = an‘A(Pi)

esta ultima serd un homomorfismo de grupos. La restriccion de dicho homomorfismo

a los divisores de grado cero se denota Ag.

PROPOSICION 14.1.1. El homorfismo Ay, definido para los divisores de grado cero,

es independiente del punto base pg

DEMOSTRACION. Escojamos otro punto base p{, y un camino ¢ de pg a pj las

expresiones de A(p) con respecto a los dos puntos base son (médulo A )

P P p P
(/wl,...,/wg) (/wl,...,/wg)
Po Po D6 Py

que se diferencian (mo6dulo A) en

S [

Las expresiones de Ag()_ n;.p;) se diferencian (modulo A) en (Y- n;)( [, w1, ..., [Lwy) =
0 por ser > n; =0 O

14.2. Matriz de periodos y relaciones de Riemann

Sea X una superficie de Riemann compacta de genus g. Topolégicamente (ver
|[RotTop|) se puede considerar como un poligono p de 4g lados {a;b;, ajb.}] “pe-

’ !
gando” a;,a; y bi,b;.

Para cada 1-forma o; definimos 4;(c) = fai o, Bi(o) = fbi o (notar que en X son

caminos cerrados)

Los ntimeros A; se denominan a-periodos y los B; b-periodos
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DEFINICION 14.2.1. Dada una superficie de Riemann compacta de genus g y una

base wy, ...,wqy de OY(X) se definen las matrices de periodos como
A = Aj(w;) B = Bi(w;)
serdn matices de dimension g X g
Sea o una 1-forma cerrada en X, se puede considerar como una 1_forma en p. Sea

po un punto del interior de p para cada p € p se define

p

fo(p) :/0-

Po
Por un camino en el interior de p. La funcién esta bien definida por ser o cerrada
y p simplemente conexo. Claramente se tiene df, = o y si ¢ es holomorfa también

lo sera f,.

PROPOSICION 14.2.1. Sean o,7 1-formas cerradas C* en X se tiene
g
[ o= Y40 Bi(r) ~ A0 Bi(o)
Sp i=1

g
siendo Op la cadena Z(ai +b; —a, — b))

=1

DEMOSTRACION. Sea p € a; y p' € a} el punto con el que se identificara para

formar X, sea a; un camino en el interior de p de p a p’ tendremos

fa(p)—fa(p’)=/po—7a=—LPU

Pues la integral de o en el camino cerrado pop * o, * (p'po)~ es cero

En X tenemos que oy, es un camino cerrado homoétopo a b; y por tanto

fo(p) - fa(p/) = _Bi(a>

Un analisis similar para puntos ¢ € b;,¢’ € b; produce

fo(@) — fo(d') = Ai(o)
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Como 7 es una 1-forma en X toma los mismos valores en a;,a, y en b;, b}

OBSERVACION. Notar que el resultado es vdlido aunque T sea meromorfa siempre

que no tenga polos en los a;, b;

PROPOSICION 14.2.2. Sea w € Q' (X) no nula, se tiene

g

Im()_ Ai(w)Bi(w)) <0

i=1

DEMOSTRACION. Localmente se tendra w = f(2)dz ( f holomorfa) @ = f(z)dz

vy wAw = —2i|f|*dz A dy por tanto

Im(//Xw/\w)<O

Aplicando el teorema de Stokes que df,, = w y que dw = 0 (w holomorfa) tenemos

a{fwédZ//pd(fww)://p(dfw/\w-l-fwcﬁ)://pw/\w://xw/\w

pero por la proposiciéon anterior con ¢ = w, T =W

g9

0> Im() _[Ai(w)Bi(@) — A;(@)B;(w)]) =
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y tenemos el resultado U

COROLARIO 14.2.1. Sea w € Q1(X) tal que Vi € {1,g} A;(w) =0 entonces w = 0.

Se tiene un resultado andlogo para la B;

DEMOSTRACION. Si Vi A;(w) = 0 se tiene Y 7_, A;(w)B;(w) = 0y or la pro-

posicién anterior w = 0 analogamente para B; O

COROLARIO 14.2.2. Sea w € Q1(X), si todos los A_periodos y B_ periodos son

reales w =0

PROPOSICION 14.2.3. Las matrices de periodos A,B son no singulares

DEMOSTRACION. Supongamos que A es singular y ¢ = un vector no

Cg
nulo tal que Ac = 0. Definimos w = )" ¢jw; y tendremos A;(w) = > ¢;A;(w;) =0

para cada i y por el corolario 14.2.1 w = 0 y ¢; = 0 pues las w; son linealmente

independientes. Analogamente para B. O

OBSERVACION. Como A es una matriz no singular podemos elegir una base wi, ..., wq

en la que A =1 . Cuando se usa esa base se dice que B estd normalizada.

PROPOSICION 14.2.4. Las matrices de periodos satisfacen ATB = BT A

DEMOSTRACION. Aplicando la proposicién 14.2.1 con 0 = w;, T = wy,

g9

> (i) Biler) — Air) Biw)) = [ fuyin
i=1 Sp
pero
8o p p
Pues w; y wy son holomorfas. O

PROPOSICION 14.2.5. Sea B una matriz de periodos normalizada entonces es

simétrica y su parte imaginaria definida positiva
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DEMOSTRACION. Para B normalizada (A = I) la proposicion anterior es B =

B7 luego es simétrica.

1
Consideremos un vector real r = y w =) 7jw; por la proposiciéon 14.2.2
Ty
g g g
Im(ZAZ-(w) :ZZT riIm(B;(w;)) < 0
=1 i=1 j=1
Es decir r.Im(B).r < 0y claro r7.Im(B).r >0 O

PROPOSICION 14.2.6. La matriz (A, B) de dimensiones g x 2g tiene las columnas

linealmente independientes en R

DEMOSTRACION. Podemos realizar un cambio de base para normalizar y ob-
. . ™

tenemos (I,B) si para dos vectores reales ri,r9 se tiene que (I,B) =0
]

es decir 71 + Bra = 0 tomando partes imaginarias obtenemos (Im(B)ry = 0 y
por la proposiciéon anterior ro = 0 y entonces r; = 0 por lo que las columnas son

linealmente independientes.

Terminaremos la seccién con un teorema muy importante que no demostraremos

(ver [GriffPAG])

TEOREMA 14.2.1. Torelli: Una condicion necesaria y suficiente para que dos su-
perficies de Riemann compactas sean isomorfas (es decir que exista entre ambas una

aplicacion biholomorfa) es que tengan la misma matriz normalizada < I B ) de

periodos

14.3. Trazas de funciones y 1-formas

Sea F' : X — Y una funcion holomorfa de grado m = dg(F') entre superficies

de Riemann compactas (que serd un recubrimiento ramificado) dado ¢ € Y, cuya
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imagen no contenga un punto de ramificacion es decir que ¢ tiene exactamente m

preimagenes p1, ..., Pm, existe U entorno de q y Vi, ..., V,,, entornos de p1, .., p, tales

-1

que Fly, son biholomorfismos. Denotaremos ¢; = (F|y,)

DEFINICION 14.3.1. En las condiciones anteriores, dada h funcion meromorfa en

X se define Tr(h) (traza de h) en U CY como

m=dg(F)
Tr(h)= > he¢i  Tr(h)(@= > hig)
i=1 pEF~1(q)

La traza define una funcion meromorfa en cada punto de y cuya preimagen no

contenga un punto de ramificacion.
En los puntos ¢ con r < m preimagenes la funcién no esta definida por lo que seran
singularidades aisladas de Tr(h).

Supongamos ¢ con una sola preimagen p, F' serd en un entorno de p de la forma

w = z™ (ver teorema 5.3.2).

Existira un desarrollo de Laurent de h valido en un entorno agujereado de p del tipo

Z ¢nz™ los valores de T'r(h) en los puntos de un entorno agujereado de g seran
n

(denotando & = e“n)

m—1 m—1 m
Tr(h)(w) =Y h(€2) =) Y eald2)" =) ez (Q_&™)
j=0 j=0 n n j=0
m-l m n=km
Pero ij” = y tendremos Tr(h)(w) = chkmzkm = chkmwk
3=0 0 n#km k k

y si h es holomorfa (meromorfa) en p tendremos que Tr(h) es holomorfa (mero-

morfa) en ¢

En el caso general de ramificacion (¢ con r < m preimégenes) el analisis anterior
sera valido sumando los valores correspondientes a cada preimagen, ahora usaremos

J

. m .
my; en vez de m correspondientes a los valores locales w = z;/ en cada preimagen

como Y m; = m la conclusién es la misma.

Analogamente
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DEFINICION 14.3.2. En las condiciones anteriores, dada o 1-foma meromorfa en

X se define Tr(a) en U CY como

m=dg(F')

Y i)

Supongamos ¢ con una sola preimagen p, F' serda en un entorno de p de la forma
w = 2™, ademéas localmente serd o« = h(z)dz con h meromorfa y con desarrollo de

Laurent del tipo Z cnz"™. Como dw = mz™'dz tendremos

n

)= S HE) g = 5 S @ = L (g

j=0 n =0

m—1 m n—m+1l=kKmosean=km—1
Pero ij("_m‘H) = y asi tendremos
J=0 0 en otro caso

Tr(a) = Z Chm_1w* tdw
k

y como antes T'r(«) sera holomorfa (meromorfa) si lo es «

PROPOSICION 14.3.1. Para cada punto q se cumple

Res,(Tr(a)) = Z Res,(a)

DEMOSTRACION. Basta tener en cuenta la formula Tr(a) = 3 cpm_ 1w tdw y
se ve que los coeficientes —1 (k = 0) del desarrollo de Laurent de las dos expresiones

coinciden. O

Consideremos un camino v en Y y una 1_forma meromorfa w en X sin polos en

l Tr(w)

las preimagenes de . La integral

estara bien definida.

Cada punto de « tiene, excepto en las imagenes de los puntos de ramificacién, m

preimagenes distintas dando lugar a m caminos distintos v; en X, definidos en [0, 1]
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salvo un nimero finito de puntos pudiento extenderse por continuidad a caminos

que intersectaran en los puntos de ramificacion.

DEFINICION 14.3.3. Se define el “pullback” de un camino v en'Y, como la cadena
en X

F'y=y 4 ...+ 9m

La definicion se generaliza de forma evidente para v cadena en'Y

Evidentemente estara definida fF*w w = f% W+ .+ fv w

PROPOSICION 14.3.2. Sea F : X — Ywuna aplicacion holomorfa no constante

entre superficies de Riemann compactas. Si w es una 1-forma holomorfa en X y -~y

f=freo

DEMOSTRACION. Tendremos

/F* WZZ/ W_Z/lW’Yédt—/lZ(F %1)*(w)fy’dt—/1Tr(w)fy’dt—/Tr(w)
v — Y ) 45 /

i ol

una cadena en'Y , se tiene

14.4. Teorema de Abel

Sea X una superficie de Riemann compacta de genus g con matrices de periodos

A, B definimos las aplicaciones

A
®:CY—C¥ &c)= c
B

T:C% - C \If(e)(BT —AT )e

o N
LEMA 14.4.1. La sucesion 0 C9 C29 C9 0 es exacta
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DEMOSTRACION. W.® = 0 es consecuencia directa de la proposicion 14.2.4
luego Imag(®) C Kern(¥) ademéas como A,B son no singulares (ver proposi-
cion 14.2.3) tenemos que @, ¥ son de rango maximo es decir: dim(Imag(®)) =
g, dim(Imag(¥)) = g y por razones dimensionales I'mag(®) = kern(¥) por el

mismo motivo ® es inyectiva y ¥ suprayectiva. O

LEMA 14.4.2. Sea D un divisor de grado cero en una superficie de Riemann com-

pacta X tal que Ao(D) = 0. Existe una 1-forma meromorfa w tal que:

= w tiene polos simples en cada uno de los puntos del soporte de D
» Res,(w) = D(p)

= Los a-periodos y los b-periodos de w son multiplos enteros de 2mi

DEMOSTRACION. Tendremos que ) Res,(w) = dg(D) = 0 y basta aplicar el

teorema 12.7.4 para ver que existe w cumpliendo las dos primeras condiciones.

Sea wy, ...,w, una base de Q' (X) definimos

Por la proposicién 14.2.1

271’1 /.fumw = Z Res fUJk Z Res(fUka)

pEP peX

Como wy, es holomorfa también f,, y por tanto Res,(f.,w) = fu,(p)Resp(w) =

fur (0)D(P) luego

=3 D)) = 32Dl /

Po

Es decir pg es la k-esima componente de la aplicacion de Abel-Jacobi aplicada a D.

Por hipotesis Ag(D) =0 (en Jac(X) ) y por tanto (p1, ..., pg) € Ay se podra poner

como una combinacién lineal de las matrices de periodos

i
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Igualando ambas expresiones de py

1
271 4

%

> (Ai(wr)Bi(w) = Ai(w)Bi(wr)) = > _(miAi(wk) — niBi(we))

Z(Bi(w) —2mim;) A (wg) = Z(Az(w) — 2min;) B; (wg)

i=1 i=1

denotando a al vector de componentes A;(w)—2min; y b al de componentes B;(w)—

2mim,; matricialmente tenemos

A"b=B"a
a
y por tanto pertenece al kernel de ¥ y por el lema anterior existira c tal
b
a .
que ®(c) = es decir
b

Ac=a Bc=b

Sean ¢; las componentes de ¢ definimos

g
T=W — E CiW;
i=1
Evidentemente 7 cumple (como w ) las dos primeras condiciones y tenemos

Aj(r) = Aj(w) = > cidj(wi) = Aj(w) — (4;(w) — 2min;) = 2min;
i=1

B;(1) = Bj(w) — Z ¢iBj(w;) = Bj(w) — (Bj(w) — 2mim;) = 2mim;

y 7 es la 1-forma buscada. O

TEOREMA 14.4.1. Sea X una superficie de Riemann compacta de genus g > 0 y

D un divisor en ella de grado cero. La condicion necesaria y suficiente para que D

sea un divisor principal es Ag(D) =0
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DEMOSTRACION. Sea D = div(f) siendo f meromorfa y consideremos un ca-
mino 7y en la esfera de Riemann C que una 0 con oo sin pasar por ningin punto

cuya preimagen sea de ramificacion (salvo quizas 0, 00)

La funcién holomorfa asociada F : X — C levantara este camino a m = dg(F) =
dg(divg(f)) caminos 7; en X comenzando cada uno en un cero y acabando en un
polo (posiblemente repetidos). Denotaremos p; = v;(0) y ¢; = 7:(1) claramente

tendremos

Sea wy, ...,wy una base de Q(X) y escojamos un punto cualquiera zo € X tendre-

AO(D):Z(/ wl—/ w17...7/ wg—/ wg) mod A
i=1 Jou Bi o Bi

Siendo a; un camino que une x con p; y B; uno que une xy con g;. Evidentemente

mos

o % y; % B; es un camino cerrado que comienza y acaba en xg y por tanto
luego

Entonces por la proposiciéon 14.3.2

Ao(D) = (LTr(wl),...,/Tr(wg)) mod A

Y

Pero al ser w; holomorfa T(w;) ha de ser holomorfa en C y como en la esfera de
Riemann solo la forma idénticamente nula es holomorfa concluimos Ag(D) =0y

tenemos la condicién necesaria.

Supongamos ahora que D sea un divisor de grado cero en X con Ag(D) =0y

consideremos una 1-forma w que cumpla las condiciones del lema anterior.
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Fijado ¢ € X fuera del soporte de D definimos

p

flp) = exp(/w)

o
La funcion esta bien definida, fuera del soporte de D, porque los periodos de w son
miltipos de 27i y los residuos enteros, asi que dara igual que camino elijamos para

unir o con p. Ademaés sera holomorfa fuera del soporte de D

Para ver que f es meromorfa supongamos p€ X tal que D(p) = n en un entorno
del mismo habra una carta (U, z) en la que w = (2 + h(z))dz siendo h holomorfa,

si p1 # p es un punto cualquiera de U de coordenada z; tendremos

—escp/w+/h dz—|—/ —dz) —emp/ exp/h dzexp/ dz))

siendo {(z) holomorfa distinta de cero por tanto f es meromorfa y div(f) =D O

EJEMPLO. Supongamos el toro T definido por el grupo de translaciones generado

porz—z+1,z— z+7 (Im(r) >0 ) actuando en el plano C.

Dada cualquier carta z + (n; +m;7) la forma dz constituye una base de QY (T) y

escogiendo py = 0
z

/dz:z mod n; + m;T
0

Entonces dado D =) z; —)  p; siendo z; ceros p; polos (quizds repetidos) de grado

cero la condicion para que exista f tal que div(f) = D es

Zzi—z:pj =0 modn; +m;T

Propiedad bien conocida de las funciones elipticas.

14.5. La variedad de Jacobi de una superficie de Riemann compacta

m
Podemos interpretar A como el conjunto de puntos de C9 de la forma ( A B >

n

donde m,n son vectores enteros de dimension g. Por analogia con el caso del to-

ro, que estd generado por el grupo de translaciones L = {mm; 4+ n72}, llamaremos
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L(X) a este conjunto (La analogia es completa pues en un toro 71,7 han de ser

independientes sobre R como lo son las columnas de A, B)

R

= (Ql(fx))* R L((C)g() es una variedad compleja g

Tendremos entonces que Jac(X)
dimensional compacta (concretamente un grupo de Lie) que se conoce como toro
complejo g dimensional (homeorfo a (S1)29). Un dominio fundamental viene dado
por el politopo
g
{xreCl x= Z(rjAjk +s5Bji) 15,55 € R,0 < rj, 55 < 1}
i=1

La aplicacion de Abel-Jacobi es claramente holomorfa cuando se considera Jac(X)

como el toro complejo g dimensional.

PROPOSICION 14.5.1. Sea X wuna superficie de Riemann compacta de genus g >
0. La aplicacion A : X — Jac(X) es inyectiva. Es decir es un incrustamiento

holomorfo de X en Jac(X).

DEMOSTRACION. Sean p,q € X tales que A(p) = A(q) por el teorema de Abel
existe f meromorfa div(f) = p — ¢ es decir p tiene un solo cero en p y un solo polo
en g por tanto tiene asociada F': X — C de grado uno es decir un homeomorfismo.

Entonces se tendria g = 0, contradiccion. O

PROPOSICION 14.5.2. Toda superficie de Riemann compacta de genus g = 1 es
isomorfa a un toro complejo. Es mds dado py € X existe un isomorfismo A : X —

Jac(X) tal que A(po) =0

DEMOSTRACION. Consideremos la aplicacion de Abel-Jacobi A(p)(w) = / w

Po
serd holomorfa entre X y Jac(X) = % que es un toro complejo por la proposicion

anterior serd inyectiva y entonces por el corolario 5.3.1 serd biholomorfa, ademés

claramente A(pg) = 0. O
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14.6. Teorema de Jacobi

DEFINICION 14.6.1. Sea X una superficie de Riemann compacta, se denomina

grupo de Picard al grupo

) _ Div(X)
PielX) = 5o

y grupo de Picard cero al subgrupo del anterior

- Divo (X)

Pic®(X) = PDiv(X)

Consideremos la aplicacion de Abel-Jacobi Ay : Divg(X) — Jac(X) como por
el teorema de Abel Ag(div(f)) = 0 tenemos que induce una aplicacion inyectiva

j: Pic®(X) — Jac(X)

Vamos a demostrar que j es suprayectiva este resultado produce una generalizacién

del teorema de Abel que se expresa

La sucesion

div Ao
M(X) — {0} —— Divg(X) —— Jac(X) ——= 0

es exacta. Por tanto Pic’(X) =~ Jac(X)

Consideremos una base wr, ...,wy de Q'(X) dados puntos p; € X y carta (Uj, 2;)

centradas en p; se tendra que w; = f;;(z;)dz; en cada U;

LEMA 14.6.1. Sea X wuna superficie de Riemann compacta de genus g, ervisten g

puntos p1, ..., py tales que la matriz fi;(p;) es no degenerada.

DEMOSTRACION. Como wy no es idénticamente nula existira p; tal que f11(p1) #

0. Consideremos ahora w; = w; — ]fciglgwl (i =2,...,9) tendremos f/,(p1) = 0 ade-

mas podemos encontrar ps tal que fi5(p2) # 0y considerar w) = wj} — ;’52 ((I;Z;wé (1=
22
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—1

3,...,9) v asi sucesivamente. La matriz en la base wy,w}, e, W serd

ail 0 0 0 0
a9 0 0 0
Qgg

TEOREMA 14.6.1. j es suprayectiva

DEMOSTRACION. Consideremos g puntos p; que cumplan el lema anterior y
cartas tales que los U; sean simplemente conexos. Podemos definir una aplicacion

¢:UL x...xUy = C9 dqry.nqy) = ([, wi, ...,f% wy) donde ; es un camino de

71

p; a q; (como w; es cerrada y U; simplemente conexo ¢ esta bien definida).

Consideremos la cadena ¢ = 1 + ... + 7, tendremos que D = Oc (considerada
como divisor) tiene grado cero y define un punto en Pic(X) parametrizado por las

coordenadas locales 21, ...,z4 en Uy X ... x Uy C X9.

Se tiene

0p;
¢(p1,.-spg) =0 ai_|pj = fij(py)

y el Jacobiano de la transformacién es distinto de cero en pi,...,p; por el lema
anterior y la imagen contendra un entorno W del origen de C9 y por tanto también
la de j . Pero como j es un homomorfismo contendra kW para todo k y j es

suprayectiva O
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