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ABSTRACT

Resumen:

Se expone el concepto de espacio Cech-completo como una generalizacién topolégica natural
de la nocién de completitud de los espacios métricos, que surge por abstraccion de propiedades
analogas de los espacios compactos y los espacios completamente metrizables. Se interpreta la
completitud como una propiedad topolégica absoluta respecto de varios tipos de espacios.

Abstract:

The idea of éech—complete space is explained as a natural topological generalization of the
notion of completeness in metric spaces, which arises by abstraction from similar properties of
compact spaces and completely metrizable spaces. Completeness is interpreted as an absolute
topological property with respect to several kinds of spaces.

Keywords: espacios Cech-completos, Cech-completitud
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CAPITULO

INTRODUCCION

Un espacio métrico es completo cuando toda sucesién de Cauchy es convergente. La comple-
titud es una propiedad esencial en el analisis matematico, al asegurar la operacion de paso al
limite!. La completitud es una propiedad métrica, y es deseable generalizarla a una nocién topolé-
gica. La completitud segiun éech, 0 éech-completitud, es una extension de la completitud métrica
a la clase de los espacios de Tychonoff. Un espacio de Tychonoff X se llama Cech-completo si es
un conjunto G5 en toda compactificacién de X. En este trabajo mostraremos que esta definicién
aparentemente artificial se puede entender como una generalizacién natural de la nocién de
completitud de los espacios métricos. Veremos que la Cech-completitud es una abstraccién de
propiedades analogas en los espacios completamente metrizables y en los espacios topolégicos
compactos. En los primeros capitulos estudiaremos estas propiedades, para llegar en el capitulo
4 al concepto de espacio Cech-completo. En el tltimo capitulo estudiaremos propiedades de los
espacios Cech-completos y veremos que conservan muchas cualidades deseables de los espacios
métricos completos y de los espacios completamente metrizables. Concluiremos que las tres
versiones de completitud consideradas, la completitud métrica, la completa metrizabilidad, y
la Cech-completitud, se pueden interpretar como la posesién de una determinada propiedad

absoluta en el seno de cierta clase de espacios.

1De hecho, los ndmeros reales se construyen nada mas que para extender el cuerpo de los niimeros racionales a
un cuerpo completo






CAPITULO

PRELIMINARES

Supondremos conocidos los conceptos y propiedades mas elementales de los espacios topolé-
gicos y de los espacios métricos que se pueden encontrar en cualquier texto basico de topologia
general. No obstante, vamos a recordar algunos conceptos y teoremas que tienen especial relevan-
cia para nuestros objetivos. Una gran parte de los resultados expuestos en este trabajo proceden
del excelente manual de Topologia General de Ryszard Engelking [En].

Comenzamos con unas aclaraciones sobre terminologia debidas a la falta de consenso sobre
algunas definiciones en la literatura topolégica. ! En general usaremos las definiciones més
restringidas. Respecto a los axiomas de separacién, para que un espacio topolégico sea regular,
completamente regular o normal exigiremos que sea T;. Concretamente, damos las siguientes

definiciones.
= Un espacio topolégico es T'1 si todos sus puntos son subconjuntos cerrados.

= Un espacio topolégico X es de Hausdorff, o T'9, si para todos x,y € X, x # y, existen abiertos

disjuntos U,V c X talesque x €U, yeV.

= Un espacio topolégico X es regular, o T's, si es T, y para cada cerrado Fc X ycadaxe€ X

tal que x ¢ F, existen abiertos disjuntos U,V c X talesque FcU yxeV.

= Un espacio topoldgico X es de Tychonoff, completamente regular, o Ty 1, sies T,y para
cada cerrado F c X y cada x € X tal que x ¢ F, existe una funcién continua f : X — [0,1] tal

que f(x)=0y f(y)=1 para todo y e F.

= Un espacio topolégico X es normal, o T4, si es T'1, y para todo par de subconjuntos cerrados

y disjuntos A,B c X existen abiertos disjuntos U,V c X talesque AcU,BcV.

1Pueden verse por ejemplo las notables diferencias en las definiciones de los mismos conceptos por Kelley [Kel y
Engelking [En], con definiciones més generales en el primer autor. Nosotros seguiremos el estilo de Engelking.

3



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Asimismo, solo consideraremos espacios compactos de Hausdorff. Es decir, definimos un
espacio compacto como un espacio topolégico de Hausdorff en el que todo cubrimiento abierto
tiene un subcubrimiento finito. También exigiremos ser Hausdorff a los espacios localmente
compactos.

Por entorno de un punto x € X entendemos siempre un entorno abierto, a menos que indique-
mos otra cosa, es decir, un abierto U c X tal que x € X.

Llamaremos restriccion de una aplicaciéon f : X — Y a toda aplicacion g: A — B,con Ac X,
B cY, que tiene los mismos valores que f en A. Entonces también diremos que f es una extensién
de g. Frecuentemente denotaremos con la misma letra una aplicacién y una restriccion suya,
si no hay riesgo de confusion. Asi, por ejemplo, una aplicaciéon f : X — Y tiene restricciones
fiA-fA)Yf:f'B)—B,paraAcXyBcY.

Un encaje topolégico es una aplicacién continua entre espacios topolégicos f : X — Y que
establece un homeomorfismo entre X y f(X).

Si {X;}ie7 es una familia de espacios topolégicos, el producto cartesiano [[;c; X; es el pro-
ducto cartesiano conjuntista con la topologia inducida por todas las proyecciones canénicas
pi:Ilie1 Xi — Xi. La nocién dual es la suma directa, que se denota @;<; X;, y es el conjunto unién
disjunta de todos los X;, con la topologia inducida por todas las inclusiones X; — @;c; X;. Es
decir, U c @;; X; es abierto si y solo si U NX; es abierto en X; para todo i € I.

Los dos teoremas siguientes se consideran los mas importantes de la topologia general.

Teorema 1.1 (lema de Urysohn). Para todo par de subconjuntos cerrados y disjuntos A, B de un
espacio normal X, existe una funcion continua f : X —[0,1]1tal que f(x)=0six€e Ay f(x)=1si
x€B.

Teorema 1.2 (de Tychonoff). El producto cartesiano de espacios compactos es compacto.

Sus pruebas se pueden consultar en cualquier manual de topologia general. Hay muchas
pruebas del teorema de Tychonoff, pero todas ellas hacen uso de un modo u otro del axioma de
eleccion. Kelley ha demostrado que el teorema de Tychonoff es equivalente al axioma de eleccién
(véase [Ke] ). En muchas pruebas del teorema de Tychonoff no se exige que los compactos sean de
Hausdorff, pero el teorema 1.19 que aparece mas adelante asegura que el teorema de Tychonoff
también es verdadero cuando si se exige.

A continuacion recordamos algunos resultados que tienen pruebas sencillas, pero que nos

seran de gran utilidad.

Teorema 1.3 (Transitividad de la densidad). Si X es un espacio topolégico, A c Bc X, A es denso

en By B es denso en X, entonces A es denso en X.

Demostracién. Las condiciones dadas son B =X y AnB = B. De la tltima igualdad se deduce
BcA,luego X =Bc A cX. Por tanto, A = X. O



Teorema 1.4. Si A es un subespacio denso de un espacio topoldgico X, entonces para cada abierto
UcX setiene U =UnA.

Demostracién. Obviamente U NA < U. Veamos la inclusién en el otro sentido. Sea x € U. Para
cada entorno W de x se tiene que UNW # @. Por la densidad de A, UnWn A # @, luego
xeUnNA. O

Teorema 1.5. Los axiomas de separacion T1, T, T3y T51 son hereditarios, es decir, si un espacio
2

topologico cumple uno de ellos, también lo cumplen todos sus subespacios.

Demostraciéon. Sea X un espacio topolégicoy A < X. Si X es T'1, sus puntos son cerrados en X,
luego todos los puntos de A son cerrados en A, por lo que A es T1.

Supongamos que X es de Hausdorff, y sean x,y € A tales que x # y. Existen abiertos disjuntos
U,VenX talesquexc U, y€ V. Entonces UNA y VNA son abiertos disjuntos de A que contienen
axyay.Portanto, A es de Hausdorff.

Sea F N A un cerrado cualquiera de A, siendo F un cerrado de X,yseaxe€ A talquex¢ FNA.
Por tanto, x ¢ F. Supongamos que X es regular, luego existen abiertos disjuntos U,V en X tales
que x e U, F c V. Entonces UNnA y VNA son abiertos disjuntos de A que contienen a x y a
FnA,luego, A es regular. Supongamos que X es de Tychonoff, luego existe una funcién continua
f:X —[0,1] que separa F' de x. Entonces, la restriccién f : A — [0,1] separa F'n A de x, por tanto
A es de Tychonoff. O

Teorema 1.6. Si K es compacto, Y es un espacio de Hausdorff, y f : K — Y es continua y

suprayectiva, entonces Y es compacto.

Demostracion. Basta observar que {U;};c7 es un cubrimiento abierto de Y si y solo si {f LU Ver

es un cubrimiento abierto de K. O
Teorema 1.7. Todo subespacio cerrado de un espacio compacto es compacto.

Demostracion. Sea K compacto y F < K cerrado. F' es de Hausdorff por 1.5. Sea {U,;};c; un
cubrimiento de F' por abiertos de K. Entonces {U;};c; U{K — F} es un cubrimiento abierto de K,

luego tiene un subcubrimiento finito {U; ..., K -F}. Entonces {U;,,...,U;,} es un cubrimiento

in>

de F. O

Teorema 1.8. En un espacio de Hausdorff X para cada par de subconjuntos compactos y disjuntos
A,B c X existen abiertos disjuntos U,V c X talesque AcU yBcV.

Demostracion. Sea y € B. Para cada x € A existen abiertos U,,V, tales que x e Uy, ye V, y
U,NV,=¢. Lafamilia {U,}sea cubre A, luego existen x1,...,x, € A talesque AcU, = Z:l Uy,.
Sea Vy =,_, Vy,. Claramente ye V, yUynV, = @.

Abhora, la familia {V,},ep cubre B, luego existen y1,...,y, € B talesque BcV = UZLI Vy,- Sea
U=N,.,Uy,. Claramente AcU yUnV =g. O



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Corolario 1.9. Todo subespacio compacto de un espacio de Hausdorff es cerrado. O
Corolario 1.10. Todo espacio compacto es normal.
Demostracion. Es consecuencia de 1.7 y 1.8. O
Teorema 1.11. Para un espacio topolégico X las condiciones siguientes son equivalentes

(i) X es de Hausdorff.

(it) Cada subconjunto compacto K c X es la interseccion de las clausuras de todos los abiertos

que contienen a K.
(iii) Cada punto de X es la interseccién de las clausuras de todos sus entornos.

Demostracion. Supongamos que X es de Hausdorff y K < X es compacto. Para cada y € X tal
que y ¢ K, existen por el teorema anterior abiertos U, V talesque Kc U, yeV yUnV =g.
Entonces U c X -V, luego y ¢ U, por tanto la interseccién de las clausuras de todos los abiertos
que contienen K no contiene mas puntos que los pertenecientes a K. Esto demuestra (i) = (i1).
La implicacion (ii) = (iii) es trivial, vamos a ver que (iii) = (i). Si cada x € X es la interseccién
de las clausuras de sus entornos, entonces para y € X, x # y existe un entorno U de x tal que

yé U, luego U y X —U son entornos disjuntos de x e y. O
Teorema 1.12. Para todo espacio topologico X se tiene

XesTys=>Xes T3% >XesTg=>XesTog>Xes T1.

Demostracion. La primera implicacion es consecuencia del lema de Urysohn. Si un espacio
topolégico X es completamente regular, dados un cerrado F de X, un punto x € X, x ¢ F, y
una funcién continua f : X — [0,1] tal que f(x) =0y f(y) =1 para y € F, entonces f ([0, %)) y
f _1((%, 1]) son abiertos disjuntos que contienen a x y a F respectivamente, luego X es regular.

T's = T9 por definicién, y T9 = T'1 por el teorema 1.11. O

Teorema 1.13. Si X es un espacio topolégico, Y es un espacio de Hausdorff, y f,g son dos

aplicaciones continuas de X a 'Y, entonces el conjunto {x € X : f(x) = g(x)} es un cerrado de X.

Demostracion. Sea A ={x € X : f(x) # g(x)}. Probaremos que A es abierto. Sea x € A. Existen
abiertos U1,Us de Y tales que f(x) € Uy, g(x) € Us y Uy nUs = @. Entonces, el conjunto f~1(U;)n

g~ 1(U3) es un entorno de x contenido en A. O

Corolario 1.14. Si X es un espacio topologico, Y es un espacio de Hausdorff, y f,g son dos

aplicaciones continuas de X a Y que coinciden sobre un subconjunto denso de X, entonces
f=s O



Teorema 1.15. Sea X un espacio topoldgico, {Y;};c; una familia de espacios topolégicos, y {fi}ier
una familia de aplicaciones continuas, donde f; : X — Y;. Si existe un i € I tal que f; es un
encaje topoldgico, entonces la aplicacion [ : X — [1;e1 Y; definida por f(x) = {fi(x)};c1 es un encaje

topoldgico.

Demostracion. No perdemos generalidad al suponer I ={1,2}. Sean, pues, dos aplicaciones con-
tinuas f1: X — Yy, fo: X — Yo, siendo f1 un encaje, y consideremos la aplicacién continua
[ : X — Y1 xYy dada por f(x) = (f1(x), f2(x)). f es inyectiva por serlo f;. Para que f sea un
encaje, queda por ver que la restriccion f : X — f(X) es abierta. Sea U < X abierto. Tenemos
que f(U)=(f1(U) xY2) N f(X). Puesto que f1(U) x Yy es abierto en f1(X) x Yo, f(U) es abierto en
f(X)c f1(X) xYa. O

Teorema 1.16. Sea f : X — Y una aplicacion continua entre espacios topolégicos. El grafo
G(f)={(x,y) e X xY : y = f(x)} es un subespacio de X xY homeomorfo a X. Si ademds Y es de
Hausdorff, G(f) es un subespacio cerrado de X xY.

Demostracion. Sea F : X — X xY la aplicacién que asigna x — (x, f(x)). Por el teorema 1.15, F
es un encaje, luego X es homeomorfo a F(X) = G(f). Supongamos que Y es de Hausdorff. Sean
px ¥ py las proyecciones canénicas de X x Y sobre X y sobre Y, respectivamente. G(f) es el

subconjunto de X x Y donde coinciden las aplicaciones fopx y py. Por 1.13, G(f) es cerrado. [

Corolario 1.17. Si X, Y son espacios topoldgicos, para cada yo €Y, X es homeomorfo al subes-
pacio Xy, < X xY definido por X, ={(x,y) € X xY :y=yo}. Si ademds Y es de Hausdorff, X, es

un subespacio cerrado de X xY.

Demostracion. X, es el grafo de la aplicacién constante f : X — Y dada por f(x) = yo para todo

xeX. O

Corolario 1.18. Si X es un espacio topolégico, y ] X es un producto arbitrario de espacios
iel

idénticos a X, entonces la diagonal A ={{x;}jer € [1 X : x; =x; para todos i,j € I} es un subespacio

iel
de [] X homeomorfo a X. Si, ademds, X es de Hausdorff, A es un cerrado de [] X.

iel iel
Demostracion. Fijandoun j €I, A es el grafo de 1a aplicacién continua f: X — ][] X que asigna
ieli#j
a cada x € X el punto que tiene todas sus coordenadas iguales a x. O
Teorema 1.19. El producto cartesiano [|;c; X; es de Hausdorff si y solo si todos los espacios X;
son de Hausdorff.

Demostracion. La necesidad es consecuencia del corolario 1.17 y el teorema 1.5. Supongamos que
todos los espacios X; son de Hausdorff, y sean x = {x;},y = {y;} € [1;e1 X tales que x # y. Existe i € I
tal que x; # y;. Sean U y V entornos de x; e ¥; en X; talesque UNV =@. Sea p; : [[;,e1 X; — X; la

proyeccién candnica sobre X;. Entonces, pi_l(U) y pl._l(V) son entornos disjuntos de x e y. O






CAPITULO

COMPACTIFICACIONES

En los espacios métricos la completitud esta muy relacionado con la compacidad. Empezare-
mos estudiando algunas propiedades de la compactificacién de espacios topolégicos, que, como
veremos, se trata de un proceso analogo al de la complecion de los espacios métricos. Esta analo-
gia sera fundamental para el objetivo del presente trabajo, que es llegar a una generalizacién

topolédgica de la completitud métrica.

2.1. Compactificaciones de espacios de Tychonoff

Estaremos interesados en encajar espacios topolégicos en compactos. Nuestro primer teorema
asegura que todo espacio de Tychonoff se puede encajar en un compacto.

Se llama cubo de Tychonoff a un espacio topolégico de la forma I 4= [lgea Iq, donde A es
cualquier conjunto de indices, e I, = I =[0,1] c R para todo a € A. Todo cubo de Tychonoff es

compacto por el teorema de Tychonoff.

Teorema 2.1. Todo espacio de Tychonoff se puede encajar en el cubo de Tychonoff I#, siendo A el

conjunto de todas las funciones continuas de X a I =10,1].

Demostracién. Sea X un espacio de Tychonoff, I =[0,1]cR y A el conjunto de todas las funciones
continuas de X a I. Vamos a ver que la aplicacién & : X — I4 definida por h(x)(a) = a(x) para
cadax€ X y cada a € A es un encaje de X en 4.

h es continua ya que pqoh = a para cada una de las proyecciones canénicas pq : I[4 — I,.
Sean x,y € X con x # y. Por ser X de Tychonoff, existe a € A tal que A(x)(a) =alx)=1#0=a(y) =
h(y)a), luego h(x) # h(y), y h es inyectiva. Por dltimo, veamos que A : X — h(X) es abierta. Sea
U un abierto de X,y x€ U. Sea a € A tal que que a(x) =0y a vale 1 en el cerrado X —U. Sea
V = h(X) mp;l([O, 1)). Entonces V es un entorno abierto de A(x) contenido en A(U). En efecto,
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CAPITULO 2. COMPACTIFICACIONES

para cada y € V, existe z € X tal que h(z) = y, entonces a(z) = py(h(2)) = pa(y) # 1, por tanto
ze U, luego y e h(U). O

Dada una clase ¥ de espacios topolégicos, y una propiedad & de subconjuntos de espacios
topolégicos (por ejemplo, ser abierto o ser cerrado), decimos que X € ¥ tiene absolutamente la
propiedad &, o que X es un subespacio absoluto con la propiedad 22, si para todo Y € € y todo
encaje X — Y, X tiene la propiedad 22 en Y. Esta definicion y el teorema anterior nos da la

siguiente caracterizacién de los espacios compactos.
Corolario 2.2. Un espacio de Tychonoff es compacto si y solo si es un cerrado absoluto.

Demostracion. Si X es compacto, es cerrado como subconjunto de cualquier espacio de Tychonoff
por el corolario 1.9. Supongamos que X es un espacio de Tychonoff que es un cerrado absoluto
en los espacios de Tychonoff. En particular, X es cerrado en algiin compacto en el que se puede

encajar, luego X es compacto por 1.7. O

Una compactificacién de un espacio topolégico X es un espacio compacto Y junto con un
encaje c: X — Y tal que ¢(X) es denso en Y. Se suele denotar Y como cX, y decir simplemente
que el espacio cX es una compactificacion de X. Asi, cX es una notacién abreviada para decir
que hay una aplicacion continua c : X — ¢X tal que ¢ : X — ¢(X) es un homeomorfismo, y ¢(X) es
denso en cX. A veces identificaremos X con ¢(X), suponiendo que X es un subespacio de cX y
que c es la inyeccion natural.

Si X es compacto, c(X) es cerrado en cX, luego ¢X = c¢(X) = ¢(X) y, por tanto, ¢ es un
homeomorfismo. Es decir, un espacio compacto tiene una tnica compactificaciéon, el mismo

espacio.

Ejemplo 2.3. El intervalo [0,1] y la circunferencia S 1 son compactificaciones del intervalo (0, 1),

y por tanto de R. En general, la esfera S™ y el cubo [0,1]" son compactificaciones de R".

Ejemplo 2.4. Sea X un espacio de Banach, es decir, un espacio vectorial normado completo.
Recordemos que el espacio dual X* es el espacio de funcionales continuos T : X — K (K es el
cuerpo base, R o C) con la norma definida por ||T'|| = sup,<1 |T(x)], que X* es completo y que hay
una isometria canénica de X en su doble dual X — X** dada por x(T)=T(x) paraxe X, Te X*.
La topologia débil en X es la minima topologia que hace que todos los funcionales de X* sean
continuos. La topologia débil-* en X* es la minima topologia que hace que todos los elementos
X < X** sean funcionales continuos sobre X * (sobre estos conceptos basicos del analisis funcional
puede consultarse [VA]). Denotemos Bx a la bola unitaria cerrada de un espacio de Banach X, es
decir, Bx = {x € X :||x|| = 1}. Nétese que Bx c Bx+- mediante la identificacién canénica de X con
un subespacio de X ** Los siguientes son dos teoremas clésicos del analisis funcional.

Teorema de Goldstine. Para todo espacio de Banach X, Bx es densa en Bx+~ con la topologia
débil-*.
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2.1. COMPACTIFICACIONES DE ESPACIOS DE TYCHONOFF

Teorema de Alaoglu Para todo espacio de Banach X, Bx+ es un espacio compacto con la
topologia débil-*.

La restriccion de la topologia débil-* de X** sobre X coincide con la topologia débil sobre X.
En consecuencia, el espacio Bx++ con la topologia débil-* es una compactificacién del espacio Bx

con la topologia débil.

Teorema 2.5. Un espacio topolégico X tiene una compactificacion si y sélo si X es un espacio de
Tychonoff.

Demostracién. Si un espacio topolégico X tiene un encaje ¢ : X — K en un espacio compacto K,
¢(X), y por tanto X, es de Tychonoff por los teoremas 1.10, 1.12 y 1.5. Si X es un espacio de
Tychonoff, por el teorema 2.1, existe un encaje ¢ : X — K, donde K es un espacio compacto. c(X)

es denso en el compacto ¢(X) c K, luego ¢X = ¢(X) es una compactificaciéon de X. O

Obsérvese que, en general, si existe un encaje ¢ : X — K de un espacio en un compacto,
¢X = ¢(X) es una compactificacién de X.

Se dice que dos compactificaciones c1X y coX del espacio X son equivalentes si existe un ho-
meomorfismo f :c1X — c2X tal que foci = cg. Es claro que la equivalencia de compactificaciones
es una relacién de equivalencia.

Mas en general, dadas dos compactificaciones ¢1X y coX de un espacio X, se dice que coX es
menor o igual que c1X, y se escribe coX < ¢1X, si existe una aplicacion continua f :¢c1X — c9X

tal que f oc1 = co. El siguiente teorema justifica esta terminologia.
Teorema 2.6. Sea X un espacio de Tychonoff. Se tiene:

(i) Si coX < ¢1X para dos compactificaciones c1X, coX de X, entonces la aplicacion f :¢c1X —

coX tal que f ocy1 = cgo es suprayectiva.

(it) La relacién < entre clases de equivalencia de compactificaciones de X es una relacién de

orden.

Demostracién. Siuna aplicacion continua f :c1X — coX verifica f oc; = cg, tenemos que f(c1X)
es compacto, luego cerrado en c9X, y contiene a f(c1(X)) = c2(X), luego contiene a m =c9X.
Esto demuestra el primer punto.

Con respecto al segundo punto, las propiedades reflexiva y transitiva son obvias. Vamos
a ver que la relacién < es antisimétrica. Supongamos que c1X < c9X y co2X < c1X, y sean
f1:c1X = coX, fo:coX — c1X tales que fioci =cgy faocg =c1. Entonces foofiocq = feocg =cq,
por tanto f5 o f1 coincide con la identidad en el subconjunto denso ¢1(X) < c1X, y por el corolario
1.14, coinciden en todo ¢1X. Mediante un razonamiento analogo, f1 o f2 es la identidad en c9X.

Por tanto, f1 y f2 son homeomorfismos y las compactificaciones ¢1X y c2X son equivalentes. [

En el siguiente lema denotamos como |X| el cardinal de un conjunto X, y como Z(X) el

conjunto de las partes de X.
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Lema 2.7. Si X es un subespacio denso de un espacio de Hausdorff'Y, entonces |Y | < |22(22(X))|.

Demostracion. Paracadaye€Y,sea %, lafamilia de todos los entornos de y. Por los teoremas 1.11
y 1.4, tenemos que {y} = ﬂUE%U =vew, X NU. Por tanto cada punto de Y se puede expresar

como la interseccion de un conjunto de subconjuntos de X, de donde |Y| < |22(Z(X))|. O

Teorema 2.8. Para cada espacio de Tychonoff X existe un cubo de Tychonoff en el que se pueden

encajar todas las compactificaciones de X.

Demostracién. Por el teorema 2.1, cada compactificacién ¢X de X se puede encajar en I4c,
siendo I =[0,1] y A, el conjunto de las funciones continuas de ¢X a I. Por el lema anterior, |cX]|
esta acotado, luego |A.| esta acotado. Escogiendo un conjunto A tal que |A| = |A.| para toda
compactificacién ¢X de X, tenemos un encaje cX — I c I para todas las compactificaciones
de X. O

Corolario 2.9. La familia de clases de equivalencia de compactificaciones de un espacio de

Tychonoff es un conjunto bien definido.! O

Lo expuesto hasta el momento nos permite identificar las compactificaciones equivalentes
y considerar el conjunto de todas las compactificaciones de un espacio de Tychonoff. En este

conjunto tenemos definida una relacién de orden.

Teorema 2.10. En el conjunto de compactificaciones de un espacio de Tychonoff existe una

compactificacion mdxima.

Demostracion. Sea {c;X};ej el conjunto de compactificaciones de un espacio de Tychonoff X. El
producto []jc.sc;X es compacto por el teorema de Tychonoff. La aplicacién f:X — [[jcsc;X dada
por B(x) = {cj(x)};es es un encaje por el teorema 1.15. Entonces X = B(X) es una compactifi-
cacién de X. Para cada j€ J, pjof =cj, siendo p; la proyeccion canénica p; : []jesc; X — c; X.

Considerando la restriccion de p; a X, tenemos que c;X < X. O

Se llama compactificacién de Stone-Cech de un espacio de Tychonoff X, y se la denota por
pBX, ala mayor de todas las compactificaciones de X. La compactificacion de Stone-Cech tiene la

siguiente propiedad universal.
Teorema 2.11. Sea X un espacio de Tychonoffy K un espacio compacto. Se tiene:
(i) Toda aplicacion continua f : X — K tiene una extension continua tnica F : X — K.

(ii) Si para una compactificacion aX de X toda aplicacion continua f : X — K tiene una extension

continua F : aX — Y, entonces aX es equivalente a fX.

LEn cambio, la familia de todos los compactos en los que se puede encajar un espacio X no es un conjunto. Si lo
fuera, su producto seria un compacto y tendria un cardinal, pero el teorema de Tychonoff nos permite encajar X en
compactos de cardinal arbitrariamente grande (paradoja de Cantor).

12



2.1. COMPACTIFICACIONES DE ESPACIOS DE TYCHONOFF

Demostracion. Por el teorema 1.15, la aplicacién ¢ : X — BX x K definida por c(x) = (B(x), f(x))
es un encaje, asi que cX = ¢(X) es una compactificacion de X. Como X es maxima, existe
una aplicacion continua g : X — c¢X tal que go S =c. Sea p : ¢cX — K la restricciéon a cX de la
proyeccién canénica fX xK — K,y seaF =pog: X — K. Tenemos Fof=pogof=poc=Ff,
luego F es una extension de f. La unicidad de F se deriva del teorema 1.13.

Para el segundo punto, si X es una compactificacion con la propiedad mencionada, entonces
la aplicacién f: X — BX tiene una extensién continua B : aX — X, es decir, =Boa y fX < aX.

Por la maximalidad de X, aX y X son equivalentes. O

Corolario 2.12. Sean X,Y espacios de Tychonoff, y sea aY una compactificacion de Y. Toda

aplicacion continua [ : X —Y tiene una extension continua tnica F : X — aY. O

Demostracién. Basta aplicar el teorema anterior a la aplicacién compuesta aof : X — aY. La

unicidad es consecuencia del teorema 1.13. O

Se llama residuo de una compactificacion cX del espacio X al subespacio ¢X — ¢(X), es decir,
al conjunto de puntos en el que cX difiere de ¢(X). Una importante propiedad de los residuos
respecto de la relacion de orden entre compactificaciones de un espacio X es que los residuos se

transforman en residuos. Para demostrarlo usaremos el siguiente lema.

Lema 2.13. Sean X un espacio de Hausdorff, Y un espacio topolégico, A un subconjunto denso de
X,y f:X =Y una aplicacion continua tal que su restriccion [ : A — f(A) es un homeomorfismo.
Entonces, f(A)Nf(X-A)=¢.

Demostracion. Supongamos que f(A)Nf(X -A)#@.Seanxe X — A, ye A, tales que f(x) = f(y).
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que X =Au{x}y f(A)=Y. Sean U y V entornos
abiertos disjuntos de x e y, respectivamente, en X. El conjunto A —V es un cerrado de A, que es
homeomorfo con Y = f(A), luego f(A —V) es un cerrado de Y. Por tanto, f "1 f(A-V)=A -V es
un cerrado en X. Entonces, X —(A — V)=V u{x} es abierto, luego (V u{x})nU = {x} es abierto, con

lo que x ¢ A = X: contradiccion. O

Teorema 2.14. Sean c1X, ceX compactificaciones de un espacio X, y una aplicacion continua
[ :c1X — coX que satisface f ocy = co. Entonces, f(c1(X))=co(X), y f(c1X —c1(X)) = coX — co(X).

Demostracion. Puesto que focq = cg, f(c1(X)) =co(X). Ademas, co(X) =cgo cIl(cl(X)), luego la
restriccion f : ¢1(X) — co(X) coincide con cg o cIl, por tanto es un homeomorfismo. Aplicando el
lema anterior, f(c1X —c1(X)) c cgX — co(X), y esta inclusién tiene que ser una igualdad puesto

que f es suprayectivo. O

La compactificacién de Stone-Cech fue definida en 1937 independientemente por Cech en [Ce]
y M. H Stone en [St], usando métodos completamente diferentes. En general, hay muchas formas

de construir fX. En el citado trabajo de Cech, X (la § como notacién es suya) es la clausura
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de la imagen del encaje que hemos usado en la prueba del teorema 2.1. En el ejemplo siguiente
vamos a comprobar que esta compactificacién es la compactificacién de Stone-Cech, mostrando

que verifica la propiedad universal del teorema 2.11.

Ejemplo 2.15 (Construccion original de fX). Sea f : X — Y una aplicacién continua entre
espacios de Tychonoff. En la prueba del teorema 2.1 se mostré que habia encajes h: X — 4 y
j:Y —IB siendo I =[0,1], y A, B los conjuntos de las funciones continuas de X aI yde Y a
I. Consideremos las compactificaciones ¢X = A(X) y ¢Y = j(Y). Vamos a ver que f extiende a
una aplicacién continua F, : ¢cX — ¢Y . En primer lugar, extendemos f a F : I* — I8 definiendo
F(g)a)=q(aof), para cada g € I4 y cada a € B. F es continua, ya que para cada a, pgoF = Paof-
Nos queda comprobar que jof = Foh. Para cada x € X y cada « € B tenemos: (jo f)(x)(a) =
J(f @) a) = a(f(x)) = (ao f)(x), y por otro lado (F o ) (x)(a) = F(h(x))(a) = h(x)(ao f) = (ao f)(x).
Asi pues, F(h(X)) c j(Y). Por la continuidad de F, F(cX)=F(h(X))cF(h(X))cj(Y)=cY.En

consecuencia, F' restringe a una aplicacion F.:cX — cY tal que jof =F oh.

Supongamos ahora que Y es compacto. Entonces, j:Y — ¢Y es un homeomorfismo, y la
aplicacion }? =j loF.:cX —Y es una extensién continua de f. En efecto, ]? oh=j1loF,oh=

jYojof =f.Porel teorema 2.11, cX es equivalente a la compactificacién de Stone-Cech de X.

2.2. Compactificaciones de espacios localmente compactos

Recordemos que un espacio topolégico de Hausdorff X es localmente compacto cuando todo
punto x tienen un entorno compacto, es decir, existen un abierto U y un subespacio compacto
K tales que x € U ¢ K < X. Més tarde veremos que los espacios Cech-completos generalizan a
la vez a los espacios métricos completos y a los espacios topolégicos localmente compactos. En
esta secciéon vamos a mostrar algunas propiedades de los espacios localmente compactos y de sus

compactificaciones.
Teorema 2.16. Todo espacio localmente compacto es un espacio de Tychonoff?

Demostracion. Sea X un espacio localmente compacto, x € X, y F un cerrado de X tal que
x ¢ F. Existen un entorno U de x y un subconjunto compacto K de X tales que U c K. Sea
Fo=(K-U)U(K nF). Tenemos que Fy es cerrado en X, x ¢ Fo y Fo < K, luego Fy también es
cerrado en K. Como K es completamente regular, existe una funcién continua f; : K — [0,1] tal

que f1(x) =0y f1(y) =1 para y € Fy. Definimos una funcién f : X — [0, 1] del siguiente modo:

f(x):{ fi(x) | sixeK
1 sixeX-U

El dominio de f es X yaque KU(X —-U)=X. Puestoque KN(X-U)=K-U cFy, f esta bien

definida. Por ultimo, f es continua, ya que, si C c [0, 1] es cerrado, entonces f~1(C) = f1 L) si

2Para este teorema y los que le siguen es necesaria la condicién de ser un espacio de Hausdorff.
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1¢C,obien f71(C)= fl‘l(C)U(X—U) si 1€ C. En ambos casos, f~1(C) es un cerrado de X, puesto
que fl_l(C) es cerrado en K y K es cerrado en X. O

El siguiente teorema da definiciones alternativas de un espacio localmente compacto.
Teorema 2.17. Para un espacio de Hausdorff X las condiciones siguientes son equivalentes.
(i) X es localmente compacto.
(ii) Cada x € X tiene un entorno U tal que U es compacto.

(iii) Para cada x € X y cada entorno V de x existe un entorno U de x tal que U cV y U es

compacto.

Demostracion. Para la implicacion (iii) = (ii) basta tomar V = X. (ii) = (i) es trivial. Para
demostrar (i) = (iii), supongamos que V es un entorno de un punto x € X. Existen un entorno W
de x y un compacto K tales que W < K c X. Por el teorema 2.16, X es regular, luego existe un
entorno U de x tal que U cVNW c V. Como U cW c K, U es compacto. O

Los resultados siguientes establecen los subconjuntos que heredan la propiedad de ser

localmente compactos.

Teorema 2.18. Todo subconjunto abierto o cerrado de un espacio localmente compacto es local-

mente compacto.

Demostracion. Sea X un espacio localmente compacto. Supongamos que F' < X es cerrado. Sea
x € F. Existen un entorno U de x y un compacto K tales que U c K ¢ X. Entonces UNF es un
entorno de x en F contenido en K NF, que es un subconjunto compacto de F'.

Supongamos ahora que V < X es abierto, y sea x € V. Por el teorema 2.17, existe U abierto en

X talquexeU c UcV y U es compacto. Por tanto, V es localmente compacto. O

Teorema 2.19. Todo subconjunto localmente compacto de un espacio de Hausdorff X es la

interseccién de un abierto en X y un cerrado en X.

Demostracion. Sea X de Hausdorff y M < X localmente compacto. Es suficiente mostrar que
M=MnV para algin abierto V de X, o, lo que es lo mismo, que M es abierto en M. Podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que M = X y probar que M es un abierto de X.

Sea x € M. Existe un abierto U en M tal que x € U y su clausura en M, U N M, es un compacto,
y por tanto un cerrado en X. Puesto que U c U N M, tenemos U c U N M < M. Sea W un abierto
de X tal que U = Wn M. Por el teorema 1.4 tenemos

xeWcW=WnM=UcM.

Por lo tanto, M es un abierto de X. O
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Teorema 2.20. Sea M un subespacio de un espacio localmente compacto X. M es localmente
compacto si y solo si se puede representar en la forma M = F NG, siendo F un cerrado de X y G

un abierto de X.

Demostracién. La condicién dada es necesaria por el teorema 2.19. Reciprocamente, si F' es un
cerrado de X y G es un abierto de X, por el teorema 2.18, F' es localmente compacto, y F NG,

siendo un abierto de F', también es localmente compacto. O

Asi como los compactos son cerrados absolutos, los espacios localmente compactos también se

pueden caracterizar por una propiedad absoluta en el seno de los espacios de Tychonoff.

Teorema 2.21. Un espacio de Tychonoff es localmente compacto si y solo si es absolutamente la

interseccion de un abierto y un cerrado.

Demostracion. Si X es localmente compacto, por el teorema 2.19 es la interseccién de un abierto
y un cerrado en cualquier espacio de Tychonoff.
Si X es un espacio de Tychonoff que es absolutamente la interseccién de un abierto y un

cerrado, en particular lo es en algin compacto K > X. Por 2.20, X es localmente compacto. [

El siguiente teorema da otra caracterizacion de los espacios localmente compactos, por relacién

a sus compactificaciones.
Teorema 2.22. Para cada espacio de Tychonoff X son equivalentes las condiciones siguientes:
(i) X es localmente compacto.
(ii) Para toda compactificacién cX de X, c(X) es abierto en cX.
(iit) B(X) es abierto en BX.
(iv) Existe una compactificacién cX de X tal que c(X) es abierto en cX.
(v) Existe un encaje [ : X — K, siendo K compacto, tal que (X) es abierto en K.

Demostracion. Si X es localmente compacto, por el teorema 2.19, ¢(X) = F NG, siendo F cerrado
en cX y G abierto en cX. Tenemos que cX =c¢(X)c F, luego F = cX y c¢(X) = G. Asi queda
probado (i) = (ii). Las implicaciones (ii) = (iii), (iii) = (iv) y (iv) = (v) son triviales. (v) = (i) se

sigue del teorema 2.18. O

Si X es un espacio localmente compacto, en el conjunto de compactificaciones de X hay
una compactificacion minima. Si X es compacto, esto es evidente, puesto que solo hay una

compactificacion. El siguiente teorema lo prueba en el resto de casos.

Teorema 2.23 (de la compactificacién de Alexandroff). Todo espacio X no compacto y localmente
compacto tiene una compactificacion wX con residuo de un punto. wX es la menor de todas las

compactificaciones de X.
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Demostracion. Sea () un punto no perteneciente a X, y sea wX el conjunto X U {Q}. Definimos co-
mo abiertos de wX todos los abiertos de X y los complementarios en wX de todos los subconjuntos
compactos de X. Es facil comprobar que esta coleccion es una topologia en wX y que la topologia
de X coincide con su topologia relativa como subconjunto de wX. Como X no es compacto, todos
los entornos de Q cortan a X, luego X es denso en wX. Por la compacidad local de X, para cada
x € X existen un abierto U y un compacto K tales que x € U c K c X, por tanto x esta separado
de Q por los entornos disjuntos U y wX — K. En consecuencia, X es de Hausdorff. Para ver que
wX es compacto, consideremos un cubrimiento abierto % de wX. Existe U € % que contiene a Q.
El complementario de U es un compacto, luego tiene un subcubrimiento finito en %, que junto
con U forma un subcubrimiento finito de wX. En definitiva, wX es una compactificacion de X,
siendo w : X — wX la inyeccién natural.

Para demostrar que wX es una compactificacién minima, sea ¢X cualquier otra compactifi-
cacién de X. Identificamos ¢(X) con X, y consideremos la aplicacion f : cX — wX que coincide
con la identidad sobre X y transforma el residuo ¢X — X en Q. Obviamente, f oc = w, por lo que
basta con ver que f es continua. Dado un abierto U de wX, si U c X, f "X (U) =U es abierto en X,
y por el teorema 2.22 es abierto en cX. En otro caso, Q € U con X —U = K compacto, entonces
FfYU)=fYwX -K)=cX —K es un abierto en cX. O

A la compactificacion wX se la llama compactificacién de Alexandroff, compactificacion de un

punto o compactificacién minima.

Ejemplo 2.24. La esfera de Riemann C se construye afiadiendo al plano complejo C el punto
del infinito, y, como entornos suyos, los abiertos de C con complementario acotado. C es la

compactificacién de Alexandroff de C.
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CAPITULO

COMPLETITUD METRICA

3.1. Espacios métricos completos

Estudiaremos algunas propiedades de los espacios métricos completos que nos seran ttiles
para generalizar la completitud a espacios topolégicos. En este sentido, seran de especial interés
las relaciones de la completitud con la compacidad.

Si en un conjunto X tenemos definida una métrica d : X x X — R, denotaremos como (X,d)
al espacio métrico resultante, o simplemente como X si se sobreentiende d. Denotaremos como
B(x,r) ala bola abierta de centro x € X y radio r > 0.

Para un subconjunto A de un espacio métrico (X,d), se define el didmetro de A como
diam(A) = sup, ye4 d(x,y). Obsérvese que diam(A) = diam(A). En efecto, para x,y € A, exis-
ten x1,y1 € A cuya distancia respectiva a x e y es arbitrariamente pequefia. Puesto que d(x,y) <
d(x,x1)+d(x1,y1) +d(y1,y), se deduce d(x,y) < diam(A) y diam(A) < diam(A).

Cantor probé6 en 1880 que una sucesién decreciente de intervalos cerrados de la recta real

cuya longitud tiende a cero se cortan en un punto. En general tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.1 (de la interseccién de Cantor). Un espacio métrico (X,d) es completo si y so-
lo si para toda sucesion decreciente F1 > Fy > ... de subconjuntos cerrados no vacios, tal que

lim;, . diam(Fy) =0, verifica ()., F # @. En tal caso, (7, F, tiene exactamente un punto.

Demostraciéon. Supongamos que X es completo, y sea F{ > F9 > ... una sucesién de cerrados no
vacios tal que lim,_..diam(F,) = 0. Para cada n = 1,2,..., elegimos un punto x, € F,,. Como
lim, .o diam(F;) = 0, la sucesién {x,}7” ; es de Cauchy. Sea x =1lim; .o x,. Paracadan=1,2,...,
la subsucesién {x,,};, -, estd en F, y tiende a x. Como F, es cerrado, x € F, luego x e (2 ; Fy,.
Reciprocamente, supongamos que X verifica la condicion del teorema. Sea {x,}7 ; una suce-

si6on de Cauchy en X. Para cada n =1,2,..., sea F,, la clausura del conjunto {x,,x,+1,...}. Los
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conjuntos F,, forman una sucesién decreciente de cerrados no vacios tal que lim,,_.oodiam(F,) = 0.
Por hipétesis, existe x € (72, F,. Dado € > 0, existe un n tal que diam(F,) < e¢. Entonces
{xn,%n+1,...} < F, € B(x,e€), con lo cual x =lim,,_. x,. Por tanto, X es completo.

Por ultimo, si x € (7, Fp, para y € X, y # x, existe un n tal que diam(F,) < d(x,y), luego

y € F,, asi que 72, F, solo contiene el punto x. O

Un espacio topolégico compacto se puede caracterizar porque toda familia de cerrados con la
propiedad de la interseccidon finita tiene interseccion no vacia. Podemos mejorar el teorema de

Cantor para obtener una caracterizacion analoga de los espacios métricos completos.

Teorema 3.2. Un espacio métrico (X,d) es completo si y sélo si para toda familia de subconjuntos
cerrados de X con la propiedad de la interseccion finita y tal que para cada € > 0 tiene un miembro
de didmetro menor que €, tiene interseccién no vacia. En tal caso, esa interseccion tiene exactamente

un punto.

Demostracion. La condiciéon del teorema es suficiente por el teorema de Cantor. Veamos la
necesidad. Sea {F;};c; una familia de cerrados del espacio completo X con la propiedad de la
interseccion finita y que contiene elementos de diametro arbitrariamente pequeio. Para cada
neN, sea i, €1 tal que diam(F; ) < % Sea F, =F;, n---nF; . Tenemos la sucesion F1 > Fy>...,
con diam(F,) < % Por el teorema de Cantor, (°7; F;, =72 F, = {x} para algin x € X. Tomando
un ig € I cualquiera, por el mismo razonamiento (72, F;, es un punto, y ese punto tiene que ser

x, luego x € F'; .Por tanto, N;cr F; = {x}. O
Corolario 3.3. Todo espacio métrico compacto es completo. O

Estudiaremos ahora la conservacién de la completitud en subespacios, sumas directas y

productos cartesianos.

Teorema 3.4. Si X es un espacio métrico completo y M es un subespacio cerrado de X, entonces
M es completo.

Si X es un espacio métrico y M es un subespacio completo de X, entonces M es cerrado en X.

Demostracion. Sea X completo y M un cerrado de X. Sea {x,}}_; una sucesién de Cauchy en M.
También es de Cauchy en X, luego tiene un limite x € X, y como M es cerrado, x € M.

Para la segunda parte, sea X un espacio métrico y M un subespacio completo de X. Sea x € M.
Existe una sucesion {x,};_; de puntos de M cuyo limite es x. {x,};.; es una sucesién de Cauchy

en M, luego tiene un limite en M. Ese limite es x, asi que x € M y M es cerrado. O

Se dice que una métrica d en un espacio X esta acotada por r >0 si d(x,y) < r para todos

x,yeX.
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Si {(X;,d;)}ie; una familia de espacios métricos con métricas acotadas por 1, en su suma

directa @;c; X; se puede definir la siguiente métrica.

di(x,y) six,ye X; paraalginiel
a1 d(x,y):{ i(x,y y€X; para alg

en otro caso

Es facil comprobar que d es una métrica. La topologia inducida por d coincide con la topologia de
@D;c1 Xi. En efecto, coinciden sobre cada subespacio X;, y en la topologia inducida por d cada X;

es abierto, luego U c @;<; X; es abierto si y solo si UNX; es abierto en X; para todoi €.

Teorema 3.5. Sea {(X;,d;)}icr una familia de espacios métricos con métricas acotadas por 1. La
suma directa @;c; X; con la métrica definida en 3.1 es un espacio completo si y sélo si todos los

espacios (X;,d;) son completos.

Demostraciéon. Supongamos que ;7 X; es completo. Cada X; es un subespacio cerrado de
@D;er Xi, luego es completo por el teorema 3.4. Reciprocamente, supongamos que todos los X; son

completos, y sea {x,}7? ; una sucesién de Cauchy en @;c; X; con la métrica definida en 3.1. Existe
ng € N tal que para n,m = ng, d(x,,x,) <1, luego existe un cierto i € I tal que x, € X; para

n = ng. Puesto que d coincide con d; en el subespacio X;, la sucesion {x,} es de Cauchy en

(e.0]
n=ny

(X;,d;), luego tiene un limite x € X; con la métrica d;, y por tanto con la métrica d en @;c; X;. O

Si (X1,d1),(Xe,d9),...,(X,,d,) son espacios métricos, se puede definir en el conjunto X =
X1 xXg x---x X, la métrica dada por d(x,y) =d1(x1,y1)+do(xe,y2) +---+d,(x,,yn), y es facil ver

que la topologia que induce d en X coincide con la del producto cartesiano. Este resultado se

oo
n=1’

definiendo en el producto cartesiano []}> ; X, la métrica siguiente.

puede generalizar a una familia numerable {(X,,,d,)} si las métricas d,, estan acotadas por 1,

o0

1
(3.2) d(x,y)= Zl 2_ndn(xn,yn) para x = {x,};2 1,y = {yn}y2q
n=
En esta formula, los factores 2% se introducen, junto con la acotacién de las métricas, con el
tnico fin de asegurar la convergencia de la serie. Véase [En], 4.2.2 para més detalles. Con esto

obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.6. Sea {(X,,d )}, ; una familia numerable de espacios métricos no vacios con métri-
cas acotadas por 1. El producto cartesiano [, X, con la métrica definida en 3.2 es completo si y

s6lo si todos los espacios (X,,d,) son completos.

Demostracién. Supongamos que X =[] ; X, es completo con la métrica d definida en 3.2. Por el
corolario 1.17, para cada n € N, X,, es homeomorfo a un subespacio cerrado Y, = X que se obtiene
eligiendo puntos fijos en el resto de coordenadas. Por el teorema anterior, Y,, es completo. Dados
x1,%9 € X, si los consideramos como elementos de Y, tenemos que d(x1,x2) = 220:1 %dk(xk,yk) =
2%dn(xl,am). En consecuencia, las dos métricas definen las mismas sucesiones de Cauchy y los

mismos limites, luego X, es completo.
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CAPITULO 3. COMPLETITUD METRICA

Supongamos ahora que todos los espacios (X,,d,) son completos, y sea {x,ll},{x%},... una

sucesién de Cauchy en X =][7” ; X, con la métrica d. Para cada i, j,k €N tenemos que
i iy ok v L iy ok J0iniy [ad
dplxy,y,)<2° ) 2—ndn(x2,y£) =2"d({xy,}, i),
n=1
por tanto, la sucesién xi,xz, ... es de Cauchy en X}, y tiene que converger a un punto x;. Vamos
a ver que {x,} es el limite de la sucesion {x,ll}, {x,%}, ..., lo que probara que X es completo. Dado

€ >0, existe un m € N tal que zlm < % Tenemos que

‘ 0o 1 . m . q . © 1 . m . q .
dlixi) ) = Y. —dn(eh )= Y —da@h, )+ Y, o—dah, )< Y —=dpleh,x,)+ =
n:12 n:12 n=m+1 2 n=1 2 2

La suma finita de la parte izquierda de la tltima expresion tiende a 0 cuando i tiende a oo, asi

que para i suficientemente grande es menor que 5 , con lo que d({xfl},{xn}) <E. O

3.2. Complecion de espacios métricos

Hemos visto con el teorema de Cantor la relacién de la completitud con la compacidad, y
que la completitud se hereda a los subconjuntos cerrados, igual que la compacidad. Es por ello
natural que la compactificaciéon de espacios topolégicos tenga un andlogo en los espacios métricos,
el encaje de un espacio métrico en un espacio completo como subconjunto denso. Es lo que se
llama complecién de un espacio métrico. En esta seccién veremos que todo espacio métrico tiene
una complecion, y (a diferencia de las compactificaciones) solo una complecién. Como hicimos al
estudiar las compactificaciones, lo primero sera probar que todo espacio métrico se puede encajar
en un espacio métrico completo.

En el ambito de los espacios métricos un encaje es una isometria f : X — Y, es decir, una
aplicacién que conserva las distancias, lo que implica que f también es un encaje topolégico, y
dos espacios X, Y son isométricos cuando existe una isometria biyectiva f : X — Y, lo que implica
que X e Y son homeomorfos.

Si X es un espacio topoldgico e (Y,d) es un espacio métrico, una aplicacién f : X — Y se dice
que es acotada si diam(f(X)) <oco. En el conjunto de todas las aplicaciones continuas acotadas

de X a Y se define la métrica del supremo por la férmula
d(f,g) = sup d(f (x),g(x)).
xeX

Fijando un x¢ € X, se tiene que d(f(x),g(x)) < d(f(x), f(x0)) + d(f(x0),g(x0)) + d(g(xp), g(x)) <
diam(f (X)) +d(f(xg),g(x0)) + diam(g(X)), por tanto el supremo anterior es finito, y es facil ver

que verifica los axiomas para una métrica.

Teorema 3.7. Para todo espacio topolégico X y todo espacio métrico completo (Y ,d) el espacio de

las aplicaciones continuas y acotadas de X a Y con la métrica del supremo es completo.
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3.2. COMPLECION DE ESPACIOS METRICOS

Demostracion. Sea {f,} una sucesién de Cauchy en el espacio considerado. Para cada x € X,
d(fn(x), Fn(x)) < d(fn, fm), luego la sucesion {f,(x)} es de Cauchy en Y y tiene un limite que
denotamos f(x). Tenemos asi definida una funcién f : X — Y. Vamos a ver que {f,} tiende a
f uniformemente. Dado € > 0, por ser {f,} de Cauchy, tenemos que para n,m suficientemente
grandes, d(f,(x), fm(x)) < 5 para todo x € X. Tomando limite en m, d(f,,(x), f(x)) < § < e para todo
x € X. De donde, por el teorema de la convergencia uniforme, f es continua y acotada, y, ademas,
lim,—.cod(fp, f) = 0. O

Teorema 3.8. Todo espacio métrico es isométrico a un subespacio de un espacio métrico completo.

Demostracion. Sea (X,d) un espacio métrico, y sea (Y, 0) el espacio de funciones reales continuas
y acotadas sobre X con la métrica del supremo. Por el teorema anterior, Y es completo. Sea a € X

un punto fijo cualquiera. Para cada x € X definimos
fx(2)=d(z,x)-d(z,a) parazeX.

Por la desigualdad triangular, |f,(z)| < d(a,x), luego f, € Y para todo x € X. Tenemos asi definida
una aplicacién F : X — Y, x— f,. Vamos a ver que F establece una isometria entre X y F(X)cY

comprobando que

O(fx,fy)=d(x,y)  paratodosx,ye€X.

Por un lado, tenemos que
fx(2) = fy(2) =d(z,x) - d(z,a) —d(z,y) +d(z,a) = d(z,x) - d(z,y) < d(y,x),

una vez mas, por la desigualdad triangular. Intercambiando los lugares de x e y, llegamos a

|fx(2) - fy(2)| =d(x,y), y tomando el supremo en z € X, obtenemos
6(fx, fy) = d(x,y).
Por otro lado, tenemos
fx() = fy(¥) = d(y,x)—d(y,a) - d(y,y) +d(y,a) = d(y,x),

luego

5(fxafy) = d(x7y)

O

Tenemos una caracterizacién de la completitud métrica como propiedad topolégica absoluta:

Teorema 3.9. Un espacio métrico es completo si y solo si es un cerrado absoluto.
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CAPITULO 3. COMPLETITUD METRICA

Demostracion. Si X es un espacio métrico completo, es cerrado como subconjunto de cualquier
espacio métrico por la segunda parte del teorema 3.4. Supongamos que X es un espacio métrico
que es un cerrado absoluto en los espacios métricos. En particular, y por el teorema anterior, X es
cerrado en algun espacio métrico completo en el que se puede encajar, y por la primera parte del

teorema 3.4, X es completo. O

Podemos concluir ahora, como haciamos en el caso de las compactificaciones, que, puesto
que todo espacio métrico X tiene un encaje F': X — Y en un espacio métrico completo Y, X se
puede encajar como subespacio denso en el espacio completo X = F(X) c Y. Pero queremos probar
también que X es tnico, en el sentido de que cualquier otro espacio completo en el que se puede
encajar X como subespacio denso es isométrico a X. Esto nos llevard un poco mas de esfuerzo.

Recordemos que, dado un espacio métrico (X,d), para x € X y A c X no vacio, se define
d(x,A)=infyeca d(x,y). x € A siy solo si x esté arbitrariamente cerca de algiin punto de A, por lo
que x € A siy solo si d(x,A) = 0. Es facil comprobar que, fijado A, d(x,A) es una funcién continua
en X.

Se dice de un subconjunto de un espacio topolégico que es un conjunto G si se puede expresar
como una interseccion numerable de abiertos, y que es un conjunto F; si se puede expresar como
una unién numerable de cerrados. Obviamente el complementario de un G5 es un F;, y viceversa.
Es evidente, pero lo usaremos con frecuencia, que si AcBc X y A es un conjunto Gs en X,
también es un conjunto G5 en B. En un espacio métrico (X,d) todo cerrado F' es un conjunto
Gs,yaque F =02 {xe X :d(x,A) < %}. Pronto veremos que los conjuntos G5 proporcionan una
importante caracterizacién topolégica de la completitud.

Sea X un espacio topoldgico, Y un espacio métrico, A un subconjunto densode Xy f:A—-Y
una aplicacién continua. Se dice que la oscilacion de f en el punto x € X es igual a cero si para
cada € > 0 existe un entorno U de x tal que diam(f(AnU))<e. Six € A, la oscilacién de f en x
es igual a cero por la continuidad de f en x. En efecto, basta tomar como U un entorno de x tal
que f(ANU)cB(f(x),<). Por otro lado, el conjunto B de puntos de X en los cuales la oscilacién
de f es igual a cero es un conjunto Gs, puesto que puede expresarse B =", V;,, siendo V;, el
subconjunto de los puntos de X que tienen un entorno U tal que diam(f(AnU)) < % Por su

definicion, es claro que los conjuntos V,, son abiertos.

Lema 3.10. Sea X un espacio topoldogico, (Y ,d) un espacio métrico completo, A un subconjunto
densode X, f : A — Y una aplicacién continua, y B el conjunto de puntos de X en los cuales la

oscilacién de f es igual a cero. Entonces f tiene una extension continua F :B —Y.

Demostracion. Dado x € B, sea & la familia de todos los conjuntos f(ANU), donde U recorre
todos los entornos de x. Por la densidad de A, los miembros de % son no vacios. Adema4s, tenemos
que fANU)NFANV)D FLANUINFANV)D F(ANUNYV), luego & tiene la propiedad de la

interseccion finita. Por definiciéon de B, para todo € > 0 & tiene conjuntos de diAmetro menor que

€. Aplicando el teorema 3.2, la interseccién de la familia & es un punto que designamos F'(x).
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3.2. COMPLECION DE ESPACIOS METRICOS

Queda asi definida una aplicaciéon F:B—Y. Six€ A, f(x) € f(ANU) para todo entorno U de x,
luego F(x) = f(x), de manera que F es una extensién de /. Queda por ver que F es continua. Sea
x € Bye>0. Por definicién de B, existe un entorno U de x tal que d iam(m) <e€. Tenemos
que F(x) € f(ANU). Para cada x' e BN U, como U también es un entorno de x’, F(x') € f(AnU).
Por tanto, d(F(x),F(x')) < diam(m) <€, luego F es continua en x. O

Teorema 3.11. Sea X un espacio métrico, Y un espacio métrico completo, A un subconjunto
densode X y f :A —Y una aplicacion uniformemente continua. Entonces f tiene una extension

uniformemente continua F : X — Y.

Demostracion. Designaremos por d a la métrica tanto en X como en Y, puesto que no hay riesgo
de confusion. Sea x € X y € > 0. Por la continuidad uniforme, existe 6 > 0 tal que d(f(a), (b)) < %
para todos los a,b € A tales que d(a,b) < 6. Haciendo U = B(x, Q), tenemos que paraa,be AnU,
d(f(a),f(b)) < £, luego diam(fF(AnU)) < % <e. En consecuencia, la oscilacion de f en todos los
puntos de X es igual a cero. Por el lema anterior, f extiende a una aplicaciéon continua F : X — Y.
Queda por ver que F es uniformemente continua.

Sea € > 0. Existe § > 0 tal que para todos a,b € A, d(f(a),f (b)) < § siempre que d(a,b) < 4.
Sean x,x' € X y supongamos que d(x,x’) = < 6. Haciendo U = B(x,r) UB(x',r) con r = %, el
conjunto U es abiertoy diam(U) <2r+1 < . Entonces, diam(m) =diam(f(AnU)) < % <e.
Por otro lado, para todo entorno V de x, por la densidad de A, UnV NA # @, luego x € AnU. Por
el mismo razonamiento, ' € ANU. Entonces, por la continuidad de f, F(x),F(x") € f(AnU) c
F(ANU), luego d(F(x),F(x) <e. O

Teorema 3.12. Sean X,Y espacios métricos completos, A c X, B c' Y subconjuntos densos, y
f : A — B una isometria biyectiva. Entonces f tiene una extension F : X — Y que es una isometria

biyectiva.

Demostracion. Designaremos por d a la métrica tanto en X como en Y. Como f es una isometria,
es uniformemente continua, y por el teorema anterior extiende a una aplicacién continua F :
X — B. Consideremos F' como aplicacién de X a Y. La composicién de las aplicaciones continuas
FxF:XxX—-YxY yd:YxY —Res continua y coincide con la aplicacién continuad : X xX — R
sobre el subconjunto denso A x A ¢ X x X, asi que por el corolario 1.14 ambas aplicaciones
coinciden sobre X x X, es decir, d(F(x),F(x')) = d(x,x’) para todos x,x’ € X. Por tanto, F: X - Y
es una isometria. Haciendo el mismo razonamiento con la isometria f~1 : B — A obtenemos
una isometria G : Y — X. De nuevo por 1.14, GoF' y F oG coinciden con la identidad sobre los
subconjuntos densos A y B, respectivamente, luego son la identidad. Por tanto, G =F !y F es

una isometria biyectiva. O

Teorema 3.13. Para cada espacio métrico X existe un espacio métrico completo X, tal que X

contiene un subconjunto denso isométrico a X. Ademds, X es tinico, salvo isometrias.
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Demostracion. Por el teorema 3.8, existen un espacio métrico completo Y, y una isometria
f:X—>Y.SeaX=f(X)cY.X es completo por el teorema 3.4, f(X) es es denso en X, e
isométrico con X. Supongamos que existe otro espacio completo Z y una isometria g: X — Z
tal que g(X) = Z. Entonces, gof~1: f(X) — g(X) es una isometria biyectiva que por el teorema

anterior extiende a una isometria biyectiva entre X y Z. O

Si X es un espacio métrico, al espacio X que satisface las condiciones del teorema anterior se
le llama complecién de X.

El ejemplo por excelencia de complecion es el espacio R de los nimeros reales como complecién
del espacio @ de los ntimeros racionales. Es posible hacer una demostracién de la existencia y
unicidad de la complecién de un espacio métrico alternativa a la que aqui hemos dado, mediante
un proceso andlogo a la construccién de Cantor de los niimeros reales a partir de los racionales.
Esquematicamente, el proceso es el siguiente. Dado un espacio métrico X, se define X como
el conjunto de clases de equivalencia de sucesiones de Cauchy en X, donde dos sucesiones son
equivalentes cuando la diferencia de sus términos converge a 0. En X se define la métrica d(x, y) =
lim,, .o d(x,, y,), siendo {x,}, {y,} dos representantes cualesquiera de las clase de equivalencia

x,y. Finalmente, se encaja X en X identificando cada punto con una sucesién constante.

3.3. Espacios completamente metrizables

Se dice de un espacio topolégico X que es metrizable si existe una métrica d en el conjunto X
que induce la topologia de X. En ese caso, también se dice que d es una métrica sobre el espacio
topolégico X, y que el espacio topologico X es metrizable por d. Si existe un homeomorfismo
f : X — (Y,d) entre un espacio topolégico X y un espacio métrico (Y,d) es claro que X es
metrizable por la métrica definida como d(x,y) = d(f(x), f(y)) para x,y € X. Asi, podemos también
decir que X es metrizable si es homeomorfo a un espacio métrico.

Se dice que un espacio topolégico X es completamente metrizable si es metrizable por una
métrica completa. Para un espacio métrico, es evidente que, si es completo, es completamente
metrizable, pero el reciproco no es cierto, pues en un espacio métrico no completo puede haber

otra métrica equivalente que si sea completa, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.14. El intervalo (0,1) con la métrica natural no es un espacio métrico completo, pero

es un espacio topolégico completamente metrizable ya que es homeomorfo a R.

Ser completo designa una propiedad de los espacios métricos, mientras que ser completamente
metrizable se refiere a una propiedad de espacios topolégicos. Por tanto, con la completa metriza-
bilidad tenemos ya una nocién topolégica de completitud. Sin embargo, queremos ir mas alla y
lograr un nocién de completitud expresada en términos puramente topolégicos. Antes de ello, en
esta seccién vamos a generalizar a los espacios completamente metrizables las propiedades de los

espacios métricos completos de las secciones anteriores.
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Lema 3.15. Todo espacio completamente metrizable es metrizable por una métrica completa

acotada por 1.

Demostracion. Sea X un espacio completamente metrizable, y d una métrica completa en X.
Definimos

di(x,y)=min(1,d(x,y)) parax,ye X

Es facil comprobar que d; es una métrica en X. Obviamente, d; esta acotada por 1. Las bolas de
radio menor o igual que 1 coinciden en las dos métricas, luego definen la misma topologia en X, y
por tanto los mismos limites. Por 1a misma razoén, definen las mismas sucesiones de Cauchy en X,

luego d1 es completa. O
Los dos teoremas siguientes son analogos a los teoremas 3.5 y 3.6.

Teorema 3.16. La suma directa @;c; X; es completamente metrizable si y solo si todos los espacios

X son completamente metrizables.

Demostracion. Dada una métrica completa en @;; X;, puesto que cada subespacio X; es cerrado,
es completo por el teorema 3.4. Si cada X; es completamente metrizable, por el lema 3.15 existe
sobre cada X; una métrica completa acotada por 1, y por el teorema 3.5, hay una métrica completa

sobre el espacio ;7 X;. O

Teorema 3.17. El producto cartesiano [[72; X, es completamente metrizable si todos los espacios

X, son completamente metrizables.

Demostracion. Si cada X, es completamente metrizable, por el lema 3.15 existe sobre cada X,
una métrica completa acotada por 1, y por el teorema 3.6, hay una métrica completa sobre el

espacio [[;7 ; Xp. O

Tenemos también un analogo del teorema 3.4, pero vamos a ver que el papel que juegan los
cerrados en los espacios métricos respecto a la completitud, lo juegan los conjuntos G en los

espacios metrizables.

Teorema 3.18. Sea X un espacio topolégico, Y un espacio completamente metrizable, A un
subconjunto denso de X y f : A — Y una aplicacion continua. Entonces [ tiene una extension

continua F : B — Y, siendo B un conjunto Gs de X que contiene a A.

Demostracion. Sea d una métrica completa en Y. Por el lema 3.10, f : A — Y extiende a una
aplicaciéon F' : B — Y, siendo B el conjunto de los puntos de X en los que la oscilacién de f es igual

a cero, y B es un conjunto G5 en X. O

Lema 3.19. Todo conjunto G de un espacio metrizable X es homeomorfo a un subespacio cerrado

del producto cartesiano X x RX,
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Demostracion. Sea A un conjunto G5 en X, y d una métrica sobre el espacio X. Sea X — A =
US>, Fn, donde los subconjuntos F, son cerrados. La aplicacién f : X — R¥ definida como f(x) =
(d(x,F1),d(x,Fs),...) es continua ya que lo es en cada componente. La aplicacién g : X — X x RXo
dada por g(x) = (x, f(x)) es un encaje por 1.15, y g(X) es cerrado en X x R* por 1.16. Tenemos las

equivalencias siguientes:
x€A o x¢F, para todon < d(x,F,) >0 para todon < f(x) € [sz‘),

siendo R, el conjunto de niimeros reales positivos. Por lo tanto, g(A) = g(X)N(X x Rf_"), luego

g(A) es cerrado en X x Rfo, que es homeomorfo a X x R¥. O

Teorema 3.20. Si X es un espacio completamente metrizable y M es un conjunto Ggs en X,

entonces M es completamente metrizable.

Demostracion. Sea X un espacio completamente metrizable y M un conjunto G5 en X. Por el
lema anterior, M es homeomorfo a un subconjunto P de X x R¥. Por el teorema 3.15, existen
métricas completas y acotadas por 1 sobre X y sobre R, que por el teorema 3.6 determinan una
métrica completa sobre el producto X x RX, respecto de la cual P es completo en virtud del

teorema 3.4. O

Teorema 3.21. Si X es un espacio metrizable y M es un subespacio completamente metrizable de

X, entonces M es un conjunto Gs en X.

Demostracion. Por el teorema 3.18, la identidad en M extiende a una aplicacién continua F' : B —
M, siendo B un conjunto G5 en M. La composicién de F con la inclusién de M en B coincide con
la identidad en B sobre el subconjunto denso M, asi que, por 1.14, es la identidad en B, por tanto
B =M. Asi, M es un conjunto G5 en M, es decir, existe una sucesién {Un};2 de abiertos en X
tales que M =72, (U, nM)= Mo, Un) N M. Puesto que M es un conjunto G5 en X por ser un

cerrado de un espacio metrizable, M también es un conjunto G. O
De los teoremas 3.8 y 3.13 obtenemos inmediatamente los teoremas siguientes:

Teorema 3.22. Todo espacio topoldgico metrizable se puede encajar en un espacio completamente

metrizable. O

Teorema 3.23. Todo espacio topolégico metrizable se puede encajar como subconjunto denso en

un espacio completamente metrizable. O

Respecto al dltimo teorema, obsérvese que, para cada métrica d sobre un espacio topolégico
metrizable X, tenemos una complecion del espacio métrico (X,d). Llamaremos a todas ellas
compleciones del espacio metrizable X. A diferencia de lo que ocurria con la complecién de un

espacio métrico, puede haber distintas compleciones de un espacio metrizable. Volviendo al
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ejemplo 3.14, la complecién del espacio (0,1) es [0, 1] con la métrica natural, pero es (0,1) con la
métrica del espacio homeomorfo R.

Llegamos a una nueva caracterizaciéon de la completitud, andloga a la del teorema 3.9:

Teorema 3.24. Un espacio topoldgico metrizable es completamente metrizable si y solo si es un

conjunto Gs absoluto.

Demostracion. Si X es un espacio completamente metrizable, es un G5 como subconjunto de
cualquier espacio metrizable por el teorema 3.21. Supongamos que X es un espacio metrizable
que es un conjunto G5 dentro de cualquier espacio metrizable. En particular, y por el teorema
3.22, X es un conjunto G5 en un espacio completamente metrizable en el que se puede encajar.

Por el teorema 3.20, X es completamente metrizable. O
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CAPITULO

EspPAcIOS CECH-COMPLETOS

4.1. Completitud como generalizacion de la condicion G5 en

espacios metrizables

Con los resultados expuestos en los capitulos anteriores ya estamos preparados para proponer
una generalizacién topolégica de la completitud métrica. En la tabla siguiente se resumen una
serie de analogias que hemos encontrado entre los espacios compactos, los espacios métricos

completos y los espacios completamente metrizables.

Clase Subclase Propiedad absoluta | Encaje denso

de Tychonoff | compactos cerrado compactificaciones

métricos completos cerrado complecién

metrizables | completamente metrizables | Gy compleciones
TABLA 1

Las analogias son las siguientes. Para cada clase </ de espacios (de Tychonoff, métricos
o metrizables) hay una subclase % c «f (compactos, completos o completamente metrizables,
respectivamente) y una propiedad topolégica &? de subconjuntos de espacios topolégicos (ser

cerrado, ser cerrado, o ser G5, respectivamente) con las siguientes caracteristicas.
1. o/ es hereditaria, es decir, si X € &/ y M c X, entonces M € .
2. Para X cY c Z, si X tiene la propiedad & en Z, también la tiene en Y.
3. Para todo X € of existe Y € % tal que X c Y (teoremas 2.1, 3.8 y 3.22).
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4. SiXe€PBy M cX tiene la propiedad 22 en X, entonces M € 28 (teoremas 1.7, 3.4 y 3.20).

5. SiXeod,McX yM e 9B, entonces M tiene la propiedad & en X (corolario 1.9 y teoremas
3.4y 3.21).

6. Como consecuencia de los 3 puntos anteriores, la clase 98 se puede caracterizar como la de
aquellos miembros de &/ que tienen la propiedad &2 absolutamente. Es decir, dado X € &/,

entonces X € A siy solo si, para todo Y € «f con X cY, X tiene la propiedad & en Y.

7. El punto 3 puede mejorarse: Para todo X € of existe Y € B tal que X cY y X es denso en
Y (teoremas 2.5, 3.13 y 3.23).

8. Por tanto, la clase 9 se puede caracterizar como la de aquellos miembros de &/ que tienen

la propiedad 22 en las extensiones del punto anterior (compactificaciones y compleciones).
Concretamente, el punto 8 dice:

= Un espacio de Tychonoff es compacto si y solo si es un cerrado en alguna de (o equivalente-

mente, en todas) sus compactificaciones.
= Un espacio métrico es completo si y sélo si es cerrado en su complecion.

= Un espacio topolégico metrizable es completamente metrizable si y solo si es un conjunto

Gs en alguna de (o equivalentemente, en todas) sus compleciones.

La primera es una caracterizacion topolégica, las otras dos son caracterizaciones métricas. Lo
que deseariamos es una caracterizacion topolégica de los espacios completamente metrizables. La
idea de Cech fue sustituir las compleciones por compactificaciones. Observemos que, si X es un
espacio metrizable, X es una de sus compleciones, y ¢X es una compactificacién de X, entonces X
es denso en cX, luego ¢X es una compactificacién de X. Por ello, si X es un conjunto G en todas
las compactificaciones de X, también lo es en todas sus compleciones. Parece pues razonable
proponer la siguiente definicién:

Un espacio topolégico de Tychonoff es Cech-completo si es un conjunto Gs en todas sus
compactificaciones.

La definicién se hace aiin mas razonable si tenemos en cuenta que ser un conjunto G5 en todas
sus compactificaciones es equivalente a ser un conjunto Gs en alguna de sus compactificaciones,

lo que probamos a continuacién.

Teorema 4.1. Para cada espacio de Tychonoff X las condiciones siguientes son equivalentes:
(i) Para toda compactificacion cX de X, ¢(X) es un conjunto Gs en cX.
(ii) B(X) es un conjunto Gs en X.
(iii) Existe una compactificacion cX de X tal que c¢(X) es un conjunto Gg en cX.
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(iv) Existe un encaje f : X — K, siendo K compacto, tal que f(X) es un conjunto Gs en K

Demostracion. Sea cX una compactificacién cualquiera de X. Por la maximalidad de X, existe
una aplicacién continua f : X — c¢X tal que fof = c. Por el teorema 2.14, f(fX - (X)) = c X —c(X)
y f 1 (eX -c(X)) = BX - B(X), 1o que implica que el residuo de fX es un conjunto F,, en SX siy solo
si el residuo de cX es un conjunto F; en cX. En efecto, por un lado f‘l(U;"len) =Ur, FYF),y
si F,, es cerrado en cX, entonces £ ~1(F,) es cerrado en BX,y porotrolado f(US2, Frn) =U52, f(Fp),
y si F,, es cerrado en BX, es compacto, luego f(F,) es compacto, y por tanto cerrado en cX. En
consecuencia, (ii) < (iii), y, por la maximalidad de X, (ii) < (7).

Por ultimo, (iii) = (iv) es trivial, y (iv) = (iii) teniendo en cuenta que f(X) < K es una

compactificacion de X, y que si f(X) es un conjunto G5 en K, también lo es en f(X). O

La definicién original de espacio Cech-completo fue dada en 1937 por Eduard Cech en [Cel],
como un espacio de Tychonoff que es un conjunto G5 en fX (también definida por primera vez en
ese mismo trabajo). Cech llamé espacio topoldgicamente completo a lo que hoy llamamos en su
honor espacio éech-completo.

Como acabamos de ver, en los espacios metrizables, ser Cech-completo es condicién suficiente
para ser completamente metrizable. Para que sea una buena definicion de completitud, queda
por ver que también es una condicién necesaria, lo que haremos enseguida, pero antes vamos a

considerar otro enfoque para llegar a una definicién topolégica de completitud.

4.2. Completitud como generalizacion del teorema de la

interseccion de Cantor

Podemos parafrasear el teorema 3.2 como sigue.

Un espacio métrico (X,d) es completo si y sélo si para toda familia de subconjuntos cerrados
de X con la propiedad de la interseccion finita y tal que para cada n =1,2,... tiene un miembro
contenido en algin abierto de %,, tiene interseccién no vacia, siendo %, el cubrimiento abierto
de X formado por todas las bolas abiertas de radio %

Generalizando, podemos proponer que un espacio topolégico X es completo si existe una suce-
sién {9y }nen de cubrimientos abiertos de X con la propiedad de que toda familia de subconjuntos
cerrados de X con la propiedad de la interseccion finita y tal que para cada n =1,2,... tiene un
miembro contenido en algiin abierto de %, tiene interseccién no vacia.

Resulta que esta condicién es equivalente a la Cech-completitud en los espacios de Tychonoff,
como vamos a ver en el siguiente teorema. Para simplificar las expresiones, introducimos el
siguiente concepto. Dados un espacio topolégico X, un cubrimiento % de X y una familia & de

subconjuntos de X, diremos que % es % -pequeria si existen F € & y U € % tales que F cU.

Teorema 4.2. Un espacio de Tychonoff X es Cech-completo si y sélo si existe una sucesion {2} nen

de cubrimientos abiertos de X con la propiedad de que toda familia de subconjuntos cerrados de
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X con la propiedad de la interseccion finita y %Uy,-pequefia para todo n € N tiene interseccién no

vacia.

Demostracion. Sea X un espacio de Tychonoff. En toda la demostracion, el operador de clausura
se refiere siempre a X.

Supongamos que existe una sucesion {%/,},en de cubrimientos abiertos de X con la propiedad
mencionada. Sea %, ={U, ;};c1, para cada n € N. Vamos a ver que X es un G5 en fX. Sea V, ;
un abierto de X tal que U, ; =X NV, ; paraneN,i€l,. Como X cU;cs, Vr,, para todon eN,
tenemos que X <(>2; Ujer, Vn,i- Para que X sea un G5 en X es suficiente probar la inclusién
inversa.

Sea x € (7. Ujer, Vn,i- Sea & la familia de todos los conjuntos de la forma X NV, donde V
recorre todos los entornos de x en fX. Por la densidad de X en X, & tiene la propiedad de la
interseccién finita. Para cada n €N, x € V,, ; para algun i € I,, y, puesto que X es regular, existe
un entorno V de x en X tal que Ve Vi, por tanto X NV c Upn,i, luego F es %py-pequena para
todo n € N. En consecuencia, Npeg F =X NNvex V # @, donde A es la familia de entornos de x
en BX. Por el teorema 1.11, Nyeg V = {x}, luego x € X.

Para el reciproco, supongamos que X un espacio Cech-completo. X esun G en BX, de manera
que existe una sucesién G, de abiertos de fX tales que X =(>"; G,. Por la regularidad de X
podemos elegir, para cada x € X y cada n € N, un entorno V, , de x en X tal que Vx,n c@G,. Sea
WUn ={X NVy nlxex. Vamos a ver que la sucesion {%,},en de cubrimientos abiertos de X tiene la
propiedad requerida.

Sea & una familia de cerrados de X con la propiedad de la interseccion finita y tal que para
cada n € N existen F, € # y U, € %, tales que F,, c U,. La familia {F}pcs tiene la propiedad de la

interseccion finita, luego por la compacidad de X, existe x € Npecg F. Tenemos que U, =XnNV,, ,

para algiun x, € X. Entonces, x € F,cXn Vun ©Vi,n ©Gp para todo n €N, luego x €72 G, =
X. Por tanto, x € X N(Npesx F)= Nreg(X NF)= Nreg F, es decir, & tiene interseccién no vacia. [J

Una sucesion {%,},en de cubrimientos de X con la propiedad establecida en el teorema
anterior se llama una sucesién completa de cubrimientos. Con esta definicién, el teorema anterior
se puede expresar diciendo que un espacio de Tychonoff es es Cech-completo si y sélo si tiene una
sucesion completa de cubrimientos abiertos.

La definicién de Cech de los espacios éech-completos es una definiciéon externa, es decir, una
definicién en la que se asume la existencia de objetos externos a los espacios considerados, en este
caso, sus compactificaciones. El teorema 4.2 proporciona una definicién interna de los espacios
Cech-completos, es decir, una definicién que solo usa objetos internos a los espacios considerados.
Esta caracterizacion interna de los espacios éech-completos fue establecida independientemente
por Z. Frolik en [Fr] (1960) y por A. Arhangel’skii en [Ar] (1961).

Podemos dar una version de este teorema mas parecida atun al teorema de Cantor, recogiendo

la intuicion de que la sucesion de cubrimientos se hace progresivamente mas fina. Recordemos

34



4.3. EJEMPLOS

que se dice de un cubrimiento 28 que es un refinamiento de otro cubrimiento </ del mismo espacio

si todo conjunto de 98 esta contenido en algin conjunto de <f.

Teorema 4.3. Un espacio de Tychonoff X es C'ech-completo st y solo si existe una sucesion {%n}nen
de cubrimientos abiertos de X, tal que %, +1 es un refinamiento de %, para cada n €N, y con la
propiedad de que toda familia de subconjuntos cerrados de X con la propiedad de la interseccién

finita y %,-pequeria para todo n € N tiene interseccién no vacia.

Demostracion. La condiciéon dada es suficiente por el teorema 4.2. Veamos la necesidad. Sea X
éech-completo. Por el mismo teorema, existe una sucesion completa {7},},en de cubrimientos
abiertos de X. Observemos que si % es un refinamiento de un cubrimiento 7 de X, toda familia
& de subconjuntos de X que es %-pequeina también es 7-pequena. Por tanto, si sustituimos
cualquier 7, por un refinamiento suyo, la sucesion {¥;},en sigue siendo completa. Definimos, para
cadaneN, %, ={Vin---nV,:VieWN,...,V, €¥,}. Para todo n € N, %,, es un cubrimiento abierto
de X, y es un refinamiento de 7, luego {%},en €s un sucesién completa de cubrimientos abiertos

de X. Ademas, %, 1 es un refinamiento de %, para todo n € N. O

El teorema 4.2 generaliza la condicién dada en el teorema 3.2, por tanto, todo espacio métrico
completo es Cech-completo. Con ello queda resuelta la cuestién, que teniamos pendiente, de
probar que, en los espacios metrizables, ser Cech-completo es condicién necesaria para ser
completamente metrizable. Queda asi demostrado el siguiente teorema, que establece que la

Cech-completitud es una generalizacién topolégica de la completitud métrica.

Teorema 4.4 (de Cech). Sea X un espacio topoldgico metrizable. Entonces, X es completamente

metrizable si y solo si es Cech-completo. O

En este capitulo hemos dado una definicién interna y una definicién externa de los espacios
éech-completos. Mas adelante, en los teoremas 5.10, 5.13 y 5.15, veremos otras caracterizaciones

de los espacios Cech-completos.

4.3. Ejemplos

Un espacio compacto es éech—completo ya que es su propia compactificacién. Un espacio
localmente compacto no compacto es Cech-completo porque tiene una compactificacién con
residuo de un punto. El teorema 4.1 da condiciones para la Cech-completitud andlogas a las
condiciones que da el teorema 2.22 para la compacidad local, pero mas generales, lo que es otra
forma de ver que todo espacio localmente compacto, y, en particular, todo espacio compacto, es
Cech-completo.

Asi pues, los espacios Cech-completos generalizan a la vez a los espacios completamente

metrizables y a los espacios localmente compactos. Existen espacios Cech-completos que no son
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metrizables y espacios Cech-completos que no son localmente compactos, como muestran los

ejemplos siguientes.

Ejemplo 4.5. Sea J el conjunto de los nimeros irracionales con la métrica natural. J es denso
en Ry S! es una compactificacién de R, luego de J. Su residuo es Q mas el punto del infinito.
Este residuo no es un cerrado de S, por tanto J no es localmente compacto, pero es un conjunto
numerable de puntos (cerrados), luego es un conjunto F; en S* . Por tanto, J es Cech-completo.
Como J es un espacio métrico, existe un métrica completa sobre J. En el ejemplo 5.3 veremos que

Q no es un espacio Cech-completo.

Ejemplo 4.6. Sea X un conjunto no numerable con la topologia discreta. X es localmente
compacto y no compacto, luego tiene una compactificacién de Alexandroff wX = X u{Q}. wX es
Cech-completo por ser compacto, pero no es un espacio metrizable. En efecto, los entornos de Q
son los complementarios de los subconjuntos compactos de X, que son sus subconjuntos finitos.
Supongamos que wX es metrizable. Eligiendo una métrica, tenemos que {Q} = ‘r’Lo:lB(Q,%).
Tomando complementarios, X es una unién numerable de conjuntos finitos, luego numerable, lo

que es una contradiccion.

Ejemplo 4.7. El plano de Niemytzki (o plano de Moore) es un conocido contraejemplo que muestra
que no todo espacio de Tychonoff es normal.

El plano de Niemytzki es el semiplano superior X = {(x, y) € R? : y = 0} con la topologia definida
por la siguiente base de entornos. Denotamos P = {(x,y) € R2: y >0} y L = {(x,y) e R : y = 0}.
Entonces, si x € P se toma como base de entornos de x la familia de bolas abiertas de centro
x y contenidas en P. Si x € L se toma como base de entornos de x la familia de conjuntos
{T(x,r):r eR,r >0}, siendo T'(x,r) la union de {x} con la bola abierta de radio r tangente a L en x.

Observemos que la topologia de P como subespacio de X es la topologia natural o euclidea,
y que el subconjunto numerable de los puntos de P de coordenadas racionales es denso en X,
esto es, X es un espacio separable. Por otro lado, L < X es un subespacio cerrado con la topologia
discreta. En [SS] se prueba que el plano de Niemytzki es de Tychonoff, no es normal, y no es
localmente compacto, entre otras muchas propiedades. Aqui vamos a demostrar dos propiedades
mas, que el plano de Niemytzki no es metrizable y que es Cech-completo.

Supongamos que X es metrizable, y fijemos una métrica en X. Sea D el conjunto de puntos
de P de coordenadas racionales. Sea U un abierto de X. Para cada x € U existe una bola abierta
B(x, %) cU. Por la densidad de D, existe y € D tal que y € B(x, %). Entonces, B(y, %) < B(x, %) cU.
Por tanto, U se puede expresar como union de bolas de la familia % = {B(y, %) :yeD,neN}, yesta
familia es numerable.! Tenemos que L c Uy,ez, T'(x,1), donde cada entorno T'(x, 1) solo contiene un
punto de L, el propio x. Ahora bien, U,cz, T'(x,1) puede expresarse como una unién de miembros

de la familia numerable %, por tanto L es numerable, y llegamos asi a una contradiccion.

IEn general, hemos demostrado que un espacio métrico separable tiene una base numerable.
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Ahora probaremos que X es Cech-completo. En primer lugar, P es homeomorfo a RZ, luego es
completamente metrizable, y por tanto Cech-completo. Por el teorema 4.3, existe una sucesién
completa {%,},en de cubrimientos abiertos de P, tales que %,+1 es un refinamiento de %,
para cada n € N. Sea ¥, = %, u{T(«x, %)}xeL para n € N. Probaremos que {7;,},en €8s una sucesion
completa en X. Sea & una familia de cerrados de X con la propiedad de la interseccion finita
y V,-pequena para todo n € N. Para cada n € N, elegimos F,, € & y V,, € 7, tales que F, c V,,.

Distinguimos dos casos:

1. Casi todos los V), pertenecen a %,,. Es decir, existe meNtal quesin=m, F, cV, €%,. La
familia {F,, N F}rcg es una familia de cerrados de P, con la propiedad de la interseccion
finita, y es %,-pequena para n = m, y por tanto, también para n < m. En consecuencia,
NregF =Nreg(FmNF) # 3.

2. Hay infinitos n € N tales que V,, = T'(x,, %) para algun x, € L. Tomemos dos de ellos, m y [,
de modo que F,, cV,, = T(x,,, %), F;cV;=T(x, %), y supongamos que X,, # x;. Tenemos
que ¢ # F,, nF; cV,, nV;. La distancia euclidea r = d(V,, N V;,L) es positiva. Sea kg e N
tal que k% <r.Existen k= kg y x;, € L tales que F, ¢V = T'(x3, %). Como diam(Vy) = % <r,
tenemos que V, NV,, NV, = @, luego F;, N F,, NF; = @, lo que contradice que & tiene la
propiedad de la interseccién finita. Por tanto, todos los x, tales que V,, = T(xn,%) son
iguales a un punto x € L. Supongamos que existe F' € & tal que x ¢ F. Por ser cerrado,
existe un entorno abierto 7T'(x, %) que no corta a F'. Como T'(x, %) contiene miembros de la
sucesion {F,},cn, eso contradice que & tiene la propiedad de la interseccion finita. Por

tanto, x € ez F.
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CAPITULO

PROPIEDADES DE LOS ESPACIOS éECH-COMPLETOS

5.1. Cech-completitud y espacios de Baire

Cech demostré en su trabajo [Ce] de 1937 que los espacios Cech-completos cumplen el
importante teorema de la categoria de Baire, conocido entonces para la clase mas restringida de
los espacios completamente metrizables. El teorema de la categoria de Baire es de gran utilidad
en el analisis funcional, y se usa, entre otras cosas, para probar en los espacios de Banach el
principio de la acotacién uniforme, el teorema de Banach-Steinhaus y el teorema de la aplicacion
abierta (véase [VA]).

Un subconjunto A de un espacio topolégico X se dice que es nunca denso si I nt(A) = @, donde
Int(.) designa el operador interior. Una definicién equivalente es que el abierto X — A es denso en
X, puesto que Int(B)=X -(X-B) para todo B c X.

Un subconjunto A de un espacio topolégico X se dice que es de primera categoria si es la
unién numerable de subconjuntos nunca densos. Si A € X no es de primera categoria, se dice que

es de segunda categoria.

Teorema 5.1 (de la categoria de Baire). Sea X un espacio Cech-completo. Si A c X es de primera

categoria, X — A es denso en X.

Demostracién. Sea X un espacio Cech-completo, y sea A = UsZ,An, con X —A,, denso para todo
n € N. Para probar que X — A es denso en X, vamos a ver que para todo abierto no vacio G de
X,GNn(X -A) # . Sea {%,}nen una sucesion completa de cubrimientos abiertos. Como X —A_1
es denso, corta a G en un punto x. Sea U7 € %7 tal que x € U;. Por la regularidad de X, existe
un entorno G de x tal que G_1 cGnX —A_l) NU;. Haciendo un razonamiento analogo, existe
un abierto no vacio Gg y Ug € %5 tal que Go cG1N(X —Asg)NUs. Por induccién, obtenemos

una sucesion G1,Go,... de abiertos no vacios de X tales que G DG_l DG_zD e,y G_nc U, €,
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para todo n € N. Por ser {%/,},en completa, @ # ﬂ"’;lG—nc GNPl (X —A_n) cGNMPL (X -Ay)=
GNX-UZ;A)=Gn(X-A). O

Se dice que un espacio topolégico es un espacio de Baire si cumple la condicién del teorema
anterior, es decir, si el complementario de todo conjunto de primera categoria es denso. Segin
esta definicion, el teorema anterior dice que todo espacio éech-completo es un espacio de Baire.
Hay varias condiciones equivalentes que definen los espacios de Baire, como muestra el siguiente

teorema.
Teorema 5.2. Para todo espacio topoldogico X las condiciones siguientes son equivalentes:

WSt A=U. Ay stendo Apc Xy X —A_n denso en X para todo n €N, entonces X — A es denso

en X. (El complementario de todo conjunto de primera categoria es denso).

(i) St A=U;2, Ap, siendo Ay c Xy Int(A_n) = @ para todo n €N, entonces Int(A) = @. (Todo

conjunto de primera categoria tiene interior vacio).
(ii)) Si A =U;., Fp, siendo Fy, cerrado en X y Int(Fy) = @ para todo n €N, entonces Int(A) = @.

(iv) Si B =2, Uy, siendo U, abiertoy denso en X para todo n €N, entonces B es denso en X.

(La interseccién numerable de abiertos densos es densa).

(v) SiU =U;2, Ap, siendo U abiertoen X, A, c Xy X —A_n denso en X para todo n €N, entonces

U = @. (Todo abierto no vacio es de segunda categoria).

Demostracién. (i) < (ii) puesto que (X — B) = X —Int(B) para todo B c X. (ii) = (iii) trivialmente.
(1i7) = (i7) puesto que si A =U;> ; A,, siendo los A, nunca densos, haciendo B = U;’L"ZIA_n, los
A, son nunca densos, luego Int(A) c Int(B) = @. (i) = (v) haciendo A = U, y teniendo en cuenta
que U = Int(U). (v) = (i) puesto que si A =”; Ay, siendo los A, nunca densos, se tiene

Int(A)=U;2,(A,nInt(A)), siendo los conjuntos A, NInt(A) nunca densos, luego Int(A)=¢. O

Ejemplo 5.3. El espacio Q de los niimeros racionales con la topologia natural es un conjunto
de primera categoria (en Q), puesto que es la unién numerable de sus puntos, que son cerrados
con interior vacio. Al ser () abierto (en @), por la condicién (v) del teorema anterior, Q no es un

espacio de Baire. Por tanto, Q no es Cech-completo.

5.2. éech-completitud y compacidad

Ya hemos visto cémo hemos llegado a la definicién de Cech-completitud explotando las
relaciones entre compacidad y completitud métrica, y que los espacios Cech-completos generalizan
a la vez los espacios localmente compactos y los espacios completamente metrizables. Asi como los

espacios Cech-completos son una clase intermedia entre los espacios completamente metrizables
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y los espacios de Tychonoff, vamos a ver que también son una clase intermedia entre los espacios
localmente compactos y los espacios de tipo puntual numerable.

Recordemos que un espacio topolégico cumple el primer axioma de numerabilidad cuando
todo punto tiene una base de entornos numerable. Esta condicién se puede generalizar como
sigue. Si X es un espacio topolégico y A un subconjunto de X, se llama entorno de A a cualquier
abierto de X que contiene a A, y se llama base de entornos para A a toda familia % de entornos
de A tal que para todo entorno V de A, existe U € % tal que U c V. Se dice que un espacio
topolégico de Hausdorff X es de tipo puntual numerable si para todo x € X existe K < X tal que
x € K, K es compacto y tiene una base de entornos numerable. Por ejemplo, todo espacio compacto
y todo espacio de Hausdorff que cumple el primer axioma de numerabilidad son de tipo puntual
numerable.

Obsérvese que, por el teorema 1.11, todo K < X compacto es la interseccion de cualquier base
de entornos de K. En consecuencia, si K tiene una base de entornos numerable, entonces es un
conjunto G4 de X.

Los teoremas 2.22 y 4.1 daban condiciones para que un espacio de Tychonoff fuese localmente
compacto o Cech-completo, respectivamente, por relacién a sus compactificaciones. El siguiente

teorema da condiciones andlogas para que un espacio de Tychonoff sea de tipo puntual numerable.
Teorema 5.4. Para cada espacio de Tychonoff X las condiciones siguientes son equivalentes:

(i) X es de tipo puntual numerable.

(ii) Para toda compactificacién cX de X, c¢(X) es una unién de conjuntos Gs en cX.

(iit) B(X) es una union de conjuntos G5 en pX.

(iv) Existe una compactificacion cX de X tal que c(X) es una union de conjuntos Gs en cX.

(v) Existe un encaje f : X — K, siendo K compacto, tal que f(X) es una unién de conjuntos G en
K

Demostracion. Sea X un espacio de Tychonoff de tipo puntual numerable, y ¢X cualquier com-
pactificacién de X. Identificaremos X con ¢(X). Para cada x € X, existe un compacto K, c X tal
que x € K,, y una base de entornos de K, en X, de la forma {U, N X},en, siendo cada U, un
abierto de ¢X. Vamos a comprobar que {U,},en es una base de entornos de K, en ¢cX. Sea V
un abierto de c¢X tal que K, c V. Puesto que cX es normal, existe un abierto U de cX tal que
K,cUcUcV.Como K, cUnX, existe un n € N tal que K, c U, nX c UnX. Teniendo en

cuenta que X es denso en cX, y aplicando el teorema 1.4, tenemos que
K,cU,cU,=U,nXcUnX=UcV.

Por tanto, {U,},en €s una base de entornos de K, en ¢X, y, en consecuencia, K, es un conjunto

Gs de cX. Teniendo en cuenta que X = U,cx K., queda demostrado (i) = (7).
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Las implicaciones (ii) = (iii), (iii) = (iv) y (iv) = (v) son triviales. Vamos a demostrar (v) = (i).
Supongamos que K es un compacto que contiene a X, tal que X es unién de conjuntos G5 de K.
Sea x € X. Entonces x € (72, V;, « X para alguna sucesion {V;},en de abiertos de K. Como K es
regular, podemos construir una sucesién decreciente Uy = K,U1,Us,... de entornos de x en K
tal que U,cU,_1nV, para todo n =1,2,.... El conjunto F =72, U, = ﬂ‘r’f’:lﬁn es cerrado en K,
luego compacto, y x € F <(17? ; V,, © X. Probaremos que {U, N X},en es una base de entornos de F'
en X.

Sea V un entorno de F' en X, de manera que existe un abierto U de K tal que FcV =UnX.
Tenemos que K — F = J® (K -U,), luego {K —U,}* . U{U} es un cubrimiento abierto de K, que,

n=1 n=1
por la compacidad de K, tiene un subcubrimiento finito. Por tanto, K = (K —U,)UU para algin
neN, de donde U, cU. Luego, FcU,nXcUNX=V. O
Corolario 5.5. Todo espacio Cech-completo es de tipo puntual numerable. O

En la tabla siguiente se resumen las diversas caracterizaciones que hemos ido encontrando
de determinadas clases de espacios por sus compactificaciones y compleciones. Cada fila significa
que un espacio de la clase </ pertenece a la subclase 28 si y solo si tiene la propiedad 22 como
subconjunto de alguna de sus compactificaciones o compleciones (segtin corresponda), si y solo si
tiene la propiedad 22 como subconjunto de todas sus compactificaciones o compleciones. F' indica

la propiedad de ser cerrado, y G la de ser abierto.

Clase Subclase Propiedad Encaje denso
métricos completos F complecion
metrizables | completamente metrizables | G4 compleciones
de Tychonoff | compactos F compactificaciones
de Tychonoff | localmente compactos G compactificaciones
de Tychonoff éech—completos Gs compactificaciones
de Tychonoff | de tipo puntual numerable | UG compactificaciones
TABLA 2

Otra clase de espacios relacionados con la compacidad es la de los k-espacios. Un k-espacio
es un espacio de Hausdorff X en el que para todo A < X, A es cerrado si y solo si ANnK es
cerrado para todo compacto K < X. En otras palabras, es un espacio de Hausdorff cuya topologia
esta completamente determinada por sus compactos. Néotese que en la definicién podemos decir
equivalentemente que A N K es compacto, o que es cerrado en K.

Observemos que todo espacio localmente compacto es un k-espacio. En efecto, sea A un
subconjunto de un espacio localmente compacto X tal que K n A es cerrado para todo compacto
KcX.SeaxeA yU un entorno de x tal que U es compacto. Para todo entorno V de x, UnV
corta a U N A, que es cerrado. Por tanto, xe UNA c A. Luego A = A.

Tenemos un resultado mucho mas fuerte:
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Teorema 5.6. Todo espacio de tipo puntual numerable es un k-espacio.

Demostracion. Sea X un espacio de tipo puntual numerable. Sea A c X tal que la interseccion
de A con cualquier subespacio compacto de X es compacto. Supongamos que A no es cerrado
en X, de modo que existe x € A — A. Sea K < X un compacto tal que x € K y con un base de
entornos {U,},en. Podemos suponer, si pérdida de generalidad, que U, > U, ;1 para todo n € N
(sustituyendo U, +1 por U, NU,+1 cuando sea necesario). Por hipétesis A N K es compacto. Puesto
que x ¢ AnK, por el teorema 1.8 existe un entorno V de x tal que VNANK = @. Como x € A,
todos los entornos V. NU,, de x cortan A. ParacadaneN,seax, € AnVnNU,. Sea B ={x1,x92,...}.
Vamos a ver que K UB es compacto. Sea {V;};c; un cubrimiento de K U B por abiertos de X. Por la
compacidad de K, K cV;, uU---UV;, =W para ciertos iy,...,i; € I. Existeun neNtal que U, c W,
de donde {x,,%,+1,...} =€ W. Eligiendo j1,...,j,-1 €I tales que x1 € Vj,,...,x,-1 €V, |, tenemos
KuBcV;, u---uV;,uV;, u---uVv; .

De modo que V N (K UB) es compacto, y por hipétesis A N (V n(K UB)) es compacto. Ahora
bien, AN(VNEUB)=(ANVNK)U(ANV NB)=@UB =B, puesto que Bc AnV. Por tanto, B
es cerrado. Ademés, BN K =AnVnBnK =g, luego K esta contenido en el abierto X — B. Por

n-17

tanto, existe n € N tal que U, ¢ X — B, es decir, U, N B = ¢. Esto es una contradiccion, ya que

x, € U, NB. Por tanto, A tiene que ser cerrado en X, y X es un k-espacio. O

Corolario 5.7. Todo espacio Cech-completo es un k-espacio. O

5.3. Operaciones sobre espacios éech-completos

En el capitulo 3 vimos que las sumas directas arbitrarias y los productos directos numerables
conservan la completitud en los espacios métricos y metrizables, que los subconjuntos cerrados
de espacios métricos completos son completos y que los conjuntos G5 de espacios completamente
metrizables son completamente metrizables. En esta seccién se prueba que todas estas operacio-
nes también conservan la Cech-completitud. Veremos también nuevas caracterizaciones de la
Cech-completitud en términos de propiedades absolutas, subespacios, productos directos y limites
de sucesiones inversas.

El siguiente teorema generaliza la condiciéon dada en los teoremas 3.4 y 3.20 para la he-
redabilidad de la completitud en espacios métricos completos y en espacios completamente

metrizables.

Teorema 5.8. Todo subconjunto cerrado y todo subconjunto G5 de un espacio Cech-completo es

Cech-completo.

Demostracién. Supongamos que X es un espacio Cech-completo.
Sea A un subconjunto cerrado de X, y {%,},en una sucesiéon completa de cubrimientos
abiertos de X, con %,, = {Uy, ;}ic1, para cada n € N. Entonces {%',}nen, siendo %', = {Uy, ; N Alier,

para cada n € N, es una sucesién completa de cubrimientos abiertos de A. En efecto, dada una
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familia % de cerrados de A que es %',-pequefia para todo n € N, & también es una familia de
cerrados de X, y es %,-pequena, ya que si F < (U, ;N A)e U',, entonces F c Uy, ; € %,. Por tanto,
la interseccién de los miembros de & es no vacia.

Sea A ¢ X un conjunto G5 en X, de manera que existe una sucesion {U,};_ ; de abiertos de
X tal que A =72, U,. Por otro lado X es un conjunto Gs en X, por lo que existe una sucesion
{Vmn}},_, de abiertos de X tal que X =(°_; Vi. Haciendo, para cada n, U, = W, N X con W,
abierto en X, tenemos A =(N72; W) n(N>_; Vin), luego A es un conjunto G5 en X,y por lo

tanto en A c X, que es una compactificacién de A. Luego, A es Cech-completo. O

El teorema siguiente proporciona una caracterizacion de los subespacios que heredan la

Cech-completitud, analoga a la dada en el teorema 2.20 para espacios localmente compactos.

Teorema 5.9. Sea M un subespacio de un espacio Cech-completo X. M es Cech-completo si y solo

si se puede representar en la forma M = F N Z, siendo F un cerrado de X y Z un conjunto Gs en X.

Demostracion. En la primera parte del teorema 4.2 se demostré que si un espacio de Tychonoff X
tiene una sucesién completa de cubrimientos abiertos, entonces X es un conjunto G5 en fX. En
esa demostracion las tinicas propiedades de fX que se utilizaron fueron que es un espacio regular
y que contiene a X como subespacio denso. Por tanto, el mismo argumento sirve para probar que
si X es Cech-completo, X €Y, Y es regular, y X =Y, entonces X es un conjunto G5 en Y. Ahora,
sean M, X espacios Cech-completos con M < X. Por el teorema 5.8, M es Cech-completo, y por la
observacién que acabamos de hacer, M es un conjunto G5 en M. Por tanto existe una sucesién
{U,};2, de abiertos de X tal que M =>2,(Up, NnM)=Mn N521(Ux), que es la interseccién de un
cerrado y de un conjunto G5 en X.

Reciprocamente, sea M = F nZ, siendo F un cerrado y Z un conjunto G5 de un espacio
Cech-completo X. Por el teorema 5.8, Z es Cech-completo, y M = F nZ, siendo cerrado en Z, es
Cech-completo. O

En el corolario 2.2 y los teoremas 2.21, 3.9 y 3.24 se dieron caracterizaciones de varias clases

de espacios por propiedades absolutas. Ahora damos otra para los espacios Cech-completos.

Teorema 5.10. Un espacio de Tychonoff es Cech-completo si y solo si es absolutamente la inter-

seccién de un conjunto Gy un cerrado.

Demostracién. Sea X Cech-completo e Y un espacio de Tychonoff tal que X < Y. Tenemos que
X cY c Y. Por el teorema 5.9, X =FnZ, siendo F cerrado en fY y Z un conjunto G5 en BY.
Entonces, X =X NY =FnNnY)N(ZNnY),con FNY cerradoenY y ZNY un conjunto Gsen Y.

Si X es un espacio de Tychonoff que es absolutamente la interseccién de un conjunto G5 y un

cerrado, en particular lo es en SX. Por el teorema 5.9, X es Cech-completo. O

En la tabla siguiente se muestran todas las caracterizaciones encontradas de clases de

espacios por propiedades absolutas. Cada fila indica que un espacio de la clase </ pertenece a la
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subclase & si y solo si tiene la propiedad &2 como subconjunto de cualquier espacio de la clase <.

F indica la propiedad de ser cerrado, y G la de ser abierto.

Clase Subclase Propiedad absoluta

meétricos completos F

metrizables | completamente metrizables Gs

de Tychonoff | compactos F

de Tychonoff | localmente compactos FnG

de Tychonoff | Cech-completos FnGs
TABLA 3

A continuacién se dan dos teoremas sobre la conservacién de la Cech-completitud en sumas
directas arbitrarias y productos cartesianos numerables, que son los analogos de los teoremas
3.16 y 3.17, referidos a espacios completamente metrizables, y de los teoremas 3.5 y 3.6 para los

espacios métricos completos.

Teorema 5.11. La suma directa @;c; X; es éech-completa st y solo si todos los espacios X; son

Cech-completos.

Demostracion. Sea X = @;c1 X;.

Supongamos que X es un espacio Cech-completo. Cada X; es un subespacio cerrado de X,
luego es Cech-completo por 5.8.

Supongamos ahora que todos los espacios X; son Cech-completos. Para cada i € I, sea ¢; X;
una compactificacién de X;. Por hipétesis, ¢;X; —X; =U;_, Fi », donde F; ;, es un subconjunto
cerrado de ¢;X; paracadaiel yneN. SeaY =@;c;c;X;. Cada punto de Y tiene un entorno
abierto y compacto en Y, el subespacio ¢; X; al que pertenece, por tanto Y es localmente compacto,
y, en consecuencia, éech—completo. Tenemos que Y — X = Ujer(c; X; — X;) = Uier(US2 1 Fin) =
U2 1(Uier Fin), y los conjuntos U;er Fi n son cerrados en Y para todo n € N. Por tanto, X es un

conjunto G5 en Y, y, por el teorema 5.8, X es Cech-completo. O

Teorema 5.12. El producto cartesiano [[>; X, es Cech-completo si todos los espacios X, son

C‘ech-completos.

Demostracién. Supongamos que todos los espacios X,, son Cech-completos. Para cada n € N, sea
¢ X, una compactificaciéon de X,,, de manera que ¢, X, — X, es un conjunto F; en ¢, X, para todo
neN. Sean X =[[72, X, Y =[I72; cxX,. Por el teorema de Tychonoff, Y es compacto. Tenemos
X = m = Hg"zl)Tn =[I72;cnX, =Y, luego Y es una compactificacién de X.

Sea Fr, =171 Y n, siendo Yy, 1 = ¢n X — X, € Yy n = ¢, X, para n # m. Por ser Yy, ,, un
conjunto F; en ¢, Xy, Fr, €s un conjunto F; en Y. Tenemos que Y —X =U>_ Fiy, luego Y - X

es un conjunto Fy; en Y, por tanto, X es Cech-completo. O
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Damos a continuacién otra caracterizacion de los espacios Cech-completos.

Teorema 5.13. Un espacio topolégico es Cech-completo si y solo si es homeomorfo a un subconjunto

cerrado de un producto numerable de espacios localmente compactos.

Demostracién. Supongamos que X es un subespacio cerrado de [[>2, X, donde cada X, es
localmente compacto, y por tanto Cech-completo. Por el teorema 5.12, 152, X es Cech-completo,
y por el teorema 5.8, X es Cech-completo.

Reciprocamente, sea X un espacio Cech-completo, y cX una compactificacién de X. Identifi-
caremos X con un subespacio de cX, de manera que X =(°; Uy, siendo los U,, subconjuntos
abiertos en cX, y por tanto, localmente compactos. La aplicacién continua f : X — [[72, Uy,
definida por f(x) = (x,x,...), es un encaje por 1.15, asi que bastara ver que f(X) es un cerrado en

o2 1Un. En efecto, considerando [[72, U, <[5, cX, tenemos que f(X)=AN][[>2, Uy, siendo A

la diagonal de J]7~

1¢X, que es un cerrado por 1.18. O

Recordemos el concepto de limite de una sucesién inversa. Una sucesion {X,}7 ; de espacios
topoldgicos se llama una sucesion inversa si para cada m,n € N, m < n, esta dada una aplicacién
continua II}, : X;, — X, verificando que II;" oI, = I para todos I =m <n, y que II} es la

identidad en X,, para todo n. Se llaman hilos de dicha sucesién inversa a los elementos {x,} €

(e.0]

[172, X, tales que I}, (x,) = x,,, siempre que m < n. Se llama limite de la sucesion inversa {X,}7” ,,

y se denota por lim X, al subespacio de todos los hilos de [I72; Xp.
Teorema 5.14. El limite de una sucesion inversa de espacios Cech-completos es Cech-completo.

Demostracion. Por los teoremas 5.12 y 5.8, bastara ver que lim X, es un subespacio cerrado de
o2 1Xn. En efecto, el conjunto de hilos es la interseccion de todos los conjuntos M,,; = {{x,} €
o1 Xn: l'[;”(xm) =x;}, para [l <m, y cada M,,; es cerrado por el teorema 1.13, ya que M,,; es

el conjunto de los puntos de [[;”; X, donde coinciden las aplicaciones continuas II}" o pp, y pi,

siendo p, : [172; X» — X, la proyeccién natural para cada n e N. O
Terminamos la seccién con otra caracterizacion de los espacios Cech-completos.

Teorema 5.15. Un espacio topoldgico es C'ech-completo st y solo si es el limite de una sucesion

inversa de espacios localmente compactos.

Demostracién. Supongamos que X =lim X, donde los X, son localmente compactos, y por tanto
Cech-completos. Por el teorema 5.14, X es Cech-completo.

Reciprocamente, sea X un espacio Cech-completo, y ¢X una compactificacién de X. Si identi-
ficamos X con c(X), tenemos que X =7, V,, siendo los V;, subconjuntos abiertos en cX. Sea
U,=Vin---nV, para cada n € N. Entonces, X =", Uy, siendo U; > U;... una sucesién descen-
dente de subespacios abiertos de cX, y por tanto, localmente compactos. Esta sucesién es una

sucesién inversa si hacemos II7, : U, — U,, igual a la inyeccién natural, para m < n. Para concluir
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basta con observar que @Un c [I52; Un coincide con la imagen del encaje f : X — [[72 Uy,
definido por f(x) = (x,x,...). O

5.4. Cech-completitud y aplicaciones perfectas

En esta dltima seccion estudiaremos la conservacién de la éech-completitud por ciertas clases
de aplicaciones continuas.

Dada una clase € de espacios topologicos, se dice que una propiedad & de espacios topolégicos
es invariante en € por una clase .4 de aplicaciones continuas si para cualesquiera espacios X,Y
de la clase ¥ y para toda aplicaciéon continua suprayectiva f : X — Y de la clase .#, si X tiene
la propiedad 22, entonces Y tiene la propiedad &2. Por ejemplo, en la clase de los espacios de
Hausdorff, la compacidad es invariante por las aplicaciones continuas, y en la clase de todos los
espacios topoldgicos, ser T'; es invariante por las aplicaciones cerradas.

Con la misma terminologia, se dice que en la clase ¥ la propiedad & es una invariante
inversa por la clase ./, si para todos X,Y € ¥ y toda f € .4, siendo f : X — Y suprayectiva,
si Y tiene la propiedad &2, entonces X tiene la propiedad 2. Nétese que, si Y es un espacio
de un solo punto, toda aplicacién f : X — Y suprayectiva es continua, por ello las propiedades
invariantes inversas por todas las aplicaciones continuas son pocas y poco interesantes, y se
suelen estudiar las propiedades que son invariantes inversas por clases maés restringidas de
aplicaciones continuas, donde se impone alguna condicién sobre las fibras de los puntos de Y.
Una de estas clases es la de las aplicaciones perfectas.

Se dice de una aplicacién continua f : X — Y que es perfecta si X es un espacio de Hausdorff,
f es cerrada y todas las fibras £ ~1(y) son subespacios compactos de X.

Resulta que hay varias propiedades interesantes que son tanto invariantes como invariantes
inversas por las aplicaciones perfectas en la clase de todos los espacios topoldgicos. Entre estas
propiedades, que se llaman propiedades perfectas, estan las de ser de Hausdorff, regular, compacto,
localmente compacto y k-espacio (véase [Enl, 3.7). En esta seccién vamos a ver que la Cech-

completitud es una propiedad perfecta en la clase de los espacios de Tychonoff.

Teorema 5.16. Toda aplicacién continua de un espacio compacto a un espacio de Hausdorff es

perfecta.

Demostraciéon. Sea X un espacio compacto, Y un espacio de Hausdorffy f: X — Y continua. Si
A c X es cerrado, es compacto, luego f(A) es compacto, y por tanto cerrado en Y. Para todo y €Y,

la fibra f~1(y) es un cerrado de X, luego es compacto. O

Teorema 5.17. Si f : X — Y es una aplicacion perfecta y A < X, entonces la restriccion de f

fa:f YA)— A es una aplicacion perfecta.

Demostracién. f~YA)c X es de Hausdorff si lo es X. Veamos que f4 es cerrada. Sea f{(A)nF
un cerrado de f"1(A), donde F es un cerrado en Y. Tenemos que fa(f " HA)NF) = f(f " HA)nF) =
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ANf(F), que es un cerrado de A por ser f cerrada. Por ultimo, las fibras son compactas ya que
fgl(y)=f_1(y) para todo y € A. 0

Lema 5.18. Una aplicacién perfecta f : X — Y no se puede extender continuamente sobre un

espacio de Hausdorff Z que contiene a X como subconjunto propio denso.

Demostracién. Supongamos que Z es un espacio de Hausdorfftal que X < Z, X #Z,X =2,y
que F : Z — Y es una extensioén continua de la aplicacion perfecta f : X — Y. Restringiendo F,
podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que Z = X U {x}, con x ¢ X. La fibra f~1(F(x)) es un
conjunto compacto, y x ¢ f~1(F(x)). Por el teorema 1.8, existen abiertos disjuntos U,V en Z tales
quexeUy f1(F(x))cV.Como V c X,V es abierto en X, por tanto f(X —V) es cerrado en Y,
luego F~1(f(X —V)) es cerrado en Z. Tenemos que X -V c f " {(f(X - V)) = F1(f(X - V)), puesto
que F(x) ¢ f(X = V). Por consiguiente, X -V c F-L{f(X -V) =f"Hf(X-V))c X, siendo X -V
la clausura en Z de X — V. Ahora bien, xe X -V, ya que, dado un entorno W de x en Z, WnU
corta a X, por la densidad de X, y no corta a V, luego W corta a X — V. Asi, x € X, lo que es una

contradiccion. 0

Teorema 5.19. Sea [ : X — Y una aplicacién continua entre espacios de Tychonoff. Las siguientes

condiciones son equivalentes:
(i) f es perfecta.

(ii) Para cada compactificacion aY de Y, la extension F : X — aY de f verifica F(X -X) c
aY -Y.

(iit) La extension F : X — BY de f verifica F(fX -X)c Y -Y.

(iv) Existe una compactificacién aY de Y tal que la extension F : BX — aY de f verifica F(BX —
X)caY -Y.

Demostracién. Para probar (i) = (ii), consideremos una aplicacién perfecta f : X — Y entre
espacios de Tychonoff, su extensién F : BX — aY, y la restriccién de la dltima Fy : F-X(Y) - Y. Fy
es una extensién continua de f, y X es denso en F~1(Y), asi que, por el lema anterior, X = F~1(Y).
Entonces F1(aY -Y)=F1(aY)-F~4Y)= X - X, de donde F(BX —-X)=F(F (aY -Y)) c
aY -Y.

Las implicaciones (ii) = (iii) y (iii) = (iv) son triviales. Para demostrar (iv) = (i), tengamos
en cuenta que F : BX — aY es perfecta por el teorema 5.16, luego la restriccién Fy : F1(Y) - Y
es perfecta por el teorema 5.17. Si F(BX —X)caY -Y, entonces FlY)=X,luegoFy =f. O

Ahora ya podemos demostrar que la Cech-completitud es una propiedad perfecta en la clase

de los espacios de Tychonoff.

Teorema 5.20. Sea f : X — Y una aplicacién perfecta y suprayectiva entre espacios de Tychonoff.

Entonces X es Cech-completo si y solo si Y es Cech-completo.
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5.4. CECH-COMPLETITUD Y APLICACIONES PERFECTAS

Demostracion. Sean X,Y espacios de Tychonoff, y f : X — Y perfecta y suprayectiva. Consi-
deremos su extension F : X — BY. Por el teorema 5.19, F(fX —X) c BY - Y, y, puesto que
FX)=f(X)=Y,F 1(BY -Y)=BX - X. Por tanto, si Y —Y es un conjunto F, en pY, BX - X
es un conjunto F; en X.

Por otro lado, F/(8X) es un compacto que contiene a F(X) =Y, luego es una compactificacion
de Y, por tanto coincide con BY . Es decir, F' es suprayectiva, luego, F(fX — X) = Y — Y. Ademas,
F es cerrada por la compacidad de X, por tanto, si fX — X es un conjunto F; en X, fY —-Y es

un conjunto F; en Y. O

Corolario 5.21. Sea f : X — Y una aplicacion perfecta y suprayectiva entre espacios métricos.

Entonces X es completamente metrizable si y solo si Y es completamente metrizable. O
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CONCLUSIONES

Cech defini6 los espacios Cech—completos como aquellos espacios de Tychonoff que se pueden
encajar como conjuntos G5 en algin compacto, generalizando asi la propiedad de que los conjuntos
Gs de los espacios completamente metrizables, y solo ellos, heredan la completa metrizabilidad.
Hemos comprobado que la Cech-completitud es una buena extensién de la completa metrizabilidad
a la clase de los espacios de Tychonoff: coincide con ella en la clase de los espacios metrizables, y
conserva muchas propiedades agradables de los espacios completamente metrizables.

Partiendo del concepto clasico de completitud como convergencia de sucesiones de Cauchy,
hemos llegado a entender la completitud como una cierta propiedad topolégica absoluta en el
ambito de cierta clase de espacios. Un espacio métrico es completo si es un cerrado absoluto, es
decir, si es cerrado al encajarlo en cualquier espacio métrico. Un espacio metrizable es completa-
mente metrizable si es un conjunto G5 absoluto. Un espacio de Tychonoff es Cech-completo si es
absolutamente la interseccion de un conjunto G5 y un cerrado.

Queremos terminar planteando la pregunta de si este enfoque permite generalizar la comple-
titud a otras clases de espacios topolégicos.! Asi pues, dada una clase € de espacios topolégicos
que contiene a la clase .# de los espacios metrizables, diriamos que un espacio X € 6 es completo
si tiene una propiedad &2 absoluta en la clase ¥, que en la clase .# es equivalente a la propiedad
de ser un G5 absoluto. Dejamos pendiente la posibilidad de encontrar esas propiedades en clases

de espacios mas generales que la de los espacios de Tychonoff.

1Hay generalizaciones de la completitud métrica que parten de otros enfoques, por ejemplo, la completitud en
espacios uniformes.
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