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Resumen

Este Trabajo de Fin de Master es una introduccion a la investigacién sobre sistemas
de coordenadas en Espacios de Banach. Se inicia el trabajo con conceptos generales
sobre bases de Schauder en Espacios de Banach y sucesiones basicas con definiciones
y ejemplos. Se continta con los conceptos de equivalencia entre bases y sucesiones
basicas y definiciones de base bloque, estabilidad y perturbaciéon de bases. Lo anterior
nos lleva a resultados fundamentales como son el lema de Mazur y el el principio de
seleccion de Bessaga-Pelcynski. Seguidamente se presentan conceptos y definiciones
sobre clases especiales de bases tales como bases incondicionales, contractivas y
acotadas completamente que nos permitiran tener criterios para caracterizar espacios
reflexivos y finalmente se presenta el espacio de James J.

Abstract

These Master’s Thesis is an introdutory note on systems of coordinates in the field of
Geometry of Banach Spaces. First we introduce the fundamental notions of a Schau-
der bases and basis sequences on Banach spaces through definitions and examples.
We continue with the study of equivalences between bases and basic sequences, de-
finitions and concepts about block basic sequences and stability and perturbations
of basis. All of these leads to show Mazur’'s Lemma and the Bessaga-Pelczynski
selection principle. The main point part of this work is an extensive treatment of
special bases like unconditional, shrinking and completely-bounded bases, used in
the study of reflexive spaces. Finally we present the James Space J.

Keywords: Bases de Schauder; Lema de Mazur; Principio de seleccién de Bessaga-
Pelczynski; Bases incondicionales, contractivas y completamente acotadas; Caracte-
rizacién de la reflexividad; Espacio de James.
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Capitulo 1

Introduccion

Este Trabajo de Fin de Master (TFM) es una introduccién a la investigacion
sobre sistemas de coordenadas en Espacios de Banach. Se inicia el trabajo presen-
tando en el capitulo 1 una visién general del TFM. En el capitulo 2 se introducen
los conceptos generales sobre bases de Schauder en Espacios de Banach y sucesiones
bésicas con definiciones y ejemplos. Se contintia con los conceptos de equivalencia
entre bases y sucesiones basicas y definiciones de niimero base, base bloque, estabi-
lidad y perturbacion de bases y propiedad de la aproximacion, que nos conduce a
resultados fundamentales para el estudio de subespacios infinito dimensionales como
son el lema de Mazur y el principio de seleccion de Bessaga-Pelsynski. Seguidamen-
te en el capitulo 3 se presentan conceptos y definiciones sobre clases especiales de
bases tales como bases incondicionales, contractivas y acotadas completamente que
nos permitirdn tener criterios para caracterizar los espacios reflexivos y presentar
el espacio de James. Se finaliza con conclusiones sobre estos temas y los posibles
estudios posteriores que contintien este trabajo.

La referencia bibliografica incluye dos textos de postgrado para un estudio for-
mal del tema y tres articulos publicados en revistas cientificas que nos permiten
introducirnos en el campo de la investigacion. El texto principal es el de Albiac-
Kalton, el primero profesor de la Universidad Publica de Navarra [1] [capitulos 1y
3], es un texto extenso, moderno, de nivel postgrado y que presenta los temas con
rigor matematico con un tratamiento muy formal. Se complementa este texto con
el clésico de Linderstrauss[8][capitulo 1] y el articulo de Johnson[7]. Los otros dos
articulos cientificos se utilizan en el capitulo 2 al tratar la cuestién fundamental de
saber si tiene Base todo espacio de Banach separable y lo estudiamos con el articulo
de Enflo [3] que demuestra que la respuesta es negativa, y en el capitulo 3 al estudiar
la caracterizacion de la reflexividad que analizamos en profundidad basandonos en
el extenso articulo de James [6]

La terminologia y notacion varia entre los autores, aqui utilizaremos mayormente
la que se emplea en el texto de Albiac-Kalton[l]. Para consultas puntuales sobre
temas de andlisis funcional hemos utilizado los textos de Valdivia[9] y Yosida[10].

Finalizamos senalando que este trabajo ha sido escrito con HTEX con el sistema
TeXnicCenter 2.02 stable sobre MiKTeX 2.9.
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Capitulo 2

Bases de Schauder

2.1. Bases de Schauder y sucesiones basicas

Empezamos comentando que para trabajar con espacios infinito dimensionales
necesitamos ampliar de alguna forma los conceptos y métodos empleados con las
bases de espacios finito dimensionales. Sabemos que una base permite representar
cualquier elemento del espacio como una combinacién de elementos de la base y
determinados escalares. Por ejemplo la base canénica B = (ey, eq, ..., €,) cuyos ele-
mentos se denominan coordenadas, siendo e; = (0, ...,1,..,0) con 1 en la posicién i,
entonces B es base del espacio R", denominada base de Hamel. Esta base conjunta-
mente con una sucesién de escalares (ag, as, ..., a,,) llamados coeficientes nos permite
representar cualquier elemento x € R” como una tnica combinacién lineal y finita
T = aier + ases + ... + ane,.

Sin embargo el conjunto B = (ey, ey, ...) siendo e¢; = (0,...,1,...) con 1 en la po-
sicion ¢ no es una base de Hamel del espacio [, de sucesiones infinitas, porque no
podemos encontrar una sucesion de escalares (aj, as, ...) tal que = = aje; + ages + ...
sea una combinacién lineal y finita. Hay que senalar que siempre existe base de Ha-
mel para espacios de dimensién infinita, pero no hay métodos simples para su cons-
truccion. Siendo la base de Hamel, una estructura algebraica, necesitamos anadir
propiedades topoldgicas como es la nociéon de aproximacién, es decir convergencia,
para poder desarrollar bases méas faciles de obtener. El espacio de Banach es un
espacio vectorial con una topologia inducida por una norma que nos va a permitir
definir bases tales como la base de Schauder que es una de las mas utilizadas en los
espacios funcionales clasicos.

Las bases de Schauder tienen importantes aplicaciones, algunas de las cuales son
los objetivos de éste TFM entre los que podemos mencionar: Cémo convierten un
espacio vectorial en un espacio de sucesiones identificando cada vector con una suce-
sién correspondiente de coeficientes, estudiar los subespacios de dimension infinita,
simplificar demostraciones de teoremas tal como el de Eberlein-Smulian o la carac-
terizaciéon de la reflexividad de un espacio de Banach. Estos objetivos nos indican
que el estudio de las bases nos proporcionan herramientas valiosas para el analisis
de las propiedades de los espacios de Banach.

7
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A lo largo de este trabajo iremos presentando definiciones, ejemplos y resultados
que nos permitiran entender las bases de Schauder con un enfoque clasico empleado
por la mayoria de autores y con rigor matemaéatico y a un nivel de postgrado en
matematicas. Se utilizan frecuentemente teoremas del andlisis funcional, topologia,
conceptos de espacios dual, doble dual, operadores, convergencia, convergencia débil
y convergencia débil*. Estos conceptos se presentan en el apéndice para los lectores
que necesiten consultar definiciones o teoremas, aunque no se incluiran demostra-
ciones.

2.1.1. Nociones Generales

Definicién 2.1.1 (Base de Schauder). Una base de Schauder es una sucesién de
elementos (e,)2%; en un espacio de Banach X infinito dimensional que satisface la
propiedad de que para cada x € X existe una tnica sucesion de escalares (a,)5,

tal que

[e.o]

T = E Anen

n=1

p . ez <z N .
Segun esta definicién la sucesion (D>, ane,)¥_, converge en norma a x, es decir:

Si consideramos la base de Schauder (e,,)?2,, por existir una unica sucesién de

escalares (a,)>°, las aplicaciones = +— a, son funcionales lineales y continuos. De
esta forma podemos obtener algunos resultados relacionados con el dual X*. Para
esto vamos a introducir los funcionales biortogonales asociados a la base de Schauder,
y a continuacion definiremos las sucesiones de las proyecciones naturales asociadas
también a esta base.

Definicién 2.1.2 (Funcionales biortogonales). Los funcionales biortogonales
asociados a una base de Schauder (e,,)2? ; en un espacio de Banach X es la sucesién
de funcionales lineales y continuos ()22 ; en el dual X* tal que:

1. e;(ej) =1sij=k,yej(e;) =0 en otro caso, para cualquier j, k € N,
2. x =737 ei(x)e, para cada x € X.

n

Nota: Los funcionales biortogonales también se denominan funcionales coorde-
nados asociados con (e,)> ;. Es decir a,, = €(z) y si x es un elemento del espacio

X se puede expresar como =Y~ ape, en funcién de los coeficientes a,, y de las
coordenadas e,, de la base o como x = Y7 e} (x)e, en funcién de los funcionales

coordenados e} y de las coordenadas e, de la base.

Debemos comentar que para los espacios de Banach los conceptos de base y de
base de Schauder son equivalentes y ha sido demostrado como una de las primeras
aplicaciones del teorema de la grafica cerrada. Sin embargo hay diferencias cuando
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se estudian espacios que generalizan los espacios de Banach tales como los espacios
localmente convexos. Por esta razon llamaremos a partir de ahora llamaremos a las
bases de Schauder bases simplemente. Ver Albiac-Kalton[1][definicién 1.1.2]

Definicién 2.1.3 (Sucesién de proyecciones naturales). Una sucesién de pro-
yecciones naturales es una coleccién de aplicaciénes lineales S, : X — X definida
como So(xz) = 0y paran > 1 como S,(x) = >} _, ei(z)ey, siendo z = Y2 | e (z)ey.
También se puede utilizar la notacién S,(z) = Y ,_, axey, siendo x = Y 7~ | agey, si
no se quiere utilizar los funcionales coordenados ej. Los operadores S, son lineales
continuos, porque los funcionales coordenados e son continuos, y también estan
acotados porque S, (x) C X es de dimensién finita, y por el principo de la acotacién
uniforme sup,, ||S,(z)|| < co.

Definicién 2.1.4 (Constante de la Base). Si (e,,)%°; es una base del espacio de
Banach X, entonces el numero Ky, = sup,, ||S,|| se denomina constante de la base.
Si este nimero es 1, se dice que la base es mondtona.

Cuando nos interese tener una base monétona podemos definir una nueva norma:

[[[][] = sup [[Sn ()]
n>1

Entonces ||z|| < |||z]|] < Ky ||x]|, es decir la nueva norma es equivalente a la
norma original y se verifica que |||S,||| = 1 para n € R.

Definicién 2.1.5 (Sucesién Bdésica). Una sucesion de elementos (ex)72; en un
espacio de Banach X se denomina sucesion bésica si es una base para [eg] es decir
que sea una base de Schauder para la clausura de la envoltura lineal de (ej)32,
(span(ex)?2). Esta definicién no exige que esta base genere todo el espacio X. Si
(er)52, es base de Schauder para el espacio X debe cumplirse que X = span(ex)2 ;.

Las sucesiones basicas juegan un papel importante en el estudio de los espacios de
Banach y continuaremos con este tema en la seccién 2.2. Enunciamos a continuacion
un criterio para reconocer si una sucesion es basica.

Proposicién 2.1.6 (Condicién de Grunblum). Una sucesién (e)72; de elemen-
tos distintos de cero de un espacio de Banach X es una sucesion bésica si y sélo si
existe una constante positiva K tal que:

m n
E ageg|| < K E agex||
k=1 k=1

para toda sucesion de escalares (ay) y todos los enteros m, n, tal que m < n. Obser-

vacién: Esta condicién conjuntamente con i) e, # 0 Vn € Ny ii) X = Span(e,)o,

forman las tres condiciones necesarias y suficientes para que (e,)>°; sea una base
de Schauder. N
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Mencionamos a continuacion dos notas que nos permiten ampliar los contenidos de
ésta seccion:

1. Si (eg)72; es base de Schauder de X, entonces ((e,)/ ||en|])32; es una base nor-
malizada de X.

2. Todo espacio de Banach X con base es separable. Recordemos que un espacio es
separable si contiene un conjunto denso y numerable. Por lo tanto si (ex)72; es base
de X, el conjunto A = {>°,_, ane, : ax € Q,n € N} es denso y numerable en X.
Esto quiere decir que si un espacio no es separable entonces no tiene base. Vamos
a ilustrar estas afirmaciones con ejemplos de espacios de Banach separables y no
separables:

El espacio de Banach infinito dimensional de las sucesiones acotadas (., =
{(x); sup{|z,|;n > 1} < oo} con la norma del supremo ||(z,)||, = sup{|z,|;n >
1} no es separable. Si consideramos el conjunto A = {0, 1} de /., (sucesiones de
ceros y unos), entonces A no es numerable porque su cardinal es 2N el mismo que
el conjunto de Cantor y ademas satisface que ||z —y|| =1 Vz,y € A,z # y.

El espacio de Banach infinito dimensional de las sucesiones con limite 0 ¢y =
{(xy);lim, oo x,, = 0} con la norma del supremo ||(z,)|,, = sup{|z,|;n > 1}
es separable. Si consideramos el conjunto A = {(0,...,0, 10,0, ..)};i € N, enton-
ces A es numerable por la propia definicién. Si consideramos = € ¢y ¥ (Yn)nen =
{(z1,...,2,,0,0,...);n € N}, entonces lim,, ,o(y,) =z y x € span(A), es decir A es
denso en ¢y. Concluimos que A C ¢y es un conjunto numerable y denso. Ademas, ¢
tiene base de Schauder como puede verse en el ejemplo 2.1.7. Senalamos finalmente
que ¢y es un subespacio de /.

Hemos dicho en la nota 2 que un espacio de Banach X con base es separable.
Un problema que surgié hace muchos anos se refiere al inverso de esta afirmacion, es
decir j Tiene base todo espacio de Banach separable 7, la respuesta es negativa y se
debe a Per Enflo basdndose en la propiedad de aproximacién (denominada AP) que
construye en 1972 un espacio de Banach separable que no tiene base de Schauder. El
articulo publicado por Enflo[3] se estructura alrededor de un teorema y 7 lemas que
ha servido posteriormente para construir subespacios cerrados de £, para 2 < p < oo
que no tienen bases de Schauder. Finalizamos presentando algunos resultados sobre
la propiedad de aproximacion.

Definicién 2.1.7. Un espacio de Banach X tiene la propiedad de aproximacion
(AP) si, para cada conjunto compacto K y para todo ¢ > 0 existe un operador
T : X — X de rango finito tal que |7 — z|| < € para todo x € K. Observacién:
Todo espacio de Banach con base de Schauder tiene la propiedad AP porque las
proyecciones naturales de X (ver definicién 2.1.3) sobre subespacios de dimensién
finita forman una sucesién de operadores que convergen puntualmente al operador

identidad.

Definicién 2.1.8. Un espacio separable de Banach X tiene la propiedad de la apro-
ximacién acotada (BAP) si existe una sucesion de operadores (7,,)° ; de rango finito
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tal que lim, . ||t — Tx| = 0 para todo x € X. Observacién: tener la propiedad
BAP implica tener la propiedad AP.

Problema 2.1.9 (Problema de la Base de Schauder). ; Tiene base todo espacio
de Banach separable ? Respuesta: NO, demostrado por Enflo[3], que construye un
espacio que no tiene propiedad de aproximacién (AP).

Problema 2.1.10 (Problema de la Aproximacién). ; Tiene la propiedad de la
aproximacién todo espacio de Banach 7 Respuesta: NO, demostrado por Enflo[3]

2.1.2. Ejemplos de Bases
2.1.2.1. Bases Naturales

Algunos espacios de Banach clésicos tienen bases que podemos llamarlas natu-
rales.

Ejemplo 2.1.11. En la introduccién presentamos la sucesién B = (e, s, ...) siendo
e; = (0,...,1,...) con 1 en la posicién i, entonces la sucesién (e;)2°; es una base
de Schauder mondtona y normalizada de los espacios ¢y y [, de sucesiones para
1 <p<oo.

Ejemplo 2.1.12. Las bases ortonormales en espacios de Hibert son bases de Schau-
der.

Ejemplo 2.1.13. El Sistema de Haar es base de Schauder monétona no normalizada
para L,(0,1) para 1 < p < oo

Sin entrar en detalles de la construccién de la base que se obtiene podemos decir
que el sistema de Haar es una sucesién (h,)5, de funciones definidas en [0, 1] de
tal manera que h; = 1 y para n = 2¥ + s se definen funciones escalonadas para
k=0,1,...,y para s = 1,2,...,2" de la siguiente forma y que se muestran en la
figura 2.1:

1 si 25— 2281 <t < 25— 12FHL

ho(t) =< —1 si 25 — 1281 <t < 2520H1

0 en otro caso
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ha(t) ha(t) hs(t) ha(t)

Figura 2.1: Primeros términos de la sucesién de funciones escalonadas (hy,)52; del sistema
de Haar para L,(0,1) para 1 < p < o0

Ejemplo 2.1.14. El Sistema de Haar es base de Schauder para C'(0, 1).

El sistema de Schauder o Faber-Schauder es una sucesién de funciones (s,)>2,
que conforman una base de Schauder monétona para C(0,1). La construccién de es-
ta base se puede hacer de diversas formas. Aqui presentamos la construccién original
expuesta en el texto de Albiac-Kalton [1]. Sea (g,)52; una sucesién densa en C'(0, 1)
tal que g1 = 0 y g2 = 1. Se puede construir por induccién una sucesion de operadores
(55)52, definida sobre C'(0,1) de la siguiente forma: S;f(t) = f(¢q:) para 1 <t < mn,
entonces S, f es una funcién lineal definida por partes (piecewise function) como
Snf(qe) = f(qr) para 1 < k < n en el intervalo [0, 1]\{q1, ..., ¢,}. El primer com-
ponente de la base es so(t) = 1 para todo t, entonces se definen recursivamente los
deméds componentes e,, de la base como e,(q,) =1, e,(qx) =0 para 1l <k <n,ye,
es una funcién lineal en cada intervalo [0, 1]\{q, ..., ¢, }. Las funciones de la base se
muestran en la figura 2.2

Otra forma de construir esta base es relacionandola con el sistema de Haar, como
se puede ver en Johnson [7]. Entones, si el sistema de Haar es {h,,}°°; y la base del
sistema de Schauder es {s,}22, segin la notacién de indices que hemos empleado
hasta ahora. La base sera entonces s =17y s, = f h,dt , integral indefinida para
n > 1. Finalizamos senalando que la sucesién {qi, ...,q,} es la sucesién de puntos
diddicos (¢n)nen en [0,1] y que es un conjunto denso en [0, 1]:

7T 1 3 5 7 9

3.9
8 8 8 16'16' 16" 16' 16’
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Solt) Sa(t] S(t) S3(t]

10 10 10 10 T

08 08 08 08

00 00 00 00

00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
- Sa(t : Ss(E - Se(E, - s7.(t)

0.6 I 0.6 ’ 0.6 ’ 0.6 \

04 \ M’ 04 ’ 04 ‘

0.2 I \ 0.2 0.2 ” \‘ 0.2 ” \‘

0.0 00 0.0 0.0
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
t

Figura 2.2: Primeros términos de la base del sistema de Faber-Schauder para el espacio
de funciones continuas C10, 1] formada por funciones definidas por partes.

2.1.2.2. Otras Bases

Por ejemplo la sucesion (e, )nen = (1, cos x, sen x, cos 2z, sen 2, cos nx, sen nx, ... )
es el Sistema Trigonométrico y es base de Schauder para L, ([0, 2 71]) paral < p < 0o
en el caso real y para el caso complejo es (e,)neny = (1,6, e e** e~ ) ver
[8][parrafo siguiente a definicién 1.f.2].

L L
1. cos{x), cos(2x) .. — sen(x). sen(2x} ...

o w2 T 3ri2 2rr
= (radianes)

Figura 2.3: Primeros términos de la base de Schauder del sistema trigonométrico para
L,([0, 2 7]) con 1 < p < oo formada por funciones seno y coseno.

2.2. Equivalencia de bases y equivalencia de Su-
cesiones Basicas

En la seccién anterior hemos presentado las definiciones basicas sobre bases y
sucesiones basicas conjuntamente con criterios para demostrar la existencia de bases.
En esta seccién continuaremos con la teoria de bases. Un concepto importante es la
unicidad de una base lo que nos lleva a presentar resultados sobre equivalencias de
bases y sucesiones basicas. Otro aspecto importante que juegan las sucesiones bésicas
es el estudio de los subespacios de los espacios de Banach, es decir la estructura
isomorfica de estos espacios. Para esto se debe encontrar una respuesta al problema
que enunciamos a continuacion:

Problema 2.2.1 (Problema de las sucesiones basicas). ; Tiene sucesién bésica
todo espacio de Banach infinito dimensional ? Respuesta: SI, demostrado por Mazur.
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2.2.1. Lema de Mazur

Es un resultado de la teoria de los Espacios de Banach que relaciona la conver-
gencia débil con la convergencia en norma de sucesiones a través de combinaciones
lineales convexas de sus elementos.

Lema 2.2.2 (Lema de Mazur). Sea u,, una sucesién débilmente convergente a u en
el espacio de Banach X con norma ||.||. Entonces existe para todo ¢ > 0 una combi-
nacion convexa Y ,_; Apug(Ar > 0,30 A = 1) de la sucesion (uy, : k= 1,2, ...) tal
que |Ju — > 7, Adgug|| < e. Una demostracién basada en el funcional de Minkowsky
y el teorema de Hahn-Banach la puede encontrar el lector en Yosida[l0][pdginas
120,121 (teorema 2(mazur))]|.

A continuacién presentamos un lema que nos permitird demostrar el teorema de
Mazur , nos hemos basado en Lindenstrauss [8][Teorema 1.a.5 y lema 1.a.6]

Lema 2.2.3. Sea X un espacio de Banach infinito dimensional. Sea B C X un
subespacio de dimensién finita y € > 0. Entonces existe x € X tal que ||z|| =1y
lyll < (1+¢€)|ly+ Az|| para todo y € B y para todo escalar \.

Demostracion: Sin pérdida de generalidad podemos asumir que ¢ < 1. Si los

elementos de la sucesién (y;)™; tienen norma 1 en B es decir y € B con |ly|| = 1,
entonces existe i tal que ||y — y;|| < €/2. Sean los elementos de la sucesién (y;:)",
con norma 1 en X* tal que yf(y;) = 1 para todo i y sea x € X con ||z|]| =1y

y¥(x) = 0 para todo i. Entonces podemos asegurar que x cumple con los términos
del lema. Si y € Y con con ||y|| = 1, considerando i tal que ||y — y;|| < €/2 y con A
un escalar tenemos que:

ly + Azl| > [lyi + Azl —€/2 >yl (ys + Ax) —€/2=1—¢€/2 > |ly|]| /(1 +¢)
L]

Teorema 2.2.4 (Mazur). Todo espacio de Banach de dimensién infinita tiene una
sucesion bésica.

Demostracién: Sean € > 0y (,)52; tales que [[~ (1 —€,) < 1+4+€ey z; un
elemento de X con norma 1. Por el lema anterior se puede construir inductivamente
una sucesiéon de vectores unidad (x,,)2°, de tal manera que para todo n > 1: |ly|| <
(14 €,) ||y + Azpy1]| para cada y € span{xy,...,xz,} y todo escalar .

La sucesion (x,)22 ; es una sucesién bésica en X con constante de la base < 1+ ¢,
porque | Pl < T, (1+¢),n=1,2, .. O

Seguidamente presentamos definiciones y resultados sobre equivalencias, base-
bloque, el principio de estabilidad y de la perturbacion y el principio de seleccion de
Bessaga-Pelczinski que nos permite extraer y construir sucesiones bésicas operando
con bases bloque.
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2.2.2. Definiciones

Definicién 2.2.5 (Equivalencia de bases (o sucesiones bésicas)). Dos bases
( o sucesiones bésicas) (z,)7, e (yn)o>, de los espacios de Banach X e Y respecti-
vamente son equivalentes si la convergencia de la serie Y | a,x, es equivalente a
la convergencia de la serie > 7 | a,Yy.

Esto quiere decir que si dos bases son equivalentes entonces los espacios de suce-
siones asociados a X e Y por (x,)22; e (y,)5; coinciden. Ademds por el teorema del
grafo cerrado si dos bases son equivalentes, entonces los espacios X e Y por (z,,)°,
e (yn)22, deben ser isomorfos como se expresa en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.6. Dos bases ( o sucesiones basicas) ()2, v (y,)22, de los espacios
de Banach X e Y respectivamente son equivalentes si y solamente si existe un
isomorfismo 7" : X — Y tal que T'(x,) = y,, para todo n € N.

Si dos sucesiones bésicas son equivalentes los subespacios que generan son isomor-
fos, pero el reciproco no es cierto. Tal es el caso de las bases candnicas y sumantes
n—1
(es decir e, = (0,0,...,0,1,1,...),n = 1,2,3,...) del espacio de sucesiones ¢y, que
convergen a 0 no son equivalentes. Ver Albiac-Kalton [1][teorema 1.3.2]

Definicién 2.2.7 (Base-bloque). Sea (e,)22, una base del espacio de Banach X.
Si (pn)22, es una sucesion estrictamente creciente de enteros con pg = 0y (a,)5,
es una sucesion de escalares. Entonces la sucesion de elementos distintos de cero

(ur)22; en X y de la forma:

Pn

Up = E a;€;

Jj=pn-1+1

se denomina sucesiéon de bloques. Si (e,)2%; es una sucesion bdsica entonces (uy)
también lo es y a la sucesién de bloques (u,)5°; se le llama base-bloque.

El concepto de base-bloque permite construir nuevas sucesiones basicas. Segun la
definicién que acabamos de ver, (u,)3%; es una sucesién basica con constante de
base que no excede la de (e,)22 ;. Las bases tienen propiedades de estabilidad que se
pueden perturbar con algiin elemento suficientemente pequeno y seguiremos teniendo
una base. El siguiente teorema formaliza esta afirmacion.

Teorema 2.2.8 (Principio de perturbacién de bases). Sea (e,,)$° ; una sucesién
bésica en un espacio de Banach X y sea (€)% los funcionales asociados. Si (yy, )nen
es una sucesién en X tal que > o |25l [|zn — ynl| < 1, entonces (yn)nen €s una
sucesién basica equivalente a (e,)% ;. Ver Albiac-Kalton [1][teorema 1.3.9]

2.2.3. Principio de Seleccion de Bessaga-Pelczinski.

El teorema anterior permite enunciar el llamado principio de seleccién de Bessaga-
Pelczinski. Presentamos una versién de este principio y una demostracion basada en
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Facenda [4][teoremas 2.2.3 y 2.1.6]. El lector interesado encontrard otra versién en
Albiac-Kalton[1][proposicién 1.3.10] con una amplia demostraciéon basada en pro-
yecciones y la constante de base.

Teorema 2.2.9. Sea (e,)7, una base en un espacio de Banach X y sea (e})r,

los funcionales asociados. Si (yn)nen €s una sucesién en X tal que liminf [|y,| > 0
y lim,, 00 27 (ym) = 0 para cada n, entonces (yYn)nen tiene una subsucesiéon que es
equivalente a una base-bloque de (e,)% ;.

Demostracién: Sea Kj, la constante de base, consideremos y;3 = ) -, an1 €, con
liminf [jy1]| > 0, y sea p; € N tal que si uy = >.0° ay.1€,, entonces |ly; — || <
1/4°Ks,.

Consideremos ahora yo = > . an2e, con liminf ||yof| > 0, y sea ps € N,
p2 > p1, tal que siug = Y02 an o €,, entonces [ya — uall < 1/4°Ks,

Continuando con este procedimiento obtenemos una sucesion (u, ),en que es una
base-bloque de (e,)°; (ver definicién 2.2.7), por lo tanto (y,)nen tiene una subsu-
cesién equivalente a (u,)nen por el teorema de perturbacién de bases (ver teorema
2.2.8) como queriamos demostrar. O

Observacién: Si X es un espacio de Banach con una base (e,,)%; e (y,)52 es una
sucesién en X convergente débil a cero pero no es convergente en norma, entonces

(yn)52., tiene una subsucesion equivalente a una base-bloque de (e,)32 ;.



Capitulo 3

Clases Especiales de Bases

3.1. Bases Incondicionales.

Hemos presentado en la secciéon anterior una amplia exposicién sobre las bases
de Schauder, sus propiedades y condiciones para su existencia. Para un estudio més
amplio de las estructuras de los espacios de Banach son muy ttiles propiedades
especiales que puedan tener las bases. En esta seccion presentamos las bases incon-
dicionales y en la siguiente lo haremos con las bases contractivas y completamente
acotadas. También demostraremos que la base de Haar es incondicional para L,[0,1]
con p > 1, y en la seccién 3.3 mostraremos una caracterizaciéon de los espacios
reflexivos con base incondicional debida a James.

3.1.1. Definiciones

Definicién 3.1.1 (Convergencia incondicional). En un espacio de Banach X la
serie Y x,, converge incondicionalmente si todas las series formadas por diferentes
reagrupamientos de los elementos de la serie convergen.

La definicién anterior es equivalente a decir que » | xy, converge para cada subsuce-
sién de (z,)%,. También es equivalente a decir que » | +x,, converge para cualquier
seleccion de los signos 4+. En un espacio infinito dimensional la convergencia in-
condicional es mas débil que la convergencia absoluta (en norma: convergencia de

> lzall). Ver Albiac-Kalton [1][definicién 3.1.1]

Definicién 3.1.2 (Base incondicional). Una base (u,)%, en un espacio de Ba-
nach X es incondicional si para cada x € X la serie Y 7w (x)u, = Y 0| Guty,
converge incondicionalmente.

Aqui consideramos (u,);2; como una base siempre que (ur(,))sZ, sea una base para
cualquier permutacion 7 : N — N. En un espacio infinito dimensional una base
se dice absolutamente convergente si Y~ [|a,e,|| converge, pero estas bases no se
consideran importantes pues los espacios con este tipo de bases son isomorfos al
espacio de sucesiones /1.

17
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Si (u,)92, es una base incondicional de un espacio de Banach X y 6 = (¢,)72, una
sucesion de signos £, definimos Sy : X — X como Sp(>_ anuy,) = > €panuy,. El su-
premo de ||Sy|| es finito y se denomina constante de la base incondicional. Podemos
definir una nueva norma |||z||| = supy||Sez|| llamada norma monétona incondicio-
nal y entonces todas las permutaciones de la base son mondtonas. Comentamos
finalmente que una base-bloque de una base incondicional es incondicional, y por el
principio de perturbacion podemos afirmar que todo subespacio infinito dimensional
con base incondicional contiene una sucesion bésica.

Ejemplos:

(1) La base unitaria (e,)32 ; es una base incondicional de los espacios ¢q y ¢1, cuyas

propiedades nos serviran para caracterizar la reflexividad de los espacios de Banach
n—1

en la seccién 3.3. La base sumante de ¢ definida por f, = (0,0,...,0,1,1,...),n =
1,2,3, ... es no incondicional, es decir es condicional. Para la demostraciéon nos he-
mos basado en Lindenstrauss [8][ver ejemplo pag. 20] la norma de Y ", a,f, es

sup )22:1 an‘ k € {1,...,m}. La base (f,)s>; es mondtona, normalizada y no es
incondicional porque IS5y ill = ., pero ISy (—1): i = 1

(2) La base de Schauder del Sistema de Haar (ver Ejemplo 2.1.13 y Fig. 2.1) es una
base incondicional para L,[0,1], 1 < p < oo, y lo demostramos a continuacién.

3.1.2. Incondicionalidad de la base de Haar para L,[0,1],
l<p<ox

Antes de demostrar la incondicionalidad presentamos un lema que prueba la exis-
tencia de una funcién especial © que emplearemos en el teorema. Sea:

p" =mazx{p,p/(p—1)},1 <p < 0,

r+y P

2

r—y
2

o(y) = |24 1y

Observacion: p/(p — 1) es igual a ¢ siendo p y ¢ numeros conjugados, es decir
I/p+1/g=1.

Con esta notacién se enuncia el siguiente lema:

Lema 3.1.3. Existe una funcién v : R? — R tal que:
1. Las funciones u(z, ) y u(-,y) son céncavas.

2. Las derivadas parciales u, y u, existen y son continuas.
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3. u(x,y) <0sizy=0.
Si p # 2 la desigualdad es estricta, a menos que x =y = 0.

4. v <. O

Con este lema y utilizando las definiciones previas de la funcién v y p* enunciamos
y demostramos el siguiente teorema:

Teorema 3.1.4. El sistema de Haar es una base incondicional para L,[0,1],
1 <p<oo. Sip*=max{p,p/(p—1)} v (h,)2, la base de Haar en [0,1], entonces
paratodon € Nye, =+1si1 <k <nya,..a, €R se verifica que:

n
E axhy
i=1

Demostraciéon: Las funciones de Haar las definimos en el Ejemplo 2.1.13, definamos
ahora las funciones f, : [0,1] = R?, f,, = (fn1, fn2) tal que:

n

Z ekakhk

i=1

= (-1

n

fna = Z(Gk + 1)aghy,

=1

n

fn’g = Z(Gk — 1)akhk.

=1

Utilizando la funcion v que hemos definido antes de presentar el lema:

z+yl’ r—yl’
= —(p* —1)P
Es decir.
1 n p n p
/ v(fn)(t)dt = ‘ Z eraphi|| = (p" —1) Z aghi|| -
0 =1 p i=1 P

Y entonces lo que debemos probar es que:

/01 o(f) ()t < 0.

Suponiéndo que existe la funcién v definida en el lema anterior y como fi1f12 =0
implica que u(f1) <0y v(fi) <0, y:

/Olv(fl)(t)dt <.

Con esta desigualdad y segin el lema 3.1.2 la funcion u es concava y las derivadas
Uy ¥ U, existen y son continuas, por lo tanto hk = 0 implica que:

wx + h,y+ k) <u(z,y) +ug(x,y)h + uy(x, y)k. (3.1)
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Al ser (e, —1)(e, + 1) = 0, entonces (fn1 — fu—1.1)(fn2 — fa—12) = 0, es decir:
u(fﬂ) < u(fnfl) + ux(fﬂ*ﬁ(fn,l - fn71,1> + uy(fnfl)(an - fn71,2>~ (3-2>

Integrando (3.2) obtenemos finalmente la siguiente desigualdad que prueba el teo-
rema, es decir, el sistema de Haar es una base incondicional para L,[0, 1]:

/ Cuf)(0)dt < / Cua) (bt (33)
]

Observacién: En el caso de p = 2 las integrales de (3.2) w,(fr—1)(fr1 — fo-11) ¥
Uy (frn=1)(fn2 — fa—1,2) son nulas porque son productos de las funciones de Haar h,,
que conforman un sistema ortonormal para L0, 1].

3.2. Espacios Reflexivos con Bases contractivas.

En esta seccion presentaremos algunas definiciones y resultados relacionadas con
espacios de Banach X y sus duales X* en términos de sus bases. Sea (e,)7>; una
base en un espacio de Banach X y sea (€)%, los funcionales asociados, entonces si
X es reflexivo (€)%, es base de X*. El objetivo de esta seccidn es la caracterizacion
dada por James de los espacios reflexivos con bases de Schauder. Una caracterizacion
geométrica de la reflexividad se menciona en la proposicion 5.0.11 del anexo.

3.2.1. Definiciones

Definicién 3.2.1 (Inclusién candnica). Dado un espacio de Banach X se denota
por Jx a la inclusiéon candnica del espacio en su bidual Jy : X — X™*; esto es la
aplicacion que a cada vector x € X le asigna el funcional Jx(z) de X** dado por:

Ix(x): ¢ — K
Jx(x)z* =x*(x)

Definicién 3.2.2 (Espacio reflexivo). Se dice que un espacio de Banach X es
reflexivo si verifica que la inclusiéon candnica en su bidual es sobreyectiva, es decir
que Jx(X) = X*.

A continuacién presentamos dos proposiciones que nos serviran para entender
mejor aspectos relevantes de la reflexividad. El lector interesado en este tema puede
consultar a Beauzami[2], capitulo 3, que trata la reflexividad y la separabilidad en
los Espacios de Banach.

Proposicion 3.2.3. Un espacio de Banach X es reflexivo si y sélo si su dual X* es
reflexivo.

Demostraciéon = (condicién necesaria): Supongamos que X es reflexivo. Por el
teorema de Alaoglu (ver teorema 5.0.10) Bx- es o(X*, X)-compacta, al ser X refle-
xivo X** = X y By« es o(X*, X**)-compacta. Esto ltimo quiere decir que la bola
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unidad de X™* con su topologia débil es un conjunto débilmente compacto. Aplica-
mos ahora la proposicién 5.0.11 de caracterizacién de la reflexividad y concluimos
que X* es reflexivo.

Demostracion < (condicién suficiente): Supongamos que X* es reflexivo, por
la condicién necesaria de este teorema sabemos que el dual de X*, o sea X™**, es
reflexivo. Por las definiciones 3.2.1 y 3.2.2 referentes a la inclusién candnica y espa-
cios reflexivos podemos considerar a X como un subespacio cerrado de X**. Por la
proposicion 3.2.4 concluimos que X es reflexivo. O

Proposicion 3.2.4. Si X es reflexivo e Y es un subespacio cerrado, entonces Y es
reflexivo.

Demostracion: Al ser X espacio de Banach, sabemos que la topologia débil de
un subespacio cerrado Y es la topologia débil de X restringida a Y, o(Y,Y™*) =
o(X,X*)|,,y ademas la bola unidad de Y es cerrada con la topologia débil de X. Es
decir que By es débilmente compacta, es decir By es o(Y, Y*)-compacta. Aplicamos
ahora la proposicién 5.0.11 de caracterizacion de la reflexividad y concluimos que Y
es reflexivo. O]

Definicién 3.2.5 (Bases contractivas y acotadamente completas). Sea X un
espacio de Banach y (e,)%°; una base de X.

1. Se dice que (e,,)2, es contractiva (shrinking basis) si (ef)>, es base de X*.

2. Se dice que (e,)2; es acotadamente completa (boundedly complete basis) si para
toda sucesién de escalares (a,) tal que sup, oy ||Y i aie;]| < oo la serie ., ase;
converge en X. N

Ver Albiac-Kalton[1][definiciones 3.2.9 y 3.2.12].

Observacion 1: Si (e,)5°; es una base del espacio de Banach X, (€)%, los funciona-
les biortogonales asociados y Z = spamn(el), entonces las tres siguientes afirmaciones
son equivalentes: (e,)2% ; es una base acotadamente completa de X, (e)>° ; es una
base contractiva de Z y la aplicacién x +— Jx(z)|z define un isomorfismo de X sobre
A

Ver Albiac-Kalton[1][Teorema 3.2.15].

Observacién 2: Si (e,,)72, es una base del espacio de Banach X, (€)%, los funciona-
les biortogonales asociados y Z = span(e), entonces las tres siguientes afirmaciones
son equivalentes: (e,)5°, es una base contractiva de X, (e})22, es una base acota-
damente completa de Z7 y Z = X*.

Ver Albiac-Kalton[1][Teorema 3.2.17).

A continuacién mostramos algunos ejemplos:

Ejemplo 3.2.6. La base canodnica de ¢; no es contractiva porque su dual /., no
tiene base por no ser separable.
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Ejemplo 3.2.7. La base canénica de ¢y es contractiva pero no acotadamente com-
pleta porque |1, e;|| = 1 para todo n pero la serie > .o, e; = (1, 1,1, ... , 1, ... )
no es convergente en cy.

3.2.2. Caracterizacion de la Reflexividad de un espacio de
Banach con base (e,)>°; en funcién de propiedades de
(en)n1-

Teorema 3.2.8 (James). Si X tiene una base de Schauder ()5,
reflexivo si y sélo si (e,)>2; es contractiva y acotadamente completa.

entonces X es

Demostracién = (condicién necesaria): Supongamos que X es reflexivo y sea
(e,)22, base de X y Z = span(e). Por lo tanto X = Z*. Si no lo fuera, por el teo-
rema de Hahn-Banach (ver teorema 5.0.8) se puede encontrar 0 # z** € X** tal que
z**(h) = 0 para todo h € Z. Por la reflexividad existe 0 = z = > 7 e¥(z)e, € X
tal que x = x™. En particular tendriamos 0 = x**(e’) = e’ (x) para todo n que
implica que x = 0. Por lo tanto (e,)?; es contractiva. Si considermos (€)%, base
de un espacio reflexivoX* = Z, lo que acabamos de demostrar nos dice que (e})>

n=1
es una base contractiva.

Ahora vamos a demostrar que (e,)>; es acotadamente completa. Considerando
(e£)22; como base del espacio reflexivo X* = Z = span(e’), es decir la sucesién de
funcionales biortogonales (Jx(e,)]z)5%; es una base de Z*. Sea (ay,,)°; una sucesién
de escalares tal que

N
sup Zanen < 1.
N n=1

Como (X anJx(en))32, estd acotada en X**, por el teorema de Alaoglu (ver
teorema 5.0.10) existe un punto de acumulacién ** € X** de la sucesién de escalares
con la topologia débil*. Si h* = 2**|,, como

N N
h]{fn Zl QpnJ (6n)(€k) - 11]{/1’1 Zl anek(€n> = Qg,

se tiene que h*(e}) = =™ (e}) = aj, para todo k. Entonces la serie Y~ a,e, con-
verge en Z* = X. Concluimos, segin la definicién 3.2.5, que (e,)5, es una base
acotadamente completa.

Demostracién < (condicién suficiente): Supongamos que (e,,)%; es contractiva
y acotadamente completa. Sea Z = span(e}). Como la base es contractiva, entonces
Z = X* (ver definicién 3.2.5). y como la base es también acotadamente completa
demostraremos a continuacién que la aplicacion X — Z** es una inclusién canonica
sobreyectiva y por lo tanto X es reflexivo (ver definiciénes 3.2.1 y 3.2.2).
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Definimos la norma ||z||,, < sup{|h(z)| : h € Z,|jz| < 1}. Sea z € X, como
Z C X*, entonces ||z, < sup{|z*(x)| : 2* € X*, |lz]| < 1} = ||z|. Por lo tanto la
aplicaciéon z +— j(x)|z define una inclusién canénica j(x) de X en Z*.

Dado h* € Z* existe un ™ € X** tal que z**|; = h*. Entonces >~ e**(e})e,
converge a algun z € X. Sea j(x)|z = h*, y dado que para todo k € N se tiene
que j(z)|z(er) = ef = ex(x) = ™ (ef) = h*(e}), y j(x) es sobreyectiva. Concluimos
entonces que j() es una inclusién canénica sobreyectiva X — Z* y como X = Z*
hay una inclusiéon candnica sobreyectiva X — X**, y por lo tanto X es un espacio
reflexivo. [

Para la demostracién de este teorema nos hemos basado en Albiac-Kalton[1][seccién
3.2]. El lector interesado en ver otro enfoque puede revisar el trabajo de James[6].
Este teorema de caracterizacién de espacios reflexivos nos permite tener una herra-
mienta muy util para determinar la reflexividad de los espacios de Banach. En los
ejemplos 3.2.6 y 3.2.7 que presentamos antes vimos que ¢; no tiene base contractiva
ni ¢y tiene base acotadamente completa, por lo tanto ninguno de estos espacios es
reflexivo. Sin embargo la base canénica de ¢, para 1 < p < oo es contractiva y
acotadamente completa, por lo tanto los espacios de sucesiones ¢, para 1 < p < 00
son espacios reflexivos. El dual de [, es [,, siendo p, ¢ > 1 tal que 1/p+1/q = 1. Otra
caracterizacion de la reflexividad se menciona en la proposicién 5.0.11 del anexo.

3.3. Espacios Reflexivos con Bases Incondiciona-
les.

En esta seccién continuamos el estudio de las bases incondicionales que iniciamos
en la seccion 3.1. Aqui nos serviremos de los espacios #1 y ¢y que son los mas simples
con bases incondicionales que tienen propiedades que también las tienen los espacios
que los contienen. Sus propiedades nos permiten caracterizar propiedades de los es-
pacios de Banach. A continuacion presentamos unos resultados que nos permitiran
demostrar otra caracterizacion de la reflexividad con base de Schauder incondicional.

Para el estudio de los siguientes teoremas nos hemos basado en James|6]. Estos
resultados amplian de alguna forma las condiciones del teorema 3.2.8; se puede in-
terpretar como una forma de saber qué condiciones deben cumplirse para que un
espacio no sea reflexivo. No damos unas demostraciones exhaustivas de los teorema
porque exceden los objetivos de este trabajo, aunque si daremos las ideas princi-
pales que subyacen en las demostraciones. El lector interesado en profundizar en
las demostraciones puede revisar el trabajo de James|[6][lemas 1 y 2, teorema 1] o
el texto de Albiac-Kalton[1][seccién 3.3], ambos son textos muy formales y utilizan
notaciones diferentes. En este trabajo seguimos la notacién de Albiac-Kalton[1].

Teorema 3.3.1. Sea X un espacio de Banach y (e,,)5°; una base incondicional de
X, entonces (e,)>° ; es contractiva si y sélo si ¢; ¢ X.
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Demostracion < (condicién necesaria): Si (e,)2% | no fuera contractiva entonces
. : * * *

existen funcionales e* € X* tal que € epan{esi>n} 1O CONVErge a 0. En este caso se pue-
den construir una serie de bases-bloque (u,) de (e,) que seria una sucesién bésica

incondicional equivalente a la base candnica del espacio .

Demostraciéon = (condicién suficiente): Sill; C X, su dual I, serfa isomorfo a un
cociente de X™* que no serfa separable y entonces (en) no seria base contractiva(ver
ejemplo 3.2.6 y Beauzami[2], capitulo 3, que trata la reflexividad y la separabilidad
en los Espacios de Banach). O

Teorema 3.3.2. Sea X un espacio de Banach y (e,)5°; una base incondicional de
X. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. (e,)32, es acotadamente completa.

2. ¢p no esta contenida en X.

3. X es débilmente secuencialmente completo.

Demostracion: A continuacién resumimos las ideas generales para la demostra-
cién de las diversas implicaciones entre las tres condiciones de este teorema. Al lector
interesado en una demostraciéon completa le remitimos a Facenda [4][teorema 4.1.3].

(2) = (1): Asumimos que (e,)>; no es acotadamente completa, fijemos (a;);

n . e
tal que sup,, szzl ajejH < 00 pero Y aje; no converge en X (ver definicién 3.2.5).
Podemos construir entonces una serie de bases-bloque (u,) de (e,) que seria una
sucesion bésica incondicional equivalente a la base canénica del espacio cg.

(1) = (3): Asumimos que (e,)y°,; es acotadamente completa, entonces debemos
demostrar que hay una sucesién (y,) que es débilmente Cauchy-convergente a 0.

(3) = (2): Es inmediato porque si X es es débilmente secuencialmente comple-
to, entonces no puede contener a ¢y, porque no es es débilmente secuencialmente
completo. n

3.3.1. Caracterizacion de la Reflexividad con base de Schau-
der incondicional en funcién de contener subespacios
isomorfos a ¢y y ;.

Teorema 3.3.3 (James). Sea X un espacio de Banach con (e,)22 ; una base incon-
dicional, entonces X es reflexivo si y solo si ni ¢y ni £; son isomorfos a un subespacio

de X.

Demostracion = (condicién necesaria): Suponiendo que X es reflexivo, enton-
ces la base (e,)>, es contractiva y acotadamente completa segun el teorema 3.2.8.
Entonces segtn el teorema 3.3.1 y el teorema 3.3.2 (condicién 2) ni ¢ ni ¢; son
isomorfos a un subespacio de X.
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Demostracion < (condicién suficiente): Suponiendo que ¢; no es isomorfo a un
subespacio de X, entonces por el teorema 3.3.1 la base (e,)%; es contractiva. Su-
poniendo que ¢y no es isomorfo a un subespacio de X, entonces por el teorema 3.3.2
(condiciones 1 y 2) la base (e,)%; es acotadamente completa. Entonces aplicando
el teorema 3.2.8 concluimos que X es un espacio reflexivo. El lector puede consultar
una demostracién mas elaborada en James[6][teoremas 1,2 y 3] O

3.4. Espacios sin bases Incondicionales.

Vamos a terminar este TFM presentando ejemplos de espacios de Banach que no
tienen bases incondicionales. El espacio C([0, 1]) y el espacio L;(]0, 1]) no son reflexi-
vos y no tienen bases incondicionales. Mencionamos, sin demostrar, que L, ([0, 1]) no
tiene base incondicional porque aunque sea débilmente secuencialmente completo no
es isomorfo a su dual. James construyo un espacio de Banach separable denominado
el espacio de James,J, de sucesiones de 2-variaciones acotadas que no es reflexivo
pero si isométricamente isomorfo a su bidual J**. Tiene base pero no es una base
incondicional. Este espacio es interesante porque sirve de contraejemplo al siguiente
problema:

Problema 3.4.1 (Espacio Reflexivo y separable). ; Debe ser reflexivo un es-
pacio de Banach si su bidual es separable 7 Respuesta: NO, contraejemplo espacio
de James,J.

Problema 3.4.2 (Espacio no Reflexivo e isométricamente isomorfo). ; Pue-
de un espacio de Banach ser isométricamente isomorfo a su bidual aunque no sea
reflexivo 7 Respuesta: SI, Espacio de James,.J, con norma modificada.

A continuacién desarrollamos el espacio de James basdndonos en Lindenstrauss|8]
[ejemplo 1.d.2 pag. 25] que presenta estos problemas a través de un ejemplo con una
visién clasica, el lector puede consultar un desarrollo mas formal y moderno en
Albiac-Kalton[1][seccién 3.4]. Nosotros vamos a desarrollar sélo el problema 3.4.1.
Antes, necesitamos la siguiente proposicién:

Proposicién 3.4.3. Si (e,)° es una base contractiva de un espacio de Banach

X, entonces X** se identifica con una sucesién de escalares (a,)s;  tal que
n

sup, || 2y aies|| < oo,

3.4.1. El Espacio de James J que tiene codimension 1 en su
bidual J**

Ejemplo 3.4.4. El Espacio de James J: Es un espacio de Banach con base de
Schauder con imagen canodnica de codimension 1 en su bidual J**.

Antes de presentar el espacio de James, debemos senalar que aunque J sea
isométrico a J**, el espacio J no es reflexivo. Al ser J** separable no puede te-
ner subespacios isomérficos ni a ¢y ni a [y.
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El espacio de J estd formado por una suceson de escalares x = (ay, ag, ..., Gp, ...)
tal que:

D)2l = sup F5[(a =)+ (apa—ps)*+- A (1= pm) >+ (Apm—01p2)*/? < 00.
(ii)lim,, a,, = 0.
para todo my p1 < p2 < ... < Pm.-

La base unitaria (e,)>° ; es mondtona y contractiva respecto a la norma definida
en (7). Los vectores {e; 4+ e + ... + €, }52, tienen norma 1 pero no convergen débil-
mente en J y por lo tanto J no es reflexivo.

La proposicién 3.4.3 nos dice que J** consiste en todas las sucesiones (a1, as, ...a,, ...

” decir 1 i definid '
con sup,, ||> 1, a;e;]| < 0o, es decir las sucesiones con norma definida en (z) y como
(i) implica la existencia de lim,, a,, inferimos que J** es la envolvente convexa de J,
es decir la imagen candnica de J en J**. Dicho de otro modo J tiene codimensién 1
en su bidual J** como queriamos demostrar. O



Capitulo 4

Conclusiones.

Este TFM nos ha permitido iniciarnos en el campo de las Geometria de los Espa-
cios de Banach. Nos hemos basado en el estudio de las bases de Schauder, condicio-
nales, contractivas y completamente acotadas a través de diversas secciones hemos
presentando definiciones basicas y los resultados mas utilizados para caracterizar
diversas propiedades de los espacios de Banach reflexivos con bases incondicionales
y con bases contractivas y completamente acotadas. También hemos estudiado el
espacio de James J y su bidual J**, ejemplo importante de espacios sin bases incon-
dicionales.

Como continuacion futura de este trabajo existen diversas lineas de investigacion,
algunas de las cuales mencionamos a continuacion. Los espacios ¢1 y cg y los subes-
pacios de /£, ofrecen amplias posibilidades de estudio, estos espacios tienen bases
incondicionales y propiedades que también las tienen los espacios que los contienen.
En este TFM solo hemos tratado la caracterizacion de los espacios reflexivos, La
teoria de estos espacios es amplia y comprende entre otros temas: el teorema de
Rosenthal, el espacio de Tsirelson y la teoria de Ramsey.

Otro campo de estudio es el andlisis de las propiedades de los espacios de Ba-
nach en funciéon de las propiedades de los subespacios de dimensién finita y las
propiedades del espacio infinito dimensional lo que nos llevaria al estudio del teo-
rema de Dvoretzky entre otros. Temas mas avanzados y con amplias posibilidades
de desarrollo son el estudio de las aplicaciones no lineales en espacios de Banach,
las bases tipo Greedy y el algoritmo de Greedy para el problema de la aproximacion.

27
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Capitulo 5

Anexo: Definiciones y Teoremas

En este anexo presentamos algunas definiciones y resultados que se emplean a lo
largo del trabajo.

Teorema 5.0.1 (de Baire-Haussdoff). Todo espacio de Banach X es un conjunto
de segunda categoria, es decir, que toda familia numerable de conjuntos no vacios
y cerrados (A,) que cubra al espacio; es decir que verifique que |JA,, = X; ha de
cumplir que al menos uno de los conjuntos A,, tiene interior no vacio.

Teorema 5.0.2 (de la acotacién uniforme). Dada una familia de operadores
(Ti)icr C L(X;Y)); si para cada punto x € X el conjunto (||7;(z)||;i € I) es
acotado, entonces el conjunto (||7;||;¢ € I) es también acotado.

Teorema 5.0.3 (de la aplicacién abierta). Dado T' € L(X;Y); si T es sobreyec-
tiva; es decir, que T'(X) = Y; entonces T' transforma conjuntos abiertos en conjuntos
abiertos.

Definicién 5.0.4 (Grafica). Dada una aplicacién lineal 7': X — Y se denomina
grafica de T'y se denota por GrafT al siguiente conjunto: GrafT = (f(x,T(z));x €
X CXxY.

Teorema 5.0.5 (de la grafica cerrada). Una aplicacion lineal 7' : X — Y es
continua si y solo si se verifica que Graf1 es un conjunto cerrado

Definicién 5.0.6 (Inclusién candnica). Dado un espacio de Banach X se denota
por Jx a la inclusiéon candnica del espacio en su bidual Jx : X — X™*; esto es la
aplicacién que a cada vector z € X le asigna el funcional Jx(z) de X** dado por:
Ix(z): ¢ — K
Ix(z)x* = z"(x)
Definicién 5.0.7 (Espacio reflexivo). Se dice que un espacio de Banach X es
reflexivo si verifica que la inclusiéon candnica en su bidual es sobreyectiva, es decir

que Jx(X) = X**.

29
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Teorema 5.0.8 (Hahn-Banach). Dado un espacio de Banach X y un subespacio
vectorial cerrado suyo Y C X para cada funcional yx € Y™ existe un funcional
x* € X* que verifica:

1. 2*(y) =y * (y) paratodoy € Y

2. |z~ = lly~lI;

es decir, que los funcionales definidos en los subespacios vectoriales cerrados se pue-
den extender por continuidad al espacio total conservando la norma. Ver Hernando[5][teorema
1.13].

Definicién 5.0.9 (topologia débil). Si X es un espacio de banach, la topologia
débil se define como la topologia mas débil en X tal que cada x* € X* es continua.
Se denota también como topologia-o (X, X™).

Observacion: Para indicar que (z,) € X converge débilmente a zy € X se expresa

w, o(X,X™)

como x*(x,) = z*(xo) 0 z*(x,) = ~ x*(xg)

Teorema 5.0.10 (Alaoglu). Si X es un espacio de Banach, entonces la bola unidad
By« es un conjunto compacto con la topologia débil* de X*. Ver Hernando[5][teorema
1.15].

Observacion: Esto quiere decir que By es o(X*, X)-compacta. Dicho de otro
modo la bola unidad de X*, Bx+, con su topologia débil es un conjunto débil-estrella
compacto.

Proposicién 5.0.11 (Caracterizacion de la reflexividad). X es reflexivo si y
solo si la bola unidad de X, By, con su topologia débil es un conjunto débilmente
compacto (Bx es (X, X*)-compacta).

Una demostracién formal se puede encontrar en Beauzami [2][capitulo 3, propo-
sicién 1].
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