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EXTRACTO / ABSTRACT

Extracto

En el presente trabajo se exponen las principales técnicas de regularizacion en el aprendizaje
estadistico para sistemas de alta dimension (p > n) asumiendo la consideracion de dispersion
(sparsity), y su implementacion en los mas comunes métodos de agrupamiento (clustering),
como son el agrupamiento jerarquico y el agrupamiento k-medias, (k-means) ilustrando su

aplicacion con ejemplos realizados en R.

Abstract:

In this paper, the main techniques of regularization in statistical learning for high-dimensional
systems (p > n) are shown, assuming the consideration of sparsity, and its implementation in
the most common clustering methods, such as hierarchical clustering and k-means clustering.

Ilustrating its application with examples developed in R language.

Keywords: Clustering, Elastic Net, LASSO, Hierarchical clustering, High-dimensional
statistic, k-means clustering, R, Regularization methods, Ridge, Sparse systems, Statistic

learning,
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INTRODUCCION

TECNICAS DE REGULARIZACION

Los avances tecnoldgicos han facilitado notablemente la obtencion, almacenamiento y
tratamiento de datos en formato digital, por lo que actualmente es posible disponer de bases
de datos de gran tamafio que encierran informacion relevante y en cuyo analisis confluyen
tanto consideraciones analiticas orientadas por la aplicacion de técnicas estadisticas como

consideraciones tecnoldgicas provenientes del campo de la informatica.

Por lo tanto, nuestro contexto cientifico de estudio es la estadistica, que fruto de los avances
tecnoldgicos, en cuanto a la recopilacion, almacenamiento y tratamiento de datos, dispone de
un volumen de datos y una capacidad de tratamiento impensable anteriormente, todo este
soporte tecnoldgico (informético) conlleva que su desarrollo vaya de la mano de las ciencias
de la computacion y se tengan en consideracion la relevancia de los criterios de eficiencia en
cuanto a tiempo y capacidad de computacion. La diferencia entre ambas disciplinas
paulatinamente se torna mas difusa, y sus avances mas complementarios y simultaneos, de
manera que, en muchas ocasiones, y cada vez con mayor frecuencia se usan los términos

aprendizaje estadistico y aprendizaje automatico (Machine Learning) de forma indistinta.

Nuestro punto de partida es un conjunto de datos o de informacién y a partir de aqui fijamos
como objetivo la obtencion de un modelo, una funcién, una aplicacion que nos permita
predecir el valor, el comportamiento o la imagen de nuevos datos, con la mayor exactitud

posible.

Comenzaremos esbhozando porque el aprendizaje estadistico requiere de las técnicas de

regulacion, en el contexto de los sistemas de alta dimension y los modelos dispersos.
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En nuestra base de partida (los datos) hay dos aspectos estructurales que suponen un

inconveniente importante para obtener este conocimiento/aprendizaje:

1. Desconocemos el nimero de variables o caracteristicas relevantes que realmente

intervienen en la modelacion del resultado final.

2. Por distintos condicionantes como coste, naturaleza de la medida, incertidumbre, ruido
de la medida, disponibilidad, etc. el nimero de muestras es escaso o relativamente

escaso respecto del nimero de variables potenciales que describan el modelo.

Conjugando que se trata de un proceso inductivo, que desconocemos los factores
determinantes que intervienen y que disponemos de relativamente pocos datos, podemos
resumir el proceso como la obtencion de una aplicacion partiendo de espacios de alta
dimension y con un conjunto limitado, de calidad desconocida (atipicos, ruido, etc.), de datos.

Sin perder de vista lo anterior, el objetivo se centra en obtener la simplicidad subyacente en

un modelo que describa de forma adecuada la realidad.

Lo anteriormente expuesto nos lleva a focalizarnos en los sistemas de alta dimensién y

concretamente en los sistemas dispersos.

El término "alta dimension" se refiere al caso en el que el nimero de pardmetros
desconocidos que se estimaran, p, es de un orden mucho mayor que el nimero de
observaciones, n, es decir, (p » n). Como los métodos estadisticos tradicionales suponen
muchas observaciones y algunas variables desconocidas, no pueden hacer frente a las

situaciones cuando p > n.

Para describir los problemas de alta dimension y las limitaciones y dificultades asociadas con
ellos consideramos un modelo lineal
Y = XpB°

donde Y € R™ es el vector respuesta, X € R™*P es la matriz de variables independientes y

B° € RP es el vector de coeficientes de regresion verdaderos desconocidos.
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Cuando p > n el sistema es linealmente subdeterminado y no existe una solucién unica, es

mas, realmente hay un conjunto infinito de soluciones.

Por consiguiente, es imposible hallar la solucion correcta del conjunto de soluciones infinitas
sin alguna informacion adicional o restriccion que acote el nimero de variables a incorporar
al modelo. Una de esas restricciones que nos permiten obtener el modelo, y que con mucha
frecuencia responde a la realidad, es el supuesto de dispersion que considera que solo un
reducido nimero de variables tiene valor distinto de cero en los coeficientes de regresion

verdaderos.

Lo que podria asimilarse a una especie de truncamiento de coeficientes llevados a cero que
proporciona la simplificacion necesaria para hacer manejable e interpretable el modelo, que

podria expresarse como

n

p 2 P
B= argmpin Z Vi — Bo — Z Bixij | ¢ sujeto a Z”BJHO st
BER ]:1 ]=1

i=1

Un modelo estadistico disperso es aquel en el que solo un niumero relativamente pequefio de
pardmetros (o predictores) juegan un papel importante siendo nulos el resto, y dentro del
aprendizaje estadistico es en los modelos estadisticos dispersos donde las técnicas de
regulacién que son las implementadas para llevar a cabo la seleccion de variables (inducir la

dispersion del modelo) adquieren su principal aplicacion.

Por lo tanto, el aprendizaje estadistico trabajando con sistemas dispersos en conjuntos de alta
dimension (p > n) requiere la aplicacion de técnicas de regularizacion que permitan la
obtencion de modelos que ofrezcan un equilibrio entre simplicidad (menor complejidad donde
solo un reducido nimero de caracteristicas nos permita definir el modelo) y precision de la

respuesta (minimo error de prediccion).
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CAPITULO

RESULTADOS BASICOS Y SU EVOLUCION HASTA LA ACTUALIDAD

En este primer capitulo se describiran los metodos de regulacién que permiten ofrecer una
solucidn a los sistemas dispersos mediante la busqueda y seleccion de aquellas variables que
son relevantes para el modelo permitiendo descartar (aplicando un coeficiente cero) a aquellas

otras que no son relevantes en la construccion de dicho modelo.

Se realiza un recorrido desde los métodos mas directos, como es la seleccion de variables a
través de distintos algoritmos, que debido tanto al crecimiento de los volumenes de datos
como a la dimensionalidad de estos pronto presentaron tanto problemas de inestabilidad en

sus resultados como problemas computacionales.

El recorrido, con enfoque un temporal, continta describiendo el estimador Ridge que, si bien
no es estrictamente aplicable a sistemas dispersos, ya que no realiza la seleccion de variables,
constituye la primera aplicacion de las técnicas de regularizacién mediante aplicacion de
penalizacion, siendo este estimador posteriormente incorporado a técnicas mas elaboradas en
cuanto a seleccion de variables, al presentar una caracteristica tan importante como es su

funcionamiento ante la colinealidad de las variables.

La aparicion del método Garrote No Negativo (GNN) llevd a cabo la primera seleccién de

variables aplicando un procedimiento de penalizacion.

GNN sirvi6 de inspiracién al método basico mas conocido y utilizado LASSO que incorpora
tanto la capacidad de seleccion de variables como la contraccion de coeficientes. La
implementacion de algoritmos computacionales (LAR y camino de descenso coordinado)
signific6 una amplia proyeccion e implantacion de LASSO, que sin embargo alberga
inconvenientes de consistencia, asi como el no cumplimiento de la propiedad oraculo y

debilidades como la “sensibilidad” a la correlacidon de variables.
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Se describe brevemente el estimador Bridge que contempla la generalizacion del método de
penalizacion y concretamente la capacidad de aplicacion de diferentes normas como funcion
de penalizacion, entre ellas las normas 0 < g < 1 con mayor potencialidad para “anular”
variables, aungue con el gran inconveniente de su complejidad computacional debido a la no

convexidad de estas normas.

Una vez recorrida la exposicion de los métodos bésicos de regularizacion con especial
relevancia de LASSO, se describen aquellos métodos que constituyen basicamente la
aplicacion de mejoras que corrigen parte de los inconvenientes de LASSO, como el
comportamiento ante correlaciones de las variables, con este objetivo aparece una

combinacién con Ridge que supuso la creacion de Elastic Net.

Orientado a mejorar la consistencia de LASSO se desarroll6 un método en dos fases que

incorpora una ponderacion en las variables del modelo, LASSO-Adaptativo.

Otro avance que mejoraba sesgo y consistencia de LASSO ademaés de proporciona una mayor
seleccidn de variables en el sentido de trabajar con sistemas de muy alta dimensién supuso la
aparicion de LASSO-Relajado, siendo también un método en dos fases que requiere una

preseleccion de variables sobre las que operar.

Finalmente también se exponen y describen métodos de regulacion con base en LASSO que
constituyen aplicaciones o adaptaciones a situaciones especificas de los sistemas dispersos de
alta dimensién como es la necesidad de contemplar la agrupacion de variables que realiza el
LASSO-Grupal, y ahondando en la especificidad de esta agrupacion contemplar las
situaciones de dispersion a su vez dentro de cada grupo que se realiza mediante LASSO-
Grupal-Disperso o el caso en que los grupos contemplan en su estructura variables que estan

presente en mas de un grupo, situacion abordada mediante LASSO-Grupal-Solapado.

Otra de las situaciones especificas es la inclusién de la consideracion de la ordenacién de las
variables o su distancia o proximidad relativa, aspectos que son considerados mediante el
método de LASSO-Fusionado.
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Es decir, realizaremos un recorrido por las estrategias implementadas que permiten la
obtencion de modelos eficientes en sistemas dispersos de alta dimension mediante técnicas de

regulacion.
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REGULARIZACION INICIAL BASICA

Comenzamos con la descripcion de los primeros métodos implementados que permiten la
seleccion de variables mediante la incorporacion de un condicionante, es decir, la aplicacion

de una penalizacion lo cual constituye la estructura de los métodos de regularizacion.

Si bien, inicialmente la seleccion directa y/o secuencial de variables no tuvo el enfoque de
regularizacion, al considerar estas técnicas como incorporacion de una penalizacion
condicionada por el nimero de variables las consideramos regularizacion, en este caso

determinada por la normat L, como veremos seguidamente.

Aunque no determina la seleccion de variables Ridge, si es propiamente un método que
implementa una penalizacion L,, y que finalmente serd incorporado para la mejora de
métodos que si obtienen seleccion de variables. Como método de seleccién de variables
mediante la aplicacién de penalizaciéon (regularizacion) surgié Garrote No Negativo, y

seguidamente surgié LASSO.

De forma general aqui se describen las técnicas de regularizacién mediante penalizacion y se
presenta el estimador Bridge como generalizacion de regularizacién en funcién de las

diferentes normas.

1 Aunque estrictamente L, no es una norma, de manera frecuente se suele considerar de esta forma.
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SELECCION DE VARIABLES

La busqueda de la simplicidad en un modelo pasa por la reduccion de su complejidad, y la

complejidad viene condicionada por el niUmero de variables que interviene en el modelo.

La seleccion de variables nos permite modelos més simples y estables, por lo tanto, con una
mejor interpretabilidad, y es en los sistemas dispersos (p > n) donde la necesaria reduccion

de variables adquiere inevitablemente un papel protagonista.

Consideramos el conjunto de p variables de entrada, independientes o caracteristicas como
{Xl,Xz, ,Xp} y una variable respuesta Y. Para n observaciones tendremos un conjunto D =
{(xi1, %12, xip, ¥;), i =1,2,--,n} con x; € RP. Siendo el vector de respuestas ¥, y la

matriz de caracteristicas n X p la definimos como X con sus columnas X.; € R™, es decir.

x11 s xlj s xlp\

X=(X1X;X,)=|xa = xy - xp |
\xnl lej xnp/

Si consideramos la pertenencia o inclusion de cada variable p al modelo final, por simple
combinatoria podremos generar 2P potenciales modelos. Una primera aproximacion consiste

en ajustar los 2P modelos posibles y comparar los mejores de cada tamafio k € {1, -, p}.

La comparacién de los distintos modelos obtenidos se realiza a través de alguna medida que
considere el ajuste a los datos de entrenamiento, pero que penalice la complejidad del modelo,
es decir, que “busque” la reduccion de variables en pos de potenciar modelos simples, de

forma tal que posea un alto poder predictivo (generalizacion sobre datos de validacion).

Para determinar cual es el mejor subconjunto de variables se consideran distintos criterios:

e Estadistico C,, de Mallows, (Mallows, 1973) [01]. Selecciona el modelo con mayor

capacidad de prediccion en lugar del que estd mejor ajustado. Esta se mide con el error

~

cuadrético medio. C, solo es posible cuando 6% = ¢, y esto lo conseguimos con una

no(y._9.)2 )
muestra lo suficientemente grande y 62 22;7#}%’ estando las p variables

necesarias incluidas en las (p + k), para que el estimador sea insesgado.
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Cuando el modelo es el adecuado, C,, = p, nos quedamos con el modelo que tenga el

mas proximo a p y preferiblemente menor.

— 2?=1(yi - }’;pi)z

C p
P 52

+2p

Criterio de informacion de Akaike, AIC (Akaike, 1974) [o1]. Basado en la teoria de la
informacion, bonifica la bondad de ajuste y penaliza la inclusién de pardmetros, la
idea principal es maximizar el logaritmo del estimador de méaxima verosimilitud
esperado de un modelo determinado. AIC = nlog(62) + 2p = loglly — ylI3 + 2df.
&, estimador de méxima verosimilitud de la varianza del modelo con p parametros

df grados de libertad.

Criterio de informacion Bayesiano, BIC (Schwarz, 1978) [011. Misma filosofia que
AIC, pero desde un enfoque bayesiano que se basa en las probabilidades a posteriori
de los modelos. BIC = nlog(6;7) + log(n) - p = loglly — ylI3 + log(n) - df

&, estimador de méxima verosimilitud de la varianza del modelo con p parametros

df grados de libertad.

Coeficiente de determinacién corregido }?édj, (Goldeberger, 1991) [o11. Corrige el

problema del coeficiente de correlacion R? (aumenta al aumentar el nimero de

variables consideradas) y puede ser apropiado cuando p = n.

Varianza residual B n—1 YL,y —9)?

Ez =1- . - 1= n )2
Varianza de y n—k—1Y",(vi—¥)

adj —

Los diferentes criterios de seleccion de variables consisten basicamente en la aplicacion de

una penalizacion a la inclusion de variables en el sistema (numero de variables) y bajo

determinadas consideraciones podriamos considerarlos equivalentes (Pefia, 2002) [o1]. Lo que

puede expresarse COMo

B = argmin{||lY — X3 + AllBllo}
BERP
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Es decir, que considerando un determinado valor limite (umbral) los coeficientes que superen
dicho valor serdn considerados en el sistema y los que se encuentren con valores iguales o

inferiores seran excluidos del modelo

1=lo si |gl<a
: B
n— > ﬁj

-3 -2 =1 o 1 2 3

X

Grafica 1. Funcion de penalizacién. Umbral Duro.
Seleccion de variables.
Constituyendo el denominado Umbral Duro (Hard Thresholding) que observamos en la

Grafica 1.

Pero para obtener un subconjunto de modelos con los que comparar requiere establecer un
criterio, siendo el méas inmediato, la comparacion con todos los subconjunto posibles, sin
embargo el método del mejor subconjunto de cada tamafio actualmente solo es practicable si
p no es demasiado grande (p =~ 50, 2°° ~ 1,12589 x 10%°) no siendo factible esta

estrategia cuando el nimero de predictores relevantes es superior (Hastie et al, 2015) [o1).

Cuando no es viable una basqueda exhaustiva de todos los submodelos posibles, una opcién

razonable consiste en considerar un “buen camino” a través del espacio de modelos.

Las técnicas mas conocidas en estos casos son los métodos secuenciales o por pasos
(stepwise), en los cuales en el paso de un modelo a otro se agregan o eliminan variables en

cada etapa o iteracion.
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Estos modelos fueron los primeros métodos en aparecer y se trataba de algoritmos anidados:

e Seleccidn regresiva (Backward selection), (Efroymson, 1960) [o1).

e Seleccién progresiva (Forward selection), (Efroymson, 1966 [o1); Draper y Smith,
1966 [o1)).

e Seleccion del mejor subconjunto (Best Subset Selection)?, (Beale et al., 1967 [oi;
Hocking y Leslie, 1967 [o1)).

e Seleccidn progresiva por etapas (Forward Backward stagewise selection).

Son métodos codiciosos® (greedy) que reemplazan la busqueda de un éptimo global por la
consideracion sucesiva de optimos locales, con lo cual no garantizan la mejor solucion y ni

siquiera la misma entre sus distintas variantes.

La mayor desventaja que poseen es su fuerte inestabilidad en el sentido de que pequefios
cambios en el conjunto de datos pueden producir grandes modificaciones en los resultados, en
particular en las variables seleccionadas (Breiman, 1996) [o1].

Esto se debe principalmente a que realizan un proceso discreto de exploracion del espacio de

modelos (cada variable es seleccionada o descartada).

2 Recientemente, Bertsimas et al. (2016) [01] presentaron una formulacion denominada Optimizacion Entera Mixta, MIO (Mixed Integer
Optimization) para los problemas de seleccion del mejor subconjunto. Usando soluciones MIO, problemas con cientos e incluso miles p
pueden ser abordados de forma eficiente. Estudios de simulacién en Bertsimas et al. (2016) [02] demostraron que la seleccion del mejor
subconjunto generalmente proporciona una precision de prediccion superior en comparacion con la seleccion por pasos hacia delante
(forward stepwise selection) y LASSO, en una variedad de configuraciones de problemas.

3 . . s
Una vez descartada o incorporada una variable al modelo esta decision no vuelve a replantearse.
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ESTIMADOR RIDGE

Hoerl (1962) 1011 y Hoerl y Kennard (1970a, 1970b) [o1] [01] abordando los problemas de
colinealidad, en un modelo lineal estimado por minimos cuadrados, en contextos p < n,
partiendo de que BMCC = (XTX)~'XTY es la estimacion por minimos cuadrados de f8, se
plantearon en un principio que la potencial inestabilidad de BM¢° podria ser corregida
agregando una pequefia constante k > 0 a cada término de la diagonal de XTX antes de
invertir la matriz.
Este proceso resulto el estimador Ridge:
BRidse (k) = (XTX + kI,) ' XTY

Puesto que I,, = [X"X]71[X"X]

BRiase (k) = [[XTX] + k[XTX]L[XTX]] ' XTY
Podemos extraer [X7 X] !

BRidse (k) = [I, + k[X"X]7!] " [X"X]*XTY
Observamos que [X7X]~1XTY = BMC9 con lo que

BRiage (k) = [Ip + k[xTx]—l]_IBMCO

Si consideramos Z = [I,, + k[XTX]‘l]_1 tenemos que BRi49¢(k) = ZBMCO | es decir, el
estimador Ridge es proporcional al estimador por minimos cuadrados. Ademas, si

H T — —
consideramos los autovalores de X'X cOMO Apg =43 24 =+ 24, = Ay >0,

- A .
verificamos que los autovalores de Z son A;k< 1 para i=1,---,p por lo tanto, los
i

estimadores BRi49¢ syponen una reduccion de los estimadores minimo cuadraticos B¢°, por
ello son denominados métodos de contraccion o de encogimiento de coeficientes (Shrinkage

Methods).
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De la observacion de los autovalores se desprende también que se producira una variacion
desde k = 0 0 no aplicacion de ninguna penalizacién, donde en este caso los coeficientes
obtenidos son los coeficientes minimo cuadraticos BRi49¢(0) = BMC0 | hasta valores de
méaxima penalizacion k — oo, donde todos los autovalores de Z tienden a cero anulando los

coeficientes BRi49¢(o0) =~ 0

El principal problema a resolver en la aplicacion de Regresion Ridge es la determinacion del
valor de k mas adecuado. La eleccidon de este pardmetro involucra un equilibrio entre los

componentes de sesgo Yy variancia del error cuadratico medio al estimar .

En este sentido (y asumiendo un modelo lineal), cuanto mayor es k méas grande es el sesgo,
pero menor es la variancia del estimador, y la determinacion final implica un compromiso
entre ambos términos (Izenman, 2008) [o1]. Para la obtencion de valor de penalizacion k mas

adecuado Friedman et al. (2001) 017 recomiendan la validacion cruzada.

La expresion mas extendida es propuesta por Friedman et al. (2001) [o2) partiendo del
estimador Ridge de Hoerl y Kennard (1970a) (021, donde el valor de la penalizacion k es

sustituido por la suma de los cuadrados de los coeficientes.

n

2
p P
BRi49¢ = argmin Z Vi — o — Zﬁjxij , sujeto a Z ,[)’]-2 <t
j=1 j=1

4
BeR? i

Puesto que el estimador Ridge no es invariante a la escala, lo adecuado es trabajar con valores

estandarizados, por lo tanto, tenemos

n

p 2 p
BRi49¢ = argmin Z y; — Z,Bjxij , sujeto a Z[)’jz <t
BERP | 4 . .
=1 Jj=1 Jj=1
Que expresado en su version Lagrangiana®:

n p 2 p

PRidge _ : . — X 2

ﬁ - a;%gyn Z Vi Z.B}xl] +AZ.Bj
i=1 j=1 j=1

siendo t, A = 0, los respectivos parametros de penalizacion por complejidad.

4 Existe una correspondencia uno auno entre t y A
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Las expresiones anteriores muestran que el estimador de Ridge realiza un balance entre sesgo
y variancia controlando el “tamafio” del vector de coeficientes mediante una penalizacion de

norma L,. El estimador contrae (shrinkage) los coeficientes §; hacia cero respecto de los

obtenidos por MCO.

En general, regresion Ridge produce predicciones més precisas que los modelos obtenidos por

MCO + seleccion “clasica” de variables.

Podemos observar en la Grafica 2 el efecto de reduccion de coeficientes al variar la
penalizacion A, donde las estimaciones de los coeficientes Ridge, para un ejemplo de cancer

de prostata, estan expresadas en funcion de los grados efectivos de libertad® implicados en

cada penalizacion A. Siendo d; el autovalor® j de la matriz X, tenemos

p djz
df (1) = tr[X(X"X + AD)7'X"] = tr(H) = Z aZ 1 A

j=1

Icavol

0.6
|

0.4

svi
Iweight
pggis5

lbph

Coefficients
0.2

0.0

0 2 4 6 8
df(x)
Grafica 2. Coeficientes Ridge para un ejemplo de cancer de préstata (Stamey et al., 1989) [01], en funcién de

los grados efectivos de libertad df(4). Linea roja vertical df (1) = 5.0 determinado por validacion cruzada.
Tomado de Friedman, et al. (2001), pagina 65 [03].

% Friedman et al. (2001) [04] denominan grados efectivos de libertad.
® En el caso de matriz ortonormal d=1j=1-,p
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Al aumentar A (mayor penalizacion) los coeficientes estimados se contraen siendo esta
contraccion mayor en los valores altos y paulatinamente menor a medida que los coeficientes
son mas pequefios, como podemos observar en la Grafica 3. Variando la pendiente de la
funcion de reduccion’ actuando sobre A podemos actuar sobre el grado de reduccion o
encogimiento de los coeficientes, a mayor valor de A menor pendiente y en consecuencia

mayor efecto en la reduccion de coeficientes.

’[;.(?idge _ ﬁ/

J 1+2

Grafica 3. Funcién de Penalizacion
Ridge.

Sin embargo, no conseguimos nuestro objetivo de seleccion de variables, especialmente
necesario en los sistemas dispersos (p » n) ya que ninguno de los coeficientes vale
exactamente cero, por lo cual realmente no se produce la buscada seleccion de variables.

Todas las variables originales permanecen en el modelo final.

. . -, -, i 1
" Al considerar ortonormalidad en X, la funci6n de contraccion es Ri4g¢ = mﬂ"”co
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ESTIMADOR GARROTE NO NEGATIVO

Con el objetivo de encontrar un compromiso entre la simplicidad de obtener un modelo a
través de la seleccion de variables, y la estabilidad y la precision de la regresion Ridge,
Breiman (1995) [o1] propuso la técnica del Garrote No Negativo (GNN).

La idea fue minimizar respecto de ¢ = (¢;,+++,¢p), £t =0

n 14 2

p
BN = argmin ;= Bix;i et >0 ;
= arg ¥ ¢Bixii | ¢ sujetoa ¢ =0 y ¢

j=1

ERP ¢ .
¢ i=1 j=1

IA

t

donde B]- son los estimadores obtenidos por MCO. Luego, los coeficientes estimados por

GNN son:

AGNN _ » -
i =66 J=Lp

Observamos que el estimador B6NN depende de fM¢° y, por lo tanto, no esta bien definido

cuando p > n (situacion no muy comun por entonces, (Tibshirani, 2011) [o1]).

Posteriormente otros autores (Yuan y Lin 2007 [o1, Zou 2006 [o11) han mostrado que GNN
presenta interesantes propiedades cuando se usan otros estimadores iniciales tales como
[Ri4g¢ ya comentado, asi como L4550 o BE-Net que veremos mas adelante, lo que permiten

extender el uso de GNN en problemas de altas dimensiones en sistemas dispersos.

Los valores de ¢; son obtenidos resolviendo el problema de programacion cuadratica y la
naturaleza de las soluciones no negativas de garrote se puede ver cuando las columnas de X
son ortogonales. Suponiendo que t esta en el rango donde se puede satisfacer la restriccion de

igualdad ||c]|; = t, las soluciones tienen la forma explicita
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Por lo tanto

) o 2\
JGNNzcjﬁj=<1_§> 'ﬁj
I’

El parametro de regularizacion A es determinado por validacion cruzada con el propdsito de

minimizar el error de prediccion esperado (Breiman, 1995) [o2].

AGNN

A medida que aumenta 4, la mayoria de los ¢; se hacen cero y los restantes ;" no nulos son

contraidos hacia cero. Por lo tanto, la técnica del GNN elimina algunas variables, contrae
otras y es relativamente estable (los resultados no cambian drasticamente con pequefias

modificaciones en los datos).

En la Grafica 4 podemos observar el comportamiento de contraccion y seleccion de GNN, los
valores pequefios son contraidos en mayor medida en tanto que a los valores grandes les
afecta menos la restriccion de forma de forma paulatina, contrariamente a lo que sucede en

Ridge. Asintoticamente no presentaria reduccion.

AGNN
i

AI'GNN =¢pi= (1 —‘[%> ',[;j

i

Grafica 4. Funcion de Penalizacién
Garrote No Negativo.

El Garrote No Negativo es relativamente estable y es mas preciso cuando hay pocos

coeficientes no cero (Izenman, 2008) [02].
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ESTIMADOR LASSO (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator)

Basandose o inspirado en el planteamiento propuesto por Leo Breiman del Garrote No
Negativo (Tibshirani, 2011) 021 y también motivado por el objetivo de encontrar una técnica
de regresion lineal que fuera estable, pero que realizara seleccion de variables, Tibshirani
(1996) r01] propuso LASSO (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator).

LASSO es una técnica de regresion lineal regularizada que aplica una penalizacion, como
Ridge, con una diferencia en la penalizacion (norma L, en lugar de L,) que implica
consecuencias importantes. LASSO resuelve el problema de minimos cuadrados con

restriccion sobre la norma L, del vector de coeficientes:

14

2
n p
BL4550 = argmin z yi — Z,Bjxij , sujeto a Zlﬁjl <t
=1

p
BER i=1 j=1

O en forma equivalente langrangiana, minimizando:

n

2
D p

BLASSO = argrr;in Z yi—Zﬁinj +lz|ﬁj|
BER =1 j=1

i=1

siendo t, A > 0 los respectivos pardmetros de penalizacion por complejidad.

Que puede expresarse
BL4550 = argmin{||Y — XBI1% + AlIBIl,}
BERP

SiendoY-> (nx1), X>nxp),B—->(px1)

Asumimos que las variables estan incorreladas XiTXj = 0 para i # j y consideramos los datos
estandarizados X" X = I,,.

Si suponemos que B es solucién y considerando que ||B|, = |B| = B - sign(B). Derivando

respecto S e igualando a cero, tenemos

—2XT(Y — XB) + Asign(B) = 0
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~ A -
XT"(Y - XB) = > sign(B)

_ A _
XY -X"XB=X"Y-B = > sign(B)

Por lo tanto,
- y) -
B=X"Y - > sign(B)
Obteniendo
( A A
(XTY)] + E Si (XTY)] < —E
R y) A
,B] 0 Sl 5= (X Y)] =5
A A
T . T
L(X Y)j—z St E<(X Y)]

Este resultado puede expresarse de forma compacta mediante el uso del operador Umbral

Suave (Soft Thresholding) también denominado Contraccion Wavelet®. Ver Grafica 5.

x+y six<-y
S, (x) =10 si—y<x<+y
x—y siy<x

que puede expresarse como®

Sy (x) = sign(x) - (Ix| = y)+

Umbral Suave
S, (x)

0
Umbral Duro
S, (x)

0

T T T T T T T T
=3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 o 1 2 3

Grafica 5. Contraccion Wavelet.
Umbral Suave (Soft Thresholding) (izqu) y Umbral Duro (Hard Thresholding) (drch)

8 El Umbral Suave es un caso particular de la Contraccion Wavelet, la cual también comprende el Umbral Duro
(Hard Thresholding) propio de los métodos de seleccion de variables.

% La funcion sign(x) es igual al signo de su argumento (+1); y la funcién (x), es igual a la parte positiva de
su argumento.
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Considerando el valor de los coeficientes de Minimos Cuadrados Ordinario (MCO) la

aplicacion de la penalizacion LASSO queda definida en el caso de X ortonormal, mediante

35 = sign(°°) - (1] =)
Siendoy = f(1) = g(t)
O bien

ALASSO _ <1 A/2 > . pMco
+

j - |B;MCO| j

En forma similar a GNN y a diferencia de Ridge y MCO, el estimador de 34559 es no lineal

en el vector de respuesta Y.

Al aumentar la penalizacion A los coeficientes estimados Bj se contraen de forma similar a
GNN (Grafica 4), es decir, los valores /2 < |B;| estaran mas sesgados hacia cero al
aumentar A (aunque en LASSO el sesgo es constante (|3;| — 2) a diferencia de GNN que es

mayor para valores de coeficientes préximos a A y desaparece asintéticamente con A).

Los valores inferiores a la penalizacion A/2 > |ﬁ]| son “forzados” a cero al situarse por

debajo del umbral.

La contraccion es de valor constante (1/2) para penalizaciones pequefias, y el aumento de la
penalizacién iria sacando del modelo (llevando a cero los coeficientes) a aquellos en los que

1/2 = |B;|, observamos en la Gréfica 6 que coincide con el operador Umbral Suave.

ALASSO
J

. 2\
jASO:<1*f> “B;

Grafica 6. Funcién de Penalizacion
LASSO.
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Para valores crecientes de A o decrecientes de ¢, los coeficientes f; se contraen hacia cero
como en Ridge, con la diferencia de que algunos de ellos se anulan al alcanzar el umbral,
anulacion que no se da en Ridge. Podemos observar en la Grafica 7 el efecto de reduccién de
coeficientes al variar la penalizacion A, donde las estimaciones de los coeficientes LASSO,

para el mismo ejemplo de cancer de préstata mostrado en la Grafica 2, estan expresados en

funcién de un factor de ajuste estandarizado s = t/3%_, | 8|

Icavol

0.6

svi
Iweight
Pggs
Ibph

Coefficients

0.0

\gleason

age

0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0

Shrinkage Factor s

Grafica 7. Coeficientes LASSO para un ejemplo de cancer de préstata (Stamey et al,, 1989) [02], en
funcién del factor de contraccion s. Linea roja vertical s = 0.36 determinado por validacion cruzada.
Tomado de Friedman et al, (2001), pagina 70 [05].

La ventaja incorporada por LASSO es la posibilidad de controlar la seleccion de variables
mediante la eleccion de A para coeficientes pequefios y los coeficientes mayores son afectados
de forma homogénea por una reduccién constante igual al parametro de penalizacion A lo que,

por otro lado, introduce un sesgo en la estimacion.

Por lo tanto, conseguimos nuestro objetivo de seleccion de variables, especialmente util y

necesario en los sistemas dispersos (p > n).
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Una propiedad considerada como inconveniente es que con LASSO parap = N el nimero de
coeficientes distintos de cero que se puede obtener es como maximo n (Rosset el al., 2004)
fo1] y (Tibshirani, 2013) [o1].

Meinshausen y Buhlmann (2006) o1 y Zhao y Yu (2006) o1 mostraron que LASSO es

consistente®® para la seleccion de variables, siempre que p no sea demasiado grande y el

pardmetro de penalizacién A crezca méas rapido que \/m. Especificamente, se permite
que p sea tan grande como e™* para 0 < a < 1 cuando los errores tienen colas gaussianas.
Sin embargo, el valor de A requerido para la consistencia de seleccion de variable reduce
demasiado los coeficientes distintos de cero, lo que conduce a estimaciones sesgadas
asintéticamente. Por consiguiente, LASSO es una seleccion de variable consistente bajo
ciertas condiciones, pero no en general. Ademas, si LASSO es una seleccion de variable
consistente, entonces no es eficiente para estimar los parametros distintos de cero. Estos
estudios confirman que LASSO no posee la propiedad oraculo (Fan y Li (2001) [o11 y Fan y
Peng (2004)) [o1).

La propiedad oréculo de un método significa que puede seleccionar correctamente los
coeficientes distintos de cero con probabilidad convergente a uno, y que los estimadores de
los coeficientes distintos de cero son asintticamente normales con las mismas medias y

covarianza que tendrian si se conocieran los coeficientes cero por anticipado.

El principal inconveniente que presenta LASSO tiene una mayor relevancia en lo referente al
aspecto computacional, que por otro lado recobra protagonismo desde el punto de vista de

eficiencia computacional al tratarse de sistemas de alta dimension y sistemas dispersos.

Los avances en los algoritmos para implementar regresién LASSO en forma eficiente han

sido muy importantes ya que el método no es eficiente para un nimero grande de variables.

En sus comienzos, la estimacion se realizaba resolviendo para cada valor de t el problema de

y e 2 .
programacion cuadratica min {Z?zl(yi — X0 Bixij) } sujetoa Y7_|B;| < t.

10 Consistencia estadistica significa que si el tamafio de la muestra aumenta las estimaciones convergen a
valores verdaderos.
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Posteriormente, surgieron los algoritmos®! Least Angle Regression (LARS), (Efron et al.,
2004) o011 y de camino de descenso coordinado (pathwise coordinate decent methods)
(Friedman et al., 2010) [o1] que permitieron reducir enormemente el costo computacional
(Tibshirani, 2011) 3. LARS es potencialmente revolucionario, ofrece modelos
interpretables, estabilidad, predicciones precisas, resultados gréaficos que muestran la
compensacion clave en la complejidad del modelo y una regla simple basada en datos para

determinar el nivel 6ptimo de complejidad que casi evita el sesgo en las pruebas de hipétesis.

La implementacién de LARS y los métodos de camino de descenso coordinado supusieron
una mayor popularizacién de la aplicacién de la norma L; como método de penalizacion para

la seleccidn de parametros.

1 No se abordan la descripcion de estos algoritmos a pesar de la importancia relevante que tienen en los
métodos de regularizacion, ya que como se ha indicado en los sistemas dispersos de alta dimensién las
consideraciones estadisticas y computacionales estan muy estrechamente vinculadas en su implementacién.
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ESTIMADOR BRIDGE

Antes de avanzar y describir las mejoras incorporadas, basandose en el principal método de

regularizacion (LASSO), describimos el planteamiento generalizado de estos métodos.

Una formulacion amplia de las técnicas de penalizacion/regularizacion puede plantearse de

forma general en la denominada regresion penalizada de minimos cuadrados:

2

p
B, = argmin z %‘Zﬁjxij + $2(B)
=

ERP .
B =1

donde B = (,81, -, ,Bp), > 0y ¢ es una funcion de penalizacion sobre el “tamafio” de B8, en

general de la forma ¢, (B) = 237_; ¢;(|B;]) con ¢; creciente en |B;].

Una familia de funciones de penalizacion muy utilizada sera, como hemos visto, la

correspondiente a la norma-L,, con A = 0, y = 0, dada por:

p
AZ|,Bj| siy >0
j=1
2y (B) = ABIY =3
A L0y siy=0
\ j=1

Con expresion lagrangiana

n

p 2 p
—~ . 1 y
Biy = argmin{Ilv — XBI” + 211} = argmind > yi= > frxy | +2 )|
BERP BERP j=1 j=1

i=1

Conocida ampliamente como regresion puente (bridge regression) o estimadores ‘puente’ con
el origen del nombre atribuido a Frank y Friedman (1993) [o1). Aungue Izenman (2008) (03]
sefiala que este nombre (Bridge) nunca aparece en esa referencia, aparentemente fue utilizado
por primera vez por Friedman en una charla (Tibshirani, comunicacion personal). Los
estimadores resultantes B57i49¢ en este caso son también conocidos como estimadores Bridge
(Fu, 1998) [o1).
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Como podemos observar cuando y = 1 tenemos el estimador LASSO y cuando y = 2
obtenemos el estimador Ridge, de igual forma para y = 0 nos situariamos en un modelo de

seleccion de variables. Como caracteristicas en funcion del valor de la norma tenemos que:

e Paray > 0 el estimador Bridge existe

e Para0 <y <1 la penalizacién no es convexa y en consecuencia puede ser dificil
obtener el estimador Bridge en alta dimension. Los costes computacionales en esta
situacion son considerables.

e Para y =1 la penalizacion es convexa con una Unica solucion (unicidad de las
soluciones LASSO, Hastie et al. (2015)) [o2].

e Paray > 1 la penalizacién es estrictamente convexa y tiene una Unica solucién,
aunque casi seguramente los estimadores Bridge no seran cero, por lo que no ofrece la
caracteristica de seleccion de variables.

e Paray > 1 existe correspondencia uno a uno entre el planteamiento lagrangiano
B, = argmin{llY — XBII> + AlIBII}}
BERP
y el problema restringido o condicionando

[Af;w = argmin{||Y — XB||?} sujetoa IBIL <t
BERP

En la Grafica 8 podemos observar la forma de las regiones de penalizacién en funcién de y

1.5

1.0

0.5

-0.5
1

-1.0

-15

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 05 1.0 1.5
X

Grafica 8. Regiones de penalizacién ||ﬁ||¥ para diferentes valores
de y. Las regiones son convexas solo paray = 1.
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Partiendo de la observacion de las regiones de penalizacion es mas facil observar la mayor
potencialidad que LASSO presenta respecto de Ridge en cuanto a la seleccidn de variables en

sistemas dispersos, es decir, la capacidad de anulacion de coeficientes, aunque siempre

dependiendo de los valores de B0, en la Grafica 9 se observa claramente el caso de p = 2.

\\
2)

‘
<« |
) /f

1/.))]
/ ()t
/
i
o~ “/ “'/ %\\ o
- ‘Q f = (xXX)"X"Y
\_
4 =

> o A £ =l

Ridge

-4
-4
1

-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

x X

Grafica 9. Interseccion en regiones de penalizacion LASSO y Ridge.

Para g > 1 el estimador no realiza seleccion de variables (Fan y Li, 2001) [o21. Por otro lado,

LASSO corresponde al valor de g méas pequefio que produce una regién factible convexa.

La convexidad del problema de optimizacion es deseable desde el punto de vista
computacional. Funciones en varias variables no convexas pueden tener multiples 6ptimos
locales, y si bien las regiones de penalizacion no convexa contribuyen en mayor medida a la
selecciéon de variables, aspecto prioritario en los sistemas dispersos de alta dimensién, la
complejidad y menor rendimiento computacional son factores que condicionan muy

severamente la aplicacion de penalizaciones no convexas 0 <y < 1

En los ultimos afios se han presentado algunas generalizaciones y extensiones de las técnicas

presentadas anteriormente, especialmente disefiadas para ciertas situaciones particulares.

El auge en los ultimos afios en la investigacion y aplicacion de técnicas tipo LASSO se debe
principalmente a la existencia de problemas donde p > n y al desarrollo paralelo de

algoritmos eficientes (Tibshirani, 2011) [o4].
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Todas ellas buscan retener las ventajas de LASSO como método de estimacién y seleccién de
variables, y al mismo tiempo corregir algunas de sus posibles desventajas.

A continuacion, se presentan algunas de las mas importantes.
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MEJORAS EN LA REGULARIZACION LASSO

Hemos visto que LASSO presenta la propiedad principal en cuanto a que facilita la seleccion
de variables, siendo el método de regularizacion que potencia la obtencion de modelos
dispersos, sin embargo, también se han descrito inconvenientes o deficiencias, como el
comportamiento ante la colinealidad y el condicionante respecto al nimero de variables

seleccionadas en el caso de sistemas de alta dimension p > n que queda limitado a n.

Seguidamente se describen técnicas que buscan retener las ventajas de LASSO como método
de estimacion y seleccion de variables, y al mismo tiempo corregir algunas de sus posibles

desventajas.

A continuacion, se presentan algunas de las mas importantes, como es Elastic Net que corrige
el deficiente comportamiento frente a la colinealidad de LASSO o LASSO-Adaptativo y

LASSO-Relajado que palian los inconvenientes respecto la consistencia de LASSO.
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ESTIMADOR ELASTIC NET

En la préactica, los predictores son diferentes, pero pueden estar fuertemente correlacionados.

Si bien hemos visto que LASSO permite una ventaja necesaria sobre Ridge especialmente en
sistemas dispersos p > n donde es necesaria la consiguiente seleccion de variables, aparecen
unos inconvenientes, especialmente en sistemas dispersos, que presenta LASSO y que hace
conveniente las caracteristicas de Ridge en cuanto su comportamiento respecto de la

correlacion de variables.

Para este tipo de situacion en sistema dispersos de alta dimension p > n'y con variables
agrupadas, LASSO no es el método ideal, porque solo puede seleccionar a lo sumo n
variables de p candidatos (Rosset el al., 2004) 021 y (Tibshirani, 2013) [o2], y carece de la
capacidad de detectar el agrupamiento de informaciéon. En cuanto al rendimiento de
prediccion, si hay correlacion entre los predictores, Ridge presenta mejor rendimiento que

LASSO siendo esta situacion frecuente en sistemas dispersos.

En caso de alta correlacion entre dos predictores la estimacion de LASSO puede ocultar la
relevancia de uno de ellos, simplemente porque esta altamente correlacionado con otro. Los

coeficientes de dos predictores correlacionados deben estar cercanos.

En la parte izquierda de la Grafica 10 tenemos un conjunto de seis variables altamente
correlacionadas en grupos de tres, podemos observar claramente la ruta de coeficientes donde
el comportamiento es algo “erratico” a pesar de ser dos conjuntos de variables con

correlaciones por pares alrededor del 0,97.

Zou y Hastie, (2005a, 2005b) po1 o011, propusieron Elastic Net como un método de
regularizacion el cual combina los beneficios de Ridge y LASSO obteniendo un compromiso
entre las penalizaciones de Ridge y LASSO: dados A; > 0y A, > 0, ambos parametros de

complejidad. Partiendo del estimador Naive Elastic Net

BT = argmin(V — XBI + 441 + 22 13)
€
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n p 2 p P
pNai E_NET :
Ban, = argmin Z yi—zﬁjxu +/112|51|+/122ﬁj2
per j=1 j=1 j=1

i=1
Si tomamos a = —2
n P z p p
pNai E_NET .
By, = argmin Z Vi~ Zﬁjxij +(1- a)Zlle + aZﬁjz
BeR i=1 =1 =1 =1
0 bien
Booe-ENET = agggn{llv - XBII*} sujetoa  (1—a)lIBll, +allBll; <t
€

Este criterio es estrictamente convergente, por lo tanto, existe un minimo unico.

El estimador de Naive Elastic Net combina las fortalezas de LASSO (la penalizacion L,
promueve soluciones dispersas, es decir, obtenemos seleccién de variables), y de Ridge
(predictores altamente correlacionados presentan coeficientes estimados similares). Como
podemos observar en la parte derecha de la Grafica 10, la aplicacion de Naive Elastic Net
permite la presencia de todas las variables y la clara agrupacién de los grupos correlacionados

frente a las trayectorias dispersas de LASSO en esta situacion de alta correlacion.

o= 1.0 o =103

o 2 2 5 5 0 3 6 6 6
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Grafica 10. Seis variables altamente correlacionadas (0,95) en grupos de tres. Itinerario de los
coeficientes LASSO (izqu) e itinerario de los coeficientes Elastic Net. (drch).
Tomado de Hastie, et al. (2015), pagina 56 [03].
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Si observamos la forma del &rea de penalizacién en p = 2 vemos que la resolucion sera
equivalente a resolver un problema de optimizacion tipo LASSO. Como vemos en la Grafica
11 el &rea de penalizacion es convexa, (convexidad que vendrd en funcion de «), y podemos
ver también que los vértices en los ejes no son derivables ya que considera la componente del
valor absoluto, lo que le confiere una mayor capacidad de seleccion de variables. Es
conveniente sefialar que los contornos de la regién de penalizacion para penalizacion Bridge
con 1 <y < 2 son similares, salvo en la importante caracteristica de que Naive Elastic Net
presenta los vertices no diferenciables.

5] w— LASSO
== Naive Elastic Net
= Ridge

Grafica 11. Regiones de penalizacién
LASSO, Elastic Net y Ridge.

En cuanto a la funcion de penalizacion podemos observar en la Grafica 12 que Naive Elastic
Net supone una unién de las caracteristicas de LASSO y Ridge. Naive Elastic Net mantiene la
caracteristica de seleccion Soft Thresholding propia de LASSO y para valores superiores a
A,/2, la pendiente de la recta de penalizacion definida por Ridge vendra determinada en
funcién de 4,.

- =LASSO 0
== Naive Elastic Net R ,”°

= = Ridge

Grafica 12. Funcion de penalizacion.
LASSO, Naive Elastic Net y Ridge.
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La funcidon de penalizacion correspondiente a un disefio ortogonal X7 X = I es la siguiente

B{Val‘ve_E_Net — 1 <1 _ M) ﬁA
j 1+ 2, 181/, "

donde igualmente se puede verificar que se trata de la composicion de los dos tipos de

penalizaciones (LASSO y Ridge).

Como meétodo de seleccion automética de variables, Naive Elastic Net supera las limitaciones
de LASSO; cuando p > n restringe a n el nimero maximos de coeficientes que se pueden
obtener, asi como cuando existen grupos de variables altamente correlacionadas. Se ha
observado empiricamente que para situaciones usuales n > p, cuando existe alta correlacion
entre las variables, el rendimiento de prediccion de Ridge supera al de LASSO. Sin embargo,
la evidencia empirica también muestra que Naive Elastic Net no funciona satisfactoriamente a
menos que esté muy cerca de la regresion Ridge o LASSO. Por eso Zou y Hastie (2005a) [02]

lo denominaron Naive (ingenuo).

En la configuracion de prediccion de regresion, un método de penalizacién preciso logra un
buen desempefio de prediccion a través del equilibrio sesgo-varianza. El estimador Naive
Elastic Net es un procedimiento de dos etapas: para cada A, fijo primero encontramos los
coeficientes de regresion de Ridge, y luego hacemos la contraccién de tipo LASSO a lo largo
de las rutas de solucion de coeficiente de LASSO. Por lo tanto, parece incurrir en una doble
cantidad de contraccion. La doble contraccion no ayuda a reducir mucho las varianzas e
introduce un sesgo adicional innecesario, en comparacion con la contracciéon pura de LASSO

o Ridge.

Para corregir esta situacion, si consideramos un conjunto de datos (X, y), los parametros de

penalizacion 4, y 4,; y los datos aumentados (X*, y*) tales que

* - X * y
i 0 AR
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Si tomamos y = \/(i;myﬁ* =,/(1+ A,) - B. Entonces el criterio Naive Elastic Net puede

escribirse como
Ly,B) =Ly, B) =Y =X B> +yIB*l,

Tomando
B* = argmin L{(y, B")}
BERP

Entonces

—~ 1 —~
N cEonid

Naive Elastic Net resuelve un problema tipo LASSO

- A
B* = argmin {IY* — X' B —— |ﬁ*|1}
BERP 1+ 2,)

Elastic Net (corregido) f esta definido por BE-Net = \/(1 + A,) - B*

Por lo tanto
BE_Net — (1 4+ Az)ﬁNa'ive_E_Net

El coeficiente Elastic Net es un coeficiente Naive Elastic Net reescalado. Tal transformacion
de escala preserva la propiedad de seleccién variable de Naive Elastic Net y es la forma mas
simple de deshacer la contraccion. En consecuencia, todas las buenas propiedades de Naive

Elastic Net se mantienen en Elastic Net.

Empiricamente la Elastic Net funciona muy bien en comparacion con la regresion de LASSO

y Ridge.

Por consiguiente, debido a que la doble penalizacién puede introducir sesgo en la estimacion,
se corrige el estimador obteniéndose BE-NET = (1 + 1,)BNave-ENET (7o, y Hastie, 2005a)

[03].
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Con objeto también de mejorar el rendimiento computacional existen algoritmos eficientes
del tipo LARS (LARS-EN) y de coordenada descendente, para su implementacion (Friedman
etal., 2010) [02].

En la Grafica 13 podemos observar la aplicacion del Elastic Net al mismo conjunto de datos
para cancer de prostata (visto en la Grafica 2 con aplicacion Ridge y en el Grafica 7 con
aplicacion LASSO. Elastic Net con seleccion optima de la penalizacion por validacion
cruzada (linea roja) selecciona 5 variables, (similar a LASSO) y presenta un comportamiento
de umbral suave propio de LASSO.

Icaval

svi
|
Iweight
Pggas
gleason

Ibph
age

Standardized Coefficients
2 4
1 L

2

T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

s = |beta|/max|beta|

Grafica 13. Coeficientes Elastis Net para un ejemplo de cancer de préstata
(Stamey etal., 1989) [03], en funcion del factor de contraccidn s. Linea roja
vertical s = 0.26 determinado por validacién cruzada.

Tomado de Zou y Hastie, (2005a), pagina 331 [04].

El anterior ejemplo sometido a comparacion entre los diferentes modelos presenta para
Elastic Net el menor error cuadratico medio y una seleccion de variables ligeramente
diferente a LASSO, ver Tabla 1.
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Zou y Hastie (2005a) [0s] sefialan, en este caso, a Elastic Net como el método campeon entre
los competidores en términos de precision y dispersion (sparsity). Hay que sefialar que Naive
Elastic Net en este ejemplo falla en la seleccion de variables. Los datos del ejemplo presentan

correlaciones®? lo cual perjudica a LASSO y es corregido por Elastic Net.

A modo de comparacion Zou y Hastie (2005a) [oe] indican que “Siempre que la regresion
Ridge mejore a MCO, Elastic Net mejorara a LASSO™*®

Test Variables
Error cuadratico medio seleccionadas

MCO 0.586 (0.184) Todas
Ridge regression A=1 0.566 (0.188) Todas
LASSO s =0.39 0.499 (0.161) (1,2,4,5,8)
Naive Elastic Net A=1s=1 0.566 (0.188) Todas
Elastic Net A =1000,s = 0.26 0.381 (0.105) (1,2,5,6,8)

Tabla 1. Datos del cancer de préstata. Comparaciéon de modelos.
Tomado de Zou y Hastie (2005a), pagina 311 [07].

Parametro(s)

12 Algunas incluso superiores a 0.76 como son las variables pgg45 y gleason.
13 Traduccion propia
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ESTIMADOR LASSO-DAPTATIVO (ADAPTIVE LASSO)

Vimos anteriormente en la descripcion de LASSO que para la seleccion de variable es
consistente bajo ciertas condiciones, pero no en general. Ademas, si LASSO es una seleccion
de variable consistente, entonces no es eficiente para estimar los parametros distintos de cero
Meinshausen y Buhlmann (2006) [o21y Zhao y Yu (2006) [021. Asi como que LASSO no posee
la propiedad del oraculo (Fan y Li (2001) 031y Fan y Peng (2004)) [o2].

Zou, (2006) [o21 propuso una version adaptativa de LASSO motivada en el hecho de que bajo
ciertas condiciones el estimador de LASSO no siempre es consistente!* como método de

seleccion de variables.

LASSO-Adaptativo es una generalizacion de LASSO que permite aplicar diferentes
penalizaciones a las variables mediante la asignacion de pesos distintos, los cuales dependen

de los datos.

En LASSO-Adaptativo, el problema consiste en minimizar respecto de B la expresion:

n p 2 14
ﬁLASSOAdaptativo = argmin z Vi — Z ﬁ] xij + AZ W]|B}|
j=1 j=1

ERM £
B i=1

donde w; = 1/|,§j|y, j=1,--,p son pesos positivos que aseguran propiedades de
consistencia del estimador LASSO-Adaptativo, y > 0 es un parametro de ajuste adicional y
,[?j es un estimador inicial de f; (Zou, 2006) [o3). La penalizacion LASSO-Adaptativo puede

ser vista como una aproximacion a la penalizacion de norma L, cong = 1 —.

En este sentido, si observamos la funcion de penalizacion de LASSO-Adaptativo en la
Grafica 14 comprobamos que el umbral suave (Soft Thresholding) es muy similar a la funcion

de penalizacion de Garrote No Negativo (Grafica 4).

14 Consistencia estadistica significa que si el tamafio de la muestra aumenta las estimaciones convergen a
valores verdaderos
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Yi Yi

Grafica 14. Funcion de penalizacion LASSO-Adaptativo cony = 0.5 (izqu) y y = 0.2 (drch).
Tomado de Zou, (2006), pagina 1421 [04].

El LASSO-Adaptativo es un método de dos pasos. En el primer paso, se obtiene un estimador
inicial, que puede ser generado mediante la resolucion de un problema de optimizacion
aplicando cualquier tipo de penalizacion, MCO, Ridge e incluso el propio LASSO (Zou,
2006) [0s].

Si p < n se pueden usar las soluciones de minimos cuadrados como las estimaciones iniciales
B]-. Cuando p > n, las estimaciones de minimos cuadrados no estan definidas, pero bajo la
ortogonalidad parcial y ciertas otras condiciones, el LASSO-Adaptativo logra la consistencia
de seleccion y la eficiencia de la estimacion cuando los estimadores de regresion marginal se
usan como estimadores iniciales, aunque no producen una estimacion consistente de los

parametros (Huang et al., 2008) [o1).

Una ventaja de LASSO-Adaptativo es que, dadas las estimaciones iniciales, el criterio es
convexo en 5. Ademas, si las estimaciones iniciales son vn consistentes, Zou (2006) [oe]
mostré que el método recupera el modelo verdadero en condiciones mas generales que
LASSO (Hastie et al., 2015) [o4].

Al permitir una penalizacion relativamente mas alta para coeficientes cero y una penalizacion
mas baja para coeficientes distintos de cero, el LASSO-Adaptativo espera reducir el sesgo de
estimacion y mejorar la precision de la seleccion variable, en comparacion con el LASSO
(Huang et al., 2008) [02].
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El LASSO-Adaptativo, como hemos comentado, tiene la propiedad de oraculo que no
presenta el LASSO, propiedad presente en los métodos no convexos como SCAD vy Bridge
(en 0 <y < 1), pero estos méetodos ofrecen una limitacion importante en cuanto a eficiencia
computacional. Por consiguiente la ventaja que presenta LASSO-Adaptativo es, teniendo la
propiedad del oraculo al ser un método convexo, un costo computacional bastante menor que
los métodos no convexos, de hecho toda la trayectoria de regularizacion del LASSO-
Adaptativo se puede calcular con la misma complejidad computacional que la solucion de

minimos cuadrados utilizando el algoritmo LARS (Efron et al., 2004) [02).

El LASSO-Adaptativo es un método Util para analizar datos de alta dimension.
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ESTIMADOR LASSO-RELAJADO (RELAXED LASSO)

Como hemos comentado la contraccion del LASSO provoca que las estimaciones de los
coeficientes distintos de cero estén sesgadas hacia cero, y en general no son consistentes. Un
enfoque para reducir este sesgo es ejecutar el LASSO para identificar el conjunto de
coeficientes distintos de cero, y luego ajustar un modelo lineal restringido al conjunto de

caracteristicas seleccionado. Esto no siempre es factible si el conjunto seleccionado es grande.

Alternativamente, se puede usar el LASSO para seleccionar el conjunto de predictores que no
son cero, y luego aplicar el LASSO nuevamente, pero usando solo los predictores
seleccionados del primer paso. Esto se conoce como el LASSO-Relajado (Meinshausen,
2007) [o1].

Se trata de una generalizacién de la estimacion del LASSO. La principal motivacion son los

problemas de regresién de muy alta dimensién, donde el LASSO tiene dos deficiencias:

e Seleccion de variables de ruido: si el parametro de penalizacion se elige mediante
validacion cruzada, el nimero de variables seleccionadas suele ser muy grande.

Muchas variables de ruido son potencialmente seleccionadas.

e Baja precision de las predicciones: La precision de la prediccién (en términos de
pérdida de error cuadratico) esta afectada negativamente por la presencia de

muchas variables de ruido, en particular para las relaciones altas de sefial-ruido.

Las ventajas de LASSO-Relajado sobre LASSO en este entorno de alta dimension son dobles.

e Estimaciones més dispersas: el nimero de coeficientes seleccionados es, en
general, mucho mas pequefio para LASSO-Relajado, sin comprometer la precision
de las predicciones. Los modelos producidos por LASSO-Relajado son mas

susceptibles de interpretacion.

e Predicciones mas precisas: si la relacion sefial-ruido es muy baja, la precision
predictiva de LASSO y LASSO-Relajado es comparable. Para una alta relacion
sefial-ruido, LASSO-Relajado logra a menudo predicciones mucho mas precisas.
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Desde un punto de vista computacional, para altas relaciones de sefial-ruido, ambas ventajas
de LASSO-Relajado, estimaciones méas dispersas y predicciones mas precisas, se pueden
lograr alternativamente mediante el uso del hibrido LARS-OLS. Sin embargo, el hibrido
LARS-OLS no se adapta siempre a la relacion sefial / ruido y tiene un rendimiento mucho
peor que el LASSO para las relaciones sefial / ruido bajas. LASSO-Relajado se adapta a la
relacion sefial-ruido y logra un rendimiento casi 6ptimo en una amplia variedad de conjuntos

de datos.

La idea es utilizar la validacion cruzada para estimar el parametro de penalizacion inicial para
LASSO, y luego nuevamente para un segundo parametro de penalizacion aplicado al conjunto

seleccionado de predictores.

Es un procedimiento en dos etapas, propuesto como una generalizacién de LASSO y
especialmente disefiado para problemas de regresion en altas dimensiones (Meinshausen,
2007) [02).

En una primera etapa y para A > 0 fijo, se aplica LASSO sobre el modelo completo y se

define la funcion indicador 1,¢, sobre el conjunto de variables M; < {1,2,--,p} con M, =

{1 <k <p|pii*S° + 0} tal que paratodo k € {1,2,--,p}

(prasso. 1, 1 = {0 si k&M
Ak M = By si k€M,

"LASSORelajado

Luego, el estimador de LASSO-Relajado, 8

16 , se define para 1 € [0,) ¢ € (0,1]

como:

2
"LASSORelajado

1 n
Bry = argmin ;(Zyi—xl? {ﬁ-lm}> + GBI,

14
BER i=1

El parametro A regula la parte de seleccion de variables como en LASSO, mientras que el

parametro de relajacion ¢ controla la contraccion de los coeficientes.
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Si ¢ =1 la estimacion coincide con LASSO mientras que si ¢ < 1 la contraccion de los
coeficientes en el modelo seleccionado es menor que en LASSO. Los pardmetros A y ¢

pueden ser elegidos por validacion cruzada.

La estimacion de los coeficientes se puede obtener en forma eficiente a través de un algoritmo
basado en LARS (Meinshausen, 2007) [o3].

Si X es ortogonal, la funcion de penalizacion es

LASSO AII(VICO — ¢4 st [?}(‘”CO > A
5 Relajado __ . AMCO
B+ g2 si B < -2

Si observamos la funcion de penalizacion LASSO-Relajado en comparacion con la funcion de
penalizacion Bridge para 0 < y < 1 en la Grafica 15 podemos ver que son bastante similares
en tanto que, para valores en los que y — 0, asi como para valores en los que ¢ — 0, los
coeficientes se aproximan a los coeficientes sin penalizacion, es decir, seleccion de variables
con el consiguiente umbral duro (Hard Thresholding). Y de igual formaenel casodey =10
¢ = 1 tenemos la penalizacién LASSO. En ambas, la variacion de y y ¢ permiten controlar

el sesgo que introduce en los coeficientes presentes en el modelo la penalizacion LASSO.
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Grafica 15. Funciones de penalizacion. Bridge (izqu) y LASSO-Relajado (drch).
Tomado de Meinshausen, (2007), pagina 378 [04].
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REGULARIZACION EN SISTEMAS ESPECIFICOS

Hay situaciones en las que los sistemas que pretendemos modelar presentan
propiedades o estructuras especificas que son conocidas previamente. Al tratarse de
sistemas de alta dimensién y dispersos en sus variables la obtencién de un modelo

adecuado y correcto debe tener en consideracion dichas propiedades o estructura.

Por consiguiente, la incorporacion a las técnicas de regularizacion de los condicionantes

estructurales del sistema constituye el desarrollo de métodos especificos y adaptados.

Cuando las variables estan naturalmente agrupadas y en consecuencia su consideracion
o inclusién en el modelo debera estar condicionada por la incorporacién previa del
grupo al que pertenecen, o cuando la presencia de una variable no es exclusiva de un
Unico grupo sino que puede encontrarse solapada en distintos grupos o cuando hemos
de considerar restricciones o penalizaciones adicionales en funcion del lugar que ocupa
una determinada variable o su posicion relativa respecto de otras (distancia), son todas
ellas situaciones en las que la informacién de las propiedades o estructura del sistema

debe incorporase y tenerse en cuenta en el método de regularizacion que aplicamos.

Se describen algunos métodos especificos basados en LASSO, como son LASSO-Grupal o
LASSO-fusionado que responden a este requerimiento de adaptacion al sistema objeto

de analisis. Veamos algunos ejemplos
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ESTIMADOR LASSO-GRUPAL (GROUP LASSO)

Hay situaciones en que las variables estan naturalmente agrupadas, un ejemplo destacado es
cuando tenemos factores cualitativos entre nuestros predictores. Normalmente codificamos
sus niveles usando un conjunto de variables ficticias o contrastes. Una tipica situacion es el
caso de variables categoricas donde cada nivel se codifica como un conjunto de variables

ficticias indicadoras.

En la elaboracion del modelo se considera que es adecuada la presencia del grupo natural de
variables o en caso contrario que no esté presente en el modelo y es deseable que todos los
coeficientes dentro de un grupo sean distintos de cero (o cero) simultaneamente, es decir, nos

gustaria incluir o excluir este grupo de variables conjuntamente.

Para seleccionar de forma simultanea un grupo de variables surge el LASSO-Grupal
propuesto por Bakin (1999) [o11y Lin y Zhang (2006) [o1], aunque ampliado y generalizado por
Yuan y Lin (2006) [o1].

Consideramos un modelo que involucra J grupos de variables, para cada grupo j = 1,2,---,]
el vector Z; € RPJ representa las variables presentes en ese grupo j. El objetivo sera obtener
el modelo basado en el conjunto de grupos (Zl,ZZ, --~,Z]). Considerando J grupos conocidos

y no solapados.

En una funcion de regresion obtendriamos ¥ = Zlezfej, donde 8; € RPJ

Dada una coleccion de n muestras {(yi,zil,ziz,---,zi,)}?zl la solucion LASSO-Grupal se
define como BLASS%rupal = argmin {||Y — Zﬁj||2 + /12§=1||Bj||2}
{BJERP"};zl

gue puede expresarse también en la forma

2

n ]
BLASSOGrupal = argmin Z yi— ) ziB; | + AZ”BJ'HZ
=1

{BjeRpf};zl i=1 j=1
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Como podemos observar en la penalizacion, se trataria de una aplicacion de penalizacion
LASSO con norma L si todos los grupos Z fuesen de un unico elemento p; = 1, Vj puesto
quesip; €R - ||[3j||2 = |B;| y por otro lado, si consideramos un Gnico grupo J = 1 nos

encontramos en una situacion de penalizacion Ridge.

Por lo tanto, las variables pertenecientes a un grupo tienen una penalizacion Ridge en tanto
que las variables individuales tiene el efecto de una penalizacion LASSO. Es decir, se trata de
una combinacion de penalizacién LASSO y Ridge, pero a diferencia de Elastic Net no afecta
por igual a todas las variables, sino las que estan agrupadas respecto de las no agrupadas
tendrian un comportamiento LASSO, pero la agrupadas tendran un comportamiento Ridge

entre ellas.

Dependiendo de A > 0 o el vector B ; sera cero para todos sus elementos o seran distintos de

cero, consiguiendo el propdsito de incorporacién o no al modelo del grupo de variables en su

conjunto.

El efecto combinado de la penalizacion LASSO-Grupal podemos observarlo en la Grafica 16,

gue necesariamente se presenta en 3 dimensiones para plantear un grupo de variables, con

coeficientes agrupados B, = (B11,B12) Y B2 = (B2)

B B

Grafica 16. Superficie de penalizacién LASSO-Grupal (izqu) y LASSO (drch).
Tomado de Hastie, et al. (2015), pagina 59 [05].
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Considerando la interseccion sobre el plano de los ejes en la Grafica 17 se observa para las
variables agrupadas la clasica region de penalizacion Ridge en tanto que para 3, sobre las

otras variables ;1 y B12 la region de penalizacion responde a LASSO.

B, 4B
1

Grafica 17. Intersecciones en el plano de los ejes de la region de
penalizacion sobre variables en LASSO-Grupal.
Tomado de Yuan, M,, y Lin, Y. (2006), pagina 52 [02].

Una condicion suficiente y necesaria para que LASSO-Grupal tenga solucion para el vector

de coeficientes B = (By, B2, -+, B) €s

AB; _
zzf(y—zlz)zﬁ si Bj#0
18511,
|—2z] (v —zB)| < 2 si Bj=0

Cuyas soluciones son

pi = (1 - L) 5
Isill/,

donde S; = ij(y —ZB_;) conB_; = (BT, B3, v, BT, 0T, By, BT)
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Veamos su aplicacion en el ejemplo de la Grafica 18 donde se analizan los datos de ADN
humano en los que cada observacion consta de siete secuencias de ADN (intrones y exones) y
cada una de ellas con valores de bases nitrogenadas {4, G, C,T}. La aplicacion de LASSO-
Grupal muestra como cada secuencia (grupo de cuatro bases nitrogenadas) es incluida o no al
variar la penalizacion A. Cada linea vertical indica cuando entra una secuencia completa, es
decir, p; =4, j=12,---,7. Como hemos comentado las trayectorias de las bases
nitrogenadas pertenecientes a una secuencia responden a una penalizacién Ridge, en tanto
que, si consideramos las siete secuencias (grupos) son seleccionados (incluidos en el sistema)

de acuerdo con las trayectorias de una penalizacion LASSO mediante Umbral Suave.

0.2

0.1

Coefficients

0.0

0.16 0.14 0.12 0.1 0.08 0.06 0.04 0.02 0

Grafica 18. Trayectoria de coeficientes por aplicacion de LASSO-Grupal a una muestra
de datos de ADN humano donde los coeficientes se agrupan en conjuntos de cuatro bases
nitrogenadas {4, G, C, T} para cada una de las siete secuencias consideradas.

Tomado de Hastie et al. (2015), pagina 61 [06].
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ESTIMADOR LASSO-GRUPAL-DISPERSO (SPARSE GROUP LASSO)

Hemos visto como la inclusién de un grupo en la seleccién de variables mediante el método
LASSO-Grupal implica la inclusion de todas las variables pertenecientes al grupo incluido en
cuestion. Sin embargo, puede considerarse la situacion en la que no todas las variables
pertenecientes a un grupo necesariamente estén activas de forma conjunta, por ejemplo, en un
tipo de enfermedad pueden estar implicado un determinado cromosoma, pero no todos los

genes de ese cromosoma necesitan estar activos.

Cuando se incluye un grupo en LASSO-Grupal, la penalizacion que “fuerza” la inclusion
conjunta de todas las variables pertenecientes a ese grupo es Ridge, si sustituimos la
penalizacion Ridge por una penalizacion Elastic Net conseguiremos la capacidad de seleccion
de variables dentro del grupo, esta estrategia de penalizacién es denominada LASSO-Grupal-
Disperso (Sparse Group LASSO).

2
n

LASSO Grupal J /
B owveso = argmin 4> (yi— Y A | +2) [a- ], +<l8l]
j=1

{/;jemapj};:l = =

En la Grafica 19 podemos ver las regiones de penalizacion donde la aplicacion de la
penalizacion Ridge en el grupo B; ha sido sustituida por la penalizacién Elastic Net, mas

claramente podemos observarlo en la Grafica 20 con las intersecciones con los planos de los

Y

Grafica 19. Superficie de penalizacién LASSO-Grupal (izqu) y LASSO-Grupal-Disperso (drch).
Tomado de Hastie et al. (2015), pagina 64 [07].

ejes.
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Grafica 20. Intersecciones en el plano de los ejes de la region de
penalizacién sobre variables en LASSO-Grupal-Disperso.

El problema de optimizacion LASSO-Grupal-Disperso, al igual que LASSO-Grupal es

convexo Yy su solucion optima esta especificada por las ecuaciones de subgradiente cero.
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ESTIMADOR LASSO-GRUPAL-SOLAPADO (OVERLAP GROUP LASSO)

Hay situaciones en las que las variables puede pertenecer a méas de un grupo, por ejemplo
Zy =1{X1,X,, X3}y Z, = {X5,X4, X5}, en caso de replicar la variable solapada supondria
incrementar la posibilidad de que dicha variable sea incluida en el modelo, por otro lado
replicar el coeficiente asignado a dicha variable supondria que en el caso de que el coeficiente
de uno de los grupos que contiene a la variable fuese cero forzosamente el otro grupo o
grupos tendrian un coeficiente de grupo igual a cero, es decir, los grupos con solape de

variable entrarian o saldrian del modelo de forma conjunta.

Jacob et al. (2009) [o1] propusieron un enfoque variable replicado o LASSO-Grupal-Solapado.
En el ejemplo anterior los posibles conjuntos de coeficientes distintos de cero para el LASSO-
Grupal-Solapado son {1,2,3}, {3,4,5} vy {1,2,3,4,5}. En general, los conjuntos de posibles
coeficientes distintos de cero siempre corresponden a grupos, o las uniones de grupos.
También definieron una penalizacién implicita en las variables originales que produce el

enfoque de la variable replicada como su solucidn.

Definiendo v; € RP como un vector que es cero en todas las posiciones excepto en las
posiciones correspondiente a miembros del grupo j, siendo V; € RP el subespacio de todos
los posibles vectores. En términos de las variables originales X = (X3, X,, - X,,), el vector de

coeficientes vendra dado por la suma 8 = Zle V.

Considerando el vector de coeficientes B los grupos definidos, asi como las uniones de grupos
para aplicar la penalizacion LASSO-Grupal, tenemos que el LASSO-Grupal-Solapado

responderia al problema de optimizacién

LASSO Grupal

J
ﬁ Solapado — argmin Y—-X Z Vj + AZ”v]”z

J
{VjEVj}],=1 j=1
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Expresado en términos del vector de coeficientes 8 tenemos

J
a@=_nf Yyl
Vi€V =1
ﬁ=Z§=1V1
LASSOGrupal
ﬁ Solapado — argmin{lly - Xﬁ”% + A-Qv(ﬁ)}
BERP

Veamos la region de penalizacion compuesta por las distintas penalizaciones en base a las
normas aplicadas a cada coeficiente. Supongamos tres variables {X;, X,, X5} que forman parte
de dos grupos con una de las variables compartida en ambos grupos {X;,X,}y {X,, X3}. En la
Grafica 21 observamos la diferencia de contorno en la regién de penalizacion respecto de un
LASSO-Grupal sin solapamiento {X;, X,}y {X5}

ﬁ21 BZI

ﬂlZ

Grafica 21. Superficie de penalizacién LASSO-Grupal (izqu) y LASSO-Grupal-Solapado (drch).
Tomado de Hastie et al. (2015), pagina 67 [08].
Los grupos y coeficientes considerados en el ejemplo de la Grafica 21 serian para LASSO-
Grupal Z; = {X1, X5} = By = P11 + P12 Y el segundo grupo Z; = {X3} — B, = B4, asi para
LASSO-Grupal-Solapado tenemos Z; = {X;,X,} = B1 = B11 + P12 Y €l segundo grupo Z, =
{X2, X3} > B2 = fa1 + P12

En la variable solapada p,, un valor alejado de cero implicaria en las otras variables que

comparten grupo con ésta 8,1 Y 11 una menor penalizacion (més similar a Ridge, L,).
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En las intersecciones con los planos de los ejes mostradas en la Grafica 22 se observa méas
claramente la penalizacion correspondiente Ridge L, para {f.1,B812} Y para {f11,812} ¥
penalizacion LASSO L, para {1,811} ya que las variables X; y X; no comparten

agrupamiento entre ellas.

N ﬂ21 4 BZl llﬁll

LT lﬁjz -1 ]ﬁ_lz

Grafica 22. Intersecciones en el plano de los ejes de la region de penalizacién sobre variables en
LASSO-Grupal-Solapado.
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ESTIMADOR LASSO-FUSIONADO (FUSED LASSO)

Un inconveniente de LASSO es el hecho de que ignora la ordenacion de las variables, para
situaciones en las que el orden de las variables o su distancia relativa son relevantes en el
modelo porque por ejemplo variables cercanas deben tener coeficientes similares. EI método
LASSO-Fusionado (Tibshirani et al., 2005) [o1] contempla este requerimiento ya que penaliza

tanto los coeficientes como la diferencia entre los coeficientes adyacentes.

El LASSO-Fusionado, que es especialmente Util en sistema dispersos p > n, fue motivado
originalmente por el problema de analizar datos de espectroscopia de masas de proteinas y
datos de expresion génica, donde se sabe que las variables espacialmente mas proximas son

conjuntamente relevantes o irrelevantes.

Tibshirani et al., (2005) [oz1 tomaron prestado el término fusién de Land y Friedman (1996) [o1]
que propusieron una penalizacién del tipo Z}‘=1|ﬁj - ﬁj_1|a < s, para varios valores de «a
denominada fusién variable (variable fusion), especialmente « = 0,1, 2. Sin embargo, estos

no consideraron la aplicacion conjunta de las dos penalizaciones (LASSO Z’]?=1|ﬁj| y fusion

variable Y7, |8; — Bj-1|)-

El LASSO-Fusionado se expresa mediante la doble penalizacién como

n 14 2

p 14
ﬁLASSOFusionado = argmin Z Vi — injﬂj + /11Z|,8j| + A, Zlﬁ] - ﬁj—ll
j=1 j=2

14
Ber? (= =

14 4
[)’LASSOFusionadO = all';%flg}n ”Y - Xﬂ”% + /11 Zlﬁjl + Az ZLBJ B ‘Bj_ll
j=1 j=2

con Ay; 4, = 0.

La primera penalizacion es el LASSO que favorece la dispersion (sparsity) en los coeficientes

y la segunda penalizacién potencia que los coeficientes proximos (vecinos) sean idénticos.
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Esta penalizacién de la vecindad puede ser generalizada para distintos conceptos, por
ejemplo, pixeles adyacentes en una imagen, de esta forma podemos plantear una

generalizacion de la segunda penalizacion de la forma
14
N
j~j'

En cuanto a la descripcion de la region de penalizacion podemos ver en la Grafica 23 como
esta region, al estar condicionada por dos penalizaciones, implica que el cumplimiento de

ambas sera mas restrictivo y por consiguiente formado por la interseccion entre ellas. Si la
restriccion LASSO determina el rombo 3”_, [8;| < s, y la restriccion fusion determina la
banda lateral que cumple Z}‘=1|[>’j — ﬁj_1| < s,, la restriccion LASSO-Fusionado es la region

indicada en negro, lo que significa que se “sacrifica” la prioridad de anulacion de coeficientes

a favor la igualacion de coeficientes proximos entre ellos.

Grafica 23. Region de penalizacion LASSO-Fusionado.
Tomado de Tibshirani et al. (2005), pagina 93 [03].

Veamos su aplicacion en un caso especial particularmente atil que surge cuando
consideramos la matriz de prediccion X = I,, (la matriz de identidad N x N). Este es un caso

especial del LASSO-Fusionado, usado para aproximar una secuencia {y;}i=;.

n n n—-1
_ 2
B 453OFusionado = argmin Z(}’i —Bo— ﬁj) + 4 Zlﬁjl + 4, Zlﬁf“ - 'Bfl
ﬂERn j=1 j=1 j=1
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Un ejemplo de esta aplicacion podemos observarlo en Friedman et al. (2001) [os]en la Grafica
24 que muestra los resultados de un experimento de hibridacion genémica comparativa (CGH
en sus siglas en inglés) donde se han tomado el logaritmo base 2 del nimero de copias
relativas de cada gen®® en una muestra de céancer respecto una muestra de control, como
observamos los datos presentan bastante ruido. El eje horizontal representa la localizacion

cromosomica de cada gen.

La idea subyacente es que, en las células cancerosas, los genes a menudo se amplifican
(duplican) o se eliminan, y es interesante detectar estos eventos. Ademas, estos eventos
tienden a ocurrir en regiones contiguas. La estimacion de la sefial suavizada del aproximador
de sefial de LASSO-Fusionado se muestra en rojo oscuro (con valores elegidos
adecuadamente para A, y 4,). Las regiones significativamente distintas de cero pueden usarse

para detectar ubicaciones de ganancias y pérdidas de genes en el tumor.

log2 ratio

0 200 400 600 800 1000
Genome order
Grafica 24. LASSO-Fusionado aplicado a datos de CGH, cada punto representa el nimero relativo de

copias de gen en una muestra de tumorosa respecto de una sana (en una escala log,).
Tomado de Friedman et al. (2001), pagina 667 [07].

15 Realmente desde un punto de vista biolégico se trata de segmentos de un cromosoma mas que de genes
individuales.
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CAPITULO

AGRUPAMIENTO DISPERSO

Cuando tenemos una muestra de alta dimension p > n se podria esperar que los verdaderos
clusters subyacentes presentes en los datos difieran solo con respecto a una pequefia fraccion
de las caracteristicas. El agrupamiento disperso agrupa las observaciones utilizando un
subconjunto reducido de caracteristicas o variables, como hemos comentado. Por
consiguiente, la identificacion y asignacidn de clusters se realizara de acuerdo con un limitado
conjunto de variables, siendo la mayoria, como es propio de los sistemas dispersos igual a

cero.

En el presente capitulo vamos a describir los métodos de regularizacion que permiten
identificar y seleccionar a aquellas caracteristicas que son las relevantes en la identificacion y
asignacion del cluster al que pertenece cada elemento de la muestra.

Al igual que en el capitulo anterior describiremos un recorrido por los métodos que se han
utilizado en este campo especifico del andlisis multivariante (el agrupamiento), comenzando
por métodos aplicables a sistemas perfectamente definidos o sistemas compatibles

determinados n > p, que no son de alta dimensién.

La irrupcidn de la potencia de tratamiento de datos a nivel tecnologico también llegé al
campo del agrupamiento incorporando volimenes de datos de alta dimension que para su
analisis requerian de la asuncion de sistemas dispersos, y en consecuencia la aplicacion de
aquellas técnicas de regularizacion que permiten bajo determinados criterios identificar el
pequefio conjunto de caracteristicas que define y asignar correctamente el cluster al que

pertenece cada elemento muestral.

Comenzamos esbozando el planteamiento de la aplicacion de la regularizacion en cuanto a

seleccion de variables.
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Sea X una matriz de datos n X p, con n observaciones y p caracteristicas. Supongamos que
deseamos agrupar las observaciones y sospechamos que los verdaderos grupos subyacentes
difieren solo con respecto a algunas de las caracteristicas. Este método es mas util para la

configuracién de alta dimension donde p > n, pero también se puede usar cuando p < n.

El agrupamiento disperso tiene una serie de ventajas. Si los clusters subyacentes difieren solo
en términos de algunas de las caracteristicas, entonces podria resultar en una identificacion
mas precisa de estos clusters que el agrupamiento en clusters estandar. También produce
resultados interpretables, ya que se puede determinar con precision qué caracteristicas son
responsables de las diferencias observadas entre los grupos o clusters. Ademas, se requieren

menos funciones para asignar una nueva observacién a un cluster preexistente.

Por consiguiente nos encontramos igualmente, como en el caso de la regresién, con una
consecuencia de los sistemas dispersos que es las obtencion de modelos de menor
complejidad, y por lo tanto mas simples, al permitirnos “sacar” del modelo a variables que
estarian presentes en modelos de agrupamiento estandar por accién de factores externos,
como puede ser la presencia de ruido, lo que llevaria a un sobreajuste que ademas nos aleja

del modelo correcto de agrupamiento que pretendemos describir.

Es decir, no Unicamente en sistemas de alta dimensién (p > n) la consideracion de dispersion
(conjunto de variables (k < p) con valor cero) puede permitirnos obtener unos modelos de
agrupamiento mas correctos y mejor definidos, como se puede observar en el siguiente

ejemplo.

Generamos 500 observaciones independientes a partir de una distribucion normal bivariada
n =500 >p = 2. Un cambio de media en la primera caracteristica define las dos clases.
Los datos resultantes, asi como los clusters obtenidos mediante el agrupamiento estandar de
2-means y como alternativa un agrupamiento disperso de 2-means, se pueden ver en la
Grafica 25. A diferencia del agrupamiento estandar de 2-means, el agrupamiento disperso de
2-means significa que automaticamente identifica un subconjunto de las caracteristicas para
agrupar las observaciones. Aqui utiliza solo la primera caracteristica y concuerda bastante

bien con las verdaderas etiquetas de clase.
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Etiquetas de clase Verdadera K — means Estandar K — means Disperso

Variable 2
0
1
Variable 2
0
1
Variable 2
0
L

Variable 1 Variable 1 Variable 1

Grafica 25. Ejemplo bidimensional, dos clases difieren solo con respecto a la primera caracteristica. Sparse 2-means
clustering selecciona solo la primera caracteristica y, por lo tanto, produce un resultado superior.
Tomado de Witten y Tibshirani (2010), pagina 714 [01].

Un elemento clave que ha de ser considerado como punto de partida en analisis de
agrupamiento es la referencia por la que vamos a diferenciar los datos de la muestra, y van a

ser distinguidos unos de otros, la disimilitud.

Los métodos de agrupamiento requieren algin concepto de la disimilitud entre pares de
observaciones. Supongamos que d(x; x;;) denota cierta medida de disimilitud entre las
observaciones x; y x;s, que son las filas i e i’ de la matriz de datos X, consideramos que

d(x;, x;1) = 5.’=1 d; j, donde d; ;s ; indica la disimilitud entre las observaciones i ei"a lo

largo de la caracteristica j.

. . . 2 .
Podemos tomar d como la distancia euclidea, d;;; = (X;; —X;7;)”, sin embargo, son

P
Li,J

posibles otras medidas de disimilitud, como la diferencia absoluta d;; ; = |Xl-j —Xl.,j|,

L
distancia Mahalanobis o cualquiera que consideremos en funcion de las caracteristicas del

analisis, distancia Minkowski, etc.

Hagamos en primer lugar un recorrido por las estrategias que varios autores han contemplado
respecto la necesidad de técnicas de agrupamiento especificas buscando la seleccion de
variables definitorias del modelo en un ndmero lo mas reducido posible, es decir, modelos

dispersos.
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REDUCCION DE LA DIMENSIONALIDAD

Los primeros métodos se orientaban a la reduccion de la dimensionalidad lo que se traduce en
una disminucion de la complejidad del modelo, permitiendo describir a éste con un nimero

reducido (menor) de variables.

Componentes principales. PCA

Una forma de reducir la dimensionalidad de los datos antes del agrupamiento es mediante una
descomposicion de matriz. Se puede aproximar la matriz n X p de datos X como X ~ AB
donde A es una matriz n X q y B es una matriz g X p, q < p. Posteriormente, se pueden

agrupar las observaciones utilizando A como matriz de datos, en lugar de X.

Por ejemplo, Ghosh y Chinnaiyan (2002) [o11y Liu et al. (2003) 011 proponen realizar analisis
de componentes principales (PCA) para obtener una matriz A de dimensionalidad reducida;
seguidamente, las n filas de A se pueden agrupar habiendo reducido de esta forma la

dimensionalidad.

Factorizacion matricial no negativa

Tamayo et al. (2007) o33 sugieren descomponer X utilizando la factorizacion matricial no
negativa (Lee y Seung, 1999) (o1, bésicamente es el mismo procedimiento que la
factorizacion por componentes principales, pero con el condicionante o restriccion que la
descomposicion factorial no permite entradas negativas y en consecuencia todos los
elementos de A y B son positivos, lo cual facilita una descomposicién con dispersion de
factores, aunque presenta la desventaja de requerir pardmetros de ajuste en procesos de

ensayo Yy error que implican altos consumos de tiempo de computacion.

Una vez obtenida la descomposicion asimismo se procede posteriormente a aplicar algun

método de agrupamiento para las filas de A.
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Sin embargo, estos enfoques tienen varios inconvenientes, en primer lugar, el agrupamiento
resultante no es disperso en las caracteristicas, ya que cada una de las columnas de A es una
funcion del conjunto completo de caracteristicas p. Ademés, no hay garantia de que A
contenga la o las caracteristicas que estamos interesados en detectar a través del

agrupamiento.

Combinacion de modelos de distribucion

Podemos encontrar una descripcion general del agrupamiento basado en combinacion de

modelos en McLachlan, Bean y Peel (2002) [o1) y Fraley y Raftery (2002) [o1).

La idea béasica consiste en modelar las filas de X como observaciones multivariadas

independientes extraidas de un modelo combinado de K componentes.

Tomemos x;,x,,+:+, X, para denotar n observaciones p -dimensionales. Con un enfoque
basado generalmente en un modelo combinado de distribuciones normales para el
agrupamiento de estos datos, suponemos que cada observacién x; proviene de una
combinacion de un ndmero inicialmente especificado K de densidades normales
multivariables en proporciones desconocidas mq, m,, -+, 7, . ES decir, x; se toma como una
realizacién de un vector aleatorio X que tiene la funcion de densidad de probabilidad

combinada f (x; W) definida por

K

fWP) = Z T Prc (5 P, Zie)

k=1

donde ¢y (x; i, x) denota la funcién de probabilidad, funcion de densidad normal p -

variante con media u; y matriz de covarianza £, conk = (1,2,---,K) .

Aqui el vector W de parametros desconocidos consta de la mezcla de proporciones m;,, de los
elementos del componente medias u;, y los distintos elementos del componente matrices de

covarianza X, con k = (1,2, ,K).
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Bajo el supuesto de que x4, x5, -+, x,, SOn observaciones independientes, tomando la funcion

de verosimilitud

L(Y) = ﬁfi(xi ¥) = ﬁi e (i e, Zie)
i=1

i=1 k=1
Obtenemos que
K

logL(W) = z log [Z T Pr (xi; Mk'zk)] = 2 log f(x; W) (1)

k=1
y la estimacion de maxima verosimilitud del vector de pardmetros W la obtenemos
dlogL(W)/0¥ =0 (2)

Las soluciones de (2) correspondientes a los maximos locales se pueden encontrar de forma
iterativa mediante la aplicacion del algoritmo de Maximizacion de Esperanza (EM) de

Dempster, Laird, y Rubin (1977) [o11; véase también McLachlan y Krishnan (2007) fo1].

Sin embargo, cuando consideramos sistemas de alta dimensién p ~ n 0 p > n surge un
problema porque la matriz p X p de covarianza X; no se puede estimar a partir de solo n
observaciones. Las propuestas para superar este problema incluyen el enfoque del analisis
factorial de McLachlan, Bean y Peel (2002) 1021 y McLachlan, Peel y Bean (2003) [o1], que
asume que las observaciones se encuentran en un espacio de factores latentes de baja

dimensién. Esto conduce a la reduccion de la dimensionalidad, pero no a la dispersion.

El modelo base de agrupamiento se presta facilmente a la seleccion de caracteristicas. En
lugar de buscar los parametros de W, u, Yy X, que maximizan la probabilidad del logaritmo
(1), se puede maximizar la probabilidad del logaritmo sujeto a una penalizacion que se elige
para obtener la dispersion en las caracteristicas. Este enfoque se toma en varios articulos,
incluidos Pan y Shen (2007) o1, Wang y Zhu (2008) 011, y Xie, Pan y Shen (2008) [o1]. Por
ejemplo, si asumimos que las caracteristicas de X estan centradas para tener una media de

cero, entonces Pan y Shen (2007) [o21 proponen maximizar la verosimilitud penalizada

" K K P
Z log [z TP (x;; ”kﬂzk)] - AZ | (3)
i=1 =1 k 1

k =1 )=
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donde X; =X, = -+ =Xy Se toma como una matriz diagonal. Es decir, se aplica una
penalizacion L, (0o LASSO) a los elementos de u,. Cuando el parametro de ajuste no negativo
A es grande, algunos de los elementos de u; serdn exactamente iguales a cero. Si, para
algunas caracteristicas j,u,; = 0 para todos k =1,2,---,K , entonces el agrupamiento
resultante no involucrara la caracteristica j. Por lo tanto, esto produce un agrupamiento que es

disperso en las caracteristicas.

Hemos obtenido un modelo que al penalizar las distribuciones base (sus medias) que
componen los elementos muestrales nos puede permitir obtener valores cero en todas las
distribuciones base de alguna determinada caracteristica de las p iniciales (no en sistemas de

alta dimension, sino cuando n > p), lo que nos lleva a poder “extraerla” del modelo.

Por lo tanto, en este caso si se esta produciendo una auténtica seleccion de variables
(caracteristicas) mediante la aplicacién de una penalizacion, es decir, estamos realmente
aplicando una regularizacion que nos lleva a obtener un modelo disperso (mas disperso en
funcion del numero de caracteristicas 0 < j < p que podamos anular mediante la eleccion
adecuada del parametro de penalizacion). Sin embargo, en sistemas de alta dimension es
necesario pasar previamente por la factorizacion en componentes principales para aplicar el
método a estos componentes principales, lo cual, como hemos visto, no genera un sistema
disperso ya que los componentes principales son combinaciones lineales de las variables

presentes p.

Seleccidn de variables en agrupamiento basado en modelos

Raftery y Dean (2006) [o1) también presentan un método para la seleccion de caracteristicas en
la configuracion del agrupamiento basada en modelos, utilizando un enfoque diferente.
Refunden el problema de seleccion de variables como un problema de seleccién de modelos:
se comparan los modelos que contienen subconjuntos de variables anidados. Los modelos
anidados son dispersos en las caracteristicas y, por lo tanto, esto produce un metodo para el
agrupamiento disperso. EI modelo Raftery y Dean (2006) [0z resultante selecciona variables
(caracteristicas), la cantidad de clusters y el modelo de agrupamiento en clusters

simultaneamente.
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Una propuesta relacionada se hace en Maugis, Celeux y Martin-Magniette (2009) [oa).

Raftery y Dean (2006) [os] incluyen el procedimiento de seleccidn de variables como parte del

algoritmo de agrupamiento.

El factor Bayesiano para un modelo M; contra un modelo competidor M, es igual a las
probabilidades posteriores para M; contra M, cuando las probabilidades de ambos en el
modelo anterior son iguales. Se calcula como la relacion de las probabilidades integradas para
los dos modelos.

Para abordar el problema de seleccién de variables, lo reformulamos como un problema de
seleccion de modelo. Tenemos un conjunto de datos Y, y en cualquier etapa de nuestro
algoritmo de seleccién de variables, se divide en tres conjuntos de variables, YV, Y@ ¢ Y3,

de la siguiente manera:

e Y@ el conjunto de variables de agrupamiento ya seleccionadas.
o Y@ Ja(s) variable(s) que se considera para su inclusion en o exclusion del conjunto
de variables de agrupamiento, serian las variables susceptibles de cambio de estatus.

e Y® |asvariables restantes.

El modelo M, especifica que dada Y,Y® es condicionalmente independiente de las
membresias del cluster (definidas por las variables no observadas z); es decir, Y® no
proporciona informacién adicional sobre el agrupamiento. EI modelo M, implica que Y
proporciona informacion adicional sobre la membresia de agrupamiento en cluster, después

de que se haya observado Y.

My: p(Ylz)
= p(Y(l), y@ y® |Z)
— p(y(3) |y(2), y(l))p(y(Z) |y(1))p(y(1) |Z)

My: p(Y|2)
— p(Y(l), y(Z), y3) |Z)
= p(Y(3) |y(2), y(l))p(y(l)’ Y@ |Z)
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Los modelos M; y M, se comparan mediante una aproximacion al factor Bayesiano que
permite que p(Y®|y®,yW) de alta dimension se cancele de la relacion. El factor

Bayesiano, B,,, para M, contra M, basado en los datos Y esta dado por

_p(imM) _ p(YOy® yO)p(y @y W)p(y®Vlz) _ p(r@yD)p(rPiz)
12 = p(Y|M,) N p(y(3) |Y(2), Y(l))p(y(l)’ Y(2)|z) - p(Y(l), Y(z)lz)

donde p(Y|M, ) es la probabilidad integrada del modelo M,, k = 1,2, a saber

PV IM) = [ pOY106 MOP(O,IM,) 46 @

0, es el parametro con valores vectoriales del modelo M, y p(0,|M;) es su distribucion

previa (Kass y Raftery 1995) [o1].

La relacion B, puede ser dificil de calcular, y utilizamos el criterio de informacion bayesiano

(BIC) facilmente calculable como base para una aproximacion. Esto se define por
BIC = 2 X log(maxima verosimilitud) — (n° de parametros) X log(n) (5)

Las diferencias de menos de 2 entre los valores de BIC generalmente se consideran apenas
dignas de mencion, mientras que las diferencias mayores de 10 a menudo se consideran

pruebas sélidas (Kass y Raftery, 1995) [o2).

Raftery y Dean (2006) [o41 proponen un algoritmo de busqueda codicioso. En cada etapa,
busca la variable para agregar la que mas mejora el agrupamiento segun lo medido por BIC, y
luego evalla si una de las variables del agrupamiento actual puede eliminarse. En cada etapa,
se elige la mejor combinacién de namero de clusters y modelo de agrupamiento. El algoritmo

se detiene cuando no es posible una mejora local.

Este procedimiento lo encontramos disponible en R, en el paquete clustvarsel de Scrucca y

Raftery (2018) [o1]. https://cran.r-project.org/web/packages/clustvarsel/clustvarsel.pdf
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Como vemos, este método en caso de n > p supone una seleccion de variables obteniendo un
sistema disperso, por un mecanismo que es analogo a la seleccion por pasos (Stepwise
selection) de variables.

Sin embargo, en el caso de sistemas de alta dimension p > n, nuevamente es necesaria una
factorizacion por componentes principales previa sobre los que se actuaria la seleccion,
aunque este método resuelve un aspecto importante en la seleccion de componentes

principales.

Chang (1983) 011 demostrd que la practica de reducir los datos a los componentes principales
que explican la mayor variabilidad antes de la agrupacién no esta justificada en general.
Mostr6 que los componentes principales con los valores propios mas grandes no
necesariamente contienen la mayor cantidad de informacion sobre la estructura del cluster, y
gue tomar un subconjunto de componentes principales puede conducir a una peérdida

importante de informacidn sobre los grupos en los datos.

La ventaja de este método de agrupamiento es que la seleccion de componentes principales no
se realiza en base a la mayor variabilidad, sino en base a la seleccion automatica los

componentes principales que son mas utiles al agrupamiento.

COSA. Agrupamiento de Objetos en Subconjuntos de Atributos

Friedman y Meulman (2004) 011 proponen agrupar objetos en subconjuntos de atributos
(Clustering Objects on Subsets of Attributes, COSA). Si C, denota los indices de las

observaciones en el k — ésimo de K clusters. Entonces, el criterio COSA es

K p
o cmn Zak Z Z(Wjdi.i’,j"'lelogwj) (6)
k=1

ii'ecy j=1

p
sujeto a ij =1, w; =0 vj
j=1
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En realidad, ésta es una version simplificada de la propuesta de COSA, que permite diferentes
ponderaciones de caracteristicas dentro de cada cluster. Aqui, a;, es alguna funcién del
namero de elementos en el cluster k, w € RP es un vector de pesos de caracteristicas, y 1 = 0
es un parametro de ajuste. Se puede ver que este criterio esta relacionado con una version

ponderada del agrupamiento k — means.

Desafortunadamente, esta propuesta tampoco produce realmente un agrupamiento disperso,
ya que todas las variables tienen pesos distintos de cero para A > 0. Se propone una extension
de (6) para generalizar el método a otros tipos de agrupamiento, como el agrupamiento
jerarquico. El algoritmo de optimizacion propuesto es bastante complejo e involucra maltiples

pardmetros de ajuste.

Hasta aqui en el caso de sistemas n > p hemos descrito métodos de agrupamiento orientados
a la reduccion de dimensionalidad (Componentes Principales PCA, Factorizacién Matricial
No Negativa) y se han descrito métodos que aportan mejoras como facilidad en la
dispersion/reduccion de componentes principales (Combinacion de Modelos), una mejor
seleccion de los compontes principales de cara al agrupamiento (Seleccion de variables en
agrupamiento basado en modelos) o implementar una doble ponderacion (a cluster y a
componentes principales) que permite regular el modelo de agrupamiento. Estas dos Gltimas

técnicas conllevan una regularizacion al aplicar penalizaciones por complejidad.

Obviando que en este caso no se trata de sistema de alta dimension, estos métodos no generan
modelos realmente dispersos en cuanto a variables (p) ya que no se produce una reduccion

efectiva de variables (cada componente principal es una combinacion lineal de variables).

Sin embargo, podemos también abordar sistemas p = n'y p = n, con los métodos descritos,
pero con la necesidad de la aplicacion previa de una factorizacion por componentes
principales PCA, con lo que nos volvemos a situar en modelos no realmente dispersos en

cuanto a caracteristicas.

Es decir, obtenemos una reduccion de dimensionalidad, pero no un modelo disperso.



76

ESTRUCTURA DEL AGRUPAMIENTO DISPERSO

Para abordar el agrupamiento disperso propiamente dicho (seleccion de un conjunto reducido
de variables definitorias del modelo) Witten y Tibshirani (2010) [o21 proponen una version
simplificada de (6), implementada en el paquete de R sparcl de Witten y Tibshirani (2013)
[o11. Es un marco general que se puede aplicar para obtener versiones dispersas de varios
métodos de agrupamiento. Los algoritmos resultantes son eficientes incluso cuando p es
bastante grande y contemplan la regularizacion del modelo al aplicar penalizaciones

encaminadas a mejorar la seleccion de variables.

Supongamos que deseamos agrupar n observaciones sobre dimensiones p; recordemos que X

es de dimension n xp . Si X; € R" denota la caracteristica j . Muchos métodos de

agrupamiento pueden expresarse como un problema de optimizacion de la forma
p
max ij(Xj, @) (7)
j=1

Donde fj(Xj, @) es una funcion que afecta solo a la caracteristica j — ésima de los datos, y ©

es un parametro restringido en un conjunto D.

El agrupamiento k — means y el jerarquico son dos de estos ejemplos, (Con k — means, por
ejemplo, f; resulta ser la suma de cuadrados entre el cluster para la caracteristica j, y © es una
particion de las observaciones en K conjuntos disjuntos). Definimos el agrupamiento disperso

como la solucidn al problema.

p
nax Zij,-(Xj, 0) (8)
=1
sujeto a |lw|]* < 1, wll, <s w; =0 Vj

donde w; es un peso correspondiente a la caracteristica j y s es un parametro de ajuste, 1 <

s < ,/p. Observaciones sobre (8):
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1. Siw; =w, =-- =w, en (8), entonces el criterio se reduce a (7).

2. En L;, o LASSO, la penalizacion resulta en dispersion para valores pequefios del
parametro de ajuste s: es decir, algunos de los w; seran iguales a cero. La penalizacion
de L, también cumple una funcion importante, ya que, sin ella, en la mayoria de los
casos, un elemento de w seria distinto de cero en general. También se utilizé un
criterio que involucra un objetivo lineal restringido tanto para una restriccion L; como

para una restriccion L, que fue usado en Witten, Tibshirani y Hastie (2009) [o1].

3. El valor de w; puede interpretarse como la contribucion de la caracteristica j para el
agrupamiento disperso resultante: un gran valor de w; indica una caracteristica que
contribuye en gran medida, y w; = 0 significa que la caracteristica j no esta

involucrada en el agrupamiento en cluster.

4. En general, para que la formulacion (8) resulte en un agrupamiento disperso no trivial,
es necesario que f;(X;,®) > 0 para algunos o todos j. Es decir, si f;(X;,0) <0,
entonces w; = 0. Si f;(X;,©) > 0, entonces la restriccion de no negatividad en w; no

tiene efecto.

Optimizamos (8) utilizando un algoritmo iterativo: manteniendo w fijo, optimizamos (8) con
respecto a ®, y manteniendo O fijo, optimizamos (8) con respecto a w. En general, no
logramos un éptimo global de (8) utilizando este enfoque iterativo; sin embargo, tenemos la
garantia de que cada iteracion aumenta la funcion objetivo. La primera optimizacion
normalmente implica la aplicacion de un procedimiento de agrupamiento en cluster estandar a
una version ponderada de los datos. Para optimizar (8) con respecto a w con ® mantenido
fijo, observamos que el problema puede reescribirse como

(9)

max{w’a}
w

sujeto a ||w|? < 1, Iwll; <s w; =0 Vj
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donde a; = f;(X;,®). Esto se resuelve facilmente mediante un umbral suave, como se detalla

a continuacion.

S(a+,A)

Proposicion. La solucién al problema convexo (9) esw = ————
Is(a+.Mll2

, donde x, denota la parte

positiva de x y donde A= 0, si eso resulta en ||w||; < s; de lo contrario, se elige A> 0 para
obtener ||w||; =s. Aqui, S es el operador de umbral suave, definido como S(x,c) =

sign(x)(|x| — ¢). Hemos asumido que hay un elemento maximo Unicode a,yque 1 < s <

¥

La solucion del problema convexo contempla las condiciones Karush-Kuhn-Tucker (KKT),
Dado el problema de optimizacion

min f(x)
sujetoa g;(x) <0 i=12,--,m
sujeto a hj(x) =0 j=12,-,1

Con f, h;, g;: A = R funciones de clase C1(4) y A € R™ un conjunto abierto. Diremos que
x* = (x1,x3,-+,x5) es un punto de Karush-Kuhn-Tucker para dicho problema si y solo si

324, A, 0, A M1, U, -+ U, d€ TOrma que se cumplen la siguientes condiciones:

Estacionariedad
m m
VF(x") + Z 1 Vg (x®) + z 4 Vh;(x*) = 0
i=1 j=1

Factibilidad primaria
gi(x*) <0, i=12,,m
h(x) =0, j=12,,1
Factibilidad dual
w=0i=12-,m
Holgura complementaria

Migi(x*) = 0’ i = 1121---1m

Cuando m = 0, es decir, cuando no hay restriccion de inecuacion, la condicion KKT se
denomina condicién de Lagrange y los multiplicadores KKT se denominan multiplicadores de

Lagrange.
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GAP ESTADISTICO.

Tibshirani et al. (2001) [o1] propusieron un método para estimar el nimero optimo de clusters.
La técnica se puede emplear luego de aplicar cualquier algoritmo de agrupamiento. Puesto
que forma parte del proceso de solucion completa en los siguientes métodos de agrupamiento
disperso que se describiran (k-means y jerérquico) se describe en este apartado el
procedimiento propuesto para encontrar el numero de clusters en una poblacion que

denominaron “GAP estadistico”.

Supongamos que tenemos n observaciones independientes, cada una con p caracteristicas.
Sea x; con elementos (xij), i=12-,nyj=1,2,-,pysead(x; x;) la distancia entre
las observaciones x; y x;s. Consideremos como distancia el cuadrado de la distancia euclidea,

es decir

14
d(x;, x;1) = Z(xij - xi’j)z
j=1

Supongamos que como resultado de un anélisis hemos obtenido k clusters, C;, Cy, -+, Cy;
donde C, denota el conjunto de indices de las observaciones en el cluster r yn, = |C,| es la

cantidad de elementos del conjunto C,.. Sea

Dr= Z d(xirxi')

ii'ec,

la suma de las distancias entre los elementos del cluster » tomados de por parejas (notemos

que se cuenta dos veces cada distancia) y sea

k
=y s
k — an T
r=1
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W, es funcion de la cantidad de clusters k y mide la dispersion dentro de los clusters.
Observemos que esta medida, bajo cualquier método razonable de agrupamiento, es
mondtona decreciente a medida que k crece, y se va contrayendo-acercandose cada vez mas
hacia el valor 0, lo cual es razonable ya que la varianza intra-cluster va disminuyendo cuando
aumenta la cantidad de grupos. Cuando d es la distancia Euclidea, W, es la suma de
cuadrados dentro de clusters; una medida de la dispersion de las observaciones, dentro de los

clusters.

La idea de la propuesta es comparar, para cada k, el valor de log(W}) con su esperanza bajo

una distribucion nula de referencia en la que asumimos que no hay clusters. Se define

Gapn (k) = Ex[logWy)] — log(Wy)

donde E;, es la esperanza para muestras de tamafio n extraidas de la distribucion de
referencia. Un primer estimador del nimero de clusters en la distribucién de la que proviene
la muestra es el valor k, que maximiza Gap,, (k) después de tener en cuenta la distribucion de

referencia.

El problema entonces consiste en proponer una distribucién de referencia apropiada y

construir la distribucion de muestreo del estadistico gap.
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AGRUPAMIENTO DISPERSO K -MEANS

El agrupamiento K — means minimiza la suma de cuadrados dentro del cluster (WCSS,
Within Cluster Sum of Square). Es decir, busca dividir las n observaciones en K conjuntos, o

clusters, de manera que el WCSS

5155, o

es minimo, donde n,, es el numero de observaciones en el cluster k y C;, contiene los indices

de las observaciones en el cluster k. En general, d; ;» ; puede denotar cualquier medida de

disimilitud entre las observaciones i e i’ a lo largo de la caracteristica j. Sin embargo,

2 . :
tomaremos d; ;s ; = (Xl-j —Xl-rj) ; por esta razon, nos referimos a (10) como la suma de

Lt,J

cuadrados dentro del cluster. Si definimos la suma de cuadrados entre clusters (BCSS) como

14 n n

1 K1 (11)
NOR RIS

j=1 i=1i'=1 i,i"ecy
entonces, minimizar el WCSS es equivalente a maximizar el BCSS.

Se podria tratar de desarrollar un método para el agrupamiento disperso k-means optimizando
un WCSS ponderado, sujeto a restricciones en los pesos y por consiguiente regularizando, es

decir,

1
max wil — ) — dii (12)
Cl,Cz,"',CK,W nk . 7

j 1 i,i’ecy

K

sujetoa |w|? <1, Iwll; <s, w; =0 Vj
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Aqui, s es un parametro de ajuste. Como cada elemento de la suma ponderada es negativo, el
maximo se produce cuando todos los pesos son cero, independientemente del valor de s. Esta
no es una solucién interesante. En su lugar, maximizamos un BCSS ponderado, sujeto a

restricciones en los pesos. El criterio de agrupamiento disperso de K-means es el siguiente:

p 1 n n K 1
max - d--r-—Z—z d;;r; 13
C1,CarCreW z nz Z bt ny £ Lt (13)
j=1 i=1i'=1 k=1 Li"ECK
sujetoa |w|? <1, Iwll; <s, w20 Vj

La regularizacion mediante los pesos hard que sean dispersos para una eleccion apropiada del
parametro de ajuste s, que debe satisfacer 1 < s < ﬁ Tengamos en cuenta que Si wy =
w, = -+ = wy, entonces (10) simplemente se reduce al criterio estandar de agrupamiento K-

means. Observamos que (11) y (12) son casos especificos de (7) y (8) donde & =
(Cl'CZJ"'JCK)a

ﬁ(@—ZZ%,Z D, i

i=1i'=1 llECk

y (® €D) donde D denota los conjuntos de todas las particiones posibles de las

observaciones en K clusters.

El criterio (12) asigna un peso a cada caracteristica, en funcion del aumento en BCSS que la
caracteristica puede aportar. Primero, consideramos el criterio con los pesos fijos
wy, Wy, -+, W, . Reduciéndolo a un problema de agrupamiento, utilizando una medida
ponderada de disimilitud. Segundo, consideramos el criterio con los clusters fijos
Cy,C,, -+, Cx. Luego, se asignara un peso a cada caracteristica segin el BCSS de esa

caracteristica. Las caracteristicas con BCSS maés grandes tendran pesos mas grandes.
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Como ejemplo de aplicacion Witten y Tibshirani (2010) [o3] presentan un ejemplo con 6 clases
de igual tamafio, donde n = 120, p = 2000 y 200 caracteristicas diferentes entre clases, en
la Grafica 26 podemos observar el estadistico gap en funcion del nimero de caracteristicas
distintas de cero (izqu) asi como el peso obtenido para las distintas caracteristicas (drch),
donde observamos claramente la dispersion de caracteristicas obtenida por este método de

regularizacion aplicado al agrupamiento k-mean

Estadistico Gap Pesos
S i m
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Numero de pesos No-cero Indice de caracteristicas

Grafica 26. Aplicacion del método k-mean disperso.
Gap estadistico (izqu). Peso asignado a las caracteristicas (drch).
Tomado de Witten y Tibshinari (2010), pagina 717 [04].
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AGRUPAMIENTO JERARQUICO DISPERSO

El agrupamiento jerarquico produce un dendrograma que representa un conjunto anidado de
agrupaciones: segun el lugar donde se corta el dendrograma, pueden aparecer entre 1y n
agrupaciones. Se podria aplicar un método para el agrupamiento jerarquico disperso cortando
el dendrograma a cierta altura y maximizando una versién ponderada de la BCSS (suma de
cuadrados intercluster) resultante. Sin embargo, no estd claro dénde se debe cortar el

dendrograma.

El agrupamiento jerarquico toma como entrada una matriz n X n de disimilitud U. El
agrupamiento en cluster puede usar cualquier tipo de enlace: completo (complete), promedio

(average) o unico (single). Si U es la matriz de disimilitud general {Zj di'i,'j}ii" entonces

resulta el agrupamiento jerarquico estandar.

Para el agrupamiento disperso comenzamos exponiendo la matriz de disimilitud global

{Z,di ;},, enlaformaen la forma (7), es decir,
p
3ey 1 2,1 %0)
j=1

Puesto que la escala de la matriz de disimilitud en un factor no afecta la forma del
dendrograma resultante, ignoramos las constantes de proporcionalidad y consideramos el

criterio

max Z z diy Ut sujetoa z Uz <1 (14)
oy oy

J

Observamos que (14) toma la forma (7) con ® = U, fj(Xj, (E)) =Xiirdiy iUy Yy @ED

correspondiente a ¥3; s U7 < 1
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Supongamos que U™ optimice (14). No es dificil demostrar que Ui’fi, x d;;’; Y, por lo
tanto, realizar un agrupamiento jerarquico en U* da como resultado agrupamiento jerarquico
estandar. Entonces podemos pensar en el agrupamiento jerarquico estdndar como resultado
del criterio (14). Para obtener la dispersion en las caracteristicas, modificamos (14)

multiplicando cada elemento de la suma sobre j por un peso wy, sujeto a restricciones en los

pesos, aplicado un criterio de la forma (8)

w;0€eD

p
j=1

sujetoa |w|* <1, Iwll, <s,  w; =0 Vj

que conduce a una matriz de disimilitud ponderada que es dispersa en las caracteristicas ().

1
o ij Z dipr iUy (15)
ii

J

sujeto a Z U2 <1, Iw|? <1, lwll; <s, w; =20 Vj
o0

La U™ que optimiza (15) es proporciona| a {Zj di,i’,j Wj}

ii’

Puesto que w es disperso para valores pequefios del parametro de ajuste s, U** involucra solo
un subconjunto de las caracteristicas, por lo que al realizar un agrupamiento jerarquico en U**
se obtiene un agrupamiento jerarquico disperso mediante el procedimiento de regularizacién

con las restricciones indicadas
Tenemos pues en (15) el criterio de agrupamiento jerarquico disperso.

De ello se deduce directamente que (15) toma la forma (8), donde el pardmetro de ajuste s se

sitia entre 1y \/p.
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Observamos que (15) es bi-convexo en U y w: con w fijo, es convexo en U y con U fijo,
convexo en w. Esto supone un inconveniente ya que no se garantiza la convergencia a un

Optimo global.

La resolucion del agrupamiento disperso jerarquico en base a lo anterior podemos observarla
en el Anexo I.

Donde max{u” Dw} es basicamente el criterio de componentes principales dispersos (SPC)
w,u

de Witten, Tibshirani y Hastie (2009) (021, con una restriccion de no negatividad adicional en
w. Sid; ;s ; =0, como suele ser el caso, la restriccion de no negatividad se puede eliminar.
De hecho, los pasos 1 y 2 del algoritmo para agrupamiento jerarquico disperso son

esencialmente el algoritmo SPC de Witten, Tibshirani y Hastie (2009) [o3].

Puesto que u « Dw se puede reescribir como una matriz U, n X n, que es una combinacion
lineal ponderada de las matrices de disimilitud de las caracteristicas. Cuando s es pequefio,
entonces algunos w; seran igual a cero, por lo que U dependera solo de un subconjunto de las
caracteristicas. Finalmente, realizamos un agrupamiento jerarquico en U para obtener un

dendrograma que se basa solo en un subconjunto de caracteristicas.

Igual que en el caso del agrupamiento k-mean disperso anterior Witten y Tibshinari (2010) [os)
aplicaron el procedimiento de agrupamiento jerarquico disperso a los datos anteriores

obteniendo el resultado que se muestra en la Grafica 27.
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Grafica 27. Aplicacion del método jerarquico disperso.
Gap estadistico (izqu). Peso asignado a las caracteristicas (drch).
Tomado de Witten y Tibshinari (2010), pagina 721 [06].
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AGRUPAMIENTO CONVEXO

El método de agrupamiento de k — means y también su generalizacion dispersa conducen a
problemas que no son convexos en conjunto, por lo que es dificil garantizar que se haya

logrado una solucién global.

El agrupamiento k — means presenta dos problemas importantes, en primer lugar, hemos de
definir previamente el nimero de cluster k y en segundo lugar la sensibilidad al punto de
inicio (centroides de partida) como se pone de manifiesto en Pefia et al. (1999) [01). Podemos

ver un ejemplo en el Anexo II.

La sensibilidad a la inicializacion se aborda mediante la implementacion de algoritmos

convexos.

Lashkari y Golland

Encontramos propuestas de algoritmos convexos para k — means en Lashkari y Golland

(2008) 1011 que proponen como funcion a maximizar

n n n n
: ({qf};l:ﬁx) = ;Z logz q;fj(x) = ;z log lz qje Pl [ 4 const
=1 j=1 i=1 j=1

siendo

o X ={x4, x5+, x,} € R?

o {qj};lzl > 0; Xj=19; = 1. Un conjunto de pesos o ponderacion de cada cluster

o [ factor de densidad del cluster. A mayor valor de 8 mayor numero de clusters

o d¢(xl-,xj) una divergencia o distancia Bregman. Siendo ¢ una funcion
diferenciable tal que d(x;,x;) = ¢ (x)) — P(x;) — (x; — x5, V(x;)), con

Ve (x;) el vector gradiente de ¢ evaluado en x;. Baneerjee et al (2005) [o.
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Nowozin y Bakir

En Nowozin y Bakir (2008) 011 la propuesta es la minimizacién de una funcion objetivo
Q(y, p) condicionada por una serie de restricciones. Sea k,(-) un nucleo de suavizado no

negativo centrado en z € Z, con Z € X. Sea {x;}}*,, x; € X

min Q(y, p) (16)
a.y.p
Sujeto a
fqlkl(xi)dz =Yi i = 1; 2; 'N (17)
z
pSyi:a)i, i = 1,2,"‘,N (18)
;=2 0:u, VzeZ (19)
[tz =1: 0 (20)
z

donde a, w, 1, o son los multiplicadores de Lagrange para las restricciones respectivas.

o La restriccion (17) evalia una combinacioén convexa de respuestas para cada

muestra. y; contiene la respuesta combinada para la muestra x;.

o La restriccion (18) identifica - si V,,Q(y, p) < 0 - la respuesta mas baja entre

todas las muestras. El valor de la respuesta combinada mas baja es p.

o Las restricciones (19) y (20) definen la combinacion simplex de las funciones

de respuesta.
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Las funciones objetivo Q(y, p) propuestas son cuatro:

Hocking et al.

Q(y,p) =—p

N
1
Qly,p) = _Nz log(y;)
i=1

N
C
Qy,p)=—-p+ NZ(V" —p)?
i=1

N N N 2
1 C 1
Qy,p) = _Nzyi + Nz Yi— NZn
i=1 i=1 i=1

Hocking et al. (2011) poy1 propusieron un planteamiento (algoritmo) de convexidad

denominado Clusterpath. Partiendo de la matriz de datos X € R™? el dptimo global en base

a la convexidad de la funcion se obtiene mediante

donde:

_ 1 , (21)
min fq(a,X) = EIla—XIlF +Az Wij”ai - aj”q

aeR?XP
i<j

a es la matriz de centroides
IIl5, q € {1,2,00} es la norma L, sobre RP, constituye la penalizacion entre

centroid es

A es una constante de ajuste positiva
H n 14 2\1/2
IA|| es la norma Frobenius ||A]|r = ( i=12j=1|Aij| )

_\n-1yn
icj =i Xj=i+1
w;; es el peso especifico asignado a la relacion entre dos centroides, con el que

podremos controlar el camino geométrico de la solucion, por ejemplo se puede

determinar el peso en funcion de la distancia especificando dicho peso como

2
wij = e”’”Xi_Xf”z, que tendra el efecto de decaer con la distancia, o bien

asignando w;; = 1 donde no se asigna prioridad a ningln centroide.
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Lindsten et al.

Lindsten et al. (2011) o1 formularon la tarea de agrupamiento en clusters denominada SON

(Sum of Norms) también como un problema de optimizacion convexo. Dados N puntos

{xj}j_1 con x; € RP, sugirieron minimizar el criterio convexo.

N N
_ T . (22)
By |2l 430 0 =,

j=2i<j

donde A es una constante de ajuste positiva, y u; es el centroide asociado a x;. Lindsten et al.

(2011) [021 consideran una norma de penalizacion L, para las diferencias u; — pu;

La funcidn objetivo tiene cierta similitud con LASSO fusionado (Tibshirani et al., 2005) [o4],
cuando se usa la penalizacion L, en la definicion (22), recuperamos un caso especial del
General Fused LASSO (Hoefling, 2010 [o13; Tibshirani y Taylor, 2011 [o1).

Cuando A = 0, el minimo se alcanza cuando x; = u;, y cada punto ocupa un cluster Gnico. A
medida que aumenta A, los centros de los clusters comienzan a unirse. Se dice que dos puntos
x; Yy xj con u; = u; pertenecen al mismo cluster. Para una 4 suficientemente alta, todos los

puntos se unen en un solo cluster.

Debido a que la funcién objetivo en la ecuacion (21) y (22) es estrictamente convexa, posee
un punto minimo unico para cada valor de A. Por lo tanto, si trazamos la matriz de solucion
como una funcién de A, entonces podemos identificar esos valores de A dando k — cluster
para cualquier entero k entre 1y N. En teoria, k puede disminuir en méas de 1 cuando ciertos
valores criticos de A se superan. De hecho, cuando los puntos no estan bien separados,

observamos que muchos centroides se uniran abruptamente.

Continuando con el ejemplo del Anexo Il, para aplicar el agrupamiento en cluster convexo,
debemos elegir un valor para el parametro de regularizacion A. Una vez que este valor es fijo,
el resultado del agrupamiento es independiente de la inicializacién, debido a la convexidad de

este método de agrupamiento. Sin embargo, el resultado dependera, por supuesto, de A.
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El parametro de regularizacion controlard la compensacién entre el ajuste del modelo y el
namero de clusters. En la Grafica 28, el nimero de clusters se representa como una funcion
de 2. En el ejemplo del Anexo Il cualquier A entre 4.5-1073 y 5.1+ 1073 proporciona dos
clusters y el “verdadero” S. Esta claro que una de las principales dificultades para aplicar el

agrupamiento convexo es encontrar un valor “bueno-adecuado” para A.

5

45

35

# of clusters
w

25

Grafica 28. Efecto de A sobre el nimero de clusters.
Tomado de Lindsten etal. (2011), pagina 6 [03].

La eleccion de A esté relacionada con la decision sobre la complejidad del modelo. Por lo
tanto, métodos como la validacion cruzada (ver, por ejemplo, Ljung (1999) [o11) pueden
ayudar a encontrar un valor adecuado. Otra forma, seria resolver el problema para todos los
valores de A y dibujar un gréafico similar al de la Grafica 28. A partir de este grafico, vemos
que el nimero de clusters permanece en dos para un amplio rango de valores de 1, lo que

indica que hay evidencia de dos clusters en los datos.

Sin embargo, suponiendo que podamos resolver el problema para todos los valores de 4, una
opcidn mas sensata seria proporcionar el "conjunto de soluciones" completo al usuario. En
otras palabras, en lugar de tomar una decision dificil sobre A (lo que implica, para un
problema dado, una decision dificil sobre el nimero de clusters), se dan todas las soluciones
al usuario en funcion de A. El hecho de si se debe o no tomar una decision dificil sobre la

cantidad de clusters se deja como una decision a posteriori para el usuario.

Inevitablemente, es necesario que exista un equilibrio entre el ajuste del modelo y la

complejidad de este, y es decision del usuario decidir sobre este compromiso.
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La idea de proporcionar un conjunto completo de soluciones, en lugar de una sola, aparece
también en el agrupamiento jerarquico (véase, por ejemplo, Hastie et al. (2001) o1, Capitulo
14.3.12). La principal diferencia entre el agrupamiento convexo (con las rutas de solucion en

A) y el agrupamiento jerarquico es que este Ultimo es intrinsecamente codicioso.

Para verlo tomemos, por ejemplo, un método aglomerativo (de abajo hacia arriba).
Comenzando con un cluster para cada punto de datos, fusiona sucesivamente los dos clusters
qgue minimizan la funcién objetivo al maximo y luego continta de esa manera. Por lo tanto,
una mala eleccion en una etapa temprana no se puede corregir y puede llevar a un mal

resultado.

Este problema se ilustra en el ejemplo del Anexo IV, en el que el agrupamiento convexo se
compara con el agrupamiento jerarquico y donde podemos ver la ventaja de este respecto al

jerarquico.

Un efecto indeseado del agrupamiento convexo es que la penalizacion esta influida por el
tamafno de los clusters, lo que se traduce en una “preferencia” hacia clusters de distinto

tamafio, vedmoslo con un ejemplo en el Anexo V.

Una forma de eliminar la influencia de este problema es aplicar una ponderacion basada en el

nucleo a la regularizacion convexa.

Dado que la suma en el término de regularizacion se extiende sobre todos los pares de puntos,
penalizara valores u distintos incluso si los puntos de datos correspondientes estan muy
separados. Para evitar esto, podemos localizar la penalizacion de regularizacion agregando
ponderaciones dependientes de los datos. ElI problema de optimizacién modificado es

entonces,

N N
. 2
IR DICET R W TR
]:

j=2i<j

donde x(x;, x;) es un kernel local. Tengamos en cuenta que, dado que x(x;, x;) depende solo
de los puntos de datos (fijos) {xj}j]:l y no de las variables de optimizacion {uj}?’:l, no cambia

la convexidad ni la dimension del problema.
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Por supuesto, se puede utilizar cualquier nacleo local (por ejemplo, gaussiano). Sin embargo,
desde un punto de vista computacional, puede ser beneficioso usar un kernel con soporte
limitado, ya que esto puede reducir significativamente el nimero de términos distintos de cero
en la suma de regularizacion. Este puede ser, por ejemplo, un KNN- kernel simple (k vecinos

mas cercanos), es decir,

1 Six; € kNN(xj) o xj € kNN (x;)
K(xi,x]') =
0 En otro caso

donde kNN (x) es el conjunto de los k vecinos més cercanos de x.

Sin embargo, en funcién de las caracteristicas del problema a analizar cualquier funcién de

2
ponderacién puede ser implementada, por ejemplo K(xi,xj) = e{_”"i_"f” }

Los beneficios de esta formulacion son mdaltiples. EI agrupamiento convexo admite un
algoritmo iterativo simple y rapido que estd garantizado para converger a un minimo global
unico. En contraste, se ha demostrado que el problema clasico de k — means es NP-hard
(Aloise et al., 2009 [o13; Dasgupta y Freund, 2009 [o17). Ademas, el algoritmo codicioso clasico
para resolver el agrupamiento de k — means a menudo queda atrapado en minimos locales
suboptimos (Forgy, 1965 po1; Lloyd, 1982 [o11; MacQueen, 1967 [o11), como hemos

comentado.

Otro problema en el agrupamiento en clusters es determinar la cantidad de clusters. El
agrupamiento jerarquico aglomerativo (Gower y Ross, 1969 [o11; Johnson, 1967 [o1]; Lance y
Williams, 1967 [o1]; Murtagh, 1983 [o1]; Ward, 1963 [01]) soluciona el problema al calcular una
ruta de agrupamiento completa. Sin embargo, los enfoques de aglomeracion pueden ser
computacionalmente exigentes y tienden a caer en minimos locales subdptimos, ya que los
eventos de coalescencia no se revierten, como hemos visto en el ejemplo del Anexo IV. El
agrupamiento convexo alternativo considerado aqui realiza un agrupamiento continuo al igual
gue el LASSO (Chen et al., 1998 [o13; Tibshirani, 1996 [02]) realizando una seleccion continua

de variables.
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CAPITULO

EJEMPLOS CON METODOS DE REGULARIZACION

En el capitulo 1 hemos descrito los métodos de reduccion de la complejidad de un modelo y
nos hemos centrado en los métodos de regularizacion, los cuales por sus caracteristicas estan
especialmente indicados para el tratamiento de sistemas de variables de alta dimension donde
p > n, asumiendo que solo en un subconjunto de variables son distintas de cero las cuales
pueden determinar o modelar de forma adecuada el sistema, es decir, estamos considerando

sistemas dispersos (sparse systems).

En un recorrido temporal'® hemos descrito las principales estrategias de regularizacion como
son Ridge!’, LASSO, y Elastic Net, ademas de profundizar en otros métodos que mejoran
deficiencias y corrigen la aplicacion de los anteriores (LASSO-Adaptativo, LASSO-Relajado)
0 bien se adaptan adecuadamente a las especificidades de algunos sistemas (LASSO-Grupal,
LASSO-Fusionado).

En el capitulo 2 dentro de las técnicas de andlisis multivariante hemos recorrido la aplicacién
de las técnicas de regularizacién a distintas estrategias que se utilizan en el aprendizaje

estadistico no supervisado, concretamente en el agrupamiento (Clustering).

En este capitulo nos detendremos en mostrar ejemplos de la aplicacién de las técnicas de
regularizacion de forma general y en las técnicas de agrupamiento, observando la diferencia
en resultados respecto de la no aplicacion de la regularizacion en un conjunto de datos creado

de alta dimensioén.

16 Ridge (1962 / 1970), LASSO (1996), Elastic Net (2005).

17 Recordar que Ridge sensu stricto no supone una seleccion de variables sino una contraccion de las mismas,
aunque dado que aplica una penalizacion L, implica que se trata de un método de regularizacion.
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El paquete que utilizaremos en el caso de los métodos de regularizacion de forma general es
el paquete de R denominado glmnet. desarrollado por Jerome Friedman, Trevor Hastie,

Robert. Tibshirani. [https://cran.r-project.org/web/packages/glmnet/glmnet.pdf].

El paquete que aplicaremos especificamente a las técnicas de agrupamiento sera el paquete de
R sparcl, cuyos autores son Daniela M. Witten y Robert Tibshirani. [https://cran.r-

project.org/web/packages/sparcl/sparcl.pdf].
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REGULARIZACION LASSO Y ELASTIC NET

Como hemos comentado vamos a mostrar la aplicacion de los principales métodos de
regularizacion de una forma préactica, para ello vamos a considerar (construir) un sistema de

alta dimension sobre el que aplicaremos los métodos descritos.

Generamos un sistema p > n,conp = 110y n = 100

> set.seed(122) # Fijacion de una “semilla”
> X <- matrix(rnorm(100*110), ncol = 110)
> X <-scale(x, TRUE, TRUE)

Para la comprobacién de la regularizacion en regresion lineal, generamos también de forma

aleatoria una variable dependiente.

> set.seed(523) # Fijacion de una “semilla”
> y <-rnorm(100*1)
> y <-scale(y, TRUE, TRUE)

Finalmente componemos los datos de partida sobre los que trabajar'®. Datos es una matriz
(100 x 111) cuya primera columna contiene la variable dependiente y y el resto esta

formada por 110 variables independientes p.

> Datos <- chind(y,x)

En primer lugar, vemos que para la estimacién de una regresion lineal tenemos una matriz
indeterminada (subdeterminada), por lo que para obtener el modelo de regresion o bien
podemos aplicar una reduccion de dimensionalidad mediante componentes principales PCA o
podemos descartar (en este ejemplo) la diez Gltimas variables independientes que presenten la
minima correlacion con respecto a la variable dependiente. Los métodos de seleccion de
variables vistos en el capitulo 1 nos permitiran obtener también una seleccion de las

principales variables, pero a un mayor coste computacional.

18 Se describe en detalle esta parte del cddigo con objeto de facilitar la reproduccion exacta del ejemplo.
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Obtenemos los coeficientes de todas las variables del modelo sin regularizacion (con

penalizacion A = 0), es decir, por Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO).

> Modelo_MCO <- glmnet(x, y,lambda = 0)

El modelo generado es de complejidad (niumero de variables) evidente. Tabla 2.

Bo1 0.059594234 |  Boo -0.182656336 | Bs7 -0.153037136 Bss -0.048487428
Bo2 -0.466128475 | PBso -0.302268836 | Pss -0.326088947 Bss -0.555605108
Boz -0.108073597 | PBsq 0.546828629 | Pso -0.118825227 Bs7 0.016556770
Bos 0.037545625 | Ps» 0.343115582 | Beo -0.120853877 Bss -0.067652150
Bos -0.128995200 | Pss3 -0.082737381 | Pe1 0.032382140 |  Pgo -0.109823374
Bos -0.210766725 | P34 -0.196201988 | Pe2 0.100200811 Bao 0.009618065
Boz -0.091575165 | Pss -0.180114810 | Pes 0.124132988 Bor -0.070584130
Bos -0.192246426 | P36 -0.110356714 | P 0.370267216 Bz 0.139147073
Boo 0.046142143 | Bs7 -0.195559955 |  Bes -0.380324452 Bo3z -0.157286451
B1o -0.199856609 | P 0.107747258 | PBes -0.580250902 Bos 0.095819212
P11 0.105681342 | PBso -0.071733551 | Be7 -0.154958233 Bos -0.074542703
Biz -0.299206529 | Bso -0.463624352 | Pes -0.042678938 Bos 0.348917326
P13 -0.084779619 | Bu 0.046818390 | B -0.086366438 Boz 0.085170272
Bia -0.199165595 | Baz -0.026509949 | Bro 0.138468996 Bog 0.156678503
Bis 0.493370245 | Pas -0.464147328 | Bn -0.075962499 Boo 0.385706740
P16 -0.178067204 | Bus -0.206760705 | By, 0.478653751 |  PBioo -0.300984270
Bz 0.353444600 | Pss 0.095365509 | B73 -0.187284885 |  PBio1 0.259840727
Pis -0.027990182 | Bue 0.255225248 |  Bra 0.380487532 |  Pio2 0.068176280
Bro -0.089323300 | Bur -0.119999700 | Bys 0.181416945 |  Bios -0.083182302
B2o -0.139484882 | Bus 0.260569122 | P76 -0.207171886 | PBioa -0.171041462
Ba1 -0.111308656 | Bao -0.035458471 | By7 0.011453723 | Pios -0.126112908
B2z 0.229148259 | PBso -0.071695412 | Prs 0.128487383 |  Pios 0.181771115
Ba3 0.326217833 | Bs1 0.176759805 | P79 -0.018732242 | Bior -0.125946587
Baa 0.227030534 | Bs» 0.053560066 | Pso -0.129839526 |  PBios -0.172514223
Bas -0.276080689 | Bss -0.271494666 | Bas -0.382217168 | PBige 0.147687914
Bae 0.116934562 | PBss -0.099125075 | PBg 0.290671660 | PBi1o -0.074316652
Ba7 0.220867099 | PBss -0.057677579 | Pes 0.177477460

Bs 0.160577242 | PBse 0.391416837 | Psa 0.043106097

Tabla 2. Coeficientes regresion lineal

Partimos de unos datos en alta dimension p > n con 110 > 100, y asumimos que se trata de

un sistema disperso en el que es posible obtener un buen modelo considerando unas pocas

variables distintas de cero. Comprobaremos si la aplicacion del método de regularizacion

LASSO nos permitira seleccionar un subconjunto de variables caracteristicas distintas de

cero.
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Una vez decidido el tipo de regularizacién a aplicar (LASSO), hemos de decidir el valor A de
penalizacion méas conveniente mediante validacion cruzada, a través de la funcion

cv.gimnet().
> Penaliz_cv <- cv.glmnet(x, y, alpha = 1, lambda = rango_de_lambdas, standardize = TRUE,
nfolds = 10)

Obtenemos el valor A = 0.1114 con un error cuadratico medio de 0.9083, como podemos ver

en la Gréfica 29.

Caracteristicas distintas de cero Caracteristicas distintas de cero
110 109 108 107 103 97 98 99 100 91 86 78 77 63 49 37 22 13 5 0 42 41 40 36 33 30 26 22 17 17 16 13 12 9 9 7 5 5 4 1 1 0 0 0
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Grafica 29. LASSO. Error Cuadratico Medio en funcién de log(2). Estimacién por validacién cruzada.
(izqu) rango - 10.0 < log(4) < —1.0, (drch) rango-3.0 < log(1) < —1.0

Como dato relevante observamos que el nimero de variables distintas de cero para ese valor
de A (penalizacion) es 17, lo que supone una muy importante reduccién de la complejidad del
modelo que parte de 110 variables, es decir, solo un 15,5% de variables serdn necesarias para

modelar el sistema.

Una vez obtenido A mediante la funcion glmnet obtenemos la curva de los coeficientes.
> glmnet(x, y, alpha = 1, lambda = rango_de_lamhdas, standardize = TRUE) y sefialamos la A1 que

nos permite el minimo error cuadratico medio, como podemos ver en la Grafica 30.



Los coeficientes obtenidos son los siguientes:

Coeficientes
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0.0

0.1

0.2

> Modelo_LASSOS$beta
110 x 1 sparse Matrix of class "dgCMatrix"

Caracteristicas distintas de cero

log( %)

Grafica 30. LASSO. Coeficientes en funcién de log(4).
Para A = 0.1114 obtenemos 17 coeficientes distintos de cero.
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V1 V29 V57 V85
V2 V30 V58 V86
V3 V31 0.04811198 | V59 0.03139483 | V87
V4 V32 V60 V88
V5 V33 V61l V89
V6 -0.02132933 | V34 V62 V90
V7 V35 V63 V91
V8 V36 V64 0.13526379 | V92
V9 0.06595912 | V37 V65 VI3
V10 V38 V66 V94
V11 V39 -0.11174191 | V67 V95
V12 V40 V68 V96 0.13025006
V13 -0.01226883 | V41 V69 V97
V14 V42 V70 V98
V15 V43 -0.10206263 | V71 V99
V16 V44 V72 V100
V17 V45 V73 V101
V18 V46 V74 V102
V19 V47 V75 V103
V20 V48 -0.05151437 | V76 V104
V21 V49 V77 V105
V22 V50 V78 V106
V23 V51 V79 V107
V24 0.03072409 | V52 0.03337612 | V80 -0.08063659 | V108 -0.14091240
V25 V53 V81 -0.12713131 | V109
V26 V54 0.02141649 | V82 V110
V27 V55 V83

V28 0.01817000 | V56 V84

Tabla 3. Coeficientes LASSO
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Como hemos visto en el capitulo 1, en caso de sospechar colinealidad (donde LASSO
presenta ineficiencias) o con objeto de intentar mejorar el error cuadratico medio podemos
aplicar Elastic Net, sin embargo Elastic Net en nuestro ejemplo no mejora el error cuadratico
medio ya que lo mantiene en 0,9106, ya que para un « = 0.25 ofrece una curva muy similar a

la anterior como podemos observar en la Grafica 31.

> Penaliz_cv <- cv.glmnet(x, y, alpha = 0.25, lambda = rango_de_lambdas, standardize = TRUE,
nfolds = 10)

Caracteristicas distintas de cero Caracteristicas distintas de cero
110 109 108 104 103 100 99 100 98 90 86 78 62 52 40 28 16 8 2 0 77 71 65 60 56 52 49 46 40 36 30 27 19 17 12 117 52 1 0 0 0
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Grafica 31. Elastic Net. Error Cuadratico Medio en funcién de log(2). Estimacion por validacién cruzada.
(izqu) rango - 7.5 < log(4) < 0.5, (drch) rango - 2.5 < log(4) < 0.5
Con el valor de 1 = 0.4314 obtenemos la Grafica 32 de los coeficientes, donde observamos
que el namero de coeficientes distintos de cero son 22, lo que supone la incorporacion al

modelo de 5 variables adicionales al anterior modelo LASSO.

> glmnet(x, y, alpha = 0.25, lambda = rango_de_lambdas, standardize = TRUE)

Caracteristicas distintas de cero
v 58 46 30 14 4 0
, 22

0.1

0.0
!

Coeficientes

-0.1

0.2

=04314

-2.5 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5

log( %)

Grafica 32. Elastic Net. Coeficientes en funcion de log (4).
Para A = 0.4314 obtenemos 22 coeficientes distintos de cero.
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En la Tabla 4 podemos ver los coeficientes obtenidos (sombreados los nuevos coeficientes de
variables), pero los valores de los nuevos coeficientes son practicamente cero, por lo que en
este caso la aportacion de Elastic Net no ha sido significativa en la mejora del modelo.

> Modelo_Elastic_Net$beta

110 x 1 sparse Matrix of class "dgCMatrix"

V1 0.0007985174 | V29 V57 V85

V2 V30 V58 /86

V3 V31 | 0.0376661456 | V59 | 0.0386518518 | V87

V4 V32 V60 V88

V5 V33 V61 V89

V6 -0.0227383459 | V34 V62 Va0

V7 V35 V63 Vo1

V8 -0.0006773022 | V36 V64 | 0.0994101473 | V92

V9 0.0593538997 | V37 V65 VI3

V10 V38 V66 V94

V11 V39 | -0.0885778148 | V67 V95

V12 V40 V68 V96 0.1006787341
V13 | -0.0123651313 | V41 V69 V97

V14 V42 V70 V98

V15 V43 |-0.0770115921 | V71 V99

V16 V44 V72 V100

V17 V45 V73 V101

V18 V46 V74 V102

V19 V47 V75 | -0.0087437339 | V103

V20 V48 | -0.0464816825 | V76 V104 | -0.0075118840
V21 V49 V77 V105

V22 V50 V78 V106

V23 V51 | 0.0002674844 | V79 V107

V24 |0.0260274063 | V52 | 0.0366306425 | V80 | -0.0607247757 | V108 | -0.1053632368
V25 V53 V81 | -0.1033993757 | V109

V26 V54 |0.0271710879 | V82 V110

V27 V55 V83

V28 | 0.0178226804 | V56 V84

Tabla 4. Coeficientes Elastic Net.

Con el ejemplo descrito hemos obtenido no solo una significativa reduccion de la
dimensionalidad, sino que obtenemos un modelo que tanto en LASSO como Elastic Net
presenta un conjunto muy reducido de variables lo que confirma que se trata de un sistema
disperso en alta dimension y que puede ser descrito con una considerable reduccion de la

complejidad inicial (110 variables).
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Variando los valores de a en Elastic Net, como podemos observar en la Tabla 5 que no
obtenemos practicamente reduccion del error cuadratico medio, y el aumento (pequefio)*® del

namero de variables que se produce a medida que nos acercamos a Ridge (a = 0).

Por consiguiente, podemos afirmar que el modelo obtenido, en este caso con LASSO, define

de forma adecuada el sistema.

o 1 E'rror ' Numero de
Cuadratico Medio variables
1.00 | 0.1114 0.9083 17
0.95 | 0.1177 0.9080 17
0.75 | 0.1496 0.9067 17
0.55 | 0.2023 0.9059 17
0.35 | 0.3137 0.9067 19
0.25 | 0.4314 0.9106 22
0.15 | 0.6813 0.9205 27
0.05 | 1.4532 0.9424 43
0.00 1.6487 1.0453 110

Tabla 5. Elastic Net. De LASSO (a = 1) a Ridge (a = 0).

19 salvo en la proximidades de & — 0
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REGULARIZACION AGRUPAMIENTO JERARQUICO DISPERSO

Para ver mediante un ejemplo la regularizacion en el funcionamiento del agrupamiento
jerarquico disperso generamos un conjunto de datos aleatorios con la misma matriz que el

ejemplo anterior.

Dado que nos encontramos en métodos de agrupamiento (aprendizaje no supervisado)

prescindimos del vector de variables dependientes.

Para inducir la diferenciacion de agrupamiento en dos grupos (clusters), puesto que toda
matriz x es homogénea en cuanto a todas sus variables con distribucion normal, los 50
primeros elementos seran desplazados mediante la suma de 2, pero solo a las 25 primeras
variables; de esta manera forzamos la diferenciacion en dos grupos Unicamente en las 25

primeras variables caracteristicas de la matriz.

Las variables p = 26, ---,110 seran homogéneas®® en los 100 elementos muestrales (filas)

(x1,1 + 2) (x1,25 + 2) x1,26 x1,110

(x50,1 + 2) (x50,25 + 2) X50,26 - X50,110
X511 - X51.25 X5126 -+ X51,110
X100,1 - X100,25 X100,26 - X100,110

> set.seed(122)
> X <- matrix(rnorm(100*110), ncol = 110)
> X <- scale(x, TRUE, TRUE)

> y <-c(rep(1,50), rep(2,50))
> X[y==1,1:25] <- x[y==1,1:25]+2

20 podria considerarse en una situacién real que estas variables corresponden a ruido.
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Al tratarse de un método de regularizacion, como se ha descrito en el capitulo 2, en primer
lugar, hemos de determinar los pesos significativos de cada variable, la regularizacién hara
que la mayoria de los pesos asignados a las variable sean cero quedando Unicamente un

reducido grupo de variables con pesos distintos de cero (sistema disperso de alta dimension).

El criterio que utilizaremos para determinar el vector de pesos més adecuado es el GAP

estadistico, comentado en el capitulo 2.

> Jerarg.out <- HierarchicalSparseCluster.permute(x, wbounds = seq(1.1, 6, by =0.1),

nperms = 5)

Gap Statistics

0.06
|

0.04
|

T T T T T T
2 5 10 20 50 100

# Non-zero Wj's

Grafica 33. GAP Estadistico en funcién del nimero de pesos No-Cero.
Agrupamiento Jerarquico Disperso.

Vemos en la Grafica 33 que el valor maximo del GAP se sitla en algo mas de 20 pesos
distintos de cero, comprobando a que valor limite (Wbound) corresponde, > Jerarqg.out$bestw
nos devuelve un valor de 4.4, y comprobando en la tabla > print(Jerarg.out) que 4.4
corresponde a un valor de 25 pesos distintos de cero, el resultado es coincidente con los datos

elaborados inicialmente.
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De forma més visual podemos representar la gréafica del vector de pesos (Grafica 34) donde
en nuestro ejemplo se puede observar claramente la distribucion de las variables a las que han
sido asignadas pesos distintos de cero, siendo la mayoria (modelo disperso) pesos con valor

de cero; a partir de la caracteristica 25.

Vector de pesos

0.4

Pesos w
0.2
o
o

0.0
|
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Grafica 34. Vector de pesos W en funcion de las caracteristicas. Agrupamiento Jerarquico Disperso.

Una vez que se ha determinado el peso de las caracteristicas, tenemos el conjunto de variables
sobre las que vamos a aplicar el método que corresponda/decidamos de agrupamiento

jerarquico, pero en este caso hemos reducido significativamente las variables a considerar.

Para verificar el funcionamiento lo adecuado es proceder a la aplicacion de un agrupamiento
jerarquico con todas las variables (estandar), lo que implica mayor complejidad y mayor coste
computacional. Y confrontarlo con el agrupamiento jerarquico disperso, si el resultado es

correcto habremos obtenido una significativa simplificacion del modelo.

En las siguientes graficas veremos a la izquierda el agrupamiento jerarquico estandar con
hclust () y a la derecha el agrupamiento jerarquico disperso con HierarchicalSparseCluster (),

sefialaremos con el color correspondiente?! (rojo, verde) a cada elemento en funcién de su

21 Rojo los 50 primeros elementos y Verde los 50 tltimos
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pertenencia real a cada grupo, mediante la funcion ColorDendrogram(). Realizaremos la
comparacion con los cuatro principales métodos, segin el criterio de distancia para
determinar la pertenencia a un grupo (Distancia Maxima, Distancia Minima. Distancia Media,

Distancia a Centroide).

Distancia a maxima Distancia maxima
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Grafica 35. Agrupamiento jerarquico disperso versus agrupamiento jerarquico clasico.
Distancia Maxima (complete).
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Grafica 36. Agrupamiento jerarquico disperso versus agrupamiento jerarquico clasico.
Distancia Minima (single).
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Grafica 37. Agrupamiento jerarquico disperso versus agrupamiento jerarquico clasico.
Distancia Media (average).
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Grafica 38. Agrupamiento jerarquico disperso versus agrupamiento jerarquico clasico.
Distancia a Centroide (centroid).

Como podemos comprobar, la eficiencia del agrupamiento jerarquico disperso en este
ejemplo es clara, reduciendo un 77,27% las variables necesarias para asignar el agrupamiento

de forma correcta en los cuatro métodos analizados.
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REGULARIZACION AGRUPAMIENTO K-MEANS DISPERSO

Implementamos el mismo conjunto del ejemplo anterior. Generamos un conjunto de datos
aleatorios, formados por una matriz 100 x 110, que simularia una matriz de 100 muestras
cada una compuesta de 110 caracteristicas, y modificamos las 25 primeras caracteristicas de

forma que puedan obtenerse 2 grupos diferenciados.

Las variables p = 26, ---,110 seran homogéneas? en los 100 elementos muestrales.

(x1,1 + 2) (x1,25 + 2) x1,26 x1,110 \

I (x50,1 + 2) (x50,25 + 2) X50,26 - X50,110 I
X511« X51,25 X51,26 -+ X51,110 |

X100,1 -+ X100,25 X100,26 -+ X100, 110/

De igual forma que en anterior procedimiento debemos obtener el valor dptimo de
penalizacién para los pesos (wbound) mediante la funcion KmeansSparseCluster.permute()
que utilizaremos para determinar el vector de pesos mas adecuado mediante GAP estadistico,
comentado en el capitulo 2.

> KMean.perm <- KMeansSparseCluster.permute(x, K = 2, wbounds = seq(1.001,6, by=0.1),
nperms = 5)

Vemos en la Grafica 39 que el valor maximo del GAP se estabiliza a partir de los 20 pesos

distintos de cero.

Comprobamos a que el mejor limite (Wbound) > KMean.perm$bestw nos devuelve un valor
de 5.401, y comprobamos en la tabla > print(KMean.perm) que 5.401 corresponde a un valor
de 110 pesos distintos de cero, es decir, todas las variables. Por lo que no conseguimos

seleccién de variables mediante la asignacion de pesos cero.

22 podria considerarse en una situacion real que estas variables corresponden a ruido.
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Gap Statistics
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Grafica 39. GAP Estadistico en funcién del nimero de pesos No-Cero. Agrupamiento K-Mean Disperso.

Sin embargo, de la observacién de la gréfica, vemos que es monétona creciente, pero en su
tramo final se encuentra estabilizada. En la tabla generada?® comprobamos que los 25 pesos
distintos de cero se mantienen desde un valor limite de 4.401 a 4.901 y es a partir de 5.001

cuando se produce la rapida incorporacion de todas las variables con pesos distintos de cero.

Tomaremos pues el valor de 4.901 como valor razonable para un limite wbounds que nos

permita la dispersion del modelo.

Para comprobar la distribucion de pesos distintos de cero representamos la grafica del vector
de pesos (Grafica 40) donde en nuestro ejemplo se puede observar claramente la distribucion
de las variables a las que han sido asignadas pesos distintos de cero, siendo la mayoria

(modelo disperso) pesos con valor de cero a partir de la caracteristica 25, como era de prever.

> KMean.out <- KMeansSparseCluster(x, K = 2, wbounds = 4.901)

23 > print(KMean.perm)
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Whbound is 4.901
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Grafica 40. Vector de pesos W; en funcién de las caracteristicas. Agrupamiento K-Mean Disperso.

Vemos claramente que los pesos corresponden a las 25 primeras caracteristicas.

Comprobamos el resultado de asignacion a cada cluster de cada elemento muestral mediante

> print(KMean.out)

Whbound is 4.901 :

Number of non-zero weights: 25

Sum of weights: 4.900994

Clustering: 111112111111211111111111111111111711111111111111
11111122222222222222222222222222222222222222222222
222222

Al igual que en el caso de agrupamiento jerarquico debemos comparar con respecto al
agrupamiento k-mean estandar mediante la funcion > KMean_nosparse <- kmeans(x, 2) con

el que obtenemos el mismo resultado.
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Clustering vector:
[1121221221212121211111171111221212171711111111111111111111111111
11222222222222222222222222222222222222222222222222
22

Por lo tanto, ambos métodos asignan correctamente los elementos al cluster correspondiente
(50 primeros al cluster 1 y 50 dltimos al cluster 2), con la importante diferencia que el

agrupamiento k-mean disperso lo ha hecho considerando solo 25 variables en lugar de 110.

La funcion KMeansSparseCluster(x, K = 2, wbhounds = seq(1.001, 9, by = 1)) nos permite
comprobar un rango de limites (wbound) y sus resultados respecto de la distribucion de pesos,
donde se observa que el método diferencia claramente los elementos diferentes aunque es el

ajuste del limite (la penalizacion de los pesos) el que determinara la asignacién mas correcta.
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Grafica 41. Distribucién de los pesos para diferentes limites wbhound (penalizaciones).
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ANEXO1

Con objeto de plantear de forma simple el algoritmo a utilizar introducimos una notacion

- . S 2 . .
adicional que resultara Gtil. Sea D € R™ *P la matriz en la que la columna j consta de los

Li’,

2 f
elementos {di'i'd'}zz" Entonces, Y.jw; Y d; 7 ;U;» = u"Dw donde u € R™ se obtiene

encadenando U en un vector. Por lo tanto, el criterio (15) es equivalente a

max{u’ Dw}
w,u

sujeto a ||lul|? <1, Iw|? <1, lwll; <s, w; =20 V)
Por lo tanto, algoritmo para el agrupamiento jerarquicos dispersos

Algoritmo para agrupamiento jerarquico disperso.

1. Inicialice w comow, = w, = - = w, = \/p.

2. lterar hasta la convergencia:

. D
a. Actualizar u = —
[IDw||,
- _ S(a+,A) _ T _ .
b. Actualizarw = TS Bl donde a = D' u 'y A= 0 si este resulta en [|w]|; < s,
+» 2

en caso contrario, A> 0 se elige tal que ||lw|[; = s

14 T_,,r—1
2j=1|""1' Wi |
p |w7.”_1

Criterio de parada
j=11"J |

< 107*, donde w" indica el conjunto de pesos

obtenidos en la iteracién r

3. Reescribir u como una matrizn X n, U

4. Desarrollar el agrupamiento jerarquico sobre la matriz de disimilitud n x n, U
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ANEXO IT
Consideremos un simple problema de agrupamiento en 2D.

Seax;, j=1,2,--,25 formando el primer cluster. Estos x’s se muestran como cuadrados

rellenos en la gréafica de la izquierda de la Grafica 42.
25 . . .
{xj}j_lse generaron muestreando uniformemente de un circulo con radio 0,07 centrado en

[-0,05,—0.05].

Sea ademas x;, j = 26,27,---,50 forman el segundo cluster. Estos puntos se muestran como
, - . . L 50
circulos en la grafica de la izquierda de la Grafica 42. {xj}j_26 se generaron muestreando

uniformemente de un circulo con radio 0,07 centrado en [0,05,0.05].

. ; - 50
Apliquemos el método de agrupamiento k — means a {xj}j—l' Tomamos k = 2, usamos el

algoritmo (Lloyd, 1982 [oz1), ver Anexo Ill, y un méaximo de 1000 iteraciones. Los dos
asteriscos (*) que se muestran en la grafica de la izquierda de la Grafica 42 muestran la
inicializacion de las dos medias del algoritmo de agrupamiento de k — means (Lloyd, 1982)
[03]. Para esta inicializacion en particular, k — means identifica los clusters "verdaderos”. Sin
embargo, si el algoritmo se inicializa de manera diferente, se obtiene un resultado erréneo,

como se muestra en la grafica de la derecha de la Grafica 42.

* 02 - *
o1 (@] o @]
o O . (@)
. O Oo o @) .l *
s 9 Oo o @ =
. . 1 o
n ¥ o €
. . N n
¥ a s T

15 -015
£2 -0.15 =01 —0.05 o 0.05 01 015 o2 015 0.1 -0.05 o 005 o1 a1s o2

Grafica 42. Sensibilidad del algoritmo agrupamiento k-mean a la condicion inicial. Asterisco (*) puntos iniciales.
Tomado de Lindsten etal. (2011), pagina 3 [04].
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La solucion minima siempre puede ser calculada por una busqueda exhaustiva. Sin embargo,

, . . N!
dado que el numero de combinaciones crece como Zliv=/12(N_i)| (para k=2),

aproximadamente 2 - 103° posibles soluciones diferentes deberian verificarse en este ejemplo

particular para calcular la minimizacion de S. Esto es claramente impracticable.
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ANEXO III

Algoritmo 1.
k — means clustering (algoritmo de Lloyd, (1982) [04])
Datos de inicio

e Conjunto de puntos {xf}j’ﬂ

e NuUmero de cluster k < N

e Centroides iniciales {6;}%_,
Inicio

e Conjuntos indexados {S;}¥_,
1: Bucle
2: Actualizar conjunto de indices: Para los centroides fijados {6;}¥ ,, calcular los
conjuntos indexados {S;}¥_,

S il —6ill < |l — .t = 1,2, k}
3: Actualizar centroides: Para los conjuntos indexados fijados {S;}¥ ., estimar los
centroides {6},
6 = — Z
L7 card S; %
JES;

4: Si no hay cambios en la asignacién de centroides desde la Ultima iteracion o el nUmero

maximo de iteraciones ha sido alcanzado entonces
5: Volver

6: Fin de Si

7: Fin Bucle
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ANEXO IV

Consideramos N = 107 puntos, reflejados en la gréfica superior izquierda de la Grafica 43.
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Grafica 43. Diferencias Agrupamientos jerarquicos.

(Superior Izquierda) Conjunto de datos con dos clusters visibles.
(Superior Derecha) Cluster convexo con A = 0.036.

(Inferior Izquierda) Resultado del agrupamiento jerarquico para dos clusters.
(Inferior Derecha) El mayor cluster —circulos- de un agrupamiento jerarquico

con resultado para 32 clusters.
Tomado de Lindsten etal. (2011), pagina 7 [05].

Usamos un método aglomerativo de un solo enlace (single linkage). El diagrama de &rbol, un

dendrograma, que muestra la fusién de clusters se observa en la Grafica 44.
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Grafica 44. Dendograma de un agrupamiento jerarquico.
Tomado de Lindsten etal. (2011), pagina 7 [06].

El algoritmo comienza con un cluster para cada punto de datos, ilustrado por las barras N =
107 en la parte inferior de la Grafica 44. A medida que "nos movemos" hacia arriba en la
figura, los clusters existentes se fusionan sucesivamente hasta que alcanzamos un minimo de

dos clusters en la parte superior.

Por lo tanto, el dendrograma proporciona un "conjunto de soluciones™ completo. El usuario
puede elegir "cortar" el arbol a cualquier profundidad deseada, produciendo una solucién con
el numero correspondiente de clusters. Como se mencion6 anteriormente, un problema con el
agrupamiento jerarquico es que es codicioso. Si se comete un error al principio del algoritmo
(es decir, en la parte inferior del dendrograma), este error no puede repararse a medida que

avanzamos.

Este problema se ilustra en la Grafica 43. La gréafica inferior izquierda muestra el resultado
cuando el dendrograma se corta a un nivel que produce dos clusters. Uno de los clusters
contiene un solo punto de datos, y los puntos restantes pertenecen al segundo cluster, lo que

claramente no es 6ptimo con respecto al error dentro de la suma de cuadrados del cluster.
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Para ver por qué obtenemos este resultado, optamos por detener la fusion de clusters en una
etapa mucho més temprana, es decir, cuando tenemos hasta 32 clusters. El resultado de este
nivel se muestra en la grafica inferior derecha de la Grafica 43. Para evitar el desorden de la
figura, elegimos mostrar solo el cluster méas grande. Los puntos de datos en este cluster se
muestran como circulos, mientras que todos los puntos en los 31 clusters restantes se
muestran como puntos. Dado que la fusion se basa solo en las propiedades locales, la
proximidad del punto en el "centro” crea un cluster que se extiende en ambos clusters de

puntos.

Los errores cometidos en esta etapa temprana no se pueden reparar mientras continuamos
hacia dos clusters. Dado que no es un enfoque codicioso, el agrupamiento convexo funciona
un poco diferente. Al resolver el problema de agrupamiento para todos los valores de A4, se
puede crear una gréafica de la misma manera que en la Grafica 43. Esta grafica contiene
informacion similar a la del dendrograma en la Grafica 44. Para cualquier valor dado de 4,
podemos extraer una solucién contenida en cierto nimero de clusters. Sin embargo, no es
posible dibujar un dendrograma sobre los resultados del agrupamiento convexo. La razon es
que, al pasar de un nivel al siguiente, no se realiza la fusion de los clusters existentes. En su
lugar, podemos obtener una configuracion completamente nueva, lo que significa que un error
cometido en una etapa temprana (pequefia A) de hecho puede repararse a medida que
aumentamos A. En la gréfica superior derecha de la Grafica 43 se muestra el resultado del

agrupamiento convexo para A = 0.036.
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ANEXOV

Supongamos que A se elige de tal manera que la solucién al problema de agrupamiento

convexo contenga k = 2 clusters. Para simplificar, supongamos que los puntos de datos se
n N
ordenan de modo que {xj}j=1 pertenezca al cluster 1y {xj}j=n+1 pertenezca al cluster 2.

Ademas, sea r la distancia entre los dos centroides de los clusters (bajo la norma elegida).
Ahora, puesto que el término de regularizacion en A X1, ¥l — “J'”q controla el nimero
de clusters, su valor debe permanecer constante mientras k = 2. Este término deberia ser
independiente de cuantos elementos de datos se asignen a cada cluster, es decir,

independiente de n. Sin embargo, se puede verificar que el término de regularizacion en este

caso viene dado por

N
)lzzu,ui —,uj”q =Ar(N —n)n

j=2i<j

el cual es dependiente de n, alcanzando su maximo enn = [N/2]y su minimoenn =10

n = N — 1, como podemos ver en la Grafica 45.
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600 7

500 9

400 h

(N=n)n
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n
Grafica 45. Valor del término de regularizacién para diferentes tamafos de clusters.
(N —n)nvs. n, paraN = 50.
Tomado de Lindsten etal. (2011), pagina 8 [07].
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