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RESUMEN

El presente trabajo tiene como tema central la paradoja formulada por Banach y Tarski en 1924. En su
forma original enuncia que dados dos subconjuntos acotados A, B de R3 con interior no vacio, existen
dos particiones de los mismos,{A; :;,1 < i < n}y {B; :;1 < i < n} de tal manera que 4; y B; son
congruentes para todo i. En sentido intuitivo, nos dice que si cogemos una superficie esférica de cierto
tamano, podemos dividirla en un niimero finito de pedazos de tal manera que mediante solo rotaciones
y traslaciones podemos formar una superficie esférica de tamano superior o varias superficies esféricas
del mismo tamaiio. El desarrollo del trabajo se realiza a lo largo de 5 capitulos. En el primer capitulo se
realiza una exposicién del desarrollo historico de los conceptos relacionados con la paradoja. En el segundo
capitulo se presenta una serie de conocimientos preliminares sobre diversas areas de la matematica para
posibilitar una total comprensién de la misma. El capitulo 3 esta dedicado a la exposiciéon de la paradoja
en si, siendo uno de los capitulos mas importantes, mientras que el capitulo 4 estd dedicado al estudio de
la paradoja en dimensiones inferiores y superiores a 3. En el quinto capitulo analizaremos la relacién que
existe entre la posible existencia de una medida y la existencia de la paradoja e introduciremos la nocién
de grupo amenable y en el sexto capitulo se expondra unas breves conclusiones finales. Finalmente, debido
al importante papel que juega el Axioma de Eleccién en la demostracién de la paradoja se ha incorporado

un apéndice final en el que se habla del mismo.

ABSTRACT

The present work has as its central subject the paradox formulated by Banach and Tarski in 1924. In its
original form it states that given two bounded subsets A, B of R™,n>3 with non-empty interior, there are
two partitions, {A; :,1 <i <n} and {B;:,1 <i < n} in such a way that A; y B; are congruent for every
1. From an intuitive point of view, it tells us that if we take a spherical surface of a certain size, we can
divide it into a finite number of pieces in such a way that by means of rotations and translations alone
we can form a spherical surface of larger size or several spherical surfaces of the same size as the original
one. The development of the work is carried out in x chapters. In the first chapter an exposition of the
historical development of the concepts related to to the paradox is presented. In the second chapter a
series of preliminary knowledge about different areas of mathematics is showed in order to make possible a
complete understanding. Chapter 3 is dedicated to the exposition of the paradox itself, being one of the
most important chapters, while chapter 4 will be dedicated to the study of the paradox in dimensions
lower and higher than 3. In the fifth chapter we will analyze the relationship between the possible existence

of a measure and the existence of the paradox and we will introduce the notion of amenable group and in



the sixth chapter we will present some brief final conclusions. Finally, due to the important role played by
the Axiom of Election in the demonstration of the paradox, a final appendix has been included in which it

is discussed.



Un segmento y un segmento parcial arbitrariamente pequeno, un kilometro y un milimetro,

el globo solar y una gota de agua tienen en este sentido el mismo numero de puntos

Feliz Hausdorff en Grundziige der Mengenlehre. Leipzig, 1914.
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Capitulo

Introduccion

Desde el principio de los tiempos, el infinito ha sido una entidad abstracta que ha generado inquietud en la
mayoria de los seres humanos. Cuando estaba en ensenanza media, una de las cosas que me fascinaba y no
lograba entender eran hechos como que un intervalo finito (por ejemplo en la recta real) tuviera infinitos
puntos o como una serie de infinitos términos podria tener una suma no infinita. Estoy seguro que este
tipo de preguntas o inquietudes ayudaron a despertar muchas vocaciones tempranas en muchos de los que

va de adultos decidimos estudiar matematicas.

La paradoja de Banach Tarski, que es sobre la que versa este trabajo, estd en la raiz de lo que mencionaba

antes (la relacién entre lo finito y lo infinito). Se puede enunciar del siguiente modo:

Dada una esfera en el espacio tridimensional existe una descomposicion de ésta en un niimero finito de
piezas disjuntas de tal manera que solamente mediante rotaciones y traslaciones de cada pieza pueden

juntarse todas las piezas de nuevo generando dos copias idénticas de la esfera original.

El resultado es contraintuitivo (como ocurre en toda paradoja). La paradoja fue planteada por Stefan
Banach y Alfred Tarski en 1924 en el articulo Sur la decomposition des ensembles de points en parties

respectivement congruentes.

Evidentemente no era la primera vez que se abordaba de manera indirecta el concepto de infinito (sélo
si se consideran infinitos puntos, se puede “entender” aunque no sin dificultad que puedas duplicar una
figura en dos utilizando sélo rotaciones) sino que desde muy antiguo ya habian sido planteadas paradojas
en torno a este concepto. A todo el mundo le viene a la memoria la paradoja clasica de Zenén de Aquiles
y la tortuga ya planteada por los filésofos griegos. Desde entonces hasta el siglo XVII, el infinito es un
concepto escabroso que es tratado de esquivar por la mayoria de los filésofos y matematicos. Es en ese
siglo cuando Galileo aborda el concepto esta vez intentando relacionar conjuntos infinitos de niimeros
enteros, por ejemplo el conjunto de los nimeros naturales y el conjunto de los nimeros naturales que son

cuadrados perfectos (esto es, que son otro niimero natural al cuadrado). En su célebre paradoja, menciona
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

que se puede establecer una biyeccién entre los dos conjuntos (correspondencia uno a uno), sin embargo el

conjunto de los cuadrados perfectos parece contenido en el conjunto de los niimeros naturales.

El primer paso importante en intentar estudiar los conjuntos infinitos algo méas en profundidad fue dado
por el matematico alemén de origen ruso George Cantor en el siglo XIX. A través de su trabajo comienza
a hablar de que hay infinitos més grandes e infinitos mas pequenos. Un ejemplo de los segundos (llamados
formalmente infinitos numerables) serian los niimeros naturales. La idea no era nueva ya que desde los
tiempos de Aristoteles, los matematicos hablaban de infinito potencial o infinito real. El primero involucraba
un proceso que podia ser repetido indefinidamente pero si paramos esa repeticién en cierto momento,

hasta ese instante sélo ha habido un ntimero finito de repeticiones.

Cantor, utilizando esta idea y retomando las ideas de Galileo basa sus aportaciones en dos conceptos: el
de conjunto y el de correspondencia uno a uno. De esta manera se puede decir que dos conjutos tienen
el mismo niimero de elementos si se puede establecer una biyeccién entre ellos. El lo declara de manera

textual:

”Siempre que se pueda establecer entre dos conjuntos finitos o infinitos una correspondencia uno a uno,

esos dos conjuntos tienen el mismo niimero de elementos.”

De esta manera los nimeros pares, impares, enteros, los cuadrados perfectos e incluso los niimeros primos
son infinitos numerables ya que entre ellos se puede establecer una relacién 1:1. Parece que con la nueva
visién de Cantor se vulnera aquello de que el todo es mayor que cualquiera de sus partes. El mismo Cantor
da un argumento a favor de su nuevo enfoque: ;Por qué los conjuntos infinitos deberian obedecer las

mismas normas que los conjuntos finitos?.

De lo dicho hasta ahora parece que una condicién para que un conjunto sea infinito numerable es que haya
saltos entre los nimeros. Asi entre los naturales y los enteros hay saltos de una unidad, entre los pares de
dos,... . Uno de los grandes logros de Cantor es que fue capaz de mostrar que incluso los conjuntos que son
“densos”, véase los ntimeros racionales, pueden ser numerables.

En la figura siguiente se muestra el método que utiliz6 Cantor para numerar los racionales.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

Cantor decidi6é dar a todos los conjuntos numerables una designacion . Les llamo6 conjuntos de potencia Ry
de tal manera que todos los conjuntos infinitos numerables tenian el mismo niimero de elementos que N.
La aportacién de Cantor no terminé aqui sino que también demostré que hay conjuntos infinitos que son
tan “densos” que no pueden ser numerados (contados), siendo uno de los ejemplos més representativos el
conjunto de los nimeros reales. Este conjunto, como el conjunto de cualquier intervalo finito dentro de N o
como el conjunto de los puntos en un circulo, son continuos. Su infinito es de una potencia mas alta que
No, yAC

Pero fue més alld demostrando que habia conjuntos infinitos de una potencia més alta que 28°. Lo hizo
demostrando que el conjunto de todos los subconjuntos de un conjunto dado, conjunto potencia, siempre
tiene mas elementos que el propio conjunto, de hecho si el conjunto original tiene n elementos, el niimero
de elementos de su conjunto potencia es 2". Trasladando estas ideas a conjuntos infinitos, a las potencias
R, 280, 22" Jos llamé ntimeros cardinales transfinitos creando una aritmética singular entre ellos (basta

mencionar por ejemplo que Ro+ No= RNp).

Por sus ideas revolucionarias, Cantor tuvo muchos detractores. Uno de ellos especialmente importante fue

su profesor Leopold Kronecker quien diria al respecto del infinito:

...futilidad perniciosa heredada de filosofias anticuadas y teologias confusas, pudiendo llegar sin él tan lejos

como se quiera...

Sin embargo David Hilbert diria afios mas tarde: Nadie seria capaz de expulsarnos del paraiso que Cantor
creé para nosotros y de hecho el primer problema de su famosa lista consistiria en averiguar si habria un

conjunto cuya cardinalidad fuera mayor que la cardinalidad de Z pero menor que la de R.

De hecho fue también Cantor con su nuevo planteamiento el que inconscientemente establecié las bases para
llegar a una fundamentacién de una nueva e importante area de la légica matematica que es la teoria de
conjuntos. Cantor decidié aplicar sus ideas a la teoria de conjuntos comenzando a hacerse preguntas como
cudl seria el conjunto més grande, el conjunto de todos los conjuntos. Tal conjunto si existiera, tendria el
cardinal mas alto posible. Pero por otro lado como Cantor ya habia apuntado, de cualquier conjunto con
un cardinal dado, uno puede crear un conjunto con un cardinal mayor, por ejemplo el conjunto potencia

del conjunto original resultando una de las primeras paradojas en teoria de conjuntos.

Posteriormente, el filésofo y matematico Bertrand Russell recoge el testigo de Cantor en ese sentido
y descubre otra paradoja haciéndose el mismo tipo de pregunta. Un ejemplo de paradoja de Bertrand
Russell (se puede expresar de multiples formas) serfa la siguiente: Consideremos el conjunto .S de todos los
conjuntos que no pertenecen a si mismos y estudiemos la pertenencia del propio conjunto S a si mismo.
Si S pertenece a si mismo entonces eso contradice la definiciéon de S. Si en cambio no pertenece a si
mismo, entonces debe pertenecer a si mismo pues cumple con su propia definiciéon y eso también es una

contradiccion.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

Este tipo de paradojas condujo a muchos mateméaticos a pensar que era necesaria una redefinicién de
las bases de la teoria de conjuntos. Esa reformulacion de los fundamentos de la teoria de conjuntos vino
de la mano de un matematico también aleman, Ernst Zermelo, el cual en 1908 formulé una serie de
nueve axiomas que definen el concepto de conjunto y regulan su utilizacién. Mas especificamente, los
nueve axiomas establecen las relaciones basicas entre conjuntos (unién, igualdad, interseccién, inclusién) y
reafirman la existencia de conjuntos nulos, infinitos y conjuntos que pertenecen a si mismos. Catorce afios
mas tarde Fraenkel mejoraria la definicién de los axiomas, motivo por el que se conocen como el sistema

axiomatico de Zermelo-Fraenkel.

Entre los nueve axiomas hay uno especialmente importante que todavia en la actualidad genera controversia:
el Axioma de Eleccion. Tiene un papel importante en la demostracién de la paradoja de Banach Tarski y
sus precursoras (paradoja de Hausdorff) ya que para su demostracién (y para muchas otras) se presupone

el poder utilizarlo. Se enuncia de la manera siguiente:

“Sea S un conjunto de conjuntos no vacios y de interseccion nula. Entonces es posible crear un nuevo

conjunto eligiendo un iinico elemento de cada uno de los conjuntos que forman S.”

Si hablamos de conjuntos finitos lo anterior es trivial. Sin embargo, si nos referimos a conjuntos infinitos
inmediatamente surge una cuestién: jcudl serd la forma en que haremos la eleccién?. Puede parecer evidente

pero no lo es y ya sabemos que la intuicién muchas veces falla cuando hablamos de este tipo de conjuntos.

El Axioma de Eleccién es un recurso que ha sido utilizado para demostrar importantes y famosos teoremas
en diversos campos de la Matemética (por ejemplo el teorema de Hahn-Banach en Andlisis Funcional), no
obstante, genera resultados a veces poco intuitivos. Entre ellos se encuentra la existencia de conjuntos que

no son medibles (Lebesgue).

En 1902, Lebesgue defiende en su tesis doctoral la propuesta de una medida p en R™ que cumpla varias

propiedades, entre ellas, que sea:

» Invariante por traslaciones, es decir, si A es un conjunto medible p(A)=p(A + x) Vo € R”

» Numerablemente aditiva: Si {A;} es una coleccion infinito-numerable de conjuntos disjuntos, entonces:

p(U A)=p(r) bu(d) -+ p(An)

Esta medida extendia la posibilidad de dotar de medida a otro tipo de conjuntos como los ntimeros
racionales, Q, resultando en un conjunto de medida Lebesgue nula. Sin embargo, en 1905 Vitali encuentra
un conjunto que no es medible Lebesgue. En la construccion de ese conjunto se utiliza el Axioma de
Eleccion. Unos diez afios después Hausdorff haciendo uso de este tipo de conjuntos enuncia la paradoja

que lleva su nombre:
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

"Hay una descomposicién de la esfera unitaria S' en el espacio euclideo R? en cuatro conjuntos disjuntos

A,B.C,D de tal manera que A,B,C' y B U C son congruentes entre si y D es numerable”

Por lo tanto, segin Hausdorff la esfera es “casi divisible” en 3 pedazos: A, B y C' congruentes entre si y
con BUC. Esto ultimo representa lo extrano y es lo que nos permite duplicar casi toda la esfera original
en otras dos esferas. El problema estriba en que Hausdorff construye esos conjuntos utilizando el Axioma

de Eleccién.

Claramente este teorema es el preambulo que anticipa la redacciéon por parte de Stefan Banach y Alfred
Tarski en 1924 del articulo Sur la decomposition des ensembles de points en parties respectivement

congruentes. El Lema ntimero 27 de dicho articulo se enuncia a continuacién:

"Toda superficie S de una esfera puede ser descompuesta en dos subconjuntos disjuntos Ay y Ao tales que

S es equidescomponible con A1 y S es equidescomponible con As”.

El concepto de equidescomponibilidad entre dos conjuntos (A,B) viene a decir que cada conjunto esté
formado por un conjunto (finito o infinito numerable) de pedazos de tal manera que hay una relacién de
congruencia entre un pedazo del primer conjunto y otro pedazo del segundo conjunto. Formalmente, si
A= CJ A;, B = '61 B;, tales que A;NA;=0=B;NBj, i < j < n, entonces existen g1, ..., g, € G tal que para

i=1 1=
cada i <mn, g;i(A;) = Bj.

Légicamente los conjuntos A; y As no son p-medibles pues si p es una medida invariante se debe cumplir:
p(S)=p(Ar)+p(A2)=p(S)+1(S)=wn(2S), y esto es imposible.

En el mismo articulo generalizan los resultados de la esfera a la bola y a conjuntos arbitrarios acotados en

R™ con n > 3, lo que da resultado la forma fuerte de la paradoja:

”Si A y B son dos subconjuntos acotados cualesquiera de R, cada uno con interior no vacio, entonces A y

B son equidescomponibles.” .

En su momento, debido a la facilidad con que era entendido su enunciado, la paradoja causé estupor tanto
en el piblico no especializado como en la comunidad matematica aunque diversos representantes en ésta
ultima (entre ellos Borel) ya sabian que el problema estribaba de nuevo en la utilizacién del Axioma de
Eleccién. Concretamente éste era utilizado para la construcciéon de los conjuntos (infinitos) no medibles

utilizados en su demostracién.

La polémica con el Axioma de Eleccién (AE) y su utilizacién en Matematicas continta hasta el dia de
hoy. De hecho, desde que fue postulado y sobre todo a raiz de detectar los resultados contraintuitivos que
generaba su uso surgié un enfrentamiento entre los partidarios de no utilizarlo (corriente constructivista) y

aquellos que si veian necesaria su utilizacion (corriente intuicionista). En 1935 Zorn formulé el lema que

14



CAPITULO 1. INTRODUCCION

lleva su nombre subrayando que era equivalente a AE. Poco despues, Kurt Gédel demostré que el Axioma
de Eleccién era compatible con los otros axiomas contenidos en el sistema axiomiatico de Zermelo-Fraenkel

y en 1963 Paul Cohen demostré que no se podia deducir del resto de axiomas.

Es cierto que el desarrollo de muchos resultados importantes en dreas muy diversas de las Matematicas en
los 1dltimos cien anos no hubiera sido posible sin utilizarlo. Por mencionar algunos ejemplos, el Axioma de
elecciion interviene en teoremas como el teorema de Hahn-Banach en Anélisis Funcional, el teorema de

Tychonoff en topologia, el teorema de Konig en teoria de conjuntos,... .

Por ultimo, merece la pena mencionar que el estudio de las descomposiciones paraddjicas ha sido amplia-
mente tratado a lo largo del siglo anterior y no se ha circunscrito sélo a los conjuntos acotados en R™ bajo
el grupo de transformaciones SO,, con n > 2. Por citar algunos de muchos ejemplos, se han estudiado
descomposiciones paraddjicas entre conjuntos acotados en el plano bajo grupos de transformaciones més
restringidos (Von Neumann), descomposiciones paraddjicas entre conjuntos de primera categoria (Baire),

etc.
ESQUEMA DEL TRABAJO

Para el desarrollo del trabajo hemos utilizado principalmente como libro de referencia el libro La paradoja

de Banach Tarski escrito por Stan Wagon [11] .

Cabe resaltar que para una total comprensién de la paradoja y todas las demostraciones que tienen relacién
con ella es necesario tener conocimientos basicos sobre ciertas areas de la matematica. En este sentido se
ha pretendido que este trabajo sea autocontenido y que cualquier lector sea capaz de entender lo que en
él se expone partiendo de cero, sin tener que acudir a ningun libro de consulta. Para cumplir con este
objetivo en el primer capitulo expondremos un compendio bastante variado de conocimientos, entre ellos,
nociones basicas de teorfa de conjuntos, teorfa de grupos y teorfa de la medida. Unicamente se presupondré
al lector unos conocimientos minimos de algebra de conjuntos que generalmente se suelen adquirir en
ensenanza primaria o bésica.

En el segundo capitulo introduciremos el concepto de descomposicién paraddjica y ciertos teoremas
relacionados. Mas adelante postularemos el Teorema de Hausdorff e introduciremos el concepto de G-
equidescomponiblidad y enunciaremos y demostraremos la Paradoja en si en su version fuerte y débil
Finalizaremos este capitulo con un andlisis del nimero minimo de piezas para que se verifique la paradoja
con la esfera y la bola tridimensionales. En el cuarto capitulo estudiaremos la paradoja en dimensiones 1
y 2 y en dimensiones superiores a 3. En el quinto capitulo analizaremos la relacién que existe entre la
posible existencia de una medida y la existencia de la paradoja y el sexto capitulo contendra unas breves

conclusiones finales.

15



Capitulo

Conceptos preliminares

En este capitulo trataremos de exponer al lector una serie de conceptos matematicos basicos los cuales
apareceran en el desarrollo de los capitulos posteriores. Principalmente sera una exposicién, en la cual
se obviaran mucha parte de las demostraciones, dejando el esfuerzo demostrativo para los teoremas mas

relacionados con la demostracién de la paradoja en si desarrollados més adelante.

2.1. Sobre niimeros y conjuntos

De una manera informal podemos definir un conjunto como cierta colecciéon de elementos.

Podemos formar un conjunto enumerando los objetos que pertenecen a él o en su caso, enunciando la
propiedad que comparten. Por ejemplo, A={1,2,3,5}, B={conjunto de nimeros pares entre 0 y 100}, o
C=[3,7] siendo éste ltimo un intervalo de la recta real que comprende todos los niimeros reales entre 3 y

7, ambos inclusive.

Podemos construir conjuntos de muchas maneras diferentes. El Axioma de Eleccién, que méas tarde

mencionaremos, nos posibilita el poder construir conjuntos a partir de una familia de conjuntos dada.

A continuacién haremos referencia a los distintos conjuntos de niimeros que habitualmente son utilizados

en Matematicas:

= Niumeros naturales: son aquéllos que se utilizan para contar elementos. El conjunto de los niimeros

naturales se designa con la letra N, N={1,2,3...} (obsérvese que no esté incluido el cero).

= Numeros enteros: es el conjunto de los niimeros naturales, sus opuestos y el cero. A este conjunto se

le hace referencia con la letra Z.

= Numeros racionales: aquellos que pueden ser representados como el cociente de dos niimeros enteros.

A este conjunto se le denomina con la letra Q.
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CAPITULO 2. CONCEPTOS PRELIMINARES

= Numeros irracionales: aquéllos cuyo valor no puede ser representado como el como el cociente de dos
nimeros enteros. Algunos representantes muy conocidos de este tipo de niimeros son v/2, 7, e,... Hay
dos tipos de ntimeros irracionales: los niimeros algebraicos son aquellos irracionales que son solucién

de alguna ecuacién del tipo:
ap + a1t + agz? + ... + a,2"=0, a; €Z\{0},i =1,..n

y los nimeros trascendentes que no son solucién de ninguna ecuacion algebraica con coeficientes
enteros no nulos. De hecho, si introducimos la definicién de niimeros algebraicamente independientes
sobre un cuerpo K como aquel conjunto tal que no satisface una ecuacién polinémica no trivial, esto

es una ecuacién del tipo:
ag + a1zt + asx® + ... + apz™=0, a; € K

podemos redefinir el conjunto de niimeros trascendentes como el conjunto de niimeros algebraicamente
independientes sobre Z\{0}. No existe una letra especifica para designar el conjunto de los irracionales,

de tal manera que siempre que nos refiramos a ellos lo haremos como el complemento de los racionales

(R\Q).
» Numeros reales: es el conjunto unién de los racionales e irracionales (R)

= Numeros complejos: Incluye a las combinaciones lineales de nimeros reales e imaginarios puros

(raices pares de niimeros reales negativos). Es el conjunto mas amplio y es designado como C.
De lo anterior es claro que:

NczZzcQcRcC

Cardinalidad de un conjunto

Una vez introducidos los conjuntos anteriores, surge de manera natural una pregunta: ;Podemos cuantificar

su contenido?. En este sentido aparece la siguiente definicion:
Definiciéon 2.1.1. El cardinal de un conjunto finito A es el niimero de elementos que tiene dicho conjunto.

Es intuitivo entender que no hay problema a la hora de encontrar el cardinal de un conjunto finito. Pero

como vimos en la introduccién no es tan obvio cuando el conjunto es infinito.

Al cardinal de un conjunto infinito le llamaremos nimero transfinito utilizando la terminologia de Cantor.
De este modo, no todos los conjuntos infinitos tienen el mismo cardinal. Al cardinal de N se le denomina
No.

Teorema de Cantor-Schréder-Bernstein. Sean dos conjuntos A,B. Si existen dos funciones inyectivas

fi: A— B, fo : B— A entre los conjuntos A y B, entonces existe una funcién biyectiva g entre A y B.
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Maés concretamente el Teorema de Schroder-Bernstein establece que para dos conjuntos A,B si card(A) <
card(B) y card(B) <card(A), entonces card(A) = card(B).
En la siguiente proposicién se establece cémo asignar cardinales a otros conjuntos infinitos con cierta

similitud a N.

Proposicion 2.1.2. Dos conjuntos A y B tienen la misma cardinalidad, ambos son equipotentes, si y
sélo si existe una aplicacion f : A — B que es biyectiva (esto es, una correspondencia uno a uno entre los
elementos de A y los de B).

De esta manera conjuntos “contenidos” en N como pudieran ser el conjunto de los pares o impares tendrian

el mismo cardinal ya que entre N y los ntimeros pares se puede establecer la siguiente biyeccion:

ffN—=P

n e 2n

siendo P el conjunto de los niimeros pares , de igual modo que para los impares (I):

fiN=I

ne—2n—1

También se darfa el mismo hecho para algunos conjuntos aparentemente mas extensos que N, como Z

definiendo f: N — Z como:

fz) =

z—2 :
== six eP,
e

]_ .
5 sizel

O de una manera algo mas complicada para la relacién entre los naturales y los racionales. Definamos los
conjuntos A;={i/j,i € Z}, es decir A; es el conjunto de todos los ntimeros racionales no irreducibles con

denominador j. Entonces es trivial comprobar que:
oo
Q=U 4,
i=1

de manera que la union infinito-numerable de conjuntos finitos es infinito-numerable. Otra forma de

demostracién del mismo hecho ya se vié en la introduccién del presente trabajo.

Definicién 2.1.3. Sea un conjunto X. Se define el conjunto potencia de X (P(X)) como el conjunto de

todos los posibles subconjuntos de X incluyendo el conjunto vacio.
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Es totalmente trivial ver que el conjunto potencia de un conjunto infinito es también infinito puesto que

X estd contenido en P(X).

Definicién 2.1.4. Una particién de X es una familia de conjuntos {4;}"; que cumple las siguientes

condiciones:

Teorema de Cantor:

El conjunto potencia de cualquier conjunto X (P(X)) tiene una cardinalidad estrictamente mayor que
la cardinalidad de X. Concretamente como el ntimero de subconjuntos de k elementos de un conjunto

formado por N elementos viene dado por el nimero combinatorio (]Z ). Entonces es ficil comprobar que:

N
Card(P(X))= (F)=2"

La siguiente hipdtesis fue formulada por Cantor:

Hipétesis del continuo FEl cardinal del conjunto de los nimeros reales es el inmediatamente superior

al cardinal de los niimeros naturales:
2o — N,

Esta hipétesis fue la que animé a David Hilbert a plantear como primer problema en su famosa lista
la propuesta de encontrar una respuesta a la pregunta sobre si habia algin conjunto infinito con una
cardinalidad mayor que la de los naturales pero menor que la de los reales.

En 1940 Kurt Godel demostrd que la hipotesis del continuo era consistente con los principios axiomaticos
de Zermelo-Fraenkel y que estos axiomas no pueden ni confirmar ni desaprobar la hipdtesis del continuo
incluso si el Axioma de Eleccién era tenido en cuenta.

Unos veinte anos después Paul Cohen demostré la independencia de la hipotesis del continuo respecto a
ZF+AE (Zermelo-Fraenkel y Axioma de Eleccién).

Para terminar este apartado nos parece interesante recordar el concepto de relacién de equivalencia y
conjunto cociente ya que aparecen habitualmente en la demostraciéon de diversos resultados relacionados

con la paradoja.

Definicién 2.1.5. Una relacién de equivalencia ~ es una relacién binaria definida en un conjunto X que

satisface las siguientes propiedades:
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s Reflexiva: Ve e X :x ~x
= Simétrica: Ve, y € X,z £ y:x~y = y~ .

= Transitiva:Ve,y,z € X,o #Fy#£zix~yy~z = T~ 2.
Proposicion 2.1.6. Sea el conjunto X. Entonces se cumple:

= 57~ es una relacion de equivalencia en X, entonces el conjunto de clases de equivalencia de X bajo

~ es una particion de X.

w Si P={A;}} | es una particion de X entonces la relacion en X definida por z~y <= = e y estdn en

el mismo subconjunto A; es una relacion de equivalencia en X.

2.2. Unas nociones de teoria de grupos

Definicién 2.2.1. Un grupo es una estructura algebraica formada por un conjunto A no vacio y una ley
de composicién interna (-). La estructura se denota por (A,-). Para que el par (A,-) sea un grupo, se deben

cumplir las siguientes condiciones:

1. La ley u operacién (-) es interna, esto es, para cada par de elementos z e y de A, la composicién

x -y debe ser un elemento de A. Se conoce también como propiedad de clausura.

2. Asociatividad para la ley (-), esto es, para cualquier terna x,y y z debe cumplirse que z - (y - z) =

(z-y) 2

3. Existe un elemento neutro e para -; esto es, para cualquier x de A, se cumple x-e=xye-x =2z

siendo e el elemento neutro. Este elemento neutro es unico.

4. Todo elemento x de A tiene simétrico y; esto es, para todo elemento x de A existe un elemento y tal

que x -y = e = y - x. El elemento simétrico de x es tnico.

Si en la definicién anterior consideramos un conjunto X con una operacién binaria (-) que cumpla 1) y 2)
diremos que (X,-) es un semigrupo y si cumple 1),2) y 3) se le definird como un monoide.

Por ejemplo, es sencillo ver que el conjunto de los nimeros naturales (N.4) es un semigrupo, pero no es
un monoide ya que carece de elemento neutro.

Diremos ademas que el grupo es conmutativo o abeliano si ademas para todo x,y € G se cumple -y = y - x.
Vedmos en primer lugar que un grupo ante todo es un conjunto, pero se va mas alla en cuanto que se
define una operacién entre los elementos de ese conjunto y en la definicién de ese conjunto interviene el
cumplir ciertas propiedades respecto a la operacién definida.

Algunos ejemplos de grupos son (Z.+), (Q.4+), GL(n,R) (grupo de matrices cuadradas n x n con determi-

nante no nulo),... .
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A un subconjunto G’ de un grupo G se le denomina subgrupo si mantiene la estructura de grupo. Si
ademds es invariante por conjugacion, esto es, si Vx € G,y € G',x #y, x-y -2~ € G’ se le denomina

subgrupo normal y se escribe como G’ < G. Es trivial comprobar que si G’ es subgrupo normal, es abeliano.

Definicién 2.2.2. (Grupo resoluble) Un grupo se dice resoluble si existe una cadena de grupos {G;}7-,

tal que:
{le}=GoCG1C--CGr=G
tal que para cada ¢ =0,1...,n — 1:
1. G; es subgrupo normal en Gj41.
2. G41/G; es abeliano.

Por ser un conjunto de transformaciones que utilizaremos mas adelante, pondremos especial hincapié en el
subgrupo SO3(R) que es el conjunto de las matrices reales 3 x 3 ortogonales con determinante 1. Por la

condicién de ortogonalidad , VA € SOs3, se verifica:
AT: A—l

Este subgrupo de simetrias representan el conjunto de transformaciones en R3 llamadas isometrias ya que
conservan la distancia. Las isometrias mds comunes son traslaciones, reflexiones y rotaciones y cualquiera

de sus combinaciones.

Definicién 2.2.3. Dados los grupos (A4,-) y (B,0) se denomina homomorfismo de grupos a la aplicacién
¢: A — B, si verifica que Va € A,b € B,a # b:

d(a-b) = d(a) o 4(b)
Concretamente si el conjunto imagen coincide con el de partida, es decir si ¢:(G,0) — (G,0), entonces ¢ es
denominado automorfismo.
Acciones en grupos

Definicién 2.2.4. (Definicién de accién por la izquierda)

Supongamos que (G, -) es un grupo y X un conjunto. Una accién por la izquierda del grupo G sobre X es
una regla para combinar elementos g € GG y elementos x € X , denotada por g - . Requerimos ademas los

siguientes 3 axiomas:

(1) g-xreEXVgelG,zeX
(2) e-x=xa,VereX
3) g1 - (g2-x)t = (g192)-x Vo € Xy g1,92 € G.
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Ejemplos

Ejemplo 2.2.1. Sea G el grupo de matrices 2 X 2 de la forma:

0 —senf
(cos sen ),QGR

senf  cosl

bajo la ley de composicion dictada por las reglas del producto matricial. Veamos que el grupo de rotaciones
en R%2(SO3(R)) es generado por matrices de este tipo. De tal manera que una matriz del grupo puede
actuar por la izquierda sobre un vector columna y el resultado de la accion es otro vector columna rotado
un angulo 0 respecto al primero en el sentido de las agujas del reloj.

Es trivial comprobar que es realmente una accion de grupo.De hecho la matriz identidad estd en G (
corresponde a 0=0) y su accion se puede interpretar como una rotacién de 0 grados la cual deja invariante
el vector. Por otro lado, es claro que si Ry, Ry €SO2(R) se cumple: Ry - (Ry-x) = (R1- Ra) - x.

Ejemplo 2.2.2. Cada grupo actia sobre si mismo por multiplicacion y por conjugacion. En el primer
caso al ser G un grupo automdticamente cumple las 8 condiciones establecidas en la definicion 2.2.3. En
el sequndo caso, sea la accion definida por la conjugacion, esto es, g-x=gxg~'. Logicamente la primera

1

condicion se cumple, la sequnda también pues e-x=exe =z. Y la tercera también es satisfecha ya que:

g1 - (92%)=g1 (92295 " )=g1 (92295 ' )i ' =(9192)x(g192) ™"
Definicion 2.2.5. Sea una accién A de un grupo G sobre un conjunto X. Se dice que A es libre si Va € X,

g € G se verifica g - x = <= g = e (siendo e el elemento neutro del mismo grupo).

Ejemplo 2.2.3. Si consideramos el grupo de las rotaciones actuando sobre la esfera de inmediato, se
comprueba que cualquier rotacion de un dngulo 6 respecto a un eje no es libre pues existen dos puntos
fijos llamados polos pertenecientes al eje de la rotacion. Si suponemos una esfera de radio 1 centrada en

(0,0,0) y consideramos la rotacion de un dngulo 0 alrededor del eje Z:

cos@ —senf O 0 0
senf cosf 0 0| =
0 0 1 +1 +1
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Definicién 2.2.6. Sea GG un grupo y un conjunto X sobre el que actia por la izquierda. Dado x € X se

define la 6rbita de x como el siguiente conjunto:
O,={g-z|g€G}
Es trivial ver que z € O,.

Definicion 2.2.7. Supongamos que G es un grupo actuando por la izquierda sobre un conjunto X.

Entonces si € X, se define el estabilizador de z,Estab(G(x)), como:
Estab(G(x)) ={g € G| g -z ==z}
Trivialmente si la accién es libre Estab(G(x))=e.

Proposicion 2.2.8. Supongamos que un grupo G actia por la izquierda sobre un conjunto X. Entonces

el conjunto de las distintas orbitas Oy de G sobre X forman una particion de X.

Demostracion

Claramente z € Oy, pues x = 1-z,Vx € X. Luego X € |J O,. A continuacién veremos que para
zeX
rye X,o#y = 0, N0y =0. Sea z € O, N O, # 0. Entonces por pertenecer z a Oy, existe g € G tal

que z = gz. Por el mismo argumento, por pertenecer a O, existe ¢’ € G tal que z = ¢'y, luego:

— —1
gr=gy = z=_(9) 'gy,y=(¢) gz

Luego x € Oy,y € O, = O, =0,

Grupos libres

Definiciéon 2.2.9. Un grupo F se dice libre si hay un subconjunto H de F', tal que todo elemento de F

puede escribirse de manera tnica como producto de finitos elementos de H y sus inversos.

Utilizaremos el conjunto, finito o infinito, H = a1, as, ..., a, como la base de nuestro grupo libre F'. A este

conjunto a veces se le denomina alfabeto y a los elementos se les denomina generadores.

Una palabra en F' es una secuencia finita de elementos que se puede escribir como:
{a1%a2...alr | a; € F,e; € Z\0}

Sea w una palabra de la forma definida anteriormente. A n se le denomina la longitud de la palabra y se

designa por | w |.

Una palabra se dird reducida si no contiene una subpalabra de los tipos {aiai_l, ai_lai}, es decir si a; y

a;~! nunca son adyacentes.
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Si X C G entonces cada palabra del grupo w = a1'a2...a;* determina un tnico elemento de G que es

igual al producto a;“ a2 ...a;* de los elementos a;.

A continuacién comentaremos la operacién de reduccién la cual permite obtener una palabra reducida a
partir de una palabra arbitraria.
Una reduccién elemental de una palabra w consiste en eliminar una subpalabra del tipo aiai_l(ai_lai) de

w.

Una operacién de reduccién sobre una palabra w consiste en la aplicaciéon de una sucesién de operaciones

de reduccién elemental a w:
w1 — We... — Wp,

En general, puede haber diferentes reducciones posibles de una palabra w. No obstante todas las posibles

reducciones finalizan con la misma palabra reducida.
Ejemplo 2.2.4. Sea la palabra w = ajazas ‘agasas ‘as, y sea la reduccion \; que reduce un par a;a; ~'.
Entonces:
A2 -1 A4
w—rai1a3a4a4 “a5—>a10305

1

A4 _ A2
w—rai1a2a2 ~a3a5—>a10305

Sobre el conjunto de palabras reducidas en F' se puede definir la acciéon por la izquierda de una palabra

w=a1 ax!...a;r sobre otra w'=a;" agél...afln de la siguiente forma:
ww' = a1 as...afray " axd ...alm

Es importante tener en cuenta que se puede dar el caso de que siendo w y w’ reducidas ww’ no lo sea. El
caso genérico es cuando w = wiwy y w=ws " 'ws. En este caso, el resultado de la accién queda definido

como:
ww' = wiws

Es importante destacar que en un grupo libre existe un conjunto generador X de G tal que toda palabra
reducida no vacia compuesta por elementos en X define un elemento no trivial de G.

En el contexto anterior, a X se le denomina base libre de G. De la definicién se deduce que todo elemento
de un grupo libre generado por X puede ser definido por una palabra reducida. Es mas, diferentes palabras

reducidas definen elementos diferentes de G.

Teorema 2.2.10. Existe un isomorfismo entre grupos libres si el cardinal de sus bases es el mismo. A ese

cardinal se le denomina rango del grupo libre.
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Un grupo especial. Grupo de las rotaciones

Aunque ya las introdujimos anteriormente, vamos a hablar en este apartado un poco méas extensamente del

subgrupo de rotaciones SO3(R) perteneciente al grupo de isometrias del espacio tridimensional euclideo
(G3(R)).

Definicién 2.2.11. Una transformacion ortogonal f en un espacio euclideo U es un endomorfismo que

preserva el producto escalar:
[(&)- f§) =2 -§gVE,geU

Es inmediato ver que las transformaciones ortogonales conservan también la distancia entre dos puntos pues
la distancia euclidea se define en funcién del producto escalar habitual. A este tipo de transformaciones se
les conoce también como isometrias o movimientos rigidos y se denota como G(n). Si nos circunscribimos
al espacio euclideo en 3 dimensiones (R?), una isometria del espacio es cualquier traslacién, reflexion y
rotaciéon y sus posibles combinaciones. Las rotaciones ademas son un tipo de isometria que conserva la
orientacion.

La representacién de una isometria en R? generalmente suele ser una matriz ortogonal de dimensién 3 x 3

cuya inversa es igual a su traspuesta, esto es:
AT — A1
De esto se deduce que det(A) = +1 puesto que, por las propiedades de los determinantes, tenemos:
det(AT)=det(A) ; det(A~1)=1/det(A)
luego:
det(A)=1/det(A) = det(A) ==%1

Proposicién 2.2.12. El conjunto de las isometrias del espacio euclideo R3 (G3) tiene la estructura de

grupo.

Sean A, B subconjuntos de R3. Se dice que A y B son congruentes si existe una isometria Z tal que
Z(A)=B.
A partir de este momento nos centraremos en el estudio especifico de las rotaciones y mencionaremos

algunas de sus propiedades.

Definicién 2.2.13. Una rotacién R en un espacio euclideo es una isometria que deja al menos un punto

fijo.

Concretamente, si consideramos R3, el conjunto de puntos fijos determina una recta (eje de la rotacién).
Las rotaciones conservan la distancia entre los puntos y su orientacién. Esto tltimo se deduce de que si R

es una rotacién, det(R) = +1 (lo cual le convierte en una transformacion directa).
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Teorema 2.2.14. Una matriz 3 X 3 describe una rotacion alrededor de algin eje que pasa por el origen st

y sélo st es ortogonal y tiene determinante 1.

Demostracién

—)

Primero demostraremos que cualquier matriz de rotacién R es ortogonal con determinante | R |= 1. Sea [
el correspondiente eje de rotacién y @ el angulo de rotacién alrededor del eje. Sabemos que una rotacion al
ser isometria, conserva el producto escalar de dos vectores, luego si 01,05 son dos vectores de R3 se debe

cumplir:
(Roi)" - (Rvz) =0 - 03
Luego:
01T (RTR — I343)0%
Como 91,73 han sido elegidos arbitrariamente, se tiene:
RTR — I3=0
Luego RTR = I3 y por lo tanto R es ortogonal. Ademaés:
det(RTR) = det(R")det(R)=(det(R))*=1
por lo que det(R)== 1. Pero como una rotacién conserva la orientacién det(R)=%# -1, luego det(R)=1.

)

Supongamos que R es una matriz ortogonal con determinante 1. Queremos demostrar que representa
una rotacién . Primero demostraremos que existe un vector 4 tal que Riu=1u.Este vector estara en el eje
de rotacion. Bastara con demostrar que la matriz R tiene un autovalor 1, lo cual es verdad si y s6lo si
det(R — I3) = 0. Por lo tanto:

det(R — I3)=det(R — I3)=det(RT R — RT)=det(I3 — RT)=det(I3 — R)T=det(I3 — R)=-det(R = I3)

Luego det(R — I3)=0. A continuacién mostraremos que el plano que contiene el origen y es ortogonal a @
se transforma en si mismo bajo la rotacion. Consideremos un vector arbitrario en este plano [ ,es decir,

[T . @=0. El vector Rl es ortogonal a u ya que:

—

(RD)Tw=I" RT Ri=IT Ii=ITi=0

Luego finalmente el producto escalar de dos vectores es invariante bajo la transformacion porque R es

ortogonal y por lo tanto las longitudes de v y v3 y el dngulo entre ellos son conservados al aplicar R.
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Representacién basica de una matriz de rotacién

Las siguientes matrices de rotacién realizan rotaciones de vectores de angulo 6 en el sentido horario
alrededor de los ejes X, Y, o Z, en R3:

1 0 0
R,(0)=10 cosf —senf

0 sen@ cosf

cos 0 —sen 0

sen@® 0 cos b

cos —sen 0
R.(0)=]sen® cosf O
0 0 1

Aunque las representaciones anteriores son las méas conocidas, solo representan un caso bastante particular
que es aquél en que los ejes de rotacién coinciden con los ejes de la base ortonormal utilizada para describir
el propio espacio. Se puede demostrar que la formula de la matriz de rotaciéon para una rotacién genérica

de dngulo 6 alrededor de un eje 7i(n1, ng, ng) viene dada por la conocida férmula de Rodrigues:
R;j (7, 0)=co0s86;;+(1-cosh)n;n -sinbe;;,ny

donde d;; y €51 son dos conocidos objetos tensoriales: la delta de Kronecker y el simbolo de Levi-Civita
respectivamente.

A continuacién estudiaremos los autovectores y autovalores de una matriz de rotacién genérica en R? los
cuales nos darén informacién sobre la misma rotacién. Trabajaremos con la matriz de rotacién R, ().
Podemos hacer esta eleccion dado que es demostrable que el conjunto de autovalores de cualquier matriz
es invariante frente a cualquier cambio de base. Realizando un sencillo calculo, obtenemos el polinomio

caracteristico de R (6):
(1 — N)[(cost) — \)? + sin?0] = 0
La resolucién de la ecuacién anterior nos proporciona:

A1=1)0 = ew,)\g = e_ie, 0<o<nw
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El valor A1=1 corresponde al subespacio invariante correspondiente al eje de rotacion y los valores complejos
representan el subespacio de dimensién 2 correspondiente al plano que pasa por el centro de la rotaciéon y
es perpendicular al eje de la misma.

Podemos obtener un resultado importante sobre las rotaciones gracias al estudio de los anteriores autova-

lores.
Proposicion 2.2.15. Dos rotaciones Ry, Ro conmutan si y sélo si representan rotaciones alrededor del

mismo eje.

Demostracién
Consideremos dos rotaciones en el mismo eje Ri=R(7,01), Ro=R(7i,02). Al tener el eje de rotacién en

comun, el autovector correspondiente al autovalor A=1 es comuin. Es decir:

Ry

3

S

Es sencillo deducir que el caso general es que en R? los movimientos de rotacién no suelen conmutar. Este
hecho es importante porque permite la formacién de grupos libres de rotaciones con méas de un generador,

lo cual jugard un papel esencial en el desarrollo de la demostracién de la paradoja que se verd més adelante.

2.3. Una breve introduccion a la teoria de la medida

Introduccién histérica

La idea de medida es un concepto cuyos origenes histéricos se remontan a hace mas de 4000 anos con la
necesidad del célculo de longitudes, areas y voliimenes en campos diversos. En el denominado Papiro de
Mosct, que data del ano 1890 a. d. C. y es el documento mas importante sobre matematicas del Antiguo
Egipto ya aparece el planteamiento y la resolucion del problema consistente en calcular el volumen de un
tronco de una piramide cuadrangular. Por supuesto en el mas famoso libro de geometria de la antigiiedad,
los Elementos de Euclides aparecen también teoremas sobre areas y volimenes y es donde por primera vez

se utiliza la palabra medir.

Distintas aportaciones se van sucediendo posteriormente hasta que en la década de 1880 George Cantor
propone la primera definicion de medida de un conjunto acotado en R"™. También Harnack proporciona

una definicién similar pero en R.
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Segun estas definiciones una de las propiedades que caracterizaba a la medida era su aditividad, esto
es, que si A,B son tales que AN B =() entonces p(A U B) = p(A) + p(B). Sin embargo de las mismas
definiciones surge la equivalencia entre la medida de un conjunto y la de su clausura. Esto originaba un
problema con cierto tipo de conjuntos. Si se aplica esta ultima equivalencia a los conjuntos A = QNI0,1] y
B = (R\Q)N[0,1] (teniendo en cuenta que A = B = R) tenemos:

p(AU B) = p(A) + p(B) = u(A) + pu(B) = 2p(R N [0, 1])

Pero por otro lado como AU B=[0,1] = p(A U B) =1 lo cual es una contradiccién.
El desarrollo de las aportaciones que van surgiendo a partir de este momento se centran en intentar ampliar

la nocién de conjunto medible a una familia cada vez mayor de conjuntos.

En 1892 Camille Jordan, basdndose en ideas ya propuestas unos anos antes por Giuseppe Peano, propone
dos tipos de medida de un conjunto, medida exterior e interior, definiendo conjunto medible como aquellos
conjuntos para los cuales ambas medidas coinciden. Sin embargo esta medida contintia no ofreciendo una

solucion para la medida de conjuntos como los racionales.

Unos afios més tarde, Emile Borel extiende la idea de conjunto medible a cualquier conjunto que se pueda
formar con conjuntos abiertos mediante ciertas operaciones (unién e interseccion finita o infinito-numerable,
complementariedad,..). Dentro de este nuevo contexto demuestra que QN[0,1] se puede expresar como una
unién infinito numerable de conjuntos abiertos cuya medida individual tiende a cero.

De esta manera la medida introducida por Borel también verifica que es numerablemente aditiva,es decir:
[o.¢] (o.)
n(U Ai) = > A
i=1 i=1

Esta extension introducida por Borel permitié a Lebesgue introducir la medida que lleva su nombre y que
es la medida més ampliamente aceptada y utilizada desde entonces. Parte de la nocién de volumen de un

rectangulo n-dimensional y amplia este concepto por medio del teorema de Hahn-Kolmogorov.

A pesar de esta evolucion en el desarrollo de la idea de medida para tratar abarcar cada vez mas conjuntos,
cabe destacar la existencia de conjuntos que continian sin ser medibles, no medibles Lebesgue, como el

conjunto de Vitali del cual hablaremos al final de este apartado.

Conceptos relacionados

Definicion 2.3.1. Sea X un conjunto arbitrario. Una familia A de subconjuntos de X es un algebra en
X si:

1. Xe A

2. Para cada conjunto A que pertenece a A, el conjunto A¢ pertenece a A.
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n
3. Para cada secuencia finita A1, ..., A, de conjuntos pertenecientes a A, el conjunto |J A; pertenece a

=1
A.

Si trasladamos la misma definiciéon a la combinacién de conjuntos infinitos,obtenemos la definicion de

o—algebra:

Definicién 2.3.2. Sea X un conjunto arbitrario. Una familia A de subconjuntos de X es una o—algebra

en X si:
1. Xed

2. Para cada conjunto A que pertenece a A, el conjunto A¢ (X\A) pertenece a A.

o
3. Para cada secuencia finita A1, ..., A, de conjuntos pertenecientes a A, el conjunto |J A; pertenece a
i=1

1=
A.
Veamos que si se tienen en cuenta las leyes de Morgan para Ay, ..., A, € X, se verifica:
o0 o0
X\<-U1 Aj) = ,ﬂlX\Ai
1= 1=

Luego de los apartados b) y ¢) de la Definicién 2.3.2 se deduce que para A, ..., A € A, c—4algebra:

)

[o.¢]

N A, e A

=1

De igual manera podemos decir que si A es un algebra y A4, ..., A, € A, entonces:

)

A A, e A
=1

Por otro lado, es trivial ver que toda o—algebra es un algebra.

Ejemplos
Ejemplo 2.3.1. Sea un conjunto X. El conjunto potencia de X (P(X)) es una o—dlgebra.

Ejemplo 2.3.2. Sea un conjunto X y sea A la familia de todos los subconjuntos A de X tal que A o A® es

numerable. Entonces A es una o—dlgebra.

Ejemplo 2.3.3. Sea A la familia de todos los subconjuntos de R que son uniones finitas de intervalos de
la forma (a, b/, (a, +00) 0 (—00, b]. En la definicion del propio conjunto ya se puede ver que cumple la
condicion de que las uniones finitas de conjuntos pertenecientes a A pertenecen a A. De igual modo es
muy sencillo ver que las intersecciones finitas de conjuntos de A también estin en A y el conjunto vacio
estd en A ya que es la union de una coleccion vacia (por tanto finita) de intervalos. Por todo lo anterior A
es un dlgebra sobre R. Sin embargo veamos que A no es una o—dlgebra ya que los subintervalos abiertos
acotados de R, aunque pueden ser descritos por uniones finitas de intervalos pertenecientes a A, ellos

mismos no pertenecen a A.
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Ahora utilizaremos las definiciones anteriores para introducir una familia importante de o—4&lgebras: la
o—algebra de Borel en R" generada por la familia de subconjuntos abiertos de R™ y la denotaremos por

B(R™).

Proposicién 2.3.3. La o—dlgebra B(R) de los subconjuntos Borel de R es generada por la siguiente

familia de conjuntos:

a) La familia de todos los subconjuntos cerrados de R.
b) La familia de todos los subintervalos de R de la forma (oo, b/.

¢) La familia de todos los subintervalos de la forma (a, b].

Demostraciéon

Sea B1,Bs y Bs las o—algebras generadas por los conjuntos a los que se hace referencia en los apartados
a), b) y ¢) respectivamente. Demostraremos que B3C B2C B1C B(R),y por lo tanto B3C B(R). Ya que
B(R) contiene la familia de los subconjuntos abiertos de R por ser o—algebra y por ser los subconjuntos
cerrados complementarios de los abiertos, también contiene a éstos ultimos, esto es, By. Los conjun-
tos de la forma (oo, b] también son cerrados y por tanto también pertenecen a By ( B2C Bi). Y como
(a,b] = (00, b] N (R\(—00,a]) los conjuntos de esta forma pertenecen a Ba. Luego B3C Bs. Finalmente,
observamos que todo intervalo abierto de R es la unién de conjuntos de la forma (a,b] y que la unién

de conjuntos abiertos es un conjunto abierto. Luego cada abierto de R pertenece a B3 y por tanto B(R)CBs.

Ampliaremos la definicién anterior a B(R"™).

Proposiciéon 2.3.4. La o-dlgebra B(R™) de los subconjuntos Borel de R™ es generada por la siguiente

familia de conjuntos:

a) La familia de todos los subconjuntos cerrados de R™.

b) La familia de todos los subintervalos semicerrados en R™ que tienen la forma {(z1,...,xn) : 2; < bj,i =

1,...n} para algin indice i y b; € R.
¢) La familia de todos los rectingulos semicerrados de la forma {(x1,...,xn) 1 a; < x; < bj,i =1,..n}

La demostracién es similar a la utilizada anteriormente para R. De hecho la o-algebra generada por
los conjuntos del apartado ¢) esta incluida en la o-dlgebra generada por los conjuntos del apartado b)
considerando diferencias entre los conjuntos de esta ultima o-algebra. De igual manera cada uno de los
rectangulos del conjunto del apartado ¢) puede obtenerse a traves de intersecciones de conjuntos de la

familia del apartado b).

Definiciéon 2.3.5. Sea X un conjunto y A una o-dlgebra en X. Una medida en A es una funciéon

p:A—[0,400) que satisface:
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a) p(0)=0.

[e.9]

[e.°]
b) u(U A;) = Y u(A;) para toda familia infinita {A;} de conjuntos disjuntos dos a dos pertenecientes a
i=1 =1

A.

La segunda propiedad indica que p es numerablemente aditiva.
De igual manera podemos definir una medida finitamente aditiva sobre el dlgebra A ( no tiene por qué ser
una o-algebra) como una funcién p con dominio en A y recorrido en [0,+00) que satisface u(0)=0y es

finitamente aditiva, esto es:

para toda familia finita de conjuntos disjuntos pertenecientes a A. Claramente toda medida numerablemente
aditiva es finitamente aditiva.
Si existe un conjunto X, siendo A una o-dlgebra definida sobre el mismo y p una medida en A, entonces a

(X, A,pn) se le denomina espacio de medida.

Ejemplos

Ejemplo 2.3.4. Sea X un conjunto y A una o-dlgebra sobre X . Sea la funcidén:

n(A) =

{n, si A es un conjunto finito con cardinal n

00 si A es un conjunto infinito

con A €X

La funcion asi definida es una medida sobre A.

Ejemplo 2.3.5. Sea X un conjunto que tiene al menos dos miembros y A la o-dlgebra que consta de

todos los subconjuntos de X . Definamos la funcion:

0 si A=10
M(A):{ .
1 si A#0

con A €X.
En este caso p no es una medida, e incluso no es finitamente aditiva. Veamos que si A1, As€X, u(A1UA2)=1
y sin embargo u(Ay) + pu(Az))=2.

A continuacién veremos ciertas técnicas para construir medidas lo cual nos servird para construir la medida

de Lebesgue en R™.
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Definicion de medida exterior

Sea X un conjunto y sea P(X) la familia de todos los subconjuntos de X. Una medida exterior en X es

una funcién p*: 4—1[0,4+00) tal que:

2) 1 (0)=0.
b) Si A AC BC X, entonces pu*(A) < p*(B).

o.¢]
c) Si {A,} es una sucesién numerable de subconjuntos de X, entonces p*(|J 4;) <
i=1 i

8

w*(A;) (medida
1

numerablemente subaditiva).

Aunque una medida puede no ser una medida exterior se puede demostrar que para toda medida exterior
p* en X hay una o-algebra M, (X) tal que la restriccién de p* a M, (X) es numerablemente aditiva y

por lo tanto una medida.

Ejemplos

Ejemplo 2.3.6. Sea X un conjunto y P(X) su conjunto potencia. Sea la funcion:

. 0 si A=1
u(A)Z{ .
1 si A#0

En este caso pu* es una medida exterior

Ejemplo 2.3.7. Sea X un conjunto y P(X) su conjunto potencia. Sea la funcion:

p'(A) =

0 st A es un conjunto finito
1 si A es un conjunto infinito

Obviamente p* no es una medida exterior pues no es numerablemente aditiva.

Definicion de intervalo n-dimensional

Un intervalo n-dimensional es un subconjunto de R” de la forma I; X - - - x I, donde I, ...., I}, son intervalos

de Ry I x---x I, viene dado por:
L x o x L,={(z1,...,2p) ER" 1 z; € [;;i = 1,..n}

Es importante comentar que los intervalos I; x - - - x I, (y por lo tanto el intervalo n-dimensional I; x - - - x I;)
pueden ser abiertos, cerrados o ni abiertos ni cerrados. El volumen del intervalo n-dimensional I1 x - - - X I,

es el producto de las longitudes de los intervalos Iy, ..., I,, y se denota por vol(I; X --- x I,).
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Definicion de medida exterior de Lebesgue

Sea un subconjunto A de R™ y sea C4(X) el conjunto de todas las secuencias numerables tales que AC |J X;,
i
se define medida exterior de Lebesgue de A |y se denota por A*(A4), como el infimo del conjunto:

{Z vol(X;) : {Xi} € Ca(X)}
Introduciremos ahora la definicién de conjunto medible Lebesgue.

Definicién de conjunto medible Lebesgue (en el sentido de Carathéodory)

Sea X un conjunto y sea A\* la medida exterior de Lebesgue definida sobre X. Un subconjunto B de X es
A*-medible (medible Lebesgue) si:

A (A)=X*(ANB)+\* (ANB°)

para todo subconjunto A de X. Luego dado un conjunto medible A, A(A) = A*(A) es la medida Lebesgue
de A.

Se puede demostrar que todo subconjunto Borel de R™ es medible Lebesgue, de hecho a la restriccion de la
medida exterior de Lebesgue a {B(R"™)} se le denomina medida Lebesgue. Ademés la medida de Lebesgue
es la tnica en (R™,B(R™)) que asigna a cada intervalo n-dimensional del modo anteriormente descrito su

volumen.

Proposicion 2.3.6. La medida de Lebesque en R™ es invariante por traslaciones, esto es, si x € R" y A

C R", entonces:
N (A)=\"(A+x)

Pudiera parecer que la medida Lebesgue es la medida més completa y que la familia de los conjuntos
medibles Lebesgue pudiera abarcar todos los conjuntos de R™ pero no es asi. A continuacién describiremos
dos conjuntos importantes, el primero porque proporciona un resultado hasta cierto punto paraddjico y el

segundo porque es un ejemplo de un conjunto no medible Lebesgue.

Conjunto de Cantor

Seguidamente describiremos los pasos en la construccién de este conjunto. Llamemos A al intervalo de R

[0,1]. El intervalo A; se obtendra de Ay eliminando el intervalo (1,%) obteniendo 4;=[0,3]U[2,1]. Para

obtener Ay de igual manera dividimos en 3 cada uno de los intervalos en que se divide A; y eliminando su

intervalo central, proporcionando A3=[0,§]U[2,2U[2,Z]U[3,1]. Si continuamos este procedimiento, observa-
mos que A, es la unién de 2" intervalos disjuntos de igual longitud, (%)” cada uno. Luego finalmente el

[ee]
conjunto de Cantor es A= [ A,.
n=1
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I — —— R
| — I b —
o = = —

Intuitivamente podemos observar que el conjunto de Cantor finalmente contendré todos los puntos frontera
de los intervalos que se han ido generando en los infinitos pasos de su construccion:

01212781 2 781278
73737979297297272 272979792979 9"

Si{d; :i=1,...,00} es una secuencia infinita de ceros y unos, entre el conjunto de todas las posibles
secuencias a; (llamémoslo D) y el conjunto de Cantor se puede construir la biyeccién f:D—A definida por:
o 2d;

i
i=1 3

Como la cardinalidad del conjunto D es la del continuo, entonces la cardinalidad del conjunto de Cantor

es la misma.

Proposicion 2.3.7. El conjunto de Cantor es un conjunto con la cardinalidad del continuo y con medida

Lebesgue cero.

Demostracion

El primer hecho ya se ha demostrado antes. Por otro lado veamos que para cada A, )\(An):(%)”. Luego

)\(An)g(%)" Vn y por lo tanto: A(A)=\( F]o An)=0
n=1

Conjunto de Vitali(AE)

Definamos una relacién ~ para x,y en R de tal manera que x ~ y si  —y es racional. Es sencillo comprobar
que cumple las tres propiedades de las relaciones de equivalencia (reflexiva, simétrica y transitiva). Cada
clase de equivalencia tendra la forma Q + x para algtin x y serd densa en R.

Como las clases de equivalencia son disjuntas y cada una tiene interseccién no vacia con el intervalo (0, 1),
utilizando el Axioma de Eleccién formaremos un conjunto R que contenga un elemento (representante) de
cada clase de equivalencia. Demostraremos que ese conjunto es no medible Lebesgue.

Sea r,, el conjunto de los nimeros racionales en (—1,1) y para cada n sea R, = R + r,. Demostraremos

que:
a) los conjuntos R, son disjuntos

b) U R C(-1,2)
=1
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¢) (0,1) C 'Ql R,

Para demostrar a) veamos que si R; (| R; # () entonces hay elementos r, 7’ tales que 7+ r; = 1’ + r; luego
r ~ r’ lo cual implica r = 7’. b) se deduce de que R C (0,1) y de la definicién de r,. Para demostrar
¢), sea x un miembro de (0,1) y sea r el miembro de R tal que r ~ x. Es claro que r — x es racional y
pertenece a (0,1). Supongamos que R es medible Lebesgue. Asi como cada R, es medible y por ser la

medida Lebesgue numerablemente aditiva se tiene:

La invariancia traslacional de la medida Lebesgue también implica por otro lado A(R,,)=A(R). Luego
n n

si A(R)=0 , entonces p(J R;) = 0, en contradiccién con c), pero si A(R) # 0 entonces u( |J R;) = 400
i=1 i=1

hecho que contradice el a_partado b).

Deducimos finalmente que R no es medible Lebesgue.
Como hemos mencionado, en la demostracion de la existencia del anterior conjunto se ha utilizado la

posibilidad de construirlo utilizando el Axioma de Eleccién.

En este sentido, en los afios 70 el mateméatico americano Robert M. Solovay elaboré un modelo en el
que utilizando todos los principios axiométicos del sistema Zermelo-Fraenkel, a excepcién del Axioma de

Eleccién, demostré que todos los conjuntos de R™ son medibles Lebesgue.
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Capitulo

la Paradoja de Banach Tarski

3.1. Conjuntos paraddjicos

Comenzaremos con una definicién formal que nos propone la idea de duplicar un conjunto usando ciertas

transformaciones.

Definicion 3.1.1. Sea GG un grupo que actiia sobre un conjunto X y supongamos E C X un subconjunto
no vacio de X. Diremos que E es paraddjico respecto a G si existen m,n enteros positivos tales que para

subconjuntos disjuntos dos a dos de E, Ay, ..., Am, B1,..., Bn, ¥ 91y vy G,y P14 ..., by € G tenemos que:
m n
E= }Ulgi(Ai)’E - U h;(B;)
1= 1=

Informalmente hablando el conjunto E consta de dos subconjuntos disjuntos A;, B; cada uno de los cuales
pueden separarse y reordenarse mediante G generando todo E. Veamos que los conjuntos que pueden
hacer que E sea G-paradéjico ( g;(A4;), h;(Bj) y Ai, Bj) pueden ser elegidos de manera que los conjuntos
{9i(A;),h;j(Bj)} vy {AiUBj} sean cada uno particiones de E. Para el primer caso s6lo hay que sustituir
A;, Bj por conjuntos mas pequefios para asegurar la disyuncién por pares de g;(A;), h;j(B;). Sin embargo

la demostracién del segundo caso es algo mas complicada y la veremos méas adelante.

Podemos ampliar la definicién anterior permitiendo la utilizacién de conjuntos numerables de piezas.
Esto es, se dird que F es numerablemente paraddjico si existen dos familias de subconjuntos disjuntos de
E{A}2]  ABi}ooy v {9itiny, {hi}ieq€ G tal que se verifica:

Es claro que todo conjunto finitamente paraddjico es numerablemente paradéjico. Si tenemos que E es

finitamente paradéjico respecto a {A;}.=7 , {B:}:=", v {9:}5°, {hi}3°€ G, basta elegir:

=1
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=0 U U o

i=m-+1
/0O n o0
{Biyy ={U{Bi}} U{ U {0}}
i=1 i=n-+1
entonces F es numerablemente paraddjico:

£= U (4.2 = U hy(B)

1=

Observando estas definiciones y particularizando a acciones de grupo que son isometrias, es sencillo

m n
comprobar dénde esté lo paradéjico ya que, por un lado, como E O (U 4;) U(U Bi):
i=1 i=1

u(B) 2 3 ) + 5% ()
Pero:
H(E) = 5% p(ai(4) = 32 phi(Bu)) = 32 p(d) = 3. p(B)

Como ya mencionamos en la introduccion del presente trabajo en la demostracion de la paradoja de
Banach-Tarski y en la demostracién de que otros conjuntos son paraddjicos suele ser habitual emplear el
Axioma de Elecciéon. A partir de este momento cada vez que se exponga una demostracién en la que se
utilice este Axioma, lo indicaremos con el acrénimo AE.

Veremos a continuacién ejemplos de conjuntos paraddjicos.

Ejemplos

Ejemplo 3.1.1. El conjunto de los numeros naturales N es G-paraddjico siendo G el grupo formado por

las biyecciones g: N—N

Ejemplo 3.1.2. Un grupo libre F' de rango 2 es F-paradojico, donde F actia sobre si mismo mediante la

multiplicacion por la izquierda.

Demostracion
Supongamos que o, 7 son generadores libres de F. Si p es igual a o 1,7 1 sea W(p) el conjunto de

+1 %1 v que comienza por la izquierda

elementos de F' cuya representacion es una palabra formada por o
con p.

Entonces F = {e} UW (o) U W(o™!) U W(r) U W(7 1) y estos subconjuntos son disjuntos por pares .
Veamos que si h € F\W (o), entonces ¢ ~h € W(o~1) y por lo tanto h = o(c71h) € cW (o~ }). El mismo

razonamiento podemos utilizar para g € F' \W (7). Luego finalmente:
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W(@)UoW(o)=F y
W(rurWw(rhH=F

Es conveniente observar que la demostracién anterior utiliza cinco piezas. Mas adelante (ver Teorema

3.5.2) se encontrard una particién del mismo grupo libre en cuatro piezas.

Ejemplo 3.1.3. Un semigrupo libre S C I, con generadores libres o y T, contiene dos conjuntos disjuntos

Ay B tales que 60S = A y 7S = B, luego es F-paraddjico.

Demostracién
Sea A el conjunto de palabras en 0,7 (sin inversos) cuyo término mas a la izquierda es o y B el conjunto
cuyo primer término es 7 . Entonces 0S = Ay 7S = B. Si S pertenece al grupo F' , entonces S es un

subconjunto paradéjico del grupo porque o~ H(A) = S = 771(B) siendo o171 € 5.
A continuacién mencionaremos algunos ejemplos de paradojas geométricas:

Ejemplo 3.1.4. Hay un subconjunto paraddjico no vacio en el plano R?.

La demostracion se realizard en dos pasos (Teorema 3.1.2 y Proposicién 3.1.3):

Teorema 3.1.2. Ezisten dos isometrias, p,7, de R?> que generan un subsemigrupo libre de Gy. Ademds, p
y T pueden elegirse de modo que para dos palabras cualesquiera w1 y wo en p , T, que tienen términos mds

a la izquierda p, T, Tespectivamente, w1(0,0) # ws(0,0), siendo (0,0) el origen en R?.

Demostracion

9 sea trascendente. Se puede demostrar que hay una cantidad infinita numerable

Elijamos 6 de forma que €’
de niimeros algebraicos en el circulo unidad, luego tal 6 existe.

Entonces sea p la rotaciéon de angulo 6 (pz = €¥2) y que 7 sea la traslacién por (1,0) (z = z+ 1). Sélo
necesitamos demostrar que p y 7 satisfacen la segunda afirmacién,esto es, w1(0,0) # w2(0,0). En el caso
w1 = we , siendo w; y wy palabras distintas del semigrupo y si una de ellas es (la identidad o) un segmento
inicial de la otra, entonces la cancelacién por la izquierda genera w’ = e(elemento neutro) para una palabra
no trivial w’. Pero entonces w'T(0) = 7(0), y w'a(0) = o(0) , contradiciendo la segunda afirmacién en
cualquier caso. En el caso de que ninguna de las dos sea un segmento inicial de la otra, entonces la
cancelacion por la izquierda da lugar a wy y ws , que son iguales en (G2 pero tienen diferentes términos
izquierdos.

Luego, supongamos que wy = 791 p72..7Im v wy = 7F1pk2 7k donde m,l > 1 y cada exponente es un
nimero entero positivo. Como p(0) = 0 (ya que partimos de que al menos una de las palabras no actia
trivialmente), es correcto asumir que w; y wy terminan ambas en una potencia de 7 a menos que wy sea

simplemente p*1. Luego:
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= w1 (0)=j1 + jgujz + j5uj2+j4 NI j5uj2+j4+---+jm—1

n wo(0)= kouMt + kyubtths 1 4 gukitks AR =0 (si wy=ph)

Si wi(0) = wa(0), estas dos expresiones pueden restarse y se obtiene un polinomio no constante con

coeficientes enteros que se hace cero para el valor e, pero esto contradice la eleccién de 6.

Proposicion 3.1.3. Sea un grupo G que actia sobre X y que contiene a p y T y sean dos palabras

cualesquiera wi,w2 en T y p comenzando por T y p respectivamente. St se verifica:
W1 = WX

Entonces hay un subconjunto G-paraddjico no vacio de X.

Demostracion

Sea S el semigrupo de G generado por p y 7 y sea E la S-6rbita de X (es decir el conjunto {g-x | g € S}).
Entonces 7(E)C E'y p(E)C E'y como, por hipétesis, Twjz = pwhz siendo w) y wh dos palabras cualesquiera
pertenecientes a S, entonces 7(FE) N p(E) = 0. Como p~'(p)(E) = E = 7~ (7)(E), esto demuestra que es
G-paraddjico.

Ejemplo 3.1.5. (AE) La esfera 2-dimensional S' es numerablemente SOq-paraddjica. Sea la relacion de
equivalencia que establece que un punto de S' es equivalente a otro punto de S' si existe una rotacién que
lleve el primero al seqgundo con dngulo miltiplo racional de 2. Formemos el conjunto M formado por
un representante de cada clase de equivalencia conforme a la relacion de equivalencia anterior. Como los
numeros racionales son numerables, el conjunto {p;};2, formado por las rotaciones antes mencionadas son
numerables también. Es sencillo comprobar que {M;}2, = {pi(M)}2, es una particion en S y ademds si
tenemos M;, M;, i # j existe una rotacion de angulo miltiplo racional de 27 que lleva de M; a M;, luego
son congruentes. Ya hemos visto en el capitulo anterior que existe una biyeccion de los numeros pares en

los naturales, luego podemos rotar todos los {M;} con indice i par hasta cubrir todos los {M;},i € N. q e d.

La proposicion que se expone a continuacion y lo expuesto en el Ejemplo 3.1.2 serdn claves en la demostracion
de la paradoja de Banach-Tarski sobre S?. Mis adelante como primer paso hacia la demostracién,
encontraremos un grupo libre basado en rotaciones SO3 que es paradéjico respecto a si mismo y cuya
acciéon es libre sobre toda la esfera menos un conjunto numerable de puntos (S?\D). De esa manera

podremos deducir aplicando la proposicién siguiente que S?\ D es SOz-paradéjico.
Proposicién 3.1.4. (AE)

Si G es paraddjico y actia sobre X sin puntos fijos no triviales, entonces X es G-paraddjico. Por lo tanto,

X es F-paraddjico siempre que F, un grupo libre de rango 2, actie sobre X sin puntos fijos no triviales.
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Demostracién
Supongamos que con los siguientes conjuntos (en este caso grupos), 4;, B; C G y las siguientes transfor-
maciones g;, h; C G, G es paraddjico. Por el Axioma de Eleccién, podemos formar un conjunto M que

contiene exactamente un elemento de cada G-6rbita en X:
M= {mi}iel

Entonces G*={g(M) : g € G} es una particién de G. Veamos que es asi porque la accién de G es libre y
esto nos asegura que Yk, [ los conjuntos GF={g(my) : g € G}, G'={g(m;) : g € G} son conjuntos disjuntos,
esto es, GF N G' = 0. Si no fuera asi gm, = hm; para ciertos r,l. Entonces h~lgm, = my

Por tanto m, ~ m; y esto quiere decir (por la eleccién de M) que R = L siendo R y L las clases de
equivalencia de m, y m; respectivamente. Es decir que h~tgm, = m,. Como la accién es libre h™lg=ey
por lo tanto g = h.

Sea A7 ={g(M):g€ Ai} y Bj ={g9(M) : g € B;j} Entonces {A7} U {B;} son familias de subconjuntos
disjuntos dos a dos de X (ya que {A;} U {B;} lo son). Y como G = Ugi(4i)=Uh;(B;), entonces
X =Ugi(A))=Uh;(B]) q.e.d.

Proposicién 3.1.5. (AE) Un grupo, conteniendo un subgrupo paraddjico, es paraddjico

Por lo tanto cualquier grupo con un subgrupo libre de rango 2 (paraddjico) es paradéjico.

Demostracion
Sea G’ € G. Veamos que la accién del subgrupo G’ sobre el grupo G no tiene puntos fijos, ya que si

g € G'.g € G, tenemos g'g = g , entonces ¢’ = e.

3.2. La paradoja de Hausdorff

Ya se ha demostrado en el capitulo anterior que se pueden utilizar grupos libres no abelianos para generar
conjuntos paradéjicos. El hecho de que G (grupo de isometrias en R) y Go (grupo de isometrias en R?)
sean resolubles (y por tanto no contengan ningin subgrupo libre no abeliano) implica que la primera
oportunidad de que aparezca un grupo libre de este tipo entre los grupos de isometria euclidea sea en R3.
A partir de ahora, un subconjunto S de un grupo G se llamaré independiente si es un conjunto libre de
generadores de G’, el subgrupo de G generado por S. Por lo tanto G’ serd un grupo libre de rango |S|.

Hay muchas maneras de generar un par de rotaciones independientes de S?, la bola unidad en R3. A

continuacién mostramos dos encontradas por K. Sato :

6 2 3 —6 3
“2l 2 3 _2
0'—7 — 77'_7

-3 6 2 -3 2
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las cuales llamamos las rotaciones de Sato.

Usaremos F), para referirnos al grupo libre de rango n.

Teorema 3.2.1. Las dos rotaciones de Sato son independientes y representan rotaciones alrededor de ejes

que pasan por el origen en R3. Por lo tanto si n>3, SO,, tiene un subgrupo libre de rango 2.

Demostracién

Queremos demostrar que ninguna palabra reducida no trivial en o1, 7%! es igual a la identidad. Suponga-
mos que w es tal palabra y que w es igual a la identidad. Como la identidad es invariante por conjugacion y
es igual a su inversa, realizando esas operaciones las veces que fuera necesario, conseguiriamos una palabra

equivalente w’ que termina en o. Definamos las siguientes cuatro matrices como:

6 2 3 2 —6 3

My,=| 2 3 —6 |[.M,=| 6
-3 6 2 -3 2 6
-3 2 -3
M; = M7 =| —6 3 2
-6 2 3 2 6

Es trivial comprobar que M, = M;! = M!;M- = M- = M!. Veamos que es més sencillo trabajar con
estas matrices en lugar de las verdaderas matrices correspondientes a las rotaciones; la tnica diferencia es

una potencia entera de 7 que se anadirfa al final.

Analizaremos w’(1,0,0), la primera columna de la matriz Mﬁ”Mf”‘l...Mf2M§1MU, donde k1 > 0.k, € Z,
y las demas ks son distintas de cero. Una potencia negativa se referird a una potencia de M, Trabajaremos
en médulo 7 en todo momento, que es suficiente porque un entero que no es divisible por 7 es distinto de

cero. Definamos los siguientes cuatro conjuntos de vectores:
» V,=1{(3,1,2),(5,4,1),(6,2,4)},
» V=1{(3,2,6),(5,1,3),(6,4,5)},
» V:=1{(3,5,1),(5,6,4),(6,3,2)},

» Vo= {(1,5,4),(2,3,1),(4,6,2)}

A continuacion mostramos las siguientes propiedades de la accién de los generadores sobre los anteriores

conjuntos (se pueden comprobar por medio de sencillos calculos matriciales):
1. Paratodov e V, UV, UV ov eV, .
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2. Paratodov e VUV, UV ,o7ve V.
3. Paratodov e VUV, UV v e V..

4. Paratodove V- UV, UV, 77ve V.

Veamos que en el primer paso en la aplicacién de w’ sobre (1,0,0) es M;(1,0,0) que resulta (6,2, —3) =
(6,2,4)(mod 7), siendo un vector v € V,. Como posteriormente tenemos la accién de M¥ k; > 0 sobre v,
aplica el apartado 1 y el resultado pertenece a V. Por 3 6 4 (dependiendo del signo de ky) veamos que la
aplicacion de Mf_” sobre el resultado anterior deja el vector en V. U V. La aplicacién de MC’f2 ,2teniendo
en cuenta 1 6 2 (dependiendo del signo de k3) convierte a un vector en V, U V. Esta alternancia continia
conforme vamos evolucionando en la aplicacién de las sucesivos componentes de la palabra en sentido de

derecha a izquierda, de tal manera que el vector final pertenecera a uno de los conjuntos V,, V., V=, V.

La propuesta anterior es sélo una de las muchas construcciones de un sistema libre no abeliano de rotaciones
en R3. Hausdorff dio la primera construccién de este tipo en 1914 ; demostré que si ¢ y p son rotaciones
de 180° y 120° , respectivamente, sobre ejes que contienen el origen, y si cos 26 es trascendente donde
0 es el dngulo entre los ejes, entonces ¢ y p son generadores libres de Zo * Zg. Al final de esta seccion
dedicaremos un apartado para hablar de la paradoja tal y como la planted originalmente su autor. Se
puede ver que hay més casos que los anteriores, de hecho se puede demostrar que si se dota a SO3(R) x
SO3 (R) de la topologia del producto, entonces {(¢, p) € SO3(R) x SO3(R) : ¢ y p son independientes} es

comagro y por tanto denso.

Cada elemento del grupo libre de rotaciones (llamémoslo F') construido anteriormente fija todos los puntos
en alguna linea de R3, por lo que la Proposicién 3.1.4 no puede todavia aplicarse. Podemos utilizar una
aproximacién ingenua para salvar esta dificultad inicial. Cada rotacién no igual a la identidad en F’ tiene
dos puntos fijos en S?, la esfera unitaria (la interseccién del eje de la rotacién con la esfera).

Si llamamos a D la coleccién de todos esos puntos, como F' es numerable también lo es D.

Ahora bien, si p € S?\D y g € F, entonces g(p) estd en S? \ D también: Si h fija g(p), entonces p seria un
punto fijo de g~'hg y esto es una contradiccién pues supondria que p € D. Por lo tanto, F actta en S?\D
sin puntos fijos no triviales, y la Proposicién 3.1.4 puede aplicarse a esta accién para obtener el siguiente

resultado.

Teorema 3.2.2. (Paradoja de Hausdorff) (AE).
Existe un subconjunto numerable D de S* tal que S* \D es SO3(R )-paraddjico.

Veremos en el préximo capitulo cémo la pequenez del conjunto D permite eliminarlo por completo, dando
lugar a la Paradoja de Banach-Tarski: S? es SO3(R)-paraddjico.
A continuacién exploraremos la relacién que existe entre la imposibilidad de la existencia de medidas y la

existencia de descomposiciones paradéjicas.
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Supongamos que un grupo G actia sobre un conjunto X ,y F C X.

Definicién 3.2.3. F se llama G-despreciable si u(E) = 0 para una medida p finitamente aditiva e
invariante de G sobre P(X) y u(E) < oo.

Proposicion 3.2.4. Si E es un conjunto G-paraddjico, entonces E es G-despreciable.

Demostracion

Supongamos que 4 es una medida finitamente aditiva e invariante de G en P(X) y u(E) < oo. Sean A; ,
Bj y gi, hj las particiones de E y las transformaciones con las cuales se verifica que E es G-paraddjico.
Entonces p(E)> 3 p(Ai) + Xpu(B)) = Xu(gidi ) +3-p( hiBj )= p(UgiAi)+u(Vh;Bj) = p(E) + p(E)=
2u(E). Como u(E) < oo, esto significa u(F) = 0.

El siguiente teorema deduce la despreciabilidad de SO3(R) de S? a partir de la Paradoja de HausdorfF

demostrando que los conjuntos numerables son despreciables con respecto a las medidas finitas sobre

P(S?).

Teorema 3.2.5. (AE) La esfera S? es SO3(R)-despreciable. Por lo tanto, no hay ninguna medida finita
aditiva e invariante por rotaciones sobre P(S?) que tenga medida total uno. Ademds, para cualquier n > 3,
no existe ninguna medida finitamente aditiva e isométricamente invariante en P(R™) que normalice el

cubo unidad.

Demostracién

Supongamos que p es una medida finitamente aditiva y SOs(R-invariante-) sobre P(S?) con u(S?) < oo.
Si D es el conjunto numerable de la Paradoja de Hausdorff, entonces, por la Proposicién 3.2.4, u(S? \ D)
= 0. Por tanto, basta con demostrar que p(D) = 0.

Sea una recta [ que pasa por el origen siendo el conjunto D y esa recta disjuntos. Para cada punto p € D ,
sea A(p) el conjunto de dngulos 6 tales que la rotaciéon de p alrededor de I de §/ radianes, para cualquier
nimero entero positivo j, lleva p a otro punto de D. La numerabilidad de D y el conjunto de posibles j

implica que A(p) es numerable y, por tanto, que A = J A(p) es numerable. Si elegimos p de tal manera
peD
que sea una rotacién alrededor de uno de los innumerables angulos que no estan en A, entonces p tiene la

propiedad de que, para cualquier j, p?(D) y D son disjuntos. Se deduce que DU p(D) U p?>(D) U . . . es
una unién disjunta dos a dos. Supongamos ahora que p(D) > 0. Entonces podremos escoger un entero
k de tal manera que ku(D) > [ siendo | cualquier nimero real positivo. Entonces, como partimos de la

hipétesis de que p es invariante-SO3(R) y como suponemos p(S?) < oo tenemos:

(D) +u(p(D)) + .. + u(p*(D))= ku(D) > u(S?)

lo cual es una contradiccién por lo que u(D) debe ser cero, y por tanto u(S?)=0 por lo que S? es
SO3(R-despreciable.
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Para demostrar la afirmacion sobre R”, basta con considerar n = 3, porque una medida en una dimensién
superior induce una en R3. Ahora bien, si 1 es una medida isométrica-invariante en R? que normaliza
el cubo unidad, entonces p debe desaparecer en los conjuntos unidad. Esto se debe a que dos conjuntos
unidad cualesquiera son congruentes y por lo tanto reciben la misma medida; por lo tanto, si la medida de
un conjunto unidad fuera positiva, entonces la medida del cubo unidad seria infinita. Adema4s, la invariancia
de traslacion implica que cualquier cubo tiene una medida finita, no nula, y se deduce que 0 < p(B) < oo,
donde B denota la bola de radio unidad. Si definimos una medida v en P (S?) por la adicién de radios, es
decir, v(A) = p{aP : P € A, 0 <a< 1}. Como u({0}) = 0, v(S? ) = u(B). Ademés, v es finitamente
aditiva y SO3(R)-invariante. porque p lo es. Esto contradice la SO3(R) -despreciabilidad de S2. O

La paradoja de Hausdorff original

Dedicamos este apartado a exponer la paradoja de Haussdorff tal y como la plante6 originalmente en
su libro Grundzuge der Mengenlehre[4]. Su propuesta fue construir un grupo libre con las dos siguientes

rotaciones sobre S21

—cos 0 senb
, = 0 -1 0

sen 0 0 cos

<

I
Sy
o N‘L w‘%
w

_ o O

La primera representa una rotacién de 2& respecto al eje Z. La segunda es una rotacién de dngulo 7
3

respecto a un eje que se halla en el plano X Z y que forma un angulo de 6 con el eje Z siendo € un angulo
cuyo coseno es un niimero trascendente. Trivialmente se cumple 3 = I y ¢? = I. Debido a estas relaciones

se podran formar palabras del siguiente tipo:
- =GP Gy
« B= U YT
. = GG Gy
. 0= YTIGUT - Gy

donde n es un ndmero natural y mi, ma,...m, = 1 6 2 (my,ma,....,m, = 1 6 -1). Veamos que si
a#1 = B #1 yaque 8¢ = a. Por otro lado se verifica v #1 = § # 1 pues ¢pd¢ = ~. Finalmente
Y™y = luego o £ 1 = § # 1. Luego es sencillo ver que no puede existir una palabra reducida, de
alguna de las formas anteriores, no identitaria si alguna de las restantes es la identidad. Todo se reduce
por tanto a encontrar una rotaciéon de angulo 6 para i tal que « siempre sea distinta de la identidad. Y
esta condicion demuestra Hausdorff que se alcanza siendo 6 un angulo cuyo coseno sea trascendente. No
demostraremos esta aseveracién, aunque explicaremos sin entrar en muchos detalles por qué se obtiene

esta conclusiéon. Como o consta de términos en ¢1) o ¢p)? y estos tienen la siguiente forma:
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%cos 0 @cos 0 sen 0 %cos 0 —?cos 0 sen 6
o= - 3 o |evt=| ¥ 1 0
—%sen 0 —‘T‘/gsen 0 cos@ —%sen 0 §sen 6 cos 0

Entonces si llamamos v; = ¢1), $1p2, es decir v; toma una de las dos formas, entonces o tendra la forma:
a = v --- Vv para algin k € N

Para el caso k = 1, a es ¢ o ¢1p?. Consideremos el punto

]
I
_— O O

Veamos que la acciéon de una palabra genérica o = vy, - - - vov1 sobre p nos proporciona otro punto cuya
tercera coordenada es un polinomio P(cos 6) de orden k en cosf el cual tiene coeficientes racionales de tal
manera que ap = p implicaria P(cosf)) — 1 = 0, pero esto no es posible si cos 0 es trascendente.

Una vez comprobado que forman un sistema de rotaciones independientes, Hausdorff encuentra una
particién del grupo libre generado por 1 y ¢ en tres clases A, B y C. Partiendo de una rotaciéon generada
inicialmente por {1, ¢} distribuye el resto de las diferentes rotaciones generadas entre las diferentes clases

conforme al siguiente criterio:

" pe A= ppe BUC.
m pe A<= py € B.
s pE A= pW?cC.

Comenzando por la rotacién trivial p = 1 se expone a continuacién un esquema ' de las primeras
asignaciones. La primera linea designa el grupo A y a la derecha en la misma linea aparecen algunas de las

primeras rotaciones que se pueden asignar a esa clase. Lo mismo se puede aplicar para el resto de lineas.

All v Ve P Yo
B ¢, Y 2o ey PPy
c W’ ol bop? PPy

Por lo tanto A = {1,9¢, V¢, o%, 909, ... }, B = {, ¥, d10?¢, wp, W2 gnp, ... 1y C = {2, ¢, Yoo 2 y?, ...}

Ademés esta particién representa una descomposicién paraddjica puesto que si llamamos G al grupo libre

generado por {1, ¢} entonces:

G=AUBUC =AU A¢

1Se reproduce el esquema, en la misma forma en que Hausdorff lo muestra originalmente en su libro
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Por lo tanto con la particién antes elegida el grupo libre de rotaciones G es G-paraddjico. Sea D el conjunto
de todos los puntos fijos bajo las rotaciones generadas por ¥ y ¢. Sea la particion M sobre P* = S?\ D

formada por un representante de cada G-érbita. Entonces:

P* =M+ M¢+ M+ Myp? + ...

De esta manera se consigue una particion de P* = S?\ D en conjuntos A*, B*, C* de la siguiente manera?:

n A* = MU Mo U M2 U Mpp? + ...
s B*=M¢pUMy+ ...
» O = MyY>UMoprp + ...
Y utilizando la construcciéon antes mencionada:
A*¢p = B* U C*, A = B*, A*? = C*,

se deduce trivialmente que los conjuntos A*, B*,C* y B* U C* congruentes, quedando demostrado que
P* = A*U B* U C* = S\ D es G-paraddjico.

3.3. Congruencia y equidescomponibilidad

La idea de cortar una figura en trozos y reorganizarlos para formar otra figura se remonta al menos a la
geometria griega, donde este método se utilizaba para derivar férmulas de area para paralelogramos. En

este contexto surge el concepto de congruencia entre figuras geométricas que definiremos a continuacién.

Definiciéon 3.3.1. Dos poligonos en el plano son congruentes por diseccién si uno de ellos puede des-
componerse en un numero finito de piezas poligonales que pueden reordenarse mediante isometrias (e

ignorando los limites) para formar el otro poligono.

Esté claro que los poligonos que son congruentes por diseccién tienen la misma area. Lo contrario se
demostr6 a principios del siglo XIX, utilizando el hecho de que la congruencia por disecciéon es una

relacion de equivalencia.

El estudio de la congruencia entre poligonos en dimensiones superiores a 2 es mas complicado. En este
sentido se puede mencionar el tercer problema de Hilbert en el cual se plantea si un tetraedro regular en
es congruente por diseccién en un cubo. Este problema fue resuelto por Max Dehn en 1900 demostrando
que no habia congruencia posible entre un tetraedro y un cubo.

Introducimos ahora el concepto de equidescomponibilidad que es una generalizacién del concepto de

congruencia.

2En la notacién original Hausdorff utiliza el simbolo + para referirse a unién
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Definiciéon 3.3.2. Supongamos que G actiia sobre X y que A, B C X. Entonces A y B son G-
equidescomponibles (a veces llamados finitamente G-equidescomponibles) si A y B pueden ser particionados

cada uno en el mismo nimero finito de piezas respectivamente G-congruentes. Formalmente,

4=04.8=0 5
i=1 1

1= 1=

AiNAj=0=B;NBjsii<j<ny haygi,.., g tales que para cada i <n :
gi(A;) = B;

Bésicamente se puede entender la equidescomponibilidad entre dos conjuntos de la siguiente manera.
Partiendo de los conjuntos A y B, éstos son equidescomponibles, si yo puedo partir A en trozos, aplicar
sobre cada uno de los trozos una transformacién igual o diferente y componer B con cada uno de los trozos
transformados. Podemos extender la relacién de equidescomponbilidad considerando la utilizacién de una

cantidad infinito numerable de trozos, es decir A y B serdn numerablemente G-equidescomponibles si:
o o0
A=UA,B=U B,
i=1 i=1
AiNA;j=0=DB;NB;sii<j<ooyhay gi,..,gm tales que para cada i < oo:
gz(Az) = BZ', = 1, .y OO
Proposicion 3.3.3. La relacion ~g es una relacion de equivalencia.

La demostracién es bastante sencilla. La propiedad reflexiva se verifica ya que cualquier conjunto es
equidescomponible en si mismo utilizando la transformacion identidad. La propiedad simétrica también es

facilmente deducible ya que si A~gB, es decir:
n n
gi(Ai) = B;, A= U A;, B= U B,
i=1 i=1
entonces B~gA puesto que:
1 n n
g; (BZ) = Aia A= 'Ul AzaB = ‘Ul Bi7
= =

La propiedad transitiva también es satisfecha. Sea A ~oB y B~¢C, esto es:

(2

9i(A;)) =B;,i=1,..,ncon A= CJ A;,B =
=1

7

0 B,
=1
hj(Bj) = Cj, j = 1,...,n, B = L;J Bj,C = ! Cj,

Luego finalmente A ~gC puesto que:

T(AR)=hg(A) = CpA= U A,C= U Cik=1,...n
k=1 k=1
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siendo 7 = hg € G.
En contraste, es importante ver que la relacién ~,, no es transitiva. Podemos poner un ejemplo trivial con
conjuntos discretos. Sea A ={1,2,3,4} y B={1,2,7,8} y C = {1,7,6,12}. Vemos que A~9B , pues:

e{1,2)={1,2}
9{37 4}:{77 8}

siendo e la identidad y g la traslacién de 4 unidades. Por otro lado, B~s C:

e{1,7}={1,7}
9{2,8}={6,12}

siendo e la identidad y ¢ la traslacién de 4 unidades. Sin embargo, se observa que A~gC(A ~y4 C).

Generalizaremos este resultado en la siguiente proposicion:

Proposicién 3.3.4. Sean 8 conjuntos A, B,C. Si se verifica A~,B y B~,,C entonces A~y C.

Demostraciéon

Supongamos A~y By B~,,,C. Por lo tanto existen particiones {A4;}7_;,{B;}i, de Ay B respectivamente,
y transformaciones {g;}1; € G tales que g;(A;) = B;,i = 1,...,n. Por otro lado existen también particiones
{Bj}y v {C 32 v {hj}jL, € G tales que h;(Bj;) = Cj,j = 1,...,,m. Sean los conjuntos {A;;} =
A; ﬂgi_l(Bg) y sea 7;; = hjgi. Es inmediato que 7;; € Gy que {4};,1 < i < n,1 < j < m}y
{TijA;j :1<i<n,1<j<m} particionan A y C respectivamente. Luego A~,,,,C .

Veamos que podemos formular una nueva definicién de conjunto paraddéjico usando el concepto de G-
equidescomponibilidad: £ C X es G-paraddjico si y s6lo si existe una familia de subconjuntos disjuntos A

y B tales que A~gE y B~gE.

Proposiciéon 3.3.5. Supongamos que G actia sobre X y que E, E’ son subconjuntos G-equidescomponibles

de X. Si E es G-paraddjico, también lo es E'.

Demostracién

Como FE es G-paraddjico podemos afirmar que existen conjuntos A,B disjuntos contenidos en £y A~FE,
n n

B~gE. Si E~E’, entonces existen E;, E/, E= \J E;, E' = |J El, y
i=1 i=1

gi(E))=ELi=1,..,n,g€G
Por otro lado, como A C E, entonces {A N E;} es una particiéon de A y ademds como A~FE se cumple:
" /
A~U gi(ANE;) C E".
i=1

Y también se verifica
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n
U (AN E)~A~E~E!
1=
De igual manera se podrfa razonar para la particién {B N E!}:
" /
'U1 g,-(B ﬂEﬂ Cc F.
1=

U g:(BN E)~B~E~E,

i=1
Aunque a primera vista pudiera parecer que los conceptos de equidescomponibilidad y congruencia por
diseccion son iguales, en parte no es asi. La clave estd en que no hay restriccién para los conjuntos utilizados
en demostrar que A~B, y debido a esto no se puede garantizar que tengan el mismo area (por ejemplo
en el caso de esos conjuntos no sean medibles Lebesgue). La conservacion de una medida invariante bajo
G-equidescomponibilidad estad directamente relacionada con la existencia de una extensién finitamente
aditiva e invariante de la medida a todos los subconjuntos de X, y esto, a su vez, depende de propiedades
abstractas del grupo G.
A continuacion introduciremos otra relacién de equivalencia necesaria para exponer el Teorema de Banach—

Schroder-Bernstein.

Definicién 3.3.6. Sean dos conjuntos A, B. Diremos que A < B cuando A es equidescomponible con un
subconjunto C' C B .

El teorema de Banach—Schroder-Bernstein

Teorema 3.3.7. Teorema de Banach—Schroder-Bernstein Supongamos que G actia sobre X y A, B C X .
Si A< By B = A, entonces A~gB . Por lo tanto es un ordenamiento parcial de las ~¢ -clases en P(X).

Demostracion

Se comprueba facilmente que la relaciéon ~G satisface las dos condiciones siguientes:
1. Si A ~ B, entonces existe una biyeccién g : A — B tal que C' ~ ¢g(C) siempre que C C A.

2. SiAlmAQZQZBlmBQ,ySiAlNBl,yAQNBQ7ent0nceSA1UA2N.BIUB2.

El resto de la demostracién sera demostrar que ~ es una relacién de equivalencia sobre P(X).

Sean f: A— By ,g: A — B ,donde By C By A; C A, biyecciones garantizadas por (a). Sea Cp = A
\A; y, por induccién, definamos Cy, 11 como g~ f(Cy). Sea C = |J32, C,. Entonces es ficil comprobar
que g(A\C) = B\ f(C),puesto que;

9(A\C) = g(A\UZ: Cn) = 9(4\ Co)Ng(A\ U Co)= g(A)Ng(A\ U g F(Co))=

B\f(U f(C)) = B\F(C)
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Luego la eleccién de g implica que A\C ~ B \f(C) . Pero, debido a la elecciéon de f , C ~ f(C) y la
propiedad (2) da como resultado (A\C)UC ~ (B\ f(C))Uf(C), o lo que es lo mismo:A ~ B como se desea.

Se deduce de la demostracién anterior que si A=<,,B y B=,,A entonces A ~,,,,B.

Corolario 3.3.8. Un subconjunto E de X es G-paraddjico si y solo si existen conjuntos disjuntos A, B
CEcomAUB=FyA~FE~B.

Demostracién

Supongamos que un subconjunto E de X es G-paraddjico, digamos, A, B son subconjuntos disjuntos de E
con A~ FE ~ B . Entonces F ~ BC E\AC FE , por lo que el teorema de Banach- Schroder-Bernstein
implica que E\A ~ E.

3.4. La paradoja de Banach Tarski en R?

En este apartado llegamos a la demostraciéon de la paradoja de Banach Tarski para S? y , por medio
de una construccién sencilla y considerando otro tipo de isometrias, también ampliamos la paradoja a

cualquier bola sélida en R3. Como paso previo para lo primero, exponemos el siguiente teorema:

Teorema 3.4.1. Si D es un subconjunto numerable de S?, entonces S? yS? \ D son SO3(R)-equidescomponibles

(usando dos piezas).

Demostracion

Sea [ una recta que pasa por el origen y que no pasa por el conjunto numerable D (recordemos que D esta
formado por los polos de todas las rotaciones generadas por el grupo libre del Teorema 3.2.1). Sea A el
conjunto de dngulos 6 € [0, 27) tal que para algin n > 0 y algin p € D, p(P) también estd en D, donde p
es la rotacion alrededor de I de nf radianes. Como A es numerable, podemos elegir un angulo 6 que no
pertenezca a A; sea la correspondiente rotacion alrededor de I. Entonces p™(D)N D = sin > 0, de lo que
se deduce que siempre que 0 < m < n, p"™(D) N p"(D) =0. Por tanto si D*= U {p"(D):n=0,1,2,...},

entonces:
p(D*)= D*\D.
Como D* ~ D*\D :
S? = D* U (S? \ D*)~ (D*\D) U (S*\D*)=$? \ D.

Proposicién 3.4.2. (Paradoja de Banach-Tarski)(AE) La esfera S* es SO3(R)-paradéjica, como
lo es cualquier esfera centrada en el origen. Ademds, cualquier bola sélida en R3 es G3-paraddjica y R3

mismo es paradojico.
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Demostracion

La Paradoja de Hausdorff (Teorema 3,2.2) afirma que S? \D es SOs3(R)-paradéjica para algiin conjunto
numerable D (de puntos fijos de rotaciones). Combinando esto con el teorema anterior y la Proposicién 3.3.5
da como resultado que S? es SO3(R)-paraddjico. Por otro lado ninguno de los resultados anteriores depende
del tamano de las esferas, por lo cual, cualquier esfera sea del tamano que sea, admite descomposiciones
paraddjicas. Para demostrar la descomposiciones paraddjicas en bolas (esferas solidas) podemos trabajar
inicialmente con bolas centradas en 0 ya que G3 ( el grupo de las isometrias en R? ) contiene todas las
traslaciones. Por simplicidad consideraremos la bola unitaria B, pero la misma demostraciéon funciona para
bolas de cualquier tamano. Veamos que considerando la correspondencia radial P — {ap: 0 < a < 1}
la prueba se simplifica ya que si para un « especifico la superficie esférica con ese radio admite una
descomposicion paradéjica también lo admite la unién de superficies dentro de la bola. El problema estriba
en el origen de la bola que es punto fijo para todas las rotaciones consideradas hasta ahora, esto es las
rotaciones alrededor de un eje que pasa por el centro de la bola. Es por ello, que debemos manejar otro
tipo de isometrias considerando rotaciones alrededor de un eje que no pase por el origen. Sea p = (0,0, %)
y sea p una rotaciéon de orden infinito alrededor del eje que es la linea horizontal en el plano x — z que
contiene a P, esto es, p"(p) # p,Vn =1, ..., 00. Es sencillo ver que la actuacién de una rotacién de tales
caracteristicas sobre p viene dada por p(p)=e?p donde 6 € R\Q. Luego si D*= U {p"(0) :n =0,1,2,...}

entonces:
p(D*)=U {p"(0) :n=1,2,...}=D*\0
Luego D* y D*\0 son equidescomponibles y por lo tanto:
B ~ B\0

Para demostrar el mismo resultado pero con R?, se puede utilizar la correspondencia radial de S? con
todo R? \ {0} de tal manera que se obtiene una descomposicién paradéjica de R? utilizando rotaciones.
Posteriormente, igual que para la bola, se demuestra que R3 \ {0} ~g, R?, R3 es paradéjico mediante
isometrias.

Veamos que aunque el teorema de Banach Tarski no afiade nada nuevo respecto a nuestro conocimiento de
las medidas finitamente aditivas incompatibles con la paradoja de Hausdorff, el resultado sin embargo
es mucho més sorprendente. En teoria podemos descomponer una bola en muchisimas piezas, rotarlas
y volverlas a unir para formar 2,3 o incluso un millén de bolas. Desde luego, dado que el controvertido
Axioma de Eleccion es utilizado esa descomposicién sumamente numerosa tendria una forma increiblemente
extrana. Por lo tanto, nos encontramos con el resultado paradéjico que aunque las rotaciones conservan
el volumen, conseguimos duplicarlo, triplicarlo o aumentarlo cuasi-infinitamente, pero una plausible y
légica explicaciéon a esto podria ser de nuevo el considerar que las piezas en las que se descompone la esfera
original no son medibles Lebesgue. Aunque el volumen no es una de las propiedades conservadas por la
equidescomponibilidad en R3, hay otras propiedades que si se conservan mediante esa operacién como la
propiedad de ser un conjunto acotado. Esto viene expresado en la expresiéon de la paradoja en su forma

fuerte:
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Teorema 3.4.3. (Versién fuerte de la Paradoja de Banach-Tarski) (AE). Si A y B son cualesquiera

dos subconjuntos acotados de R, cada uno con interior no vacio, entonces A y B son equidescomponibles.
) )

Demostracién

Basta con demostrar que A < B, pues entonces, por el mismo argumento, B < A, y el Teorema 3.3.7
da como resultado que A ~ B. Elijamos bolas sélidas Ky L tales que A C Ky L C B,y que n sea lo
suficientemente grande como para que K pueda ser recubierto por n copias (superpuestas) de L. Ahora, si
S es un conjunto de n copias disjuntas de L, entonces usando la Paradoja de Banach—Tarski para duplicar
repetidamente L, y utilizando traslaciones para mover las copias asi obtenidas, se obtiene que L > S y por
lo tanto L = K Finalmente AC K < S XL CB,porloque A=<B.

Este notable resultado se suele ver de forma negativa porque ilustra de forma muy contundente el teorema
de Hausdorff (Teor. 2.6) de que ciertas medidas no existen.

Para terminar debemos mencionar algunos problemas interesantes de naturaleza topoldgica en relacién
con la Paradoja de Banach-Tarski. Como se ha sefialado, los trozos en los que se divide la esfera S? son
descompuestos para ser duplicados no puede ser medibles Lebesgue y por lo tanto no pueden ser conjuntos
de Borel.

En el siguiente apartado estudiaremos, para la esfera S? y la bola si hay un conjunto minimo de piezas en

las que pueden descomponerse de forma paradéjica

3.5. Minimo niimero de piezas en una descomposicion paraddjica

AnAlisis para la esfera S?

Empezaremos analizando lo demostrado hasta ahora para deducir el nimero de piezas que se ha obtenido
en la descomposicién paradéjica obtenida para la esfera. Recordemos que en la demostracién de la paradoja
de Hausdorff se construyé un grupo libre con dos rotaciones independientes (generadores) que actuaban
sobre puntos fijos no triviales. En virtud de lo demostrado en el Ejemplo 3.1.2, observamos que este grupo
libre es paradéjico utilizando 5 piezas, y por lo tanto segun la Proposicién 3.1.4 se llega al resultado que
S?2\D ( con D numerable) es SO3(R)-paradéjico utilizando 5 piezas, esto es,existen A, B € S? tal que
A~y S\ D ~3 B 3. Por otro lado aplicando el Teorema 3.4.1, S?\ D ~3 S? y en virtud de la Proposicién
3.3.4 finalmente A ~4 S? ~¢ B, lo que nos indica que en la descomposicién paradéjica encontrada para
S? se han utilizado en total 10 piezas. Cabe preguntarse entonces si se pueden obtener descomposiciones
paraddjicas de la esfera con un menor numero de piezas. El estudio de esta cuestion tiene interés porque
veremos que existe una interesante caracteristica del grupo de rotaciones que condiciona cuél es el numero
minimo de piezas a utilizar. Adicionalmente, las técnicas usadas para reducir el numero de piezas conducen

a importantes nuevas ideas para el tratamiento de los puntos fijos de acciones de grupos libres.

3Recuérdese la definicién de equidescomponibilidad realizada en 3.3.2
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Definicion 3.5.1. Supongamos que G actia sobre X y que £ C X . Entonces F es G-paraddjico usando
r piezas si hay dos subconjuntos disjuntos A, B C E, E =AU B talesque A~,, E~, Bym+n=r.

Ahora veremos que existe una descomposicién minimal en 8 piezas para la esfera tridimensional encontrando
primero una descomposicién paraddjica para el grupo libre en dos generadores en cuatro piezas en lugar
de en cinco. Por una parte esto se conseguird eliminando la identidad (e) como pieza y asocidndola a una

de las restantes piezas.

Teorema 3.5.2. Sea F el grupo libre generado por o y 7. Entonces F puede ser particionado en cuatro
subconjuntos Ay, Ag, As, Ay tales que 0(Ag) = Ao U As U Ay y 7(Ag) = A1 U As U Ay. Por lo tanto F' es

F-paraddjico usando cuatro piezas.

En la demostraciéon del teorema se muestra exactamente cudles son esas cuatro piezas.

Demostracion

Veamos que la primera parte del teorema se cumple con la siguiente eleccion de piezas:
» A= W(o)U{e,07,072,.}
» Ao=W(o~H\{e,07 072, ..}
= Az= W(r)
s Ay= W(Tﬁl)

donde, recordemos, W (p) es el conjunto de elementos de F' cuya representacién es una palabra formada

por 0,0t 7 771y que comienza por la izquierda con p. Las dos relaciones expresadas anteriormente se

pueden expresar de una manera mas completa de la siguiente manera:

O'(AQ) QAQUAgUA4

O'_l(AQ UAszU A4) C Ay

T(A4)§A1UA2UA4

7':1(141 U Ao UA4> C Ay

Ademaés para cualquier palabra w € F', se puede elegir una particién en la que w esté en la misma pieza

que la identidad en F', aunque obviaremos su demostracion.

Definicién 3.5.3. Una accién de un grupo G sobre X es llamada localmente conmutativa si E'stab(x) es

conmutativo para todo = € X.
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Si la accion es tal que siendo dos elementos g1 y g2 de G cualesquiera que tengan un punto fijo comun, se
verifica que g1 y g2 conmutan, entonces la accién es localmente conmutativa. La accién definida por el
grupo de rotaciones SO3(R) de la esfera es localmente conmutativa ya que se tiene la propiedad de que si
dos rotaciones comparten un punto fijo, es decir, tienen el mismo eje, entonces conmutan, sin embargo si
consideramos la accién del mismo grupo sobre la bola en R? no ocurre lo mismo, ya que dos rotaciones

con respecto al eje que pasa por el origen tienen a éste como punto fijo y sin embargo no conmutan.

Teorema 3.5.4. (AE) Sea F el grupo libre generado por o y 7. Si la accion de F sobre X es localmente

conmutativa, entonces X es F-paraddjico usando cuatro piezas.

Demostracién
Veamos que cada orbita de un elemento de X constara enteramente de puntos fijos o no contendrd ninguno.

Sean u,w € Gy x € X, entonces si w(x) = z y si u(r) € O, veamos que u(x) es punto fijo de wwu=!:

vwuH(u(r)) = uw(r) = u(r)

Entonces, realizaremos la asignacion de las piezas en funcién del tipo de érbita, Para la érbita sin ningun
punto fijo, elegiremos un representante m; de cada érbita y formaremos el conjunto M = Um;, m; €
Oxi, r, € X

Entonces definimos los conjuntos AY = {g(M) : g € A;,i =1, ..,4} siendo los conjuntos {Ai};1 los utilizados
en el Teorema 3.5.2. En el caso de la 6rbita compuesta de puntos fijos, la eleccion del representante no
puede ser arbitraria. Elijamos en F' la palabra no trivial de longitud mas corta fijando un elemento de O y
sea x un punto que queda fijo por w. Denotemos por p el término mas a la izquierda de w, entonces w

1 Lwp, siendo més corta que w, fijarfa también p~!(x) que es un

no termina en p~+, ya que si asi fuera p~
elemento de O (contradiciendo la definicién de w). Entonces utilizaremos el Teorema 3.5.2 para particionar
Fen A;,i =1,..,4, satisfaciendo las dos ecuaciones anteriores y con la propiedad adicional de que {e} y w

estén en la misma pieza.

Vamos a ver que todo punto y en O puede ser escrito como v(z) y v no termina en w ni termina en wL.

Consideremos una palabra v de longitud minima tal que y = v(z). Trivialmente se ve que v no puede
acabar en w (ni en w™!) ya que entonces ¢t = vw~!(vw) serfa una palabra més corta y y = t(z). En el

1

caso de que v termine en p~° entonces vw no termina en w ( ya que una parte de v se cancela con w ) y

tampoco termina en p~! pues w no termina en p~!, luego elegiriamos vw tal que y=vw(z).

La unicidad de esta representacién depende del hecho de que los tnicos elementos que fijan x son las
potencias de w. Para demostrar esto , fijémonos que si u fija z, entonces como se verifica la conmutatividad
local u fija también w(z) y por una importante propiedad de los grupos libres u y v tienen que ser potencias
de alguna palabra t € F | es decir u = t/,w = t¥ con j,k € Z. Pero como w es minimal, se verifica
| 7 |>| k| y se puede escribir j = Ik +r, [,7 € Z. Se tiene entonces z = u(zx) = tr(tk)l(x) = t"(x) pues
th(z) = z , pero utilizando de nuevo el argumento sobre la minimalidad de w r debe ser cero y por lo

tanto k divide a j y u es potencia de w, como se decia anteriormente.
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Ahora, si y = v(x) = u(x) son dos representaciones de y en la forma deseada, entonces u~'v(z) = = y por

19 0 v~ debe ser una potencia positiva de w. Supongamos que lo es u "

1

lo tanto o u™ v, entonces una

posibilidad es que u~" comience por p ya que esa condicién es cumplida por toda palabra que es potencia
de w pues el termino mas a la izquierda de w es p. Pero esto contradice el hecho de que u no termine en

I se cancelan con parte de v implicando que v

p~!. La otra posibilidad es que todos los literales de u~
termina en w, lo cual también es una contradiccién.
Habiendo demostrado que esta representacién es valida, comencemos la asignacién de puntos en O a
los conjuntos AF = {g(M) : g € A;,i =1,..,4}. Colocaremos y en A} si A} es el subconjunto de F' que
contiene a v, siendo v(x) la representacién tnica de y definida previamente. Veamos que esta asignacion
es la correcta. Consideremos la primera relacion (o(A3) = A5 U A3 U A}) y supongamos que y € A3, es
decir y tiene la representacién v(z), v € A%. Observemos o(y). Si ov(x) es la representacién correcta de
o(y) entonces como y € A%, entonces o(v) € Ay U Az U Ay. Pero es posible que ov termine en w o p~!
(en el caso cv=w). En el primer caso ya que v no finaliza en w, ov debe ser igual a w(o una potencia
suya), luego o(y) = w(z) = v = e(x). Como ov estd en Ay U Az U Ay, w también estard en Ao UAsU Ay y
también {e}. Ya que e(x) es la unica representacién de z, esto implica que z, y por lo tanto o(y) = o(x)
estd en A5 U A3 U Aj.

En el segundo caso (ov termina en p~!), como v no lo hace, v debe ser {e}, luego y = vz = z,0v =0, y
p~'=0 y por lo tanto w comienza por o~ !. Luego como w € A} entonces v = e € A},. Por lo tanto o(w)
estd en Ay U A3 U Ay.

Pero como cw(x) es la tnica representaciéon de o(x)(ya que w(x) deja fijo ), entonces o(y) = o(x) €
A5 UA3U A} De la misma manera se realiza la asignacién para las otras relaciones de contencién senaladas

en la demostracién del Teorema 3.5.2.

Corolario 3.5.5. El menor numero de piezas con la que S* es SOs-paraddjica es cuatro.

Demostracién

Ya que la accién de las rotaciones sobre la esfera es localmente conmutativa y como SO3 tiene un subgrupo
libre de rango 2, la conclusién de este corolario se sigue del teorema anterior(3.5.4)

Hay otros ejemplos de acciones localmente conmutativas a las que se puede aplicar el Teorema 3.5.4. Sea
SLs, el grupo de transformaciones en R? que conservan el 4rea y la orientacién, es localmente conmutativo

en su accién sobre R2\{0}. Si 01 y o2 fijan p, entonces o; tiene una representacion del tipo:

)

donde det(o;)=1. Es inmediato ver que si i # j, 0,0j=0;0;. Mas adelante demostraremos que estas matrices
representan transformaciones independientes en SLo, lo cual hace que R?\{0} admita una descomposicién

paraddjica en 4 piezas.
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Analisis para la bola tridimensional B

Aunque el trabajo realizado en la seccidon anterior se podria aplicar a la bola B en (3, la situacién es

diferente por dos motivos:

1. G3 no acttia sobre la bola unidad en R? (pensemos en la traslacién o la reflexién respecto a un eje

que no pase por el centro de la misma).

2. La accién de G3 no es localmente conmutativa. Dos rotaciones con diferentes ejes que pasan por el

centro de la bola tienen éste como punto fijo y sin embargo no conmutan.

A pesar de esto, ya vimos en la Proposicion 3.4.2 que B es SO3-paraddjica. El asunto sobre cuél es el minimo
numero de piezas para ello no esta claro ya que depende de disponer de un conjunto de transformaciones
sobre un conjunto en si mismo. El siguiente teorema y su demostracién resuelve la cuestiéon planteada por

medio de un argumento geométrico.

Teorema 3.5.6. Una bola sélida en R no admite una descomposicion paradéjica en menos de 5 piezas v

esa descomposicion existe para toda bola.

Demostracion
Haremos la demostracion para la bola unidad de R? centrada en 0. Denotemos por S la esfera unidad
que es la superficie de B. Supongamos B = By U By U B3 U By siendo {B,};jl1 disjuntos y 01 B1 U 02Bs =
B = 03B3 U 0484 con {U%}Zjll isometrias. Partimos de este supuesto ya que seria el inico caso en que se
podria dar la descomposiciéon con menos de 5 piezas. Es evidente que no todas las isometrias pueden fijar
{0}. En caso contrario, sea por ejemplo el caso en que {0} estd en By. Como los {BZ}ZZ1 son disjuntos y
B1 U By 2 0 tenemos que 01 B1 U 0985 2 0 no cumpliéndose o1 B1 U 09By = B. Supongamos ahora que
o4 no fija 0, entonces o4(B) # B, luego existe una superficie hemisférica cerrada H € S que es disjunta
con o4(B). Sea r la recta que une 04(0) y 0 y sea H la superficie hemisférica simétrica respecto al punto
de interseccién de S con la recta r. Ya que o3(Bs) debe contener a H entonces Bz D o371 (H) . Como
{Bz}ijf son disjuntos, entonces (0181 Uo2B2) NS estardn contenidos en una superficie hemisférica abierta
de S, concretamente el complemento de o3 LH. Como ni By ni By contienen un hemisferio cerrado o1 y o9
deben fijar el origen y por lo tanto llevan S sobre S. Y (01B1 Uo2By) NS = (01B1NS)U(092B2NS) es
un conjunto que estd contenido en el conjunto S’ unién de dos semiesferas abiertas con S’ C S, lo cual
estd en contradiccién con que o1 B; U 09 B2=B.

Para intentar construir una descomposicién paradéjica de B en 5 piezas, trabajaremos separadamente en
cada S,, 0<r <1 (dejamos aparte en un principio S y {0}). El procedimiento es el habitual, encontraremos
dos rotaciones independientes de B y a traves del grupo libre que generan, teniendo en cuenta el
Teorema 3.5.4 particionaremos cada S, 0 <r < 1en A},i =1,..,4 verificando o(A5) = ALUAS U A}y
T(A)) = A] U A5 U A]. Por lo tanto tendriamos una descomposiciéon paraddjica en cuatro piezas para la
bola abierta menos el origen. Para S necesitarfamos una particiéon en 5 piezas, A}

punto p, de tal manera que o(A3) = ASU AL U AL U {p}y 7(A})) = At U AL U AL U {p}

,4=1,..,4 y un Unico
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Podemos construir esa particiéon seleccionando una 6rbita, O, de puntos que no sean fijos . Debe haber
una Orbita asi porque F' tiene un conjunto numerable de conjuntos fijos. Por lo tanto seleccionamos p € O
y asignaremos los otros puntos g en O a las particiones Ail,z' =1,..,4 segiin w comience por oot T y Tl
con ¢ = w(p) siendo w tnica (ver demostracién del Teorema 3.5.4). Con esta eleccion B ahora puede ser
particionada en B;,i =1,..,4 y {p} siendo B1={0}U {A]:0<r <1}y B;={A] : 0<r <1},i=2,3,4.
Considerando p la traslacién que lleva p a {0}, obtenemos la descomposicién paraddjica en 5 piezas:
By Ua(B2)={0}U (Ui {47 : 0 <7 <1}) =By B3 U7(B1) Up({p}) = (Ui {4} : 0 < r < 1})u{0}=B.

De la misma forma, (sustrayendo un punto a S para generar el origen de la bola) si consideramos una esfera
de radio arbitrariamente grande se puede encontrar una descomposicién paradéjica de todo el espacio R3.
Es mas, se puede encontrar una descomposicién paradéjica en menos piezas (cuatro) ya que existe un

grupo libre de isometrias que actiia sobre todo R? sin puntos fijos no triviales.

58



Capitulo

Tratamiento en otras dimensiones

Una vez expuestos los resultados de la paradoja en 3 dimensiones, cabe preguntarse si en dimensiones
superiores o inferiores podemos encontrar una paradoja del mismo tipo. En este capitulo abordaremos este
analisis. El problema es bastante diferente para dimension superior a 3 que para dimension inferior. De
hecho para n > 3 el grupo de rotaciones SO(3) estd contenido en un grupo de rotacién SO(n) y segiin vimos
éste ultimo es paradéjico pues contiene al primero, el cual es paraddjico. Para dimensiones inferiores a 3
(n =1,2), sin embargo el hecho de que el grupo de isometrias de la recta o el plano no contenga subgrupos
no abelianos (veamos que cualquier transformacién isométrica conmuta entre si en estas dimensiones) hace
que no se pueda reproducir la paradoja para dimensién menor que 3. La resolubilidad de G1 y Gs , en

particular hace posible que exista una medida finitamente aditiva e invariante por isometria, en R y R2.

4.1. La paradoja de Banach Tarski en dimension mayor que 3

Teorema 4.1.1. Supongamos n > 3. Se verifica lo siguiente:
1. Cualquier esfera en R™ es paraddjica respecto a su grupo de rotaciones.
2. Cualquier bola sélida en en R™ es paraddjica y también R™ mismo.

3. Cualesquiera dos conjuntos acotados de R™ con interior no vacio son equidescomponibles.

Demostracién

Presentaremos la demostracion para el apartado 1. El resto de apartados se demuestra de una manera
similar a cémo se hizo en caso de n = 3 (Proposiciones 3.4.1 y 3.4.2). Como el resultado es cierto para
n = 3, procederemos por induccién. Partimos de la esfera S™, la esfera unidad en R™*!. Supongamos que
tenemos una particion A;,B; CS™ ! y una familia de transformaciones 0;,7; con la que se verifica que Sn—1

es paraddjico. Consideremos las particiones A¥, B} de S™ excluyendo los polos, § = S™\(0,0,...,0,+1):
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1. A;k = {(l’l,l'g,...,l’n,z) €S ‘ (131,1152,...,1'”)/ | (:L‘l,ll,‘g,...,lfn) |€ Az}
2. Bz* = {(xl,xg,...,xn,z) cS | (1‘1,1‘2,...,l‘n)/ ‘ ($1,$2,...,$n) |€ B,L}

Y consideremos las transformaciones extendidas o7,7;":

o Ti

0 ... ... 0 1 0O ... ... 0 1

De tal manera que A}, B}, o7, 77 generan una descomposicién paraddjica de S. Pero podemos utilizar
una rotacién de orden infinito , como hicimos en la demostraciéon del Teorema 3.4.1, para demostrar que
S =S"\(0,0,...,0,+1) ~9S™ y por la Proposicién 3.4.2 q.e.d.

A continuacién veremos que se puede obtener un sistema de generadores de un grupo no abeliano sin

puntos fijos para S* tomando como base las rotaciones SO(4).

Teorema 4.1.2. El grupo SO(4) tiene un subgrupo libre de rango 2 cuya accion sobre la esfera S* no

tiene puntos fijos no triviales.

Demostracion
Sea 6 un angulo cuyo coseno es trascendente (por el teorema de Hermite-Lindemann sabemos que =1

cumple los requisitos) y sean las rotaciones o, 7 € SO(4):

cos § —sen 0 0 0 cos 0 0 0 —sen 0
| sen 6 cosd 0 0 _ 0 cos § —sen 0 0
7= 0 0 cos 0 —sen 0 i 0 sen 8  cos 0 0
0 0 sen @  cos 0 sen 0 0 0 cos 0

Si denotamos por U(c, p) aquellas palabras reducidas que comienzan por o o 0! y terminan en p o p~ 1,

observemos que cualquier palabra no trivial w sera de la forma U(o, p),U(p,0),U(0,0) o U(p, p). Veamos
también que U(p, o) se reduce a U(o, p) si la sometemos a la operacién de inversién, por ejemplo si tenemos

pppop~to que es de la forma U(p, o), entonces:

1 1

0N g
pppop~to ~—— o lpp~lp7lp

siendo esta ultima palabra de la forma U (o, p).
Por otro lado si tenemos una palabra de los tipos U(c,0) o U(p, p), se pueden reducir a una de las otras

1

formas aplicando conjugacién repetida. Por ejemplo, sea w = ppop~'op que es de la forma U(p, p):
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1

1. © -
op — pppop”to

ppop-
Basandonos en que:
1. Las potencias de:
cos § —sen 0
g =
22 sen  cos 0

(cos mbl —sen m0>

sen mbf  cos mb

son de la forma

2. Al ser (cos 0) trascendente, 6 no es un multiplo racional de 7 (sino seria solucién de una ecuacién

del tipo €?"™ = 2™ = () y por lo tanto no tiene puntos fijos,

entonces podemos reducir el estudio de todas las palabras reducidas al estudio de una palabra de tipo

ot pTl. Veamos que cada matriz o*!, p*! tiene la forma:

P -Q -R -S
Q P -S -R
R S P -Q
S R Q P

siendo P y R polinomios con coeficientes enteros en cos 6, y @ y S el producto de esos polinomios con

sen 0. Por otro lado veamos que:

cos*0 —senf) cos £(1 —cos® 0) F(send cosh)
41 senf cos 0 cos*0 F(senb cos 0) F(1 — cos® )
o F(1 —cos? 0) +£(send cos ) cos*0 —senf cos 0
+(senf cos 0) +£(1 —cos® §)  senf cos 0 cos*0
cos*0 senf) cos 0 F(1 —cos® 0) F(senf cosb)
St —senb cos 0 cos*0 F(senf cos 0) £(1 — cos? )
+(1 —cos? 0) +£(send cos ) cos*0 senf cos 6
+(senf cos ) F(1 —cos®> §) —senf cos 0 cos®0

de donde podemos deducir que toda palabra en o*!'...p*! tiene la forma mencionada. Calculemos el

polinomio caracteristico de la matriz (4.1):
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M — 4PN+ (6P? 4+ 2(Q* + R2+ S?))A —4P(P?2 + Q> + R2+ SN+ (P2 + Q* + R?+ 5%) =0
Como (4.1) es ortogonal , el elemento a1; del producto de la matriz por su inversa es 1, esto es:
P24+ Q*+R*+5%=1
v la ecuacién caracteristica se convierte en:
M —dPXN + (4P?2 +2)A —4PXA+1=0
Si existiera algin punto fijo tendriamos A=1 y por lo tanto la ecuacién:
4P —-8P+4=0

tendria solucién. Pero la anterior ecuacién es una ecuacién en cos 6 y ya que cos 6 era trascendente por
hipotesis, s6lo nos queda demostrar que P, que es un polinomio en cos 6 no es una constante, lo cual
haremos a continuacién.

Analicemos la forma de o™:

cos mf  Fsen mb 0 0
m | £senmb  cos mb 0 0
7= 0 0 cos mf  Fsen mb
0 0 +sen ml  cos mb

Si tenemos en cuenta las identidades:

cos mf = 2" Lcos™f + I'(cos 0)
sen ml = senf(2™ Lcos™ 10 + A(cos )

donde I'(cos ) y A(cos 0) representan polinomios en cos 6 de orden menor que m. A partir de ahora

trabajaremos con los términos de orden mayor. De esta manera se tiene:

cos 0  Fsen 0 0 0
SEm _ om—1, m-1g +sen 0  cos 0 0 0
0 0 cos 0 Fsen 0
0 0 +sen 6 cos 0

Hay otra representacién similar para 7%. Si multiplicamos las dos representaciones:

cos§ —esen @ —edcos @ —dsen 0
pem Ok _ omik—2, m+h—1g | €SEN 6 cos 0 —odsen 6 edcos 0
edcos B sin 0 cos 0 —esen 0

0sen  —edcos 8 esen O cos 0
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siendo €, = £1.

Ahora demostraremos que si w = gMnronkn  gamiziikl v 55— k| 4 my | et | ke | 4 | |
entonces:
£cos 0 —usen @ —(cos 8 —vsen 0
w = 95-n—1,,5-1g | HSER 0 Ecos® —vsen® (cos O (4.2)
Ccos 0 wvsin 0 cos 0 —pusen 6
vsen § —(cos 8 usen 6 £cos 0

donde &, pu, v,= 1. Demostremos esto dltimo por induccién. Supongamos que w tiene la forma correcta y

calculemos (o™ 7%)w. Al ser una matriz antisimétrica y debido a la relacién entre los diversos elementos,

sblo nos hard falta calcular los elementos aq1, a2, a13, a14:

1. a11 = K(—€py — ovp + (&n + €pin + 0V — €0(,)cosh)
2. a1g = K(—pn — €&, — €0vy, + ¢, ) senb

3. a13 = K(—€vp — Spin + (—Cp + €V + Sy, — €8&,)cos0)
4. arg = k((—vn — €y — 0&, + €dpuy)send

donde k = 2% " 2cos™ L Oy BF =|ky |+ | my | dood | kn |+ | mn |+ k| + | m ]
Teniendo en cuenta que &, u, v, = £1, a11 = pt1, @12 = fntl, 613 = Cnt1, Q14 = Vn41, y Obviando un

factor 2, obtenemos las siguientes relaciones
L &nt1 = &n + €pn + O0vp — €0Gy
2. Ppt1 = pbn + €€p + 060G, — €dvy,
3. Cn+1 = Cp — €V + Oy, + €56,
4. Upt1 = Up — €(p + 0&, + €0y,

Por otro lado, de la condicién de ortogonalidad se puede demostrar que para o™7% se cumple pv = &C y

esto permanece cierto para o7 . Aplicando esta propiedad:

€0 linUp,
n

Se puede ver que para cualquier combinacién de los valores {¢, d, tin, vn, &} € {—1,1} la ecuacion (4.3)

£n+1 = gn + €un + 5Vn - = gn + €en + 5Vn - gn(e:un)(&/n) (4'3)

toma el valor 2. Lo mismo ocurre para fin41,Cot+1 ¥ Vn+1- Sacando factor comiin 2 se demuestra finalmente
(4.2).
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Por lo que finalmente queda demostrado que el elemento a1;(= P) de una palabra genérica en o=!, p*! es

un polinomio no constante en cos 6 y la ecuacién caracteristica de la representacién de esa palabra no
tendra solucién por ser cos 0 trascendente. Esto nos lleva a la conclusion final que w no tiene autovalores 1

y por lo tanto no hay puntos fijos no triviales.

Corolario 4.1.3. Sin > 3yn# 5, entonces SO(n) tiene un subgrupo libre de rango 2 que es localmente
conmutativo en su accion sobre S*~1. Sin es un mailtiplo de 4 entonces SO(n) tiene un subgrupo libre de

rango 2 sin ningin punto fijo no trivial sobre SP1.

Demostracién

Veamos que cualquier n > 3, excepto n = 5 puede ser escrito como 3k + 4l con k, [ enteros positivos. Sean
03,73 y 04,74 los pares de generadores independientes para SO(3) y SO(4) respectivamente. Podemos
definir o, 7 € SO(n) usando los anteriores generadores en subespacios de dimensiones 3 y 4 respectivamente
de R", conforme a la descomposicion de n en 3k + 41. Por lo tanto la matriz de o serd diagonal por
bloques con k bloques de dimensién 3 x 3 (o3s)!, y I bloques de dimensién 4 x 4 de n en 3k + 4l. Por lo
tanto la matriz de o serd diagonal por bloques con k bloques de dimensién 3 x 3 (o3s) y [ bloques de
dimensién de dimensién 3 x 3 (o3s), y | bloques de dimensién 4 x 4 (04s). Para k = 0 la inexistencia de
puntos fijos no triviales asegura el mismo hecho para rotaciones representadas por la matriz compuesta
unicamente por bloques de o4 en espacios R” con n multiplo de 4. Supongamos sin embargo que k > 0, y
sean u,v dos palabras que tienen un punto fijo comin. Como comparten un punto fijo en S*~!, deben
compartir un punto fijo no trivial en uno de esos k subespacios de dimensién 3. Pero esto implicaria que
u'y v conmutan en la parte de los generadores o3, 73. La independencia de o3 y 73 implicaria que u y v
conmutarian consideradas como palabras formadas por o*!, 71,

Veamos que los grupos de transformaciones SO(4n + 2) y SO(5) han quedado fuera del analisis anterior.
Se puede demostrar que SO(m), con m impar tiene un autovalor +1 y por lo tanto un punto fijo en S™~1.
Por otro lado para el caso SO(4n + 2), también es demostrable la existencia de grupos libres de rango 2

sin puntos fijos no triviales[3].

4.2. La paradoja de Banach-Tarski en dimensién menor que 3

La inexistencia de grupos libres no abelianos construidos con isometrias en la recta y en el plano es
la principal causa de que no se verifique la paradoja de Banach-Tarski en dimensiones 1 y 2. Como
apuntamos al principio de este capitulo, el hecho de que los grupos de isometrias en el espacio euclideo
de 1y 2 dimensiones, G1 y G2, sean resolubles tiene como consecuencia la existencia de medidas totales
2 finitamente aditivas invariantes segun isometrias. Sin embargo, existe la opcién de manejar un grupo
méas amplio de transformaciones, el grupo de las transformaciones afines, A,. Este consta de todas las

transformaciones de la forma o = 7l, siendo 7 una traslacion y [ una transformacién lineal. Se puede

Plural de o3

2Medidas definidas sobre todos los posibles conjuntos del espacio considerado,en este caso PR™),n=1,2
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definir el subgrupo especial SA,, como el grupo de las transformaciones afines de determinante +1, esto es,
aquellas transformaciones afines que conservan la orientacién y el area. Es intuitivo ver que para dimensién
1 el grupo 1 coincide con A; no siendo asi obviamente para el resto de dimensiones. A continuacion se

muestra un ejemplo de subgrupo libre no abeliano en SAs.

Proposicién 4.2.1. Las transformaciones pertenecientes a SLa(Z)(C SA(Z)) 3:

SN

son independientes.

Demostracion

Es facil comprobar que se cumplen las siguientes relaciones:

A”:(l 2n>,Bn:< 1 0)
0 1 2n 1

AN — Ann' +1 2n ,B”A"I _ 1 2n'
o2n’ 1 2n 4nn' +1

donde n,n’ € Z\{0}

Teniendo en cuenta lo anterior, es trivial comprobar que cualquier palabra reducida en A*!, B¥! no podra
ser igual a la identidad y por lo tanto el sistema {A, B} es independiente.

Como la accién de SLo(Z) es localmente conmutativa sobre R?\{0} entonces R?\{0} es S Ly (Z)-paradéjico.
Ademés como R?\{0}~,R? siendo 7 € SA5(Z) la traslacién 7 : (z,y) — (z + 1,y) concluimos que R? es
S Ao-paradéjico. Una cuestion diferente es si se permite una descomposiciéon paradojica de R? en 4 piezas.
De hecho SA3(7Z) no tiene un subgrupo libre de rango 2 cuya accién sobre R? sea localmente conmutativa

por lo que la respuesta a esa cuestion seria negativa.

Descomposicién paradéjica en R?

Nuestro siguiente objetivo es encontrar una descomposicién paradéjica de un conjunto medible de area
finita positiva. Sea J el cuadrado unidad semiabierto [0,1) x [0,1). Existe una dificultad inicial y es que el

grupo SL9(Z) no actia en el cuadrado. Por ejemplo, si:

3SL4(Z) es el grupo especial de transformaciones lineales definidas por Az, z € R? siendo A las matrices cuadradas de

dimensién 222 con determinante +1
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()-es =) (e

La solucién serd utilizar una versién en el plano de aritmética moédulo 1. A estos efectos definiremos la

siguiente relacion de equivalencia en R?: P ~ @Q si y sélo si Q = P + (m,n) con m,n € Z.

Sea S A3 (Z) el grupo de las transformaciones afines de la forma 71 siendo 7 cualquier traslacién y | € SLo(Z)
ysea P € R2y P e J el tinico punto en J tal que P ~ P. Para o € SAy (Z), consideremos la funcién
o :J — J definida por ¢(P) = U/(\P).

Proposicién 4.2.2. La aplicacion o — & es un homomorfismo del grupo de biyecciones afines a trozos y
que conservan el drea, de J en J. Cuando el dominio de esta aplicacion se restringe a SLa(7Z), entonces

es un isomorfismo sobre su imagen.

Demostracién

Demostraremos primero que se verifica lo siguiente: si 0 € SLa(Z) y P = @ entonces o(P) =~ ¢(Q).
Teniendo en cuenta que para o € SAs(Z), trivialmente se cumple: o(Z?) C Z2, entonces si P = Q + R,
R € Z x Z, esto implica o(P) = o(Q) + o(R) con o(R) € Z x Z. Por lo tanto o(P) ~ o(Q). De igual
manera como o+ € SLy(Z) y o1 (Z?) C Z? entonces si P ~ Q se deduce o~ }(P) ~ o~ 1(Q).
Comprobaremos que ¢ es biyectiva sobre J. Veamos primero que es inyectiva. Supongamos que no lo es.
Existen entonces P, P’ € J, P # P'y ¢(P) =o(P’). Como P,P' € J,5(P) =0(P') = o(P) =o(P).
Como o es lineal se tiene o(P) —o(P’) = 0 lo cual implica P = P’ y esto es una contradiccién. Por lo tanto
o es inyectiva. Por otro lado para ver la suprayectividad, sea P’ € 7. Entonces P’ = P = aa/_i(\P’ ) =
3(01(?’)), con 0—/1(?’) eJ.

Es intuitivo comprobar ademés que la aplicacién ¢ conserva el area y es afin a trozos pues o tiene estas
propiedades. De hecho, ¢ se puede descomponer en muchas funciones 7,0 siendo 7; una traslacién por un
punto en Z X Z.

Ahora, probaremos que 0 — & es un homomorfismo. Si P € J se puede ver que la propiedad (™) es

conservada por la composicién:

—_—
—

0102(P) = 6102(P) = 01(02(P)) = 01(02(P)) = 7102(P)

Y por ultimo comprobaremos que [ — 1 es un isomorfismo, pero esto se ve de manera sencilla. Para ello
veremos que la Unica transformacién de SLy(Z) que actiia como la identidad en J es la identidad en
SLy(Z). Sea | € SLy(Z) tal que I = Z; (identidad en 7). Como hemos dicho antes, I se puede escribir
como Tl sobre algun poligono y por tanto Z; = 1= 7l. Como 7l es afin, esto implica que 71 = Z, luego
necesariamente [ = 7.

La consecuencia de la anterior proposicién es que si G’ es un subgrupo libre de SLy(Z) entonces G =
{gA’ : g € G'} es un subgrupo libre con el mismo rango actiando sobre J. El procedimiento para llegar
a la paradoja sera béasicamente el mismo que el seguido en el capitulo anterior para el caso de S?. Se

encontrard primero una descomposicién paraddjica de todo el plano menos los puntos fijos (entre ellos
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el origen) y luego eliminaremos el conjunto de puntos fijos, encontrando un conjunto que los contenga y
sea equidescomponible con su diferencia respecto al mismo conjunto de puntos fijos(ver demostracién del
Teorema 3.4.1).

La paradoja de Von Neumann en el plano

Manejando los conceptos ya expuestos en la seccién inmediatamente anterior, enunciamos a continuacién

la existencia de una descomposicién paraddjica para el cuadrado unidad 7.

Teorema 4.2.3. Sea G el subgrupo de SA2(Z) generado por o1,02, transformaciones independientes de
SLy(Z) y T el grupo de todas las traslaciones, entonces J es G-paraddjico. Ademds dos subconjuntos

acotados cualesquiera de R? con interior no vacio son G-equidescomponibles.

Demostracion

Sea G el grupo generado por o1,02 y T el grupo de todas las traslaciones, y sean las imagenes de G y T
por la reduccion médulo Z2. Si D es el conjunto de puntos en J fijados por algiin elemento no trivial de
de CAJ, entonces G actia sin puntos fijos no triviales en J\D. Ya que G es generado libremente por o1, o9
entonces J\D es G-paradéjico. Finalmente sélo quedara demostrar que J ~7 J\D.

Ya que todo punto en D es un punto fijo de un conjunto afin y por lo tanto es un subespacio afin, y como
G es numerable, D estard formado por un conjunto numerable de puntos Dy y un conjunto numerable
de segmentos D;. Empleando la misma técnica que la utilizada en la demostracién del Teorema 3.4.1
podemos demostrar que para cualquier conjunto numerable C' de 7, J~7J\C usando dos piezas. Basta
con encontrar una traslacién 7 que verifique C N 7"(C) = 0 con n > 1.

Veremos ahora como construir esa traslacién. Como Dy ya es numerable nos concentraremos en Di.En
primer lugar enumeremos los segmentos en D como Sy, S1,.. . Sean n,i y j enteros tales que 0 < i, j,
i # j. Si S; y S no son paralelos, no hay problema porque intersectan a lo sumo en un punto y por lo
tanto 77(S;) también tendrd sélo un punto de interseccion con S;. Si S; y S; son paralelos, entonces 7"(.S;)
podria coincidir con S; y por lo tanto su interseccion seria una recta la cual tiene un conjunto no numerable
de puntos. Esto lo podemos solventar si elegimos p € S; y excluimos todas las traslaciones 7 tales que
para algin (mi,ms) € Z x Z, 7"(p) esta en la doble linea que contiene a p'+S; con p' € Z x Z C R2.
De esta manera, es inmediato ver que 7 pertenece al conjunto de traslaciones a considerar si y sélo si
SiN7"(S;) = 0. Como partimos inicialmente de un conjunto numerable de segmentos habra un conjunto
no numerable de traslaciones posibles. Observemos que en cada linea de D que cumple el requisito de
que no intersecta a otra de Dy, s6lo descartamos un conjunto numerable de traslaciones y debe haber, al
menos, una traslacién 7 con las propiedades que deseamos. Por lo tanto D1 (7"(D1) = () es numerable ya
que si no lo fuera entonces algin segmento en D; se solaparia con alguno en 7"(D;), lo cual no puede
ocurrir ya que hemos excluido todas aquellas traslaciones que llevan un segmento de D; a otro de D;.
Sea por tanto C' = J{D N7"(D) : n € Z\0}. C es un subconjunto numerable de D y los conjuntos
7"(D\C), n > 0 son disjuntos por pares y disjuntos de C, luego si A es el complemento de B = 7"(D)\C
en J\C:
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J\C = (([j ?"(D\C)) UA=7 ((fj ?”(D\C’)) UA — J\C ~ (

=0 i=1

U ?"(D\C)) UA

=1
= (J\O\D\C) = J\D

De una manera similar a cémo se hizo en la demostracion de la Proposicién 3.4.2, como J\D es paraddjico
y J\C ~ J\D, entonces J ~ J\D, y como J\D es G-paradéjico entonces por la Proposicién 3.3.5 7 es
G-paraddjico.

Aunque la demostracién ha sido realizada para el cuadrado unidad J se puede extrapolar para cuadrados
de tamano arbitrario utilizando transformaciones s de la forma s(z,y) = (kx Ky), £ > 0, y tales que
sG~'s7! € @. Para demostrar la equidescomponibilidad de dos conjuntos acotados cualesquiera con
interior no vacio se utiliza el teorema de Banach-Schroder-Bernstein como se aplico en la demostracién del

Teorema 3.4.3 utilizando cuadrados de cualquier tamafo en lugar de bolas.

Descomposiciéon paraddjica en R

El intentar encontrar descomposiciones paradéjicas en la recta real presenta un problema que no aparecia
cuando se intentaba lo mismo en el plano. Las transformaciones afines en la recta se reducen a aplicaciones
del tipo  + a con a € R las cuales son isometrias conmutativas en este espacio, por lo que no son ttiles
para nuestro objetivo. Una solucién alternativa es considerar el grupo G(A) de todas las biyecciones
fR — R siendo f y f~! medibles Lebesgue y que conservan la medida de Lebesgue ), esto es: A\(f(A)) =
A(A) = A71(f(A)) siendo A medible Lebesgue. Este grupo contiene al grupo de las isometrias y es capaz

de proporcionar descomposiciones paraddjicas en la recta.

Teorema 4.2.4. (AE)
Cualquier intervalo de la recta real es G(\)-paradéjico. Dos subconjuntos acotados de R cualesquiera con

interior no vacio son G(\)-equidescomponibles.

Demostracion

Un importante resultado de teorfa de la medida dice que existe una biyeccién f : [0,1) — S? donde f y
f~! convierten conjuntos medibles en conjuntos medibles y donde también f y f~! conservan la medida,
considerando ésta la medida Lebesgue normalizada a la superficie de la esfera (A(S?) = 1). Apoyandonos
en esta idea, es demostrable que para una transformacién o € SOs, f~lof es una biyeccién que conserva
la medida de [0,1) en si mismo, por lo cual si S? es SO3z-paradéjica con las transformaciones o; y los

subconjuntos 4;, entonces [0,1) sera G(\)-paraddjico con piezas f~1(A;) y transformaciones f~lof.

La paradoja de Von Neumann en la recta

En 1929, el matematico John Von Neumann encontré una clase diferente de paradoja en la recta real

utilizando transformaciones lineales fraccionarias. Concretamente el grupo a considerar es L, grupo de las

ax+b
cx+d’

transformaciones sobre RU {oco} de la forma z — ad — bc = 1. Es facil observar que o € L representa
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una accién de grupo sobre R U {oo} y es una funcién creciente en cualquier intervalo que no contenga a
T = —%d.Adem:is como el semiplano superior es isomorfo a PSLs 4, luego no habra problema de ahora en

adelante, si para cada o € L establecemos una correspondencia con los coeficientes de la matriz

<CL b)ESLQ
c d

Teorema 4.2.5. Sean los nimeros algebraicamente independientes ag, by, ci,di, k = 1,...,n sobre los

apxr+by
cpxr+dy

numeros racionales y sean las transformaciones lineales fraccionarias de la forma oy : x — , apdy —

brer, = 1, ag, b, ck, di. € R, entonces o generan un grupo libre.

Demostracion

Debemos probar que si mi, ...,m, € Z\{0} y ki # ki—1,1 = 2, ...,7,entonces o = gy, ™ 0op,™2...0)"" no es

la identidad. Es sencillo comprobar que a(z) = éiig, siendo A, B,C y D polinomios en ag, by, cx, di

con coeficientes enteros y AD — BC # 0. Si « fuera la identidad entonces se tendria que cumplir
B=C =0y A= D. Luego entonces como a, b, cr, d son algebraicamente independientes, entonces estas
ecuaciones son identidades. Esto implica si n es el numero de indices diferentes entre k1, ..., k. entonces
para transformaciones lineales fraccionarias arbitrarias (1, ..., Op, ﬂklmlﬂbm?.ﬂﬁ” es la identidad. . Pero
se puede comprobar que si tenemos las transformaciones lineales fraccionarias o4 = = + 2,0 = ﬁ
asociadas a las matrices A, B de la Proposiciéon 4.2.1 al ser éstas ultimas independientes, como vimos,
04,0 € L también lo son y por lo tanto no existen my, ..., m,, tal que la transformacién lineal fraccionaria

asociada Bklmlﬂkzmz..ﬂ,’gﬁ" con By, =04 0 0p,i = 1,..n acttie sobre z como la identidad.

Definicién 4.2.6. Una transformacién o € L es una e-contraccién (o Lipschitz) con respecto a un intervalo
ZdeRsilo(x)—o(y)|[<e|lx—y|Ve,yel.

Definicion 4.2.7. Una transformacion o € L es una contraccién a trozos si existe una particién finita

Ay, ..., A, tal que la restricciéon f ’Ai es una contracciéon Vi =1, ..., n.

Lema 4.2.8. §i a,3 son dos cualesquiera nimeros algebraicos independientes, tal que 0 < a < § < 1

entonces & y T son biyecciones independientes de [0,7) donde:

_ _BCB) sy _ (4B
7= mea °@) = e
Y
H2) T+ o sir+a<vy
T(x) =
Tr+oa—ry en el caso contrario

4grupo especial lineal proyectivo representado por las matrices cuadradas de dimensién 222 con determinante distinto de

cero
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Demostracion

En primer lugar veamos que las matrices asociadas a las transformaciones lineales fraccionarias definidas

1 0 1 1 a—
M3:< +h X >,M;“:< a),M;:( @ 'Y)eSLQ
25 i 0 1 0 1

Es trivial ver que 7(z) es la traslacion médulo v de la traslacién 7(z) = = + a. Por otro lado 6 tiene como
+1

(6 y 7) son:

dominio [0, ) donde 0 y 7 son puntos fijos. Sea una palabra w en 61, 7% que es igual a la identidad
en [0,7). Como w es la identidad y 7 es una funcién racional de 8 habra cuatro funciones racionales
resultantes de la multiplicacién de potencias de My, MT_yMT+ en w, Rij(o,8.), i,j = 1,2 que deben
verificar R;; = d;;. Ademads siendo o y 3 algebraicamente independientes esas funciones racionales deben
ser iguales a 0 6 1, y por lo tanto w sera la identidad independientemente de qué valores tengan o y 5.

Eligiendo o« =2 y 8 = 0 resulta v = 0 y entonces tendriamos w seria una palabra en:

(0 1)#-(27)

pero esto es una contradiccion ya que estas dos matrices son independientes (ver Proposicién 4.2.1)

Teorema 4.2.9. (Paradoja de Von Neumann para la recta)(AE) El intervalo unidad es paraddjico
usando contracciones, de hecho para cualquier € existe una descomposicion paraddjica que emplea e-
contracciones con respecto a [0, 1] para transformar los conjuntos que particionan el intervalo. Ademds para
cualesquiera conjuntos A, B acotados cuyo interior es no vacio, si {A;}] es una particion de A entonces
existe una familia de e-contracciones o; con respecto a un intervalo que contiene a A, de tal manera que

0i{A;} es una particion de B.

Demostracion

Definiremos inicialmente una e-contraccién a trozos de [0, 1] a un conjunto que contenga a [0, 2. Elegiremos
una transformaciéon que contraiga [0,1] a [0,7] e iremos aplicando las transformaciones del Lema 4.2.8
para ir cubriendo [0,2]. En primer lugar sean «, 3,7,6 y 7 conforme al Lema 4.2.8. Como el conjunto
de puntos fijos es numerable (s6lo dos puntos) se puede aplicar la técnica aplicada en el Teorema 3.4.1,
es decir encontrar una transformacion 7 tal que [0, 7] sea equidescomponible con [0,v)\D. Aplicando la
Proposicién 3.1.4 y la Proposicién 3.3.5 podremos afirmar que [0,~] es paradéjico con las transformaciones
consideradas. Si hacemos la primera derivada de la contraccién &:

do _ 1
@ [2-B)atrip]”

que toma su valor méximo en x = 0 siendo (1 + 3)2. Aplicando el teorema del valor medio:

|o(@) —o(y) <1+ 6|z —y|
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Entonces el procedimiento serfa primero encoger [0, 1] a [0,+) y luego aplicar la descomposicién paraddjica
de [0,7) el suficiente nimero de veces m como para cubrir [0,2). Como en cada iteracién se multiplica por
dos el nimero de copias existente se duplica el intervalo luego se requeriran en total m = —logy(7y) . De
esta forma, la transformacién lineal final por trozos de [0, 1] a un conjunto que contenga a [0, 2], obtenida
mediante el procedimiento anterior encogera las distancias por un factor de v(1 + B)zm. Estudiemos el

limite de la anterior expresién conforme g — 0 Veamos que:
—921 X
YL+ B)*" = F(B)(1+p) T

Como conforme § — 0 % — 1, entonces:

2m _ y —2log, (L 8) —2logy(B) _ B .
148 = FEN+ ) s (9)1-40) ) = e

Luego podemos elegir § tan pequeno como para que y(1 + 5)2m < € y por lo tanto la transformacion
de [0,1] a [0,2) sea una e-contraccién como se precisa. Es sorprendente que si € < 1, entonces como
€" < €y por lo tanto la transformacién final contrae méas que la original. Para demostrar la segunda
parte del teorema, sean A y B tal que A esta contenido en un intervalo I y como tiene interior no vacio,
contiene un intervalo [a, b]. Sea ¢>0. Por el teorema de Banach-Schroder-Bernstein basta con encontrar
una e-contracciéon de A a un subconjunto C' de B y otra e-contraccién de A a un superconjunto D de
B (D D B). La primera parte se puede acometer de una manera muy sencilla usando ax + n con «
suficientemente pequeno como para que el intervalo I se transforme en C'. Y para lo segundo podemos
utilizar el procedimiento iterativo descrito anteriormente considerando o < min{1, (b — a)e} de tal manera
que consigamos generar una a-contraccion de [0,1] a D D B. Por supuesto, en primer lugar se debe aplicar

una bia—contraccién para transformar [a,b] en [0,1] y de este modo obtenemos una e-contraccién a trozos

de [a,b] a D conteniendo a B, como queriamos.
La paradoja de Von Neumann para R, por lo tanto, nos hace comprobar la inexistencia de una medida
finitamente aditiva definida en P(R) y normalizada al intervalo unidad que tenga la propiedad de encoger

bajo contracciones.
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Capitulo

Medida y descomposiciones paradojicas

En los capitulos anteriores, el método para encontrar la paradoja de Banach Tarski se basaba en la
idea principal de encontrar una descomposicién paraddjica para el grupo de transformaciones primero
y luego aplicando la inexistencia de puntos fijos no triviales, trasladar esa descomposicién al conjunto
sobre el que actiaba. Como vimos, la posibilidad de encontrar descomposiciones paraddjicas para ciertos
conjuntos esta estrechamente ligada a la posibilidad de existencia de una medida finitamente aditiva en
esos conjuntos. En este aspecto se profundizara en la primera parte de este capitulo. Por otro lado, fue Von
Neumman quien se dié cuenta de que si se pudiera encontrar una medida finitamente aditiva invariante
por la izquierda definida en todos los subconjuntos del grupo de transformaciones, G, ese hecho podria ser
utilizado para generar una medida finitamente aditiva G-invariante definida en todos los subconjuntos
de X, introduciendo la nocién de grupo amenable. La segunda seccién de este capitulo estd dedicada al

estudio particular de este tipo de grupos.

5.1. Teorema de Tarski

En esta secciéon hablaremos sobre la compatibilidad de la existencia de medidas finitamente aditivas con la
existencia de conjuntos que se pueden descomponer de manera paraddjica. Se finalizara la seccién con el
enunciado del teorema de Tarski que directamente expresa que ambos conceptos no son compatibles. Nos
conviene introducir previamente varios conceptos como tipo de equidescomponibilidad que nos ayudaran

en el tratamiento posterior.

Definicién 5.1.1. Supongamos que el grupo G actta sobre X. Definimos una accién extendida de la
siguiente manera: Sea X*=X x N y sea G*= {(g,7),9 € G siendo 7 una permutacién de N} y sea el
grupo G* actiando sobre X* del siguiente modo: (g, 7)(z,n) = (9(z),7(n)). Si A C X*, entonces aque-

llos elementos n cuyo A tiene al menos un elemento con segunda coordenada n son denominados niveles de A.

Vemos ahora que la G-equidescomponibilidad y la G*-equidescomponibilidad son conceptos bastante
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relacionados, por ejemplo, si E1, F5 C X, entonces Ey ~g Ey <= FE; x {m} ~g« Fy x {n} para todo
m.n € N. Intuitivamente, la informacién anadida que tenemos con esta nueva relacién de equivalencia es el
tipo de equidescomponibilidad de un conjunto. En este sentido si E es G-paradéjico, la siguiente relacion
E x {0} ~g+ E x{0,1} es similar a decir £ = 2E.

Definiciéon 5.1.2. Sean G, X, G*, X*, entonces un subconjunto A de X* se dird acotado si tiene
un numero finito de niveles. La clase de equivalencia con respecto a G*—equidescomponibilidad de un
conjunto acotado A C X* se representard como [A] y es denominada tipo de A. La coleccién de tipos de

conjuntos acotados se representara como ..

A estos efectos y con el objetivo de demostrar el teorema de Tarski trabajaremos en ., que es el
semigrupo de acciones de G sobre X. Como cualquier medida finitamente aditiva en P(X) es invariante
bajo G-equidescomponibilidad, tal medida, p, inducird una medida v de .¥ en [0, c0] tal que si A € .,
v([A]) =3 (A4,) con A=JA, x {n}.

De esta manera Tarski utiliza una medida definida sobre un semigrupo para llegar al teorema que

expondremos al final.

Proposicién 5.1.3. Sea (F,x) un semigrupo conmutativo dotado de elemento neutro, (F#,0). F

admite
una ordenacion definida por o < 8 con o, € F si a+ 0 = [ para algun § € F. Ademds hay una

multiplicacion - : F — F definida como n -« (na) donde n € N.

Teniendo en cuenta que existe una ordenacién para el semigrupo y una multiplicacién, se pueden aplicar
conceptos como los que aplicamos para conjuntos como los niimeros naturales o enteros. Por ejemplo

diremos que un semigrupo % es acotado si fijado € € .% para algiin n € N se cumple « < ne.

Teorema 5.1.4. (AE) Sea (F,+,0) un semigrupo conmutativo y un elemento determinado del mismo

€ € F, Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. Para todon € N, (n+ 1)ex<e.

2. Eziste una medida p : F — [0,00) tal que se se verifica u(e) =1 y pla+ B) = p(a) + u(B) para
todo o, B € F.

Demostracion

(2) = (1): De la propiedad aditiva de la medida definida es sencillo deducir que p(a) < p(B) sia < By
que p(ne) = nu(e), luego claramente se verifica (n + 1)e<e

(1) = (2) no es tan evidente y precisaremos de una técnica que es bastante utilizada cuando se intenta
construir medidas. Se basa en la compacidad del espacio producto [0, oo)y la cual se deduce trivialmente
del conocido teorema de Tychonoff que afirma que el producto de cualquier familia de espacios compactos
es compacto. Merece la pena mencionar que la demostracion de este teorema también hace uso del Axioma
de Eleccién.

Partiremos de la asunciéon de que todos los elementos de % estan acotados para €, y extenderemos la

medida definida para ellos a los elementos no acotados asignandoles medida oc.
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Proposicién 5.1.5. Si %y es un subconjunto finito de F el cual contiene a €, entonces existe una funcion

w: Fo— [0,00) que verifica:

1. p(e) = 1.

2. Para todo {¢;}, {0} € Fo, si o1+ ... + dm < 01+ ...+ 0, entonces Y- pu(di) < > pu(6;)

Demostracion

La demostracion se realizard por induccién sobre el tamaifio de %y. Si | % |= 1 entonces claramente
Fo = {€e} y u(e) =1, en cuyo caso el apartado 2 de la proposicién se reduce a demostrar que si me < ne
entonces m < n. Pero esto se deduce del Teorema 5.1.4 1) porque si tuviéramos me < ney m >n+1
deberia cumplirse ne > me > (n + 1)¢, lo cual es una contradiccién. Supongamos que | Zy |[> 1 con
a € Zp\{e}. Utilizaremos la hipétesis de induccién para encontrar una funcién v que sobre % satisfaga
lo enunciado en la proposiciéon. Como partimos de la hipétesis de acotacién, todos los elementos deben

estar acotados por algun ne, luego v debe tomar solo finitos valores. Definamos p dejando que v coincida

2 v(Br)—> V(w))

de todos los enteros positivos 7y B1, ..., 8, 71....7p que satisfacen

con v en .%y\« y para « asignamos pu(a) = inf( donde inf es el infimo sobre el conjunto

N+ Fptrapfi+o+ 4 (5.1)

. Como « estd acotado, p(a) es el mayor limite inferior de un conjunto no vacio. Si a < me entonces
p(a) < n. Se puede detectar la similitud con el clasico método de construccion de la medida exterior, u
debe ser lo més grande posible siempre dentro de los limites que establece la proposiciéon para poder ser
cumplida.

Una consecuencia de la propiedad mencionada en el apartado 2 de la proposicién que estamos intentando
demostrar es que pu(a) > 0. Para esto veamos el ejemplo € < € + «, luego 1 < 1 + u(«). Nos queda por
demostrar que p tal y como la hemos definido verifica el apartado 2) de la Proposicién 5.1.5. Supongamos
o1+ + dm +sa < 01+ -+ 6, + ta donde como antes ¢;,8; € Fo\oys,t € N.Sis =1t =0
entonces la desigualdad se verifica ya que v cumple lo propuesto en .%p\{a}. Sea ahora el caso s = 0
y t > 0, luego debemos demostrar Y v(¢;) < tu(a) + > v(0;) o lo que es lo mismo si despejamos
pla), ula) > w = M w > w. Si multiplicamos
O1+ ..+ ¢y <01+ ... + 0, + ta por 7 y sumando a ambos lados ty; + - - - + ¢y, resulta:

. Bastara con demostrar que

ror+ TG ity ety SO+ O, Htra ity -ty
Si sustituimos (5.1) entonces:

roLA A TG Y by SO 4 0, B+ 5

Luego la hipétesis de induccién sobre v proporcionas:
rov(g) 3 v(n) < v(9;) +t 3 v(B)
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2. v(Be) =3 vln)

lo cual implica > w como queriamos. Nos queda el caso en que

o+ dmtsa<bO+--- 40, +ta (5.2)
donde s > 0. En este caso nos es suficiente con demostrar que:

>v(¢i) + sp(a) < @+ .+ @+ 3 v(0))
siendo 1, ...,z; cualquiera de los nimeros cuyo mayor limite inferior define p(«). Si elegimos el més

pequeno de x1, ..., z; podemos asumir que son todos el mismo. Es decir supongamos que:
Mttt tra< it + 6
con v, B € Fo\a y sea v = 27B)=2,v0)  epemos que demostrar: sp(a) + > v(¢;) < to+ > v(6;).

T

Multiplicando (5.2) por r y sumando a ambos lados ty; + - - - 4 ty, resulta:

rOL A+ TOm ity ety <O+ 0, Frta -ty -ty
Y utilizando (5.1):

ro1+ Tyt F ity Frsa <rl 4o+l 61+ H 15

siendo ésta tultima desigualdad similar a (5.1), que es la utilizada para definir p(a) y por lo tanto
sp(a) + > v(¢;) estd acotado por :

S v(¢i) + 575 (r S v(;) +t S v(Br) = S v(ei) — t X v(m))

lo que es igual que tx + > v(6;), como queriamos.

Después de haber demostrado 5.1.5 veremos como podemos utilizar la idea de compacidad para producir
la medida deseada en .%. Para cualquier .%, conforme a la Proposicién 5.1.5 definamos M (.%y) como el
conjunto f € [0,00]7 que satisfacen f(e) = 1y f(a+ B8) = f(a) + f(B) con a, B € Fy. La propiedad de
aditividad es una consecuencia directa de 5.1.5 2), luego se deduce que cada M(.%) es no vacio. Por

otra parte para ver la compacidad del espacio producto [0, oo]"@

razonemos de la siguiente manera:. Si
una coleccién de subconjuntos cerrados de [0, 00]” tiene la propiedad de interseccién finita (cualquier
interseccién de un nimero finito de conjuntos es no vacia), entonces la intersecciéon de todos los conjuntos
en la coleccién es no vacia. Veamos también que M(.%) es cerrado. Esto es asi porque f € M(.%;) depende
tnicamente de un nimero finito de coordenadas en f [z, y si f no cumple (1) o (2), entonces f(e) # 1 o
fla+B) # f(a) + f(B). En cualquiera de los dos casos habria un subconjunto abierto de [0, 00]” que
contiene a f [z, en el cual la condicién no es satisfecha. Luego M(.%y) es cerrado. Veamos también que
M(F)N---NM(F,) D M(FU---U.F,) donde cada .%; es un subconjunto finito de .# D {e}. Como
U-Z; es finito,por la Proposicién 5.1.5 entonces M(|J.%;) # (). Luego {M (%) : Fy} es un subconjunto
finito de .# D {€} y que tiene la propiedad de interseccién finita. Por compacidad debe existir u € M (.%p)
siendo p una medida con las propiedades deseadas, esto es: Como u € M({e}) u(e) =1 y la propiedad

aditiva se deduce del hecho que p e M({¢, o, B, + 3}).

Teorema 5.1.6. (Teorema de Tarski)(AE) Sea G actuando sobre X y E C X. Entonces existe una
medida finitamente aditiva G-invariante p: P(X) — [0,00) tal que p(e) =1 <= E no es G-paraddjico.
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Demostracion

Partamos de la hipétesis de que G no es paraddjico y sea . el semigrupo de acciones de G sobre X. Por ser
G no paradéjico, ningtin elemento de G, por ejemplo € = E x {0} es equidescomponible con varias copias
de si mismo, es decir exFE x X, donde X esta formado por al menos dos elementos en N. En particular
ne o> 2neVn € Ny paran =1 € > 2¢ = € < 2¢. Por otro lado si se verificara (n + 1)e < € entonces

tendriamos:

(n+1)e<ne = ne+e<neb = (n+1)e+e<ne = --- = ne+ne <ne = 2ne < ne =
2e <€

Luego entonces € ~ 2¢ lo cual es una contradiccién. Por lo tanto (n + 1)e<e Vn € N verificaAndose el
Teorema 5.1.4 1. Por el mismo teorema, entonces, existe una medida v en .¥ normalizando € y tal que
u(A) = v([A x {0}]) es la deseada medida G-invariante en P(X).

5.2. Grupos amenables

En esta seccién se introduce la definicién de grupo amenable, que es aquél en el que se puede definir una
medida con las caracteristicas ya estudiadas y por lo tanto es un concepto en cierta manera opuesto al del

grupo paraddjico. Veremos también ciertas propiedades que los hacen especialmente interesantes.

Definicién 5.2.1. Amenabilidad. Si, para un grupo G, u es una medida finitamente aditiva en P(G)
siendo 1(G)=1 e invariante por la izquierda (u(g(A)) = u(A) para g € Gy A C G), entonces 1 es una
medida en G. Un grupo amenable (también denominado promediable) es un grupo que estéd dotado de tal

medida. Se designa como AG a la clase de todos los grupos amenables.

Proposicion 5.2.2. Si G es paraddjico con respecto a la traslacion por la izquierda, entonces G no es

amenable.

Demostracién
Sea GG un grupo amenable, por lo que existe una medida finitamente aditiva sobre GG con las caracte-
risticas expresadas en la definiciéon. Si G es G-paraddjico entonces existen Ay, ..., A, B1,...,Bn € G,y

g1, -, 9m, h17 ceey hn € G tal que:

Teniendo en cuenta lo anterior:
w(G) > u(AjUAyU...UA,UBUByU...UB,y)

Por ser p finitamente aditiva:
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(A1 U AU .. UA, UBLU..UB,) = u(A1) + u(A2) + ... + u(Am) + u(B1) + u(B2) + ... + u(By)
y por ser G amenable:

(A1) + pu(A2) + o+ p(Ap) + p(B1) + w(Bz) + ... + u(By) =
1(91(A1)) + p(g92(A2)) + o + p(gm(Am)) + u(h1(B1)) + p(ha(B2)) + ... + p(hn(Bn))

Aplicando otra vez la finita aditividad de p, llegamos a la conclusién:

p(@) 2 (U 049) U0 hi(B))) = (26) = 20()

lo cual estd en contradiccién con la definicidon de la medida que estamos utilizando.

Por lo tanto todo grupo que tenga un subgrupo libre de rango 2 no es amenable.

A continuacién veremos que si consideramos un grupo amenable G y definimos B(G) como el conjunto
de todas las funciones acotadas reales actiiando sobre G, como existe una medida bien definida sobre
G podremos aplicar la construccién de la integral en base a una medida sobre el espacio de medida
(G,P(G), p). El hecho de que todos los conjuntos de G sean medibles implica que todas las funciones son

medibles y por lo tanto [ fdu define un funcional lineal en B(G), con las propiedades ya conocidas:

1. f[af +bgdu=a [ fdu+ [gduVa,beR.
2. [ fdp >0 sipara todo g € G, f(g) > 0.

3. [ xa du=1 donde ¢ es la funcién caracteristica de G, es decir:

0 si g no pertenece a G
xa(9) =

1 si g pertenece a G
4. Invariancia por la izquierda: sea g € G, f € B(G), entonces [, fdu = [ f dp donde (¢ f)(h) = flg7th).

A todo funcional lineal en B(G) que satisface las anteriores propiedades se le denomina media invariante
por la izquierda, por lo que en un grupo amenable siempre se puede definir un funcional de este tipo.

Podemos definir la propiedad de ser invariante por la derecha de un modo similar. Si y es invariante por la
izquierda podemos definir una medida jo invariante por la derecha de la siguiente manera: pg(A) = pu(A™1)

y por lo tanto la integral asociada es invariante por accién derecha de G en B(G) dada por f,(h) = f((hg™}).

Proposicién 5.2.3. 5i G es amenable entonces hay una medida v en P que es invariante por la derecha

y por la izquierda.
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Demostracion

Sea p una medida definida sobre G y g su correspondiente medida invariante por la derecha asociada. Si
A C G, definamos f4 en B(G) por fa = uo(Ag™1), tal que fa estd acotada por 1. Definamos el funcional
v en P(G) como v(A) = [ fdu. Es trivial ver que v(G) = 1 pues fg(g)=1 y que es finitamente aditiva
pues uo lo es. Ademds puesto que el grupo es invariante por conjugacién y pg es invariante por la derecha,

Joa = fay fag = (fa) o luego v es invariante por la derecha y por la izquierda.

Proposicion 5.2.4. Todo grupo finito es amenable.

Demostracion

Sea G grupo finito de orden n y definimos la medida p sobre subconjuntos A de G de la siguiente
— Al

manera: (A) —. Es trivial ver que pu(G) = 1. Por otro lado también es finitamente aditiva. Para

{Ai}’f/ C G,n/ < n disjuntos:

n’ 0 Ai‘ n’
i— A Agl+...4+]A,,
p(U A) = =5 = Rt — (A0 (o) ot u(An) = 3 p(A)
Y también es invariante por la izquierda: u(g(A)) = % = % =pu(A)conge Gy ACG

Por tanto cumple con todas las condiciones para ser un grupo amenable.

Proposicion 5.2.5. Todo subgrupo de un grupo amenable es amenable.

Demostracién
Sea p una medida definida sobre G, grupo amenable, con las caracteristicas enunciadas en la Definicién
5.2.1 y sea H un subgrupo de G. Sea M un conjunto de representantes de las clases de equivalencia de las

clases laterales derechas de H en G. Definamos v : P(H) — [0, 1] de la siguiente manera:
v(A) =pu(U{Ag:g€ M}) para AC H

Trivialmente v(H) = v(G) = 1 y v es finito-aditiva pues p lo es y la disyuncién de subconjuntos A; € H
es trasladada a A;g, ya que el subgrupo actia libremente sobre el grupo en el que estd contenido. Para

comprobar que es invariante por la izquierda veamos que si g, ¢’ € G:

v(g'A) = p(U{(g'A)g : g € M}) = n(U{g'(Ag) : g € M}) = v(A) para AC H

donde hemos aplicado la propiedad asociativa por ser G un grupo y el hecho de que p es invariante por la

izquierda.

Proposicién 5.2.6. (AE)

Si N es un subgrupo normal de un grupo amenable G, entonces G/N es amenable.
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Demostracion
Sea p una medida con las caracteristicas enunciadas en la Definiciéon 5.2.1 . Como en las demostraciones

anteriores construiremos una medida v : P(G/N) — [0,1] a partir de p de la siguiente manera:
v(A) = p(JA) para A C G/N
Como N es normal se tiene que sin € N y g € G entonces ng = gn € G/N, por lo cual:

v(G/N) = up(Ug/N) = m(U{ng : g € G}) = w(U{gn: g € Gin e N}) = u(N) =1
Ademsds v es finito-aditiva puesto que u lo es. Y para comprobar la invariancia por la izquierda veamos
que si A C G/N y G’ es un subconjunto de G tal que G'N = A, entonces:

v(gA) = p(U{gNyg': ¢' € ¢'}) = p(U{Nyg' : ¢' € G'}) = v(4)
Proposicién 5.2.7. (AE)

Si N es un subgrupo normal de un grupo G y N C G y G/N son amenables, entonces G es amenable.

Demostracion
Partimos de N amenable, subgrupo normal de G con grupo cociente G/N también amenable. Por lo tanto
existen dos medidas vy ,vs definidas en N y G/N respectivamente con las propiedades enunciadas en 5.2.1.

Para cualquier A € G definamos f4 : G — R como:
falg) = (N Ng™t4)
Entonces si g1 y g2 definen la misma clase lateral izquierda de N en G, se tiene g1 "'gs = n € N, luego
falgr) = n(NngimtA) = vi(N Nnga ' A) = vi(n(N Nga ™t A)) =i (N Nga ' A) = falge)

,esto es, la restriccién de fq a G/N, es una funcién real acotada con dominio G/N. Como partimos
de la suposicion de que G/N es amenable, entonces se puede definir un funcional lineal que es media
invariante por la izquierda, como vimos al principio de la seccién, definiendo p : P(G/N) — R como
p(A) = [ fadvra. Veamos que la medida asi definida cumple con las propiedades pertinentes. En primer
lugar, veamos que f,(G) = 1 siendo g € G y por ser G/N C G, fs(gN) = 1 siendo gN € G/N. Con
el objetivo de demostrar la finito-aditividad, es sencillo ver que si A,B € G,y AN B = (), entonces
g 'ANg 1B =0y por lo tanto como v también es finitamente aditiva, faup(g9) = fa(g9) U f5(g), siendo
asi p finitamente aditiva. Finalmente, para verificar que p es invariante por la izquierda, basta tener en
cuenta que fya(go) = v1(N N (g0) " 'gA) = 1(N N (g0~ 9)A) = falg'90) =¢ (fa)(g0) y de aquf se deduce
la invariancia por la izquierda de la integral definida por [ f4 dve, luego u también es invariante por la

izquierda, y por lo tanto G es amenable.

Proposicién 5.2.8. (AE)

Todo grupo abeliano es amenable.

Hay varias demostraciones de la Proposicién 5.2.8. La mas conocida hace uso del Teorema de compacidad
de Tychonoff el cual utiliza el Axioma de Eleccién. No la expondremos aqui pudiendo consultarse por

ejemplo en [9].
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Grupos amenables en R y R?

Una orientacién diferente a la hora de estudiar la existencia de descomposiciones paraddjicas en R y R? se
basa en la utilizacion de los grupos amenables definidos anteriormente.

Sabemos que en R el grupo de isometrias de R, (G1, coincide con el grupo de traslaciones en la recta
real el cual es un grupo abeliano y por lo tanto, por la Proposiciéon 5.2.8, amenable. Luego no existen
descomposiciones paraddjicas en R considerando este tipo de transformaciones, pero si existe una medida
finitamente aditiva Gi-invariante por la izquierda definida sobre P(R).

En R? el el grupo de isometrias, G, no es abeliano, sin embargo el subgrupo SO(2) € G5 es subgrupo
normal y si lo es y también G5/Ss. Luego en virtud de la proposicién 5.2.7 G5 es amenable y en él es

posible la definicién de una medida con las caracteristicas enunciadas en la Definicién 5.2.1.
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Capitulo

Comentarios finales

En este trabajo se ha pretendido presentar y explicar con cierta profundidad uno de las resultados mas
sorprendentes producidos en la historia de las matematicas: la paradoja de Banach-Tarski. La versién
popular e informal de la misma se le conoce como paradoja del guisante y el Sol, y dice que podemos
trocear un guisante en un nimero finito de trozos, transformarlos sélo mediante traslaciones y rotaciones y
unir los trozos transformados para formar una bola del tamafio del Sol. Esta version recoge la idea esencial
detras de la paradoja, sin embargo como hemos visto a lo largo del trabajo, no seria posible llevarlo a la
practica puesto que tendriamos que partir la bola inicial (guisante) en trozos tan extraordinariamente
complejos que fisicamente serfa imposible. A lo largo de todo el trabajo se ha hecho hincapié en la idea de
que la paradoja es posible por ciertas caracteristicas intrinsecas del grupo de transformaciones en relacién
al conjunto sobre el que actia. Como vimos al principio del capitulo 3, dos caracteristicas especiales de
este grupo: el poder encontrar transformaciones que no conmutan y el que cada transformaciéon tenga
un conjunto limitado de puntos fijos posibilitan que la esfera tridimensional pueda ser descompuesta
paradéjicamente. En el capitulo 4 al estudiar la paradoja en otras dimensiones, vimos que como estas dos
caracteristicas se mantienen para las isometrias en dimensién mayor que 3, la paradoja también es posible
para esas dimensiones, sin embargo para dimensiones 1 y 2 no es posible ya que las transformaciones
consideradas, en esos espacios, no conmutan. Introduciendo un grupo mas amplio (menos restrictivo)
de transformaciones finalmente conseguimos encontrar descomposiciones paraddjicas tanto en la recta
como en el plano. Finalmente en el capitulo 5 estudiamos la relacién entre el concepto de medida y el
de descomposicion paraddjica. Se expone el Teorema de Tarski en el cual se plasma la imposibilidad de
definir una medida finitamente aditiva en un conjunto paraddjico. Se acaba el capitulo introduciendo
la nocién de grupos amenables que son aquéllos en los que si se puede definir una medida finitamente
aditiva y por lo tanto son grupos que no se pueden descomponer paraddjicamente. Por otro lado, aparte
de todo lo anterior se ha visto que el Axioma de Eleccién interviene en la demostracién de los teoremas
principales relacionados con la paradoja, y se ha mencionado que su utilizaciéon todavia a dia de hoy no
deja de ser polémica, pues suele conducir a resultados en contra de la intuicién, y que por lo tanto pudieran

ser discutibles. En el apéndice A se hablard con més detalle de este Axioma y sus implicaciones. Con el
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objetivo de que la extensién del trabajo fuera la adecuada y que sélo sirviera como introductorio, fuera del
tratamiento que se ha realizado, quedan muchos desarrollos que se han hecho y se contintian haciendo
en la actualidad en relacién a esta paradoja. Basta citar el estudio de descomposiciones paraddjicas en
conjuntos con ciertas propiedades, verbigracia, conjuntos que tienen la propiedad de Baire o con otro tipo
de geometrias como la hiperbdlica. Por tltimo, merece la pena mencionar que la motivacién de estudiar en
profundidad la paradoja y sus implicaciones ha propiciado indirectamente la consecucién de resultados en

diversas areas de la matemadtica que a priori no estaban relacionadas de un modo claro con ella.
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Apéndice
El papel del Axioma de Eleccion

Como mencionamos en la introduccién de este trabajo, desde su descubrimiento, la Paradoja de Banach-
Tarski ha reforzado la visién critica que muchos matematicos tienen del Axioma de Eleccién. De hecho
tan pronto como la Paradoja de Hausdorff fue propuesta, Emile Borel fue uno de los matematicos que se
posicioné claramente en contra de ésta por el uso del Axioma de Eleccién, sin embargo previamente el
propio Borel inconscientemente lo habia utilizado en la demostracién del resultado obtenido por Cantor de
que todo conjunto infinito contiene un conjunto numerable.

Los mismos Banach y Tarski ya anticiparon cuando la expusieron, que en su demostracion habian utilizado
este axioma, y que este aspecto debia ser tenido en cierta consideraciéon. Para poder entender lo que vamos
a explicar a continuacién, introduciremos cierta notacién de teoria de conjuntos. Si T es una coleccién de
sentencias en el lenguaje de teoria de conjuntos, por ejemplo T=ZF (Zermelo-Fraenkel) o T=AE, entonces
Con(T) es la asercién de que T es consistente. Por ejemplo, Godel demostrd en 1938 que Con(ZF) implica
Con(ZF+AE), es decir, el Axioma de Eleccién no contradice lo propuesto en el conjunto axiomético de
Zermelo-Fraenkel.

Desde que se propuso la existencia de conjuntos no medibles, muchos matematicos se preguntaron si
habia alguna manera de construir un conjunto de este tipo sin utilizar el Axioma de Elecciéon. En 1964
Robert M. Solovay, usando el método de forzado propuesto por Paul Cohen un ano antes, respondié de
manera negativa a a la pregunta anterior obteniendo Con(ZF+LM)! es consistente. De aqui se deduce
que la no veracidad de la Paradoja de Banach-Tarski es consistente con ZF y por lo tanto la Paradoja de
Banach-Tarski no se puede deducir de ZF. Por otro lado la no utilizacién del Axioma de Eleccién también
puede llevar a resultados sorprendentes cuando se considera la medida de Lebesgue junto con ZF. De
hecho la afirmacién de que R es unién numerable de conjuntos numerables es consistente con ZF+LM.
Sin embargo, si esto fuera cierto, la medida Lebesgue no podria ser numerablemente aditiva. Con lo cual
parece que debemos permitir cierta parte de Axioma de Eleccién para que la medida se comporte de

la manera adecuada pero no tanto como para que los niimeros reales puedan ser bien ordenados o que

LM es la sentencia que dice que todos los subconjuntos de R™ son medibles Lebesgue
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un conjunto no medible Lebesgue pueda ser construido. En este sentido surge otro Axioma: El Axioma
de Eleccién Dependiente (DE), el cual garantiza la existencia de un conjunto de eleccién numerable.Es
decir restringe el Axioma de Eleccion a colecciones numerables de conjuntos. La introduccién de este
Axioma representa una solucién intermedia entre las opciones extremas de utilizar AE o no. Sin embargo
se puede demostrar también que la paradoja de Banach no se puede deducir de ZF+DE. Otro punto
particular interesante es que la Paradoja de Banach no es completamente equivalente a AE ya que esta
ultima requiere que todo conjunto pueda ser bien ordenado mientras que la primera sélo requiere que lo
sea R. Hay muchos mas desarrollos al respecto, pero no establecen de forma clara y definitiva si es correcto
utilizar el Axioma de Eleccién o no. A dia de hoy son mayoritarios los mateméticos que aceptan el uso del
Axioma de Eleccién. Es generalmente asumido que conjuntos no medibles conducen a situaciones curiosas
que contradicen la realidad del mundo fisico, pero el tipo de matemaéticas que se se suele emplear para
describir problemas fisicos suelen desarrollarse sobre conjuntos que son medibles. Ademéas como punto a
favor de AE, desde el punto de vista de teoria de conjuntos, se puede demostrar que ZF+AE establece

unos principios fundacionales més coherentes que ZF sélo.
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