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ABSTRACT

Abstract:

Este trabajo describe la construccion de curvas maximales sobre cuerpos finitos, cubiertas por
curvas hermitianas. Existe un gran interés en las curvas algebraicas sobre cuerpos finitos con
muchos puntos racionales, ya que son utilizadas para la construccion de cédigos correctores de
errores, es decir, afiadir informacién redundante a un mensaje con el propésito de ser recuperado
en el caso de producirse errores . Explicamos las herramientas necesarias para abordar este tema,
como parte de la Teoria de Anillos y Cuerpos, y analizamos el articulo On Certain Subcovers
of the hermitian Curve, escrito por Arnaldo Garca, Motoko Q. Kawakita y Shinji M, donde se
detalla un método para la construccién de estas curvas maximales.

Al final del trabajo, se presentan varias tablas describiendo diferentes representaciones de
algunos cuerpos finitos y las tablas de los puntos racionales de las curvas maximales que hemos
obtenido aplicando el método descrito en el articulo. Todas estas tablas han sido obtenidas me-
diante la ejecucién de un programa desarrollado en JAVA, ad-hoc, el cual puede ser generalizado
para cualquier cuerpo finito y la evaluacién de sus puntos en cualquier curva dada.

Abstract:

This thesis surveys the construction of maximal curves over finite fields covered by Hermitian
curves. Currently there is a great interest in algebraic curves over finite field which have many
rational points, because they are widely used for the construction of error correcting codes, that
means, adding redundant data to a message in order to be recovered even when errors are
introduced. We explain the necessary tools to address this topic, like part of the Ring and Field
Theory and we analyze the paper titled On Certain Subcovers of the Hermitian Curve, written by
Arnaldo Garcia, Motoko Q. Kawakita and Shinji M, where it is explained in detail one method to
construct such that maximal curves.

At the end of this thesis, we present some tables describing different representations of finite
fields, and some tables containing the rational points of the maximal curves obtained by using
the method described in that paper. All these tables have been generated through the execution
of one application developed in JAVA programming language, ad-hoc, which could be generalized
to get any finite field and for the evaluation of its points in any given curve.

Keywords: Group, Ideal, Field, Nullstellensatz, Variety, Rational function field, Curve, Field extensions,

Riemann-Roch Theorem, Ramification, Covering, Hasse-Weils bound
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NOMENCLATURE

KA™ Espacio afin de dimension n sobre el cuerpo K

KP" Espacio proyectivo de dimensién n sobre el cuerpo K

[F :K] Grado de una extension finita de cuerpos

#% (F,) Numero de puntos racionales de una curva proyectiva sobre el cuerpo F
I'(V) Anillo de coordenadas de la variedad V

Fq Cuerpo finito de orden ¢

P(F) Conjunto de plazas del cuerpo de funciones algebraicas F'
S Curva Hessiana

K Divisor canénico un cuerpo de funciones

0 Anillo local

c* Grupo formado por las unidades del anillo de valuacién @
%,% Curva plana afin y proyectiva

H Curva hermitiana

& Funcién de Weierstrass

K Clausura algebraica del cuerpo K

Yy Esfera de Riemann

deg(P) Grado de la plaza P

div(F') Grupo de divisores de F'

F/K Extension de cuerpos

g Género de un cuerpo de funciones



1 Ideal

I(V) Ideal dela variedad V

K Cuerpo

K(X) Cuerpo de funciones racionales

K[X] Anillo de polinomios en la indeterminada X sobre el cuerpo K
P Plaza

R Anillo

Rad(I) Radical del ideal 1

|4 Variedad / Conjunto algebraico

v0 Valuacién discreta

Z[i] Enteros de Gauss
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CAPITULO

INTRODUCCION

as curvas siempre han sido de gran interés para los matematicos, y el origen de su estudio
de manera sistemaética se remonta a la antigua Grecia, donde matematicos como Euclides
o Diofanto se planteaban y resolvian muchas cuestiones sobre muchos tipos de curvas.
Algunas de estas curvas, como las conicas, pertenecen a la categoria de lo que hoy denominamos
como curvas algebraicas. El caso de las curvas algebraicas definidas sobre cuerpos finitos es
quizas el que mas se ha estudiado y desarrollado en los tltimos afios, debido a sus aplicaciones

en campos como la criptografia o la ingenieria.

La Teoria de Coédigos Correctores tuvo su inicio en las investigaciones de los matematicos
Golay, Hammig y Shannon, en los Laboratorios Bell, en la década de 1940. Al mismo tiempo, los
matematicos Hessel y Weil hallaban una férmula para acotar el nimero de puntos racionales de
una curva algebraica sobre un cuerpo finito. Las curvas que cumplen esta igualdad se denominan
curvas maximales. Estas curvas son las que tienen el maximo nimero de puntos racionales de

acuerdo con la formula de Hessel-Weil.

Posteriormente, en la década de los 70 del siglo pasado, el matematico ruso V. D. Goppa se
dio cuenta de que, asociando cédigos con ciertos divisores de cuerpos de funciones algebraicas, es
decir curvas planas, se pueden construir gran cantidad de cédigos, y construye cédigos lineales (o

llamados cédigos Algebraico-Geométricos).

A partir de ese momento, se despierta entre matematicos un gran interés por las curvas sobre
cuerpos finitos, y la construccién de curvas definidas sobre [, con muchos puntos racionales
respecto a su género, debido a las aplicaciones que tienen éstas en la Teoria de Cédigos. Por lo
tanto, durante las ultimas décadas, los cédigos Algebraico-Geométricos han sido un gran campo

de investigacion.

Un cédigo corrector de errores es un subespacio de un cuerpo finito Fy», es decir, es un espacio



CAPITULO 1. INTRODUCCION

vectorial de £ < n dimensiones sobre [F,. Son ampliamente utilizados en muchas situaciones
las cuales tienen como caracteristica comun que la informacién procedente de alguna fuente se
transmite por un canal de comunicacién ruidoso a un receptor. Lo que hara Goppa sera construir
un método que permite definir c6digos con buenas propiedades a partir de curvas definidas
sobre cuerpos finitos. El Teorema de Riemann-Roch proporciona buenas estimaciones para estas
propiedades de los cédigos.

Una de las cosas mas interesante desde el punto de vista de la criptografia y los cédigos
correctores, es que la curva tenga muchos puntos racionales con respecto a su género, ya que
usando este tipo de curvas se pueden construir cédigos correctores de calidad.

También se usan curvas algebraicas sobre cuerpos finitos en el protocolo Bitcoin, especi-
ficamente el algoritmo ECDSA (Elliptic Curve Digital Signature Algorithm) para la creacién
de las claves privadas y publicas. Este algoritmo es una variante del clasico algoritmo DSA
(Digital Signature Algorithm), que usa la critografia asimétrica o de clave publica. La criptografia
utilizando curvas elipticas es mucho mas rapida y proporciona un nivel de seguridad superior.
Por ejemplo, una clave de 256 bits basada en la criptografia de las curvas elipticas, puede dar el
mismo nivel de seguridad que una clave de 2048 bits generada con el clasico algoritmo RSA, con
la ventaja adicional de que se puede reducir el espacio de almacenamiento y el de transmision de
la clave.

Resumen de los capitulos

Capitulo 2

En este capitulo revisaremos importantes conceptos para el posterior desarrollo del trabajo,
como el concepto de anillo, anillo local, anillo de valuacién, anillo noetheriano y cuerpos. Uno
de los conceptos mas importantes es el de extension algebraica de cuerpos, ya que veremos las
curvas como cubiertas de la recta proyectiva (cubiertas que corresponden a extensiones sobre
cuerpos de funciones, los llamados cuerpos de funciones algebraicas).

Capitulo 3

En este capitulo explicamos el concepto de curvas planas y de variedades. En la primera parte
nos centraremos en variedades y curvas afines, mientras que en la segunda parte veremos las
variedades y curvas definidas en el plano proyectivo. Un concepto importante en este capitulo es
el Nullstellensatz, tanto para curvas afines como proyectivas, un resultado muy importante que
relaciona dos grandes campos de las matematicas como son la Geometria y el Algebra.

Capitulo 4

En este capitulo se introducen los conceptos de cuerpos de funciones algebraicas, plazas (que
seran los puntos de las curvas), puntos racionales y el Teorema de Riemann-Roch, que une las
propiedades algebraicas y topolégicas de una curva.

Capitulo 5

En el capitulo 5, introducimos el concepto de ramificacion y hablaremos sobre curvas como

cubiertas de la recta proyectiva. Estas cubiertas estan definidas por morfismos entre curvas y

2



veremos algunos ejemplos como el de las funciones meromorfas y las funciones elipticas.

Capitulo 6

En este capitulo construiremos extensiones de cuerpos finitos y curvas algebraicas maximales
sobre estos cuerpos, siguiendo el método explicado en el articulo On Certain Subcovers of the
Hermitian Curve, de los autores Arnaldo Garcia, Motoko Q. Kawakita y Shinji Miura. Explicamos
los pasos seguidos en el articulo para obtener las cubiertas y obtenemos curvas maximales que
son cubiertas por una determinada curva hermitiana.

Finalmente, damos las tablas de todos los puntos racionales de las curvas maximales obtenidas
en el Capitulo 6 sobre sus respectivos cuerpos, y construimos los cuerpos Fig, Fgq y F'g1 a partir
de algunos de sus polinomios primitivos, dando la tabla con su representacién numérica y en
forma de potencia de una raiz primitiva.

También proporcionamos el cédigo fuente en el lenguaje de programacién JAVA que ha sido

utilizado para la obtencion de las tablas descritas anteriormente.






CAPITULO

CONCEPTOS PRELIMINARES

mpezaremos estudiando en esta seccién las propiedades generales de los grupos, anillos
y cuerpos, conceptos basicos en toda teoria algebraica. A partir de estos conceptos,
definiremos las variedades, las curvas y, en capitulos posteriores, las plazas en curvas.

Las siguientes definiciones pueden encontrarse en [2] y [18].

2.1. Grupos, anillos y cuerpos

Definicion 2.1. Un grupo es un conjunto de elementos {g1,g9,...} dotados de una ley de
composicién - (multiplicacién), que a cada par ordenado g;,g; € G le asigna otro elemento g;- g,

de forma tal que se satisfacen las siguientes propiedades:
1. La ley de composicion es interna, es decir si g;,8; € G, entonces g, - g € G (cierre) .
2. Paratodo gi,8,,8,€G, g;-(g;-8r)=(gi-gj)- g (asociativa).
3. Existe un dnico elemento, denotado usualmente e, con la propiedad de que para todo

gi€G,e-g;i=g;-e=_g;(elemento unidad).

4. Para cada g; existe un dnico elemento gi_1 tal que gi_1 ‘gi=8i8.

; 1 = ¢ (elemento inverso).

Si la ley de composicion interna es conmutativa, decimos que el grupo es un grupo abeliano.
Ejemplo 2.1. Sea el grupo ciclico C15, y sea a = 2 el generador del grupo. Podemos representarlo
como

C1s = {1,a,a2,a%,a%,a5,a%,a7,a8,0°,a1,all 412,413, 14,415 = 1}

donde tenemos que la tabla de multiplicacién viene dada por la ecuacién a* = a® + 1.

5
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a,a®=4,a°=8,a*=9,a° =11,a°=15,a" = 7,a® = 14,0 = 5,0 = 10,a'! = 13,
a'?=3,a'%=6,a'"=12,a'" =1.

Los respectivos valores numéricos vienen dados por la representacion binaria de los niimeros
del 1 al 15.

Ejemplo 2.2. Q* =(Q* \ {0}), con el producto habitual, es un grupo abeliano.

Ejemplo 2.3. Sea Qs =1{1,-1,j,—j,k,—k,l,—1} el grupo de los cuaterniones, cuya multiplicaciéon
- estd determinada por: (-1)-(-1)=1, j2=k%2=12=-1,j- k=1, k-j=—j -k, k-l=j=—1-F,

l-j=k=—j-1, con la regla usual de los signos. Tenemos que (@s, ), es un grupo no abeliano.

Ejemplo 2.4. Sea el conjunto de los nimeros reales R y sea R[X] el conjunto de polinomios en
la indeterminada X con coeficientes reales. Entonces (R[X],+) es un grupo abeliano, donde +

representa la suma habitual de polinomios, es decir, la suma se hace término a término.
Las siguientes definiciones y conceptos basicos sobre anillos pueden encontrarse en [18].

Definicion 2.2. Un anillo unitario (o anillo con uno) R es un conjunto dotado con dos operaciones

cerradas, + y - (suma y multiplicacién), de modo que se verifican las siguientes propiedades:
1. R es un grupo abeliano con respecto a la suma +.
2. La multiplicacién - es una operacién asociativa en R.

3. Existe un elemento 1 no nulo tal que paratodoa€ R, 1-a =a-1=a. Este elemento es el

uno de anillo.
4. Se cumplen las leyes distributivas, es decir para todo a,b,c€ R,

(a+b)-c=(a-c)+(b-c)
c-(a+b)=(c-a)+(c-b)

Se dice que el anillo R es conmutativo si la operacion de multiplicaciéon es conmutativa. A

partir de este momento, salvo que digamos lo contrario, todos los anillos seran conmutativos.
Ejemplo 2.5. Z,, con p primo es un anillo con uno.

Definicion 2.3. Un elemento no nulo en un anillo unitario R se denomina unidad si tiene
inverso multiplicativo, es decir, el elemento a € R es una unidad, si existe un elemento b € R tal
que a-b = 1. El conjunto formado por las unidades del anillo junto con la multiplicacién forman

un grupo abeliano.



2.1. GRUPOS, ANILLOSY CUERPOS

Ejemplo 2.6. El conjunto Z, con las operaciones usuales de suma y multiplicacién, forman un

anillo conmutativo unitario, con elemento unidad 1y —1.

Ejemplo 2.7. Sea el conjunto M = {3n | n € Z} el conjunto de todos los enteros multiplos de 3.
Junto con las operaciones de suma y multiplicacién usuales, forman un anillo. Sin embargo, este

anillo carece de elemento uno, por lo que no es un anillo con uno.

Ejemplo 2.8. Sea K un cuerpo (ver definicion 2.7) y el anillo de polinomios en una indeterminada
KI[X]. Las unidades de K[X] son las unidades de K, es decir K ~ {0}.

Definicion 2.4. Sea R un anillo. Un elemento q € R, g # 0, es irreducible, si ¢ no es unidad, y

si g =ab, entonces a 6 b son unidades.

Ejemplo 2.9. a) Sea R un anillo conmutativo. El conjunto de polinomios en la indeterminada X

con coeficientes en el anillo R es el conjunto de todas las sumas formales finitas
f=a, X" +an 1 X" 1+ +a1X +ao,

donde X es un nuevo elemento.
En el conjunto de polinomios definimos una suma y un producto:
Sean f =a, X" +an 1 X" 1+ +a1X +a0, 8 =bmX ™ +bm_1 X" 1 +---+b1X +bg dos polinomios.

Supongamos que m < n y tomamos b; = 0 para todo n =i > m. Con este convenio definimos

f+g=(@p+b,)X"+ - +(a1+b1)X +(ag+ do).
f-g=a,b, X" +m+(@ap,bm-1 +an,1bm)Xn+m_1 +---+(a1bg+apb1)X +agbo.

Tenemos entonces que el conjunto R[X] con las dos operaciones definidas forma un anillo conmu-

tativo que se llama anillo de polinomios en X con coeficientes en R.

El elemento neutro para la suma es el polinomio nulo, p (X) =0, y el uno del anillo es el polinomio
p(X)=1.

b) De acuerdo a la definicién anterior, un polinomio f en el anillo R[X,X3,---,X,] de polinomios
en las indeterminadas X1,Xo, -+ ,X, es reducible si existen dos polinomios no constantes f1, f2

en R[X1,X9,---,X ]l con f = f1- fo. En caso contrario, decimos que f es irreducible.
= El grado de un monomio X' X% - X" esri+rg+---+rp.
= Un polinomio es homogéneo si todos sus términos tienen el mismo grado.

= El grado de un polinomio f es el grado mas grande de todos sus términos. Lo denotamos

por degf.

Ejemplo 2.10. Sea el polinomio f = y3 +xy? + 22 (x — y) € R[x, y]. El grado de cada monomio es 3,

por lo que el polinomio es homogéneo.
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Definicion 2.5. En un anillo A, un elemento a € A no nulo es un divisor de cero si existe otro

elemento b € A tal que a-b =0.

Ejemplo 2.11. El anillo de los numeros enteros Z no tiene divisores de cero. Sin embargo, en
el anillo Z x Z, donde la suma y el producto se realizan sumando y multiplicando componentes,

tenemos que (0,1) x (1,0) = (0,0), por lo que ambos (0,1) y (1,0) son divisores de cero.

Definicion 2.6. Sea R un anillo. Se dice que R es un dominio integral (DI) si para todoa,b e R,
sia-b=0,entoncesa=06b=0.

Es decir, un dominio integral es un anillo que no tiene ningtun divisor de cero.

Ejemplo 2.12. El conjunto Z[i]={r +si | r,s € Z}, llamado enteros de Gauss, junto a las opera-
ciones de suma y multiplicacién habituales en los nimeros complejos, forman un anillo con uno

conmutativo, que ademéas es dominio integral.

Ejemplo 2.13. Sea el anillo M (2) de las matrices 2 x 2 con las operaciones de suma y multiplica-

Le -

por lo que el M(2) es un anillo con uno, pero no es un dominio integral, al tener divisores de cero.

cién habituales. Tenemos que

A partir de ahora, salvo que digamos lo contrario, consideramos que todos los anillos son

unitarios.

Definicion 2.7. Un cuerpo K es un anillo tal que K ~. {0} = K™ es un grupo abeliano con respecto
a la multiplicacién, llamado grupo multiplicativo. Un cuerpo K se dice que es finito (o cuerpo de
Galois) si consta de un conjunto finito de elementos.

Se llama caracteristica de K (charK) al menor numero natural p tal que p-1=0. Si este

numero no existe, diremos que K tiene caracteristica cero.

Ejemplo 2.14. R, C y Q con las operaciones de suma y multiplicaciéon habituales son cuerpos y
tienen caracteristica cero. El conjunto de los enteros médulo p, Z, =F, con p primo y con las
operaciones de suma y multiplicacion modulares habituales, forman un cuerpo con caracteristica
p.

Sin embargo, Z4 ={0,1,2, 3}, junto con las operaciones de suma y multiplicacién modulares

habituales, no es un cuerpo, ya que el elemento 2 no es unidad.

Ejemplo 2.15. El cuerpo F4 =1{0,1,2,3} con la suma habitual y la tabla de multiplicaciéon dada
por 22 =3,32=2y2-:3=1 es un cuerpo de cuatro elementos de caracteristica 2.
También el cuerpo Fig con la suma habitual y la multiplicacién dada en el ejemplo 2.1 es un

cuerpo de orden 16 y caracteristica 2.
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Definicion 2.8. Sea K un cuerpo. Si f(X),g(X) e K[X] son dos polinomios, los elementos de la
forma A (X) = é%, con g(X) # 0, forman un cuerpo con la suma y multiplicacién habituales. Se

denomina cuerpo de funciones racionales en X sobre el cuerpo K, y lo denotamos por K (X).

Ejemplo 2.16. Los ntiimeros racionales Q son el cuerpo de las fracciones del dominio integral
de los enteros Z. Como cada numero racional es una clase de equivalencia, tenemos que puede
representarse por diferentes fracciones, obviamente todas equivalentes entre si. Hay, sin embargo,
una fracciéon que es especialmente simple en cada clase, la fraccién reducida. Este es un ejemplo

de los llamados cuerpos de fracciones que veremos posteriormente.

Ejemplo 2.17. El cuerpo de funciones racionales K (X) definido anteriormente, es un cuerpo de

fracciones.

2.1.1. Cuerpos de fracciones de un dominio integral

Si A es un DI, construiremos un cuerpo que contendra a A y que estara formado por las “fraccio-

nes” de elementos de A . Tal cuerpo se llama el cuerpo de las fracciones de A .

Definicion 2.9. sea A un domino integral. Se denomina cuerpo de fracciones de A al minimo
cuerpo que contiene al dominio.

Dicho cuerpo siempre existe.

Ejemplo 2.18. Considerando el cuerpo de fracciones Z (i) de los enteros de Gauss definidos

anteriormente, tenemos el siguiente isomorfismo
Z(@)={c+dilc,de€Q}.

Ejemplo 2.19. Sea A un dominio integral y el anillo de polinomios en dos indeterminadas
A[X,Y], el cual es un dominio integral al serlo A. Definimos su cuerpo de fracciones K (X,Y)

como

KX,Y)= {557 1P,QeK(X,Y),Q #0}.

2.1.2. Ideal

El concepto de ideal generaliza el estudio de la divisibilidad del conjunto de los ntimeros

enteros Z. Podemos consultar los conceptos de esta seccién en [18].

Definicion 2.10. sea un anillo R y un subconjunto I c R. Se dice que I es un ideal del anillo A

si cumple las siguientes condiciones:
1. (I,+) es un subgrupo de (R, +).

2. Paratodoael ytodobeR,a-bel.
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3. La unidad multiplicativa 1€ I siy solosi I =R

Sia € R, el ideal generado por a es el conjunto (a) ={ra | r € R}.
Si I #{0},R, decimos que I es un ideal propio del anillo R.

Si I es generado por un tinico elemento, decimos que I es un ideal principal del anillo R.

Ejemplo 2.20. Sea el anillo conmutativo (Z4,+,-), siendo la suma y la multiplicacién modulares
habituales . Es facil comprobar que los ideales de Z4 son I1 ={0}, Is ={0,2} y I3 = Z4. Vemos que

I5 es un ideal propio de Z4.
Ejemplo 2.21. El ideal I =(6,10) c Z es principal, ya que es facil probar que I =(2).

Definicion 2.11. Sea R un anillo conmutativo e I un ideal de R. Se dice que I es maximal si

es un ideal propio y no esta estrictamente contenido en ningin otro ideal propio.

Ejemplo 2.22. El ideal I = (2) c Z es maximal, ya que si intentamos "afiadir" a I un niimero

impar, 2n + 1, entonces, también deberia estar (2n + 1)+ (—n)2 =1, y por lo tanto todo Z.
Ejemplo 2.23. Elideal I =(9) c Z no es maximal, ya que (9) £(3) £Z.

Ejemplo 2.24. Sea el anillo de polinomios sobre el cuerpo R[X]. Sea el ideal generado por el
polinomio p(X) =X 241, el cual es irreducible Entonces R[X]/ (p (X)) es un cuerpo isomorfo
al cuerpo de los nimeros complejos C. Esbozamos la demostracion que puede ser consultada

completa en [8].

El polinomio p (X) € R[X] es irreducible, por lo que el ideal (p) constituido por los miiltiplos
de p(X) es ideal maximal del anillo R[X]. Definimos las operaciones de suma y producto en

R[X]1/p(X) de la siguiente forma:

Para toda clase de polinomios [p1(X) +(p)], [p2(X)+ (p)] € R[X]/p (X), las operaciones suma y

multiplicacién estan bien definidas:

[p1(X)+(P)]+[p2(X)+(p)]=[p1(X)+ p2(X)]+(p)

[P1(X)+(P)][p2(X)+(P)]=[p1(X) p2(X)]+(p).

Obviamente, R[X]/p(X) tiene estructura de cuerpo con las operaciones definidas, y los
elementos de R[X]/p (X) pueden representarse por pares de nimeros reales (a,b) ya que cada
clase de equivalencia tiene un representante q de la forma a + bx. Asi, el cuerpo R[X]/p (X) es

isomorfo al cuerpo de los nimeros complejos C, es decir, a + bx — (a,b).

Definicion 2.12. Sea el anillo de polinomios R[X1,Xo,---,X,]. Si f1, fe, -, fs € R[X1,X9o, -, X,]

entonces el ideal generado por los polinomios [, f2, -, fs es:

10
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S
(f17f2"” afS) = Zhifi :hl,h2a'” 7hs €R[X1’X2"" :Xn]-
i=1
En el caso particular de un solo polinomio f, tenemos que

(f)=fRI[X1,X2, -, Xp]l={fh:heR[X1,X9, - , X, } ={g € R[X1,X0,---, Xp]: f | g}.

En general, dado un dado un anillo R y un ideal I c R, podemos establecer la relacion de
equivalencia a,b €e R, a ~ b — a—b € I que establece el conjunto cociente R/I, que hereda la

estructura de anillo.

Definiciéon 2.13. Sea R un anillo unitario e I un ideal de R. Se dice que I es un ideal primo si
se cumple la siguiente propiedad: si el producto de dos elementos del anillo R pertenece al ideal

I, entonces alguno de los dos elementos pertenece a I, es decir, si
a,beR,a-bel —=acldbel.

Si un elemento a € R genera un ideal primo, diremos que a es primo. Por o tanto, tenemos que si

el elemento p es primo para todo a,b € R tal que pla - b, entonces pla 6 p|b.

Ejemplo 2.25. Sea p(X)=X2-1€Q[X]y el ideal que genera I = (X2-1). Sean q(X),h(X)€
Q[X]con g(X)=X+1y h(X)=X —1. Tenemos entonces que I no es primo, ya que p(X) =
q(X)h(X) y ninguno de los factores q (X), h(X) pertenecen a I.

Ejemplo 2.26. a) Todo ideal maximal es primo. Por ejemplo, el ideal I = (X — 1) del anillo de
polinomios Q[X] es un ideal maximal y, por lo tanto, primo.

b) Sea K un cuerpo. En general, si p(X) € K[X] es irreducible, el ideal (p (X)) es maximal y,
por lo tanto, primo.

Recordemos que un ideal principal es un ideal que es generado por un sélo elemento.

Definicion 2.14. Un dominio de ideales principales (DIP) es un dominio integral en el que

todos sus ideales son principales.
Ejemplo 2.27. Si R es un cuerpo, el anillo de polinomios R [X] en una indeterminada es un DIP.

Ejemplo 2.28. El anillo de polinomios R [X7,---,X,] en n indeterminadas nunca es un DIP para

n =2, ya que (X1,X32) no puede estar generado por un elemento ya que X; no es unidad.

Una de las propiedades fundamentales del anillo de los niimeros enteros es que todo entero
se expresa de manera tnica como un producto de niimeros primos. Esta propiedad se generaliza
en forma natural a los dominios integrales, originandose as asi el concepto de dominio de

factorizacion unica.
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Definicion 2.15. Un dominio de factorizacion tnica (DFU) es un dominio integral en el que

se cumplen las siguientes dos condiciones:
1. Todo elemento irreducible es primo.
2. Todo elemento no nulo que no sea unidad es producto de elementos irreducibles.

Ejemplo 2.29. Sea K un cuerpo. En el anillo K [X] los polinomios irreducibles son los elementos
primos del anillo. Ademas, K[X] es un dominio de factorizaciéon tunica, al ser un dominio de

ideales principales.

Ejemplo 2.30. Tenemos que un dominio de ideales principales es un dominio de factorizacién

Unica, y éste es un domino de integral.
Ejemplo 2.31. DI ADFU, por ejemplo: Z[v-5]={a+bv-5,a,b€Z} cC.
Ejemplo 2.32. DFU ~DIP: por ejemplo Z[X] (al ser el anillo Z un DFU).
Definimos ahora un tipo de ideales con un papel relevante en el estudio de las curvas.

Definicion 2.16. Sea I un ideal de un anillo R. Definimos el radical de I como

Rad(I)={a €R :a" € I para algtun entero n > 0}. Un ideal I se llama ideal radical si I = Rad(I).

Ejemplo 2.33. a) El radical del ideal (4) de los enteros multiplos de 4 es (2).
b) Sea un cuerpo K. En el anillo K[X] de polinomios, sea el ideal I = (X 2). Tenemos entonces

que X2 €1 pero X ¢ 1, por lo que I no es un ideal radical.
De acuerdo con la definicién, tenemos que:
Proposicion 2.1. Todo ideal primo es un ideal radical (ver[18]).

Demostracién. Supongamos que I es un ideal primo. Por definicién, tenemos que I < Rad (I).
Probemos ahora la inclusién contraria. Sea a € Rad (I). Por definicién, existe un entero
positivo n tal que a™ € 1.
Ahora probemos por induccién que a € I. Para el caso base n =1 es trivial. Supongamos, como
hipétesis de induccién, que si a* € I entonces a € I, para k > 1. Tenemos que probar que cuando

1 = g -a*, pertenece al ideal

n=~k+1,si a**! €I entonces a € I. Tenemos que el producto a**
primo I, por lo que tenemos que 6 bien a € I 6 a* € I. Si se da el primer caso, ya estaria probado.
Si se da el segundo caso, por la hipétesis de induccién, tenemos que también a € I. Por lo tanto

Rad(I)c1, es decir, I = Rad (I), por lo que I es un ideal radical. O

Sin embargo, un ideal radical en general no es un ideal primo. Sea un cuerpo K. En el
anillo K[X] de polinomios, sea el ideal I = (X 2_ 1). Claramente, I es un ideal radical ya que
I =Rad(I). Sin embargo I no es primo, ya que tomando (X +1),(X —1) € R[X], podemos escribir
(X2-1)=X+D-X-DyX+Del, X-1D¢l.

12
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2.1.3. Anillo noetheriano

Finalizamos esta seccién con un teorema fundamental en la teoria de curvas algebraicas.
Las condicién que hace a un anillo ser noetheriano es una condicién de finitud, equiparable a
la dimensién finita en los espacios vectoriales. Un anillo serd noetheriano si todos sus ideales son

finitamente generados.

Definicion 2.17. Se dice que un anillo R es noetheriano si satisface las tres condiciones

equivalentes siguientes:
1. Cada conjunto no vacio de ideales en R tiene un elemento maximal.

2. Cada cadena ascendente de ideales en R es estacionaria, es decir, la cadena de ideales

I, <1y < termina, por lo que existe un entero M tal que Iy =Ip41.
3. Cada ideal en R es de generacion finita.

La demostracion de la equivalencia de las tres condiciones anteriores puede encontrarse en
[15].

Ejemplo 2.34. Sea un cuerpo K. Entonces los dnicos ideales de K son {0} y K, finitamente

generados por 0 y 1 respectivamente, luego K es un anillo noetheriano.

Ejemplo 2.35. Sea el anillo Z[i] = {r+si | r,s € Z} de los nimeros enteros de Gauss. Este un

anillo noetheriano.

Ejemplo 2.36. El anillo de los niimeros enteros Z es noetheriano, pues cada sucesién ascendente

de ideales es estacionaria, porque si a € Z con a # 0, entonces tenemos que
v c(an)...c (a3) c (az) c(a)

El Teorema de la Base de Hilbert es muy importante, ya que nos proporciona un gran nimero
de anillos noetherianos.

La demostracion del siguiente teorema se puede consultar en [9] .

Teorema 2.1. (Teorema de la Base de Hilbert) Si R es un anillo noetheriano, entonces el
anillo de polinomios R [X] también lo es. En particular, si K es un cuerpo, entonces el anillo de

polinomios en n variables R[X1,X9,---,X,] es también noetheriano.

Corolario 2.1. Sea K un cuerpo. Cualquier ideal I del anillo noetheriano K[X1,Xo,---,X},]
es finitamente generado, por lo que I = (S) para un cierto conjunto finito de polinomios S c
K[XlaXé’ e aXn]'
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2.2. Extensiones de cuerpos

En esta seccion estamos interesados en cuerpos de funciones racionales (en dos variables)
porque dan la geometria de la curva (plana). Y también estamos interesados en extensiones de

cuerpos, porque da lo que se llamara cubiertas de curvas.

Definiciéon 2.18. Sea un cuerpo K. Un cuerpo F se dice que es una extension de K si K es un
subcuerpo de F.

Si F' es una extension de K entonces F' es un espacio vectorial sobre el cuerpo K y a su
dimensién la llamaremos grado de la extension de F sobre K, denotada por [F : K], que puede ser
finito o infinito.

Sea ahora una extensién F/K y a € F. Decimos que elemento a es algebraico sobre K si

existe un polinomio f(X) € K[X] tal que f (a) =0. En otro caso decimos que a es trascendente.

Ejemplo 2.37. Todo a € K es algebraico pues f(X)=X-a€K[X]esnonuloy f(a)=0. Sin

embargo, los nimeros 7 y e son trascendentes sobre Q.

2.2.1. Extension algebraica

Definicién 2.19. Diremos que extension F/K es una extension algebraica de K si todo ele-
mento de F es algebraico sobre K.

Toda extensién finita es algebraica sobre K.

Ejemplo 2.38. Obtencion de cuerpos finitos por cocientes de polinomios irreducibles.
En el Anexo 1 se puede consultar el método general detallado para la construccién de cuerpos
finitos.

Sean p =2y n =3. Vamos a construir el cuerpo finito de 8 elementos como una extensién de
grado 3 sobre Fo. Como p =2, trabajaremos en el conjunto Fg[x] de polinomios, con coeficientes
en Fo. Como n = 3, el polinomio irreducible que vamos a emplear para la operaciéon de multipli-
cacién tendra grado 3. Tomaremos el polinomio f (x) = 1% +x2 + 1 € Fy[x]. Para definir el cuerpo,

necesitamos el conjunto y sus dos operaciones.

= El conjunto, en este caso, estara formado por los polinomios de Zy[x] de grado menor que 3.

Es decir:
Fg = {O,l,x,x+ 1,x2,22+1,x%+x,x2 +x+ 1}.

= La operacién de suma es la operacién habitual de polinomios. Es facil comprobar que esta
operacion es cerrada, asociativa y conmutativa, tiene elemento neutro (el polinomio nulo), y
que todos los elementos tienen simétrico (en este caso, como los coeficientes estan en [Fq,
cada polinomio es simétrico a si mismo). Por lo tanto, Fg con la suma, tiene estructura de

grupo conmutativo.
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= Para la segunda operacion no podemos utilizar el producto habitual de polinomios, porque
no es una operacion cerrada. De forma similar a como hacemos en la aritmética modular

habitual, tomaremos el producto médulo el polinomio f (x) que hemos elegido antes.

Por lo tanto, el producto de dos clases residuales sera el resto de dividir entre el polinomio

f (x). En este caso vemos que:

2 4 3

(x2 +1) (x2 +x)= x* + 23 + 22 + x. La divisién euclidea de este producto entre f (x) es x* + % +

x%+x=(x®+x%+1)x+x2 Elresto es x%, por lo que (x? +1) (x? + x) = 2.
Como el resto de los productos que podemos hacer tiene grado menor que el grado de f (x),
que es 3, por lo que es un polinomio en [Fg . Ademas, es asociativo, conmutativo y tiene elemento

neutro, el polinomio 1 (ver Cuadro 1).

‘ 1 ‘ X ‘ x+1 x? 22 +1 x%+x 2+x+1
1 1 x x+1 x? x2+1 x2+x 2+x+1
x X x? 2 +x x2+1 t+x+1 1 x+1
x+1 x+1 X2 +x x2+1 1 x x2+x+1 x?
x2 x? x2+1 1 x2+x+1 x+1 X x2+x
x2+1 x2+1 xZ+x+1 x x+1 x2+x x? 1
x?+x x®+x 1 x?+x+1 x x? x+1 x?+1
+x+1 | x®+x+1 x+1 x? X2 +x 1 x?+1 X

Cuadro 2.1: Tabla de 1a multiplicacién en Fg

Asi pues, el conjunto Fg {0}, con la operacién producto médulo f (x), tiene estructura de
grupo conmutativo. Es facil comprobar que este producto es distributivo respecto de la suma, por

lo que [Fg es un cuerpo.

Tal y como hemos construido el cuerpo, hablamos del cuerpo cociente Fg[x]/(f (x)). El hecho
de que f(x) sea un polinomio irreducible es determinante para la existencia de los elementos
inversos. Si este polinomio no fuera irreducible, hablariamos del anillo cociente Fo[x]/(f (x)). Esta
construccion es la misma que la del ejemplo 2.24.

Recordemos que el grupo multiplicativo de Fy» es ciclico y tiene orden ¢" —1. Las construcciones

de curvas que tratamos aqui se basan en el hecho de que si n = 2, entonces g2 —1= (¢ —1)(g +1).

Ejemplo 2.39. Sea el cuerpo Fg = {0, 1}. Para extender este cuerpo a [F4 utilizamos el polinomio
y2 = y+1; de la misma forma extendemos F4 a F1g usando el mismo polinomio. Este ejemplo junto
con el ejemplo 2.1 son ejemplos de extensiones cuadraticas.

Se denomina polinomio minimo de un elemento « € F' al polinomio ménico p de menor grado

tal que p(a)=0.

Definicion 2.20. Sea F/K una extensién algebraica. Un elemento a € F es separable sobre K

si su correspondiente polinomio minimo en K [X] es separable, es decir, si todas las raices de este
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polinomio son distintas. Entonces F/K es una extension algebraica separable si todo a € F

es separable sobre K.

Ejemplo 2.40. Veamos un ejemplo de un polinomio que no es separable. Sea F' = (x) el cuerpo
de funciones racionales con coeficientes en el cuerpo F y g elementos. En F[y], consideramos el
polinomio y? —x. Supongamos que ¢ es una raiz de y? —x en alguna extensién de F, tenemos
que t? —x =0, es decir, t? =x. Como el el cuerpo tiene caracteristica p, tenemos que (y —¢)* =
yP —tP = yP —x, por lo que ¢ es la tnica raiz de y” —x. De hecho, se puede probar que y? —x es
irreducible sobre F', por lo que la raiz ¢ pertenece a alguna extension estrictamente mas grande
que F. Observamos que sobre un cuerpo de caracteristica 0, todos los polinomios irreducibles son

separables.

Definicion 2.21. Un cuerpo K se dice que es algebraicamente cerrado si cada polinomio con

coeficientes en K, contiene una raiz en K.

Ejemplo 2.41. El cuerpo de los niimeros reales no es algebraicamente cerrado, ya que el polino-

mio X2 + 1 no tiene raices en los reales.

Definicién 2.22. Sea K un cuerpo. La clausura algebraica de K, denotada como K, es el
cuerpo algebraicamente cerrado mas pequeio que contiene a K. Siempre existe y es unica, salvo
isomorfismos. Si p (X) es un polinomio en el cuerpo K[X], la clausura algebraica K contiene los

ceros de p(X).

Ejemplo 2.42. La clausura algebraica del cuerpo de los reales R es C, ya que todo polinomio con

coeficientes reales tiene sus ceros en los complejos.

Ejemplo 2.43. El cuerpo C de los ntimeros complejos contiene las raices de todo polinomio
con coeficientes en el cuerpo Q de los niimeros racionales. Sin embargo C no es una clausura

algebraica de Q ya que no se cumple la condicién de minimalidad.

La clausura algebraica de los nameros racionales,, consiste en el conjunto de los nimeros

algebraicos sobre Y, que es un subcuerpo de C.

La demostracion del siguiente ejemplo puede encontrarse en [15].

o0
Ejemplo 2.44. La clausura algebraica de [, es [_Fq = U Fgn.

n=1

La siguiente definicién ha sido extraida de [14].

Definicion 2.23. Sea f(X)e K[X] un polinomio ménico de grado d = 1. El polinomio

d
FX) =[] (X -ap)

i=1
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se descompone en factores lineales sobre alguna extensién de cuerpos F/K . Se dice que el polino-
mio f(X) es separable si a; # a; para todo i # j; en caso contrario, f es polinomio inseparable.
Si la caracteristica de K es cero, todos los polinomios irreducibles son separables. Si la

charK = p >0, un polinomio irreducible es separable si y sé6lo si a; # 0 para algan i £Z0modp.

2.2.2. Anillo local y anillo de valuacion

Los anillos locales y los anillos de valuacién son la forma algebraica de definir puntos.

Definicion 2.24. Sea @ un anillo conmutativo. Se dice que @ es un anillo local si tiene un tinico

ideal maximal.

Proposicion 2.2. Sea K un cuerpo y sea €@ un anillo de valuacion del cuerpo F/K. Se cumplen

las siguientes propiedades:
1. @ es un anillo local, es decir, que tiene un tnico ideal maximal, .# =0~ 0™.
2. Dadox€F, x#0, tenemos que xe M < x"1 ¢ 0.

Una forma mas visual de entender los anillos locales es definirlos como anillos de valuaciéon

discreta.

Definicion 2.25. Una valuacion discreta de un cuerpo K es una aplicacién v : K — Z U {oo} con

las siguientes propiedades:
1. v(x)=co<—=x=0,x€K.
2. Para todo x,y € K, v(xy) =v(x)+v(y).
3. Paratodox,ye K, v(x+y)=min{v(x),v(y)}.

El subconjunto de K : G = {0} U{r € K | v(r) = 0} tiene estructura de anillo, denominado anillo de

valuacion o anillo de valuacion discreta de K.

Ejemplo 2.45. Sea K (X) el cuerpo de funciones racionales en la variable X sobre el cuerpo K .
Si p(X)e K[X] es un polinomio irreducible dado, entonces todo elemento a € K se puede escribir
de manera tinica como
_ r [X)
a=pX) 2X)

con f(X),g(X)eK|[x], p(X)1fgyreZ. Definimos entonces v(a)=ry v(0) = co.

El anillo local asociado al polinomio ménico irreducible p (X) es:
Opi={L33 1 £ (X),2(X) € KIX1,p(X) {2 O},
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Si consideramos cualquier otro polinomio, digamos g (X) € K (X), en lugar de p(X), esto da
lugar a un anillo de valuacién diferente G,(x) en el cuerpo de funciones racionales K (X).
Con esta definicion de 0)(x), las unidades en este anillo de valuacién estan dadas por aquellos
elementos que satisfacen, no sélo que p (X)1 g (X), sino también que p(X)1 f (X). Por lo tanto, los
elementos que no son unidades satisfacen que p(X){g(X)y p(X) | f(X). Es decir Op(x) es un

anillo local.

Ejemplo 2.46. Valuacioén p-adic Si n € Z, la valuaciéon p-adic es el exponente de la mayor
potencia de p que divide a n, y se denota por v, (n).
Sir= % es racional, su valuacién p-adic se define como v, (r) = v, (a) — v, (D). Veamos algunos

ejemplos:

= La valuacion 7-adic de 7 es 1. Por lo tanto, la de 14 también es 1, asi como la de 21,28,35,42
6 56.

= Sin embargo, la valuacién 7-adic de 49 es 2, la misma que la de 98.
= La valuacién 7-adic de 343 es 3.

= La valuacién 2-adic de un entero es 0 si y sélo si es impar, y es al menos 1 si y sélo si es par,

al menos 2 si y sélo si el entero es multiplo de 4, y asi sucesivamente.

14

s La valuaciéon 7-adic de % 0 g es 0, mientras que la de % 05 esl

» La valuacién 7-adic de % es —2.

Definimos ahora el valor absoluto p-adic de un nimero racional r como | r |, = p U™,
1
D
Definimos ahora la distancia p-adic de dos niimeros racionales r1,r2 como | rg —r1 |,. Los

Por ejemplo, | p |,= %, |1l,=1yl|2p|p=+ si p es impar.

racionales @ no son completos con respecto a esta distancia, es decir, todas las sucesiones de

Cauchy no son convergentes.
La demostracién del siguiente teorema puede encontrarse en [21] Teorema 1.1.6.

Teorema 2.2. Sea €@ un anillo de valuacién del cuerpo F/K y sea P su unico ideal maximal.

Entonces:
= P es un ideal principal.

= Si P =t0 entonces cada z € F' con z # 0 tiene una representacion tnica de la forma z = t"u,

para algin n € Z y u € 0 (unidades del anillo de valuacién de 0).

= O es un dominio de ideales principales. Mas precisamente, si P =t0 y {0} #1 €0 es un

ideal, entonces P = t"@ para algin n € N.
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2.2. EXTENSIONES DE CUERPOS

Cuando decimos P = t0, en geometria estamos hablando de la coordenada ¢, la coordenada local.

Por lo tanto, los anillos de valuacion son anillos locales, como en los ejemplo 2.45 y 2.46.

Ejemplo 2.47. Sea S el cuerpo formado por las series formales de Laurent sobre un cuerpo K.

(&) .
Un elemento no nulo de S tiene la forma f = Z a;iX'dondea; e KyreZ, cona,#0.

i=r
Entonces podemos escribir f = a,X" g, donde g pertenece al anillo R = K[X] de las series de
potencias formales sobre el cuerpo K. Ademas, el término constante de g es 1, por lo que g, y a su

vez f, pueden ser invertidos. Por lo tanto, R es un anillo de valuacién de K.
La demostracion de la siguiente Proposicién se pude encontrar también en [13].

Proposicién 2.3. Un anillo R es local si y sé6lo si los elementos no invertibles de R forman un

ideal.

Demostracion. = Sea A un anillo local y sea M su unico ideal maximal. Como M es un ideal
propio, entonces no tiene elementos invertibles. Tenemos que ver entonces que todos los elementos
no invertibles pertenecen a M, lo que es equivalente a decir que todos los elementos que no
pertenecen a M son invertibles.

Sea un elemento a ¢ M. Entonces, a0 C M, y como todo ideal propio esté contenido en un
ideal maximal, tenemos que a@ = @, por lo que a es invertible.
< Sea ahora el ideal S formado por todos los elementos de @ que no son invertibles. Entonces,
para todo ideal propio I de @, I c S, ya que en I sélo hay elementos no invertibles. Entonces S es

un ideal maximal y es tnico. O
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CAPITULO

CURVAS

3.1. Variedades afines sobre un cuerpo K

1 conjunto solucién de un sistema de ecuaciones algebraicas lo llamamos variedad afin.

En esta seccién estudiamos sus propiedades basicas y su relacién con los ideales.

La mayoria de conceptos relativos a curvas descritos en esta secciéon en esta seccion
pueden consultarse en [22] y [5] .

3.1.1. Variedades afines

Definicion 3.1. Sea K un cuerpo. Un espacio afin sobre K es una terna (E,V,+) formada por

un conjunto no vacio E, un K-espacio vectorial V' y una operacién +,
ExV-SE,
(P,v)—P+v
tales que para cualquiera P,Q € E y u,v € V se verifican las siguientes condiciones:
1. P+0=P.
2. P+u)+v=P+(u+v).
3. Existe un dnicow €V tal que P +w = Q.

Ejemplo 3.1. El plano afin lineal KA? es un par (2,%) donde
Z={X,Y)|X,Y €K}
ZL={l=aX+bY +cla,b,ceK,(a,b)#(0,0)}
y un punto P =(X,Y) pertenece alalineal =aX +bY +csiax+by+c=0.
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CAPITULO 3. CURVAS

Sabemos que el espacio n-dimensional afin A® = KA" es el conjunto de todas las n-tuplas
de elementos del cuerpo K. Un elemento P = (a1, --,a,)€ A" es un punto,y a a1, --,a, son las

coordenadas del punto P.

Definicion 3.2. Sea K[X1,---,X,] el anillo de polinomios de n variables sobre el cuerpo K.

Entonces V € KA" es un conjunto algebraico si existe un conjunto M € K[X1,---,X,] tal que
V(M)={P e KA" | f(P)=0 para todo f € M}.

Ejemplo 3.2. El circulo C = {(cost,sent) ER?|te [0,2n]} es un conjunto algebraico ya que C es

el conjunto de soluciones del polinomio X2+Y?2—-1=0.

Definicion 3.3. Sea un cuerpo K y un conjunto algebraico V. El conjunto de polinomios que se

anulan en V forman un ideal y se denomina ideal de V'

IV)={feK[X1, - ,Xn]| f(P)=0 para todo P e V}.

Como I(V) es un ideal de K[X1,---,X,] generado por un conjunto finito de polinomios
fi,,fn€K[X1,---,X,], tenemos que

VIM)={P e KA"|f1(P)=---=f,(P)=0paratodo f;eM,i=1,---,n}.
Es decir, tenemos una "funcién” V que envia ideales de K [X71,---,X,] a conjuntos algebraicos,
y una "funcién" I que envia subconjuntos de KA" a ideales de K[X1,---,X,].

Definicién 3.4. Un conjunto algebraico M se dice que es irreducible si no es unién de dos

conjuntos algebraicos mas pequeinos. En caso contrario se dice que M es reducible.

Observacion: La definicion anterior es equivalente a decir que M es irreducible si y sé6lo si el
correspondiente ideal I (M) es un ideal primo.

En los siguientes tres ejemplos consideramos el cuerpo de los nimeros reales.
Ejemplo 3.3. La circunferencia dada por la ecuacién X2 +Y?2 -1 =0 es irreducible.
Ejemplo 3.4. La parabola Y = X? es reducible, al ser el producto de dos rectas.

Ejemplo 3.5. La curva eliptica dada por la ecuacién Y2 — X3 +aX + b =0, con 4a® + 2762 £0, es

irreducible.

Definiciéon 3.5. Sea K un cuerpo. Una variedad afin (variedad) es un conjunto algebraico
irreducible V € KA™.
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3.1. VARIEDADES AFINES SOBRE UN CUERPO K

Ejemplo 3.6. KA" es una variedad, ya que I (KA") =(0) es un ideal primo. Si f e K[X}, - ,X,]
es un polinomio irreducible, entonces V ((f)) es una variedad , ya que K [X1,---,X,] es un dominio

de factorizacion tnica denominada superficie si n = 3, o hipersuperficie si n > 3.

Como un caso particular, si f € K[X,Y] es un polinomio irreducible de grado d, entonces
V ((f)) es una curva afin plana (que veremos en la siguiente seccion) de grado d, definida por la
ecuacion f(X,Y)=0.

La demostracion del siguiente Teorema la podemos encontrar en [5], seccién 1.7.

Teorema 3.1. Sea un cuerpo K y sea V un conjunto algebraico en KA". Entonces existen

variedades unicas V1,---,V,, talesque V=V uU---uUV,, yV; £V, parai#j.

Es decir, dado un ideal JJ en el anillo de polinomios K[X1,---,X,], la variedad V (J) definida por

este ideal consiste en todas las n-tuplas (a1, -+ ,a,) € KA" tal que f(x) =0 para todo f en J.

En [4] podemos encontrar ejemplos parecidos al siguiente, usando las llamadas Bases de

Groebner:

Ejemplo 3.7. Sea el conjunto algebraico V (X 2_YZ XZ-X ). Su descomposicién en componen-

tes irreducibles viene dada por:

V(X?-YZ,XZ-X)=V(X2-YZ)nVX(Z-1)=
=V(X2-YZ) n(VX)uV(Z-1)=
=V(X,X?>-YZ)uV(Z-1,X?-YZ)=
=[V(X2-YZ)nVX)|u[V(X2-YZ)uV(Z-1)]| =
=V&X,Y)uV(X,2)u(Z-1,X2-YZ).

3.1.2. Nullstellensatz

La siguiente proposicion es una version del teorema Nullstellensatz que veremos mas adelan-
te.

Proposicion 3.1. Sea un cuerpo K. Para todo conjunto algebraico M c KA", I (M) es un ideal
radical. De manera equivalente, si J c K[X1, :-,X,] no es un ideal radical entonces no existe

ningun subconjunto M c KA" tal que J =1(M).

Lo que dice la proposicién anterior es que es posible que dado un ideal / de K[X1, - ,X,]y
un conjunto algebraico M < KA™, no siempre ocurrira que o/ = I (M). Lo probamos con el siguiente

ejemplo.
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Ejemplo 3.8. Consideremos el ideal (X 2) c C[X]. Supongamos que existe un conjunto V c CA!
no vacio tal que (X2) =I1(V):={f e C[X]| f(P)=0 para todo P € V}. Sea P € X. Como X% € I (X)
tenemos que X 2(0)= 0, por lo que V ={0}. Pero I ({0}) = (X). Por lo tanto la conclusién es que (X 2)

no es el ideal de ningun conjunto de puntos.

Del ejemplo anterior, tenemos la siguiente propiedad: sea C c KA",

I(C)={feK[X1, --,X,]| f(P)=0 para todo P € C}. Supongamos que [ (P) e I(C) para algin
n>0yseaP e€C. Entonces f"(P)=0,y como K no tiene divisores de cero, es f (P) =0, por lo que
fel(C).

Tenemos entonces que si un ideal J de K[X1,---X,] no es radical no puede ser el ideal de un
conjunto de puntos de KA". Pero, ;todo ideal radical es el ideal de un conjunto de puntos?. Esto
es cierto para cuerpos algebraicamente cerrados, es decir, si </ es radical, entonces </ es el ideal
de puntos de la variedad V ().

El Nullstellensatz es un teorema muy importante, porque muestra una relaciéon entre la
geometria y el algebra: las soluciones de un sistema de ecuaciones polinomiales son objetos
geométricos y los ideales y radicales son objetos algebraicos.

La prueba del siguiente Teorema la podemos encontrar en [5], seccién 1.7:

Teorema 3.2. (Nullstellensatz) Sea / un ideal en K[X1,---,X,], con K un cuerpo algebraica-
mente cerrado. Entonces I (V (J)) = Rad (J).

Lo que nos dice el teorema es que si g es un polinomio de K[X1,---X,] que se anula en la
variedad V (J), es decir, g (P) =0 para todo P € V (J), entonces existe un nimero natural n tal

que q" €.

Como para cualquier conjunto algebraico M, V (I (M)) = M,y para todo ideal radical «/ tenemos

que I (V(J))=d , el siguiente colorario es cierto:

Corolario 3.1. Las correspondencias V e I inducen las siguientes biyecciones (consultar la

definicion de la Topologia de Zariski en [17]):

{ideales Jc K[X1,---,X,]} «—— {subconjuntos Zariski cerrados M c KA"}

U U
{ideales radicales} — {subconjuntos algebraicos}
U U
{ideales primos} «——  {subconjuntos algebraicos irreducibles}
Ejemplo 3.9. Sea K un cuerpo. Un ideal maximal J del anillo K[X1,---,X},] corresponde a un

subconjunto cerrado minimal de KA™, que debe ser un punto (pues los puntos no contienen ningiin
subconjunto cerrado propio), digamos P = (a1, --,a,). Esto muestra que todo ideal maximal de A

es de la forma (X1 —ay,---,X, —a,) para algunos ay,---,a, € K.
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3.1. VARIEDADES AFINES SOBRE UN CUERPO K

En otras palabras, el Nullstenllensatz identifica el conjunto de ideales maximales del anillo
KI[X1,---,X,] con los puntos del espacio afin KA”".
Observacion: Si el cuerpo con el que estamos trabajando no es algebraicamente cerrado, puede

suceder que los resultados anteriores no se cumplan.

Ejemplo 3.10. Sabemos que R[X]/(X2+1) = C, pero el ideal maximal (X2 + 1) no es de la forma
que hemos establecido en el gjemplo anterior. Mas atn, todo ideal maximal en el anillo R[X] se

puede expresar como (X2 +1),a €R o como (X2 +aX +b), donde a,b € R son tales que a® —4b < 0.

3.1.3. Anillo de coordenadas afines

Las demostraciones y algunos ejemplos de esta seccion las podemos encontrar en [12].

Definicion 3.6. Sea K un cuerpo y V una variedad. El anillo de coordenadas afines de V es el
anillo de clases residuales I'(V) =K [X1,---,X,1/I (V).

Observacion: tenemos que V es una variedad afin en un cuerpo algebraicamente cerrado, por

lo que I (V) es primo. Entonces tenemos que I'(V) es un dominio integral.

Ejemplo 3.11. Si V = KAl entonces tenemos entonces la recta afin. Dado un punto P € KA1, el
anillo local asociado asociado a P es Op (ver ejemplo 2.45). Su cuerpo de funciones es el cuerpo de
funciones racionales.

El cuerpo de funciones racionales de V, que denotamos por K (V') contiene a K como subcuerpo,
es el cuerpo de fraciones del dominio integral I'(V') (ver secciéon 2.1.1). Sea P € V, y consideramos

el anillo local
Op={feK(V)|f=%,8hel(V),h(P)#0}.

Entonces los conceptos de Gp (anillo local) y Mp (ideal maximal) de una variedad afin extien-
den los conceptos de anillo de valuacion (ver ejemplo 2.45) y plaza (que definiremos

posteriormente para cuerpos de funciones algebraicas), respectivamente.

Ejemplo 3.12. Anillo coordenado afin de la parabola. Sea V el conjunto algebraico de los puntos
con ecuacién Y = X2, es decir, V es el conjunto de ceros del polinomio f(X,Y)=Y —X2. El anillo
coordenado I'(V)=K[X,Y1)I(V) de V es isomorfo a un anillo de polinomios de una variable sobre
el cuerpo K, donde K[X,Y ] es el anillo de polinomios sobre el cuerpo K en las indeterminadas X
eY.

Consideramos ahora el homomorfismo
¢ :KIX,YVI(V)— K(¢).

Parametrizando la curva la parabola usando el elemento transcendental ¢, tenemos que

fo =t t2), por lo que la coordenada local viene dada por
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CAPITULO 3. CURVAS

t= % En el caso de que x =0, tenemos que ¢ = 0.

Ejemplo 3.13. Si consideramos V(X2 —Y?2). En el caso en que K es un cuerpo de caracteristica
cero se tiene I(V(X3-Y2)) = (X3-Y?2), y por tanto ['[V(X3-Y2)] = K[X,Y/(X3-Y?). Sin embargo
si K =Fy, entonces T[V(X3-Y?) =Fo[ X, YIUX +Y,Y2+Y) = Fo[Y (Y2 +Y) = FoxFo.

3.1.4. Curvas afines planas

Definicion 3.7. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado, f € K[X,Y] el anillo de polinomios
en el cuerpo K y KA? el plano afin.
Definimos la curva afin plana como el conjunto & =v, (f) = {(X,Y) e KA%| f(X,Y)=0}.

Tenemos ademas que:

= Una componente de la curva afin & = v, (f) es una curva afin 4 = v, (q) de tal forma que ¢
divide a f.

= Una curva afin & = v, (f) es irreducible cuando no tiene componentes propios, es decir,

cuando [ es irreducible.

» Sif=f]"fy?fn" con cada f; irreducible, entonces .F = v, (f) tiene componentes .F; =

Vg (fi) con multiplicidad n; parai=1,---,n.

Ejemplo 3.14. Si consideramos el polinomio f(X,Y) =X3Y - X2+ XY3-XY -Y2+1, vemos
facilmente que es no es irreducible, ya que es la unién de dos conjuntos algebraicos, una hipérbola
y un circulo en la misma ecuacién, es decir, f(X,Y)=(XY -1)(X2+Y?2-1).

Asi, el polinomio f(X,Y)=(XY -1)(X 24Y2- 1) tiene dos componentes, que corresponden

los dos factores irreducibles de f (Figura 3.1).

e
L/

Figura 3.1: Componentes irreducibles

Definiciéon 3.8. Sea una curva afin plana &% =v(f) y P un punto de ella. Clasificamos el punto

P de la siguiente forma:
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= P se denomina un punto simple de & si % lp#0y % [p#0.
= P se denomina multiple o singular si no es un punto simple.

Una curva que solo contenga puntos simples se la denomina curva no-singular.

Llamamos recta tangente de .% en un punto P = (x,y) alarecta [, = g—)’; lp (X —x)+ g—{: lp (Y —y).

Ejemplo 3.15. Sea la curva de la Figura 3.2, f (X,Y)=Y2 - X3+ X:

(N
N

Figura 3.2: Curva no-singular

Un simple calculo prueba que la Figura 3.2 es una curva no-singular, y que el término lineal
de la ecuacién de la curva es precisamente la recta tangente a la curva en P = (0,0). Sin embargo,
sea la curva mostrada en la Figura 3.3, f(X,Y) = (X2 +Y2)’ + 3X2Y - V3.

En este caso, tenemos que en el punto P = (0,0), g—)’; lp=0y g—l’; |p=0, por lo que P es tinico
punto singular de la curva mostrada. El término de grado mas bajo es
3X%Y -Y3=Y (V38X -Y)(V3X +Y), la cual determina unas rectas que pueden ser llamadas

tangentes en el punto (0,0).

Figura 3.3: Punto singular
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3.2. Variedades proyectivas sobre un cuerpo K

Empezamos definiendo la relacién de equivalencia " ~ " en A"+ {0} diciendo que
(X0, X, Xp) ~ (X’O,X’z,--- ,X;) si existe un 1 € K, 1 £0,
tal que (X¢,Xo, -+, Xp) = /I(X(’),X;,--- ,X;l), esto es, dos puntos pertenecen a la misma clase de

equivalencia si estan en la misma linea que pasa por el origen.

Definiciéon 3.9. El espacio proyectivo de n-dimensiones sobre el cuerpo K es

KP" = (K1~ {0}/ ~), el conjunto de clases de equivalencia con respecto a ~. Denotamos los
elementos de KP" por (Xg:Xso: - :X},) (coordenadas homogéneas).

Por lo tanto, los puntos del espacio proyectivo KP" son las rectas vectoriales del espacio vectorial

K de dimensién n + 1.

Definicién 3.10. El plano proyectivo real RP? surge al afiadir al plano R? un punto por cada

familia de rectas paralelas. Estos puntos se llaman puntos en el infinito. Por lo tanto tenemos:

= Los puntos con la tercera coordenada no nula, llamados puntos finitos. Cada punto finito
tiene una representacion unica en la forma (a : b : 1), y por lo tanto el conjunto de punto

finitos puede ser identificado con el plano z = 1 en el espacio afin R? (ver Figura 3.4).

= Los puntos con la tercera coordenada igual a 0 son llamados puntos en el infinito. Tendran
la forma (a¢:1:0)0(1:0:0).

Figura 3.4: Plano proyectivo

Iméagen de libre disposicién: https://i.stack.imgur.com/Rfkzx.png

Ejemplo 3.16. Sea f*(Z,Y,Z)=X?-Y?2 - Z2. Veamos c6mo se describe el conjunto de puntos
en RP? que satisfacen X2 -Y2-22=0.
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Los puntos finitos corresponden a Z = 1, es decir cuando X2 —Y?2 = 1, una hipérbola afin con
asintotas de ecuaciéon X = +Y, y los puntos en el infinito corresponden a Z = 0, es decir los puntos
de la forma (1:1:0)y (-1:1:0).

Ejemplo 3.17. La linea proyectiva compleja y la Esfera de Riemann

La recta proyectiva es el conjunto de C2 de los pares (a, 8) de nimeros complejos, no ambos
nulos, junto con la relacién de equivalencia (a, f) = (Aa : A8) con A un nimero complejo no nulo.
El plano complejo C, con coordenada { puede ser aplicado en la linea proyectiva por la aplicacion
{ — (¢ :1). Otra copia del plano complejo C con coordenada ¢ se puede aplicar en la linea proyectiva
como ¢ — (1:€).

Estas dos cartas complejas cubren la linea proyectiva. Para valores no nulos ¢ y { 1a aplicacion
1:0=(L:1)—@:n=(1:1)
implica que las funciones de transiciéon de coordenadas son { = % yé= % Por lo tanto,

la recta proyectiva compleja CP! y la Esfera de Riemann C U {oo} = C son equivalentes.

3.2.1. Variedades proyectivas

Podemos encontrar las ideas y algunos ejemplo de esta seccién en [4] y [22] .

Definicion 3.11. Sea K[Xy,---,X,] el anillo de polinomios de n + 1 variables sobre el cuerpo K.
Entonces V € KP" es un conjunto proyectivo algebraico si existe un conjunto de polinomios

homogéneos M c K[Xy,---,X,] tal que
V ={P e KP" | f(P)=0 para todo f € M}.

Definicion 3.12. Una variedad proyectiva es un conjunto proyectivo algebraico irreducible
V e KP",

Definicion 3.13. Sea una variedad V. Se denomina ideal homogéneo de V', I (W), al conjunto de

polinomios homogéneos que se anulan en V, es decir,

IV)={feKI[Xy, - ,X,]| f(P)=0 paratodo P eV}.

3.2.2. Nullstellensatz para curvas proyectivas

Al igual que en el caso de curvas afines, veamos el Teorema Nullstellensatz equivalente para

curvas proyectivas, cuya demostracién podemos consultar en [5].

Teorema 3.3. Nullstellensatz Sea J un ideal homogéneo en K[Xy,---,X,]. Si f € S". con
degf >0, es tal que f(P)=0 para todo P € V (J) en KP", entonces existe g >0 tal que f9 € I.
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A™*1y sea H el conjunto de todos

Demostracion. Consideramos a V (J) como una variedad en K
los elementos homogéneos de J. Tomamos P = (ag,:--,a,) € V(J). Como para todo g € J tenemos
que g(P) =0, en particular para todo g € H, g(P) =0, esto significa que (ag::--:an)eV(J) S KP,
porloque f(ag: - -:an)=f(ao, - ,an), por lo que f se anula en todos los puntos de KA®*1 c KA™.

Ahora aplicamos el Nullstellensatz en su versién afin y vemos que existe ¢ >0 tal que f9e€J. [0

3.2.3. Curvas proyectivas planas

Podemos encontrar las definiciones y mas ejemplos de la siguiente seccion en
[22] .

Polinomio homogéneo

Definicion 3.14. Sea un polinomio f € K[X,Y] de grado d. El polinomio homogéneo

f* € f[Xo,X1,X2] asociado al polinomio f viene dado por X = %,Y = %,f*(Xo :X1:X9)=
xitr[.5)

Dado el polinomio f € K[X,Y], la curva proyectiva plana de ecuacién afin

f(X,Y)=0, o ecuacion homogénea f*(X(,X1,X2)=0es

F =V (f*)={(Xo:X1:X2) e KP2(K) | f*(Xo,X1,X2) =0}.

El grado de la curva es el grado del polinomio homogéneo.

Ejemplo 3.18. Sea la curva definida por el polinomio el polinomio f (X,Y)=Y2-X3-aX2+bX +c.
Entonces, el polinomio homogéneo asociado a f es
F (X0, X1,X2) = X3 (33 - 3 a3 + b5 + ¢) = X3Xo - X - aXPXo + bX1 XZ + cXJ. Bl grado de
la curva definida por el polinomio homogéneo es 3.

En este caso, los puntos finitos, cuando X = 1, corresponden a la curva eliptica afin X g =
Xi’ - aXf +bX1 + ¢, y los puntos en el infinito, cuando Xy =0 son
X? =0+ X1 =0, un dnico punto, el punto (0:0:1).

Es decir, lo que hacemos es rellenar los monomios de grado inferior al maximo con la potencia

correspondiente de X para que todos los monomios queden del grado del polinomio.

Ejemplo 3.19. Sea la curva eliptica definida por el polinomio homogéneo

X %X 2=X g +aXoX % + bXS’. Representamos esta curva en el espacio proyectivo.

Haciendo X9 =1, tenemos que X % =X S’ +aXo+ b, por lo que la representacion de la curva

eliptica sera la misma que en plano afin, pero “proyectada” en el plano Xo = 1.

Si X2 =0, el dnico punto que satisface la ecuacion es el (0:1:0). Justamente este es el punto
que no puede ser representado en el plano afin, el punto en el infinito P, de la recta proyectiva
X9 =0 (Figura 3.5).
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Figura 3.5: Curva Eliptica
Imagen de libre disposicién: https://i.stack.imgur.com/PAgsA.png

Definicion 3.15. Si f* un polinomio homogéneo, un punto P = (X : X1 : X9) de F es singular si

g;) = % = g—g = 0. En otro caso, el punto P es un punto simple y la tangente en P es % lp

of* of*
X0+6—X1|PX1+£|PX2-

Multiplicidad

Las siguientes definiciones y conceptos pueden encontrarse en [23] y [11] .

Consideramos en esta seccion que trabajamos con cuerpos cerrados.

Sean dos curvas C; =V (f1) y C2 =V (f2), de grado n y m respectivamente, pertenecientes a
KPy. Entonces, si el cuerpo K es cerrado, tenemos que las curvas siempre se van a cortar en, al
menos, un punto.

Si las dos curvas no tienen componentes en comin, se cortaran en, como maximo, nm puntos.

Supongamos ahora que cada uno de esos puntos de intersecciéon no son puntos singulares de
C1y Csg, vy que las lineas tangentes en esos puntos en son distintas en las dos curvas. Denotamos

la multiplicidad de la interseccion en el punto p de las dos curvas como: mul, (C1,Cs).

Uno de los resultados mas importantes de la teoria de curvas algebraicas proyectivas es el
Teorema de Bezout, que proporciona el nimero de puntos de interseccién de dos curvas, en
funcién de los grados de las mismas.

La demostracion del Teorema de Bezout puede ser consultada en [11].

Teorema 3.4. Teorema de Bezout: Sean dos curvas proyectivas C1 y Co, de grado n y m
respectivamente, las cuales no tienen componentes en comiin. Entonces, tienen nm puntos de

interseccién, contando sus multiplicidades, es decir:

Y mul,(Cq1,C2)=nm.
pEClﬂCZ
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Ahora, para encontrar los puntos de interseccion es muy 1itil el concepto de resultante, el
cual puede ser consultado en [23].

Ilustramos estos conceptos con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.20. Consideramos las siguientes variedades proyectivas: el circulo unidad C{ =
V(X2+Y2-Z22=0)ylacibica Co=V (Y2Z - X3+X2Z+XZ?% - Z3 = 0) (ver Figura 3.6).

Figura 3.6: Variedades proyectivas

Como el punto (0:0:1) no pertenece a ninguna de las dos curvas, el resultante con respecto a
Z es:

PX,Y,)=(X2+Y?%Z°-(0)Z1-(1)2?

RX,Y)=(X3)2Z+(-x2-Y?) 21 -X)22+ (1) Z3

X2+Y?2 0 -1 0 0
0 X2+Y2 0 -1 0
0 0 X2+y2 0 -1|=-X%v4
X3 -X2-Y? -X 1 0
0 X3 -X2-Y%2 -Xx 1

Por lo tanto, o tenemos que X =06 Y =0.

» Si X =0, tenemos que Y2-Z2=0y Z(Y?-22) =0, lo que nos da los puntos (0:1:1) y
0:-1:1).

» SiY =0, tenemos que X2-Z2=0y X3 -X2Z-XZ?+27Z3 =(X-Z)X2%-2Z%) =0, lo que nos
da los puntos(1:0:1) y (-1:0:1).
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Por lo tanto, tenemos cuatro puntos de intersecciéon en el plano afin, (0,1), (0,-1), (1,0) y (-1,0).
Observamos que el factor X2 = 0 corresponde a los dos puntos de interseccién(0,1) y (0,—1),
mientras que el factor Y = 0 corresponde a los dos puntos (—1,0) y (1,0), ambos con multiplicidad

2. Vemos que no hay interseccién en el infinito.
3.2.4. Transformaciones proyectivas
Los siguientes conceptos sobre transformaciones proyectivas pueden ser consultados en [3].
Sean V,W espacios vectoriales de la misma dimensién n+1,n € Zsea T : V — W una aplicacién
lineal. Si el nicleo de T es igual a {0}, sera inyectiva (y suprayectiva al tener la misma dimensién)

y la imagen de un subespacio de V dimensién % es un subespacio de W también de dimensién k.

En este caso T induce una aplicacion 7 : VP" — WP"definida por 7 ([u]) =[T (u)].

Definicion 3.16. Una transformacion proyectiva de VP a WP” es una aplicacién inducida por
una transformacién 7' : V — W lineal e invertible. Si A # 0 entonces 7'y AT inducen la misma

transformacién proyectiva.

Las propiedades de las curvas proyectivas tales como el grado, la multiplicidad de los puntos
singulares o la multiplicidad de contacto de una tangente , son covariantes, es decir, son invarian-

tes bajo transformaciones proyectivas.

Sean V € KP™ y W < KP" variedades proyectivas y sean fq,---, fn € K[X0, - ,X] polinomios

del mismo grado los cudles cumplen las siguientes propiedades:
1. No todos los f; pertenecen a I (V).
2. Para todo H € I (W) tenemos que H (fy,---, frn) € I(W).

Sea @ € V y supongamos que f; (@) # 0 para como minimo un i € {0,---,n} (que por 1. sabemos que
existe). Entonces, tenemos que el punto (fo(®): - : [ (Q)) € KP" esta en W. Sea otra tupla de

polinomios homogéneos gg, - ,g, € K[Xo, - ,X ] que satisfacen las dos condiciones anteriores.

Definicion 3.17. Decimos que las tuplas de polinomios (fo, -, f»), (€0, ,&€») son equivalentes

sifigj=figjmodI(V)para0=<i,j<n.Laclase de equivalencia de (fo,*--, f») se denota por
d=Fp:---:Fp).
A la aplicacién ¢ se la denomina aplicacién racional de V a W.

Definicion 3.18. Una aplicacion racional ¢ = (fp:---: ) se denomina aplicaciéon regular
en el punto a € V si existen polinomios homogéneos go,::,g, € K[Xy,--,Xn] tales que ¢ =

(go:---:gn)y &i(a)#0 para al menos un i.
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Definimos entonces ¢(a) = (go(a): - : gn(a)) € W, aplicacién que esta bien definida por el

punto 1 de las dos condiciones anteriores.

Ejemplo 3.21. Sea la aplicacién racional f : P? — P? dada por f = (x-1 cxy?: z3) Esta aplicacion

es regular en todos los puntos excepto en el punto [1:0:0] donde 2x2 = xyz = 2% = 0.

Definicion 3.19. Se dice que dos variedades Vi y Vo son biracionalmente equivalentes si
existen aplicaciones racionales ¢1: V1 — Vo y ¢p2 : Vo — V; tales que las composiciones ¢10¢2 y

¢20¢7 son la aplicacién identidad en Vy y Vi, respectivamente.

3.2.5. Curva Hessiana

Podemos encontrar la definicién y mas ejemplos de curvas Hessianas en [22].

Definicion 3 20. Sea & =V (F (Xy,X1,X2)) una curva proyectiva de grado d. Escribiendo F; =

OF
X , Fij aX aX tenemos que si

Foo Fo1 Foz
H(Xo,X1,X2)=|Fo1 Fi11 Fi2
Foa Fia Fog

es no nulo, la curva proyectiva # =V (H (Xo,X1,X2)) es la curva Hessiana de F, y tiene grado
3(d-2).

La demostracion de la siguiente proposiciéon puede consultarse en [22].

Proposicion 3.2. Si p es la caracteristica del cuerpo K y d es el grado del polinomio dado
por la funcién f(X,Y), donde X = Xl eY = X2 , tenemos que sid £1(modp)y F =V (f(X,Y)),
entonces # =V (h(X,Y)), donde

R(X,Y)=(fx)? fry +(fr)* fxx - 2fx frfxy —d(d - )7 (fxx fry - (Fxy)?) f.

Ejemplo 3.22. Estudiando los puntos de inflexion de &, es decir, la intersecciéon de & y H , el
ultimo término del anterior polinomio puede ser omitido. De esta manera, ya no es necesario

tener en cuenta la condicion d £1 (mod p).

Ejemplo 3.23. Sea la curva irreducible en un cuerpo con caracteristica 3, f = X ng -X i)’ Sus
of _ 3 Of 2

derivadas parciales son: xS =2X0Xs, 3 — =-3X7, Bl = Xj.

Si hacemos Xy = 0 (la recta de puntos del infinito), sustituyendo en la curva tenemos que

X1 =0, por lo que el dnico punto en el infinito es la singularidad (0:0:1). Ademas, tenemos que

H(X,X1,X2)=0

Si deshomogeneizamos tomando X = £ 3, Y= Xz

, nos queda la curva Y = X3, que son los puntos
finitos al haber tomado Xy #0. Tenemos claramente un punto de inflexién en P =(0,0), ya que en

este punto la recta tangente es Y =0 y corta a la curva con multiplicidad 3.
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3

Por ser un cuerpo de caracteristica 3 se cumple que (m +n)? = m3+n3. Por lo tanto, para cualquier

punto de la curva (a,b) se cumple que b = a® por lo que
Y-X3=Y-X3-(b-a®)=Y-b-(X-a)

por lo que podemos escribir (Y —b) = (X —a)?, por lo que (a,b) es un punto de inflexién, es decir,

todo punto de la curva es un punto de inflexién.
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CAPITULO

CUERPO DE FUNCIONES ALGEBRAICAS

n esta seccién retomamos las extensiones algebraicas de cuerpos para aplicarlas a las
curvas, por lo que estamos interesados en los conceptos explicados en la seccién 2.2
(extensiones de cuerpos) y en la seccion 3.2.3, es decir, estamos considerando curvas

planas proyectivas.
Los cuerpos de funciones algebraicas son extensiones algebraicas del cuerpo de funciones

racionales, como podemos ver en la siguiente definicién:

Definicion 4.1. Sea K (X) el cuerpo de funciones racionales en la variable X sobre el cuerpo K .
Un cuerpo de funciones algebraicas F/K de una variable sobre un cuerpo K, es una extensién de
cuerpos K € F tal que F es una extension algebraica finita de K (X) para algin elemento X € F/

trascendente sobre K.

Ejemplo 4.1. El gjemplo mas sencillo de cuerpo de funciones algebraicas es el propio cuerpo de
funciones racionales, donde F/K es racional si F' = K (X) para algun X € F trascendente sobre
K.

El subconjunto K = {z € F : z es algebraico sobre K} es un subcuerpo de F.

Ejemplo 4.2. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Tenemos que el cuerpo de funciones
algebraicas K[X,Y]/(Y2-X3+aX +b) =K (X)[Y1/(Y2-X3+aX +b) es una extensién de grado
3 de K (X). Es el cuerpo de funciones racionales de la curva eliptica definida por Y2-X3+aX +b =
0. Veamos entonces cémo construir el cuerpo de funciones racionales de curvas como un cuerpo
de funciones algebraicas sobre un cuerpo K.

Sea K un cuerpo y K[X] el anillo de polinomios en una indeterminada sobre el cuerpo K.

Sea K (X) el cuerpo de funciones racionales en X sobre K.
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En general, el cuerpo de funciones racionales de una curva % es una extensién algebraica
finita (cuyo grado es el grado de la curva) del cuerpo de funciones racionales K (X), dada por un
polinomio f(X,Y)e K(X)[Y]:

K@) =KXI[YI/(f(X,Y)).

Sea KA? el espacio afin sobre el cuerpo K. Dado un polinomio f(X,Y) € K[X,Y] tenemos una

curva algebraica afin sobre el cuerpo K (como vimos la seccién 3.1.3)
¢ ={X,Y)eKA? | f(X,Y)=0}.
El ideal de la variedad % es
(@) ={fX,Y)eKI[X,Y]If(p)=0,YpeF}.
Asi, el anillo de coordenadas locales de % viene dado por el cociente
I'@)=KI[X,YVI(&)=KX)[Y1/I(F).

y es el anillo de funciones polinémicas en €. Ademas, este anillo es un dominio integral, por lo

que podemos considerar su cuerpo de fracciones:

K (6)={$53 18X, Y), h(X,Y) €T (¥),h(X,¥) #0}

que es precisamente el cuerpo de funciones racionales de la curva.

Ejemplo 4.3. Consideremos las lineas ¢ =V (f) para f(X,Y)=Y —mX — b. Tenemos entonces

que el anillo de coordenadas locales de ¢ es

L) =KI[X,Y1/(f)=K@XIY1/(f).
Si ge K[X,Y], los representantes de las clases residuales g + (f) son polinomios en K [X,Y].
Podemos reemplazar cada Y en g por mX + b. Por lo tanto, los elementos de I'(¢) pueden ser
escritos como g(X)+ (f) para algunos polinomios en X. Ademas, si tenemos que

gX)+(f)=hX)+(f), esto significa que g(X)—h(X) es divisible por f(X,Y)=Y -mX -b, lo

cual sélo es posible si g = h.

Por 1ltimo, tenemos que la aplicacién I'(¢) — K [X] definida por g(X) + (f) — g(X) es un isomor-
fismo entre anillos, por lo que I'(¢) = K [X].

Ejemplo 4.4. Sea la parabola € = V (f), donde f (X,Y) =Y —X2. El anillo de coordenadas locales

de esta parabola viene dado por
L(@)=KIX,Y/(f)=KXI[Y1).
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Entonces, cualquier elemento g(X,Y)+ (Y - X 2) puede ser representado por un polinomio en X
ya que podemos reemplazar cualquier Y por X2 sin modificar la clase residual. En particular,
tenemos que g(X,Y)+ (Y —X2) =g (X,XQ) + (Y —Xz). De nuevo, la aplicacién I'(%) — K [X] defi-
nida por g(X,Y)+ (Y -X2) — g(X,X?) es un isomorfismo de anillos. Claramente es sobreyectiva,
ya que cada h € K[X] esimagende A+ (Y - X 2). Probamos ahora que es inyectiva. Sean gy f
dos polinomios tales que g (X,X2) = f (X,X?) = 0. entonces, como polinomio en K [X,Y ], ambos
tienen a Y — X2 como divisor, por lo que pertenece al ideal (Y-X 2), el cual representa al 0 en el

anillo de coordenadas locales.

Ejemplo 4.5. Sea € =V (f), donde f(X,Y)=X2+Y?2—1. El anillo de coordenadas locales de

esta circunferencia es:
(@) =K[X,Y/(f)=KX)Y1/().

Por ejemplo, el polinomio g(X,Y)=X*+X2Y + XY? tiene su imagen g +(f) en I'(%). Vemos que
g+(f)=X*+X2Y + X(1-X2)+(f) = X*-X3 + X + X2Y + ().

En general, cada elemento g + (f) se puede escribir en la forma

gX,Y)+(f)=h1(X)+Y ho(X) +(f), ya que siempre podemos reemplazar Y2 por 1-X2.

En este caso, I'(¥’) no puede ser isomorfo a K[X], ya que K[X] es un dominio de factorizacién
tnica y I'(%) no lo es. Tenemos que Y2 +(f) = (1-X)(1+X)+(f), y los elementos Y +(f), 1+ X +(f)
y 1-X +(f) son irreducibles.

Ejemplo 4.6. Sea C la curva cubica definida por el polinomio f(X,Y)=Y?-X3+aX +b. El

anillo de coordenadas en este caso es:
'@ =K[X,Y/(f)=KX)Y1/ ().

En general, cada elemento g + (f) se puede escribir en la forma
X, Y)+(f)=h1(X)+Yha(X)+(f), ya que siempre podemos reemplazar Y2 por X3 —aX —b.

La aplicacién I'(%) — K [X] definida por g(X,Y) +(f) — g(X,X3 —aX — b) no es inyectiva.

4,1. Plazas

Sabemos que un anillo de valuacién es un anillo local. Ahora estamos interesados en anillos
de evaluacién dentro de cuerpos de funciones algebraicas. Tenemos presente los ejemplos de
cuerpos de funciones vistos al principio de esta seccion. Ademas, a partir de ahora, el cuerpo K es
cuerpo algebraicamente cerrado.

Los conceptos de esta secciéon pueden ser consultados en [19] y [21]

Recordemos que si % es una curva e I(%) su ideal, el anillo de coordenadas de % se define

por el cociente:
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I @)=KIX,YVI(6)=KX)IY1/I(¥)

donde la Y es la nueva coordenada local de la extensién, y su cuerpo de funciones racionales es

(ver ejemplo 2.45):

K (6)= {57 12X, V), h(X,Y)eT(€),h(X,Y)#0}.

Es decir, como hemos visto anteriormente los cuerpos de funciones racionales de una curva

son cuerpos de funciones algebraicas.

Definicion 4.2. Se denomina plaza P del cuerpo de funciones F/K al ideal maximal de algiun
anillo de valuaciéon Gp de F/K. Cualquier elemento ¢ € P tal que P = t0Op se denomina elemento
primo (o parametro local) para P.

Sea K un cuerpo, p un polinomio irreducible sobre K (X), F' una extensién algebraica de K (X)
sobre el polinomio p, y una curva % definida por el polinomio p(X,Y) = 0. Establecemos en F
la siguiente relacion de equivalencia: decimos que z = g es equivalente a z — %, donde r{h. El
conjunto de todas las funciones racionales de la forma {z — %} es un cuerpo, que es justamente el
cuerpo de funciones racionales de la curva ¢, K (¥’). Entonces cada clase de equivalencia [z] serd

una plaza.
El siguiente ejemplo esta extraido de [19].

Ejemplo 4.7. Cuerpo de Funciones Racionales. En el caso del cuerpo de funciones racionales
podemos definir el anillo de valuacién correspondiente a un polinomio ménico irreducible p (X) €

K[X] como sigue (ver también ejemplo 2.45):

Opo) ={ L35 1 £ (X),8(X) € K[X],p(X) g (X)}.

Si consideramos cualquier otro polinomio, digamos q (X) € K (X), en lugar de p (X), esto da lugar

a un anillo de valuacién diferente 0y x) en el campo de funciones racionales K (X).

Con esta definicién de 0, (x), las unidades en este anillo de valuacién estdn dadas por aquellos
elementos que satisfacen, no sélo que p (X)1 g(X), sino también que p (X)1 f (X). Por lo tanto, los
elementos que no son unidades satisfacen que p(X){g(X)y p(X) | f (X).

Continuando con el ejemplo 4.7 (ver [19]), definimos los conceptos de cero y polo en una plaza

P dada por un polinomio p (X):

2
Sea z1 = Zigg = (p();)l)()g(X) donde p (X))t f1(X) y p(X)1g1(X). Entonces los ceros del polinomio

p (X) son también ceros de la funcion z1. Tenemos que gll(g()) es una unidad del anillo de valuacién

Op(x)- Por lo tanto, en este caso podemos decir que la plaza P, ) es un cero de z;.

Tomamos ahora una funcién diferente z9 = 5 Zg; =5 (}g)(i ) 3] donde p(X)tfo(X)y
2
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p(X)1g2(X). Entonces los ceros del polinomio p (X) crean polos para zs. En este caso, la plaza

P, (x) se denomina polo de z;.

Definimos ahora la plaza en el infinito del cuerpo de funciones racionales K (X) como:
Poo= {181 £ (X),8(X) € K[X1,degf (X) <degg(X)}.
El anillo de valuacién determinado por esta plaza es:

O = {%|f(X),g(X)EK[X],degf(X)Sdegg(X)},

Recordemos que si K es un cuerpo de nimeros algebraicos y p un polinomio irreducible sobre
el cuerpo de funciones racionales K (X), el cuerpo de funciones racionales de una curva % es
una extension algebraica de K (X) sobre el polinomio p. Este polinomio define la curva, cuyos
puntos son aquellos donde se anula p. Veamos cémo estan relacionados los conceptos de plaza y
los puntos (a,b) de una curva ¢, cona,b e Ky p(a,b)=0.

Sabemos que el cuerpo de funciones racionales de la curva % es K(%) =K (X)[Y]/(p(X,Y)).

Podemos entonces escribir cualquier elemento q € K (%) como g = A(X Y) donde A,BeTI' (%), el

anillo de coordenadas de la curva. Tenemos entonces que

Oap ={a € K(@)lg = 555),B(a,b)=0}

Py ={g € K(®)lg= 555, A(a,b) =0}

que son el anillo de valuacién y su plaza P correspondiente.

Tlustramos esto con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4.8. sea el cuerpo K =R.

a) Supongamos que p(X,Y) = —X*+1. Tomamos a = % y b = -1+ 35. Tenemos que
p(1,0) = 0. Por lo tanto tenemos que A(X,Y) =a*+b2+20=0= p(1,0), como se comprueba
facilmente.

b) Supongamos que p(X,Y)=X3+Y3-XY =0. Tomando a —X—% yb=Y - %, tenemos que
p(3,3)=0yAX,Y)=4a®+6a®+a+4b3+6b%+b-4ab=0=p(3,1).

En ambos casos, A(X,Y) determina una plaza para el correspondiente punto (a, b).
El conjunto de plazas de F/K se denota por P(F). Podemos omitir el cuerpo base K, pues para

cada plaza P de F/K se puede probar que K < Op.

Definicion 4.3. Sea F un cuerpo de funciones algebraicas sobre un cuerpo K. Sea P € P(F) una
plaza y la valuacion vp : F — Z U {00}, 1a cual asociamos a la plaza de la siguiente manera: sea ¢
un elemento primo para P. Entonces todo z € F con z # 0 tiene una representacién tnica z = t"u

con u € 0*y n € Z. Definimos entonces vp(z):=ny vp(0):=oco
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Definicion 4.4. ceros y polos. Sea z € F y una plaza P € P(F).

= Decimos que P es un cero de z sivp(z) =m >0, m € Z. Entonces P es un cero de orden

m.

= Decimos que P es un polo de z si vp(z) =m <0, m € Z. Entonces P es un polo de orden

m.

En la seccién 2 definimos lo que era un anillo de valuacién discreta. La demostraciéon del

siguiente Teorema la podemos encontrar en [21] Teorema 1.1.13.

Teorema 4.1. Sea F/K un cuerpo de funciones algebraicas. Para una plaza P € P(F'), la funcién

vp definida anteriormente es una valuacion discreta de F/K. Mas atn, tenemos que:
» Op={z€F :vp(z)=0},
. @’; ={zeF:vp(z)=0},
m P={zeF:vp(z)>0}.

Tenemos que el cuerpo de constantes K de F/K se cumple que K €6 y KN M.

Ademas, un elemento x € F' es elemento primo de P siy sélo si vp (x) = 1. Reciprocamente, si v
es una valuacion discreta de F/K, entonces el conjunto P ={z € F |v(z) > 0} es una plaza de F/K y
Op ={z€ F |vp(2)> 0} es el anillo de valuacién correspondiente.

Cada anillo de valuacion @ de F/K es un subanillo maximal y propio de F'.

Definicion 4.5. Sea P € P(F'). Tenemos entonces que F'p := Op/P es el cuerpo de clases residuales

de P. La funcién

F — Fp u{oo}

x— x(P)

se denomina funciéon de clases residuales. Para todo x € Op, denotamos por x(P) a la clase de

residuos médulo P, y para x € F \ Op definimos x (P) = oco.
La demostracion del siguiente teorema puede encontrase en [21].

Teorema 4.2. Sea P una plaza de F/K y sea Op su anillo de valuaciones. Tenemos que P es
un ideal maximal de , el anillo de clases residuales Op/P es un cuerpo que contiene una copia
isomorfa de K. Ademas, el cuerpo de clases residuales Fp es isomorfo a la extensién algebraica
de K.
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4.2, Puntos racionales

Definicion 4.6. Definimos el grado de una plaza P como degP =[Fp : K]. Una plaza de grado

uno, se dice que es una punto racional de F/K. El grado de una plaza siempre es finito.

Consideremos una plaza P, F/K una extensiéon de un cuerpo K y Fp su cuerpo de clases

residuales.

Ejemplo 4.9. Sea una curva % definida por un polinomio p(X,Y) e K(X,Y). Las plazas racio-
nales de % = V (p) no son otra cosa que las raices de p que estan en K. Observamos que este

conjunto puede ser vacio, por ejemplo si p(X,Y)=X2+Y2y K =Q.

Ejemplo 4.10. Sea la curva % definida por el polinomio p(X,Y)=Y1° - X3 -77X en el cuerpo
Fg1. Algunos puntos racionales de % son (76,71) y (27,60). Todos los puntos racionales en Fg; de

esta curva pueden consultarse en la Tabla 7.10.
La demostracion de la siguiente proposicién puede encontrarse en [21] Proposicién 1.1.15.

Proposicion 4.1. Sea un cuerpo K y una extension algebraica F/K. Si P es una plaza de F/K y

X € P con x #0, entonces
degP <[F : K (X)] < oco.

Observamos que para el caso en que degP =1 tenemos que Fp = K y la funcién de clases
residuales aplica F en K U {oo}. En particular, cuando K es algebraicamente cerrado, todas las

plazas son de grado uno, por lo que se puede considerar a cada elemento como una funcién

r:P{F)— K U{oo}

P —r(P).

La proposicién anterior da lugar al siguiente corolario, cuya demostracién se puede encontrar
en [21], Corolario 1.3.4.

Corolario 4.1. En un cuerpo de funciones algebraica F/K todo elemento z € F con z # 0 tiene

una cantidad finita de ceros y de polos.

Ejemplo 4.11. Sobre el cuerpo de funciones F3, busquemos las plazas racionales de la curva
definida por la ecuacién afin Y2 = X3 - X +1.

La correspondiente ecuacién de la curva proyectiva viene dada por Y2Z = X3 - XZ2 + Z3.
Haciendo Z =0, tenemos que X 3 =0, es decir, la unica plaza en el infinito es Po, =(0:1:0).

3

Por otro lado, para cada par (a,b) € F3 x F3 tal que b2 = a® —a + 1, tendremos una plaza P p)

de grado 1. Estas plazas racionales son los puntos
P1=(0,1),P2=(0,2),P3=(1,1),P4=(1,2),P5 =(2,1) y P = (2,2).
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4.3. Divisores y grupo de divisores

Como hemos mencionado en la introduccién, la idea Goppa se basé en asociar los divisores
de cuerpos de funciones algebraicas con los cédigos. Como veremos, los divisores son conjuntos
de plazas, y la parte de valuacién positiva de las plazas estan dadas por polinomios que son
multiplos de otros polinomios.

Consideremos un cuerpo K, F el cuerpo de funciones algebraicas sobre K y P(F') el conjunto
de plazas de F'. Suponemos a partir de ahora que el cuerpo base K es algebraicamente cerrado en

el cuerpo de funciones F, es decir, K=K.

Definicion 4.7. Se denomina grupo de divisores de la extension F/K al grupo abeliano libre

generado por las plazas de F, y lo denotamos por div(F'), es decir,

div(F)={ Y npP:npeZconn=0,salvoun namero finito}.
PeP(F)

A los elementos de div(F') se les denominan divisores de F/K. Por lo tanto, los divisores son

cualquier combinacion lineal de plazas.

SiD= Y npPediv(F), definimos el soporte de D como
PeP(F)

suppD :={PeP(F):np #0}.

Abusando de la notacién, dada una curva % con cuerpo de funciones racionales F' diremos

que un divisor de F' es un divisor de la curva.

Ejemplo 4.12. Sobre el cuerpo Q, sea la ecuacién de la curva afin dada por Y2 = X3 +2X —
3. Dos plazas racionales de grado 1 son P =(2,3), P2 =(1,0) € P(F). Entonces, tenemos que
D =5(P1)—"T7(P2) es un divisor de la curva. El soporte de D es suppD = {P1,Ps}. En div(F)
definimos un orden parcial de la siguiente forma: si D1,D9 € div(F'), entonces D1 < Dy si y solo si
vp(D1)<vp(Ds)paratodo P eP(F). Si Dy <Dsy D #Ds, escribiremos D1 < Ds.

Un divisor D se denomina positivo (o efectivo) si D = 0.
Definicion 4.8. Definicion: Se define el grado de un divisor D como

degD= Y vp(D)degP.
PeP(F)

Por el Corolario anterior, sabemos que todo elemento no nulo z € F tiene una cantidad finita

de ceros y polos en P (F'). Entonces, la siguiente definicién tiene sentido:

Definicion 4.9. Sea z € F con z # 0 y denotemos por Z al conjunto de ceros y por N al conjunto

de polos de z en P(F). Entonces definimos:

m (2)9:= Y vp(2)P, denominado divisor de ceros del elemento z,
PeZ
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" (2)so:= Y (—vp(2))P, denominado divisor de polos del elemento z,
PeN

m (2):=(2)g —(2)so, denominado divisor principal del elemento z.
Puede consultarse la demostracién del siguiente Teorema en [21] Teorema 1.4.11.

Teorema 4.3. Sea z € F\ K. Entonces deg(z)y = deg(2)s, = [F : K (2)]. En particular, todos los

divisores principales tienen grado cero.

4.4, Teorema de Riemann-Roch

El Teorema de Riemann-Roch para curvas algebraicas es muy importante ya que en €l se basa
la Teoria de Numeros sobre curvas, pues relaciona las propiedades de las curvas de naturaleza
puramente algebraica, con las propiedades de naturaleza topolégica y geométrica.

Los conceptos y definiciones de esta seccién pueden ser consultados en [19], [21] y [5].
Definicion 4.10. Sea D € div (F'). Definimos el espacio de Riemann-Roch asociado a D por
ZLD)={xeF :vp(x)=-D}u{0}.

El espacio de Riemann-Roch es un espacio vectorial de dimensién finita sobre K, cuya

dimension se denota como ¢ (D).

Dado un divisor D € div(F'), el entero ¢ :=dim £ (D) se denomina dimension del divisor
D.

En esta seccion nos basamos en [19].

Definimos en esta seccién el concepto de género g de una curva, el cual puede ser definido tanto
para curvas singulares como para no singulares. Nos centraremos en las curvas no singulares.
Desde el punto de vista topolégico, una curva proyectiva no singular en P? puede ser vista como
una superficie isomorfa a una esfera con g asas. Este nimero g de asas es el género de la curva.
Sea ahora un polinomio p(X,Y) de grado d. Entonces el género de la curva proyectiva plana no

singular definida por p, esta relacionada con el grado d del polinomio por la férmula de Plicker:
g=3d-1)(d-2).

Ejemplo 4.13. las curvas de Fermat. En el plano proyectivo, sea la curva algebraica definida

en coordenadas homogéneas por el polinomio:
X, Y,Z)=X"+Y"-Z".
En el plano afin, la curva viene dada por el polinomio
fX,Y)=X"+Y"-1.
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Esta es una curva no singular, y su género viene dado por
g=3(d-2)d-1.

Si n + 2, tenemos una cénica, con género 0, y el género es uno en el caso de que n = 3, es decir,

para una curva eliptica.
El siguiente ejemplo puede ser consultado en [22] Seccién 12.3.

Ejemplo 4.14. curvas hermitianas. Un caso particular de las curvas de Fermat son las curvas
hermitianas. Una curva hermitiana es una curva plana irreducible sobre el cuerpo 2, con g = ph

con p primo, dada por:
V (Y9t -Xx9-X).

En el Teorema 12.24 de [22] podemos consultar la demostracion de que esta curva es no

singular y tiene género g = %q (g-1).

Ejemplo 4.15. sea la curva % definida por el polinomio p(X,Y)=Y? - X2 — X sobre el cuerpo

q(deg@-1)
2

F1¢. Esta curva tiene género g(%) = =2 y algunos de sus puntos racionales (los cudles

calcularemos posteriormente) son P =(2,11) y @ =(3,13) por lo que cualquier combinacién lineal

de ellos es un divisor de la curva %.

Otra forma equivalente de definir el género g, para curvas no singulares, viene dada por la

siguiente definicién:
Definicion 4.11. Se define el genero g de un cuerpo de funciones F/K como
g=max{deg(D)—¢(D)+1:D ediv(F)}.

Un divisor con degD =2g—-2, donde g es el género de la curva se denomina divisor canénico,
A . El género es uno de los invariantes mas importantes de un cuerpo de funciones, y podemos

verificar que existe y que es un numero entero no negativo (consultar [21] Proposicion 1.4.14).

Enunciamos el Teorema de Riemann-Roch el cual, dado el género de una curva, nos proporcio-
na la dimensién del espacio de un divisor.

La demostracion del Teorema de Riemann-Roch puede encontrarse en [21] Teorema 1.5.15.

Teorema 4.4. Teorema de Riemann-Roch: Sea £ un divisor canénico de F/K. Entonces, para

cada divisor D € div (F') tenemos que
((D)=degD)+1-g+{(X -D).
Tlustramos el Teorema de Riemann-Roch con el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 4.16. Como veremos en la seccién 5, el conjunto de soluciones de una curva eliptica
sobre C es topolégicamente equivalente a un toro. Por lo tanto, el género g de una curva eliptica

es 1. Sea la curva eliptica ¥ definida por el polinomio p(X,Y) = Y2-X3-1 sobre C.

Consideremos ahora una funcién z perteneciente al cuerpo de funciones de la curva %.
Sabemos que vp (z) = n si z tiene un cero de orden n en P (n puede ser negativo si en lugar de un
cero es un polo). Por lo tanto, comprobando todos los ceros y los polos de esta funcién, podemos
construir un divisor a partir de z, que denotaremos por div(z). Por ejemplo, sea z = x—2. Entonces
tenemos que z = 0 si x = 2, lo cual ocurre para los puntos @ = (2,3) y ' = (2,-3), comprobando
facilmente que son ceros simples. Entonces tenemos que vg (2) = vg'(2) = 1. Ademads, z tiene un
polo de orden 2 en el punto oo, por lo que v (2) = —2. Teniendo ya todos los polos y los ceros,
podemos ver que div(z) =(Q)+ (@) — 2(c0).

Para el espacio de Riemann-Roch £ (D), lo que queremos es encontrar todas las funciones
cuyo divisor sea el negativo de, al menos, otro divisor. Por ejemplo, si tomamos D = (@) + (Q’ ), lo
que estamos diciendo es que sélo permitimos funciones las cuales tengan polos simples en Q y @’

y en ninguin otro punto. Es facil comprobar que se genera un espacio vectorial complejo.

Por ejemplo, la funciéon g = x%2 esta en este espacio (al igual que cualquier multiplo de ella
en el espacio vectorial). Por lo tanto tenemos un sélo elemento en la base, por lo que ¢(D) = 1.
Podemos comprobar también que A = ﬁ también pertenece al espacio y en este caso ¢(D) = 2.
Todas las funciones no constantes tienen polos, por lo que si el grado de D es negativo, entonces
£(D)=0.

Por lo tanto, el Teorema de Riemann-Roch puede ser visto como la definicién del género y
también para obtener ¢ (D). Ahora, para el divisor canénico £ tenemos que deg # = 2g—2 1o que
implica que deg (A —D) = -2, por lo que al ser negativo /(A% — D) =0, cumpliéndose la igualdad

dada por el Teorema de Riemann-Roch.
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CAPITULO

CUBIERTAS

os conceptos topolégicos de la esta seccion pueden consultarse en [1]. Ademas, nos basa-
mos en [19], [10], [17] y [14]

Tenemos presente en esta seccién las definiciones de aplicacién regular y variedades biracio-
nalmente equivalentes dadas en la seccién 3.2.4.

Recordemos también que cualquier curva dada es una cubierta de la recta proyectiva del
cuerpo base utilizado. Los cuerpos de funciones algebraicas corresponden a cubiertas de curvas.
Lo que nos interesa, y veremos en la siguiente seccién, es encontrar métodos para, dada una
curva con muchos puntos racionales, calcular cubiertas de ella obteniendo otras curvas con mas
puntos racionales para el correspondiente cuerpo; y al contrario, obtener curvas con muchos
puntos racionales sabiendo que estan cubiertas por otras curvas (subcubiertas), en nuestro caso,
curvas hermitianas. Como ya sabemos, las curvas hermitianas son maximales, por lo que las
subcubiertas también seran maximales.

En [10] podemos encontrar la demostracién de la siguiente proposicién.

Proposicion 5.1. Se denomina morfismo a una aplicacién racional ¢p : V — W que es regular
en todos los puntos a € V. Se denomina isomorfismo si existe un morfismo ¥ : W — V tal que
¢oy y wo son la aplicacién identidad en W y V, respectivamente. Decimos entonces que V.y W

son isomorfas.

Notar que isomorfismo implica equivalencia biracional pero, en general, lo contrario no es

cierto.

Los conceptos de esta seccién pueden encontrarse en [19].

49



CAPITULO 5. CUBIERTAS

Sean C; y C2 dos curvas algebraicas con cuerpos de funciones F; y Fg, respectivamente.
Entonces, C1 es una cubierta de Cg si podemos definir un morfismo p : C{ — Cs entre las dos
curvas. Esto se corresponde al morfismo F; — Fy entre los cuerpos de funciones donde F'; es
una extension de Fy. Ademas, el grado de la cubierta esta dado por el grado de la extensién
de cuerpos del cuerpo de funciones de la curva que se recubre, Cg, a la cubierta C;, es decir,

[F1:F3]=n, por lo que el grado de la cubierta de Cy es también n.

Ejemplo 5.1. Sea un cuerpo K y consideremos la linea proyectiva KP!, la cual es obtenida
afiadiendo a la linea afin KA! un punto en el infinito. Entonces, tenemos que considerar las
funciones del cuerpo de funciones racionales K (X), donde X es un elemento trascendente. Por lo

tanto, el anillo de coordenadas proyectivas (homogéneas) es obtenido mediante el anillo cociente
KX, Yl/($-Y)=K[X,}]|=KI[X].

Consideremos ahora la curva € definida por el polinomio p(X,Y) = 2X2Y 2. Tenemos que el

cuerpo de funciones de esta curva es una extension de grado 8 de K (X), por lo que [F : K (X)] =8.

Si consideramos la cubierta de la linea proyectiva KP! por la curva €, vemos que es de grado

8, ya que el grado de la cubierta coincide con el grado de la extensién de cuerpos F/K (X).

5.1. Funciones meromorfas y elipticas

Como ejemplo de cubiertas de curvas tenemos las funciones meromorfas y elipticas, donde

utilizamos la estructura compleja de la curva para dotarla de una estructura algebraica.

Las siguientes definiciones y conceptos se pueden consultar en [10].

Definicion 5.1. Sea f una funcién definida en el plano complejo C. Un niimero complejo £ es un

periodo de f si
flz+t)=f(2)
para todo z € C.A la funcién f se la denomina funcién periédica de periodo ¢ # 0.

Definicion 5.2. Reticulo Sean wi,ws nimeros complejos tales que x—; no es un numero real. Se

define reticulo como:
L={mwi+nwe|n,mel7Z}.

En [10] podemos encontrar la demostracion de que un reticulo es un grupo aditivo de C, y
abeliano, por lo tanto, normal. En el mismo libro, podemos también consultar la definicién de

region fundamental.
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Definicion 5.3. Una funcién meromorfa del plano complejo en la esfera de Riemann f:C — Y

es eliptica con respecto a un reticulo L < C si f es doblemente periédica respecto a L, es decir, si
f(z+t)=f(z) paratodoze C,te L,

por lo que cada ¢t € L es un periodo de f.

Sean ahora las funciones doblemente periddicas, es decir, las funciones elipticas, con periodos
w1y we para x e y, respectivamente (z = x +iy,x,y € R). Estas funciones estan definidas en una
region fundamental que es un paralelogramo P de lados [0,w1] x [0,w2], con los puntos de los
lados paralelos identificados entre si. Tenemos que este paralelogramo es el cociente de C por el
reticulo L. Visto de manera topoldgica, el paralelogramo P con las identificaciones descritas es un

toro T', es decir,
T =C/L.

Definicion 5.4. Funciéon de Weierstrass. Dado un reticulo L, la funcién & de Weierstrass
asociada se define como:

P()=272+ ¥ (-w)2-w?).
weL—{0}

Su derivada es

P (2)=-2Y (z—w)™3.

weL

La demostracion de que la funcién de Weierstrass es una funcion meromorfa con periodos

w1,wse se puede consultar en [10].

Las funciones doblemente periédicas estan definidas en T', son meromorfas en T, y estan
generadas por la funciéon de Weierstrass y su derivada. Por lo tanto las funciones meromor-
fas en un toro complejo determinado por el reticulo L coinciden con las funciones

meromorfas doblemente peridodicas en C, es decir, con las funciones elipticas.

Recordemos que dada una funcién F' : X — Y entre superficies de Riemann, p € X es un punto

de ramificacién de F' si mult, (F)> 1.

Por otro lado, en [20] seccion 3.15, se demuestra que las funciones &2 y #?” inducen cubiertas

ramificadas Z2:T — Y y & :T — Y del toro en la esfera de Riemann.

Tenemos que la funcién & es trascendente en C(z), por lo que hace de coordenada local,

pero la funcién 2?” es algebraica sobre C(z), ya que es la raiz del polinomio w? = 23 +az+b. De esta
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forma, tenemos que F = C(2)[w]/(w? - 23 —az - b) es una extensién de grado 3, [F : C(z)] = 3.
La extension es la extension de la cubierta &.

Denotemos por V a la curva w? — 2% —az — b. Tenemos entonces que la extensién F es un
cuerpo de funciones racionales, precisamente las funciones racionales del anillo coordenado de la

curva V, cuyo ideal es el generado por V, I = (w —2% —az - b).

Entonces la curva V es una cubierta de Y con funcién cubierta <. Por tanto la curva V es el
toro T'. El cuerpo de funciones meromorfas de T es el cuerpo de funciones racionales de la curva
V. Ademas, podemos identificar cada punto (plaza) en V con un punto en 7'. La curva se llama

eliptica porque sus funciones racionales son funciones elipticas.

5.2. Ramificacion

Los conceptos de esta seccion pueden ser consultados en [19] y [22].

En Analisis Complejo se estudia el concepto de ramificacién en Superficies de Riemann. Este
concepto de traduce ahora a ramificaciéon en curvas sobre cuerpos finitos.

Consideremos ahora dos curvas algebraicas C y C’, con F' y F' sus correspondientes cuerpo de

funciones, y donde C’ es una cubierta de C, es decir, F'es una extensién algebraica de F'.

Definicion 5.5. Sean P € P(F)y @ € P(F') dos plazas. Decimos que @ divide a P, o que @ esta
encima de P si P c @, y lo denotaremos por Q|P.

La demostracion de la siguiente proposicién se puede encontrar en [21] (Proposicién 3.1.4):

Proposicion 5.2. Sean PeP(F)yQ P (F’ ) dos plazas. Q|P es equivalente a la existencia de
un nimero entero e > 1 tal que vg(2) = evp(z) para todo z € F, siendo vg y vp las respectivas

valuaciones. Ademas @ NF =P.
La siguiente definicién puede ser consultada en [21] (Definicién 3.1.5).

Definicion 5.6. Sean PeP(F)y Q e P (F’ ) dos plazas. Se denomina indice de ramificacion

e(Q|P) de @ sobre P al inico entero e(Q|P) := e que satisface

v (x) =evp(x).

Decimos que @|P esta ramificado si e(@|P)> 1. Si e(® | P) =1 decimos que @|P no ramifica.
Entonces una plaza P € P(F) esta ramificada en F'/F si existe un @ € P (F') tal que Q|P ramifica.

En caso contrario, decimos que P no ramifica en F'/F.
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Definicién 5.7. Sean P € P(F)y @ € P(F') dos plazas. Se denomina grado relativo de @ sobre
Pa [F(’? :Fp], denotado por f (Q|P), es decir, £ (Q|P) := [F& :Fp].

Si F'/F es una extensién algebraica separable y @ € P (F’) entonces la restriccion @ N F de @

a F' es una plaza de F.

Igualdad fundamental

Se pueden consultar los conceptos de esta seccién en [21]:

Teorema 5.1. Igualdad fundamental Si F/F' es una extension finita de cuerpos de funciones
y P e P(F') entonces
Y e@IP)f(QIP)=[F":F].

QeP(F")
QP

La demostracion del Teorema anterior puede ser consultada en [21] Teorema 3.1.11.

La igualdad fundamental proporciona informacién importante sobre cémo calcular el valor
de f (P: IP) una vez conocido el indice de ramificacién y el grado de la extension. En particular, si
f (P'|P) = 1 sabemos que el grado de la plaza P’ que esta por encima de la plaza P tiene el mismo
grado que P. Por lo tanto (si P es una plaza racional entonces es de grado 1), entonces, si el grado
relativo isf (P'|P) = 1, P’ también es una plaza racional (degP’ = 1). Por lo tanto, si tenemos
que el grado relativo es f (P’ IP) =1, lo que nos interesa es que P se divida completamente, es
decir, cuando hay [F’ : F]1=n plazas sobre P con e (P’ IP) =f (P’ IP) =1, o cuando P es totalmente
ramificado, es decir, e (P'|P)=n=[F':F] con f (P'|P) = 1.

Ejemplo 5.2. en el ejemplo de la Figura 5.1 podemos ver las plaza P; y Py cubiertas por otras
plazas. La plaza P esta cubierta por la plaza P! o la cual es totalmente ramificada. Sin embargo,
la plaza P est4 cubierta por las plazas P o la cual es ramificada (pero no totalmente ramificada)

y la plaza P! ) la cual no esta ramificada. tenemos entonces que:

= Plaza P;: estd cubierta por la plaza P! o la cual est4d completamente ramificada ya que es la
unica que esta por encima de la plaza P;. Entonces, e (Pi1 |P1) =[F' :F1=38,yf (Pi1 |P1) =1.

Por lo tanto,

M=

> e(P}IP)f (PIP)=1+1+1=3.

i=1

= Plaza Pj: esta cubierta por las plazas Pél y PéZ. La plaza Pél esta ramificada, pero no
totalmente ramificada. Entonces, en este caso e (Pé1 |P2) =2y f (Pé1 |P2) =1. La plaza PéZ
no esta ramificada, por lo que e (Pé2 |P2) =1lyf (Pé2 |P2) = 1. Entonces,

Y e(PIP)f(PIIP)=(2-1)+(1-1)=3.
i=1
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Figura 5.1: Cubierta
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CAPITULO

CURVAS CUBIERTAS POR CURVAS HERMITIANAS

n esta seccion estudiamos el articulo [7] y nos basaremos también en los articulos [20]
y [6].

Analizaremos el articulo [7], de Arnaldo Garcia, Motoko Q. Kawatika y Shinji Miura (2006))
On Certain Subcovers of the Hermitian Curve, Communications in Algebra, 34:3, 973-982,
DOI: 10.1080/00927870500441940. En este articulo se presenta una construccién para obtener
ecuaciones explicitas para ciertas curvas que estan cubiertas por curvas hemitianas, por lo que
las curvas obtenidas son maximales.

Junto con el articulo [7] se da un método para obtener curvas con ecuacién Y+ = aX + X™,

es decir se da un método de obtencion del exponente m.

Las curvas sobre cuerpos finitos con muchos puntos racionales son muy importantes para la
Teoria de Codigos y la Criptografia. Las curvas que vienen dadas en forma explicita y que tienen
muchos puntos racionales con respecto a su género, pueden ser usadas para construir correctores

de errores lineales en la transmision cédigos.

En esta tesis hemos desarrollado un algoritmo para obtener las extensiones de los cuerpos
tratados en el articulo. Ademas, una vez obtenidos los cuerpos, el algoritmo evalia todas las
coordenadas del cuerpo en las curvas obtenidas como ejemplos para hallar todos sus puntos

racionales.

La cota de Hasse-Weil.
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Se puede consultar la demostracién de la cota de Hasse-Weil en [21] (Teorema 5.2.3).

El nimero de puntos racionales o plazas de grado uno de una curva sobre un cuerpo [F4» estéa
acotado y puede ser estimado por la cota de Hasse-Weil.

Sea una curva % una curva proyectiva sobre un cuerpo Fy», g el género de €' y #% ([Fqn) el

numero de puntos racionales de la curva. La cota de Hasse-Weil viene dada por la desigualdad
#6 (Fn) < q"+1+2g/q".

Definicién 6.1. Sea ¢ una curva sobre un cuerpo F4», donde n = 2. Decimos que la curva es

maximal si se da la igualdad en la cota de Hasse-Weil, es decir, si
#6 ([qu) =q¢%+1+2gq.

Por lo tanto, las curvas maximales tienen el mayor nimero posible de puntos racionales.
Uno de los ejemplos més importantes de curvas maximales sobre Fy», con n = 2, son las curvas

hermitianas, que como hemos visto anteriormente, vienen dadas por la ecuacién afin
S =9t =59 1 x.

Ejemplo 6.1. Sea . una curva hermitiana sobre un cuerpo F,.. Como hemos visto, su género
viene dado por g (7)) = %q (q — 1) y 5% es una curva plana no singular con grado d, donde tenemos
que d = g+ 1. En [20] Ejemplo 6.3.6 tenemos la demostracién de que las curvas hermitianas son
maximales sobre [ 2 y, como veremos mas adelante, el niimero de puntos racionales de una curva

maximal en un cuerpo F 2 viene dado por

#0(Fpe) =1+ 2 +2¢ L5 =1+ g5,

En el articulo [20] se prueba que la dnica curva maximal para el género dado es la curva
hermitiana. Por otro lado, en [6] se prueba que si una curva es maximal, entonces es isomorfa
a una curva definida por una ecuacién de la forma Y9*! = X + X™, donde m < g, cuando se
cumplen ciertas condiciones. En nuestro caso no siempre se cumplen estas condiciones, como por

4+x2

ejemplo en la primera curva obtenida en el Ejemplo 6.2, y° = x + x sobre el cuerpo Fgq, donde
utilizando el cédigo fuente del Anexo 2, comprobamos que el nimero de puntos racionales para
m < g no coincide con el nimero de puntos racionales de la curva obtenida, por lo que no puede
haber isomorfismo.

En el articulo estudiado [7], On Certain Subcovers of the Hermitian Curve, de los autores
Arnaldo Garcia, Motoko Q. Kawatika y Shinji Miura, se da un método basado en cubiertas de
curvas para encontrar curvas maximales.

En el capitulo 5 hemos visto que las cubiertas de curvas son extensiones de cuerpos, por lo
que el método trata de encontrar un cierto polinomio que factorice la curva hermitiana, es decir,

encontrar el polinomio que da la extensién del cuerpo adecuada.
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Por lo tanto, empezamos definiendo el concepto de divisibilidad por la izquierda de un

polinomio.

Definicion 6.2. Sea K un cuerpo y B(X) € K[X]. Decimos que B(X) es divisible por la iz-
quierda si existen dos polinomios f(X),g(X) € K[X] tal que

B(X) = f (h(X)).

Sean G(Y) e K[Y]y G(X) € K[X] polinomios tales que el polinomio G(Y)-G(X)e K[X,Y ] es
absolutamente irreducible. Sea una curva hermitiana .57 sobre un cuerpo K dada por la ecuacién

afin
GY)=GX).
La siguiente proposicién se puede encontrar en la Proposicién 1 del articulo estudiado [7].

Proposicién 6.1. Sea una curva hermitiana .77 definida por el polinomio y?*1 = x? +x. Sean G y
B dos polinomios divisibles por la izquierda por los polinomios g y f, respectivamente. Entonces,

la curva 7 es una cubierta de la curva dada por la ecuacién

gW)=1f(x).

Para ver que 7 es una cubierta de la curva %, tomamos la aplicacién

H—C

(@, ) = (h1 (@), 2 (B))
donde A1 y hgo son dos polinomios que dividen por la izquierda a f y a g, respectivamente.

Definicion 6.3. Sea K un cuerpo perfecto de caracteristica p > 0 (como por ejemplo K =[F). Se

denomina polinomio aditivo a un polinomio de la forma

AX)=Y a;XP eK[X],
=0

el cual es separable si y sélo si ag # 0.

La demostracion del siguiente Teorema es similar a la demostraciéon del Algoritmo de la
Divisién de Euclides. El Teorema y el Corolario posterior estan extraidos del articulo estudiado

[7], Teorema 3:

Teorema 6.1. Algoritmo de la Division. Sea K un cuerpo y sean B(X) y A (X) dos polinomios
aditivos en K [X] con A # 0. Entonces existen dos polinomios aditivos @ (X),R (X) € K[X] tal que

BX)=QAX))+R(X)condegR <degA.
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Ademas, los polinomios @ (X) y R (X) son unicos.

Usamos las definiciones y la proposicién anterior para construir curvas maximales sobre [Fg»,
con n = 2 tomando .57 como curva hermitiana. Estas curvas .77 son especialmente interesantes
si degB y degG son relativamente primos, ya que de esta forma el polinomio G(Y)-G(X) es

absolutamente irreducible.

Tomemos entonces G(Y) = Yq+1y B(X)=X7+X. Sean &/ y .% subgrupos aditivos de Fg2 y

denotamos por

AX)= [l X-a),BX)= [l X-a).

acs aeF

Corolario 6.1. El Algoritmo de la Divisién implica que &7 €.% < B(X) = Q (A (X)).

Aplicando lo anterior para los subgrupos aditivos </ del grupo .% = {a € Fee:a?+a= 0}, obtene-

mos una curva maximal & sobre F42 con ecuacién afin
¥ =Q(X)
donde @ (A (X)) =X7?+ X, y la curva JZ definida anteriormente es hermitiana sobre Fg2.

La siguiente proposiciéon y su demostracién pueden consultarse en el articulo analizado [7],

Proposicién 4:

Proposicién 6.2. Sea K un cuerpo y sean </ <.% dos subgrupos aditivos de K tal que el grupo
Z esta contenido en K. Sea G(Y) € K[Y] un polinomio tal que p{degG y sea G(X) € K[X] tal

que se cumple el Corolario anterior. Entonces la curva algebraica .7 sobre K definida por
GY)=GX)

es una cubierta de Galois de la curva algebraica % definida por
GY)=QX)

con un grupo de Galois isomorfo a .o7.

Como el polinomio @ (X)es un polinomio separable aditivo en [, el género de la curva ¢ es

_ g(deg@-1)
g(¢) ===,

Vamos a construir curvas maximales sobre diferentes grupos utilizando este método, comple-
tando los detalles del articulo [7].

Utilizaremos las estructuras algebraicas estudiadas en los capitulos 2 y 3 sobre curvas, y el
capitulo 4 para la extensién de los cuerpos finitos. Finalmente, utilizaremos el capitulo 5 para

obtener las correspondientes subcubiertas de las curvas hermitianas.
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6 4

Ejemplo 6.2. En el primer ejemplo del articulo se utiliza como polinomio de extensién a® +a* +

a® +a+1=0 para obtener el cuerpo Fgs, con @ un elemento primitivo de Fgy.

La primera curva que se obtiene es utilizando el subgrupo aditivo
o ={0,1} <. F = {b € Fgqs : b% + b = 0}. Entonces,

AX)= [ X-a)=XX-1)=X2+X.
aco

4 2 2

En este caso es € viene definida por el polinomio y? = x* + 22 + x, por lo que @ (X) = x* +x2 + x.

Efectivamente, componiendo tenemos que @ (A (X)) = (X2 + X)4 +(X2%+ X)2 +(X%2+X)=X8+X.

_ q(deg@-1)
- 2

Esta curva tiene género g(%) = 12, por lo que el namero de puntos racionales es

#€ =1+ g2 +2qg (€)= 257 (ver tabla 7.8).

La segunda curva que se obtiene es utilizando como subgrupo aditivo
o ={0,1,a%,a?"} c.F = {b eFgqs: 63+ b =0}.

Entonces, A(X)= [ X-a)=XX-1)(X-a%) (X -a?") =X*+a?5X? +a3¢X.
acgs/

2 27

La curva que se obtiene en el ejemplo esté definida por el polinomio y° = x% + a2?’x, por lo que

en este caso, @ (X) = X2 + a2’ X. Efectivamente, componiendo nos queda:

RAX)=X8+X.

q(deg@-1)
2

En este caso tenemos que el género g(%) = =4, por lo que el nimero de puntos

racionales es #% = 1+ q2 +2¢g (%) = 129 (ver tabla 7.9).
Veamos otros ejemplos basados en el mismo método.

Ejemplo 6.3. Sea el cuerpo F1g obtenido como extension del cuerpo F4, usando el polinomio

Y4=Y +1y sea a una raiz. Entonces, el grupo F;¢ est4 formado por:

2

_ 2 2 2 3,3
Fi6={0,1,a,a+1,a%,a°+1,a*+a,a”+a+1,a°,a° + 1,

2 3 2

3 +a,a°+a

a®+a,a

2 3

+a+1,a%+a%a®+a?+1,a%+a +a+a}.

Podemos representar el cuerpo mediante las diferentes potencias de a:

0,1,a=2,a2=4,a° =8,

a=3=a+1,a°=a®+a =6,

a6=a3+a2=12,a7=a3+a+1=11,

8 3

a®=a?2+1=5,0=a%+a =10,
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a®=a2+a+1="7,al=qa

a12:a3+a2+a+a:15,

a®=13=a%+a?+1,a'*=9=0a3+1,a'5=1.

3 2

+a“+a=14,

Hay que tener en cuenta que si utilizamos otro polinomio primitivo distinto para construir
el cuerpo, obtendremos un cuerpo que es isomorfo al que hemos calculado, pero no es el mismo
cuerpo, por lo que los valores numeéricos y la representacion del cuerpo en potencias de la raiz

primitiva seran distintos.

Sea el grupo .7 = {b € F16:b*+b =0} ={0,1,a%,a'} . Para este caso, tenemos que
AX)=FX)=T1 X-a)=XX-1)(X-a®)(X-al?) =
acs

=X4—(a10+a5+1)X3+(a5a10+a10+a5)X2—a5a10X=X4—X=X4+X.

Como era de esperar utilizando el grupo .7, el polinomio @ (X) = X, es decir, el polinomio
identidad.

Elijamos ahora un subgrupo .« c .%, o« ={0,1}. En este caso tenemos que

AX)= [ X-a)=XX-1)=X?2+X.
acd

Tenemos que buscar un polinomio @ (X) € F16 tal que Q (A (X)) =X*+X.

Claramente el polinomio @ (X) tiene grado 2, por lo que podemos escribir el polinomio en la

forma @ (X)=X2+c¢1X +cg, con c1,c2 €{0,1}. Entonces,

QUMX) =(X2+X)+c1 (X2+X) +ca=X*+(1+c) X2+ 1 X +co.

Por lo tanto, tomando ¢; =1y c2 =0, tenemos que @ (A (X)) = X4+X, porloque @ (X) = X2+X.

La curva maximal es entonces la curva % estd definida por el polinomio

y? =x2 +x.

q(deg@-1)
2

El género de la curva es g(%) = =2y el nimero de puntos racionales en Fig es:

#€ =1+q>%+2qg(€) =33 (ver tabla 7.7).

Ejemplo 6.4. Extendemos el cuerpo Fs a Fg utilizando el polinomio primitivo Y2 =Y +1. Si a es

una raiz, tenemos que el cuerpo [Fg viene dado por:

F9={0,1,2,a,a+1,a +2,2a,2a +1,2a + 2}.

2

Como tenemos que a¢“ = a + 1, podemos representar el cuerpo como
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Fo=1{0,1,2,a,a?,a3,a%,a%,a%,a",a® = 1}.

Escogemos ahora el grupo aditivo . = {b € Fg: b3+ b =0} ={0,1,a2,a5}.

Construimos el polinomio

AX)=1 X-a)=X(X-a?)(X-a%)=X3+(a?+a®) X2 +aBX =X3+X.
aeF

Por lo tanto @ (X) es el polinomio identidad @ (X) = X.

Ejemplo 6.5. Extendemos el cuerpo Fg al cuerpo Fg; utilizando el polinomio Y4 =2Y +1 que es

primitivo. En este caso, obtenemos [Fg; = {O, 1,2,a,a2,---,a",a80 = 1}.
El grupo aditivo es .7 ={b € Fg1 : 5 + b =0} = {0,1,a%,a%,a5,a%%,a*5,a%5,a5%,a"5} .

Escogemos un subgrupo aditivo </ = {0,a®5,a"5}. Entonces
AX) =11 X-a)=X (X -a®)(X-a™)=X3+a3X.
aesF

El polinomio @ (X) debe ser un polinomio de grado 3 por lo que sea
QX)=c1X3?+c9X2+c3X +cq, con c1,c3,c3,c4 € {0,1,2}. Componiendo ambos

polinomios tenemos que:

QA X)) =c1(X®+a%X)” +¢5 (X3 +a%0X)% + (X3 +a®0X) + s =
=c1X% +co X8+ coa"0 X4 + (clalo + 03)X3 +c2a%9X? + c3a%°X +cy.

El polinomio anterior debe ser igual a X? + X, por lo que directamente tenemos que ¢ = c4 =0,

quedando

QAX))=c1X?+ (c1a'0 +c3) X3 + c303°X.

Entonces, debe ser c3a®® =1, por lo que cg =a®® y ¢; = 1.

Efectivamente, comprobamos que el término al cubo se anula, ya que

(c1a1®+c3) = (@l +a%?)

y10 = 43 4 50

= 0. Por lo tanto, la curva resultante % esta definida por el polinomio

x, con g(%) = % =9.

El nimero de sus puntos racionales es #% = 1+ ¢ + 2qg (%) = 244 (ver tabla 7.10).
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6.1.

1.

Implementacion

a aplicacién, desarrollada en el lenguaje de programacién JAVA, se compone de tres

clases:

Clase Polinomio: esta clase almacena en variables miembro los coeficientes del polinomio
y su grado. Implementa las operaciones de suma, resta y multiplicacién de polinomios,
reduccién de un polinomio en el caso de que haya algin coeficiente nulo y la evaluacién
de un polinomio en un punto dado. Ademas, ofrece métodos para obtener los coeficientes,
el grado y el polinomio médulo el polinomio primitivo utilizado para la construccién del
cuerpo (polinomio de corte). Finalmente, la clase sobrescribe el método para representar el

polinomio como una cadena de texto, muy 1til para visualizar los resultados en la consola.

. Clase PolinomioStruct: esta clase almacena objetos de la clase Polinomio, su valor

numérico y el valor de la potencia dado un elemento primitivo, ademas de todos los métodos
para establecer y obtener estos valores. Estos objetos tienen sentido y son creados una vez
que tenemos el polinomio primitivo y estamos construyendo el cuerpo ya que, evidentemente,
el valor numérico y la potencia dependeran del polinomio primitivo usado para construir el

cuerpo.

Clase TablaPolinomios: esta clase almacena un mapa de objetos de la clase PolinomioS-
truct, indexados por el valor numérico del polinomio. Un objeto de esta clase se construye
mediante el nimero de elementos que tendra el cuerpo y la base para la cudl se calcularan
los médulos de los coeficientes. Una vez construido el objeto, se invocara al método Inicia-
lizar, proporcionando como parametros el polinomio primitivo utilizado para construir el
cuerpo. Por ejemplo, para el caso de [Fg4, el polinomio primitivo que se utiliza para construir

6 4 3

el cuerpo es: a®+a* +a® +a+1=0. y la base es 2 (64 = 25). Esta clase proporciona los méto-

dos para calcular las tablas de suma y multiplicacion del cuerpo construido, que serviran

posteriormente para calcular los puntos racionales de una curva.

Rutina principal: el método main, situado en la clase Polinomio, obtiene los puntos racionales

de las curvas analizadas en la seccién 6. Para ello hay que seguir los siguientes pasos en el

siguiente orden:

1.

Establecer el niumero de elementos que tendra el cuerpo y la base (como espacio vecto-

rial) para calcular el médulo de los coeficientes.
Construir el objeto TablaPolinomios con los dos parametros anteriores.
Construir el polinomio de corte.

Inicializar el objeto TablaPolinomios anteriormente construido pasando como parametro el

polinomio de corte.
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5. Obtener la tabla de suma y multiplicacién del cuerpo construido.

A partir de este momento, al tener las tablas de multiplicacién y suma ya podemos utilizarlas

para evaluar los puntos del cuerpo en la curva que queramos, y asi obtener los puntos racionales.

El programa puede ser utilizado para la construccién de cualquier cuerpo, con cualquier
numero de elementos y polinomio de corte, teniendo en cuenta el coste en tiempo del calculo de
la tabla multiplicacién. El programa se ha probado con el cuerpo Fig3gs (214), utilizando como

14 5 3

polinomio de corte el polinomio primitivo x™* +x° +x° +x+1 =0, con un coste de 7,2 horas de

computacion.

Se pueden hacer mejoras en la aplicacién, como por ejemplo implementar un algoritmo mas
rapido para calcular la tabla multiplicar en un cuerpo con muchos elementos. Aprovechando
su disenio modular, se puede dotar a la aplicacién de un interfaz de usuario grafico donde el
usuario tendria que introducir el nimero de elementos y el polinomio de corte en un formato

preestablecido.

Pasamos a estudiar el tiempo de CPU de ejecuciéon del programa para la generacion de las
tablas de suma y multiplicacién de los diferentes cuerpos finitos. Para los primeros cuerpos,
con un numero pequeno de elementos, la ejecucion del programa es casi inmediata. A medida
que vamos incrementando el cuadrado de los elementos del cuerpo, el tiempo de ejecucién va

aumentando, como podemos ver en la siguiente lista:

=

. Cuerpo [F15: 17 milisegundos.
2. Cuerpo Fgq: 40 milisegundos.
3. Cuerpo Fgi: 42 milisegundos.
4. Cuerpo Fg56: 118 milisegundos.
5. Cuerpo Fig24: 3,5 segundos.

6. Cuerpo Fgp4s: 25,3 segundos.

7. Cuerpo [F4996: 4,7 minutos.

8. Cuerpo [Fgi92: 35,5 minutos.

9. Cuerpo Fig384: 7,2 horas.

El cédigo fuente del programa se puede encontrar en el Anexo 2.
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CAPITULO

ANEXO 1

7.1. Construccion de cuerpos finitos

Esta seccion estd basada en [16].

Sea p un nimero primo. Sabemos que Z/Z, es un cuerpo finito que tiene p elementos. De ahora

en adelante lo denotaremos por F,. Sea ahora cualquier cuerpo finito F'.

Denotando la suma de n copias del elemento 1 como n-1€ F, al ser F finito, los elementos
n-1€F no pueden ser todos distintos, por lo que existe un m <n talque n-1=m-1, por lo que
(m-n)-1=0.

Si denotamos por a el nimero mas pequertio tal que a-1 =0, al ser F un cuerpo, debe ser a = p,
es decir a debe ser primo. Por minimalidad, se sigue que p es el tnico primo que cumple esta
propiedad y tenemos que n-1 =0 si y sé6lo si n es miiltiplo de p.

Ademas, los elementos i-1,i=0,1,---, p — 1 forman un subcuerpo de F', que es isomorfo a [,,. Por

lo tanto, todo cuerpo finito F' puede verse como una extensiéon de un cuerpo .

Por definicién, F' puede verse como un campo vectorial sobre [, por lo que el niimero de elementos

de F es p" para algtn n, de hecho n = [F :F,].

Veamos céomo se puede demostrar la existencia y unicidad de cuerpos finitos usando polino-

mios.

Sea p un numero primo y q = p”, con n € N. El cuerpo de descomposicién del polinomio

f (x) = x? —x € Fp, [x] es un cuerpo finito con g elementos. La unicidad de F; se sigue de la unicidad
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del cuerpo de descomposicién de un polinomio y los elementos de F; son las raices de f, todas
ellas distintas.

Ahora, para construir el cuerpo usamos polinomios irreducibles. Sea f (x) € F, [x] un polinomio
irreducible de grado n y suponemos que f (x) es ménico, es decir, el coeficiente de x™ es 1, por lo

que tenemos que:

1

f@)=x"+ap_12" " +---+ay.

Demostremos que el anillo cociente de el anillo de polinomios sobre el ideal maximal generado
por f(x), F' =F,[x]/(f (x)), es un cuerpo de p" elementos.

Sea X la imagen de x modulo (f (x)), el ideal generado por f (x). Recordemos que (f (x)) no es
mas que el conjunto de polinomios en [, [x] que son multiplos de f (x).

Tenemos que F es un espacio vectorial de dimensién n sobre [, por lo que |[F| = p". Los elementos
n-1

de F se pueden expresar de manera tinica en la forma v = Z ¢; X', es decir, F es el conjunto de
=0

polinomios en [, [x] de grado menor que 7.

Por otro lado, las X*, i =0,1,---,n — 1 son linealmente independientes, ya que de lo contrario
f (x) dividiria a un polinomio no nulo de grado menor que n, lo cual es imposible. Por lo tanto,
todo elemento de F puede escribirse de forma tnica como polinomio de grado menor que n con
coeficientes en [Fp,.
Supongamos ahora que tenemos dos polinomios £ (X) y g(X) tales que g(X) A (X)=0. Esto quiere
decir que f(x) divide a g(x) A (x), y como f (x) es irreducible, entonces f (x) divide a g(x)o a h(x),
por lo que tenemos que o bien g(x) =0 o bien A (x)=0.

Por lo tanto, esto demuestra que F es un dominio integral, es decir, que no tiene divisores de
cero. Solo queda demostrar que todo elemento de F' tiene un inverso multiplicativo. Sea g(x) un
polinomio no nulo de grado menor que n. Como [ (x) es irreducible, debe ser primo relativo a g (x).

Usando ahora el algoritmo de Euclides, encontramos polinomios 4 (x) y / (x) tales que

1=g@)h@x)+f(x)l(x).

Si ahora calculamos la expresién mod (f (x)) de la expresién anterior, tenemos que
1=gX)h(X), por lo que hemos encontrado el inverso multiplicativo de g(X)€ F.
Denotamos ahora por & a la cerradura algebraica de [, que suponemos que siempre existe de

manera unica. Esto quiere decir dos cosas:

= Todo elemento a € & es algebraico sobre [, es decir, satisface una ecuacién polinomial con

coeficientes en [,.

= . es algebraicamente cerrado, es decir, todo polinomio con coeficientes en &% se descompone

como producto de factores lineales sobre el mismo cuerpo.

70



7.1. CONSTRUCCION DE CUERPOS FINITOS

Consideremos ahora el polinomio X?" — X y supongamos la existencia de un cuerpo de p”
elementos. Como es un cuerpo finito, debe ser una extensién algebraica sobre [, por lo que se
puede considerar como un subcuerpo de &.

Como el grupo multiplicativo de este cuerpo tiene p™ — 1 elementos, todo elemento no nulo v
satisface v?" 1 = 1, por lo que todo elemento de dicho cuerpo es la raiz de dicho polinomio. De
esta manera, vemos que un cuerpo con p” elementos queda determinado de manera tnica, si es

que existe, como cierto subcuerpo de &.

. . n . . . .
Por otro lado, el polinomio X? —X es separable, es decir, sus p” raices son distintas, por lo que
al estar trabajando con un cuerpo, solo tenemos que demostrar que sumas, productos e inversos

multiplicativos de las raices, son también raices. Para ello, usamos el siguiente resultado:

Definicion 7.1. Automorfismo de Frobenius Sea & un cuerpo de caracteristica p. Entonces
la aplicacién o (x) = xP, es un automorfismo de F en FP. En el caso de que F sea un cuerpo finito,

tenemos que F'” = F. El cuerpo fijado por o es .

Podemos resumir lo dicho en el siguiente resultado:
Para todo primo p y todo ntimero natural n existe un cuerpo con p” elementos. Cada cerradura
algebraica & de [F,contiene exactamente un subcuerpo de p”, consistiendo de las raices del

. . n
polinomio X? — X. Denotaremos este cuerpo como [F .

Ejemplo 7.1. Para determinar si un polinomio p (x) € K [x] es o no irreducible, existen algoritmos
de factorizacién, como el algoritmo de Berlekamp. Sin embargo, para polinomios de grado 2 y 3
podemos utilizar el siguiente resultado:

Sea p(x) € K[x], con el grado de p igual a 2 6 a 3. Entonces p(x) es irreducible si, y sélo si,

p (x) no tiene raices.

= El polinomio p (x) = x2+2x+2 € Z3[x]es irreducible. Al ser de grado 3 basta ver que no tiene

raices. Evaluamos en los tres elementos de Z3 y vemos que p(0)=2,p(1)=2y p(2)=2.

= El polinomio de grado 4, p(x) = x% +x3 + x + 2 € Z3[x] no tiene raices PO)=2,p(1)=2,y
p(2)=1). Sin embargo no es irreducible, puesp (x) = (x2 +1) (x% +x +2).

= El polinomio f(x) = %2 +x2 + 1 € Z9[x] es irreducible. Al ser de grado 3 basta ver que no
tiene raices. Evaluamos en los tres elementos de Z9 y vemos que p (0) = p (1) = 1. Usaremos

este polinomio en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 7.2. Sea p =2 y n =3. Vamos a construir el cuerpo finito de 8 elementos. Como p =2,
trabajaremos en el conjunto Zg[x] de polinomios, con coeficientes en Zo. Como n = 3, el polinomio
irreducible que vamos a emplear para la operacién de multiplicacién tendra grado 3.

Tomaremos el polinomio f (x) = x3 + x2 + 1 € Zy[x]. Para definir el cuerpo, necesitamos el conjunto

y sus dos operaciones.
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= El conjunto, en este caso, estara formado por los polinomios de Z3[x] de grado menor que 3.
Es decir:

2

Fpr =Fg = {0,1,x,x+ l,xz,x2 + l,x2 +x,x°+x+ 1}.

= La operacién de suma es la operacién habitual de polinomios. Se puede comprobar facil-
mente que esta operacion es cerrada, conmutativa y asociativa, tiene elemento neutro
(el polinomio nulo), y que todos los elementos tienen simétrico (en este caso, como los
coeficientes estan en Zg, cada polinomio es simétrico a si mismo). Por lo tanto, Fg con la

suma, es un grupo conmutativo.

= Para la segunda operacién no podemos utilizar el producto habitual de polinomios, porque
no es una operaciéon cerrada. De forma parecida a como se hace en la aritmética modular
habitual, tomaremos el producto médulo el polinomio f (x) escogido anteriormente. Por lo
tanto, el producto de dos polinomios sera el resto de dividir el polinomio entre el polinomio
f (x). En este caso vemos que:

(x2+1) (x® +x) = x* + %3 + 2% + x. La divisién euclidea de este producto entre f (x) es x* +

x®+x?+x=(x®+x2+1)x +x2 Elresto es x%, por lo que (x2 +1) (x2 +x) = x2.

El resto de los productos que podemos hacer tiene grado menor que el grado de f (x), que es
3, por lo que es un polinomio en [Fg. Ademas, es asociativo, conmutativo y tiene elemento

neutro, el polinomio 1.

Por lo tanto, tenemos que [Fg — {0}, con el producto médulo f (x), tiene estructura de grupo conmu-
tativo.

Comprobemos ahora que todos los elementos del grupo multiplicativo Fg — {0} tienen inverso:

= El polinomio 1, como siempre ocurre con el elemento neutro de cualquier grupo, es inverso

de si mismo.

2 3 2

» Los polinomios x y x2 + x son inversos el uno del otro, porque x (x? +x) = 2° + %%, cuyo resto

al dividirlo entre f (x) = x% +x2 + 1 es 1. Esto podemos verlo también de la siguiente forma:

como x3 +x2 + 1= 0 porque el resto de dividir este polinomio entre si mismo es 0, entonces

x3 +x2 =1 (recordemos que en Zg —1=1).

3 2 1.

» Los polinomios x + 1 y x2 son también inversos el uno del otro, ya que (x + 1)x2 = 2% + 2 =

» Finalmente, los polinomios restantes x2 + 1y x? +x + 1 también son inversos el uno del otro:

3

(x2+1)(x2+x+1)=x4+x3+x2+x+1=(x +x2+1)x+1=1.

Asi pues, el conjunto [Fg — {0}, con la operacién producto médulo f (x), tiene estructura de grupo
conmutativo. Es facil comprobar que este producto es distributivo respecto de la suma, por lo que

g es un cuerpo.
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Tal y como hemos construido el cuerpo, hablamos del cuerpo cociente Z2[x]/f (x). El hecho de que

f (x) sea un polinomio irreducible es determinante para la existencia de los elementos inversos.

Si este polinomio no fuera irreducible, hablariamos del anillo cociente Zg[x]/f (x).

Ejemplo 7.3. Sea p =3y n =2. Construimos el cuerpo finito de 9 elementos de la misma forma

que antes, y tenemos que:

Fpr =F9g=1{0,1,2,x,2x,x+1,x +2,2x + 1,2x + 2}.

Utilizamos el polinomio irreducible f (x) = x2 + x + 2 para la operacién de multiplicacién, teniendo

en cuenta esta vez que, usando la aritmética modular:

= (2 +x+2)+(-x-2)=(-x—2)=2x+ 1.
W=xx?=x@2x+1)=222+x=22x+ D +x=4x+2+x=5x+2=2x+ 2.

=l =x(2x+2)=2x2+2x=2(2x + 1) +2x =4x + 2+ 2x = 6x + 2= 2.

W =xxP=2x2=2Q2x+1)=4x+2=x+2.
T =xxf=x(x+2)=x2+2x=(2x + 1)+ 2x =4x+1=x+ 1.

x8=xx7=x(x+1)=x2+x=(2x+1)+x=3x+1=1.

Es decir, podemos representar el cuerpo como:

Fg =1{0,1,2,x,x%x3,x% x5, x5, x}.

Ejemplo 7.4. Construyamos las tablas para el cuerpo Fg usando el polinomio irreducible X2 + 1

de [F3:

Fg=1{0,1,2,x,x+1,x+2,2x,2x + 1,2x + 2}.

| | 1 | 2 | x [ x+1 [ x+2 [ 2x |2+1 ] 2x+2]|
1 1 2 X x+1 x+2 2x 2¢+1 | 2x+2

2 2 1 2x 2x+2 | 2x+1 x x+2 x+1

x x 2x 2 x+2 | 2x+2 1 x+1 | 2x+1
x+1 x+1 | 2x+2 | x+2 2x 1 2x+1 2 X
x+2 x+2 | 2x+1 | 2x6+2 1 x x+1 2x 2
2x 2x x 1 2x+1 | x+1 2 2x+2 | x+2
2¢+1 | 2x+1 | x+2 x+1 2 2x 2x+2 X 1
2¢+2 | 2x+2 | x+1 | 2x+1 X 2 x+2 1 2x

Cuadro 7.1: Tabla de 1a multiplicacién en Fg
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Si hacemos x = 3, nos quedan las siguientes tablas para la suma y multiplicacién en el cuerpo:

| +lof1]2[3[4[5[6]|7[8]
0Jo[1[2[3[4][5]6]7]8
1[1]2]0|4[5[3]7|8]s
22[0[1]5|3 48|67
3/3[4|5(6|7(8|0[1]2
44|53 7|8]6|1]2]0
5/5|3|4(8|6|7/2[0]1
6/6|7/8(0/1]2|3 4|5
7]7[8]6[1]2]0]4]5]|3
8|/8(6|8[2|/0[1|5|3]4

Cuadro 7.2: Tabla de la suma en Fg con x =3
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Cuadro 7.3: Tabla de la multiplicacién en Fg con x = 3

7.2. Tablas

n esta seccion escribimos las tablas de los cuerpos finitos analizados en la secciéon 6. En

ellas podemos ver los polinomios obtenidos, su valor numérico y su representacién en

potencias de un elemento primitivo a, dependiendo del polinomio primitivo utilizado para

generar el cuerpo. Las tablas han sido obtenidas con una aplicacién desarrollada en JAVA que

describiremos posteriormente.

74



7.2. TABLAS

7.2.1. Tabla de [Fi4

4

Polinomio primitivo: a* =a + 1.

Potencias de a Polinomio Valor numérico

a® 1 1
a x 2
a? x2 4
a’ x3 8
at x+1 3
a® x?+x 6
a® x5+ x? 12
a’ S +x+l 11
a8 x2+1 5
a® x5 +x 10
a0 2+x+1 7
all S +xl+x 14
a'? W+l +x+1 15
a®® O+ +1 13
att 3 +1 9

Cuadro 7.4: Tabla de [F1¢
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7.2.2. Tabla de Fgy

Polinomio primitivo: a® +a*+a®+a+1=0.

Potencias de a Polinomio Valor Numérico
a® 1 1
a X 2
a? x2 4
a® x3 8
a’ xt 16
a® x0 32
a® +ad+x+1 27
a’ O +xt+a®+x 54
a8 WO+t rxl+x+1 55
a® P +atraZ+1 53
a0 WO +at+1 49
all O+ttt +1 57
al? O+ +1 41
ald 3 +1 9
alt xt+1x 18
al® x0 +x? 36
alt xt+x+1 19
al” O+ +x 38
al® r+aZ+x+1 23
a®? W+ +xl+x 46
a0 x2+x+1 7
a?! xS +x’+x 14
a?®? x4+ 1% + 22 28
a® 10 +at+4° 56
a®t W+ +x+1 43
a? B +a?+l 13
a6 xt+xd 26
a7 10+ x% + 42 52
a8 WwHatrx+l 51
a?? Dttt +a2+1 61
a0 x®+1 33
a’! xtrad+1 25
a’? O +xttx 50
a’? Orat+ad+a2+x+1 63
a’t WO +aZ+1 37
a® x*+1 17
a36 x° +x 34
a7 et +x+1 31
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Potencias de a Polinomio Valor Numérico
a’8 O+t xS +a%+x 62
a®? WdOrxZrx+l 39
a’? xt+x?+1 21
atl O +x° +x 42
a*? W+a+x+1 15
a®? xtrad+a% +x 30
a*t x° + %+ x5 + 22 60
a®® WP +x+1 35
a6 P ra?+1 29
a?” O rat+ad+x 58
a®® xS +al+x+l 47
a® x?+1 5
a0 x5 +x 10
abl x+x? 20
ab? x0 + 23 40
a®? B +x+l 11
a®? x4 x 22
a® x° + x5 + 2 44
a8 x+1 3
a®’ X +x 6
a®® x5 +x? 12
a® xt+ a8 24
a®0 x0 + 2t 48
abl Ot a+l 59
a2 WP+ +xZ+1 45

Cuadro 7.5: Tabla de Fgq
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7.2.3. Tabla de [Fg;

Polinomio primitivo: a* = 2a + 1.

Potencias de a Polinomio Valor Numérico
1 1 1
a X 3

a? x2 9
a® x° 27
a* 2x+1 7
a® 2%% +x 21
a® 245 + x2 63
a’ O +x+2 32
a8 2+x+1 13
a® W+ +x 39
a0 W+ +2x+1 43
all x3+2x%+1 46
al? 2x3 +1 55
al®® 2x+2 8
alt 2x2 + 2x 24
al® 2x3 + 2x2 72
alt 2x° +x +2 59
al” x%+2 11
al® x5 + 2x 33
al® 2x% +2x+1 25
a0 2% +2x% + x 75
a?! 223 +x% +x+2 68
a®? 3 +x2+2 38
a® +x+1 31
a®t x2+1 10
a® X +x 30
a8 x%+2x+1 16
a7 x5 +2x% +x 48
a8 22 +x% +2x+1 70
a? x3 +2x% +2x + 2 53
a®® 2x% +2x% +x+1 76
a’! 2x° + %% +2x +2 71
a? x5 +2x% +2 47
a3 2x% +x+1 58
a®* x% +2x +2 17
a® x5 + 222 + 2x 51
a8 2x° +2x% +2x+ 1 79
a7 2x° +2x% + 2x + 2 80
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Potencias de a Polinomio Valor Numérico
a’® 2x3 +2x2 +2 74
a® 2x3+2 56
a*? 2 2
a*l 2x 6
a*? 2% 18
a3 2x3 54
a*t x+2 5
a® x2 + 2x 15
a6 x° + 2x2 45
a*” 2x3 +2x+1 61
a*® 2% +2x+2 26
a® 2x3 +2x% + 2x 78
a0 23 +2x% +x+2 77
a®! 23 +x%2+2 65
a®? x> +2 29
a® x+1 4
a®t x2 +x 12
ab® x5 + x2 36
a®® O +2x+1 34
a®’ 2x2 +1 19
a®® 2x° +x 57
a® X2 +x+2 14
a%9 x° +x2 + 2x 42
a®t x5 +2x2 +2x+1 52
a®? 23 +2x%2 +1 73
a® 2x3 +2x+2 62
a® 2% +2 20
a® 2x3 + 2x 60
a®® 2% +x+2 23
a® 2x3 + %% + 2x 69
a%® x°+ 222 +x+2 50
a% 23 +x2+x+1 67
a™ X+ x%+2x+2 44
a’l 2+ 22 +x+1 49
a™ 23 +x2+1 64
a™ x5 +2x+2 35
a™ 2% +x+1 22
a’™® 2x° + x% +x 66
a’® i +x+2 41
a’l i rx+1 40
a’® 2 +aZ+1 37
a® x> +1 28

Cuadro 7.6: Tabla de Fg;
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7.2.4. Tablas de puntos racionales

Presentamos las tablas de los puntos racionales obtenidos para los cuerpos y curvas maximales

obtenidas en la seccién 6.

2

Cuerpo Fig sobre la curva ¢ definida por el polinomio y° = x2 + x.

0,0 27 | 3,3 |44 | 4149 | 5,9 | (6,10) | (7,8
(1,00 | 2,11 | 3,7) | 4,56) | (5,4) | (5,14) | (6,12) | (7,10)
(2,2) | (2,13) | 3,11 | 4,6) | (5,5) | (6,1) | (6,15) | (7,12)
2,3)| 3,2) | (3,13) | 49 | (5,6) | (6,8 | (7,1) | (7,15)

00

2

Cuadro 7.7: Puntos racionales de la curva definida por el polinomio y° = x% + x

Cuerpo Fg4 sobre la curva % definida por el polinomio y° = x* + x% + x.

(0,0) | (3,56) | (6,36) | (17,34) | (20,31) | (32,27) | (36,2) | (38,63) | (49,59) | (52,18)
(1,1) | (3,60) | (6,55) | (17,36) | (20,33) | (32,37) | (36,6) | (39,11) | (49,63) | (52,51)
(1,3) | 4,21 | (6,61) | (17,55) | (20,53) | (32,42) | (36,10) | (39,13) | (50,8) | (52,54)
(1,5) | 4,22) | (7,8) | (17,61) | (20,56) | (32,44) | (36,28) | (39,16) | (50,24) | (53,0)
(1,14) | (4,26) | (7,24) | (18,11) | (20,60) | (32,45) | (36,30) | (39,23) | (50,25) | (54,4)
(1,15) | (4,32) | (7,25) | (18,13) | (21,7) | (32,47) | (36,34) | (39,29) | (50,35) | (54,12)
(1,17) | (4,41) | (7,35) | (18,16) | (21,9) | (32,62) | (36,36) | (39,39) | (50,38) | (54,19)
(1,18) | (4,46) | (7,38) | (18,23) | (21,27) | (33,4) | (36,55) | (39,48) | (50,40) | (54,20)
(1,51) | (4,58) | (7,40) | (18,29) | (21,37) | (33,12) | (36,61) | (39,50) | (50,43) | (54,31)
(1,54) | (4,59) | (7,43) | (18,39) | (21,42) | (33,19) | (37,8) | (39,567) | (50,49) | (54,33)
(2,7 | (4,63) | (7,49) | (18,48) | (21,44) | (33,20) | (37,24) | (48,11) | (50,62) | (54,53)
(2,9 | (5,11 | (7,62) | (18,50) | (21,45) | (33,31) | (37,25) | (48,13) | (51,2) | (54,56)
(2,27) | (5,13) | (16,8) | (18,67) | (21,47) | (33,33) | (37,35) | (48,16) | (51,6) | (54,60)
(2,37) | (5,16) | (16,24) | (19,21) | (21,52) | (33,53) | (37,38) | (48,23) | (561,10) | (55,7)
(2,42) | (5,23) | (16,25) | (19,22) | (22,1) | (33,56) | (37,40) | (48,29) | (51,28) | (55,9)
(2,44) | (5,29) | (16,35) | (19,26) | (22,3) | (33,60) | (37,43) | (48,39) | (51,30) | (55,27)
(2,45) | (5,39) | (16,38) | (19,32) | (22,5) | (34,0) | (37,49) | (48,48) | (51,34) | (55,37)
(2,47) | (5,48) | (16,40) | (19,41) | (22,14) | (35,1) | (37,62) | (48,50) | (51,36) | (55,42)
(2,52) | (5,50) | (16,43) | (19,46) | (22,15) | (35,3) | (38,21) | (48,57) | (51,55) | (55,44)
3,4) | (5,57) | (16,49) | (19,58) | (22,17) | (35,5) | (38,22) | (49,21) | (51,61) | (55,45)
(3,12) | (6,2) | (16,62) | (19,59) | (22,18) | (35,14) | (38,26) | (49,22) | (52,1) | (55,47)
(3,19) | (6,6) | (17,2) | (19,63) | (22,51) | (35,15) | (38,32) | (49,26) | (52,3) | (55,52)
(3,20) | (6,10) | (17,6) | (20,4) | (22,54) | (35,17) | (38,41) | (49,32) | (52,5) 0o

(3,31) | (6,28) | (17,10) | (20,12) | (23,0) | (35,18) | (38,46) | (49,41) | (52,14)
(3,33) | (6,30) | (17,28) | (20,19) | (32,7) | (35,51) | (38,58) | (49,46) | (52,15)
(3,53) | (6,34) | (17,30) | (20,20) | (32,9) | (35,54) | (38,59) | (49,58) | (562,17)

Cuadro 7.8: Puntos racionales de la curva definida por el polinomio y? = x* +x2 + x
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2 27

Cuerpo Fg4 sobre la curva ¢ definida por el polinomio y° = x% + a?"x.

(0,0) | (12,53) | (22,38) | (26,26) | (34,8) | (35,561) | (47,44) | (56,19)

(1,2) | (12,56) | (22,40) | (26,32) | (34,24) | (35,54) | (47,45) | (56,20)

(1,6) | (12,60) | (22,43) | (26,41) | (34,25) | (46,21) | (47,47) | (56,31)
(1,10) | (13,11) | (22,49) | (26,46) | (34,35) | (46,22) | (47,52) | (56,33)
(1,28) | (13,13) | (22,62) | (26,58) | (34,38) | (46,26) | (52,0) | (56,53)
(1,30) | (13,16) | (23,1) | (26,59) | (34,40) | (46,32) | (53,2) | (56,56)
(1,34) | (13,23) | (23,3) | (26,63) | (34,43) | (46,41) | (53,6) | (56,60)
(1,36) | (13,29) | (23,5) | (27,7) | (34,49) | (46,46) | (53,10) | (57,11)
(1,55) | (13,39) | (23,14) | (27,9) | (34,62) | (46,58) | (53,28) | (57,13)
(1,61) | (13,48) | (23,15) | (27,27) | (35,1) | (46,59) | (563,30) | (57,16)
(12,4) | (13,50) | (23,17) | (27,37) | (35,3) | (46,63) | (53,34) | (57,23)
(12,12) | (13,57) | (23,18) | (27,42) | (35,5) | (47,7) | (53,36) | (57,29)
(12,19) | (22,8) | (23,51) | (27,44) | (35,14) | (47,9) | (53,55) | (57,39)
(12,20) | (22,24) | (23,54) | (27,45) | (35,15) | (47,27) | (53,61) | (57,48)
(12,31) | (22,25) | (26,21) | (27,47) | (35,17) | (47,37) | (56,4) | (57,50)
(12,33) | (22,35) | (26,22) | (27,52) | (35,18) | (47,42) | (56,12) | (57,57)

0
Cuadro 7.9: Puntos racionales de la curva definida por el polinomio y? = x? + a®"x
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3 50

Cuerpo Fg; sobre la curva ¢ definida por el polinomio y'° = x3 + a®x.

(0,0) | (16,18) | (22,43) | (28,10) | (42,58) | (48,11) | (50,65) | (56,29) | (70,62) | (76,32)

(1,9 | (16,22) | (22,57) | (28,13) | (42,60) | (48,19) | (50,66) | (56,41) | (70,71) | (76,36)
(1,16) | (16,23) | (22,77) | (28,20) | (42,78) | (48,30) | (50,69) | (566,42) | (70,72) | (76,49)
(1,17) | (16,33) | (23,12) | (28,26) | (43,1) | (48,35) | (54,4) | (56,50) | (71,5) | (76,56)
(1,18) | (16,43) | (23,24) | (28,34) | (43,2) | (48,39) | (54,8) | (56,55) | (71,7) | (76,61)
(1,22) | (16,57) | (23,37) | (28,47) | (43,10) | (48,58) | (54,15) | (56,70) | (71,29) | (76,62)
(1,23) | (16,77) | (23,38) | (28,59) | (43,13) | (48,60) | (54,21) | (56,75) | (71,41) | (76,71)
(1,33) | (17,12) | (23,44) | (28,64) | (43,20) | (48,78) | (54,40) | (56,79) | (71,42) | (76,72)
(1,43) | (17,24) | (23,45) | (29,14) | (43,26) | (49,1) | (564,52) | (69,4) | (71,50) | (77,5)
(1,57 | (17,37) | (23,63) | (29,25) | (43,34) | (49,2) | (54,53) | (69,8) | (71,55) | (77,7)
1,77) | (17,38) | (23,73) | (29,27) | (43,47) | (49,10) | (54,67) | (69,15) | (71,70) | (77,29)
(2,12) | (17,44) | (23,74) | (29,46) | (43,59) | (49,13) | (54,68) | (69,21) | (71,75) | (77,41)
(2,24) | (17,45) | (23,76) | (29,48) | (43,64) | (49,20) | (54,80) | (69,40) | (71,79) | (77,42)
2,37 | (17,63) | (27,3) | (29,51) | (44,14) | (49,26) | (55,28) | (69,52) | (75,4) | (77,50)
(2,38) | (17,73) | (27,6) | (29,564) | (44,25) | (49,34) | (55,31) | (69,63) | (75,8) | (77,55)
(2,44) | (17,74) | (27,11) | (29,65) | (44,27) | (49,47) | (55,32) | (69,67) | (75,15) | (77,70)
(2,45) | (17,76) | (27,19) | (29,66) | (44,46) | (49,59) | (565,36) | (69,68) | (75,21) | (77,75)
(2,63) | (21,0) | (27,30) | (29,69) | (44,48) | (49,64) | (55,49) | (69,80) | (75,40) | (77,79)
(2,73) | (22,9) | (27,35) | (42,3) | (44,51) | (50,14) | (55,56) | (70,28) | (75,52) fo's)
(2,74) | (22,16) | (27,39) | (42,6) | (44,54) | (50,25) | (55,61) | (70,31) | (75,53)
(2,76) | (22,17) | (27,58) | (42,11) | (44,65) | (50,27) | (55,62) | (70,32) | (75,67)
(15,0) | (22,18) | (27,60) | (42,19) | (44,66) | (50,46) | (55,71) | (70,36) | (75,68)
(16,9) | (22,22) | (27,78) | (42,30) | (44,69) | (50,48) | (55,72) | (70,49) | (75,80)
(16,16) | (22,23) | (28,1) | (42,35) | (48,3) | (50,51) | (56,5) | (70,56) | (76,28)
(16,17) | (22,33) | (28,2) | (42,39) | (48,6) | (50,54) | (56,7) | (70,61) | (76,31)

Cuadro 7.10: Puntos racionales de la curva definida por el polinomio y° = x3 + %%«
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8.1. Cdédigo fuente

public class PolinomioStruct
{

private int m_iValor;
private int m_iPotencia;

private Polinomio m_Polinomio;

public PolinomioStruct(int iValor,
this.setM_iValor(iValor) ;
this.setM_iPotencia(iPotencia) ;

this.setM_Polinomio(polinomio) ;

}

/*x

* Oreturn valor del polinomio.
*/

public int getM_iValor() {

return m_iValor;

}

J**

CAPITULO

ANEXO 2

int iPotencia, Polinomio polinomio){
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* @param valor del polinomzo.

*/

public void setM_iValor(int m_iValue) {
this.m_iValor = m_iValue;

¥

J**
* Oreturn potencia del wvalor del polinomio
*/
public int getM_iPotencia() {
return m_iPotencia;

}

VAL

* @param potencia del wvalor del polinomzio
*/

public void setM_iPotencia(int iPower) {
this.m_iPotencia = iPower;

}

J**

* Oreturn polinomio

*/

public Polinomio getM_Polinomio() {

return m_Polinomio;

}

/**
* @param polinomio
*/
public void setM_Polinomio(Polinomio polinomio) {
this.m_Polinomio = polinomio;
+
}

import java.util.HashMap;

import java.util.Map;

84



8.1. CODIGO FUENTE

public class TablasPolinomios

{

private Map<Integer,PolinomioStruct> m_PolinomioMapa = null;
private int m_iNumeroElementosCuerpo;

private int m_iBase;

private int m_iPotencia;

/*x

* La tabla de polinomios consta de un mapa de PolinomiosStruc indexados
* por el valor del polinomio, la cantidad de elementos del

* cuerpo y la base de los coeficientes.

* @param cantidad de elementos del cuerpo.

* @param base de los coeficientes.

*/

public TablasPolinomios(int iNumeroElementosCuerpo, int iBase){
m_PolinomioMapa = new HashMap<Integer, PolinomioStruct>();
m_iNumeroElementosCuerpo = iNumeroElementosCuerpo;

m_iBase = iBase;

}

VS

* Crea todo lo mecesaria sobre el cuerpo en la estructura de datos mapa.

* @param polinomio de corte del cuerpo.

* @param potencia a la que representa. Por ejemplo, si el polinomio de corte es
¥ ¢r6=x 4+ 3+x"2+1, la potencia es 6.

*/

public void Inicializar(Polinomio polinomio_corte){

m_iPotencia = polinomio_corte.getGrado();
int iCoefienteMayorPotencia = polinomio_corte.getCoeficientes() [m_iPotencial;

Polinomio monomioMayorPotencia = new Polinomio(iCoefienteMayorPotencia, m_iPotencia) ;

polinomio_corte = polinomio_corte.restar (monomioMayorPotencia) ;
//Creamos los polinomios nulo y untidad, que forman parte de todos los cuerpos

Polinomio polinomio_nulo = new Polinomio(0, 1);

setEntrada(0, -1, polinomio_nulo);
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Polinomio a_0 = new Polinomio(1, 0);
setEntrada(l, 0, a_0);
System.out.println(l + "----- a0 = " + a_0.toString());

//Creamos los primeros iPotencia-1 polinomios de forma normal
for(int i=1; i<m_iPotencia; i++){

Polinomio polinomio = new Polinomio(1, i);

setEntrada(polinomio.evaluar(m_iBase), i, polinomio);
System.out.println(polinomio.evaluar(m_iBase) + "----- a~"

+ i+ " =" + polinomio.toString());

//Establecemos la entrada para el polinomio de corte.
setEntrada(polinomio_corte.evaluar(m_iBase), m_iPotencia, polinomio_corte);
System.out.println(polinomio_corte.evaluar(m_iBase)

+ Mmoo a”" + m_iPotencia + " = " + polinomio_corte.toString());

//Vamos multiplicando el polinomio actual por x, para obtener la

//siguiente potencia. 4 partir de ello, tenemos que evaluar si
//es mecesario obtener mod del polinomio.

int iGrado = 0;

Polinomio polinomio_equis = new Polinomio(l, 1);

Polinomio current_pol = polinomio_corte;

for(int i=(m_iPotencia+1); i<=(m_iNumeroElementosCuerpo-2); i++){
Polinomio new_pol = current_pol.multiplicar(polinomio_equis);
current_pol = new_pol;

iGrado = current_pol.getGrado();

if (iGrado >= m_iPotencia){

Polinomio new_pol_mod = null;

new_pol_mod = new_pol.getModuloPolinomio(polinomio_corte, m_iPotencia, m_iBase);

current_pol = new_pol_mod;
3
System.out.println(current_pol.evaluar(m_iBase)

+ Mmoo a”" + i+ " =" + current_pol.toString());

setEntrada(current_pol.evaluar(m_iBase), i, current_pol);

new_pol = null;
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System.out.println("End of New Field Calculation");
}

public void setEntrada(int iValor, int iPotencia, Polinomio polinomio){
PolinomioStruct pStruct = new PolinomioStruct(iValor, iPotencia, polinomio) ;

m_PolinomioMapa.put (iValor, pStruct);

¥

/¥ *

* Devuelve el wvalor de un polinomio, dada la potencia de un elemento
//primitivo por la que se representada.

* @param tPotencia del elemento primitivo.

* @return valor del polinomzo.

*/

private int getValorNumericoPotencia(int iPotencia){
int iIterPotencia = -1,

int i = 0;

boolean bEncontrado = false;

while( (bEncontrado == false) && (i<=m_iNumeroElementosCuerpo-1) ){

iTterPotencia = m_PolinomioMapa.get (i) .getM_iPotencia();

if (iIterPotencia == iPotencia)
bEncontrado = true;

else
i++;
}

return i;

}

/*x

* Devuelve la tabla de la suma del cuerpo finito representado.
¥ Oreturn tabla de la suma.

*/

public int[][] getTablaSuma(){

int[J[] iTablaSuma = new int[m_iNumeroElementosCuerpo] [m_iNumeroElementosCuerpo] ;
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for(int i=0; i<=m_iNumeroElementosCuerpo-1; i++){

Polinomio polinomio_fila = m_PolinomioMapa.get(i).getM_Polinomio();

for(int j=0; j<=m_iNumeroElementosCuerpo-1; j++){

Polinomio polinomio_columna = m_PolinomioMapa.get(j).getM_Polinomio();

if (polinomio_fila.getGrado() == -1){

int iValorSumar = polinomio_columna.evaluar(m_iBase) ;

iTablaSuma[i] [j] = iValorSumar;

//System.out.print (¢TablaSumal[<] [5] + " ");
}
else{

Polinomio polinomio_resultado = polinomio_fila.suma(polinomio_columna) ;

polinomio_resultado.reducir();

for (int k = 0; k <= polinomio_resultado.getGrado(); k++)
polinomio_resultado.m_iCoeficientes[k] =

(polinomio_resultado.m_iCoeficientes[k] % m_iBase);

int iValue = polinomio_resultado.evaluar (m_iBase);

iTablaSumal[i] [j] = iValue;

//System.out.print (¢TablaSumal<][9] + " ");
//System.out.println("Tabla suma iteracton: =" + ¢ + ", 5=" + 7);
}
}
//System.out.printin();
}
return iTablaSuma;

}

/**
* Devuelve tabla de la multiplicar del cuerpo fintto.

* Aprovechamos la forma en potencia para multiplicar y luego obtener
* el valor a partir de ella.

* Oreturn tabla de multiplicar.

*/
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public int[][] getTableMultiplication(){
int[][] iTablaMultiplication =

new int[m_iNumeroElementosCuerpo] [m_iNumeroElementosCuerpo];

for(int i=0; i<=m_iNumeroElementosCuerpo-1; i++){
int iPotenciaFila = m_PolinomioMapa.get(i).getM_iPotencia();

int iValorTabla = 0;

for(int j=0; j<=m_iNumeroElementosCuerpo-1; j++){
if (iPotenciaFila == -1) {
iTablaMultiplication[i] [j] = iValorTabla;
//System.out.print (iTablaMultiplication[<][5] + " ");
}
else{

int iPotenciaColumna = m_PolinomioMapa.get(j).getM_iPotencial();

if (iPotenciaColumna == -1)
iTablaMultiplication[i] [j] = iValorTabla;
else{

int iPotenciaBuscada =
(iPotenciaFila + iPotenciaColumna) 7 (m_iNumeroElementosCuerpo-1);
iValorTabla = getValorNumericoPotencia(iPotenciaBuscada) ;
iTablaMultiplication[i] [j] = iValorTabla;
}
//System.out.print (iTablaMultiplication[<][5] + " ");
//System.out.printin("Tabla multiplicacion iteracion: =" + 4 + ", 5=" + 7);
}
}
//System.out.printin();
}

return iTablaMultiplication;

public int getM_iNumeroElementosCuerpo() {

return m_iNumeroElementosCuerpo;

}

public void setM_iNumeroElementosCuerpo(int m_iNumeroElementosCuerpo) {
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this.m_iNumeroElementosCuerpo = m_iNumeroElementosCuerpo;

}

public int getM_iBase() {
return m_iBase;

}

public void setM_iBase(int m_iBase) {
this.m_iBase = m_iBase;
by
}
/**
* Esta clase representa un polinomio con coeficientes enteros.
*
* Incluye funciones para sumar, restar, multiplicar, dividir y obtener
* mod otro polinomzo.
*
* Qauthor Jose David Villanueva Garcia.
* Q@author UNED.
*/
public class Polinomio {
public int[] m_iCoeficientes; // Coeficientes p(z) = sum { coeficientes[t] * z"% }

private int m_iGrado; // Grado del polinomio (-1 para el polinomio nulo).

/*¥

* Inicializa un nuevo polinomio: azx”b
* @param a Coeficiente principal

* @param b Exzponente

* Othrows IllegaldrgumentEzception si {@code b} is negativo

*/
public Polinomio(int a, int b) {
if (b < 0)
throw new IllegalArgumentException("El exponente no puede ser negativo: " + b);

m_iCoeficientes = new int[b+1];
m_iCoeficientes[b] = a;

reducir() ;
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/**
* Precalcula el grado de el polinomio, en el caso de tener coeficientes .
* con wvalor cero (es decir, la longttud del array mo esta relactonada

* necesartamente con el grado del polinomio).
*

*/
public void reducir() {
m_iGrado = -1;
for (int i = m_iCoeficientes.length - 1; i >= 0; i--){
if (m_iCoeficientes[i] != 0) {
m_iGrado = 1i;
return;
}
}

/¥ ¥

* Devuelve el grado de este polinomio.

* O@return grado de este polinmomio, -1 para el polinomio nulo.
*/

public int getGrado(){

return m_iGrado;

}

VAZ:

* Devuelve los coeficientes del polinomzo.

* Oreturn Array que contiene los coeficientes del polinomio.
*/

public int[] getCoeficientes(){

return this.m_iCoeficientes;

}

VAL

* Devuelve la suma de este polinomio y el polinomio del argumento.
*

* @param polinomio para sumar.

* Oreturn polinomio cuyo valor es {@code (this(z) + pol(z))}.

*/
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public Polinomio suma(Polinomio pol){
Polinomio polinom = new Polinomio(0, Math.max(this.m_iGrado, pol.m_iGrado));
for (int i = 0; i <= this.m_iGrado; i++)

polinom.m_iCoeficientes[i] += this.m_iCoeficientes[i];

for (int i = 0; i <= pol.m_iGrado; i++)

polinom.m_iCoeficientes[i] += pol.m_iCoeficientes[i];
polinom.reducir();

return polinom;

yeZ:

* Devuelve la resta de este polinomio y el polinomio del argumento.

*

* @param polinomio para restar.

* Q@return polinomio cuyo valor es {@code (this(z) - pol(z))}.

*/

public Polinomio restar(Polinomio pol){

Polinomio polinom = new Polinomio(0, Math.max(this.m_iGrado, pol.m_iGrado));
for (int i = 0; i <= this.m_iGrado; i++)

polinom.m_iCoeficientes[i] += this.m_iCoeficientes[i];

for (int i = 0; i <= pol.m_iGrado; i++)

polinom.m_iCoeficientes[i] -= pol.m_iCoeficientes[i];

polinom.reducir();

return polinom;

J**

* Devuelve el producto de este polinomio y el polinomio del argumento.

*

El tiempo para ejecutar los bucles depende del grado del polinomio

¥ mas alto.

* @param polinomio para multiplicar.
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* Oreturn polinomio cuyo wvalor es {@code (this(z) * pol(xz))}.
*/
public Polinomio multiplicar(Polinomio pol){
Polinomio polinom = new Polinomio(0, this.m_iGrado + pol.m_iGrado);
for (int i = 0; i <= this.m_iGrado; i++){
for (int j = 0; j <= pol.m_iGrado; j++){
polinom.m_iCoeficientes[i+j] +=
(this.m_iCoeficientes[i] * pol.m_iCoeficientes[j]);
}
}
polinom.reducir();

return polinom;

J*x
* Devuelve el polinomio modulo el polimomio de corte
*
* @param polinomio de corte.
* Q@return polinomio cuyo valor es {@code (this(z) mod polinomio_corte)}
*/
public Polinomio getModuloPolinomio(Polinomio polinomio_corte,
int iPotencia, int iBase){

Polinomio pol_nuevo_modulo = null;

//Coeficientes del polimomio actual.

int iCoeficientes[] = getCoeficientes();

//0btenemos el coeficiente de la potencia mayor
int iCoeficientePotenciaMayor = iCoeficientes[iPotencial;
Polinomio polinomio_constante_potencia_mayor =

new Polinomio(iCoeficientePotenciaMayor, 0);
//Formamos el monomio correspondiente a la potencia mayor
Polinomio monomio_potencia_mayor =

new Polinomio(iCoeficientePotenciaMayor, iPotencia);

//Multiplicamos tantas veces indique el monomio con la potenctia mayor

Polinomio pol_mult =
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polinomio_corte.multiplicar(polinomio_constante_potencia_mayor);

//Quitamos del resultado el monomio de mayor potencia.

Polinomio pol_orig_rest = restar(monomio_potencia_mayor) ;

//Sumamos los polinomios, que ya son mod el polinomio de corte.
pol_nuevo_modulo = pol_mult.suma(pol_orig_rest);

int iCoeficienteArray = pol_nuevo_modulo.getCoeficientes().length;

//Finalmente, calculamos los coeficientes del polinomio mod la base.

for(int i=0; i<iCoeficienteArray; i++)
pol_nuevo_modulo.m_iCoeficientes[i] =

pol_nuevo_modulo.m_iCoeficientes[i] % iBase;

pol_nuevo_modulo.reducir();
iCoeficientes = null;

return pol_nuevo_modulo;

/*%
* Devuelve el resultado de evaluar el polinomio en ..
*
* Oparam = el punto en el que evaluamos el polinomio.
* @return numero entero cuyo valor es {@code (this(z))}
*/
public int evaluar(int x){

int p = 0;

for (int i = m_iGrado; i >= 0; i--)

p = m_iCoeficientes[i] + (x * p);

return p;

}

/¥ *

* Devuelve el polinomio en tezxto.

* Oreturn una cadena de texto representando el polinomio
* en el formato 475 - 3z°2 + 1lz + &

*/
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O@0verride
public String toString(){
if (m_iGrado == -1)
return "0O";
else if (m_iGrado == 0)
return "" + m_iCoeficientes[0];
else if (m_iGrado == 1)
return m_iCoeficientes[1] + "x + " + m_iCoeficientes|[0];
String s = m_iCoeficientes[m_iGrado] + "x~" + m_iGrado;
for (int i = m_iGrado - 1; i >= 0; i--){
if (m_iCoeficientes[i] == 0)
continue;
else if (m_iCoeficientes[i] > 0)
s=s8+"+ " + (m_iCoeficientes[i]);
else if (m_iCoeficientes[i] < 0)
s =8+ " - " + (-m_iCoeficientes[i]);
if (1 == 1)
s = s + "x";
else if (i > 1)
s =8 + "x™" + i;
}
return s;

}

public static void main(Stringl] args) {

int iCountRationalPoints = O;

int iNumeroElementosCuerpo = 0; //Cantidad de elementos del cuerpo.

int iBaseCoeficientes = 0; //Base de los coeficientes.

JHEREARFARFAKFFIFFFIA KA KR KRR ARFAKFFKFRIAF RN KKK AN )
/*Calculos para el cuerpo F16 (una curva)*/

//Paso 1

iNumeroElementosCuerpo = 16;

iBaseCoeficientes = 2;

//Paso 2

TablasPolinomios polinomioMapaF16 =

new TablasPolinomios (iNumeroElementosCuerpo, iBaseCoeficientes);

//Paso 3 Polinomio de corte: a”4+x+1=0
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Polinomio polinomio_corteF16 =
new Polinomio(1,4).suma(new Polinomio(1, 1).suma(new Polinomio(1, 0)));
//Paso /
polinomioMapaF16.Inicializar(polinomio_corteF16) ;
//Paso 5
int[][] additionTableF16 = polinomioMapaF16.getTablaSumal();
int[] [] multiplicationTableF16 = polinomioMapaF16.getTableMultiplication();

for(int x=0; x<=iNumeroElementosCuerpo-1; x++){
for(int y=0; y<=iNumeroElementosCuerpo-1; y++){
//Esta curva es y 5=z 2+x
int iValueYpowerFive = y;
for(int k=1;k<=4;k++){
iValueYpowerFive = multiplicationTableF16[iValueYpowerFive] [y];
}
int iValueXsquare = multiplicationTableF16[x] [x];

int iValuePolynomialQ_X = additionTableF16[x] [iValueXsquare];
if (iValueYpowerFive == iValuePolynomialQ_X){
iCountRationalPoints++;
System.out.println(iCountRationalPoints +

": Rational point: (" + x + "," + y + ")");

JEEKKKKKKK KK KK KKKKEKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKK KKK KKK KKK )
/#Calculos para el cuerpo F64 (tememos dos curvas)*/
//Paso 1
iNumeroElementosCuerpo = 64;
iBaseCoeficientes = 2;
//Paso 2
TablasPolinomios polinomioMapaF64 =
new TablasPolinomios(iNumeroElementosCuerpo, iBaseCoeficientes);
//Paso 3 Polinomio de corte: z 6+z 4+x"3+x+1=0
Polinomio polinomio_corteF64 =
new Polinomio(1,6).suma(new Polinomio(1, 4).suma(new Polinomio(1, 3).suma(new
Polinomio(1, 1).suma(new Polinomio(1, 0)))));

//Paso J
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polinomioMapaF64.Inicializar(polinomio_corteF64) ;

//Paso &

int[][] additionTableF64 = polinomioMapaF64.getTablaSuma() ;

int[][] multiplicationTableF64 = polinomioMapaF64.getTableMultiplication();

iCountRationalPoints = 0;

for(int x=0; x<=iNumeroElementosCuerpo-1; x++){
for(int y=0; y<=iNumeroElementosCuerpo-1; y++){
//Esta curva es y~9=x 4tz 2+z
int iValueYpowerNine = y;
for (int k=1;k<=8;k++)
iValueYpowerNine = multiplicationTableF64[iValueYpowerNine] [y];

int iValueXsquare = multiplicationTableF64 [x] [x];

int iValueXPowerCube = multiplicationTableF64[iValueXsquare] [x];
int iValueXPowerFour = multiplicationTableF64[iValueXPowerCube] [x];
int iFirstSum = additionTableF64[iValueXPowerFour] [iValueXsquare];
int iValuePolynomialQ_X = additionTableF64[iFirstSum] [x];
if (iValueYpowerNine == iValuePolynomialQ_X) {
iCountRationalPoints++;

System.out.println(iCountRationalPoints +

": Rational point: (" + x + "," + y + ")");

JHRFRFRFRFRFRIFIAFIFRARARF IR RIRIARFRAIAIARFRFRFRIANRA ]

System.out.println("Siguiente curva");

iCountRationalPoints = 0;

for(int x=0; x<=iNumeroElementosCuerpo-1; x++){

for(int y=0; y<=iNumeroElementosCuerpo-1; y++){
//Esta curva es y~9=x"2+52z (y~9=x"2+a"27z)

int iValueYpowerNine = y;

for(int k=1;k<=8;k++)
iValueYpowerNine = multiplicationTableF64[iValueYpowerNine] [y];

int iValueXsquare = multiplicationTableF64[x] [x];
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int iValueb2X = multiplicationTableF64[52] [x];

int iValuePolynomialQ_X = additionTableF64[iValueXsquare] [iValue52X] ;
if (iValueYpowerNine == iValuePolynomialQ_X){

iCountRationalPoints++;

System.out.println(iCountRationalPoints +

": Ratiomnal point: (" + x + "," + y + ")");

JHEREIIRKIFRKIIKRRIIRRIIKRIIRRIIRRIKKRIIKRIIKRKIIKRIARRA )
/*Calculos para el cuerpo F81*/
//Paso 1
iNumeroElementosCuerpo = 81;
iBaseCoeficientes = 3;
//Paso 2
TablasPolinomios polinomioMapaF81 =
new TablasPolinomios (iNumeroElementosCuerpo, iBaseCoeficientes);
//Paso 3 Polimomio de corte: x4+2x+1=0
Polinomio polinomio_corteF81 =
new Polinomio(1,4).suma(new Polinomio(2, 1).suma(new Polinomio(1, 0)));
//Paso /4
polinomioMapaF81.Inicializar(polinomio_corteF81);
//Paso 5
int[][] additionTableF81 = polinomioMapaF81.getTablaSumal();
int [] [] multiplicationTableF81 = polinomioMapaF81.getTableMultiplication();

iCountRationalPoints = 0;

for(int x=0; x<=iNumeroElementosCuerpo-1; x++){
for(int y=0; y<=iNumeroElementosCuerpo-1; y++){
//Esta curva es y~10=z"3+77x
int iValueYpowerTen = y;
for(int k=1;k<=9;k++){
iValueYpowerTen = multiplicationTableF81[iValueYpowerTen] [y];
}
int iValueXsquare = multiplicationTableF81[x] [x];
int iValueXCube = multiplicationTableF81[iValueXsquare] [x];
int iRighSum = multiplicationTableF81[77] [x];
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int iValuePolynomialQ_X = additionTableF81[iValueXCube] [iRighSum] ;
if (iValueYpowerTen == iValuePolynomialQ_X){
iCountRationalPoints++;

System.out.println(iCountRationalPoints +

": Rational point: (" + x + ","+ y + ")");

V2233133333333 S S S I I I I T T T 4
//TEST F_1638
float tiempoInicio = System.currentTimeMillis();
//Paso 1
iNumeroElementosCuerpo = 16384;
iBaseCoeficientes = 2;
//Paso 2
TablasPolinomios polinomioMapaF16384 =
new TablasPolinomios(iNumeroElementosCuerpo, iBaseCoeficientes);
//Paso 3 Polinomio de corte: z"14+x 5+x"3+x+1=0
Polinomio polinomio_corteF16384 =
new Polinomio(1,14).suma(new Polinomio(1,5).suma(new Polinomio(1,3).suma(new
Polinomio(1, 1).suma(new Polinomio(1, 0)))));
//Paso
polinomioMapaF16384.Inicializar(polinomio_corteF16384) ;

//Paso &
int[][] additionTableF16384 = polinomioMapaF16384.getTablaSuma() ;
int[][] multiplicationTableF16384 = polinomioMapaF16384.getTableMultiplication();
float totalTiempo = System.currentTimeMillis() - tiempolInicio;
System.out.println("El tiempo de ejecucion en milisegundos es :"

+ totalTiempo + " miliseg");
System.out.println();

System.out.println("El tiempo de ejecucion en minutos es

+ ((totalTiempo/1000))/60 + " minutos");
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