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ABSTRACT

Abstract en espanol: En este trabajo se presenta la generalizaciéon de la nocion de sistemas
coordenados a espacios de Banach de dimension infinita. Esta extension nos guia de forma natural
a la definicién de bases de Schauder y a estudiar sus principales propiedades. Se estudian dos tipos
de base: shrinking y completamente acotada; cuyas propiedades permiten una caracterizacién de
los espacios reflexivos. Después, se estudian las bases en las cuales el orden de sus elementos
no altera su propiedad de ser una base (bases incondicionales). Se caracteriza a los espacios con
estas bases en funcién de contener subespacios isomorfos a ¢y o /1. Finalmente, se presenta el
espacio de James; este espacio ejemplifica la existencia de espacios isométricos a su bidual que no
son reflexivos. Los principales trabajos consultados fueron [1, 8, 12].

Abstract in English: This study presents the generalization of the concept of coordinate sys-
tems to infinite dimensional Banach spaces. This approach guides smoothly to the definition of
Schauder bases and to study their principal properties. We study two types of base: shrinking and
completely bounded; whose properties allow us to characterize the reflexive spaces. In addition,
we study the bases whose elements ordering do not alter its property of being a base (inconditional
bases). Spaces with these bases are characterized, then, based on them to contain subespaces
isomorphic to cg or /1. Finally, James space is presented; this space exemplifies the existence of
spaces, isometric to their respective bidual, that are not reflexive. The principal references for
this work were [1, 8, 12].

Keywords: Sistemas de Coordenadas, Espacios Banach, bases de Schauder, convergencia en norma,

convergencia débil, series incondicionalmente convergentes, reflexividad.
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CAPITULO

INTRODUCCION

1 presente documento es el correspondiente al Trabajo de Fin de Master (TFM) del Master
Universitario en Matematicas Avanzadas de la Facultad de Ciencias de la Universi-
dad Nacional de Educacién a Distancia (UNED), correspondiente a la opcién “Analisis

Matematico”.

Juliusz Pawel Schauder (1899-1943) fue un matematico polaco que en 1927 presenté la nocién
de lo que hoy conocemos como base de Schauder. Stefan Banach (1892-1945), también matematico
polaco, desarrollé gran parte de la teoria de isomorfismos de espacios de Banach [1]. Otros
matematicos que aportaron enormemente a la teoria de las bases de Schauder son: Steinhaus,
Mazur, Orlicz, Schauder, Ulam, Bessaga, Pelczynski, James, Enflo, entre otros. Lamentablemente,
gran parte del material desarrollado se perdi6 (o los grupos de investigacién se desintegraron)

debido a la primera y la segunda guerra mundial [1].

El trabajo comienza, en el capitulo 2, con la definicién de Bases de Schauder y la definicién de
sucesiones basicas. Se prueba que todo espacio de Banach con base de Schauder es separable, lo
que muestra que [/, no tiene base de Schauder. Después, se define las proyecciones canédnicas y se
prueba su continuidad, para luego definir la constante basica asociada a una base de Schauder.
Ademas, se demuestra un criterio que determina a las sucesiones basicas. Luego se presenta
las bases de los espacios de Banach clasicos: co,c y; I, y Lp(0,1) con 1 < p < +co. También
se demuestra el Lema de Mazur que permite construir sucesiones basicas. Se definen bases
equivalentes y se demuestra que una sucesién basica es estable por perturbaciones “pequenas”.
Finalmente, se presentan la nocién de bloques basicos y se demuestra el principio de Bessaga -

Pelczynski que permite determinar si una sucesién contiene sucesiones basicas.

En el capitulo 3 se empieza definiendo los funcionales coordenados para luego estudiar las

bases de Schauder en los espacios duales. Se clasifican dos tipos de bases: shrinking y completa-
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mente acotada junto con varias propiedades importantes de estas (por ejemplo: equivalencias,
consecuencias y su relacién entre ellas). Después se utilizan éstas propiedades para presentar
una caracterizacion de los espacios reflexivos.

En el capitulo 4 se postulan algunas propiedades de las series incondicionalmente convergen-
tes y luego se definen las bases incondicionalmente convergentes. Posteriormente, se demuestra
que algunas de las bases dadas anteriormente son incondicionales y otras condicionales. Con
este concepto y las bases shrinking y completamente acotada se caracterizan los espacios que
contienen subespacios isomorfos a cg y /1. Finalmente, se presenta la construccién y algunas
propiedades del espacio de James.

En el capitulo 5 se presentan algunas conclusiones importantes de lo desarrollado en los

capitulos 2, 3 y 4. Ademas, se sugieren posibles continuaciones de este trabajo.



CAPITULO

DEFINICIONES Y PROPIEDADES

2.1. Bases de Schauder

Para empezar se va a definir una extension del concepto de base, en espacios de dimensién

finita, a espacios de Banach de dimensién infinita.

Observacion 2.1. Salvo que se especifique lo contrario, X serd un espacio de Banach y su norma

serd representada por || - |.

Definicion 2.1. Sea X un espacio de Banach. Una sucesion (u,),ez+ en X es una base de
Schauder si para todo x € X existe una tinica sucesion, la cual se denota por (x,),cz+, en R tal que

lim
n—+oo

n
x— Z XpUp,
k=1
es decir,
+00
x= Z Xnlp
n=1

en la topologia de la norma. Si (u,),cz+ es una base de Schauder de span(u,),cz+, se dice que es
una sucesion bdsica. Una base de Schauder se dice normalizada si todos sus elementos son de

norma 1.

De forma inmediata se tiene la siguiente proposicion:

Proposicion 2.1. Si (u,),cz+ es una base de Schauder en X, entonces ( ) es una base
nezZ*

lwnll
normalizada en X. En general, si (A,),cz+ € [°° (con ningtn término nulo), entonces (Aptn)pez+

también es una base de Schauder de X.
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Observacion 2.2. La extensién de estas definiciones a espacios vectoriales complejos se hace de
manera natural. En este trabajo solo se consideran espacios vectoriales reales pues los resultados

en los espacios vectoriales complejos son extensiones inmediatas salvo algunos cdlculos menores.

Observacion 2.3. Existen otras bases para espacios infinito dimensionales como por ejemplo las
bases de Hamel, pero estas no toman en cuenta la topologia del espacio. En este trabajo escrito

debe entenderse el término “base” como un sinénimo de “base de Schauder”.

Un estudio interesante de las relaciones entre bases de Schauder, bases de Hamel y sistemas
orgonales en espacios normados se puede revisar en [10].

Es importante tener en cuenta que el orden de la base es esencial; en otras palabras, si se
cambia este orden puede que la sucesién resultante deje de ser una base. Se analizara esto en
detalle en la seccién 4.

Un espacio de Banach X con base (©,),c7+, puede estudiarse como un espacio de sucesiones.

En efecto, se tiene que para cada x € X,
X=x1u1+xgug+---,

de donde a cada x € X se le puede asociar la sucesion real (x,),c7+. Se sigue que existe una

identificacién entre el espacio X y el espacio

+00
{(an)nEZ+ el®(R): Z anln converge en X}

n=1

Proposicion 2.2. Todo espacio de Banach con una base es separable.

Demostracion. En efecto, si (u,),cz+ es base en X, entonces el conjunto numerable

n
{ Z qnun:qne@paratodonez+}: U {Zqkuk:qke@paratodok€{1,2,...,n}}
neZ* neZt k=1

es denso en X. O

El reciproco de la proposicion anterior es falso. Banach postulé en los afios 30 que “todo
espacio de Banach separable posee una base”.! En 1973 Per Enflo construyé un espacio de Banach

separable sin bases de Schauder [2].

2.2. Proyecciones Canodnicas

En esta seccién se van a definir las proyecciones candnicas y se van a probar varias de
sus propiedades. Luego se define la constante basica junto con base monétona. Finalmente, se

presenta una caracterizacion de las sucesiones basicas.

LEsta proposicién fue conocida como el problema de la base.

4
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Definicion 2.2. Sea X un espacio de Banach con base (u,),c7+. Se definen (P,),cz+ las proyec-
ciones candnicas asociadas a (u,)pecz+ por
P, X — X

n
x — Z XpUp,
k=1

paratodoneZ*.

Proposicion 2.3 ([1]). Dada una base de Schauder (u,)nez+ en X. Para cada n € Z*, P,, es lineal,

continuay P,oP, =P,,.

Demostracién. Dado n € Z", por célculo directo, se tiene que P,, es lineal y que P,,oP,, = P,,.
Para probar que P, es continua, dado que X es un espacio de Banach, se va a utilizar el

Teorema del grafo cerrado. Sea (xz)rcz+ en X y x,y € X tales que

lim xp=x y lim P,(xy)=y.
k—+o0 k—+o0

Dado que (P, (x%))recz+ es una sucesion convergente en el conjunto cerrado spanf{uy : 1<k <n}, se

tiene que y € span{up : 1 <k < n}. Se sigue que

y:

n
Yitj-

j=1

Ahora bien, dado que {u1,...,u,} es un conjunto linealmente independiente y

n
Pplxp) =) xpjuj— ) yjuj=y,

n
J=1 Jj=1

se tiene que x; ; — y; para todo j =1,...,n. Por todo esto, dado que la suma y el producto por
escalar son funciones continuas y el desarrollo de x en la base (u,),cz+ €s Unica, se tiene que

xj=y; paracada j=1,...,n. Por lo tanto,

n n
P,(x)= ijuj= Zyjuj=y.
Jj=1 Jj=1

Por lo tanto, P,, es continua para todo ne Z*. O
Observacion 2.4. Por la proposicion anterior, para cada x € X,
sup{[|P,(x)|| :n € Z*} < +oo.
Por el Principio de la Acotacion Uniforme,
sup{|P,ll :n € Z*} < +o0.

Este ntimero es una caracteristica importante de la base (u,),c7+, lo que lleva a la siguiente

definicién:
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Definicién 2.3. Dada (u,),c7+ una base de Schauder en X. El nimero K, = sup{||P,|:n€Z"}

se llama la constante bdsica asociada a (u,),cz+. Si K, =1, se dice que (u,),cz+ s mondtona.
Observacion 2.5. Es claro que toda constante bdsica es mayor o igual a 1.
La siguiente proposicién justifica el término “monétona”.

Proposicion 2.4. Sea (uy),cz+ una base de Schauder monétona en X. Para cada n € Z*, se tiene
que
I1Pn Il < 1 Prr1(x)l

para todo x € X.

Demostracion. SeaneZ* ysea x€ X. Dado que

IPnll<1
y
n
Pp(x) =Pp(Pri1(x)) = ) xpup,
k=1
se sigue que
1Pr I = I1Pr(Prs1(G)ll < IPpHIPp+1() | < 1Pps1(0)l. O

Otro resultado importante es que a todo espacio de Banach con una base se lo puede dotar de

una nueva norma, equivalente a la anterior, tal que la base dada sea monétona.

Proposicion 2.5 ([1]). Sea X un espacio de Banach y sea (uy),cz+ una base en X. La norma

definida por
M-:X — R
x — sup [[Pp(x)]
nezZ*
es equivalente a || - ||. Ademds, (X, ||-|l) es un espacio de Banach.

Demostracion. Por las propiedades del supremo, se tiene que ||-|[| es una norma; falta demostrar

que toda sucesion de Cauchy, respecto a |||, converge en X.
Sea (x"),ez+ una sucesion de Cauchy en X respecto a la norma [|-[I. Dado que |- || < [I-ll, 1a
sucesion (x"),cz+ también es de Cauchy respecto a | - ||. Por tanto, existe x € X tal que

lim [lx—x"[ =0.
n—+oo
Siguiendo el mismo razonamiento anterior, se tiene que para cada ke Z*,
Py(x™ — y* e spanfu;:1<j <k}
y también se cumple que x; = y; para cada 1< j <k.

6
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Ahora bien, sea ¢ > 0. Existe N € Z* tal que para todo n = N,

|

Ademas, existe K € Z" tal que para todo 2 = K,

[Pe (=) -] <5

o - < <.

Por lo tanto, si £ =K,
lx— 3%l = lim [x™ - Pg(x™)|
n—+oo

< Jim_ (12" =+ 12 = P+ 1P ™) - Pral )

n—+oo

<E&

b

de donde klim [l — yk =0y Pp(x) = y*. Finalmente, como para n € Z*,
—+00

[le™ - x||| = sup {IPp(x™) - Pr(x)ll k= 1}
= SHP{HPk(xn)—Pk (mgrilmxm)|‘ k= 1}

<limsupsup {IPr(x")— Pr(x™)| : k = 1},

m—+00
se sigue que

Jim [l -] =0

y por lo tanto, X es completo respecto a la norma |||

Finalmente, se considera la aplicacién lineal y biyectiva entre espacios de Banach

@D — &0

X  — X
Es claro que f es continua pues para cada x € X, se tiene que
£ CON = llxll < Ml

Por el Teorema de la aplicacién abierta, la inversa de f también es continua; es decir, existe K >0
tal que
lllelll < K flx]l.

Esto prueba que |- || y II-ll son normas equivalentes. O
Observacion 2.6. La base (u,),c7+ es una base mondtona en X respecto a la norma ||-|l.
Demostracién. Dadone€Z* y x € X, se tiene que

NP ()l = zlirl) 1 Pr(Pr ()

= sup{llP1(x), [P2()ll,..., I Pn(x)}
=sup{llPr(x)|l: 1<k <n}.
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Por lo tanto, para cada n € Z*,

P lIl = sup{llPr Il : lllxlll = 1}
= sup{ sup [[Pr(x)l :supllPjx)l = 1}
1<k<n Jj=1

= sup{ sup [[Pr(x)ll: [IP;(x)ll =1 para cada j = 1}

1<k<n

=1. O

El siguiente criterio se utiliza para determinar si una sucesion dada puede ser base de algin

espacio de Banach.

Proposicion 2.6 ([8]). Sea X un espacio de Banach y sea (u,),cz+ Una sucesién, de términos no
nulos, en X. La sucesion (up),cz+ es bdsica ssi existe K > 1 tal que para todo n,m € Z* con n <m,

se cumple que
m
XrUPE
k=1

<K

n
Y xpup

k=1

para toda sucesion (xp,),cz+ en R. Ademds, K, < K.
Demostracién. Vamos a demostrar cada implicacién por separado:
1. Sea (up),cz+ una sucesion basica y sea
K=K, =sup{|Pjll:j=1}=1.

Sean,meZ" ysea(ap),ez+ en R. Si n < m, entonces tomando

ajuj y y=) ajuj

Jj=1 J=1

n m
X =

se tiene que x = P,(y). Por lo tanto,
lxll = 1Pl < IPR Iyl < Kllyll.

Se sigue que

<K

n
> aju;
j=1

m
Y aju;
j=1

2. Supongamos que existe K > 1 tal que para todo n,m € Z* y toda sucesion (x,),c7+ en R, se

tiene que
m
<K XpUP

k=1

n
Y xpup
k=1

Dado x € span{u,},cz+, existe (x"),ez+ en span{u,},cz+ tal que x™ — x. Es decir, para cada

nezt,

M,
n_ n,. .
x" = ijuj.
J=1

8
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Primero notemos que la sucesion (x"),cz+ es acotada; existe M > 0 tal que
x| <M

para todo n € Z". Por la hipétesis, se tiene que

M,
Y xtu;
N 7V I =T I ‘e
|x1 | = = =K <
el lleeall lwill  lluall
es acotado en R. De forma similar,
0 llxgusl
g | = ———
llwall
lxfus +axgusll+ lxfull
lluzll
M, ‘
n
Y xluj
et
j=1 Tl
lluall lluall
™ KM
<K +
luall  luzl
2KM
<
llwsall
es acotado en R. Es importante notar que la cota
k
> dujll <Klx",

J=1

se justifica pues si M, <k, entonces
k
n., . ._.n
Z xjuj=x".
J=1

Con esto de forma inductiva, es facil demostrar que (x;.‘)ngz+ es una sucesion acotada en R

para cada jeZ*.

Ahora bien, para la sucesion (x:'f)nep acotada existe una funcion creciente p1: Z* — Z* tal

que
1

2|l

p1(n) p1(n)
x " — -

X1y |x1

x1‘<

para todo n = 1. Para la sucesion (xgl(n))nez+ acotada existe una funcién creciente pg: Z* —

Z* tal que

xpzom(n) _

p20p1(n) 1 -n
2 X2 Yy |x2 - |

22||ug|
para todo n = 1. Procediendo de forma inductiva, para cada j € Z*, existe una funcién

creciente pg: Z* — Z* tal que

‘0--001(n) jo-0p1(n) 1 -
P —xj y |x’?J P _ ’ < — n
J J 27 ||uj
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para todo n > 1. Para cada j€ Z*, sea

p1(n) pzopr(n)

Yn=%7  Urtxy g+

Con esto, se tiene que

lyn — ™1l =

too p;p1(n)
2 G T
i

+00 ppr(n)
S R
J:

+00 1
< —.2_n
=12

="
De donde se sigue que
+o0o
x= Z XjUj.
J=1

Ahora, se demostrara que esta representacién es unica. Es suficiente suponer que

+00
> yjuj=0
|

y probar que cada y; =0 para todo j € Z*. Se tiene que

n
Ilyiuil <K || Y yju;
Jj=1

para todo n > 1, de donde, tomando el limite cuanto n — +oo,
lyiu1ll =0,

asi y1 = 0. De forma similar,
n
lyeusll = lly1u1 +youzll <K yiuj
=1

J

para todo n > 2, de donde, tomando el limite cuanto n — +oo,
ly2uzl <0,

asi yo = 0. De manera idéntica, se demuestra que y, = 0 para cada n € Z*. Todo esto

demuestra que (u,),cz+ €s una base de span{u,},cz+. O

Observacion 2.7. Es claro que si la sucesion ademds cumple que span(u,),cz+ = X, entonces

(n)nez+ €s una base para X.

Observacion 2.8. Es iitil tener en cuenta que si K = 1 en la proposicién 2.6, entonces es suficiente

verificar la condicién solo cuando m =n +1.

10
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2.3. Ejemplos en los Espacios de Banach Clasicos

Una vez que ya se tienen varios resultados potentes de las bases de Schauder, se introducen
las bases, con la demostracién de varias de ellas, de los espacios de Banach mas utilizados en
Anélisis Funcional: cg, ¢, C([0,1]), I” y L, con 1< p < +o0.

Primero se va a definir la sucesién que generaliza las bases canénicas de R”.

Definicion 2.4. La sucesion candnica (e,),cz+ esta definida por

1 sin=k,

0 sin#k;

enk=

para todo n,keZ".
Ahora, vamos a ver algunos ejemplos importantes de bases de Schauder.

Ejemplo 2.1. La sucesion (e,),cz+ es una base de Schauder mondtona para el espacio [P para

todo 1< p < +oo.

Demostracién. Sea 1< p < +oo. Sea x € 1P y sea (x,),c7+ en R tal que
x=(x1,%x9,...).

Para cada n € Z", se tiene que

1€0,0,...,0,x,+1,%n+2,.. )

n
x— Z Xpep
k=1

+00

PEALS

k=n+1

Dado que

+00
lxll = 2| > lxlP < +oo,

\&

n
x— Zxkek =
k=1

lim
n—+oo

Ademads, paracadaneZ™,
Pn(x):(x17x27"~axn’0707"') y Pn+1(x):(xlax2""axn7xn+1707"')7

de donde
IPn() < [I1Pps1(0)l,

de donde (e,,),c7+ es una base monétona para [?. O

11
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Dado que todo espacio de Banach que tenga una base de Schauder es separable, [°° no tiene

base de Schauder. Si se considera la sucesién candnica en este espacio, se tien
spanf{ep},cz+ = co S 1.
Ejemplo 2.2. La base candnica es una base mondtona de cy.
Demostracién. Sea x € cgy sea (x,),ez+ en R tal que
x=(x1,%x9,...).

Para cada n € Z*, se tiene que

n
x— Z xXpep
k=1

= ”(0,0, e 70,xn+1’xn+2; .. )”

=max{|lxz|:k=n+1}.

Dado que lim x, =0, se sigue que
n—-+oo

lim
n—+oo

n
x—Zxkek = lim max{|x;|:k=n+1}=0.
=1 n—+oo

Adem4s, paracadaneZ™,

Pn(x)=(x17x2,---axn,070,---) y Pn+1(x)=(x1,x2,---,xn,xn+1,0,--

de donde

I1Pr (I < |1 Prs1(0)ll,
luego (e,),c7+ es una base monétona para c.
Ejemplo 2.3. El sistema trigonométrico (exp(i nt)),cz = (1,e't, e7it 21t p=2it

Schauder de L (0,1) para 1< p < +oo. Este sistema no es una base en L1(0,1).
Para un tratamiento profundo de este sistema se puede revisar [3].

Definicion 2.5 ([8]). La sucesion de funciones (f,,),cz+ definida por
f1:10,1] — R
t — 1
yparacadakeNyl= 1,2,...,2% sea

f2k+li[0,1] — R
L 20-2 21-1

1 St 9k+1 =t= 9k+1’
t — 1 C20-1 - 21

B S1 9k+1 <t= 9k+1’

0 caso contrario;

se denomina Sistema de Haar.

12
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Para una mejor visualizacion de estas funciones, se presenta el grafico de las 8 primeras

funciones.

Funcion 1

Funcion 2, k=10, 1=1

Funcion 3, k=1, 1=1 Funcion 4, k=1,1=2

Funcion 5, k=2, =1 Funcion 6, k=2,1=2 Funcion 7, k=2,1=3 Funcion 8, k=2, 1=4
1.0 1.0 e 1.0
0.5 0.5

Figura 2.1: Sistema de Haar

Adicionalmente, se presenta un cédigo, en Mathematica, para dibujar hasta cualquier funcién

de este sistema.

In[l:=  SetOptions[Plot,LabelStyle—{FontFamily—"Palatino Linotype"1}];

In[2:=  Funcuno:=Plot[1,{x,0,1},PlotRange—{{0,1},{-1,1}},
PlotLabel—HoldForm["Funcion 1"]]
FuncHaar[k_,1_]:=Piecewise[{
{1,(21-2) /(27 (k+1) ) <x<(21-1) /(2" (k+1)) },
{-1,(21-1) /(27 (k+1) ) <x<(21) /(2" (k+1) ) }}]
DibujarHaar[k_,1_]:=Plot[FuncHaar[k,1],{x,0,1},
PlotLabel—StringForm["Funcion ‘¢, k= ‘¢, 1=°¢",2"k+l,k,1]]
FamiliaHaar[k_]:=Table[DibujarHaar[k,1],{j,1},{1,1,2"k}]//TableForm
SHaar [n_] :={Funcuno,Table[FamiliaHaar[k],{k,0,n}]//TableForm}//TableForm

Por ejemplo para realizar la figura 2.1 se ejecut6 el comando SHaar[2].

Ejemplo 2.4 ([8]). El Sistema de Haar es una base mondtona de L,(0,1) para todo 1 < p < +oo.
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CAPITULO 2. DEFINICIONES Y PROPIEDADES

Demostracion. Es claro que ninguna de las funciones el Sistema de Haar es nula. Sea (a,),cz+

en Ry seaneZ?'. Sean las funciones

F:[0,1] — R G:[0,1] — R
n y n+l
t — Zajfj(t) t — Zajfj(t);
J=1 J=1
Vamos a probar que
IFII<IGI.

Notemos que por la definicion del Sistema de Haar, existe un intervalo diadico I tal que F' y
G coinciden sobre [0,1]~ I. Ahora bien, en I, existe b € R tal que F = b es constante; ademas,
G=b-ap+1enli yG=b+a,;+1 en Iy donde I1 e I3 son las dos mitades de I. Finalmente, es
bien conocido que

1b—an+1l? +1b +an+1l” = 2(b.

Por todo esto, se tiene que

1
IFIP = fo F)Pdt

:f IF(t)Ipdt+f|F(t)Ipdt
[0,11\1 I

=f IG@®IPdt+ 6P A)
[0,11\1
Sf[o . IIG(t)Ipdt+Ib—an+1lp/1(11)+lb +an+1PA2)
sf IG(t)Ipdt+f|G(t)Ipdt
[0,11\1 I

1
_ f GOIPdt
0

=G,

se sigue que |F'|| < |G|, de donde el Sistema de Haar es una sucesion bédsica monétona.
Finalmente, vamos a probar que

span(fy,)=L,.

Dado que las funciones simples son densas en L, es suficiente demostrar que para todo intervalo
J €[0,1] (con extremos a < b),

xJ € span(fy).

Sea £>0, tomo n € Z" tal que
1 &£P

< —.
an 2
Con esto, sean

k k+1
klzméx{kE{O,l,...,2”—1}:2—nSa} y kg:min{kE{O,l,...,Z"—l}: on 2b};
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2.3. EJEMPLOS EN LOS ESPACIOS DE BANACH CLASICOS

también sea

F:[0,1] — R
ko
x Z |for+kl-
k=k1

Es claro que F € span(f,); ademas, dado que F = X s en J, se tiene que

1
\F = yslP = fo F(t) - /0P dt

“ b (kg +1)/2"
_ fk @@ dt+ f F&)— g (0P dt + fb P

a b (ko+1)/2"
:f 1dt+f Odt+f 1dt
kq/2n a b

_ k2+1 k2+1
=le-—% + on -b
1 1

<—+—

n - 2n

<eP,

Por lo tanto, se tiene que el Sistema de Haar es denso en L, de donde es una base monétona de
Schauder. O

Definicién 2.6 ([8]). Sea (f},),,cz+ el Sistema de Haar. La sucesion de funciones (g,),,c7+ definida

por: g1 =f1yparacadan>1,

gn:[0,1] — R
t

P f Fro1(@)du
0

se denomina Sistema de Schauder.

Para una mejor visualizacién de estas funciones, se presenta el grafico de las 8 primeras

funciones.
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Funcion 1

06 08 10

Funcion 2, k=0,1=1

0.6 0.8 1.0

Funcion 3, k=1,1=1 Funcion 4, k=1,1=2

06 08 10 00 02 04 06 08 1O

Funcion 5, k= 2, 1=1 Funcion 6, k=2,1=2 Funcion 7, k=2,1=3 Funcion &, k=2, =4

Figura 2.2: Sistema de Schauder

Adicionalmente, se presenta un cédigo, en Mathematica, para dibujar hasta cualquier funcién

de este sistema.

In[1]:=

In[2]:=

SetOptions[Plot,LabelStyle—{FontFamily—"Palatino Linotype"1}];

Funcuno:=Plot[1,{x,0,1},PlotRange—{{0,1},{-1,1}},
PlotLabel—HoldForm["Funcion 1"]]
FuncSchauder[k_,1_]:=Piecewise[{
{x-(21-2) /(2" (k+1)),(21-2) / (2~ (k+1))<x<(21-1) /(2" (k+1))},
{(21/2~ (k+1)) -x, (21-1) /(2" (k+1) ) <x<(21) /(2" (k+1) ) }}]
DibujarSchauder[k_,1_]:=Plot [FuncSchauder[k,1],{x,0,1},
PlotLabel—StringForm["Funcion ‘¢, k= ¢, 1=°¢" 2~k+1,k,1]]
FamiliaSchauder[k_]:=Table[
DibujarSchauder [k,1],{j,1},{1,1,2"k}]//TableForm
SSchauder [n_] :={Funcuno,Table[
FamiliaSchauder[k],{k,0,n}]//TableForm}//TableForm

Por ejemplo para realizar la figura 2.2 se ejecuté el comando SSchauder([2].

Ejemplo 2.5 ([8]). El Sistema de Schauder es una base mondétona de C([0,1]).
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2.3. EJEMPLOS EN LOS ESPACIOS DE BANACH CLASICOS

Demostracion. De igual manera, es claro que ninguna de las funciones el Sistema de Schauder

es nula. Sea (a,),c7+ en Ry sea n € Z*. Sean las funciones

F:0,1] — R G:[0,1]1 — R
n y n+1
t — ) agj® to— ) a;gi);
j= =i
vamos a probar que
IFI<IGI.

Por la definicién del Sistema de Schauder, F y G son funciones continuas y lineales a tramos; por
lo tanto, sus extremos se alcanzaran en los puntos diddicos. Ademas, G tiene un nodo mas que F

(llamémosle a) y en los demas nodos coinciden. Por todo esto, se tiene que

IF Il = max{|F(¢)|: t € [0,1]}

k

=méx{ F(z_n) :k=0,1,...,2”}

) k
:max{ G(2—n)‘:k=0,1,...,2"}

) 3 k
Smax{max{ G(z—n)‘ :k:O,l,...,Z”},IG(a)I}
=max{|G()|: ¢t €[0,1]}
=Gl

de donde ||F| < |G|, luego el Sistema de Schauder es una sucesién basica monétona.

Finalmente, vamos a probar que
span(g,) = C([0,1]).

Por la definicién de Sistema de Schauder, se tiene que span(g,) contiene a las funciones lineales
a tramos con nodos en los puntos diadicos.
Sea f € C([0,1]) y sea € > 0. Como [ es continua y Dom(f) es compacto, f es uniformemente

continua. Existe 6 > 0 tal que para todo intervalo cerrado I [0, 1], se verifica que

|1 <6:m1éxf—m11'nf<£.
1
Ahora, sea n € Z" tal que on <6. Sea

po{thmon..or)
2n

claramente una particién de [0, 1] cuyo grosor es menor a §. Ahora, sea ¢: [0,1] — R la funcién

continua cuya grafica son las rectas que unen los puntos
{(a,f(a)):a € P}.
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CAPITULO 2. DEFINICIONES Y PROPIEDADES

Por definicién, se tiene que

If — ol =max{|f()— @)l : ¢ €[0,11}

- a0 -oconsce [ 2 B2 L o1,
E k+1

Sméx{{mleixf—mlinlez

z—n,z—n }:k:O,l,...,Zn—l}

<E.

Por lo tanto, se tiene que el Sistema de Schauder es denso en C([0, 1]), de donde es una base

mondétona de Schauder. O
Ejemplo 2.6. Toda base ortonormal en un espacio de Hilbert separable es una base de Schauder.
Otras bases importantes interesantes son las siguientes:

Ejemplo 2.7. Sea la sucesion (up),cz+ definida por

0 sik<n,
Unk =

»

1 sik=n;

para todo n € Z*. Se tiene que (up),c7+ es una base monétona y normalizada de c. A esta base se

la denomina sumante.
Demostracién. Para ver que (u,),c7+ €s una base, basta notar que para todo
x=(x1,x9,...)EcC,
si
a1=X1 Yy Qn=Xp—Xn-1,

para n = 2, entonces

n

n n n
arUp = (al,al +ag,..., Z ap, Z ap, Z Aky...
k=1 k=1 k=1 k=1

=(X1,%2,...,%n,%n,Xn,...),

por tanto

lim
n—+oo

n
x— Z arln

n1—i>I-II—loo||(0’0’”.,0,xn+1 —Xn,Xn+2 _xna“')”
k=1

= lim max{|x,.z —x,l:k€Z"}
n—+oo

=0,
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2.3. EJEMPLOS EN LOS ESPACIOS DE BANACH CLASICOS

pues la sucesién x es convergente. Ademds, parane Z*,

n n
Pn(x)z Zakun=(xl,xQ,-«-yxn,xn,xn,---) y Pn+1(x)= Zakun=(xl,x2,---yxn,xn+1yxn+1;'-~),
k=1 k=1

luego [|Pp(x)]l < IPr+1(x)|l, de donde ||P,|l = 1, luego K, = 1 de donde (u,),cz+ €s una base

mondétona. O

Ejemplo 2.8. Sea la sucesion (uy,),cz+ definida por
n
Un = Z €r
k=1

para todo n € Z*. Se tiene que (uy),c7+ es una base mondtona en cy.

Demostracion. Para ver que (u,),cz+ €s una base, basta notar que para todo
x=(x1,%9,...)ECo

si

Ap =Xpn —Xn+1

para todo n € Z*, entonces

n n n n
Z apup = (Z aj,Zaj,..., Z a;,0,0,...
k=1 =1 j=2 i=n

- (Z(‘x] —xj+1), Z(xl —xj+1),..., Z(xj —xj+1),0,0,...

j=1 j=2 j=n
=(x1_xn+lax2_xn+1,---,xn_xn+1,0,---),

de donde

n

hm X — Z QrUpr| = llm ”(xn+1:xn+l,'~~,xn+l,xn+2yxn+3:~--)”
=0,
pues lim x, =0. O
n—+oo

Teorema 2.1 ([8]). Todo espacio de Banach de dimension infinita tiene al menos una sucesion

bdsica que genera un espacio de dimension infinita.

Lema 2.1 (de Mazur [8]). Sea X un espacio de Banach de dimensién infinita. Sea B < X un

subespacio de dimensién finita. Para todo € > 0, existe x € X tal que
Iyl =@ +e)ly+Axl
para todo yeBy AeR.
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Demostracion. Sea € > 0, sin pérdida de generalidad, se puede suponer que € < 1. Sea una

sucesi6n (y;);.; de norma 1 tal que para todo y € B, de norma 1, existe y; tal que
€
ly—ill < >

Ahora, sea (y/)!"; en X*, de norma 1, tal que y(y;) =1 paratodo 1<i<myseax€X tal que

lxll =1y y (x) = 0 para todo 1 <i <m. Se va a probar que este x cumple con las condiciones

pedidas.
Sea y € By A€R. Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que y # 0. Para z = ”y—”, sea
Yy
£ A
y; tal que ||z —y;ll < 3 Sea a = ﬂ’ por la desigualdad triangular
Yy
€
lz+axll =y + axll - |z = yill = llyi + ax| - 3
y como
1=y/(y; +ax) < |ly; + axl,
se deduce que
le+axl>1-5>—
z+ax[|zl--=—,
2 1l+e¢
donde la segunda desigualdad se cumple pues 0 < £ < 1. Entonces
1<(1+¢)|z+ax|
lo que equivale a
Iyl =@+e)lly+ Ax]l. O

Proposicion 2.7 ([8]). Sea X un espacio de Banach de dimensién infinita. Para todo € > 0 existe

una sucesion bdsica (un)p,ez+ en X tal que K, <1+e¢.
Demostracion. Sea € >0y sea (&,),c7+ tal que

£, =(1+¢)exp (2_”_1) -1>0
para todo n = 1. Con esto se tiene que

[[] Q+e=1+e

nezZ*

Sea uq € X tal que ||u1]l = 1. Para B =[u1l y €1, por el Lema de Mazur, existe ug € X de norma 1
tal que
Iyl =@ +eDlly + Auzll

para todo y € [u1] y todo 1 € R. Inductivamente se construye (u,),cz+ normalizada en X tal que
para todone Z*,

Iyl =@ +e)lly+Aupsall
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2.3. EJEMPLOS EN LOS ESPACIOS DE BANACH CLASICOS

para todo y € [u1,u9,...,u,]l y todo A € R. Entonces (z,),c7+ €s una sucesién basica en X. En

efecto, sea (a,),cz+ en Ry sean enteros positivos n < m. Entonces

n n
Y ajui| =(1+ep) | aiui+ansinet
i=1 i=1
n+l
<(1+e&y) Z a;u;
i=1
n+2
<1 +&,)A+en+1) a;u;
i=1
m
S(A+e)l+ep11) Lt em-1 || D aiu;
i=1
m
<(1+e) Zaiui .
i=1
Entonces (u,,),c7+ es una sucesion basicaen X y K, <1+e. O

Observacion 2.9 ([8]). En el Lema de Mazur es suficiente tomar x € X, de norma 1, tal que
€
ly} ()l < Zpara todoi=1,2,...,m.

A
Demostracion. Sea ye€ Bnonuloysea AeR. Sea z = . y @ = —, existen dos casos:

Iyl llyl

= Si|al =2, entonces
lz+axl| =llaxll -zl =1=|z],
luego

ly+Axll = |yl
= Si |a| <2, con el razonamiento de la demostracién del lema, se tiene que
€ £ €
z+ax|=|yi+tax|—-==1-|a|l-—==1-e=(1-9)|z],
l = llyi l 3 | I4 2 ( izl

de donde
ly +Axll = (1 =¢&)llyll.

Por lo tanto, se tiene que

1
IIyIISméX{l,l—_g}lly+/1xllS(1+£)|Iy+/1x||. O
A continuacion, se presenta otra manera de hallar sucesiones basicas.

Proposicion 2.8 ([8]). Sea X un espacio de Banach de dimension infinita. Sea (un),cz+ una

sucesion débilmente nula en X. Si
liminf|w,| >0,
n—+oo
entonces para todo € >0, (u,),cz+ contiene una subsucesién bdsica con constante menor o igual a

1+e.
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Demostracion. Sea vy =u,, #0 cualquiera. Sean B; =[v1] y € > 0; y sea una sucesién (yi);’il de
norma 1 tal que para todo y € B1, de norma 1, existe y; tal que

£
Iy =il < %

m
i=1

para todo 1 <i <m, existe n € N tal que

Ahora, sea (y;)?"; en X*, de norma 1, tal que y;(y;) =1 para todo 1 <i <m. Como y(u,) — 0

£

Nzn= |y (un)l <

para todo 1 <i < m. Como el limite inferior de la sucesién es positivo, existe u,, # 0 tal que
ng =max{ni,N}. Sea ve = u,. Procediendo de forma inductiva se construye (v,),cz+ subsucesion
de (up,),ez+- Por la observacién anterior y por la demostraciéon de la proposicién anterior, se tiene

que (Vy)pez+ €S una sucesion basicay K, <1+e. O

Definicion 2.7. Dos bases (u,),ez+ ¥ (Un)nez+ €n X, se dicen equivalentes si

+00 +00o
)" xnu, converge < ) x,v, converge
n=1 n=1

para toda sucesion (x,),cz+ en R.
Utilizando el Teorema de Grafo Cerrado, se tiene que

Proposicion 2.9 ([8]). Dos sucesiones bdsicas (uy)pez+ ¥ (Un)nez+ en X y Y, respectivamente; son

equivalentes ssi existe un isomorfismo

T: span(up),ez+ — span(Vn),ez+
tal que T(u,) =v, para todon€ Z".

Con esta proposicién, dado que T'y T~ son funciones continuas, se tiene el siguiente criterio

sencillo para determinar si dos bases son congruentes:

Corolario 2.1. Dadas (up),ez+ ¥ (Un)yez+ bases de los espacios de Banach X v Y, respectivamente.
Las bases son equivalentes ssi existe C > 0 tal que para cualquier sucesion (an),cz+ en R con soporte
compacto, se tiene que

+00
Y aive
k=1

<C

=

1
C

+00
Y apvr
k=1

(o.0)
Zakuk

+
k=1

Definicion 2.8. Sila constante C =1, se dice que las bases son isométricamente equivalentes.
La siguiente proposicion muestra un resultado interesante respecto a las bases equivalentes.

Proposicion 2.10 ([11]). Sea X un espacio de Banach con una base de Schauder. La cantidad de

bases que no son equivalentes no es numerable.

22



2.3. EJEMPLOS EN LOS ESPACIOS DE BANACH CLASICOS

La siguiente proposiciéon muestra que las bases son estables por perturbaciones.
Proposicion 2.11 ([8]). Sea (u,),cz+ una base normalizada en X.

i. Si(vp)pez+ es una sucesion en X tal que

+00 1
2£;||un/_'vn” < EEE;’
entonces (Uy,),cz+ €s una base equivalente a (t,),cz+.
ii. Se supone que existe una proyeccién sobreyectiva
P: X — span(uy),ez+-

St (Vp),ez+ es una sucesion en X tal que
Jio l l !
Un —Unll < s 57
n=1 8Ky |IP|l

entonces span{v,},cz+ es complementado en X.
Para la demostracién de esta proposicién, primero se recuerda que

Definicion 2.9. Dado el espacio de Banach X. Se dice que el subespacio cerrado Y < es comple-

mentado si existe un subespacio cerrado Z € X tal que
X=YPz.
Demostracién. Notemos que si x € X, paracadaneZ™*,
XplUn = Prx) = Pp_1(x),

de donde

lx,| < 2K ||x]| < +oo.

Sea la aplicacion lineal
T:span{x,},ez+ — X
X — Z XnUn.
nez*

T esta bien definida pues

lx=T@I =1 Y xn(upn—v5)l

nezZ*

= 2: |xn|”u71_'vn”

nezZ*

< supflx,|:n€zZ*} Z lw, —vnl

nezZ+

<2Kyllxll Y. llun—val

nezZ*

para todo x € X.
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i. Por la hipétesis y la desigualdad anterior, se tiene que ||[I —T| < 1, de donde T es un

automorfismo.
ii. Siy = T(x), entonces, por la hipétesis y la desigualdad triangular, |l|x| — [|yll| < lly — x| < @,
de donde
[ ||<3|| I <2yl I ||<5|| Il
x|l <= < —|lx|.
2 Yy yi 'y |1y 4
5
Entonces | T|| < 1 < 2. Finalmente, como
ToP(y)—y=T@Py)-Tx)=TP(y)-x)=TP(y)-Px)),
se tiene que
IT o P(y)-yll = ToP( > xn(vn—un)) ‘
nezZ*
=|[ITMPI Z lxnlllvn —unll
nez+
< 2K, \lxIITIIPI Z lvp —unll
nezZ*
<8K,lyllPI Z lvp —wnl
nezZ*
de donde
ToP —1I|<8K,|P]| Z lvp —unll <1
nezZ*
Entonces S =T oP: span{v,},cz+ — X es un operador inversible y
S loToP: span{v,},ez+ — X
es una proyeccion. O

2.4. Bloques Basicos

En esta seccién se definen los bloques basicos y se muestra como ellos son muy ttiles en
el estudio de los subespacios de dimensidon infinita de una espacio de Banach que tenga base.
Finalmente, se presenta el importante Teorema: Principio de seleccién de Bessaga - Pelczynski.

Dada una sucesién béasica, se puede construir otra mediante la multiplicacién por una sucesion

acotada y luego segmento, la serie resultante, por bloques:

Definicion 2.10. Sea (u,),cz+ una sucesion basica en X. A una sucesiéon de vectores no nulos

(Vn)pez+ en X de la forma

Pj+1
vj= Z XpUp,
k:pj+1
con (X, )pez+ en Ry
pb1<p2<--

una sucesion creciente de enteros, se le llama bloque bdsico de (up,),cz+-

24



2.4. BLOQUES BASICOS

Observacion 2.10. Es claro que la constante bdsica de todo bloque bdsico es menor o igual a la

de la sucesion bdsica.

Proposicion 2.12 ([8]). Sea X un espacio de Banach con una base (un),cz+ ¥ sea Y € X un
subespacio cerrado de dimension infinita. Entonces existe un subespacio Z €Y con una base que

es equivalente a un bloque bdsico de (up)pez+

Demostracion. Primero notemos que como Y es de dimension infinita, para todo p € Z, existe
y €Y de norma 1 tal que
Py(y)=0.

Sea y1 €Y de norma 1. Sea p1 € Z tal que

1
-P —
ly1—Pp,(yIl < 1K,

sea »
1
v1=Pp,(y1) = Y ¥1nln.
n=1
Sea y2 €Y de norma 1 tal que P, (y2) =0. Sea ps € Z tal que

1
| y2 —sz(yz)ll < m,

sea
P2
ve = Pp,(y2) = Z Y2nln-
n=pi+1

Sea y3 €Y de norma 1 tal que P,,(y3) =0. Sea p3 € Z tal que

1
lys —Pp,(y3)ll < £K,’

sea
P3
U3 :Ppg(y3)= Z Y3 nln.
n=po+1
Procediendo de manera inductiva, se tiene (v,),cz+ en X. Es claro que (y,),cz+ es un bloque

basico y como

1 1
Z ||yn_vn||<f Z 4_n

nezZ* U nezZt
Aty
= -1
K, \1-1/4
1
3K,
1
<=
2K,

por la proposicién 2.11, se tiene que (v,),c7z+ €s una sucesién basica equivalente a (y,),cz7+. Es
suficiente tomar

Z =span{v,},ez+. O
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Observacion 2.11. De la demostracién de proposicion anterior se nota que no es esencial que Y
sea un subespacio. Lo tinico que se necesita para la prueba es que la expansién (en la base) de los
elementos de Y empiece arbitrariamente lejos; es decir, que para todo € >0y todo p € Z*, exista

yeY tal que
Iyl=1 vy [P, <e.

Teorema 2.2 (Principio de seleccion de Bessaga - Pelczynski [8]). Sea X un espacio de Banach

con una base (Up),ez+- Sea (¥,),ecz+ una sucesion en X tal que

limsup ||yl > 0
k—+o0

y klim Yk.n =0 para todo n € Z*. Entonces existe una subsucesion de (y,),cz+ equivalente a un
+o00

bloque bdsico de (uy),c7+.

Demostracién. Como

r=limsup|yz|l >0,
k—+o00

r
se puede extraer una subsucesion (ykm) tal que [lyg,, I > 2 > 0 para todo m € Z*. Entonces se

meZ*
tiene que

liminf|yz [|>0
m—+o0 m

y ademads dado x* € X, se tiene que

+00 +00
n=1

n=1

para cada m € Z*, por la hipétesis, se sigue que

+00
Um x*(yp,)= Um Y yp, nx"(un)=0;
m—+o0 m—>+oon:1 ’

es decir, (yg, )rez+ es débilmente convergente. Por la Proposicién 2.8, existe una subsucesién
basica (zp)nez+ de (¥, Imez+. Sea

Y =span{z,},cz+

un subespacio cerrado de dimension infinita de X. Finalmente, por la Proposicién 2.12, existe
un subespacio Z €Y € X con una base (v,),c7+ equivalente a un bloque basico de (z,),cz+. Por
la demostracién de la Proposicion 2.12, se puede suponer que (v,),cz+ €s una subsucesion de

(2n),ez+ con lo que se obtiene el resultado deseado. O

Observacion 2.12. Las hipdtesis del teorema anterior se satisfacen en particular si (v,),cz+ es
débilmente nula y

lim Up #0.
k—+00
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Demostracion. Esto es claro, pues en este caso se cumple que

limsup [lvg [ > 0. O
k—+00

Proposicion 2.13 ([1]). Todo espacio separable es isométrico a un subespacio de C([0,1]).

A esta proposicién se la conoce como el Teorema de Banach - Mazur.
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CAPITULO

BASES EN EL ESPACIO DUAL

Una vez que ya se tiene un conocimiento suficiente de la propiedades fundamentales de las
bases de Schauder en un espacio de Banach X, es natural analizar cuando y como se pueden

extender estas nociones a su espacio dual X*.

3.1. Funcionales Coordenados

Dado un espacio de Banach X con base (u,),c7z+. Se consideran los funcionales que a cada

x€X ydado n€Z", le asocia el coeficiente de u,.

Definicion 3.1 ([8]). Dado un espacio de Banach X con base (1), cz+. La sucesién (u;‘L) nez+ €N
X*, definida por
u,: X —R
X — Xp
para cada n € Z* se llama Funcionales biortogonales o los Funcionales coordenados asociados a

(4n)pez+- De idéntica forma, se define
Py :span{uy} . — X*

+00 m
Zaku,: — Zaku,’:
k=1 k=1

paracadameZ*.

Observacion 3.1. Es importante tener en cuenta de que en espacios de Banach de dimension
infinita existen funcionales lineales que no son continuos [3]. Por esto la afirmacién: u, € X* para

todo n € Z* no es trivial. Por la Proposicién 2.3 y dado que
uj=P1 y up,=P,—Pp1
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para todo n = 2, se sigue que u, son funcionales lineales continuos para cada k € 7+,

Proposicién 3.1. Sea X un espacio de Banach con una base (un),ecz+ Entonces (u},) nez+ €S una

sucesion bdsica en X *.

Demostracién. Es claro que ninguna de las funciones de la sucesion es nula. Sea n,m € Z* tales

que n < m. Dado que
m n
* * *
P, Zakuk = Zakuk,
k=1 k=1
se tiene que

<[P, <K,

n m m
Zaku,: Zaku}; Zaku,’:
k=1 k=1 k=1

Una propiedad inmediata es que

1 sin=m,
*
un(um)z
0 sin#m;

para todo n,me Z".
Observacion 3.2. Como para todo x € X
lim_|[|P,(x)-x[ =0,
n—+oo

se tiene que
+00
x* =) x*(unu),
n=1

para todo x* € X* en la topologia débil estrella.

Demostracién. Sea x* € X* y sea x € X. Vamos a verificar que

x*(x)= ) ¥ (up)up(x)
n=1

lo que equivale a
n
x*(x)= ) x"(up)uy(x)
k=1

lim =0.
n—+oo

ParacadanecZ?,

x ()= Y " (up)uj(x)
k=1

x* (x— Z uku}:(x))

k=1

n
x— Z XpUp
k=1

= l* [ llx = Pp ()

< [lx™ |l

lo que implica el resultado deseado. O
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3.2. Tipos de Bases

Para continuar con resultados mas importantes, se debe clasificar las bases que cumplen cier-
tas propiedades especiales. En esta seccion se tratara sobre las bases shrinking y completamente

acotadas.

3.2.1. Base Shrinking

Si (un)nez+ €s una base en X, no siempre los funcionales coordenados (u},) forman una

nezZ*

base en X *. Esto da sentido a la siguiente definicién.

Definicion 3.2. Se dice que la base (u,,),cz+ de X es shrinking® si (ur) es una base de X *.

nezZ*

El siguiente criterio permite, de una manera simple, determinar si una base es shrinking.

Proposicion 3.2 ([8]). Sea X un espacio de Banach con una base (un,),cz+. La base (uy),ez+ s
shrinking ssi para todo x* € X*,
lim x* =0

n—+oo  I[u;1;%

Demostracion. Se va a demostrar cada implicacién por separado:
1. Supongamos que (u,),cz+ €s una base shrinking. Dado x* € X*, se tiene que
lim [x* =P (x*)| =0.
n—+oo

Ademas, para cada n =2,

P* * —
() [}
Por lo tanto, se tiene que
. * I P2 * * _
n1—1>11100x (w1720 - nl—l}}—loopn_l(x ) 7 M =0.
2. Supongamos que para todo x* € X *,
lim x* =
n—+oo  I[u;1i%
Dado x € X tal que | x|l =1, para cada x* € X*, se tiene que
I(x* =P (x™) @I = lx* I —Pp) ()l
< l«* I-P,llx
Wil I x|l
*
< (1+Ky),
(1753, ¢
de donde
lim [x* =P, (x")|<(1+K,) lim |x* =
n—+oo n—+oo [uﬂiﬁ+l

Dado que (u;‘l) nez+ €8 una sucesion basica; por lo anterior, también es una base de X*. [

Ila palabra “shrinking” es traducida, por algunos autores, como “retractiva’.
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Observacion 3.3. Una condicion necesaria para que un espacio de Banach tenga una base
shrinking es que su dual sea separable. En efecto, por definicién, el dual de todo espacio con base

shrinking tiene una base. Esto prueba que en 11y C([0,1]) ninguna base es shrinking.

Proposicion 3.3 ([8]). Sea X un espacio de Banach con una base shrinking (u,),cz+. Entonces

al espacio X** se le puede identificar con el espacio de sucesiones reales (a,),cz+ tales que

n
Y arup

k=1

sup
nezZ*

< +00;

esta correspondencia es

e (W), (1), ).

Si la base es mondtona, se tiene que

n
Y X (upug
k=1

la** | x+ = sup
nez*

Esta proposicion sera fundamental en el estudio del espacio de James en la siguiente seccion.

3.2.2. Base Completamente Acotada

Definicién 3.3. Se dice que la base (©,),c7+ de X es completamente acotada si para cualquier

sucesion de reales (a,),cz+ tales que

< +00,

n
Y arup

k=1

sup
nezZ*

se tiene que la serie
+00o
Y arup
k=1
converge en X.

A pesar que podria pensarse que todas las bases cumplen esta condicién, esto no es cierto. El
siguiente ejemplo sencillo muestra que incluso la sucesién canénica, en general, no cumple dicha

condicién.
Ejemplo 3.1 ([8]). La base (ey),cz+ en co no es completamente acotada.

Demostracion. Se considera (a,),cz+ en R tal que
a,=1
para todone€Z*. ParacadaneZ*,

n n
Y aner=) er=(1,1,...,1,0,0,...);
k=1 k=1
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de donde
n
sup Z arer| =1<+oo.
neZ* ||p=1
Finalmente, es claro que
+00
x = a,u, =(1,1,...)€co. O
n=1

Ejemplo 3.2. La base (e;,),cz+ en l, es completamente acotada para todo 1 < p < +o0.

Demostracion. Sea (a,),cz+ en R tal que

sup < +o0.

nezZ*

n
Y arep

k=1

n
=l(a1,a2,...,@,,0,0,..)l = (/ Y laplP<C
k=1

para todo n € Z*. Como la sucesién es creciente y acotada, es convergente. Se tiene que

+00
|an“)5(l
n=1

+00
Zanenelp. O
n=1

Por lo tanto, existe C > 0 tal que

n
Z arep

k=1

de donde

La dos siguientes proposiciones muestran que las nociones de base shrinking y completamente

acotada, en cierto sentido, son duales.

Proposicion 3.4 ([1]). Sea X un espacio de Banach con una base (un,),ecz+. La base (uy),ez+ s

*

w)nez+ en X* es completamente acotada.

shrinking ssi la base (u

Proposicion 3.5 ([1]). Sea X un espacio de Banach con una base (un),cz+. La base (uy),ez+ s

*

n)neZ* es shrinking en X *.

completamente acotada ssi la sucesion bdsica (u

3.3. Espacios Reflexivos

En esta seccion, se va a establecer una condicién necesaria y suficiente, sobre las bases, para
que un espacio de Banach sea reflexivo.

Una proposiciéon que caracteriza a los espacios reflexivos es la siguiente:

Proposicion 3.6 ([1]). Sea X un espacio de Banach. El espacio X es reflexivo ssi toda sucesién

acotada en X tiene una subsucesion débilmente convergente.

El siguiente teorema presenta una caracterizacién interesante de los espacios reflexivos.
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Teorema 3.1 ([12] y [8]). Sea X un espacio de Banach con base (un),ez+. Las dos proposiciones

siguientes son equivalentes:
i. X es reflexivo.
it. La base (up)pez+ en X es shrinking y completamente acotada al mismo tiempo.
Demostracion. Se va a demostrar cada implicacion por separado.
= Sea X es reflexivo. Por lo visto anteriormente, se tiene que para cada x* € X ™,
x*= lim P,(x")
n—+oo

converge en la topologia débil* igual a la topologia débil, pues X es reflexivo. Se sigue que
x* espan{un}, .
con la clausura débil. Pero como span{u},cz+ es un conjunto convexo, esta clausura coincide
con la clausura de la topologia fuerte. Por lo tanto,
X" =span{un}, s+,
de donde (1, ),c7z+ €s una base shrinking.
Por otro lado, como X* también es reflexivo, (u,*;,)n€Z+ es una base shrinking en X*, luego

(4n)yez+ €s una base completamente acotada en X.

= Supongo que (&, ),c7+ es shrinking y completamente acotada. Se va a utilizar la caracteriza-
cién 3.6. Sea (y,),cz+ una sucesién normalizada en X. Por el procedimiento de la diagonal,

se puede extraer una subsucesion (z,),cz+ de (¥5),c7z+ tal que
a,= lim u,(zz)
k—+00
existe para cada n € Z*. Se sigue que

n
Zaiu'— lim P,(zp),
=1

e k—+o00
de donde

sup <K,.

nezZ*

n
Y aju;

=1

Como (un),ecz+ €s completamente acotada, se tiene que

+00
z=) aju; €X
i=1

y ademas kh’m u,(zp) =u,(z) para cada n € Z*. Finalmente, como (u,),cz+ es shrinking,
—+00
lo ultimo implica que

lim z, =2
k—+00

converge débilmente. Por lo tanto, X es reflexivo. O
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Observacion 3.4. Es importante tener en cuenta que el teorema anterior muestra que en un

espacio reflexivo todas las bases son shrinking y completamente acotadas.
Dos resultados similares al anterior son los siguientes.

Proposicion 3.7 ([13]). Sea X un espacio de Banach con base. Si toda base de X es shrinking,

entonces X es reflexivo.

Proposicion 3.8 ([13]). Sea X un espacio de Banach con base. Si toda base de X es completamente

acotada, entonces X es reflexivo.

Finalmente, se presenta una proposicion interesante de los espacios de Banach cuando su

dual tiene base.

Proposicion 3.9 ([7]). Sea X un espacio de Banach. Si X* tiene base, entonces X tiene una base

shrinking.
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CAPITULO

BASES INCONDICIONALES

Se recuerda que el orden de los elementos de una base, de forma general, es esencial. Pero
algunas sucesiones son bases sin importar el orden de sus elementos. Esto motiva a presentar las

series incondicionalmente convergentes para luego definir las bases incondicionales.

4.1. Series Incondicionalmente Convergentes

En esta seccién se definen las series incondicionalmente convergentes y se da criterios para
verificar que una sucesion dada es o no es incondicionalmente convergente. Después se muestran,
en los espacios de Banach clasicos, que algunas de las bases dadas en el Capitulo 2 también son
incondicionales. En particular se muestra que el Sistema de Haar es una base incondicional de

L, para 1< p <+oo.

Definicion 4.1. Sea X un espacio de Banach. La serie
Y x
nez*

es incondicionalmente convergente si

2: Xa(n)

nezZ*

converge para cualquier permutacion 7.

Las siguientes proposiciones son algunas condiciones equivalentes ttiles para verificar si una

serie es incondicionalmente convergente.

Proposicion 4.1 ([8]). Sea X un espacio de Banach y sea (xp),cz+ una sucesion en X. Las

siguientes premisas son equivalentes.
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L. Z x,, es incondicionalmente convergente.
nez*

ii. Z Xp(n) converge para toda funcion ¢: 7t — 7% estrictamente creciente.
nezZ*

... ., +
lil. Z 0%, converge para toda sucesién 0 € {-1,1}* .
nezZ*

iv. Paratodo € >0, existe N € Z" tal que para todo subconjunto finito 0 € Z" tal que min(c) > N,

se verifica que

2 %

neo

<E.

Observacion 4.1 ([8]). En espacios de dimension infinita existen series incondicionalmente

convergente que no son absolutamente convergentes.

Definiciéon 4.2. Sea X un espacio de Banach con una base (u,),cz7+. Se dice que (up),cz7+ €S

incondicional si para todo x € X, la serie

+00

2 Xnlin

n=1
es incondicionalmente convergente. Una base que no cumpla con esta propiedad se denomina
condicional.

Proposicion 4.2 ([8]). Sea X un espacio de Banach con una base (up),cz+. La base (uy),c7+ €s

incondicional ssi se cumple alguna de las siguientes condiciones:
i. (nmn),cz+ €s base de X para toda permutacion .
ii. Para todo subconjunto o € Z*, se tiene que

Z anun converge — Z anpu, converge
nezZ+ neo

para toda sucesion real (an),ez+-
iti. Sean (ap)pez+ ¥ (bn)pez+ dos sucesiones reales tales que
1bnl < lanl
para todo n € Z*. Entonces

Y anun, converge = ) bpu, converge.
nezZ* nezZ*

Con esta proposicion, se puede ver que dada una base incondicional (u,),cz+ €n un espacio de

Banach X, los operadores
Tg:X — X

+00
x — Onxnun
n=1
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estan bien definidos para cada 6 € {-1,0, 1}2°. Siguiendo las mismas ideas de la demostracién de
que las Proyecciones Canénicas son continuas, se puede probar que Ty también lo son. Por el

Principio de la Acotacién Uniforme, se tiene que
K =sup{I Tyl :0 € {~1,0,1""} < +oo.

Definicion 4.3. Dada una base incondicional (©,),c7+ en un espacio de Banach X. Se dice que

(Un)pez+ €s una base K— incondicional en X donde % es la constante anterior.
Las dos proposiciones siguientes son muy importantes:

Proposicion 4.3 ([8]). Sea X un espacio de Banach con una base (uy,),cz7+. St (Wn)pez+ €S incon-

dicional, entonces (u}) es una sucesion bdsica incondicional en X ™.

nezZ*

Proposicion 4.4 ([8]). Sea X un espacio de Banach con una base K-incondicional (uy),ecz+-

Entonces para toda sucesion (a,),cz+ en R tal que

+00
Z anu, converge
n=1
y todo (Ap)pez+ en [, se tiene que
+o00o +00
Z Aty || < K| AMloo Z AnlUn]|-
n=1 n=1

4.1.1. Ejemplos

Ahora se pueden determinar si las bases presentadas en el capitulo 2 son incondicionales.
Ejemplo 4.1. (e,),cz+ es una base incondicional de co y I, para 1< p < +oo.

Demostracién. Sean (an),cz+ en R tal que
+00
x= Z anen
n=1
pertenece a co 0 a l,. Sea (b,),cz+ en R tal que

1bnl < lanl

para todo n € Z*. Como

+00
y: Z bnen :(b17b2>"')7

n=1
dado que

lim |b,l< lim |a,|=0,
n—+oo n—-+oo
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se tiene que y € co. Ademas, si x € [, dado que
P 40

= Z |bn|p

n=1
+00

= Z lanl?
n=1

< +00,

+00
Z bnen
n=1

se sigue que y € /. Por lo tanto, la base es incondicional.

Ejemplo 4.2. Sea la sucesion (u,),cz+ definida por

n
Un = Z er
k=1

para todo n € Z*. Se tiene que (up),cz+ es una base monétona pero condicional en cy.

Demostracién. Sea la sucesion

Es claro que

para todo n € Z*. Por todo esto,
+00 +oo +00 +oo
Y arur=|{>aj,) aj,....,> aj,...
k=1 =1 j=2 j=n

de donde

+00
Z aprlUp €Cg.
k=1

Finalmente, para la sucesién

1 1 1 1
(11 L,

227927327 32"

se tiene que

+oo +oo +oo +00
Z bkuk = (Z bj’ij""’Z bj,...)
k=1 J=1  j=2 j=n

de donde o
Y brupgco
k=1
Dado que
lan! =16l

para todo n € Z*, se sigue que (u,),c7+ es condicional.
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Ejemplo 4.3. Sea la sucesion (uy,),cz+ definida por

0 sik<n,
Unk = )
1 sik=n;

para todo n € Z*. Se tiene que (up),c7+ €s una base mondtona, normalizada pero condicional en c.

Demostracion. Sea la sucesiéon
(_1)n+1

ap

para cada n € Z*. Por lo tanto,

+00 n 1 n (_1)j+1
Zakuk: al,a1+a2,...,2aj,... = 1,1——,...,2 - seoo s

k=1 j=1 2 =1 J
dado que
+00 (_1 n+1
> e,
n=1 n
se sigue que
+00
Z apup€c.
k=1
Finalmente, para la sucesién
1
b,=—
n
para todo n € Z", se tiene que
+00 n 1 n 1
Z bkuk = bl,b1+bz,...,z bj,... = 1,1+—,...,Z L IS
k=1 j=1 2 j=1J
dado que
+00 1
) = =+o0,
n=17
se sigue que
+00
Z brupdc.
k=1
Dado que
lanl =16,
para todo n € Z", se sigue que (u,),cz+ es condicional. O

Existen muchas formas de demostrar que el sistema de Haar es una base incondicional en L,

para 1 < p < +oo. Una forma simple es mediante la siguiente proposicion:
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Proposicion 4.5 ([12]). Dado p > 2, se definen las funciones

u: R2 — [0,+oo[ v: R2 — [0, +o0[
y _
(x,y) — |yIP =(p = 1)P|x|P (x,5) — ap(lxl+yDP "yl - (p - Dlxl)

p-1
con ap=p (1 - —) . Entonces v = u y ademds, para todo x,y,a,b € R tales que |a| < |b|, se tiene
p

que

vix+a,y+b)+v(x—a,y—b)<2v(x,y).
Ejemplo 4.4. El Sistema de Haar es una base incondicional en L, para 1< p < +oo.
Esto lo establece el siguiente teorema:

Teorema 4.1 ([12]). Para 1< p < +oo, sea (f),cz+ el Sistema de Haar en L. Para todo par de

sucesiones (an)pez+ ¥ (bn)pez+ en Rtales que |lay,| < |b,| para cada n € Z*, se tiene que

+00 +00
};lakfk <(p*-1) kzlbkfk ,

donde

._ { D }
P =maxip,—— .
p—-1

Demostracién. Se va a estudiar 3 casos:

1. Si p =2, entonces L2(0,1) es un espacio de Hilbert. Dados n > m, se tiene que

1
s frn) = fo FuOFm(®) dt

fn@®fm(2) dt.

fsupp(fn)ﬁsupp(fm)

Ahora existen dos posibilidades. Si supp(f,,) N supp(fn) = &, entonces {fy,fm) = 0. Si
supp(fn) Nnsupp(fn) # I, por la construccion del Sistema de Haar, supp(f,) € supp(fn)

y ademas, f;, = A €R es constante en supp(f,). Por esto, se tiene, en este caso,

o8 fm(®) dt = f £ (@) dt

Lupp(fn)ﬂsupp(fm) supp(f»)

=A fn(t) dt
supp(fy)

1
:Af fn(t)dt
0

=0.
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4.1. SERIES INCONDICIONALMENTE CONVERGENTES

Entonces el Sistema de Haar es ortogonal. Ahora bien, para cada n € Z*, se tiene que

2 n n
= <Z arfr, Z akfk>

k=1 E=1

(g

n
Y arfr
k=1

[\’]=

ol
Il

1

ar fr,arfr)

Il
M=

k=1
=Y alfzl?
k=1

< Y bRIfrll®
k=1

= Zbkfk ,
k=1

Noétese que en este caso p* = 2. Se sigue que

Zakfk Zbkfk

2. Seap>2.ParacadaneZ", sea
A,:[0,1] — R B,:[0,1] — R

t ’_’Zakfk(t) Y t '_’Zakfk(t)-
k=1 k=1

Por la Proposicién 4.5, se tiene que
1
IALIP —(p = 1P B, P =f0 AP —(p-1P|B,®IP dt
1
=f0 u(Bn(t),A, ) dt

1
< f 0(Bu(t), An(t)) dt.
0

Ahora, bien sean
Q,, = supp(fn), QF ={tel0,1]: fo(®)>0} y Qf ={t€[0,1]: f,(t) <0}

es claro que Q, = Q} UQ;,. Por la construccion de las funciones f,, como se puede apreciar

en la figura 2.1, se tiene que f; (para j=1,...,n—1) es constante en (2,. Por esto, se sigue
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que A,,_1y B,_1 son constantes en . Luego,

1
f 0(Bu(t), An(t)) dt = f
0

(B (D), An(t)) dt + f 0(B(8), An(t)) dt + f v(Bn (1), An(t)) dt
[0,11\Q, Q, Q;

- f 0(Bp_1(8), Ap_1(8)) dt
[0,11\Q2,,

. f 0(Bn_1())+ b, An_1() +ay) dt
Qn

N f 0(Bp_1(t) = by, An_1(t) - ay) dt
Q;

- f v(B,_1(),A,_1(2) dt
[0,11\Q2,,

+ %f VBp-1&)+ by, An_1(®)+a,) +vBp_1(t) — by, Apn_1(t) —a,) dt
Qn

< f 0(Br1(), An_1(t) dt + f 0(Br_1(), Anr(2)) dit
[0,11\22, Q,

- f 0(Bp_1(t), An_1(2)) dt.
[0,1]

Realizando este proceso n veces, se obtiene que

1 1
f 0(Bu(®), An(t)) dt < f o(B1(t),A1(2)) di
0 0

1
:fo v(b1f1(8),a1f1(0) dt

1
=f v(bi,a1) dt
0

=v(b1,a1)

= ap(b1l+a1l)P (a1l - (p - 1)Ib1l)
< ap(byl+a1lDP (b1l - (p — 1)Ib1l)
= ap(lb1l+a1l)? 12— p)lb1))

<0.

Se sigue que
lARIIP < (p=1DPIBL P =(p* = DB, I,

pues en este caso p* = p.

3. Sea 1< p < 2. Por calculo directo, se tiene que si q es el conjugado de p; es decir, si

11
Z+Z=1,
p q

entonces ¢* = p*. Por el literal anterior, se tiene que el Sistema de Haar es un base incondi-
cional para L4(0,1) con constante menor o igual a ¢* —1 = p* — 1. Por la Proposicién 4.3,

se tiene que el sistema de Haar es una sucesién bésica incondicional en L(0,1) = L,(0,1).
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Pero como se probé previamente, el Sistema de Haar es un base en L,(0,1); se sigue que
el sistema de Haar es una base incondicional para L ,(0,1) con constante menor o igual a
p-1 O

Ejemplo 4.5. El Sistema de Schauder es condicional en C[(0,1)].

Ejemplo 4.6. La base de Haar es condicional en L1(0,1).

Observacion 4.2. Mds atin en los espacios C[(0,1)]y L1(0,1) todas las bases son condicionales [8].

Finalmente, se tienen las siguiente observaciones interesantes.

Observacion 4.3 ([9]). Existen espacios de Banach en los cuales todas las sucesiones bdsicas son

condicionales.

Observacion 4.4 ([9]). Todo espacio de Banach, con base, tiene al menos una base condicional.

4.2. Espacios cyy [y

Una vez que se conocen las principales propiedades de las bases shrinking, completamente
acotada e incondicionales, se puede utilizar estos conceptos para estudiar algunas propiedades

importantes en los espacios de Banach.

Teorema 4.2 ([8]). Sea X un espacio de Banach con una base incondicional (u,),cz+. Entonces

la base (uy),cz7+ es shrinking ssi X no contiene subespacios isomorfos a l.

Demostracion. Sea (un),cz+ una base K-incondicional en X.

= Supongamos que (u,),cz+ es shrinking. Si existiera Y € X tal que Y =11, X* no podria ser

separable. Pero X * es separable pues (u ;:) Lcz+ €8 una base.

= Si (up),ez+ No es shrinking, existe x* € X*, una sucesién bloque normalizada (v,),cz+ de
(Un)pez+ y € > 0 tal que x*(v,) > € para cada n € Z*. Si Y = span{v,},cz+ S X, entonces

Y =1;. En efecto, sea (a,),cz+ en R. Sea (8,,),c7+ en {—1,0,1} tal que 8,, = sgn(a,) para cada
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neZ*. ParacadameZ?,

(NgE
Q
2

v

m
Y 6ia;v;
i=1
m
Y lailv;
i=1
m
x* (Z |ai|Ui)
i=1

i=1

\%

\%

Nle Rl Xl= Xl~= Xl#-

N
Il

la;lx™(v;)

Mz

N
Il
—

V

1= 5

1
X e

N
1l

a;e;

o
~

1 I

y finalmente

M3z
8
S
IA
™
B

ivill
i=1 i=1
m
=) lal
i=1
m
= [ X aie
i=1 11

de donde (ep),c7+ ¥ (Vn)nez+ SON bases equivalentes.
Se van a utilizar los dos lemas siguientes.
Lema 4.1. El espacio cq no es débilmente secuencialmente completo.

Demeostracién. Sea la sucesion (y,),c7z+ tal que

n
Yn =) ek
k=1

Six* €cy =11, entonces x* = (x,)pez+ tal que

+00

Y x| < +oo.
n=1

Dado que para cada n € Z*, se sigue que
n n
yn) =) xer) =) xp,
k=1 k=1
de donde nlir}l x*(yy,) existe. Finalmente, es claro que
—1+00
lim y,=(1,1,1,...)€co.
n—+o0o
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Lema 4.2. Sea X un espacio de Banach con una base K-incondicional (uy),cz+. Sea (yn),ez+ Una
sucesion acotada en X tal que

1lim x*(y;)
1—+00

existe para todo x* € X* y tal que

lim u,(y;)=0

1—+00
para todo n € Z*. Entonces

1lim x*(y;)=0

1—+00

existe para todo x* € X*.

Proposicion 4.6 ([8]). Sea X un espacio de Banach con una base incondicional (u,,),cz+. Entonces

la base (uy),c7+ es completamente acotada ssi X no contiene subespacios isomorfos a cy.
Demostracién. Vamos a realizar cada implicacion por separado:

= Sea X tal que no contiene subespacios isomorfos a cg y supongo que (#,),,cz+ no es comple-

tamente acotada. Se sigue que existe (a,),cz+ en R tal que

+00
<1l y Z apUp NO converge.
k=1

n
Y apup

k=1

sup
nezZ*

Por lo tanto, existe e >0y p1 < g1 <p2<qg < psg<--- tal que si

q;j
uj= ). axi,

i=p;

entonces || = €. Se sigue que para cualquier sucesién (1,),cz+ de escalares, se tiene que

M3z

< sup [Aj]
1<j<m j

ujll < sup Mjl.
1 1<j<m

m
D Aju;
j=1

Ademas, se tiene que

=¢ sup A
1<j<m

m m
Y Ajujll = sup 1| u;
J=1 J=1

1<j<m
Por lo tanto, se tiene que (u,),c7+ es equivalente a la base de cq.

= Si (4),ez+ €s una base completamente acotada y sea (y,),.7z+ en X tal que 1i1:£1 x"(yn)
n—+oo

existe para cadan € Z*. Paracadane Z*, sea
s *
ap,= lim u .
[ ey n(9n)

Se sigue que para cada me Zt,

m
Y arup| = lim [Py (y)l <sup lly;l.
k=1 1—+00

ieZ*
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Por lo tanto,
+00

y= arug.
k=1

Por el lema anterior a (y — y;);cz+ se tiene que y; converge débilmente a y. Por lo tanto, X

es débilmente secuencialmente completo. Asi X no contiene subespacios isomorfos a ¢cg. [
Por los teoremas 3.1, 4.6 y 4,2, inmediatamente se sigue que:

Teorema 4.3 ([8]). Sea X un espacio de Banach con una base incondicional (u,),ecz+. Si X no

contiene subespacios isomorfos a cg ni a L1, entonces X es reflexivo.
Con todo lo estudiado en esta seccién se puede deducir el siguiente resultado:

Proposicion 4.7 ([12]). Dado un espacio de Banach X con una base incondicional. El espacio X

contiene una copia de cg, contiene una copia de l1 o es reflexivo.

Observacion 4.5. El término “copia” hace referencia a un espacio isomorfo.

4.3. Espacio de James

En 1951, el matematico Robert C. James publica el espacio que hoy se conoce como espacio
de James [5]. Este espacio cumple algunas propiedades importantes que muestran relaciones
entre conceptos importantes de los espacios de Banach. El espacio de James tiene las siguientes

propiedades [4]:
1. J no es reflexivo pero es isométrico a su bidual.
2. J no contiene ningiin subespacio isomorfo a cg y /1.

3. ¢ tiene codimensién 1 en su bidual J**, bajo la inyeccién canénica.

De los puntos 1. y 2., por el Teorema 4.3, se sigue que ¢/ no contiene ninguna base incondicional.

Ahora se va a definir el espacio de James y probar algunas de las propiedades que cumple:
Definicion 4.4 (James). Es el subespacio J < ¢ tal que para todo x € J,
2 2 2 2.
sup{(xp, —%py)° + (Xp, —xp, ) + -+ (xp, | —%p, )+ (xp, —%p,) 1 P1<P2 <" <Pm} < +o0.

Al espacio J se le dota de las dos normas equivalentes [1]:

Iy = \/sup{(tp, —2p,)? + (tpy =2y} + -+ (Ep,, = %p, )2 P1<P2 <+ < P}

y

1
Iliso = \/Sup§ {(ep, —2p)2 + Gopy —2py)? + -+ (xp,,, —2p,) +(@p, —%p,)? 1 P1< P2 <+ <pmf.
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4.3. ESPACIO DE JAMES

Ambas normas son equivalentes ya que es claro que |- [lj < V2|l - lliso- Ademas, si x € J se tiene
que
m—1 9 9
“x”lso =supy ) (Xp, —%p,, )"+ (xp,, —%p,)* 1 P1< " <P
k=1
2 2
< llxll5 + llxl%

2
=2|xll5,

luego [xlliso < V2llxll.

Observacion 4.6. La importancia de la norma || - ||;so es que con ella los espacios J y J** son

isométricos mientras que con la norma | - | g los espacios solo son isomorfos.

Proposicion 4.8 ([1, 4]). El espacio J es de Banach y (ey),c7+ es una base monétona respecto a

ambas normas.

Demostracion. Por las propiedades del supremo se tiene que J es un espacio normado. Para
ver que J es un espacio de Banach, con ambas normas, se va a demostrar que: toda serie

absolutamente convergente, es convergente, respecto a la norma | - ||7. Sea (x™),cz+ en ¢ tal que
+00 k
Z lx™ .7 < 4+o0.
k=1
Para cada n € Z*, se tiene que
%< lm |x? — 7| < |x"|
k Jj—+oo k J J
para cada k € Z*; de donde ||x" ¢, < 2" |l7 y
+00 k
Y Nx® e, < +oo.
k=1
Dado que cq es un espacio de Banach, se tiene que
+00
PIELE
x® =yeecy.
k=1

Ahora bien, dados p1 <po <::-< pn, se tiene que

+00 2

g (5, - )

2
m 2
Z j_xpj+1)

k

+00
Ilc® ||J s
b=

m m
Z(ypj _ypj+1 Zi
J:

J=1

IA IA
L Ll\’lg
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CAPITULO 4. BASES INCONDICIONALES

se sigue que

too
Iyl < ) lx" 1l < +oo.
k=1

Por lo tanto, JJ es completo pues y € /.

Ademas, para cadan € Z* y (a,),ez+ en R, para ambas normas, se tiene que

n
Zakek

k=1

= ”(al,a21---,an,0,0,0)”

=< |I(a17a2""7an)an+17070)”
n+l

) aker
k=1

b

de donde (e,,),c7+ €s una sucesion basica y monétona en J. Finalmente, se prueba que esta base
es densa en J respecto a ambas normas. Es suficiente probar la densidad para la norma | - || .

Dado x € J y para € >0, existen p; < pg <::- < p,, tales que

2

L 2 E
2 (o =%py)” = lly =
k=1

Ahora bien, sea
Pm
y=x— Z xper =(0,0,...,%p, +1,Xp,,+2,--.)-
k=1

SiN > p,,, paracada N <qi1---<qp, se tiene que

m n
2 2 2
|x|| Z (xpk _xpk+1) +(xp,, —xq,)" + Z (ka _ka+1)
k=1 k=1
m n 2
= Z Xpr _xpk+1 + Z Xqr ~ x(Ik+1 ’
k=1 k=1
de donde
n 9 82
Z (qu _qu+1) = Z
k=1
. [ .
y tomando el supremo sobre los g, se tiene que | y|| < 3 <esiN>pp,. O

Proposicion 4.9 ([8]). El espacio J no es reflexivo.

Demostracién. Sea sucesion (x,),cz+ en J definida por

n
Xn = Z er
k=1
para cada n € Z*. Es claro que, para ambas normas,
lx,Il=1(1,1,...,1,0,0,..)=1
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4.3. ESPACIO DE JAMES

para cada n € Z*. Con esto se tiene que

sup [lx,ll = 1< +o0.
nezZ+

Pero (x,,),c7+ no converge en J para ninguna de las dos normas, pues si m > n, se tiene que
lxn — x| =10,0,...,1,1,...,1,0,0,...)|| = 1.

Por lo tanto, (e,),cz+ no es completamente acotada. Por el Teorema 3.1, se sigue que J no es

reflexivo. O
Proposicion 4.10 ([8]). La base (ey,),c7+ es shrinking en J.

Demostracion. Por reduccion al absurdo, supongo que existe € > 0 y un bloque basico normalizado

(Un)pez+ de (e,),cz+ tal que
x*(u,)=¢€

n
u
para cada x* € X*. Sea v,, = Z k para n € Z*. Por la Proposicién 3.4.3 de [1], se tiene que

k=1
lvnllg = Z %
k=1 J
|
= ng 2: EE
k=1
5
<i/=m,
6
o0
de donde v = Z % € J. Por otro lado,
k=1
+00 x* u +00 1
x*)=)_ () >e) —=+o0
k=1 k k:Ik
no converge en J. Esta contradiccién muestra que la base (e,),,cz+ €s shrinking. O

De esto y por la Proposicién 3.3 se tiene que el bidual J** est4 identificado con el espacio de

<roo]

para las dos normas en /. Con esto, se puede demostrar la siguiente proposicion:

sucesiones reales

n
Z arep,

Z = {(an)nez+ : sup
k=1

nezZ*

Proposicion 4.11 ([1]). La funcion

U:J”* — J

x*— (A" (e -, x  (ep) - A,

con A= HI_P x**(e},), es una isometria respecto a la norma | - |liso-
n—+oo
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Demeostracién. Primero se va a demostrar que U es lineal. Sean x**,y** € X** y a, f € R. Sean
Ay = lim x**(e? Ay, = lim y**(e}).
e S, (e,) y y n—>+ooy ()
Entonces

Ulax™ + By™ ") = (=(ady + BAy), (ax™" + By Ne]) — (A, + BAy),...)
=a(—Ay,x""(e]) = Ay, ..+ B(=Ay, y" " (e]) — Ay,...)
=aUQ™™)+pU(y™™).

Ademas3s, U es inyectiva. En efecto, Si U(x**) = 0, entonces

lim x**(e;)=0,
n—+oo

de donde x**(e;) = 0 para todo & € Z*. Se sigue que x** = 0. Ahora se prueba que U es sobreyectiva.

Para x € J, se tiene que U(x**) = x es equivalente a que

nEerx**(e”) =-x1, x (e])=x2+x1, x""(ey)=x3+x1.

Por lo tanto, se define x**(e;‘) =Xx;+1+x1 para cada i = 1. Finalmente, para probar que U es una

isometria se nota que si x** € X**, se tiene que

10 (™) liso = I (—/l,x**(ei)—/l,x**(e;)—/1,...) lliso-

Ahora bien, existen dos casos: si el supremo ocurre al considerar el primer término —A o no.

Entonces el valor de ||U(x**)ll;s0, €s €l maximo entre los valores

m m
D A TR R S D S R R AR
k=1 k=1

donde los supremos se toman sobre todas las sucesiones crecientes de enteros p1 <-:- < p,,. Esta
expresion es la misma que la norma en ||-|/;s, en Z donde los dos casos se explican de si el supremo

se alcanza tal que el dltimo o primer término sean 0. O

Observacion 4.7. Como se puede ver, el uso de la norma || - ||;so es esencial para que U sea una

isometria. Si se utiliza la norma || - ||g, U solo es un isomorfismo.

Finalmente, la siguiente demostracién indica que ¢/ es casi “reflexivo”. Intuitivamente, a i(</)
le falta un elemento para completar J** con i: J — J** la inyeccién candnica.

De nuevo, por la Proposicién 3.3, se tiene que a J** se le puede identificar con el espacio de
las sucesiones tales que

I(@r)nez+ lo < +o0.

Dado que esto implica que la sucesion (a,),cz+ converge, se tiene que se puede modelar este

problema identificando a J** con el espacio ¢ y a J con el espacio cg.
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Proposicion 4.12. La co-dimension de cgen c es 1.
Demostracion. Sea (x,),c7+ la sucesion tal que
xXp=1
para todo n € Z*. Es claro que x € ¢ \ ¢g. Se va a demostrar que
{[ul} = {u +co}
es una base para el espacio cociente c/cg. Es suficiente demostrar que
span([u]) = c/co,

pues este conjunto ya es linealmente independiente. Sea [u] € ¢/cg con u € ¢. Por definicién, tomo

a= lim u, €R. Entonces
n—+oo

[ul = alx]=[aul.

En efecto, esto se cumple pues u — ax € ¢, de donde
[u —ax]=[0].
Por lo tanto, la dim(c/cg) = |{[x]}| = 1. O
Con estas ideas basicas, se puede establecer el resultado final de esta seccién:
Proposicion 4.13 ([1]). Sea x;*: J* — R tal que
x5 (ey) =1

para todo n € Z*. Entonces J** es la imagen candnica de J y x*. Por lo tanto, la codimensién de

la imagen candnica de J en J** es 1.

53






CAPITULO

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

El estudio de las bases de Schauder permiten estudiar varias propiedades de los espacios
de Banach y de sus subespacios de dimensién infinita. Ademas, su uso adecuado permite la
conclusién de resultados que no tienen nada que ver con las bases. Por ejemplo, en [8], se

encuentra el teorema
Teorema 5.1. Sea X un espacio de Banach.

m Si X* es separable y dado Y € X* de dimensién infinita tal que Y * es separable, entonces Y

tiene un subespacio reflexivo de dimension infinita.

= Supongase que X tiene dimension infinita y X** es separable. Entonces todo subespacio, de

dimension infinita, de X o de X* tiene un subespacio reflexivo de dimension infinita.

que es una conclusién simple de proposiciones demostradas con las bases shrinking y comple-
tamente acotadas.

Otro aspecto en el que se utilizan las bases es en la demostraciones de teoremas clasicos de
una forma mas sencilla y directa. Un ejemplo de esto es el Teorema de Eberlein-Smulian [1], en
el cudl se utilizan las sucesiones bésicas.

Para la continuacién de este trabajo se sugieren las siguientes ideas

1. Dado que en la definicién de base se utiliza la convergencia en la norma; se puede estudiar

que proposiciones siguen siendo validas si solo se exige que la convergencia sea débil. [3]

2. Debido a que en un espacio de Banach se tienen los Teoremas del Grafo Cerrado, Aplicacién
abierta, Acotacion Uniforme, etc; todos utilizados para estudiar las propiedades que se
pueden dotar a estas bases. Un estudio interesante seria el extender el concepto de bases a

espacios normados. [12]
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CAPITULO 5. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

3. Otro forma de avanzar en este tema es explotar las propiedades que cumplen los espacios

complementados; y cudl es su relaciéon con las bases.

Finalmente, se puede revisar otras técnicas para el estudio de los espacios de Banach con
base en [2, 6, 9].
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