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ABSTRACT

Abstract en espanol:

En este trabajo se aborda el estudio del grupo modular y su generalizacién como grupo de
Hecke. Tras una introduccién para establecer el marco tedrico relacionado con superficies de
Riemann y el grupo PSLs(R), se define el grupo modular, asi como la presentacién del grupo
en términos de generadores y relaciones, y se estudia su regién fundamental. En el nicleo del
documento se aborda la descripcién de sus subgrupos normales, en especial los subgrupos de
congruencia, y se describen las superficies de Riemann que aparecen como espacio de 6rbitas
por la accién de los subgrupos normales mas relevantes sobre el semiplano superior complejo.
En la dltima parte del trabajo, se definen los grupos de Hecke y se estudian sus propiedades y
subgrupos de mayor importancia, para terminar estableciendo la relacién con el grupo modular.

Abstract in English:

The aim of this document is to review the modular group and understand it as a Hecke
group. After a preview about Riemann surfaces and the PSLy(R) group, the modular group
is defined and also a presentation in terms of generators and relators is given, ending with a
discussion about the fundamental region. In the core of the document, normal subgroups are
described, specially the congruence groups and the quotient space caused by the action of the
most important subgroups over the upper-half plane. Finally, the modular group is extended to
the concept of Hecke group and its properties and main subgroups are briefly studied.
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CAPITULO

INTRODUCCION

a geometria hiperbélica es, sin lugar a dudas, uno de los campos de investigacién mas
fructiferos de la matematica moderna del Gltimo siglo. El desarrollo de métodos aritmético-
geométricos para estudiar el plano complejo y el efecto de distintas transformaciones
sobre €l ha hecho que se entrelacen resultados y técnicas de Analisis Complejo, Teoria de Grupos,
Teoria de Numeros y Topologia Algebraica. De este modo, es complicado abordar un estudio

profundo en este campo sin requerir maquinaria teérica de todas los campos mencionados.

Como transformaciones en el plano complejo, destacan las transformaciones de Mébius, cuyas
caracterisitcas y efectos geométricos han sido ampliamente estudiados. Las restricciones a las
que estén sujetos los coeficientes de estas transformaciones determinan el efecto de las mismas
sobre el plano. Asi, parece evidente que si elegimos coeficientes enteros, necesitaremos resultados
de la Teoria de Numeros para realizar un estudio profundo de estos grupos de transformaciones.
Anadiendo restricciones a los coeficientes, entramos al estudio de los distintos subgrupos, que
pueden ser o no subgrupos normales, finitos o infinitos, con lo que necesitamos resultados de la

Teoria de Grupos que iremos introduciendo segun se requiera.

La accion de los distintos grupos de transformaciones sobre el plano complejo, que restringi-
remos al semiplano superior, genera mediante identificacion de los elementos de las distintas
clases de equivalencia (que llamaremos drbitas) superficies orientables que pueden ser dotadas
de una estructura compleja, teniendo asi el caracter de superficie de Riemann. El estudio de estas
superficies incluye conceptos como el género, la caracteristica de Euler o el grupo fundamental

que provienen de la Topologia Algebraica.

En concreto, en este trabajo nos centraremos en el estudio del grupo modular, partiendo de
un enfoque como grupo de matrices de 2 x 2 con entradas enteras y determinante unidad, grupo

al que denotaremos SLy(Z), y asociando después transformaciones de Mobius a las matrices de
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este grupo, con lo que hablaremos del grupo PSLg(Z). Estudiaremos la relacién entre ambos
grupos modulares, asi como entre el indice de los subgrupos desde ambos enfoques, a partir de
numerosos resultados de T. Miyake y B. Schoeneberg. Revisaremos con especial atencién los
subgrupos normales del grupo modular, basandonos en los estudios de M. Newman y R. Fricke,
entre otros, y recogeremos algunas de las cuestiones que atun estan parcialmente abiertas, y
en cuya respuesta han trabajado grandes matematicos como M. Knopp e I. Reiner. Tras un
pequeiio guiio a la Criptografia, nos centraremos en el estudio de las superficies de Riemann
como espacios de 6rbitas del grupo modular y algunos de sus subgrupos en el semiplano superior,
y estableceremos isomorfismos con grupos de simetrias conocidos gracias a los trabajos de F. Klein,
G. Jones y D. Singerman. Como inicio a trabajos futuros, estudiaremos los grupos de Hecke como
generalizacion del grupo modular y revisaremos, con menor profundidad, sus subgrupos normales
mas importantes, tendiendo puentes con la Teoria de Grafos, y la relacién con las superficies de

Riemann mas conocidas, tomando recientes publicaciones de I. N. Cangiil y E. Hecke.

En conclusion, este trabajo pretende ubicar al grupo modular en una posicién accesible desde
distintas ramas de las Matematicas, y con el objetivo principal de servir de guia base para el
estudio del grupo, o bien desde un enfoque puramente consultivo, ya que si bien existen multitud
de publicaciones sobre el tema es complicado unificar sus objetivos, resultados e incluso notacion,
o bien desde un enfoque investigador para continuar con trabajos futuros. Por otra parte, en este
trabajo no se aborda la teoria de funciones automoérficas y formas modulares, que supone otro
amplio campo de estudio en el que varios de los autores consultados presentan publicaciones,
como T. Miyake y B. Schoeneberg, y que permite conectar esta teoria con cuestiones recientes

como la hipdtesis de Riemann y los trabajos de Ramanujan. Con todo ello, iniciemos el camino.

1.1. Superficies de Riemann

En esta primera seccién introductoria, recogemos tanto la definicién de superficie de Riemann
como varios resultados relevantes, tomando como fuente principalmente los trabajos de G. A.
Jones y D. Singerman (ver [44]) y de R. Miranda (ver [28]). El objetivo de estos preliminares
es introducir el concepto de superficie de Riemann para, en capitulos posteriores, referirnos
a ellas desde la perspectiva del estudio del grupo modular, utilizando si es necesario algunos
de los resultados que se van a exponer. Fue Riemann el que introdujera este concepto en su
tesis doctoral Foundations for a General Theory of Functions of a Complex Variable en el ano
1851 desde un marcado enfoque topolégico, como una forma de visualizar las llamadas funciones
multivaluadas. Durante el siglo XIX, y méas especialmente durante la segunda mitad del siglo,
la teoria de superficies de Riemann fue ampliamente desarrollada en forma de importantes
resultados, aunque la falta de maquinaria analitica de la época demand¢ las futuras aportaciones
de otros matematicos como Weierstrass para dotar de rigor a las principales demostraciones. A

este respecto, otros grandes matematicos como F. Klein o H. Weyl publicaron libros en los que

2



1.1. SUPERFICIES DE RIEMANN

dotaban de un caracter analitico a la teoria de superficies de Riemann, durante la primera mitad

del siglo XX. El concepto general de superficie es previo al que nos ataiie:

Definicion 1.1. (Superficie) Una superficie S es un espacio topolégico Hausdorff! en el que cada

punto s € S tiene un entorno abierto homeomorfo a un abierto del plano R? (o C).
Dado un recubrimiento de S por conjuntos abiertos Uj;, existen homeomorfismos
¢;:U;— W;eC

que dotan a las superficies de las mismas caracteristicas topolégicas que el plano. Asi, el par
(U;, ¢;) se denomina carta, siendo los puntos p; = ¢;(s) coordenadas locales para el punto s€ S.
La familia de cartas se denomina atlas, y se denota como «f = {Ui,gbi}. En este sentido, dos atlas
o = {Ui,</>i} y B = {Vi,%} son compatibles si los cambios de coordenadas v; 0(/>J_.1 son analiticos
en el sentido clésico, y esta compatibilidad es una relacién de equivalencia cuyas clases dotan a la

superficie S de una estructura compleja. Asi, podemos introducir el concepto central de la seccién:

Definicion 1.2. (Superficie de Riemann) Una superficie de Riemann S es una superficie dotada

de una estructura compleja.

Como ejemplos principales a los que aludiremos con frecuencia, se tienen el plano complejo
C, la esfera de Riemann Z = C U {oo} o el toro complejo T = C/Q2, siendo Q un reticulo en el plano

complejo. Recordemos la definicién de reticulo:

Definicion 1.3. (Reticulo) Un reticulo Q) es un grupo discreto tal que, dados dos nimeros

complejos w1,wse # 0 tales que wi/ws2 ¢ R, puede definirse como
22{ mw1 + nws ‘ m,ne”z }

En particular, dado un complejo z € C, el conjunto

Q(z)z{ cz+d ‘ c,deZ }
es un reticulo.

El caracter analitico de una funcién entre superficies de Riemann
f:S1— 82

depende de qué superficies relacione:

Proposicion 1.1. Sea f:S1 — S9 una funcion entre superficies de Riemann, se tiene que:

1Un espacio topolégico X es Hausdorff si para cualquier par de puntos distintos p, g existen entornos abiertos
Vp,Vq disjuntos.
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» f:81 — Cesanalitica si para toda carta (U, ¢) la aplicacién fop™1 : p(U) — C es analitica

en el sentido cldsico.
= [:C— Ces analitica si lo es en el sentido tradicional.

s f:X— Cesanaliticasi f loesentodozeCy f(1/z) loesen z=0.

Con esta base, podemos definir el concepto de funcion holomorfa entre superficies de Riemann:
Definicion 1.4. (Funcién holomorfa) Una funcién f : S; — Sg es holomorfa si la composicion
paofodi i1 (Uinf ' (Up) —C
lo es, para toda carta (U1,¢1) en S1y (Uz,¢2) en Ss.

Como consecuencia, cualquier funcién f : S1 — So € C es holomorfa si y sélo si es analitica.
Un atlas es orientable si sus cambios de coordenadas preservan la orientacién, esto es, si los
Jacobianos J; cumplen J; = 0. Asi, como una funcién analitica cumple las ecuaciones de Cauchy-
Riemann, es inmediato comprobar que toda funcién analitica preserva la orientacién. Como
consecuencia, toda superficie de Riemann es orientable, y 1as dos orientaciones posibles vienen
dadas por la clase de compatibilidad de atlas [«/] y su conjugada [E]

Existe un importante teorema que clasifica todas las posibles superficies simplemente conexas,
esto es, las que tienen grupo fundamental trivial. Veamos antes una definicion que alude a cuando

dos superficies pueden considerarse la misma.

Definicion 1.5. (Transformaciéon conforme) Una funcién f : S1 — Sg es una transformacion
conforme si es holomorfa y ademas es un homeomorfismo. En ese caso, se dice que S1 y S son

conformemente equivalentes, y se denota de la manera usual S1 = S52.

Por ejemplo, es facil ver que el disco abierto unidad 2 y el semiplano superior hiperbélico
%={ zeC|Im@)>0 }

son conformemente equivalentes por la transformacion conforme

zZ—1
f(Z)—m.

El Teorema de Uniformizacion (F. Klein, H. Poincaré y P. Koebe), cuya prueba puede consultarse

en [3], se enuncia como sigue:

Teorema 1.1. (Teorema de Uniformizacion) Toda superficie de Riemann simplemente conexa es

conformemente equivalente a una tnica de las siguientes:

2En algunos textos se dice que S1 y S9 son isomorfas, o simplemente que son homeomorfas por la funcién
holomorfa f.
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= La esfera de Riemann .
» El plano complejo C.
= El semiplano superior % (o al disco abierto unidad 9).

Una consecuencia de este teorema es la clasificacién de los grupos de automorfismos de una
superficie,

Aut(S) = { f:S—S ‘ f es una transformacién conforme },

que exponemos en el siguiente teorema (ver demostracion en [44], p. 200-202):

Teorema 1.2. Toda superficie de Riemann S simplemente conexa tiene como grupo de automor-

fismos un tinico de los siguientes:
s Aut(X)=PSL;y(C).
= Aut(C) = { f(2)=az+b|a,beC,a#0 }
» Aut(%)=PSLs3(R).

Todos los grupos anteriores son grupos de transformaciones de Mobius, y en concreto los

grupos PSLo(C) y PSLs(R) seran inmediatamente definidos en la préxima seccién.

Formula de Riemann-Hurwitz.
Terminamos esta breve seccién con el resultado mas importante de cara a estudiar el género de los
grupos, regiones y superficies que nos encontraremos méas adelante. Sea una funcién f : S1 — Sy

holomorfa no constante entre superficies de Riemann compactas, se tiene que

(1.1) 2g1—-2=deg(f)(2g2—-2)+ Y_ (mult,(f)-1),
DPES:

donde g; es el género de la superficie. Si mult, (f) es la multiplicidad de f en un punto p y deg(f)

es el grado de f, para cualquier g € Sg cumple

deg(f)= Y mult,(f).

pef~q)

Para mayor detalle, incluyendo la demostracion del teorema mediante la triangulacion de las

superficies, consultar la pagina 52 de [28].

1.2. El grupo PSL;(R)

Hemos visto que las tres superficies de Riemann simplemente conexas distintas tienen, como
grupo de automorfismos, transformaciones de Mobius con ciertas condiciones para los coeficientes.

En esta seccion introduciremos la definicion del grupo de transformaciones PSLg (R), asi como

5
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sus propiedades y los teoremas relacionados de mayor relevancia. Como no es el objetivo principal
de nuestro estudio, no expondremos las demostraciones, que pueden consultarse en [44], pero
es importante contar con estos conceptos, ya que el grupo modular PSL2(Z) del que trataremos

enseguida es un subgrupo del mismo, y por tanto hereda muchas propiedades.

Definicion 1.6. (Grupo PSL(C)) Se define el grupo de transformaciones PSLg(C) como

(1.2) PSLz(CE):{ Az)=22b | g b e deCyad—be=1 }

cz+d

De este grupo de transformaciones, obtenemos el subgrupo PSLs(R), que sirve de grupo

marco de cara al posterior estudio del grupo modular PSLy(Z).

Definicion 1.7. (Grupo PSL9(R)) Se define el grupo de transformaciones PSLo(R) como

cz+d

(1.3) PSLy®={ A)= %% | a,b,c,dcRyad-be=1 |

Las transformaciones de PSL2(R) son isometrias en el plano complejo, conservando asi la
métrica hiperbdlica. En concreto, segiin el teorema (1.2) estas transformaciones en su totalidad
conforman el grupo de automorfismos del semiplano superior % . Ademas, este grupo es transitivo
en % y doblemente transitivo en RU {oo}, esto es, para cualquier par z1,z9 € % existe A € PSLg(R)
tal que A(z1) = z9 y cualquier par ordenado (a,b) € RU {co} con a # b puede ser transformado
mediante un elemento de PSLy(R) en cualquier otro par (¢,d) € RU {oco} con ¢ # d. Dejamos la
clasificacion de transformaciones para el capitulo siguiente, donde el grupo de referencia sera el

grupo modular, pero si vamos a comentar un aspecto importante relativo a los puntos fijos :

Definicion 1.8. (Centralizador) Sea g un elemento de un grupo G, se define su centralizador

C(g) como el conjunto de elementos del grupo que conmutan con g, esto es,
(1.4) Co@={ heG|gh=hg }.

Definicion 1.9. (Clase de conjugacién) Sea g un elemento de un grupo G, se define su clase de

conjugacién [g] como el conjunto de elementos conjugados de g, esto es,
(1.5) lg1={ heG | h=aga"acG }.
El centralizador de un elemento g es un subgrupo de G y ademés se cumple que
Cg(hgh ™) =hCq(g)h ™.

Como ademads es inmediato comprobar que dos transformaciones conmutan si y sélo si comparten

el conjunto de puntos fijos, se deduce la siguiente

Proposicion 1.2. El centralizador en PSLo(R) de una transformacion hiperbdélica (repectiva-
mente parabdlica, eliptica) consiste en todas las transformaciones hiperbdélicas (respectivamente

parabdlicas, elipticas) con el mismo conjunto de puntos fijos, junto con la identidad.

6



1.2. EL GRUPO PSL3(R)

Cuando hablemos del efecto geométrico de las transformaciones del grupo modular sobre
el semiplano superior, necesitaremos entender los conceptos de linea hiperbélica y segmento

hiperbdlico. Aqui la definicion:

Definicion 1.10. (H-linea) Se define una linea hiperbélica o H-linea como el conjunto de todos
los puntos del plano complejo sobre una direccion que es o bien paralela al eje Im(z) o bien una

circunferencia con centro en el eje Re(z).

Definicion 1.11. (H-segmento) Se define un segmento hiperbdlico o H-segmento entre dos puntos
21,22 € C como el camino de extremos z1 y z2 sobre la H-linea que pasa por ambos. En particular,
si Re(z1) =Re(z2) el H-segmento es paralelo al eje Im(z) y si Re(z1) #Re(z2) el H-segmento es un

arco de circunferencia que pasa por ambos y que tiene centro en el eje real.

Las transformaciones de PSL2(R) mandan H-lineas en H-lineas y H-segmentos en H-
segmentos. Podemos ahora crear poligonos hiperbolicos tomando n H-segmentos y n vértices
en RU {00}, que pueden ser convexos si el H-segmento que conecta dos puntos cualesquiera del
poligono esté contenido en el mismo. Para calcular su area, contamos con la conocida férmula de

Gauss-Bonnet:

Teorema 1.3. (Férmula de Gauss-Bonnet) Sea P, un poligono hiperbdlico convexo de n lados,

cuyos dngulos son ai,as,---,a,. Su drea viene dada por
n
1.6) WPy)=m— Z ag.
k=1

En particular, un tridngulo hiperbdélico tiene drea

w(P3)=m—a;—ag—as.

Grupos fuchsianos.
El grupo de estudio de este trabajo, el grupo modular, es un subgrupo discreto de PSL2(R), y es

un ejemplo de lo que se denomina grupo fuchsiano.
Definicion 1.12. (Grupo fuchsiano) Un grupo fuchsiano es un subgrupo discreto de PSLg (R).

El concepto de grupo fuchsiano fue posterior a la definicién del propio grupo modular o de
los grupos triangulares, de los que hablaremos mas adelante. Fue Poincaré quien, en 1880,
desarroll6 el concepto como grupo de isometrias del plano complejo. Pues bien, igual que los
espacios de 6rbitas C/€, siendo Q2 un reticulo, son superficies de Riemann homeomorfas al toro
(ver [44], Capitulo 3), un grupo fuchsiano I' es un grupo de isometrias hiperbdlicas cuyo espacios
de 6rbitas %/I" es una superficie de Riemann. De hecho, aunque no es materia de este trabajo,
cabe sefialar que las funciones invariantes por reticulos se llaman funciones elipticas, mientras

que analogamente las funciones invariantes por grupos fuchsianos se denominan funciones

7
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automorficas. Para un mayor estudio de estas funciones, consultar [29] o [42]. Al clasificar los
grupos fuchsianos en funcién de los elementos generadores, cobran importancia los grupos ciclicos

de los siguientes tipos:

» Grupos ciclicos hiperbélicos, generados por un elemento cuya matriz asociada cumple
la+d|>2, como A(z)=Az, A > 1.

= Grupos ciclicos parabdlicos, generados por un elemento cuya matriz asociada cumple
la+d| =2, como A(z) =z + A.

= Grupos ciclicos elipticos, generados por un elemento cuya matriz asociada cumple |a + d| < 2,

como A(z) = —1/z. Estos grupos son fuchsianos si y sélo si son finitos.

No obstante, el grupo modular tiene como generadores elementos elipticos y parabdélicos. Otra
caracteristica de los grupos fuchsianos es que actdan de forma propiamente discontinua en %,

esto es, si para todo punto z € C existe un entorno U, tal que si
AU)INU #9

entonces A es la identidad, siendo A un elemento del grupo. A este respecto, enunciamos mas

propiedades en la siguiente

Proposicion 1.3. (Puntos fijos por grupos fuchsianos) Sea I' un subgrupo de PSLo(R). Es
fuchsiano siy sélo si actiia de forma propiamente discontinua en %. Ademds, si I es fuchsiano,
para todo p € % fijo por una transformacion A €1 existe un entorno U, que no contiene ningun
otro punto q # p fijo por elementos de I' (salvo por la identidad), y de hecho el conjunto de

transformaciones que fijan p es discreto para cualquier p € %.

Aunque se definira méas adelante, adelantamos que el conjunto de elementos de un grupo G
que fijan un punto p, y del que hablabamos en la proposicién anterior, se denomina estabilizador

del punto, y suele expresarse como
Gpy={ gcG|ep)=p |.

Teselaciones del plano complejo.

Supongamos ahora que tenemos un triangulo hiperbélico T' de vértices v1,ve,v3 € % URU {oo},
angulos n/m1,m/me,w/ms y lados opuestos M1, Mo, M3. Es evidente que, por la formula de Gauss-
Bonnet, n/m1+a/mo+n/mg < 7, luego 1/m1+1/mg+1/mg < 1. Apliquemos ahora reflexiones sobre
los puntos del interior del tridngulo, con ejes los lados del tridngulo, de acuerdo a la siguiente

definicién:

Definicion 1.13. (Reflexion hiperbélica) Una transformacion R distinta de la identidad se
denomina reflexién hiperbélica o H-reflexion con eje M si es una isometria hiperbélica que fija

cada punto m € M.



1.2. EL GRUPO PSL3(R)

Si el eje M coincide con el eje imaginario Imz, se puede comprobar que la transformacién
Ry(z) = —z es una H-reflexién, mientras que si M es cualquier otra H-linea, existird T' € PSLy(R)
tal que T(M) =Imz y con ello R = T~'R(T es una H-reflexién en M. Partiendo del triangulo Ty
llamando R; a la reflexién con eje el lado M;, es evidente que R;(T) = T" es otro triangulo con los
mismos angulos, ya que las H-reflexiones conservan angulos, si bien invierten la orientacién y
por ello R; ¢ PSLy(R). Asi, los productos de reflexiones que fijan un vértice concreto v; pueden
entenderse como rotaciones con centro v; y angulo de giro 27/m;, ya que es necesario aplicar m;

rotaciones alrededor de v; para dar la vuelta completa al vértice.

(3]
v
2

[
o

Figura 1.1: Triangulo hiperbdélico.

De esta manera, se tiene que las rotaciones que fijan el vértice v; son elementos de orden

finito m;, de forma que en general
(RiR)™ =1,i#j#k.

Aplicando reflexiones no sé6lo al triangulo original sino a los tridngulos reflejados que van
apareciendo, cubrimos el semiplano % con lo que se denomina una teselacion. Es algo que haremos
mas en detalle cuando hablemos del grupo modular, pero es importante tratar de antemano el
concepto ya que permite introducir la nocién de grupo triangular: si I'* es el grupo generado por
las reflexiones R1,R2,R3, se puede ver facilmente que es fuchsiano puesto que un punto p tendra
tantas imagenes por rotaciones como triangulos en la teselacién. De hecho, si restringimos al
semiplano % definiendo G =T'* N PSLs(R), se tiene el grupo triangular G ¢ PSL4 (R), que puede

ser definido de una forma més general:

Definicion 1.14. (Grupo triangular) Un grupo G fuchsiano se denomina grupo triangular si esta

generado por dos elementos X1,X9 con 6rdenes finitos m1,mg y admite la presentacién
Gmymams = ( X1.Xa | X[ =XJ2 = (X1 Xo)™ =1 ),
siendo m3 el orden del elemento X3 = X1 Xo.

De hecho, el subgrupo H; < G generado por el elemento X; es un grupo finito ciclico (eliptico,
por tanto) de orden m;, i € {1,2,3}, y este hecho lo utilizaremos tras ver la presentacion del grupo

modular. El dltimo resultado relevante de esta breve introduccién viene dado en el siguiente
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Teorema 1.4. Toda superficie de Riemann S es el espacio de érbitas %/T para algin grupo
fuchsiano I'. Ademds, la superficie S = U/T es conformemente equivalente a la superficie S’ = %/T’

para cualquier otro grupo fuchsiano conjugado I = ATA™1, con A e PSLy(R).

En particular, la esfera de Riemann es, como veremos, el espacio de érbitas %/I" para I’
triangular. Veremos cémo obtener las superficies de Riemann mediante identificaciones de H-
segmentos en %, y la estrecha relacién entre el grupo modular y los grupos de simetrias de
los sélidos platénicos que podemos inscribir en la esfera. Respecto a las caracteristicas de las
superficies obtenidas, es de sobra conocido el concepto de género de una superficie orientable,

siendo por ejemplo g =0 para la esfera y g = 1 para el toro. No obstante, recordemos el concepto:

Definicion 1.15. (Género de una superficie orientable) Se denomina género de la superficie
conexa orientable S al namero de toros que hay que adjuntar a la esfera (mediante suma conexa)

para obtener una superficie homeomorfa a S.

Asi, una superficie orientable de género g es homeomorfa a una esfera a la que se pegan g
asas, como se describe en numerosos textos (por ejemplo en [15]). Pues bien, para g =2 se tiene

que, si S es compacta, su grupo de automorfismos esta acotado:
[Aut(S)| = 84(g - 1),

dandose la igualdad si el grupo es de Hurwitz :

Definicion 1.16. (Grupo de Hurwitz) Un grupo H no trivial se denomina grupo de Hurwitz si es
el grupo de automorfismos de orden 84(g — 1) para alguna superficie de Riemann de género g = 2,

y cuya presentacién viene dada por
(1.7) H=( XY |X?=Y*=(XY) =17 ),
siendo £ un conjunto de relaciones que hacen al grupo finito.

Como ejemplo Estos grupos tendran su lugar en el estudio que, por fin, comenzamos.
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CAPITULO

EL GRUPO MODULAR

n este capitulo introduciremos el grupo de estudio de este trabajo, el grupo modular,
visto como grupo de matrices y también como grupo de transformaciones lineales ra-
cionales. Tras dar una presentacion del grupo en términos de generadores y relaciones,
clasificaremos las distintas transformaciones en funcién de su traza en elipticas, hiperbélicas
y parabdlicas, y analizaremos el efecto geométrico que estas transformaciones tienen sobre el

semiplano superior hiperbélico, % .
2.1. Definicion: SLy(Z)y PSLy(Z)
Comenzamos definiendo el grupo modular (de matrices) I' = SLg(Z) como sigue:

b
2.1) F:SLQ(Z):{ A:(“ d) a,bc,deZyad-be=1 }
C

Si asociamos a cada matriz A € I" una transformacién lineal racional mediante el homomorfis-

mo de grupos dado por

az+b
cz+d’

a

c

b
(2.2) (,b:Az( )—»A(z):
d
obtenemos el grupo modular (de transformaciones) T = PSLo(Z) definido como
(2.3)

T=PSLy(2)= { A(z) = 22tb

cz+d d cz+d

b
(a )EF}:{A(z):w a,b,c,deZyad—bc:l}.
c

Como ocurria en el caso del grupo PSL2(R), las transformaciones del grupo modular son

isometrias en el plano hiperbélico. Ademas, la matriz identidad I y su opuesta —I tienen la misma
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transformacion asociada I(z) = (—I)(z) = z, con lo que el subgrupo {+I} es normal en T, lo que
expresaremos utilizando la notaciéon usual {+I}<TI'. Asi, se puede entender el grupo PSLq(Z)
como el grupo de matrices SLy(Z) en el que se identifica cada matriz con su opuesta, de manera

que inmediatamente se deduce el isomorfismo T=T/{+] }, esto es,

(2.4) PSLy(Z)=SLo(2)/{+I}

Comentario sobre la notacién.

Siempre que no provoque confusién, denominaremos indistintamente A tanto a una matriz A € T’
como a la transformacién asociada, entendiéndose si se trata de matriz o de transformacién segin
el contexto. De igual forma, en secciones posteriores se hablara del grupo modular PSLy(Z) o
bien como grupo de matrices 2 x 2 con la identificacién de cada matriz con su opuesta o bien como

grupo de transformaciones, siendo el enfoque elegido indiferente.

2.2. Presentacion del grupo

Nuestro objetivo es establecer una presentacién del grupo PSLs(Z) =T en términos de

generadores y relaciones. Para ello, comencemos con un teorema:

11 0 -1
Teorema 2.1. Sean las matrices U = (0 1) yT= (1 0 ), se tiene que U (de orden infinito) y T

(de orden 4) generan el grupo T.

Demostracion. Las afirmaciones sobre los 6rdenes de U y T' son inmediatas, puesto que

(1 R 9 [-1 O
U® = VekeZyT"= .
01 0o -1

a
Generemos una matriz ( ) € I’ mediante los generadores U y T. Teniendo en cuenta que

c

a+kc b+kd
y que TA =
c d

lc|] <lal y distingamos dos casos:

—C

U*A = ( - ), supongamos sin pérdida de generalidad que

a

= Sic=0,comodetA =ad—-bc=ad es necesario que |a| =|d| =1, luego A = +Uko para cierto
k() e”’.

= Si ¢ #0, podemos aplicar el algoritmo de Euclides a a y ¢ (asumiendo que |c| < |a|, tomando

en otro caso la matriz T'A), hasta llegar a que (a,c) = 1, como sigue:
a=koc+ry, —c=kiri+re, ri=korg+rs,--- ,(=1)*r,_1=k,r,+0,

terminando con r, = +1. Asi, se tiene que TU *T...TU %A = +U*»*1 con k,.1 entero,

con lo que finalmente se puede despejar A en funcién de los generadores.
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6
Por ejemplo, para la matriz A = (5 6) se tiene:

6=1-5+1y —-5=(-5)-1+0,

siendo en este caso k1 = =5y ko = 1. Ocurre que TUTU 1A = —-U, y por tanto A = UT U 5T~ 1(-U)
o bien, como ~U = T?U, A=UT-'U5TU.

0
Teorema 2.2. Dada la matriz R =TU = (1 ) ) y considerando R1 = —R, el grupo I también

tiene como generadores a T y R1 y, de hecho, se tiene el sistema completo de relaciones

(2.5) T*=R3=1,R1T*=T?R;.
Con ello, se tiene la presentacion
r=( T.Ry|T*=R3=1R\T*=T?R, ).

Analogamente, podemos llegar a una presentacion para I'. Para ello, recuperemos las trans-

formaciones generadoras
-1 —
UR)=2z+1,T()=—yTU(E)=R(z)=——.
z z+1

Es claro que T%(z) = z y que R3(z) = z, luego tienen érdenes 2 y 3 respectivamente. Ademas, dado
que las matrices T'y R1 = —R generan I', andlogamente las transformaciones asociadas T'y R

generan f, con lo que tenemos el siguiente teorema:
Teorema 2.3. El grupo modular PSLy(Z) admite la presentacion
T=PSLy(Z) = < T.R|T?=R%=1 >

También se puede ver I' como producto libre de los grupos ciclicos generados por cada

generador, para lo cual necesitamos la siguiente proposicion.
Proposicion 2.1. Sean los grupos

Gi=( X1,X2,-,Xn, | Ri,R2, R, )y Ga={ Y1,Yp,+,Ys, | FL,Fo, -+, Fi, ),
entonces el producto libre G = G1 * Gg tiene presentacion

G=( X1,X, . Xn,, Y1, Y2, Y, | R1,R2, Ry, F1,Fa, oo Fin, ).

De esta proposicién se deduce automaticamente el siguiente teorema:

Teorema 2.4. T es isomorfo al producto libre del grupo ciclico de orden 2 por el grupo ciclico de

orden 3, esto es, T = Cy * Cs.
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2.3. Clasificacion de transformaciones

En préximas secciones necesitaremos estudiar el efecto que las distintas transformaciones del
grupo PSLs(Z) tienen sobre el semiplano superior hiperbdlico a nivel local. Dicho efecto depende

del caracter de la transformacion.

Definicion 2.1. Sea A(z) = ‘;‘ng una transformacion en PSLqy(Z).

= Se dice que A es una transformacién eliptica si |[Tr(A)| =la +d| < 2.
= Se dice que A es una transformacién parabdlica si |[Tr(A)| =la +d| =2.
= Se dice que A es una transformacion hiperbélica si |Tr(A)| =la +d| > 2.

Para obtener los puntos fijos, basta con resolver la ecuacion

az+b

Alz) =
) cz+d’

de donde se deduce que si A(z) es una transformacion eliptica, entonces fija dos nimeros complejos
conjugados; si es parabdélica fija un tinico punto % € QU {oo} y finalmente si es hiperbdlica fija
dos conjugados en el cuerpo cuadratico Q [\/N ], con N > 0 entero . En [42], se demuestra la
conexion entre los autovalores de la matriz y los puntos fijos de la transformacién asociada:

a

Proposicion 2.2. Si A = ( ) €I tiene dos autovalores A1 # Ag, entonces la transformacion

c
asociada A(z) tiene los puntos fijos

b .
2j= = a,Je{l,Z}.

Esta proposiciéon permite realizar un estudio de los puntos fijos de A(z) a partir de los

autovalores de A € I'. Comenzamos calculando su polinomio caracteristico :

b
A= (“ d) —det(A-AID=(a-ANd-A)-bc=A%-(a+d)A+ad —bc =12 —Tr(A)A + 1.
C

Estudiemos las posibilidades atendiendo al discriminante A =Tr?(A)—4:

» Si Tr(A) = 0 entonces VA = +2i y con ello A = +i. Obsérvese que estos autovalores son
unidades! en el cuerpo Q[i]. Asi, en el caso (@ +d) = 0 la matriz A tiene asociada una

transformacion eliptica. La tranformacion generadora T tiene punto fijo z =i en %.

1Un elemento x en un anillo H es una unidad o elemento invertible si existe otro elemento yeH talque x-y=1d,
siendo Id el elemento identidad para la multiplicacién.
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» Si|Tr(A)| =1 entonces VA =+v~=3y con ello A = +p*! o0 bien A = (—p)*!, siendo p = 2"/3,
En este caso, los autovalores son unidades en el cuerpo Q [\/—_3] Asi,enelcasola+d|=1
la matriz A tiene asociada una transformacién que también es eliptica. Obsérvese que la
tranformacién generadora R = T'U tiene tiene como punto fijo p = —% +V3i/2 €U, que esta

entre los autovalores estudiados.

» Si|Tr(A)| =2 entonces VA =0 y con ello A = +1, unidades en Q. Asi, en el caso [a +b|=21a

transformacién es parabdlica. El generador U es un ejemplo, que fija inicamente oo.

= Si ITr(4)| > 2 entonces VA = /Tr’(4)—4 y con ello A = 1 (Tr(A) +V/Tr2(A) - 4), unidades
en Q [\/ (a+d)?- 4] . Asi, en el caso |a + d| > 2 la transformacién es hiperbélica.

Equivalencia de puntos bajo I'.
Con la mencionada clasificacién de transformaciones, vamos a revisar en qué sentido dos puntos

son equivalentes y qué propiedades algebraicas se derivan de ello. Comencemos con una definicién:

Definicion 2.2. Dos puntos 21,29 € 2 = C U {oo}, se dice que son T-equivalentes si JA €T tal que
A(z1) = z9. Asi, esta relacion entre puntos es de equivalencia y podemos hablar de la érbita de z

por la accién de T':
(2.6) Te={ weX|w=A@) conAeT |.

En relacion a la definicion anterior, se puede hablar de clases u érbitas parabdlicas, elipticas
e hiperbdlicas en funcién de qué tipo de transformaciones actian en la equivalencia entre los

puntos de la clase:

Definicion 2.3. Sea una transformacién A €T, se denomina clase de conjugacion de A a
[A]:{ BeT |B=XAX ' XeT }
La clase de conjugacion sera parabdlica, eliptica o hiperbdlica en funcién de la naturaleza de A.

Cuando la transformacién es parabdlica, mediante conjugaciones es sencillo llegar de un

punto p a cualquier otro ¢ si p,q € Q U {oo}. Veamoslo en el siguiente

Teorema 2.5. Si A €T es parabélica, entonces tiene como conjunto de puntos fijos Q = QU{oo}. Asi,
todo racional q € Q es equivalente a oo en T y ademds A es conjugada de U*, esto es, A = XU*X 1
para cierta X € I'. Las transformaciones parabdlicas que comparten puntos fijos forman un grupo
infinito ciclico.
a b 1 k
con ¢ =0 entonces A = + ,
d 01
luego A = U*, que fija co; pero si ¢ # 0 entonces por ser |a +d| = 2 se obtiene, sin mas que operar,

Demostracion. Como indicacion, obsérvese que si A = (
c
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que el unico punto fijo es % € Q. Por otra parte, dados dos enteros coprimos a’ y ¢’ existiran,
por la Identidad de Bezout, b’ y d’ tales que a’d’ — b’c’ = 1. Por consiguiente, podemos formar
la correspondiente matriz X € I con X(co) = a'/c’ y tal que A = XUX ! fija a'/c’, con lo que
A es parabdlica. La tltima parte se reduce a observar el caso en que el punto fijo es oco: tal

transformacién es U* que tiene orden infinito. O

Teorema 2.6. Si A €T es eliptica, entonces fija { qg= iic—_d €Q[i] | d?2=-1 médec } (casoa+d =

0) o bien { qg= Pilc_d €Qp] ‘ d?2=-1 médec } (caso |a +d| =1). Las transformaciones elipticas

del grupo modular son de orden 2 6 3. Ademds, toda A €T eliptica es conjugada de R, R>o T.

Demostracion. La primera parte se deduce de los calculos derivados del polinomio caracteristico
(detalles en [42], p.10-12). Por otra parte, si A es la matriz asociada a la transformacién y tiene
polinomio caracteristico P(X) = X2 + 1 se tiene que P(A) = A%+ 1 =0, luego A? = —I y por tanto
A2(2) = z. Se comprueba anédlogamente el caso en que P(X)= X2+ X +1, para el que A3(z) = z.
La dltima afirmacion es facil de comprobar si se tiene en cuenta que tanto los autovalores como

la traza son invariantes bajo conjugacion. O
Para el dltimo teorema a este respecto, necesitamos un par de definiciones:

Definicion 2.4. Sean dos enteros x,y, se define su espacio de médulos o simplemente mddulo

como

2.7 (x,y)={ ax+ﬁy‘a,ﬁe@[\/ﬁ],n>0}.

Teorema 2.7. Si A €T es hiperbélica, entonces fija pares de conjugados en un cuerpo cuadrdtico
Q[v/7]. Las transformaciones hiperbdlicas con los mismos puntos fijos forman un grupo infinito
ciclico y dos puntos z1 =ai/as y z9 = b1/bg son equivalentes si existe w € QQ [\/ﬁ] tal que (a1,a2) =

w(b1,b9), siendo (a1,a2)y (b1,bs) mddulos.

Demostracion. Dejamos al lector consultar la pagina 13 de [42], dado que las transformaciones

hiperbdlicas no son de gran relevancia para nuestro estudio. O

Conclusion: T y R son transformaciones elipticas con puntos fijos i, p y 6rdenes 2 y 3 respec-
tivamente, mientras que U es parabélica con punto fijo co y orden infinito. Como consecuencia,
los subgrupos generados correspondientes (T"), (R) y (U) son ciclicos de 6rdenes 2, 3 e oo, respec-

tivamente.

Para terminar la seccién y, como consecuencia de lo visto hasta ahora, podemos clasificar los

puntos fijos en tres categorias, segun la siguiente definicion.
Definicion 2.5. Sea A €T con punto fijo zg € % U Q U {0}, entonces:
= El punto fijo z¢ se denomina punto eliptico si A es una transformacion eliptica.
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= El punto fijo zg se denomina punto parabdlico o ctispide si A es una transformacién

parabdlica.
= El punto fijo zg se denomina punto hiperbdlico si A es una transformacién hiperbdlica.

Como observacion, es importante recalcar que una transformacién no puede ser parabdlica
e hiperbélica a la vez. A continuaciéon veremos qué importancia tiene a nivel geométrico la
naturaleza de las transformaciones y sus puntos fijos, de cara a obtener teselaciones a partir de

un triangulo hiperbélico.

2.4. Region fundamental

En esta seccién vamos a definir el concepto de regién fundamental tanto para I' como para
cualquier subgrupo de indice finito en T, y estudiaremos la accién de los generadores de T sobre

su region fundamental para obtener finalmente una teselacion de %.

2.4.1. Region fundamental de PSLy(Z)

Comencemos con la definicion general de regién fundamental para un grupo fuchsiano G,

como subconjunto del semiplano superior extendido al que denotaremos
(2.8) U* =9 UQU{oo}.

Definicion 2.6. Sea H un subgrupo de indice finito en GG, se dice que el conjunto & c % es una

region fundamental para H si es cerrado en % y ademas:
1. Ureg T(F)=%.
2. T(F )ﬂ907 = ¢ para todo T € H — I, donde la notacién Z se refiere al interior de F.

En el caso que nos ocupa, en el que el grupo fuchsiano es I = PSLy(Z), la definicién es

equivalente a la siguiente:

Lema 2.1. Sea G un subgrupo de indice finito en T (o el propio I), & C % es una regioén funda-
mental para G si su interior contiene como mucho un punto de cada clase de puntos T-equivalentes

en 9, esto es,
Vze F si A(z) € F entonces A =1.

En particular, la érbita de los puntos del conjunto Q U{oo} no corta al interior de .
Asi pues, se tiene la siguiente afirmacion:
Teorema 2.8.
F = { Z€EU ‘ |Rez| < % ylzl=1 } es una regién fundamental para el grupo modular T.
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T
-1 o 1

Figura 2.1: Region fundamental para I

Demostracion. Sea z € %, tomemos el reticulo L definido como
L={ cz+deuU ‘ c,deZ }

Es claro que cualquier subconjunto no vacio de L contendra un elemento con médulo minimo, y

en concreto dicho valor minimo aparecera en el conjunto

s 3}

Ademas, sin mas que operar sabemos que
Im(z)

lez +d|?’

Im(A(2)) =
y debe existir un punto zg equivalente a z y que cumpla
Im(zp) = Im(A(zp)),VA€eT.

Recuperamos ahora la conocida matriz U™, reemplazamos zy por U™(z() si es necesario y
asumimos |Re(zg) < 1/2]. A su vez, cogemos la transformacién asociada a la matriz T, a saber

T(z) = —1/z, y observamos que
Im(29) < Im(-1/29) = Im(z0)/ |20/
de modo que |zg| =1, implicando zg € & y con ello % = UJger A(F).

Tomemos ahora %#; como el interior de la regiéon %, para verificar que A(F1)NF1 = @ si

b
d) eI estal que A(F1)NF1 # @ y un complejo z
c

a
A # +1. Para ver esto, supongamos que A = (

tal que A(z) € %1, asumiendo que Im(A(z)) = Im(z) (si es necesario tomamos A~! en lugar de A).
Se tiene

le|Im(z) < |cz+al|2 <1,

18



2.4. REGION FUNDAMENTAL

y como z € %1 entonces Im(z) > v/3/2 y con ello |¢| < 1, por lo que o bien ¢ =1 o bien ¢ =0. Si |¢| =1,
entonces |z + d| <1y ademas |z + d| = 1 para cualquier d entero (porque z € %7), luego llegamos a

contradiccion. De este modo, ¢ =0 y A tiene la forma
105 b
A=+ =1+U’,A(z)=z+b
01

y s6lo queda pensar que z y U(z) pertenecen a &7 sélo en el caso en que b =0, esto es, cuando
A = +1. Queda entonces demostrado que & es una region fundamental para I'. O

Como se observa en la figura, los puntos p = e?"/3 & = ¢™/3 son las intersecciones del arco
de circunferencia unidad con las H-lineas Re(z) = J_r%. Veamos una definicion seguida de una

interesante propiedad a este respecto.

Definicion 2.7. (Orden de un punto) Un punto zg € % * es de orden k, k > 0 entero, si es fijo por

una transformacién A de orden k, esto es, si A¥(z) =z para todo z € % * y A(zg) = 2.

Proposicion 2.3. Todo punto eliptico zg € % de T es equivalente o bien a i o bien a p en I. De

hecho, i es un punto eliptico de orden 2 con estabilizador
I =1{+1,+T}

mientras que p es de orden 3 con estabilizador

ry=den+|t TH 20 T s jersur 2Ty,
o L Y U | }

1 0 1 -1
Andlogamente, todo punto parabdlico es equivalente a oo, con lo que el conjunto de puntos
parabélicos (o cispides) de T es Q* = QU {oo}. En ocasiones se dice que oo tiene orden infinito.

a
Demostracion. En el caso parabdlico, basta con elegir X = ( ) e I' de forma que a/c € Q sea

c
irreducible (asi, X(oco) = a/c y se tiene la equivalencia). Ademads, puede considerarse que oo tiene

orden infinito ya que es fijo por U, que tiene orden infinito. En el caso eliptico, como & sélo
contiene un representante de cada clase de equivalencia de puntos y como las transformaciones
T,U generan T, es claro que todo punto interior de & seré ordinario (en el sentido de tener
estabilizador trivial), asi como todo punto del borde de &, denotado como 0%, que no esté en
{p, ¢, i}, por lo que todo punto eliptico debe ser equivalente a un eliptico de 6. Ademas, p y ¢ son

T-equivalentes puesto que U(p) = ¢, relacién que denotaremos como p ~ &. O

Consideraciones acerca de &.

Los puntos del interior de & son representantes unicos de sus clases de equivalencia de puntos,
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es decir, no existen dos puntos equivalentes en el interior de la regién fundamental. Los lados de

la regién se presentan como pares de conjugados
(p,00) ~ (=p,00) y (p,1) ~ (—p, 1),

donde U*! y T transforman cada lado en su conjugado, recibiendo asi el nombre de transfor-
maciones de borde. Cuando veamos la region fundamental de los subgrupos de I', utilizaremos
la idea de que las transformaciones de borde generan dichos subgrupos. Si pensamos en pun-
tos fijos (elipticos, hiperbdélicos o parabdlicos), los representantes de sus clases de equivalencia
vendran dados por los puntos fijos de estos generadores. Una consecuencia directa de la region

fundamental es la siguiente
Proposicion 2.4. Sean los generadores conocidos T y R = TU, se tiene que:
1. Todas las matrices A con Tr(A) =0 son conjugadas de T.
2. Todas las matrices A con |Tr(A)| =1 son conjugadas o bien de R o bien de R2.

Demostracion. Probemos como ejemplo la primera afirmacion (la segunda es analoga): es claro
que T'(i) =1, esto es, i es fijo por T, y es el representante de su clase de equivalencia de puntos en
. Asi, si tenemos una matriz A € I' con Tr(A) = 0 con puntos fijos elipticos z y z, hemos visto
que deben ser equivalentes a i, y de hecho sabemos que debe existir S € I' tal que S(z) =i, con lo
que entonces

SAS7'(i)=iyconello SAS™1=T.

En conclusién, las dnicas transformaciones en I' que fijan puntos equivalentes a i son conjugadas
de T. O

2.4.2. Teselacion del plano hiperbédlico

Vamos a analizar el efecto que tiene la aplicacién de distintas transformaciones del grupo
modular sobre la regiéon fundamental &, para terminar observando que se obtiene una triangula-
cion de % .

Para ello, considérese A € T y % la regién fundamental del teorema 2.8.

Definicion 2.8. Se define un tridngulo modular como %4 = A(&), es decir, la imagen por A de
F.

Es evidente que el conjunto de tridngulos %4 cubre el semiplano superior, luego

(2.9) UFa=%
Ael

Es importante realizar varias observaciones sobre la teselacién de la figura 2.22 :

2Imagen creada con el software FunDomain, escrito por Helena A. Verrill, y bajo licencia GNU GPL. Disponible
en https://wstein.org/Tables/fundomain/
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Figura 2.2: Teselacién del semiplano hiperbdlico.

= Como una transformacién en PSLg(R) lleva H-lineas en H-lineas, se tiene que la imagen
de una H-linea de la teselacién por A €T viene determinada por la imagen de uno de sus

puntos (distinto de p,i,00).

= Todo punto de % * no perteneciente a la érbita de p,i, o oo, es la imagen de un tnico punto
de &, mientras que p,i,00 son los puntos de interseccion de 3, 2 e infinitas H-lineas de la

teselacion, coincidiendo con los érdenes de las transformaciones R,T,U respectivamente.

= Cada tridangulo modular 4 es adyacente exactamente a otros tres, dado que A™1(F,) = F
y T(ZF), U(F) y U L(F) son adyacentes a & porque T manda % al tridngulo de vértices
0,¢,0,y U desplaza & una unidad a la derecha (U~ alaizquierda).

0 1

Figura 2.3: Triangulo modular & (en verde) y sus adyacentes: U(%), T(¥)y U “1(%).

= En cada punto equivalente a p se encuentran 6 tridngulos con angulo de incidencia /3. Las
transformaciones de la forma SRS~! son rotaciones (en el plano hiperbélico) con centro

S(p) y angulo 27/3.
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Figura 2.4: Tridngulo modular & (en verde) y sus rotados con centro p: R(%F) y R%(%).

= En cada punto equivalente a i se encuentran 2 tridngulos. Las tranformaciones de la forma

STS~1 son rotaciones con centro S(i).

T
o 1

Figura 2.5: Triangulo modular & (en verde) y su rotado con centro i: T(&).

Existen mas consideraciones goemétricas que iremos introduciendo a lo largo de las secciones

siguientes.
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CAPITULO

SUBGRUPOS DEL GRUPO MODULAR

continuacién vamos a estudiar en detalle los distintos tipos de subgrupos del grupo
modular. En primer lugar definiremos los subgrupos principales de congruencia y veremos

ciando un subgrupo es de congruencia. Seguidamente veremos el subgrupo conmutador

y su relacién con el subgrupo potencia y las condiciones necesarias para que un subgrupo normal
de T sea de congruencia. Para terminar el capitulo y con el objetivo de aportar cierto sentido
practico a tanta carga tedrica, veremos brevemente como utilizar los elementos y las propiedades

del grupo modular para encriptar texto plano sin formato.

3.1. Subgrupos de congruencia

Comencemos estudiando un tipo importante de subgrupos de I' que aparece cuando aplicamos

el concepto de clases de residuos médulo N en nuestro contexto.

Definicion 3.1. Sea'=SLy(Z) y N €N, se define el subgrupo principal de congruencia de nivel

a6 3] meav |

Se puede comprobar que, efectivamente, I' (V) es un subgrupo de I', y ademas si M|N entonces

N como

a b
3.1) F(N)={ ( )ESLz(Z)
c d

I'(N) cI'(M). Si identificamos cada matriz con su opuesta, obtenemos una caracterizacién matri-

cial de los elementos del subgrupo principal de congruencia, como grupo de transformaciones:

(3.2) f(N)z{ (“ b EPSLg(Z)(a b)Ei(l 0) méd N }
d c 0o 1

d
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de modo que claramente
(3.3) T(N)=T(N)/{£1},
y evidentemente se tiene la caracterizacion mediante transformaciones
(a b) eT'(N) }
c d

Asi, en posteriores secciones trataremos PSL(Z) o bien como grupo de matrices en el que

cz+d

(3.4) T(N)= { A(z) = 2*b

A =-A, o bien como grupo de transformaciones asociadas a las matrices de SL9y(Z), esperando

que esto no provoque la confusién del lector.

Tomando residuos médulo N.

Sea

A

@ 0 @
c d 2 )

con My (Z) el grupo de matrices 2 x 2 con entradas enteras y la aplicacion

(3.5) An : My(Z)— Mo(Zy) con An(A) = (aN bN)

cy dn

siendo ayy :=a méd N y Ms(Zy) el grupo de matrices 2 x 2 con entradas enteras médulo N.
Es claro que se tiene un homomorfismo de SLo(Z) en SLo(Zx) que, ademas, verifica el siguiente

teorema:
Teorema 3.1. Sea Ay el homomorfismo de SLo(Z) en SLo(Zy). Se tiene:
1. AN es un epimorfismo.

2. ker(Any)=T'(N) es normal en I, y como consecuencia directa se tiene el isomorfismo

'y :=I/T(N)=SLa(Zy).

3. AN induce un homomorfismo de PSLo(Z)en PSLo(Zp).

Para la demostracién, utilizaremos un conocido resultado sobre congruencias:

Lema 3.1. Para cada solucién de la congruencia ad —bc =1 méd N existen a’' =a,b’ =b,c¢' =

c,d' =d tales que a’'d' - b'c’' = 1.

an bN) .

Demostracion. Basta con probar la primera afirmacién, para la cual cogemos ( d
CN N

SLo(Zp). Sea la matriz
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.y b
(3.6) P2 V] medN,
¢ d cy dn
entonces a'd’ —b'c’ =1 méd N con (¢',d’,N) =1 (y podemos suponer (c¢’,d’) = 1). Elegimos

keZtalquea'd —b'c’=1+kN ya",b" tales que a"d' — b"c’ = —k. Finalmente, tomamos

a=a'+a"N,b=b'+b"'N,c=c',d=d’
a b)_(aN bn

c c

b
con lo que (a d) eSL2(2)y ( ) moéd N. O

cN dn

Nuestro siguiente objetivo es obtener expresiones para calcular el orden de estos subgrupos.
Antes de ello, debemos detenernos unos instantes a estudiar la relacién entre los subgrupos de
['=SL3(Z)ylos de T =PSLy(Z). Ya vimos que el homomorfismo dado por

az+b
cz+d

asocia una transformacion lineal racional a una matriz del grupo modular SLg(Z).

(3.7 P(A)=A(2) =

Proposicion 3.1. Si Q es un subgrupo de I entonces la restriccion ¢ : Q — ¢(Q) es un epimor-
fismo con ker(¢p) = {+1I} si -1 € Q y es un isomorfismo si —I ¢ Q. Para estos QQ c I que no contienen

a la matriz —I, podemos aplicar la extension Q* = QU (-=1)Q y se cumple
Q=¢(Q) = HQ).

Independientemente de que ocurra —I € Q se tiene que si Q es normal en I' entonces Q es
normal en I'. No obstante, la pertenencia o no de la matriz —I al subgrupo Q c I es importante
a la hora de hallar los 6rdenes de los subgrupos que hemos definido, puesto que determina el

célculo del indice |T": Q|. Asi, si llamamos u=|I': Q| y fi= |f : §| (ambos finitos), se tiene

p si —-Ie€Q

(3.8) a= ,
%,u si —I¢Q
puesto que, si —1 € Q, la descomposicién
u
(3.9) = UQSk,SkEF
k=1
implica la descomposicién
-k _
(3.10) I'= UQSk,SkEF
k=1

mientras que, si —I ¢ Q, en la primera descomposiciéon debe haber el doble de términos en la

unién que en la segunda, esto es,

r=(Gas o

k=1

=
1C=

(—I)QSk).
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Subgrupo principal de congruencia extendido.

En el caso particular Q =T'(IN), se suele tomar la extension
(3.11) [INI=T(N)u(-DI'(N),

que solo coincide con I'(N) cuando N =2 (ya que —I € I'(2)). Para N > 2, I'(N) # I'[N] aunque
siempre T[N]= f(N), de modo que en cualquier caso se tiene ¢(I'(IV)) = p(I'(N)u(-DT'(N)) =
T(N).

Definicion 3.2. (Grupo modular de nivel N) El grupo I'y = PSLy(Zy) se denomina grupo

modular de nivel N.

Asi, las transformaciones del grupo modular de nivel N tienen coeficientes en el anillo de

enteros Zy. Se verifica el siguiente

Teorema 3.2. Sean los grupos modulares T = PSLo(Z) sobre Z y PSLo(Zn) sobre Zy;, se tiene el

isomorfismo
(3.12) Tn:=PSLy(Zn)=T/T(N),

donde el grupo T'x tiene orden )fN’ igual al indice de T(N) en T y se relaciona con |Ty| =
|T/T'(N)| como sigue:
— 1
[T| =10 = STV,

Ahora si, calculemos el orden de los subgrupos principales y especiales de congruencia, para
lo cual comenzamos con un lema (demostrado en [29], p.106) que involucra la factorizacién de un

numero natural en factores primos, y seguidamente un teorema.
Lema 3.2. Sea N =[], p® donde cada p es primo, entonces

(3.13) SLo(Zn) = [[SLoA(Z)p).
p

Teorema 3.3. Si p es primo, se tiene la siguiente expresion para el orden:

(3.14) |ISL2(2,)| = p(p®-1).

Demostracion. Sea GLy(Z,) el grupo de matrices invertibles con entradas residuos médulo p,
como |A|#0 VA = (Ccl Z) € GLy(Z,) los vectores (a,b) y (c,d) son linealmente independientes.

Para cada una de los p2 — 1 posibles (a,b) ( todos menos el (0,0) ) hay p2 — p posibles (c,d) (todos
menos los paralelos al vector (a, b)), con lo que |GL2(Zp)| =(p?-1)(p? - p). Para finalizar, como
det(B)=1VB e SLy(Z,) entonces GLo(Z,)/SLa(Z,) = Z, —{0} y por tanto |GL2(Zp)|/|SL2(Zp)| =
|Zp — {0}|, esto es,

(3.15) T, = |SL2(Z,)| = 0%~ D% - pY(p —1) = p(p? - 1.
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Ademas, como I = T/{+I} y ademas —I e I'(N) si y sélo si N =2, entonces:

Teorema 3.4. El orden del grupo modular de nivel p con p primo viene dado por

p(p;—l) si p>2
(3.16) IT,| = PSL2(2,)] =

6 si p=2

Veamos qué ocurre con el caso mas general, en el que N puede ser o no un nimero primo.
Para ello, necesitamos algunos resultados de Teoria de Numeros cuyas demostraciones se pueden
encontrar en [29]. Comencemos, pues, con una proposiciéon que nos permitira relacionar el nimero
de soluciones de una congruencia con el orden de los subgrupos, para a continuacién exponer en

un teorema la formula para el calculo del orden.

Proposicion 3.2. El orden del subgrupo SLa(Zy), coincide con el nimero de soluciones (no

congruentes entre si) de la ecuacién ad —bc=1 méd N. Si N =[], p“ entonces

(3.17) ISLo(Zn)| =[] |SLa(Zpe)
p

Demostracion. Es deduccién directa del Teorema Chino del Resto, puesto que los p® son eviden-

temente coprimos. O

Teorema 3.5.

(3.18) ITn|=ISLe(Zy)l = [] p** (1-1/p*) =N° ] (1-1/p?),
pIN pIN

N Mw(1-%) si N>2
(3.19) [T| = 1PSLy (2w =
6 si N=2

Demostracion. Sea ¢p(N) el cardinal del conjunto de coprimos menores que N, donde ¢ es la
funcién de Euler. Veamos c6mo utilizar dicha funcién para calcular el orden en el caso simplificado
N = p?%, con lo que podriamos obtener una férmula general para el orden de SLg(Zy) basandonos
en la proposicién (3.2). Es claro que existen ¢(p“) soluciones para a (méd p®) con a, p coprimos, y
para cada solucién podemos elegir p® valores de b y p® valores de ¢, quedando d determinado.
Anslogamente, si pla existen p® ! posibles elecciones de a (méd p%) (multiplos de p menores que
p?% e incluyendo el 0), cada una de las cuales permite elegir p® posibles residuos d (méd p%) y

¢(p®) valores para b y para c. Por tanto, utilizando la proposicién (3.2) se tiene
|SL2(Zpa)| — (p(pa)p%c + (P(pa)p2a—1 — p3a(1 _ 1/p2)'
Con este razonamiento unido a (3.8) llegamos a las expresiones buscadas. O
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Corolario 3.1.
(3.20) ISLo(ZN)l = ¢(N)IGL2(ZN)|
Demostracion. Sea la aplicacién determinante

det: GL9(Zn)— {elementos invertibles en Zy}.

Es claro que, como ocurre en el caso N = p primo, ker(det) = SL2(Zy). Ahora bien, el conjunto de
llegada de la aplicacién corresponde, por definicién, al anillo de unidades de Zp, denominado
U(Zn), y cuyo orden es ¢(INV). Por tanto, se tiene |SLo(Zn)| = |GLo(ZN)I/P(N). O

Definimos ahora un tipo de subgrupos mas general:

Definicion 3.3. (Subgrupo de congruencia) Sea I" (IN) subgrupo principal de congruencia de nivel
N,y Q cT un subgrupo del grupo modular. Se dice que Q2 es un subgrupo de congruencia si
I'(V) € Q. Al menor N tal que I'(V) € Q se le denomina conductor de QQ (nomenclatura segin T.

Miyake, ver [29]) o simplemente nivel (segin Klein).

El concepto de nivel de un subgrupo tiene una gran profundidad e ira tomando lugar en
posteriores secciones. Por ello, reservamos un apartado en el nicleo del capitulo para discutir
distintas definiciones del concepto, segtin Klein y Wohlfahrt, asi como la equivalencia entre las
mismas bajo ciertas condiciones. De momento, nos conviene para el propésito actual de esta

seccién adelantar un teorema de considerable importancia, y que es consecuencia de que
1 N
U = eT(N).
0 1

Teorema 3.6. Si I'(N) € Q, entonces YA €I se cumple
(3.21) AUNA T eQ.
En particular, el conductor (o nivel) es el menor N que cumple dicha propiedad.

Dedicaremos una seccién completa a la definicién y estudio del concepto de nivel. Definimos

ahora una clase especial de subgrupos de congruencia:

Definicion 3.4. (Subgrupos especiales de congruencia) Sea I' =SLy(Z) y N €N, definamos una

serie de subgrupos especiales de congruencia®.

(3.22) FO(N)={ (“ Z)ESLz(Z) c=0 médN}
C

1Algunos autores como T. Miyake los denominan subgrupos de congruencia de tipo Hecke, por ejemplo en [29],
pero evitaremos tal nombre para no provocar confusién con los grupos de Hecke que veremos mas adelante.
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0 a b B .
(3.23) I''(N) = J €SLo(Z) | b=0 mod N
c
0 a b .
(3.24) Fo(N) = J €SLo(Z) | b=c=0 médN
c

a b ,
(3.25) Fl(N):{ ( d €SLs(Z) | c=0ya=d=1 médN }

c

El nimero natural N de todos los subgrupos definididos coincide con el nivel del subgrupo.

Proposicion 3.3. Para los subgrupos anteriores, se tiene la siguiente igualdad cuando N =1:
(3.26) ['=T(1)=Tp(1)=T%1)=TY(1) = T1(1).

Ademds, si M|N entonces I'(N) c I'(M), To(N) < T'o(M), TO%(N) = T°(M), TH(N) < TQ(M) y
T'1(N) < T1(M).

Indice de los subgrupos de congruencia.

Calculemos ahora el indice de los subgrupos de congruencia vistos:

Teorema 3.7. Sean FO(N),FO(N),Fg(N) y T'1(N) los subgrupos de congruencia definidos en (3.4),

su indice viene dado por:

FIT: TN = IN3[,n(1-1/p?) si N>2
1 |[F:Tav|=4
IT:T(2) =6 si N=2

2. |T:To(N)| = f:TO(N)| = N1, n(1+ 1/p) (idem para |T :TO(N)| ).

3. [T:T90N)| = |T:To@)| = N2 [T, (1 + Up).

FIToN) :T1(N) = p(N)2 si N >2
4 ‘fg(N):fl(N)|=
ITo(2):T1(2)| = 1 si N=2

Demostracién. Dado un subgrupo Q cI', retomemos la notaciéon u=1|I": Q| y g = |f : §|. Vimos

que u=pusi-IeQy %u =psi—1 ¢, de donde se desprende que
= = = =0
(3.27) [T : To(V)] =T To@V)| = [T : 10| = [T T )|
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y ademads, como la congruencia ad —bc =1 méd N tiene ¢p(INV) soluciones si b=c =0y Np(N)

soluciones si b =0 o bien ¢ =0, se tiene

[T(N)I
(3.28) IT:To(IN)| = ———— ={teorema (3.5)}=N | | (1 + 1/p)
O Ny T ﬂv i
y
IT'(N)| 2
(3.29) [:TAN)|=—==N2[]@+1p).
O
Corolario 3.2. |[o(N): To(N)| =N y si N >2 entonces IT': Ty (V)| = [ (1+ 527 )
Demostracién. En la ultima igualdad se ha utilizado que
NTlpn(1+1p)
N)=ToWN):T1(\N)| = ToN):T1(N/IT: T1(N)| = ————
G(N) =To(N):T1(N)| = [To(N) : T1(N)I/] 1(NV)I T T (V)]
luego
N (1+1/p) 1 2
IF:F1(N)|=M: lizn(lJr_).
[

Consideraciones sobre la notacion.

En las secciones que completan este capitulo eliminaremos, por simplicidad, la distincién entre los
grupos modulares T y I', y denotaremos simplemente como I' al grupo modular de matrices 2 x 2
con ad — be =1, en el que se identifica cada matriz con su opuesta®. Analogamente, hablaremos
de subgrupos principales de congruencia (extendidos) I'[ V] considerando que en ellos se da
también la identificacién I ~ —1. Asimismo, se hablara indistintamente de la matriz A y de su

transformacién asociada A.

3.2. Subgrupo conmutador y subgrupo potencia

En esta seccion vamos a presentar y estudiar dos subgrupos normales de gran relevancia
dentro del reticulo de subgrupos normales del grupo modular. En la peniltima seccion del capitulo
se daran varios resultados sobre subgrupos normales que requeriran algunos de los conceptos que
se van a exponer inmediatamente. Haremos referencia a I' como el grupo modular de matrices
2x 2 con ad —bc = 1, identificando cada matriz con su opuesta. Como desde el inicio de este

documento, trabajemos con las matrices generadoras

0= et o[t

y teniendo en mente que U=TRyR =TU.

2Esta notacién no debe causar confusién, dado que en multitud de articulos se define precisamente I' de esta
manera, y se toman subgrupos conteniendo a —I para evitar problemas con el célculo de indices.
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3.2.1. Subgrupo conmutador

Necesitamos unos preliminares generales sobre el subgrupo conmutador de un grupo:

Definicion 3.5. (Subgrupo conmutador) Sea un grupo G, se define su subgrupo conmutador G’

como sigue:
(3.30) G = < [x,y] =xyx~ly~1 ‘ x,yeQG >

Proposicion 3.4. Sea G un grupo y G' su subgrupo conmutador. Entonces G' <G y ademds G es

abeliano si y sélo si G’ es trivial.

Demostracion. La segunda afirmacién es inmediata, pues dos elementos x,y € G conmutan
si y sélo si [x,y] = 1. Para la primera, tomamos & € G/, g € G y comprobamos que ghg ! =
ghg 'h 'h=[g,hlheq'. O

Definicion 3.6. (Abelianizacién) Sea G un grupo y G’ su subgrupo conmutador. El grupo G/G’

se denomina abelianizacion de G.

Proposicion 3.5. Sea G un grupoy G' su subgrupo conmutador. La abelianizacién G/G' es un

grupo abeliano y, de hecho, cualquier otro subgrupo H <G tal que G/H es abeliano contiene a G'.

La tultima proposicién pone de manifiesto que el subgrupo conmutador G’ es el minimo

subgrupo normal H tal que el cociente G/H es abeliano, de donde se desprende el siguiente lema:
Lema 3.3. Sea G = {x,y) y N <, si se cumple [x,y] € N entonces G'  N.

Demostracion. Cojamos un subgrupo H <G tal que G/H es abeliano. Entonces, para todo con-
mutador [x,y] € G se tiene que [x,y] =1 mod H puesto que G/H es abeliano. Por consiguiente,
[x,yl€e H,y conello G'c H. O

Asi, para nuestro grupo de estudio I', tenemos el subgrupo conmutador I' <«I". Vamos a
comenzar viendo su rango y su indice en I', tomando resultados de J.Nielsen y M.Newman ([37] y
[30D):

Proposicion 3.6. Sea I'' <«T el subgrupo conmutador, tiene indice |F T | =6y rango 2, esto es, el

minimo conjunto de generadores tiene 2 elementos:
(3.31) I'=(a=TRTR?b=TR2TR),

donde los generadores a y b son las transformaciones con representacion matricial

21 11
.82 o L s
11 1 2
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CAPITULO 3. SUBGRUPOS DEL GRUPO MODULAR

Obsérvese que, como T? =1y R3 =1 entoncesa=[T,R]y b= [T,R_l]. Ademds, el grupo modular

se puede descomponer como

5
(3.33) r=)> vkr.
k=0
Demostracion. Ver articulos de M.Newman y J.Nielsen ([30] y [37], respectivamente). O

De la proposicién anterior se deduce que la abelianizacién I'/I' es un grupo abeliano ciclico de
6 elementos, generado por TT' y RI” (recordemos que T'y R generan el grupo modular). Asi, la

abelianizacién del grupo modular admite la presentacion

(3.34) r/r’:< T.R | T=R®=1TR=RT >

Segundo subgrupo conmutador.
Extendamos la nocién de subgrupo conmutador, para poder afrontar el arduo desarrollo de la

teoria relativa a la clasificacién de los subgrupos normales de I', con la siguiente definicion:

Definicion 3.7. Sea un grupo G y G’ el subgrupo conmutador. Se define su segundo subgrupo

conmutador G” como sigue:
(3.35) G’ = < [x,y]=xyx~ty1 ‘ x,yeG' >

Este subgrupo I'"' es normal en I' y, adema4s, es un grupo libre de rango infinito y con indice
IT’:T”| infinito (Kurosh, [24]). Este hecho no es cierto para la abelianizacién I'/T" que veremos

maés adelante. Este subgrupo permite establecer una relacién de equivalencia en I':
(3.36) x,y €l cumplen x ~ y siy sélo sixy eI”.

Si denominamos e, (w) (respectivamente e;(w)) a la suma de los exponentes de base a = [T, R]

(respectivamente b = [T,R‘l]) en la palabra w € I/, se tiene la siguiente caracterizacién:

Proposicion 3.7. Sean x,y €T con la relacién de equivalencia vista, entonces si x,y € I’ se tiene

que
(3.37) x~Yysiysolosieg(x)=ey (y)yep(x)=ep(y).

La gran utilidad de los subgrupos conmutadores I’ y I'’ reside en su estrecha relacién con
todos los subgrupos normales de I' de género 1, donde el concepto de género, que estudiaremos
mas adelante, tiene que ver con el niimero de agujeros de la superficie de Riemann que aparece
como espacio de orbitas %/Q). En esta biisqueda de subgrupos normales destacan los trabajos
de Newman ([30],[32] y [35]). Para profundizar en la relacién mencionada, necesitamos una

propiedad y un lema previos:
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Proposicion 3.8. Sea C(w)=UwU ! la conjugacién de w €T por U, se tiene que C(a)=ab 1y
C(b)=a.

3 -1
Demostracién. C(a) = C(TRTR?)=UTRTR?*U! = (1 0 ), y se comprueba igualmente que
-1 2 2 (3 -1 L
C(a)=ab ™ =TRTR“(TR*“TR) " = L ol El caso de C(b) = a es similar. O

Lema 3.4. Sea Q<I", entonces Q<T si y sélo si C(Q) < Q.

La demostracion se sigue inmediatamente de (3.33). Veamos con mas detalle el siguiente

resultado:

Lema 3.5. Sea Q<T'y I cQ. Si U*a%b% e Qy UPraP2bP3 € Q entonces U +P1q%2+P2p@s+hs ¢
Q.

Demostracién. Sea UP1aP2bP3 € Q, como Q <T entonces U P1UP1aP2pPsUPr = aP2bPsUPL e Q, y
como U%a®2p% € () entonces U%a%p%aP2pPsUP1 € O, con lo que de nuevo por normalidad
UPrU 1 q2p@aP2pPs by —P1 = UPr1ta1q%pasaP2pPs € Q. Ahora bien, por la relacién (3.36) se

tiene que a®2b%al2pPs ~ g¥2+P2p@+hs v como I < Q hemos terminado. O
Establezcamos por fin el resultado mas importante de la seccién:
Teorema 3.8. Sea QI con género 1, entonces I cQ T,

De cara a demostrar este teorema, necesitamos recuperar el concepto de género, esta vez en

el contexto de un grupo fuchsiano:

Definicion 3.8. (Género de un grupo fuchsiano) Sea I un grupo fuchsiano. Se llama género del

grupo al género de la superficie S = %/T’, entendido como ntimero de asas de S.

Asi, el género de un subgrupo normal del grupo modular I' coincide con el género de la
superficie de Riemann que, como veremos, aparece como espacio de érbitas %/I". Otra propiedad
que necesitamos utilizar es que I'” es el subgrupo normal de I més pequefio que contiene a U®,

hecho que vamos a demostrar inmediatamente a través del siguiente lema (Newman, [31]):

Lema 3.6. Sea A(6) el subgrupo normal de T mds pequefio que contiene a US, y I el segundo

subgrupo conmutador de I'. Entonces:
(3.38) AB)=T".
Demostracién. Ya vimos que I'" es un subgrupo libre, de rango 2 y generado por los elementos
2 1 11
a= yb= .
11 1 2
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En este caso, tomaremos los generadores

2 1) ., 4 (2 -1
a= yb :b = s
11 -1 1

de forma que el conmutador [a,b'| resulta ser

-1 -6
[a,b'] =aba™'b'"1 = =US,
0o -1
luego U% € I”. Como I'” es normal en T y [a,b'] = U® € A(B) entonces I < A(6). Para terminar,

como A(6) es el subgrupo més pequefio que contiene a U®, necesariamente se tiene la igualdad. O

Utilizaremos un ultimo lema debido a R.C.Gunning (demostracién en [14]) que retoma el

concepto de nivel de un subgrupo normal, el minimo N entero tal que U pertenece al subgrupo:
Lema 3.7. Todo subgrupo normal Q) <I con género 1 tiene nivel 6.

De este dltimo lema se deduce que todo subgrupo normal en I' con género 1 contiene a U® pero
no a U” si k <6y, por consiguiente, nos permite observar que, en particular, el subgrupo principal
de congruencia I'[6] tiene género 1. Tras estos resultados previos, estamos en condiciones de

comenzar la prueba del teorema.

Demostracién. (Teorema (3.8)) En primer lugar, U® € Q dado que Q tiene género 1, luego se
tiene que I’ < Q. Entonces, por ser U generador de I podemos escribir g = U*g’ € Q con g’ € I”
y k=0,1,---,5. Como a su vez g’ = a®b%g" con g" € I entonces g = Uka®b*g" y ademés
Uka®1p® € Q porque I < Q. Con ello, utilizando que Q <T se tiene C(U*a*b%) € Q, con lo que

aplicando reiteradamente (3.8) se llega a que g € I, con lo que Q < I". O

Estudio de Q/T" con Q«T.
Visto que todo Q <T" con género 1 cumple I =« Q cI”, es claro que I'/T' y I'/T"” son abelianos, con
lo que cabe preguntarse qué ocurre con Q/I'’. Asimismo, al igual que I'/I” tiene generadores TT’

y RI”, veamos que el grupo Q/I'"” también se puede generar con dos elementos.

Teorema 3.9. Sea Q normal en Iy tal que Q#T". El grupo Q/T" es abeliano no ciclico con dos

generadores.

Demostracién. Comenzamos recordando que I'” es libre con indice infinito en I". Asi, como
Q" <cT'MT" y I'/T" es abeliano libre con dos generadores (aI'” y bI'"'), se tiene que o bien Q/T” es
ciclico o bien es abeliano libre. Supongamos que es ciclico con generador a®b‘I"”. En esta situacion,

como ) «I" debe existir £ entero tal que
C(asbt) - (asbt)k, ((ab—l)sat) _ (asbt)k
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con la relacion de equivalencia descrita en (3.36). De esta dltima expresion se desprende que
(k—1)s—t=0y s+kt =0, sistema cuya tnica solucién es s =t = 0, valores que implican que
Q =T", imposible puesto que Q # I'"” por hipétesis. El grupo Q/T"” no puede ser ciclico y, por tanto,

es abeliano libre con dos generadores AT’ y BI'”, A,B descritos en los siguientes teoremas. [

Existe una correspondecia uno a uno entre los Q <I" de género 1, que segin hemos visto
cumplirian I ¢ Q cI”, y las tripletas ordenadas de enteros positivos bajo ciertas condiciones

(Newman, [32]). Veamos esta equivalencia, que permite ademas deducir numerosas propiedades.

Teorema 3.10. Buscar los Q<T tales que I'" < Q c I es equivalente a buscar (p,m,d) € 73

cumpliendo:
1. p>0
2. me[0,d-1]
3. m?>+m+1=0 (mdd d)

y ademds se tiene la descomposicion Q=Y A*B!T", con A =aPb™P y B =b%. Asi, el grupo Q/T"
estd generado por AT" = aPb™PT" y BT = 4P,

Encontrados estos tres enteros p, m y d, podemos aplicar la notacion Q := (p,m,d). A continua-
cién enunciamos algunos teoremas y resultados tutiles demostrados en los trabajos de Newman, y

que relacionan la teoria de subgrupos conmutadores vista con relaciones de congruencia.
Teorema 3.11. Sea Q =(p,m,d), se tiene que

IT":(p,m,d)| =dp®

I'=) a"b°Q,

donde r € [0,p—1]y s € [0,dp —1]. Ademds, no existe un tinico 2 <I" con el indice descrito,
existiendo de hecho una expresion para el nimero w(q") de subgrupos normales en I' con género 1

e indice 6q" (en T'), siendo q primo:

1+(=1" .
% si g=2

(3.39) w(i@M =<1 st g=3,

LD 4 ([2] - (-1 (1+q/3) si q>3
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donde [%] es la parte entera y q/3 el simbolo de Legendre-Jacobi de reciprocidad cuadrdtica,

definido como

0 si pla
(3.40) alp={ 1 si 3Ix/x®>=a (méd p) .
-1 si otro caso

Teorema 3.12. Sea I'[N] el subgrupo principal de congruencia de nivel N (con la identificacién
I ~-1), se cumple |F’ : F[6]| =72y ademds I'[6]:=(2,1,3).

Demostracion. Ya hemos visto que |I" : T'[6]| = 72 y por otro lado |F I | =6, con lo que

|T":T[6]| =T [6]:T|/|I":T| =72/6 =12.

I':T[6]|=12=

dp? y la tnica solucién posible bajo las condiciones del teorema (3.10) es (p,m,d) =(2,1,3). O

Obsérvese que I'" «T'[6] = I dado que I'[6] es normal en I' y tiene género 1. Asi,

Los resultados de esta seccién permiten caracterizar los subgrupos normales de género 1,

hecho que cobra forma en el siguiente corolario:

Corolario 3.3. Sea la terna (p,m,d) de enteros bajo las condiciones del teorema (3.10), entonces

existe un grupo Q <I' de género 1 tal que
(3.41) Q= { wel’ ‘ eaw)=0 médpyep(w)=m-e,(w) moéddp }

Por ejemplo, F[6]::(2,1,3)={ wel" | eqw)=0 méd2y ep(w)=1-e,(w) mod6 }

3.2.2. Subgrupo potencia

Como ultimo tipo importante de subgrupos normales de I', vamos a estudiar el subgrupo
potencia y vamos a establecer como conclusién las conexiones existentes entre I', ciertos subgrupos

potencia y el subgrupo conmutador. Comencemos por tanto con la definicion:

Definicion 3.9 (Subgrupo potencia). Se define el subgrupo potencia I, con m € Z, como
(3.42) r’"=<Am\Aer,mez>.

Este subgrupo es normal en I' y ademéas cumple las siguientes propiedades de naturaleza

evidente:
1. T™cI™ VYm,neZ”Z.
2. T c(I™)* Vm,n€eZ.
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3. I =T"" VYm. neZ, con (m,n):= MCD(m,n). Como consecuencia directa, se tiene

(3.43) [ =T213,

Demostracién. (de la afirmacién 2) En primer lugar, como I, I c T" ge sigue que I"* I c
™ con lo que falta ver la otra inclusién. Si A € T y, por la identidad de Bezout, am + fn =
(m,n) con a,B € Z, entonces como A*™ € I y AP" ¢ T" se deduce que A*mAP = pAam+hn —

Amn) e T por tanto [ < T™I™ y hemos terminado. O

Detengdmonos unos instantes en la identidad I’ = I'2I'® para estudiar la estructura algebraica

de I'2 y I'® a través de dos teoremas que demostré Newman en [30]:
Teorema 3.13. Sea I'? = < A2 ‘ AeT >, se cumplen los siguientes enunciados:

» T2 es el producto libre de 2 grupos ciclicos de orden 3. Asi,

r: F2| =2y con ello podemos
expresar I =T2+ TT2.

» I'2 es isomorfo al grupo generado por R y TRT.
« 12={ AeT | er(4)=0 mod2 }.
Teorema 3.14. Sea I3 = < A3 ‘ AeTl >, se cumplen los siguientes enunciados:

» I3 es el producto libre de 3 grupos ciclicos de orden 2. Asti, |I': F3| =3 y con ello podemos

expresar I =T3 + RT3 + RT3,

» '3 es isomorfo al grupo generado por R, RTR? y R’TR.
« 13={ AT | er(4)=0 mod3 }.

Antes de establecer la conexiéon con el subgrupo conmutador, necesitamos establecer tres

identidades en las que intervienen congruencias:

Proposicion 3.9. Sea I' el grupo potencia, se cumplen las siguientes relaciones:
= [ =T si(m,6)=1,
» 12" =T25i (m,3)=1,
» 3 =T35i(m,2)=1

Demostracién. Indicacién: se utiliza el hecho de que T2 =1 y R3 =1, con lo que para probar la
inclusién de derecha a izquierda (la otra es inmediata) sélo hay que probar, en cada caso, que los
generadores estan contenidos en los miembros de la izquierda, tarea sencilla puesto que 7'=T™

y R =R*™ en el primer caso, R = R*?™ en el segundo caso y T' = T°™ en el ultimo caso. O
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Por fin, llegamos a la conclusién fundamental que establece el puente con el subgrupo

conmutador:
Teorema 3.15. Sea I’ el subgrupo conmutador, se cumple que I' =T?NT3.

Demostracién. Como I'/T2 y I'/T® son abelianos (por ser ciclicos), tanto I'2 como I'® contienen a I/

y por ello I” c 2N T3. Ahora, como I'2 y I'® son normales en T, se tiene el isomorfismo
(T2r3yr? =212 nr?),
ycomo I'’I® =Ty \I“ : F3| =3, necesariamente |1”2/(1”2 N F3)| =3, y ademas se tiene
IT:T2n03| =|0: 12| 1%:12nT?|=2-3=6=:T,
de donde se desprende la igualdad T2 N T3 =T". O

Existe una prueba maés sencilla, que se basa en la caracterizacién de los elementos de I, T'? y

I'® que da Petersson en [38]:

Proposicion 3.10. Sea A = (a
c

b

d) eI, se cumple que:
s AeI'siysdlosiab+3bc+cd=0 méd6,

» AeT?siysolosiab+bc+cd=0 méd2,

» AeT?siysolosiab+cd=0 mod3.

Asi, la identidad T2 N T3 =T’ es deduccién directa.

El teorema anterior es importante de cara a demostrar, por ejemplo, que I'*” es un grupo
libre para cualquier m entero (basta con apreciar que I'*” cI'® c T2 T3 =T", y recordar que
todo subgrupo de un grupo libre es libre). Asimismo, podemos estudiar si el subgrupo potencia
I'® cumple I cT'® c I 0 bien I'® c I c I”, obteniendo una serie de conclusiones en forma de

corolario:

Corolario 3.4. Sean I y I los subgrupos conmutador y segundo conmutador respectivamente, y

sea el subgrupo potencia I'®. Se cumplen los siguientes enunciados:

1. T ={a,b), con a,b definidos en (3.32).

No

. [a,67t]=USeT®.
3. T T8,
4. T'/T% es abeliano.

Demostracion. Las dos primeras afirmaciones son inmediatas. Para la tercera afirmacion, poner

G =T"y N =T5 en el lema (3.3). La cuarta de deduce inmediatamente de la tercera. O
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La familia de subgrupos I''(p, ).
Para p,q enteros y positivos, se denota como I''(p, q) al subgrupo normal de I'" que cumple que

todo elemento w =a"1b%t---a"™ b5 € I’ pertenece a I''(p, q) siy sélo si

n n
(3.44) eq(w)= Z r;i=0 modp,ep(w)= Z $;=0 modgq.
k=0 k=0

Es trivial que I < I’(p, ¢). El indice de I''(p, q) como subgrupo de I’ es
(3.45) IT":T"(p,9)| = pq,
puesto que si tomamos el subgrupo normal

F'(p,l):{ wel’ ‘ eq(w)=0 médp }

se puede ver que [I":T'(p,1)|=p y |I'(p,1): I'(p,q)| = ¢, de modo que (por el Tercer Teorema de

Isomorfia)
II':T'(p, 1| = |I":T"(p, )|/ |[T'(p, 1) : T'(p,q)| implica |I":T"(p,q)| = pg.
Asi, se tiene la descomposicion

(3.46) I'=) a"b°T'(p,q),

r,s
conr=0,1,---,p—1ys=0,1,---,q9 — 1. Si queremos obtener su rango como subgrupo de I, que
tiene - segin hemos visto - rango 2 como grupo libre, podemos utilizar una formula debida a

Schreirer para calcular el rango r de un subgrupo de un grupo libre de rango R, teniendo indice i:
(3.47) r=1+i(R-1).

Como i =pqg y R =2 se deduce que r =1+ pgq.

Vamos estudiar el caso concreto en que p = g = 6, para establecer un puente con los subgrupos

potencia ya vistos:
Teorema 3.16. Se tiene la siguiente igualdad entre subgrupos:
(3.48) '(6,6) =T,

En particular, |F : F6| =216 y I'® es libre con 37 generadores, con lo que se puede descomponer
I" como I = ¥, s<5a"b°TS.

Demostracién. Comencemos con la parte més sencilla. Si I'(6,6) = I'® entonces por (3.45)
I’ 16| = |1 : I'6,6)| = 62

y como |F T | =6 se deduce que |F : F6| =6pq =62 =216, y ademas, por la férmula de Schreirer
(3.47), el rango es 1+ pg = 1+ 62 =37, siendo asi I'® subgrupo libre de I con 37 generadores. La

siguiente fase es demostrar las inclusiones I'(6,6) cI'® y I'® c I(6, 6):
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s (<). Un elemento de I''(6,6) puede escribirse como w =a” b5 ---a"»b%", con e,(w) =5 (W) =0
(méd 6). Como I'"/T" es abeliano, podemos escribir w =a” 1t " ps1t*Snyy' con w’ € I'”. La

inclusién I'"" < I'® permite dar por finalizada la prueba, esto es, w € I'® Vw € T'(6,6).

= (D). En primer lugar, tomemos un elemento v € I'. Ya vimos en (3.33) que existe % € [0,5]

entero tal que v = U*v’, con v’ € I". Si elevamos este elemento,
6
6 = (Ukv/) _ (Ukv/U—k) (U2kU/U—2k) . (Uekv/U—6k) Uk,

y como U® = ab 1a~1b estd en I (porque eq,(U®) = e, (U®) = 0), entonces U® € T'(6,6).
Retomando la operacién de conjugacién de un elemento por U, esto es, C(v) = UvU™L,

6

podemos expresar v° como sigue:

(3'49) U6 — Ck(vl)c2k(vl)_ . ‘Cek(vl)UGk € rl’

ya que tanto v’ como C(v') pertenecen a I''. Ademas, como C/(xy) = C/(x)C/(y) para cual-
quier par de elementos x,y € I, deben existir a y f§ enteros tales que v’ = a“bﬂvg , con
vy € I'"'. Sustituyendo y operando en la expresién (3.49) teniendo en cuenta que I es

abeliano médulo I'”, se obtiene
(3.50) 6= (Ck(a)Czk(a)~~~CGk(a))a (Ck(b)c2k(b)- ~~06k(b))ﬁ " " er”

Observando los exponentes de las expresiones C*(a) y Ck(b) para k=0,---,5 (ver p.486 de
[301), se comprueba que si £ # 0 entonces v® € I < I'(6,6), mientras que si £ = 0 ocurre que

v8 € I7(6,6), de modo que en cualquier caso v® € I'(6,6).
O

Por 1ltimo, no queremos dejar sin sefalar y probar una tultima conexién entre subrupo

potencia, subgrupo conmutador y subgrupo principal de congruencia con nivel 6:
Teorema 3.17. T cT'[6]cT".

Demostracion. Un primer enfoque se reduce a recordar que I'[6] = (p,m,d) =(2,1,3). Otra prueba
consiste en apreciar, en primer lugar, que como I'[2] y T'[3] estdn generados por elementos de I'?
y 3 respectivamente, utilizamos el hecho trivial de que I'[2]NI'[3] = I'[6], con lo que se tiene
I'(6]c (F2 o)} 3) =TI". Por otro lado, toda matriz A € I' cumple, sin més comprobacién que operar,

la relaciéon
(8.51) A=A -Tr(A)-1,

con lo que se llega facilmente a A® = +1 méd 6 (aplicando médulos 2 y 3), deduciéndose asi que
A8 eT6]. O

Otros autores han trabajado en el estudio del subgrupo conmutador y su relacién con otros
subgrupos. En particular, J.H. van Lint lleg6 a resultados vinculados al teorema anterior y pueden

consultarse en [45].
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3.3. Profundizando en los subgrupos normales

Tras la fuerte carga tedrica de las secciones anteriores, recogemos en este apartado algunos
resultados recientes relacionados con ciertas cuestiones abiertas relativas a los subgrupos nor-
males del grupo modular I'. Podemos englobar los principales temas sobre los que han hecho

recientes conjeturas, demostraciones y debates entre matematicos en estos puntos:

1. Hemos hablado del concepto de nivel de un subgrupo de I'. Recuperaremos el concepto y

veremos la equivalencia entre las diferentes definiciones.

2. Ya vimos que un grupo Q es de congruencia si contiene algin subgrupo principal I'[m],
y recogimos varios ejemplos importantes de subgrupos de congruencia conocidos. Pero,
ies cierto que todos los subgrupos normales de I' son de congruencia? Veremos que no, y

estableceremos las condiciones para que si se cumpla.

3. Si I'[m] es el subgrupo principal de congruencia de nivel m y A(m) el minimo subgrupo
1 m
normal de I" que contiene a U™ = (O 1 ), ses cierto que I'[m] = A(m)? Veremos que depende

de ciertas condiciones sobre m.

4. ;Cuantos subgrupos normales de indice u existen? Pese a que no existe todavia una
respuesta general, veremos que si u cumple ciertas condiciones, si somos capaces de contar

esta cantidad.

3.3.1. Nivel de un subgrupo

Si bien hemos recurrido varias veces en las secciones anteriores al concepto de nivel de un
subgrupo descrito por Klein en el contexto de un subgrupo de congruencia, esta definicién es
equivalente, para ciertos subgrupos, a otra mucho mas general establecida por Wohlfahrt en [47].

Recordemos:

Definicion 3.10. (Nivel de Klein) Sea I'[n] subgrupo principal de congruencia y Q c T’ que
contiene a I'[n], entonces ) es un subgrupo de congruencia y el minimo n que cumple la condicién

se denomina nivel (de Klein), que denotaremos en algunas ocasiones como ng.

Los trabajos de Fricke, en especial el teorema que lleva su nombre (ver [12]) nos permiten
consolidar las definiciones y los conceptos previos necesarios para comprender la nueva definicién
de nivel de Wohlfahrt. Consideremos un elemento L € I' que tiene como punto fijo p € Q o bien oo,

y por lo tanto es una transformacion parabdlica. Este elemento se puede expresar como
L=A"U"A para cierto n >0,

con A €T, y asi el punto fijo p = A~(co) se denomina punto fijo parabélico o, més ilustrativo si

tenemos en mente las regiones fundamentales, ciispide de amplitud n. Consideremos también
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un subgrupo Q conteniendo a —I (para tener el isomorfismo Q/{+I} = Q), y el estabilizador de p
expresado como
Q,={Xca|X@=p |
Se puede demostrar que (2, estd generado por —I y por un elemento parabélico P con amplitud n,
esto es,
P=A'U"A
para algin A € I'. Ademas, si dos puntos p1, p2 son equivalentes por L, evidentemente tendran la

misma amplitud como cuspides de Q2. Con todo esto claro, veamos la definicién de Wohlfahrt:

Definicion 3.11. (Nivel de Wohlfahrt de un subgrupo) Sea un subgrupo Q cI' y considérese el

subconjunto
Cuasp(Q)) = { n; >0, entero | n; es la amplitud de alguna caspide p; }

Si este conjunto es no vacio y esta acotado (en los enteros positivos), se denomina nivel (de
Wohlfahrt, nyw) del subgrupo al minimo comin multiplo de las amplitudes de las caspides, esto

es:
(3.52) nw =mcem; {n;},
mientras que si Cisp(Q2) no cumple las condiciones, el nivel sera 0.

En estas condiciones, se tiene la siguiente implicacién: si y = |I': Q] es finito, entonces el
numero ¢ de cispides (no equivalentes en (2) sera mayor que cero y finito, con lo que el grupo Q
tendra nivel nw > 0 finito. El subgrupo de todos los elementos parabélicos P con amplitud n fue
tratado en primer lugar por Fricke ([12]) y recuperado posteriormente por Reiner y Brenner ([40]
y [6]) y no es més que el subgrupo A(n), el minimo subgrupo normal que contiene a U”™. Wohlfahrt

demostré que

Teorema 3.18. Si Q c I tiene nivel nw = n > 0, entonces A(n) c Q. Reciprocamente, si A(m) c Q

para algiin m >0y Q tiene nivel nw = n , entonces n|lm con m > 0.
Corolario 3.5. Si Q1 € Qg, con niveles n1 y ng respectivamente, entonces na|ni.

Como hemos visto a lo largo de la seccién, los niveles de Klein y Wohlfahrt estan relacionados,
con lo que vamos a establecer finalmente la equivalencia entre ambas definiciones. En el caso
de que el subgrupo sea Q =I'[n], esto es, subgrupo principal de congruencia, es claro que las
definiciones son equivalentes puesto que todas las amplitudes n; de cispides de I'[n] son iguales
an, con lo que

mcm; {n;}=n=nw

y evidentemente A(n) cI'[n], con lo que el nivel de Klein seria ng = n = nyw. El resultado mas

poderoso de Wohlfahrt a este respecto viene en forma de teorema:
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Teorema 3.19. Si Q c I es de congruencia con nivel (de Wohlfahrt) n, entonces I'[n] c Q.

La conclusién del teorema es la respuesta perfecta a la pregunta del inicio del apartado: si un

subgrupo es de congruencia los niveles de Klein y Wohlfahrt coinciden.

3.3.2. ¢(Todos los subgrupos normales son de congruencia?

De antemano, y con lo visto unas lineas mas arriba, la respuesta es no, sin mas que aplicar
el dltimo teorema visto (3.19) para poner un ejemplo. En [47], Wohlfahrt propone el subgrupo
Q <l con p="7y 2 cispides no equivalentes (¢ = 2) con amplitudes n; =1y ng = 6. Si fuera de
congruencia, entonces contendria a I'[6], pero |I" :T'[6]| = 72, que no es miiltiplo de 7, por lo que
no puede ser de congruencia.

Varios matematicos como I.Reiner y M.Knopp han tratado esta cuestién en recientes publica-
ciones ([40] y [21], respectivamente), si bien podemos remontarnos a los trabajos que R.Fricke
([12]) y G.Pick ([39]) publicaron en 1887, afirmando que no todos los subgrupos normales de I' de
indice finito contienen subgrupos principales de congruencia, o lo que es equivalente, no todos
son subgrupos de congruencia. Como premisa, se tiene que si un subgrupo 2 es normalenI'y
contiene a I'[m] para algan m > 0, entonces |I': Q| < co.

Para abordar la respuesta que dieron Fricke y Pick, recurriremos a una clase de subgrupos

normales de I' que todavia no han aparecido.

Subgrupos normales Q(p,s).
Dado un primo p, el correspondiente subgrupo principal I'[p] y el conmutador del mismo, I (p).

Tomemos el cociente O(p) =I'[p]/T'[p] y la proyeccién usual
7:T'[p]l— B(p).

Si ©%(p) es subgrupo potencia de O(p), se tiene que O(p)/O°(p) es finito. Tomemos entonces el
grupo
Qp,s)=n"1 (©%(p)) = T[p]

que, como I'[p] es normal y ®°(p) es normal en I'[p], también es normal en I'[p]. Asi, podemos

establecer el isomorfimo
(3.53) I'[p1/Q(p,s) = 0(p)/O°(p).

Nuestro objetivo es demostrar que si (p,s) = 1 con s > 1, entonces (p, s) no contiene subgrupos
principales de congruencia. Para ello, supongamos lo contrario, que existe & tal que I'[k] < Q(p, s).

Como I'[Ak] = T'[k] VA entero positivo, vamos a tomar como hipétesis
(3.54) ['(p”st)<T(p,s) con (¢, p)=1,r=1.
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Ahora, partamos de las matrices

1 10
v=ur=| | w=
0 1 p 1

a b
y cojamos A = ( d) € I'. Supongamos que A = WIVWVS~1 para cierto valor de ¢ entero.

c
Operando el miembro derecho, queda la igualdad

a b\ pZ+1 p(p%+1)st—1+p
¢ d) \pqg+pp*q+1) p*q+p(pg+p(p?q+1)(st—1)+1

de donde despejamos b/p = p%(st —1) + st y (d — 1)/p? = q(b/p) + st — 1. Dado que (b/p, pst) = 1,
podemos elegir ¢ tal que (d —1)/p2 =0 (méd p”st), y en consecuencia d = 1 (méd p”st). Utilizamos

el hecho de que ad —b¢c =1, obteniendo que a =1+ bc (méd p”st). Asi, llegamos a

1+be b
A=B= ,

c 1

con lo que AB~1 e I'[p”st] y, por la hipétesis (3.54) se da la inclusién AB~! € Q(p,s). Ahora, es
facil probar (simplemente célculo) que B = VYPW®P | y sustituyendo en la expresién para b/p,
llegamos a

AB ' =wivwyst-lw-ery-blp

y como ew(AB™1) =0 (méd s)3, se tiene 1+st—1—b/p =0 (méd s), o bien sustituyendo b/p por
su expresion, st — p2(st —1)+st = 0 (méd s), lo que obliga a que p? =0 (méd s), y llegamos a
contradiccién ya que (p,s) =1.

Dada su importancia, rescatamos en forma de lema un resultado de los utilizados en la

demostracion:

Corolario 3.6. Toda palabra w € Q(p,s) cumple que la suma de los exponentes de W (que es

generador de I'[p]) es miultiplo de s, esto es, ew(w) =0 (mdd s).

En [34], Newman da una condicién necesaria y suficiente para que un subgrupo de la forma

(p,m,d) sea de congruencia:
Teorema 3.20. Sea Q2 =(p,m,d) subgrupo normal de género 1. Es de congruencia si y sélo si

(p7m7d) = (1707 1)7(1? 173)7(270) 1) é (29 1, 3)-

3H.Frasch demostré en [11] que W y V pertenecen al conjunto de generadores de I'[p], hecho que permite
caracterizar I''(p) como el conjunto de productos de generadores g; de I'[p] tales que la suma de exponentes de cada
generador es cero, esto es, eg, (W) =0Vw € I'(p). De aqui se deduce que Q(p,s) es el conjunto de productos de W y U
cuyas sumas de exponentes son multiplos de s.
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Demostracion. Recuperamos el concepto de nivel (de Wohlfahrt) de un subgrupo de indice finito
en I' como minimo comtun multiplo de las amplitudes de las cispides (no equivalentes) del grupo
en cuestion, y que coincide con la definicién dada por F.Klein cuando se trata de subgrupos de
congruencia. Asi, si Q =(p,m,d), ya vimos que tiene nivel 6, por ello serd de congruencia si y sélo
si I'[6] < (p,m,d). Como |F’ : (p,m,d)| =dp’y |F’ : F[6]| =12, necesariamente dp?|12, con lo que

enumerando las combinaciones posibles llegamos al enunciado del teorema. O

Terminemos viendo un enunciado mas poderoso si cabe, debido a Wohlfahrt (con demostracién
en [47]):

Teorema 3.21. Si un subgrupo Q c T tiene indice i <6 en I, entonces es de congruencia.

En conclusion, no todos los subgrupos normales de I' son de congruencia, pero al menos
existen condiciones que permiten afirmar si un subgrupo en concreto lo es. Toda la discusién
reflejada en esta seccion puede generalizarse, y de hecho ain hoy queda la cuestién sigue abierta

para el caso mas general en que el grupo de referencia es PSL, (7).

3.3.3. Sobre la minimalidad de los subgrupos principales de congruencia

El matematico J.L.Brenner se planteé, y asi reflejé en 1960 en [6], si todos los subgrupos
principales de congruencia I'[m] son minimales respecto a contener al elemento U™. Asi, si
retomamos el subgrupo A(m), que recordamos es el menor subgrupo normal que contiene a U™,
la pregunta se traduce en:

JIml=A(m),Vm >0?

En primer lugar, es sencillo ver que A(m) cI'[m] puesto que U™ € I'[m] para todo m. Faltaria

comprobar si, igualmente, I'[m] < A(m), labor que debemos a Brenner, a través del siguiente

Teorema 3.22. Si m > 1 no es potencia de ningtin primo p, entonces A(m) no contiene ningin

subgrupo principal de congruencia.

Demostracion. Seam=p”s,conr=1,s>1, (p,s) =1. Utilizaremos el subgrupo Q(p,s) visto y el
1 m
corolario (3.6). Asi pues, como U™ = (0 1 ) es potencia de UP%, entonces A(m) c A(ps), y ademas

UPS =(UP)?3, con lo que podemos pensar en UP® como un elemento de Q(p,s). Como Q(p,s)<I'y

como UP% € Q(p,s), se tiene la cadena de inclusiones
A(m) < A(ps) = Q(p,s),
y como (p,s) no contiene subgrupos principales de congruencia, A(m) tampoco. O

En [6], Brenner acot6 aiin mas los posibles valores de m para los que I'[m] = A(m), dando una
demostracion del siguiente teorema de Klein y Frike ([20]), que da respuesta a la pregunta del

inicio de este apartado:
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Teorema 3.23. Sean los grupos A(m) y I'[m]. Se tiene que A(m) =T[m] si m € {1,2,3,4,5},

mientras que si m = 6 entonces A(m) tiene indice infinito en I'[m] y por consiguiente I'[m] # A(m).

A este respecto, existe ain la cuestion abierta: si n es potencia de un niimero primo, ;el grupo
A(n) contiene algiin subgrupo principal de congruencia? Lo tinico avanzado hasta ahora viene de

la mano de H.Frasch [11], cuyos estudios demostraron el siguiente
Teorema 3.24. Si p =7 con p primo entonces A(p) #T' [p].

Una consecuencia directa de la relacion entre I'[n] y A(n) es la relacion entre el grupo modular

de nivel n y los llamados grupos triangulares :

Definicion 3.12. Se denomina grupo triangular con signatura (0;/,m,n) al grupo con presenta-
cién

Gimn=( XY | X' =Y =XY)" =1 ).

El valor 0 hace referencia al género del grupo, concepto al que aludiremos méas adelante. En

concreto, para los grupos triangulares con presentacién
(XY |X?=Y3=xY)y=I).
se suele emplear la notacién simplificada G, =(0;2,3,n).

Atendiendo a las presentaciones, parece evidente que existe una relacién entre los grupos

triangulares G, y los grupos PSLy(Z,). Para detallarla, vamos a utilizar el epimorfismo
¢n :PSLy(Z2) — PSLy(Zy),
inducido por la reduccién Z — Z,, y que tiene nicleo I'[n]; el epimorfismo
0, :PSLy(Z) — G,
que realiza la correspondencia entre generadores
T(z)— X, R(z2)—Y,

tiene nucleo ker(6,,) = A(n) y por tanto PSLy(Z)/A(n) = G,,. Ademés tenemos un ultimo epimor-
fismo
®,:G, — PSLy(Zy),

tal que ¢, = @, 06,. Como hemos visto, tenemos la igualdad I'[n] = A(n) si n € {1,2,3,4,5}, por

tanto en estos casos podemos establecer el isomorfismo
(3.55) G, =PSLy(Z)IAN(n)=PSLo(Z)/T[n]1=PSL2(Z,),
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esto es, PSLy(Z,) es la imagen por el isomorfismo ®, del grupo triangular G,, o lo que es
equivalente, PSLy(Z,) = G,. Sin embargo, para n = 6 el grupo G, es infinito* mientras que
PSLy(Z,) es finito, por tanto no pueden ser isomorfos (®, es simplemente un epimorfismo
con nucleo ker(®,) = A(n) #I'[n]). En el caso especifico en que n =7, se puede demostrar ([44],
teorema 5.11.2) que H = ®7(G7) = PSL9(Z7), de orden 168 por la formula dada en (3.16), es un
grupo de Hurwitz de orden 84(g — 1) por definicién, y con ello podemos adelantar que ser4, como

veremos mas adelante, el grupo de automorfismos de alguna superficie de Riemann de género

g=3.

Presentacion para el grupo modular de nivel N.
Como conclusioén, al ser los grupos G, y PSLo(Z,) isomorfos cuando n € {1,2,3,4,5}, podemos

determinar una presentaciéon para PSLy(Z,) en el siguiente
Teorema 3.25. Si n€{1,2,3,4,5}, se tiene la siguiente presentacion de grupos:
(3.56) PSLg(Zn)E< T.R|T?=R3=U"=1I >

siendo T,R,U = TR las conocidas transformaciones generadoras de PSLy (7).

3.3.4. Contando subgrupos normales

Cabe lugar preguntarse si, dado un indice y, existen finitos o infinitos subgrupos de I' con tal
indice. De hecho, si afiadimos la restriccién de que los subgrupos sean normales, seria deseable
averiguar si hay finitos subgrupos o no, y mas atn, ser capaces de contarlos. Si u € {1,2,3}
sélo existe un subgrupo normal con indice y, que es el subgrupo potencia I'*. En otro caso, los
posibles subgrupos normales deben tener indice u multiplo de 6 (R.C.Gunning [14], [33]). Ademas,
dado un indice p, existe un nimero finito de subgrupos normales con tal indice en I', ya que el
numero de subgrupos de indice finito de un grupo finitamente generado es finito (G.Behrendt
y P.M.Newmann, [5]). El objetivo seria, pues, encontrar una funcién N(u) que proporcione el
numero de subgrupos normales con indice p. Como consecuencia de los razonamientos expuestos
se tiene que N(1) = N(2) = N(3) = 1, mientras que si ¢ > 3 y no es multiplo de 3, entonces N(u) = 0.

Lamentablemente, no se ha encontrado atn dicha férmula para N(u). De momento, la
respuesta general a la primera pregunta, acerca de cuantos subgrupos con existen con indice u
(normales o no), cantidad que llamaremos M(v), fue dada por M. S. Dey (en [10]) a través de la
siguiente formula de recurrencia para y > 1:

p-1
(3.57) M(u) = pay, - Z ay rM(k),
k=1
donde se utilizan las férmulas
_ Ta(k)T3(k)
=TT

4Recordemos que si n = 6 entonces A(n) tiene indice infinito en I'[n], y por tanto también en T

47



CAPITULO 3. SUBGRUPOS DEL GRUPO MODULAR

k!
7,(k) = —_— 5
p ,E[é/p] ri(k —rp)p"

Seria muy buena noticia encontrar una recurrencia similar para N(u), pero de momento vamos a

intentar acotar esta cantidad retomando los conceptos de nivel (n) y numero de ciispides (¢) ya

mencionados.

Consideracion previa.

En lo que resta de seccién, tomaremos Q tal que —1I € Q5.

Proposicion 3.11. Sea Q) c T con indice u> 3 y multiplo de 6, y sea n el nivel (de Klein) de Q).
Entonces n|u y, de hecho,

(3.58) u=tn
donde t es el niimero de ctuispides no equivalentes de Q y u el nivel.

Por ejemplo, si Q =T'[5], como p = 60 (calculado mediante las expresiones (3.15) y (3.16)) y
n =5, se tienen ¢t = 12 cispides no equivalentes.
De forma mas general, y segin los trabajos de Wolhfahrt y Newman entre otros, el indice de

un subgrupo es la suma de las amplitudes de las cispides no equivalentes, esto es:

Proposicion 3.12. Sean Q cT con indice u, y sean ni,no,---,ns las amplitudes de las t cispides.
Entonces
¢
(3.59) w= Z n;.
i=1

Por supuesto, la ecuacion (3.58) no es mas que un caso concreto en el que todas las amplitudes
coinciden con el nivel, como también ocurre en los subgrupos principales de congruencia. En esta
linea, Gunning demuestra (en [14]) que el género de este subgrupo Q cumple la relacion

n—6

(3.60) g=1+u/12-t/2=1+p
12n

que permitira, en secciones posteriores, estudiar la superficie de Riemann generada como espacio
de érbitas por la accién de Q en %. A su vez, permite afirmar que todo subgrupo normal con
género 1 debe tener nivel n =6, como también demostré Newman en [32]. Recordemos que si Q
es normal en I' y tiene género 1, entonces tiene nivel 6, y ademas los enteros positivos p,m,d son
tales que p >0, m €[0,d — 1], m? +m +1=0 (méd d). Asi, teniamos la siguiente caracterizacién

del grupo:

Qz(p,m,d)Z{ wel’ | egw)=0 mbdp,ep(w)=0 méddp }

5Esta férmula proporciona el nimero de homomorfismos del grupo ciclico de orden p en el grupo simétrico S b
6Kl objetivo es evitar confusién por la férmula (3.8).
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Por consiguiente, Q = (p,m,d) tiene indice y = 6d p? y, por la relacién (3.58), el nimero de ciispides
no equivalentes sera ¢ = d p? porque n = 6. En definitiva, la férmula para el calculo del indice esta
en concordancia con el teorema (3.11).

Vistas estas relaciones, estamos en condiciones de recoger los resultados que Newman enuncié
y demostré en [35] para intentar contar (o al menos acotar) el nimero de subgrupos normales con

cierto indice y. Comencemos con el siguiente
Teorema 3.26. Existe un niimero finito de subgrupos normales de I' con t <11.

El teorema es relevante puesto que afirma que dado un nimero ¢ < 11, podremos encontrar un
numero finito de subgrupos normales con ¢ cispides. En particular, los inicos subgrupos normales
enT con¢=1sonT,['2T3yI' Pero, ;qué ocurre en general para cualquier ¢? La respuesta viene
de los trabajos de L. Greenberg ([13]) y Petersson ([38]), cuyas aportaciones unificamos en el

siguiente teorema:
Teorema 3.27. Dado un niimero t de ctispides no equivalentes, entonces:
1. Existe un niumero finito de subgrupos normales Q2 <TI" con dicho t.
2. Si no exigimos normalidad, existe un niimero infinito de subgrupos Q2 T con dicho t.

Demostracién. (Afirmacién (2) del teorema) Como el conmutador I’ tiene t =1 (yaque u=tny
en este caso 1 = n = 6) podemos elegir una matriz parabdlica representante de la clase que fija la

cuspide p de amplitud n. Llamemos a esta matriz
P=aba'p7!
donde a y b son de la forma expuesta en (3.31), esto es,
a=TRTR?b=TR*TR

con T'y R los conocidos generadores de I'. Cojamos la siguiente clase de subgrupos del subgrupo

conmutador:
(3.61) r’(t)z{ weT' | eqw)=0 mod¢ }

Este subgrupo es normal en I", es fécil ver que u=t en I, P € I'(¢) y tiene tantas cuspides como
I’ (consultar [36]). Como I''(¢) es libre, tiene género g = 1+ u/12—¢/2 = 1. Asi, I''(¢) es de rango

t+ 1, con conjunto de generadores a1,b1,P1,P9,---,P;_1 tales que
P;=aibia;'by'P1Py, -+, Py

siendo P; la matriz representante de la clase parabdlica j-ésima. Cojamos ahora un subgrupo de
I'(t):

(3.62) r't,m={ wel'® | ep,w)= 0méd n)Vi=1,2,- ¢ |

49



CAPITULO 3. SUBGRUPOS DEL GRUPO MODULAR

Es claro que P € I''(¢,n), ademas este grupo es normal en I'(¢) con indice u =n y el numero de

cuspides es (ver [36])

| t
= u — =n—= t’
i; n; n
de modo que como n es arbitrario, se da por finalizada la prueba. O

Cabe preguntarse si, ya que hemos intentado cuantificar el nimero de subgrupos dado el
valor ¢, podriamos hacer lo mismo si el valor que conocemos es el nivel n. Pues bien, Newman

afirmé y probé que

Teorema 3.28. Dado el nivel n, existe un ntimero finito de subgrupos normales QcTI' si n <5,

mientras que la cantidad serd infinita si n = 6.

Volviendo a nuestro objetivo principal, que era hallar el nimero N(u) de subgrupos normales
con indice p en I', vamos a enunciar una serie de teoremas cuyas demostraciones debemos a
Newman (ver [35]). Estos teoremas conforman la aproximacién mas cercana a la respuesta

general que, todavia hoy, no se ha encontrado.

Teorema 3.29. Sea el indice u=6q, con q >3 primo. Si (q/3) =1 (donde (q/3) denota el stimbolo
de Legendre-Jacobi de reciprocidad cuadrdtica definido en (3.40)) entonces existen dos subgrupos

normales de género 1 con tal indice en I', mientras que si (q/3) = —1, no existe ninguno.

Teorema 3.30. Sea el indice u=12q, con q > 11 primo, no existe ningtun subgrupo normal con

tal indice en T.

Teorema 3.31. Sea Q c T tal que no contiene subgrupos normales de indice 1 = m para algin m
entero positivo, y sea p > m primo. Entonces () tampoco contiene subgrupos normales de indice
pkm, VEk > 0.

Antes de enunciar los dos tltimos teoremas, necesitamos un lema que si vamos a demostrar:

Lema 3.8. Sean Q1,Q<I con indice finito y Q < Q1. Si Q1 y Q tienen niveles n1y n en I' y niimero

de clispides t1 y t respectivamente, entonces ni|n y t1lt.

Demostracion. Sea el indice |Q1: Q| =r, se tiene nt =rnit1 y es claro que n1|n ya que U"! € Q1
yU" € Qc Q1. Ademas, la inclusién U™ € Q; implica que U™ € Q, porque Q1/Q tiene orden r.

Por consiguiente, n|rni (porque U™ € Q). Asi, t =(rni/n)t1, con lo que ¢1|t. O

Finalicemos, pues, con un dltimo teorema sobre la cantidad de subgrupos normales de indice

U, y con otro teorema que recoge la lista de todos los subgrupos normales de indice u < 66.

Teorema 3.32. No existe ningtin subgrupo normal con t = q primo cumpliendo (q/3) = —1.
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Recopilamos a continuacién la lista de todos los subgrupos normales de indice p <66 en I

p 1 2 3 6 12 18 24 30
Subgrupo | I TI? T° T[21,I" T[3] (1,1,3) TI4],(2,0,1) -

Cuadro 3.1: Todos los subgrupos normales de indice y<30enT.

[ | 36 42 48 54 60 66
Subgrupo | - (1,2,7),(1,4,7) G42,Gss (3,0,1) T[5] -

Cuadro 3.2: Todos los subgrupos normales de indice 36 < u<66en I.

En conclusiéon, pese a que no es posible determinar cuantos subgrupos normales hay de
manera general para un indice y, hemos visto que en ciertos casos si es posible determinar
si la cantidad es finita o no, y al menos conocemos la lista de todos ellos hasta u < 66. La
ultima aportacién a esta ardua busqueda viene del trabajo de Newman y Knopp en [36], donde

encuentran una cota inferior para el caso y = 692", g primo tal que (¢/3) = 1:
N(6¢%)=2r-1,

dandose la igualdad si el género es 1.

3.4. Encriptando cédigos con el grupo modular

Como dltima seccién de este capitulo, de fuerte caracter tedrico, vamos a dedicar unas lineas
a comentar una aplicacion practica relativamente reciente en el campo de la Criptografia, y es
que se puede utilizar la presentacion del grupo modular PSLy(Z) para encriptar mensajes en
texto plano (sin formato). El algoritmo que vamos a exponer se enmarca dentro de la clase de
algoritmos de clave piiblica, en los que el método de encriptacion es publicado por el emisor del
mensaje, pero el método de desencriptado necesita un aspecto clave que es privado, y sélo es
compartido entre emisor y receptor. Los mas conocidos y utilizados son los algoritmos RSA y
Anshel-Goldfeld.

En primer lugar expondremos un método sencillo para codificar un mensaje utilizando matri-
ces del grupo modular, basado en el método de Yamamura ([48]) y cuyas vulnerabilidades han
provocado que los ataques de los hackers sean capaces de descubrir el mensaje. La aportacion de
Baumslag, Fine y Xu ([2]) mejora y fortalece el método criptografico, con lo que parece que una
posible via de trabajo consiste en continuar buscando vulnerabilidades a este método y proponer

nuevos blindajes.

Retomemos entonces la notacién simplificada I' para el grupo modular en el que se identifi-

ca cada matriz con su opuesta, y recordemos la presentacion del grupo:

(3.63) PSLg(Z)E< T.U | T?=(TUP =1 >s< T.R | T?=R?=1 >
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donde las matrices T, U y R = T'U son las conocidas

0 -1 11 0 1
U = ,R= :
1 0) (0 1) (—1 —1)

De este modo, cualquier matriz A € I' puede expresarse en términos de 7'y U por ser generadores,

T =

y la demostracion de este hecho supone un primer algoritmo a tener en cuenta:

1. Sea A = (a ﬁ) €T, es conocido el efecto que sobre ella tiene el producto por la izquierda
Y
por los generadores T'y U':
1)
TA = ( Y )

—a -p

y
Uk A = a+ky PB+k6 .
Y 1)

2. Multiplicando A por la izquierda por la adecuada combinacién de generadores, llegariamos

a una matriz UP para algun p, esto es,

1
URTURRT... UM TEA = (o ‘1’) —UPeT

3 4
con € =0 o bien € = 1. Por ejemplo, sea la matriz A = (5 7) €T, es facil llegar a que
TUTUTA=U.

3. Asi, podriamos expresar A como producto de generadores del grupo modular.

Recordado el método, veamos la base tedrica necesaria para abordar la versién previa del

criptosistema:

Definicion 3.13. (Transversal de Schreirer) Sea G un grupo libre finitamente generado y un

subgrupo H cG. Sea S ={s1,s92,*+,s;} un subconjunto tal que se tiene la descomposicion
¢
G= U Hs;,
i=1

se dice que S es una transversal de Schreirer para H en G si toda palabra w = x1 - --x, reducida’

1

en términos de los generadores de G que pertenezca a S cumplird que wx,” =x1---x,-1 €S.

En los trabajos de Schreier y Reidemeister, recogidos en [26], se demuestra el siguiente

"Las relaciones de la presentacién del grupo no permiten encontrar una expresién mds simple para la palabra.
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Lema 3.9. Si G es libre y H c G, entonces existe una transversal de Schreier para H en G.

Particularizamos a nuestro caso de estudio los resultados de los matematicos mencionados en

la siguiente

Proposicion 3.13. Todo subgrupo Q2 c T con indice finito tiene un conjunto finito de generadores

que pueden expresarse en términos de una transversal de Schreier.

Dada una transversal de Schreier s1,---,s; y un conjunto de generadores, el método utilizado
para expresar estos en términos de la transversal se denomina método de Reidemeister-Schreier
(y aparece en [9]). Dejamos en manos del lector profundizar en el método, dado que se escapa del
alcance de esta seccion. Utilizando la expresién de cualquier palabra o matriz en términos de 7'y
U, y conociendo la existencia del método de Reidemeister-Schreier, estamos en condiciones de

describir el algoritmo previo de encriptacién:

Algoritmo 3.1. (Version previa) Sea «f ={a,b,c,---,z} un alfabeto, y una cadena de texto plano
A a transmitir. Se elige un subgrupo Q c I, con transversal de Schreier s1,---,8; y conjunto
de generadores W1,--- , W}, hallados mediante el método de Reidemeister-Schreier a partir de la

transversal, y cumpliendo k > |<f|. Entonces:

1. El emisor del mensaje publica el subrupo Q elegido, asi como la aplicacién biyectiva que
asigna a cada generador W; su letra correspondiente del alfabeto. No publica la transversal

de Schreier tomada, la comparte tinicamente con el receptor.

2. Obtenidos los W1,--- , Wy, se fabrica la matriz M como producto de las matrices correspon-

dientes a las letras del texto a encriptar, en el orden del texto.
3. El emisor envia la matriz M.

4. El receptor utiliza el procedimiento visto para expresar M en términos de los generadores T
y U.

5. El receptor aplica el método de Reidemeister-Schreier sobre el producto de potencias de gene-
radores obtenido en el paso anterior, para obtener una expresién en términos de Wy,--- Wy a

partir de la transversal, que sélo conocen emisor y receptor.

6. El receptor aplica la inversa de la aplicaciéon inyectiva que asigna letras a generadores W;,

con lo que obtiene finalmente el mensaje original.

Este algoritmo, similar al expuesto por Yamamura ([48]), presenta problemas de seguridad
que tienen que ver con la evidente accién geométrica de las matrices T'y U sobre el semiplano
superior complejo %, ya que observando los diferentes patrones de los mensajes encriptados, un

hacker podria averiguar el subgrupo Q2 empleado y, con ello, se comprometeria la seguridad de
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la transaccion entre el emisor y el receptor. En el afio 2006, los matematicos Baumslag, Fine y
Xu ([2]) perfeccionaron el método para hacerlo mas robusto frente a posibles ataques, afiadiendo
una clave (m,q,t) de enteros positivos a compartir con el receptor mediante algiin método de
cifrado de clave publica conocido como RSA. La idea consiste en utilizar no un tnico subgrupo,
sino un conjunto de subgrupos, y elegir en funcién de los valores (m, q,t) la manera de encriptar

el mensaje de forma analoga al algoritmo previo. El procedimiento detallado seria:

Algoritmo 3.2. (Versién definitiva) Sea «f ={a,b,c,---,z} un alfabeto, y una cadena de texto plano
A a transmitir. Se elige una familia de subgrupos Q; €I, con transversales de Schreier h1;,-- ,hy;
y conjunto de generadores Wy ;,---, Wy, ; hallados mediante el método de Reidemeister-Schreier a

partir de las transversales, cumpliendo k > |<f|. Entonces:

1. El emisor del mensaje publica la lista de subgrupos elegidos {€2;}. No publica las transversa-

les de Schreier tomadas, las comparte tinicamente con el receptor.

2. El emisor elige el subgrupo m-ésimo de la lista para encriptar, y aplica la asignacion
a— Wn.q, b= Wy g41, ..., para codificar el alfabeto con los generadores de (., a partir del

g-ésimo generador.

3. Elemisor agrupa el mensaje en bloques de t letras, y con ello fabrica s matrices M1,Mo,--- , M
resultado de multiplicar las matrices correspondientes a las letras del bloque, en el orden en

que aparecen en el texto.

4. El emisor introduce matrices de ruido X M; € I que multiplica por cada M; por la derecha.

Asi, finalmente quedan s matrices enteras que encriptan el mensaje original por bloques.,

5. El emisor envia el mensaje cifrado M1 XM,MsXMs,--- M; XMy ademds transmite la

clave (m,q,t) mediante RSA al receptor.

6. El receptor desencripta mediante RSA la terna (m,q,t), de modo que ya conoceria que el
subgrupo elegido de la lista publica es Q,, que cada una de las s matrices recibidas encripta

t letras y que el alfabeto comienza a codificarse a partir del generador Wy, 4.
7. El receptor expresa cada M; X M; en términos de los generadores T'y U.

8. El receptor, conocedor de la transversal de Schreier utilizada por el emisor, aplica el método
de Reidemeister-Schreier de izquierda a derecha sobre el producto de potencias de generado-
res obtenido en el paso anterior, para obtener una expresion en términos de los generadores

de Q,, finalizando cuando haya obtenido t generadores®.

8Este paso es el que marca la diferencia respecto al propuesto por Yamamura o la versién previa del algoritmo
expuesto, ya que un atacante intentara aplicar el algoritmo de Reidemeister-Schreier sin saber cuando parar de
obtener generadores.
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9. El receptor aplica la inversa de la aplicacion inyectiva que asigna letras a generadores

Win,q+i> con lo que obtiene finalmente el mensaje original.

Para aportar mayor robustez al proceso, es conveniente que la tupla (m,q,¢) cambie con cada
mensaje enviado, asi como el subgrupo elegido de la lista publicada. En [22], el lector podra
profundizar en aspectos de seguridad de este tipo de algoritmos. Para un ejemplo completamente
desarrollado, es recomendable consultar el expuesto en [2], donde se codifica el mensaje STOP
THE WAR con la clave (256,6,3).

En cualquier caso, queda patente el aprovechamiento potencial de las propiedades del grupo
modular y sus subgrupos para encriptar y desencriptar informacion. Es evidente que una via
futura de trabajo vendria marcada por la profundizacién en este tipo de algoritmos, asi como
intentar obtener algoritmos que utilicen clases concretas de subgrupos para beneficiarse de
sus propiedades: algoritmos especificos que utilicen matrices de los subgrupos principales de

congruencia, de los subgrupos potencia o del subgrupo conmutador.
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CAPITULO

EFECTOS GEOMETRICOS DE PSL-,(Z) Y SUS SUBGRUPOS

1 efecto geométrico en el semiplano superior hiperbdlico % de la accién de algunos de

los subgrupos normales establece el puente entre el punto de vista mas algebraico y

el punto de vista geométrico de nuestro grupo de estudio. Podemos pensar también
que, al actuar los grupos vistos sobre %, se da forma a las numerosas propiedades expuestas,
escenificadas como superficies de Riemann. En primera instancia, retomamos la nocién de region
fundamental de I' y la generalizamos para cualquier subgrupo Q cT', estableciendo la conexién
con los conceptos de puntos no equivalentes por un subgrupo. En el ntcleo del capitulo, nos
centramos en la exposicién y estudio de las regiones fundamentales de los subgrupos principales
de congruencia, dada su relevancia como subgrupo. Abordamos el estudio de las superficies
de Riemann generadas como espacios de drbitas por la accion de I' y sus subgrupos sobre el
semiplano superior %, introduciendo como motivacién la esfera de Riemann y continuando con
las propiedades generales de la superficie %/Q2, con Q2 cT'. A continuacién, obtenemos el género
de las superficies y regiones fundamentales expuestas y exploramos su relacién con el nimero de
puntos (elipticos, hiperbdlicos o parabdlicos) no equivalentes. Finalmente, se aborda la relacién

entre el grupo modular y los grupos de rotaciones de los poliedros regulares.

4.1. Regiones fundamentales de los subgrupos de congruencia

En esta seccién extenderemos la definicién de regién fundamental al caso de un subgrupo
Q cT, y estudiaremos las regiones fundamentales de algunos de los subgrupos de congruen-
cia estudiados. Durante este proceso, apareceran conceptos clave como el niimero de puntos

elipticos [ parabdlicos no equivalentes, que tendran trascendencia en esta y posteriores secciones.
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4.1.1. Numero de puntos no equivalentes por un subgrupo

Recordemos que dos puntos z1,2z9 € % U {oo} son I'-equivalentes si existe una transformacion
A €T tal que A(z1) = z9. Asimismo, un punto zg es de orden 2 en Q T si es fijo por alguna
transformacion A € Q cumpliendo A*(z¢) = z¢. Pues bien, llamemos v;(Q) (respectivamente v,((2))
al namero de puntos elipticos de orden 2 (respectivamente 3) en (2 que no son Q-equivalentes a i
(respectivamente p), ¥ voo((2), al nimero de cispides de Q2 que no son Q-equivalentes a co.

Antes de mostrar expresiones para estas cantidades, cabe mencionar la forma general de
calcular el nimero de puntos parabdlicos (cispides) no Q2-equivalentes que son I'-equivalentes, si

Q) tiene indice finitoen I':

Proposicion 4.1. Con las notaciones anteriores, se tiene

II':Qf

4.1 Voo(Q2) = m,

donde Q4 es el estabilizador de oo en Q.

Demostracion. Como Q <I' con indice finito, entonces QI'oc cT'y [Q\I'/T' | = [I/QI ' |. Termina-

mos observando que:
T:QI=T: Q|- 1Qle: QI = T': QT o]+ IToo : Qool .
O

Visto el caso general, veamos férmulas concretas para el cdlculo del nimero de puntos
no equivalentes por algunos de los subgrupos estudiados, y cuyas demostraciones pueden ser

consultadas en [29] (p.107-111). Recordemos que

a b
rO(N)={ ( )ESL2(Z)
c d

a
Fl(N)Z{ (
c

Teorema 4.1. Sea O =T((N), N = 2. Se tienen las siguientes expresiones para el cdlculo del

c=0 modN }

b
d €SL2(2)

c=0ya=d=1 médN }

niimero de puntos elipticos y parabdélicos de Q que no son Q-equivalentes:

0 si 4N
(4.2) vi (Co(N)) =< )

[pn(1- 1/p) si otro caso

0 si IIN
(4.3) Vo (To(IN)) = )

[Ipn(1-3/p) si otro caso
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(4.4) Voo Mo = Y. ¢((d,N/d)).
0<d|N

Teorema 4.2. Sea Q. =T1{(N), N = 2. Se tienen las siguientes expresiones para el cdlculo del

niimero de puntos elipticos y parabélicos de Q) que no son Q-equivalentes:

Mynv(1-1p) si Nei{23)
(4.5) vi(T'1(N)) = ,
0 si N=4
Myn(1-3/p) si Ne{2,3)
(4.6) vp(T1(N)) =4 :
0 si N=4

Y o<ain P(d)P((d,N/d)) si N=5
@7 Voo T1(N)) =
3 si N=4

Y el teorema méas importante, por aludir a los subgrupos principales de congruencia:

Teorema 4.3. Sea Q) =I'[N] el subgrupo principal de congruencia de nivel N, N = 2. Se tienen

las siguientes expresiones para el cdlculo del niimero de puntos no Q-equivalentes:

(4.8) Vi(l[N]D =v,(T'[ND =0,

%Nzl'[pw(l—l%) si N=3
(4.9) Vool [N]) =
3 si N=2

Podemos tomar como representantes de las ctispides no equivalentes el conjunto
(4.10) { plge@uicol | (p.9)=1y (p méd N,q mod N) e M/ {21} |
donde My es el conjunto de elementos de orden N en (Z N)Z.

La expresion (4.8) se traduce en la poderosa afirmacion de que los subgrupos principales
de congruencia de nivel N = 2 no tienen puntos elipticos. Con las herramientas necesarias ya

definidas, podemos extender el concepto de region fundamental hasta ahora expuesto:

Definicion 4.1. Decimos que &' es un conjunto fundamental para Q) T si contiene inicamente
un punto de cada clase de equivalencia por Q. Si %, contiene un conjunto con estas caracteristicas
y ademads ocurre que

z€FqyS(z)e Fq con S #1 implica z € 0%,

entonces F( es una region fundamental para Q.
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Ahora bien, como la accién de Q sobre su regién fundamental provoca una teselacién del plano

hiperbélico extendido % *, y como ademads se tiene la descomposicién

u
(4.11) I=JQSi,conpu=T:QlyS,;eT,
i=1

entonces podemos escribir la siguiente descomposiciéon del plano extendido:

u
(4.12) a* =] QSi(F),

i=1
donde & es la regién fundamental para I' . Asi, la regién fundamental para Q se puede descom-

poner como sigue:

(4.13) Fq = L#J Si(&F).
i=1

Si esta region esta formada por tridngulos modulares 9~ que comparten sélo un lado, entonces
se demuestra que Z(, es simplemente conexo (B. Schoeneberg, [42]). Por otro lado, siempre existe
una regién de este tipo, con lo que siempre podemos, si asi conviene, establecer una regién
fundamental simplemente conexa. Si alguno de estos tridngulos modulares 9 no esta en Fq
pero uno de sus lados forma parte del borde, siempre existe una transformacién de borde S € Q)
tal que S(97) y 9 comparten un lado.

Denotaremos como 0;(2) (respectivamente o,(£2)) al nimero de puntos en la regiéon g
pertenecientes a la érbita I'i pero no Q-equivalentes a i (respectivamente p), y 0,(Q), al nimero
de cuspides en &g que no son Q-equivalentes a co. En el caso de las cispides, la cantidad v (Q2)
definida al inicio del apartado (4.1.1) y la cantidad 0,,(Q2) recién definida son iguales, puesto
que para toda cuspide a/c de la regiéon fundamental del subgrupo existe una matriz parabdélica
P =AU*A"1€Q que la fija, tomando A €T tal que A~ (a/c) = co. Por simplificar la notacién, se

suele hablar del namero ¢ de cispides no Q2-equivalentes, cumpliéndose por tanto la igualdad
t= VOO(Q) = Uoo(Q)-

Concretemos la relacién entre las cuspides en & y el nivel de Q en I', a través de la siguiente

proposicion:

Proposicion 4.2. (Abanicos de tridngulos en torno a una ctspide) Las ciispides en $q son
siempre puntos fijos por transformaciones parabdlicas y pertenecen al borde. La accién de () sobre
los tridngulos que colindan en la cispide zo, genera un abanico de amplitud finita k > 0, y como
el estabilizador de T en zo, es ciclico e infinito con generador AU*A™1, A(co) = 2o, los tridngulos
que forman dicho abanico son los AUN(Zq), i =0,1,--- ,k — 1. Asi, cada abanico de tridngulos se
apoya en una cuspide y se cumple que el nivel (de Wohlfahrt) de Q es el minimo comiin multiplo

de las amplitudes k;, i =1,--- ,t.
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Cabria plantearse la relacion entre la region fundamental de un subgrupo y la de su conjugado
en I'. Pues bien, si P = LQL ™! con L €T, entonces Zp := L™1 (Fq) y por supuesto L(Fq) también
es una regién fundamental para Q por ser normal. De momento, sélo falta una herramienta para

poder analizar las regiones fundamentales que entran en nuestro objetivo.

Definicion 4.2. (Semitriangulo) Sea & * el cierre de &% junto con {oo}. Se define un semitridngulo
como la imagen de &* por las transformaciones del grupo modular extendido con reflexiones
(definidas en 1.13). Con ello, denotamos 2n, al nimero de semitriangulos no Q-equivalentes que

se apoyan en los puntos ['-equivalentes a z.

Teorema 4.4. Si Q) es normal en T, entonces el niimero de semitridngulos (no Q-equivalentes) que
forman un abanico en torno a i (respectivamente co y p) es igual al nimero de semitridngulos que

forman un abanico en torno a cualquier punto equivalente a i (respectivamente coy p).

Demostracion. Supongamos que zg es tal que L(zg) = zg, con L€ Q, y que B(zg) =z1 con BeT.
Entonces
BLB l(z1)=2z;.

Si Q es normal, BLB™! € Q. Como L = AX*A para algun A €T tal que A(co) = zg, siendo X el

generador (supongamos de orden £ > 0) del estabilizador de zg , entonces
BLB™'=BAX*A'B™! =(BA)X"(BA)!
con punto fijo z1, que tiene asociado el mismo valor de % que zg. O

Esta cantidad n, es importante dado que a (n;,n,,n) se le denomina esquema de ramifica-
cién para QL <I' y determina de manera univoca a los subgrupos normales.

Como consecuencia de todo lo que llevamos desarrollado hasta ahora, se tiene que n; € {1,2},
np€{l,3}yne = min{ keN ‘ UkeQ } Terminemos este apartado con una importante relaciéon
entre el nimero de semitriangulos y el nimero de puntos no equivalentes, que no es mas que una

generalizacion de la relaciéon p = ¢n dada en (3.58):

Teorema 4.5. Sea pu el indice de un subgrupo normal Q <1, se tiene

(4.14) H=0in;=0pNp=0ccNoo-

Esquema de ramificacion de los subgrupos principales de congruencia.

En concreto, para los grupos I'[N] cuando N =2 (sin olvidar la identificacién I ~ —I), se tiene el

esquema de ramificacion
(4.15) (ni,np,neo) =(2,3,N),

ya que su nivel es, como ya hemos estudiado en el capitulo anterior, N = n,, y ademas ni T' (que

fija i) ni R (que fija p) son congruentes con I médulo N si N = 2.
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4.1.2. Regiones fundamentales de los subgrupos principales de congruencia

En este apartado vamos a centrar la atencién en los subgrupos principales de congruencia
I'[N] con N =2, haciendo hincapié en el conjunto de cispides no equivalentes bajo el subgrupo y
en su esquema de ramificacién. Antes de comenzar, resumimos el proceso de construccion de las

regiones fundamentales:

Proposicion 4.3. Dado un subgrupo normal QQ<T con esquema (n;,np,n), podemos construir
una regioén fundamental teniendo en cuenta la ecuacién (4.15), y tomando como region la unién de
los ne tridngulos modulares que se apoyan en cada una de las 0o clispides del subgrupo. Las

transformaciones de borde, que conectan los pares de lados equivalentes, generan el subgrupo.

Particularicemos al caso de los subgrupos mas importantes vistos. Como el subgrupo principal
extendido I'[N] tiene nivel N e indice p en I', el nimero de ctispides viene dado por o, = /N,

luego

Proposicion 4.4. (Regiones fundamentales de I'[N]) Para construir la region fundamental de
I'[N] basta con tomar un abanico de N tridngulos modulares apoyados en cada ciispide. Podemos
establecer un conjunto de cuspides no equivalentes (médulo N) buscando un sistema de 0o

niimeros racionales a;/b;, i =1,2,--- ,0 tales que a;/b; y aj/b; no son I'[N]-equivalentes si i # j.

Consideraciones computacionales.
Existe un algoritmo? elaborado por Ravi S. Kulkarni (ver [23]) basado en lo que se llama el
simbolo de Farey del subgrupo (consultar [25]), y que permite obtener conjuntos completos de
cuspides no equivalentes, asi como los generadores de los subgrupos I'[ V]. Existen otros como
el algoritmo de Todd-Coxeter que también encuentra conjuntos de generadores, pero la ventaja
del algoritmo basado en el simbolo de Farey reside en que proporciona los conjuntos minimos de
generadores.

Exponemos a continuacién las regiones fundamentales de los subgrupos principales de
congruencia para algunos valores de N, con el objetivo de visualizar las ctispides y los abanicos

de triangulos:

» En el caso de I'[2], con esquema (n;,n),n) = (2,3,2), se tiene la regién formada por 3
abanicos de 2 triangulos modulares cada uno, un abanico apoyado en cada cuspide (00,0, 1).

Tendria el siguiente aspecto® :

1Segl’m vimos, son imagenes de & por transformaciones en Q.

2En la web http://doc.sagemath.org/html/en/reference/arithgroup/sage/modular/arithgroup/
farey_symbol.html se pueden consultar las distintas funciones en lenguaje SAGE, y se pueden realizar calculos en
entornos en linea como https://sagecell.sagemath.org/.

3Imagen creada con el software FunDomain, escrito por Helena A. Verrill, y bajo licencia GNU GPL. Disponible
en https://wstein.org/Tables/fundomain/
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Figura 4.1: Regién fundamental para I'[2].

En la figura se han conectado los bordes equivalentes, y se ha marcado el punto & = ™3

para una consideracion adicional: si tomamos la divisiéon de la regiéon en semitriangulos,

como en la siguiente figura:

Figura 4.2: Regiéon fundamental para I'[2] mediante semitridngulos.

se observa que hay 6 semitriangulos apoyados en p = e?"/3 y en ¢, y 4 semitriangulos apo-
yados en i, conforme a los resultados vistos que afirman que debe haber 2n, semitriangulos
apoyados en z, siendo n, la amplitud de la ctuspide (y el nivel del subgrupo) cuando z = co.
Ademas, los 6 semitriangulos apoyados en p (o en cualquiera de los puntos I'-equivalentes)

son I'[2]-equivalentes. Podemos elegir como generadores las transformaciones de borde?:

(4.16) U2:(1 2) (3 _2) —I:(_l 0)
o 1/°\2 -1)’ 0 -1

si bien en [42] se fijan los generadores U2y V = Y y se afirma, sin demostrar, que I'[2]

es un grupo libre en dichos generadores.

4Calculadas mediante las funciones en SAGE creadas por Jordi Quer y David Loeffler (descritas en http:
//doc.sagemath.org/html/en/reference/arithgroup/sage/modular/arithgroup/congroup_gammaH.html).
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= ParaI'[3], (n;,n,,n) =(2,3,3), se tienen las transformaciones de borde

4.17) U3, (_8 3),(4 _3)
-3 1)°|3 -2

y la regién fundamental

/ \(

Figura 4.3: Region fundamental para I'[3].

= Para I'[4], con esquema (n;,n,,n) =(2,3,4), se tienen los generadores

4.18) - -15 4\ (5 -4) (9 -16) (13 -36
) -4 1)°\4 -8)\¢4 -7)\4 -11

y la regién fundamental

Figura 4.4: Regi6on fundamental para I'[4].

En cada una de las regiones expuestas es evidente el conjunto de ctispides, sin mas que elegir los

valores racionales sobre los que se apoyan los abanicos de tridngulos modulares, ademas de oco.
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4.2. Superficies de Riemann

Los conceptos fundamentales que se han tratado a lo largo de las secciones previas tienen
un sentido geométrico que cobra evidencia al visualizar las regiones fundamentales de I' y sus
subgrupos Q cI'. En esta seccién dotaremos de una topologia al semiplano superior hiperbdlico
extendido %*, y dotaremos al espacio de érbitas % */I' de una estructura de superficie (de
Riemann) tomando la topologia inducida. Veremos que, para algunos valores de N, el grupo
PSLy(Zy) actda como grupo de rotaciones de ciertos poliedros (segin los resultados de Klein en
[19]). Asimismo, reubicaremos la conocida formula de Euler en este contexto, y la utilizaremos

para entontrar expresiones para el calculo del género de algunas regiones fundamentales.

4.2.1. La esfera de Riemann

Como ejemplo introductorio, obtengamos la esfera de Riemann como espacio de érbitas por la

accion de I'. Partamos de la regién fundamental para I':

Figura 4.5: Region fundamental para I'.

Si tomamos el espacio de 6rbitas %/I" e identificamos los lados equivalentes por transforma-
ciones de borde (que, recordemos, pueden ser expresadas como productos de los generadores T' y

U), obtenemos la esfera unidad con un pinchazo
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Figura 4.6: Esfera con agujero %/T' = S? — (P}.

que corresponde a la clase de equivalencia de puntos parabélicos en I', esto es, a la unica
cuspide co. Como todo punto en Q es I'-equivalente a oo, podemos entender la identificacién como
un pegado de todos los racionales en un unico punto P. Esta esfera no es compacta puesto que, al
establecer el homeomorfismo pertinente sobre %, no se incluyen las imagenes de Q* = Qu{oo} (por
no pertenecer al semiplano superior %). Lo que haremos es considerar el semiplano extendido
U* =% UQ* alahora de definir tanto la topologia como las aplicaciones correspondientes, y de
esta forma estaremos anadiendo el punto P a la esfera anterior, haciendo que sea compacta. Con

ello, tendremos el isomorfismo:
(4.19) wUIr=s

donde X = CU{oc} es la esfera de Riemann. Cabe esperar, entonces, que si un subgrupo normal de
I' tiene n, cuspides no equivalentes, al considerar el espacio de érbitas aparezcan no, pinchazos
en la superficie. Hemos obviado el desarrollo matematico, ya que en el siguiente apartado
detallaremos el proceso para cualquier cociente % */Q con Q €T, con el propésito de obtener

superficies, comprobar que son superficies de Riemann y calcular su género.

4.2.2. Superficies de Riemann como espacios de orbitas

Tras la motivacién del punto anterior, en el que hemos introducido la esfera de Riemann como
espacio de érbitas de una forma cualitativa, veamos cémo podemos dotar al semiplano superior
extendido %* de una topologia, para a continuacién obtener la topologia inducida en el cociente
*/Q (con Q cT') y terminar dotando a este tltimo espacio de la estructura de superficie de

Riemann £, de modo que

U NQU=ER.
Durante toda la seccién consideraremos un subgrupo Q €T tal que —I € Q (o inluso 2 =T).
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Pues bien, comencemos tomando la proyecciéon canénica
U —n%,z-—»[z]::{ A(2) ‘ AeQ }

que asigna a cada complejo del semiplano extendido su clase de puntos equivalentes. El ob-
jetivo sera obtener la representacion de la superficie mediante la identificacion de los puntos

equivalentes, misién para la que previamente necesitamos una topologia en % *.

Proposicion 4.5. (Topologia en % *) Sea ™ el semiplano superior extendidoy z € % *, se tiene

la familia de entornos 98, definida como:

s Siz€e%, entonces
Bz,rz{ TEU ‘ |% <r }

conre(0,1).

s SizeQ¥ pongamos z = —d/c irreducible, evidentemente z es I'-equivalente a oo, con lo que

tomamos

B.,={rew |Im(=)>1 Lug

ct+d
a b
coan(O,l)y( )ef.
c d

Ast, un conjunto V. c U* serd abierto si V =UB, ;, y como para todo entorno V, de z existe
r tal que B, , cV,, se tiene que 9B, es una base de entornos que dotan a ™ de la estructura de

espacio topolégico.

&t

-dfe,r

2=-d/c

e

Figura 4.7: Tipos de entornos abiertos en % *.

De la proposicion se deduce inmediatamente que % * es un espacio topolégico Hausdorff y
conexo. Sin embargo, no es localmente compacto, pues si lo fuera, un punto racional ¢ tendria un
entorno compacto V conteniendo un entorno cerrado y compacto By , de forma que si {g;} € 0B, »
es una sucesion convergente a g se tendria que cada entorno B, , contendria casi todos los q;,

hecho imposible si r’ < r. Obtengamos ahora la topologia inducida en Z%:
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Proposicion 4.6. (Topologia en X = */Q)) Un conjunto V c Z es abierto en la topologia cociente
siy sélo si 1~ Y(V) lo es en la topologia definida en U*. Asi, la proyeccién m es continua y abierta

(un homeomorfismo) y X es un espacio conexo, Hausdorffy compacto.

Demostracién. SiV es un abierto en %*, entonces 771 (m(V)) = Uacq A(V) es abierto por ser la
unién de abiertos, por lo que necesariamente 7 es una aplicacién abierta. Ademas, % es conexo y
compacto pues contiene al cierre de la region fundamental & de (2, que tiene interseccién no vacia
con todas las clases de Q2-equivalencia de puntos (por definicién). Comprobar que es Hausdorff es

inmediato tomando los abiertos B, , adecuados. O
Veamos ahora que, efectivamente, % es una superficie. Recordemos primero la definicion:

Definicion 4.3. (Superficies, cartas y atlas) Un espacio topolégico Hausdorff junto con un
recubrimiento abierto, del que cada entorno abierto es homeomorfo a un abierto del plano
euclideo R?, es llamado una superficie. Sea uno de estos abiertos V; del recubrimiento y ;i el
homeomorfismo

¢;:V; — U; cR?,

a la dupla {Uj,$;} se le denomina carta y a la familia de cartas o = {U;,¢;}, se le denomina

atlas.

Dotemos entonces a Z de la estructura de superficie, tomando los entornos abiertos de un
punto z
V[z] = ”(Bz,r)

en Z con r suficientemente pequefio para que o bien B, , esté contenido en un tridngulo modular
o bien en la unién de varios semitriangulos apoyados en z. Si tomamos el mismo r para todos los
z equivalentes, podemos simplificar la notacién y simplemente indicar B,. Al ser la proyeccién =
sobreyectiva y abierta, el recubrimiento abierto para % esta bien definido. Necesitamos ahora un
homeomorfismo

i : Vie) — Up < R

de forma que la preimagen de un abierto V[, de & seria
_ -1
B.=m," (Vi)

siendo 7, la restriccién de 7 a B,. Como hicimos al definir la topologia para % *, distingamos dos

casos:

1. Si z no es una cuspide de Q, elegimos un representante zg de la clase [z], con lo que cada

b
) € Q. Definimos
c d

a
punto equivalente z € [z] serda A(zg) para cierta A = (

k

T—2z czo+d
-——| ,7€B,,

(4.20) $,(1) = ( at

T—2 czo+d
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czo+d
czo+d

k
donde £k =1siznoesfijoy % € {2,3} si z es fijo eliptico. Asi, el factor ( ) esta determi-

1 asigna k valores de B, a cada

nado por z y 2o, y vale 1 si & € {2,3}. De esta manera, 7,
V21 ¥ la aplicacién ¢, manda todos los B, exactamente a un dnico abierto Uj;; del plano
euclideo, luego ¢, o nz_l es biyectivo. Como ¢, es holomorfa, es continua y abierta, por lo
que 7, también lo serd, y asi sera finalmente la composicién ¢p;}, que en consecuencia es

un homeomorfismo.
2. Si z es una cuspide de 2, pongamos z = —d/c irreducible. Cogemos
(4.21) (,bz(r)::eszA’(T), T€B,,

donde % es la amplitud de la ctuspide y A’ € I'. La cuspide z determina ¢, salvo multiplos de

potencias de e , y finalmente la eleccién de A’ determina completamente ¢,.

Asi, tendriamos el homeomorfismo
-1 2
$rz1:=pzom, Vi — U R

con ¢, continua y abierta. En ambos casos, el representante de la clase de puntos equivalentes es
indiferente a la hora de definir la funcién ¢, y el abierto Uj,}, puesto que si 79 = A(7) con A €
en el primer caso se tiene

_T0—20 €20 +d

T—2
T—2Z T9g—2¢ czo+d
y en el segundo caso

271 A1 A-1 2w A1 —
ek AT Z HAD con A'ATH2) = c0.

Figura 4.8: Aplicaciones entre %*, Z y R.

Al fin, se tiene el siguiente
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Teorema 4.6. Z es una superficie con atlas <f := { (Vi1 $121) ‘ [zle # }

Terminemos comprobando que £ es una superficie de Riemann, para lo cual resumimos la

definicién que ya vimos:

Definicion 4.4. (Superficie de Riemann) Una superficie se denomina superficie de Riemann si
sus cartas son compatibles mediante funciones holomorfas, esto es, si dadas las imagenes en R?
de distintas intersecciones de pares de abiertos del recubrimiento, existe una funcién holomorfa

entre todas ellas.
Teorema 4.7. La superficie Z con atlas of = { (Viz1,¢121) ‘ [zle } es de Riemann.

Demostracion. Sean dos clases distintas [21] y [22] y D = V[;,1N V|2, ¥ las iméagenes U7 = ¢p,,1(D)

y Ua = ¢p2,1(D) en el plano euclideo. De acuerdo al homeomorfismo que establecimos mas arriba,
-1 -1 -1
Prz9] O(P[zl] =z, 0 gy OTz, © (pzl

es, restringido a U7, una aplicacién de U1 a Uy y de hecho es holomorfa ya que U1 no contiene
iméagenes de puntos Q-equivalentes a p, i ni co, y porque la restriccion de n2‘21 oy a ¢;11(U1) es

la restriccién de un elemento de Q. O

4.2.3. Género de las regiones fundamentales

Una vez visto que el espacio de 6rbitas */Q, Q €T, es una superficie de Riemann, vamos a
estudiar uno de los invariantes topolégicos mas importantes a la hora de clasificar superficies: el
género. A partir de la famosa férmula de Euler para poliedros obtendremos una expresién para el
calculo del género de una region fundamental del subgrupo Q, correspondiente también al género
de la superficie. De esta manera, quedara totalmente determinada (salvo equivalencia conforme)
la superficie de Riemann obtenida por la accién de un subgrupo. Comencemos recordando algunas

definiciones de indole topolégica:

Definicion 4.5. (Arco, curva y poligono.) Sea una superficie de Riemann £, y por tanto orientable

y compacta. Dado el homeomorfismo sobre la imagen
¢1:00,1] — &,

se denomina arco a la imagen ¢1 ([0,1]) € Z. Una sucesién de arcos ai,as, - ,a, se denomina
curva si el punto final de un arco es el punto inicial del siguiente, y la curva sera cerrada en caso

de que sus puntos inicial y final coincidan. Si tomamos otro homeomorfismo
¢2:D — R,

donde D es un disco cerrado del plano R?, se denomina poligono a la imagen ¢o(D) en la superficie.

Una coleccion finita de curvas con un nimero finito de puntos de interseccién tal que el cierre de
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cada componente conexa de su complementario es un poligono, y tal que su interseccién consta de
un unico punto o una unica arista (o bien es vacia), se denomina descomposicion poligonal de
Z. En el capitulo siguiente, en el que hablaremos del concepto mas amplio de grupo de Hecke,

utilizaremos una teoria alternativa pero equivalente denominada teoria de mapas regulares.

Al pensar en la descomposicion poligonal, podemos visualizar la descomposicién de un po-
liedro regular en caras poligonales. Inscribamos el poliedro en una esfera y proyectemos esta
descomposicion a la superficie de la esfera. Asi, siguen teniendo sentido los conceptos de vértice,
arista y cara como los entendemos en su version cldasica. Enunciamos ahora el teorema de Euler

para poliedros®, extendiendo la férmula conocida para poliedros convexos.

Teorema 4.8. (Férmula de Euler) Sea una superficie &, para cualquier par de descomposiones

poligonales 2 y 2; (i # j) se tiene la relacion
(4.22) Vi—a;tci=v;—a;+tcy,

donde v es el nimero de vértices, a el niimero de aristas y ¢ el nimero de caras. Es decir, la

cantidad v —a + c es constante, independientemente de la descomposicion elegida.

Por ejemplo, en el caso de un poliedro regular como el octaedro, se tiene que
v—a+c=6-12+8=2,

y noétese que podemos inscribir el octaedro en una esfera (que tiene género g = 0). A nivel
topolégico, podemos entender una superficie orientable compacta de género g como una esfera a

la que se le afiaden g asas (ver [15]), pero el concepto de género es mas complicado que esta idea:

Teorema 4.9. Sea una superficie de Riemann X, su género como superficie orientable coincide
con el niimero mdximo de curvas cerradas disjuntas que no descomponen % en varias superficies.

La expresién del género viene dada por
(4.23) g=1-——

Evidentemente, si el género es 0 se tiene 2 =v —a + ¢, la versién simplificada de este teorema.
El género es un importante invariante topolégico (por homeomorfismos, por tanto) y es de gran
utilidad a la hora de clasificar superficies. Por ampliar este concepto, recordemos que la llamada

caracteristica de Euler para superficies orientables se calcula como
(4.24) X(R)=2-2g,

estando este nimero relacionado con la estructura de celdas de la superficie, concepto desarrollado

ampliamente por A.Hatcher en [15].

5La demostracién aparece en la obra [4] de H. Behnke y F. Sommer.
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Volviendo al caso de los subgrupos del grupo modular, tengamos en mente la regién funda-

mental & como unién de semitriangulos modulares. Pues bien, si recuperamos la proyeccién
U — R,

se tiene que la imagen de un semitridngulo es un poligono en %, con lo que la imagen de
todos los semitriangulos forma una descomposicién poligonal en 2 con 2u caras (ya que hay
tridngulos modulares en la regiéon fundamental) y r vértices vq,vg,---,v,. Como, segin nuestra
notacion, el nimero de semitridngulos que se apoyan en T es 2n;, el nimero de aristas sera

a =ny, +ny,, +---+n,, . Sustituyendo en la expresién (4.23), obtenemos la formula
1 r
(4.25) g:1—,u+§Z(nvk—1),
k=1

entendible como género de la superficie 2 o como género de la regién fundamental. Ya conocemos
que si Q es normal en I', el nimero de semitriangulos que se apoya en cada punto equivalente a
i, p 0 oo es el mismo independientemente del punto de la clase de equivalencia. Asi, teniamos 2n;
semitridangulos apoyados en i, 2n, en p y 2n en oo, la cantidad n, era el nivel del subgrupo y

el nimero de puntos no Q-equivalentes venia dado por
o, =wn,, z€{i,p,00}.

Pues bien, en el caso de los vértices vq,vs,---,v,, aquellos que sean Q2-equivalentes tendran el

mismo nimero de semitridngulos 2n,,, con lo que podemos concretar la férmula del género:

-1
(4.26) gzl—u+g( y = )
ze{i,p,00} nz

Como n; €{1,2} y n, €{1,3} segtin vimos (teorema (4.4) y ejemplo posterior), la expresién del

género puede transformarse en la siguiente:
0Oy 0; O
(4.27) g=1+4 2 %i UJoo
Sabemos ademés que los subgrupos principales de congruencia I'[N] tienen esquema (n;,7n, ) =
(2,3,N), por tanto se tiene una concrecién mas para el género, como ya adelantidbamos en la

relacion (3.60) recogida de los trabajos de Gunning:

N-6
4.2 =1 _—
(4.28) g=1+u ON

donde u es el indice del subgrupo.

En la siguiente tabla se muestra el género de las superficies para algunos valores de N:

N|[2a5 6 7 8 9 10 11 12
g| 0 1 3 5 10 13 26 25

Cuadro 4.1: Género de las superficies de Riemann % */T'[N].
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Observando los valores de g para N =1,2,---,5, vemos que la superficie de Riemann resultante
debe ser, en todos estos casos, la esfera de Riemann X, mientras que cuando N = 6 la superficie
de Riemann de género 1 es homeomorfa al toro complejo C/w, para algin reticulo w (revisar el
teorema (1.2)). No podemos dejar de relacionar estos resultados con un articulo de Knopp (ver

[21]) en el que afirma:

Teorema 4.10. Sea el subgrupo normal A(m) de I'. Si es de indice finito en I'[m], entonces su
region fundamental tiene género 0, y por tanto la superficie de Riemann % = */A(m) serd la

esfera de Riemann.

Complementando este teorema con la afirmacion de Klein y Fricke de que el género de la
region fundamental del subgrupo I'[m] es g =0 siy sélo si m € {1,2,3,4,5}, y como A(m)=T[m]
en estos casos (Brenner, [6]), se concluye que para m = 6 el indice |I'[m]: A(m)| tiene que ser

infinito (y el género no nulo).

En el siguiente apartado veremos que los valores N = 1,2,---5 estan relacionados con el
poliedro regular que se puede inscribir en la esfera, siendo los vértices de apoyo las imagenes de

las t = n, cuspides (por ejemplo, un tetraedro en el caso N = 3).

4.2.4. Poliedros y grupos de rotaciones

Como adelantamos al inicio de la seccién, para el subgrupo principal I'[N] con ¢ cispides, se
tiene que el espacio de 6rbitas %/I'[N] es la esfera de Riemann menos ¢ puntos, correspondientes
a las cuspides del subgrupo. Por ejemplo, la superficie de Riemann %/I'[2] es la esfera menos
los tres puntos correspondientes a las imagenes de las clases de cuspides [oo], [1] ¥ [0], que no
son I'[2]-equivalentes. No obstante, hemos logrado obtener superficies de Riemann compactas al

trabajar con una topologia en el semiplano superior extendido %2/ *.

Gracias a los trabajos de Klein y Fricke (ver [19], [12] y [20]), es conocida la clasificacion de los
grupos modulares de nivel N, PSLy(Zy), para los primeros valores de N. Pese al arduo trabajo

que hay detras de esta clasificacion, tratemos de arrojar cierta luz con algunos ejemplos.

= Para el subgrupo principal de congruencia I'[5] =(2,3,5), se tiene nivel N =5, indice y =60
en I' y, por tanto, ¢t = 60/5 = 12 cuspides no equivalentes. Al tomar la imagen de %™ por la
proyecciéon candnica 7, tenemos como superficie la esfera de Riemann, y las imagenes de
las 12 cuspides seran vértices de la descomposicién poligonal de la misma. Podemos ver
la region fundamental (con semitriangulos) proyectada en la esfera como descomposicién

poligonal en la siguiente imagen:
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Figura 4.9: Region fundamental de I'[5] como descomposicién poligonal de la esfera.

Vemos que cada cuspide tiene alrededor 2n,, = 2N = 10 semitriangulos, o bien 5 triangulos
modulares. Asimismo, cada punto eliptico equivalente a i tiene 2n; = 4 semitriangulos
alrededor y por tltimo cada punto eliptico equivalente a p tiene 2n, = 6 semitridngulos. Asi,
podemos inscribir un poliedro regular con 12 vértices, cada uno de los cuales tendra N =5
caras alrededor como imagenes de los triangulos modulares, y apoyando dichos vértices en
las cuspides de la descomposicién. En este caso, el poliedro que cumple estas caracteristicas
es el icosaedro, de modo que podemos pensar en un icosaedro inscrito en la esfera de
Riemann. Asi, las caras del poliedro son triangulos equilateros y habra un total de 60/3 = 20
caras por lo que, como la esfera tiene género g =0, habraa=v+¢-2=12+20-2 =30

aristas, como ya sabemos. Asi, como
|[PSL3(Z5)| = p=60

es el orden del cociente I'/I'[5], podemos ver el grupo modular de nivel 5, PSL9(Z5), como
el grupo de rotaciones del icosaedro, que tiene 60 elementos y es isomorfo (Klein, [19]) al

grupo alternado As.

Figura 4.10: Icosaedro inscrito en la esfera.
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= Para el grupo principal I'[4] =(2,3,4), tenemos nivel N =4, indice ;=24 en I" y, por tanto,
t = 24/4 = 6 cuspides no equivalentes. Si tomamos la regién fundamental de semitridngulos

proyectada en la esfera, tendria el siguiente aspecto:

Figura 4.11: Regién fundamental de I'[4] como descomposicién poligonal de la esfera.

Por el razonamiento realizado en el caso anterior, como N = 4, sabemos que cada cispi-
de (vértice del poliedro regular) tendra alrededor 4 caras como imagenes de triangulos
modulares. El poliedro regular con 6 vértices es el octaedro, con lo que habra un total de
24/3 = 8 caras triangulares y, en este caso, habraa =v+c¢—2=6+8—2 =12 aristas, como

ya sabemos.

Figura 4.12: Octaedro inscrito en la esfera.

Por tanto, se tiene I/T[4] = PSLy(Z4) como grupo de rotaciones del octaedro, isomorfo al

grupo de simetrias S4.

= Para el grupo principal I'[3] =(2,3,3), tenemos nivel N = 3, indice =12 en I" y, por tanto,
t = 12/3 = 4 cuspides no equivalentes. Si tomamos la regién fundamental de semitridngulos

proyectada en la esfera, tendria el siguiente aspecto:
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Figura 4.13: Region fundamental de I'[3] como descomposicion poligonal de la esfera.

Como N = 3, sabemos que cada vértice tendra alrededor 3 caras poligonales (imagenes de
triangulos modulares) . El poliedro regular con 4 vértices es el tetraedro, con lo que habra
un total de 12/3 =4 caras triangulares y, en este caso, un totaldea =v+c—-2=4+4-2=6

aristas, como ya sabemos.

Figura 4.14: Tetraedro inscrito en la esfera.

Por tanto, se tiene PSLy(Z3) como grupo de rotaciones del tetraedro, isomorfo al grupo

alternado Ag4.

Para el grupo principal I'[2] = (2,3,2), tenemos nivel N =2, indice =6 en I y, por tanto,
t = 6/2 = 3 cuspides no equivalentes. No existen poliedros regulares con 3 vértices, por lo
que en este caso inscribimos un tridngulo equilatero con vértices en las imagenes de las

cuspides en la esfera.
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Figura 4.15: Triangulo equilatero inscrito en la esfera.

Por tanto, se tiene PSL9(Z2) como grupo de simetrias del tridngulo, isomorfo al grupo Sg.

Recogemos los ejemplos tratados en la siguiente tabla:

N  Grupo Descripcion Orden
2 =83 simetrias del tridangulo 6

3 =ZAy grupo tetraédrico 12

4 =8y grupo octaédrico 24

5 ZAj grupo icosaédrico 60

7 PSLy(Z7) grupo de Hurwitz 168

Cuadro 4.2: Clasificacion de los grupos modulares de nivel N.

Comentamos el caso N =7: PSLy(Z7) tiene orden p =168 y ¢ = 24 cuspides no equivalentes.
Como adelantamos al final del apartado (3.3.3), este grupo resulta ser un grupo de Hurwitz con
orden 168 = 84(g — 1), por tanto el género de la superficie de Riemann % = % */T'[7] debe ser g = 3.
En términos topolégicos, la superficie sera homeomorfa a una esfera con 3 asas, a la suma conexa

de 3 toros o al llamado toro triple (ver [15]), como en la siguiente imagen®:

Figura 4.16: Superficie con g = 3.

8Extraida de Wikipedia, con licencia publica. Disponible en https://en.wikipedia.org/wiki/Torus.
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4.2. SUPERFICIES DE RIEMANN

Hemos visto los efectos geométricos que tiene la acciéon del propio grupo modular y sus
subgrupos sobre el semiplano superior hiperbdlico y ecémo toman forma como superficies de
Riemann, lo que ha permitido estudiar ciertos casos importantes que resultan ser grupos de
rotaciones de poliedros regulares. Cuando enmarquemos el grupo modular dentro de un tipo
mucho mas general de grupos, los grupos de Hecke, veremos que aparecen efectos geométricos

similares.
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CAPITULO

GRUPOS DE HECKE

urante las secciones anteriores hemos descrito numerosas propiedades relativas al grupo
modular, y en especial a cuestiones sobre sus subgrupos normales y las superficies que
se generan al actuar sobre el semiplano superior hiperbdlico, utilizando para ello de

manera reiterada los generadores

T(z)=-1/z, U(z)=z+1y R(z)=TU(2) = -t
z+1

Asi, tanto el par T', U como el par T, R generan el grupo y nos permiten escribir su presentacion.
Veremos que, si cogemos un generador U mas general y se cumplen ciertas relaciones, estaremos
hablando de una clase de grupos més general que el grupo modular: los grupos de Hecke. Estos
grupos fueron introducidos por E. Hecke en 1938 (en [16]), si bien en la dltima década del siglo
XX y principios del XXI ha cobrado fuerza el estudio de sus propiedades, asi como la busqueda de
subgrupos y sus superficies de Riemann asociadas. Entre los matematicos con publicaciones en

este campo, destacan I. Ivrissimtzis, D. Singerman e I. N. Cangiil (ver [17], [8] y [7]).

Tras ver la definicién de estos grupos, buscaremos el caso concreto en el que el grupo de Hecke
es el grupo modular y revisaremos las clases de subgrupos mas relevantes. Comprobaremos que
varios resultados fundamentales expuestos para el grupo modular se pueden generalizar para
ser ciertos en el caso de los grupos de Hecke, y finalmente pondremos el foco en las superficies de
Riemann que aparecen como espacios de 6rbitas por grupos de Hecke, de manera analoga a como

se hizo en el capitulo anterior.
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5.1. Definicion, generadores y presentacion

Partimos del grupo de transformaciones PSLs(R) introducido en (1.2), y recordemos que el

grupo modular de transformaciones PSLy(Z) admitia la presentacion
PSLg(Z):< T.R |T?=R%=1 >=< T.U | T?=(TUP =1 >

y, logicamente, puede entenderse como el grupo SL2(Z) identificando cada matriz con su opuesta,

esto es,

PSLo(Z)=SLo(2)/(£I).

Por este motivo, y como venimos haciendo desde la seccién 3.2, utilizaremos simplemente I" para
referirnos al grupo modular con la identificacion A ~-A, VA eT.

Comenzamos tomando la familia de generadores U :=Uy(z) =z + A con 1 € R, de forma que T
y U generan un grupo, que sera subgrupo de PSLg(R). Pues bien, E. Hecke demostré en [16] que

este grupo es discreto si A := A4 = 2cos(7/q) con q = 3 entero, o también en el caso A = 2. Entonces:

Definicion 5.1. Se denomina grupo de Hecke al grupo generado por las transformaciones 7T :=

T(z)=-1/zyU:=Ux(z) =z + A, siendo A := 1, = 2cos(r/q) con q = 3 entero o bien 1 = 2.
Para el resto del capitulo nos restringiremos al caso A := 14 = 2cos(7/q) y denotaremos a tal
grupo como H,. En estas condiciones, es evidente que R = T'U y por tanto

-1
+Aq

R:=R(z)=
z

con lo que es facil comprobar que 7' es un elemento de orden 2 y R es un elemento de orden gq.

Asi, podemos tomar la regién fundamental (Hecke, [16])
(5.1) Fo={ zetu | IRezl <}y lel=1 }
y la presentacion
(5.2) Hy=( T.R|T?=Ri=1 )=( T,.U| T>=(TU¥ =1 ),
por lo que igual que PSLy(Z) = Cq * Cg, se tiene que
H,=Cy%Cy,

y comenzamos a intuir que se trata de una generalizacién respecto al caso del grupo modular,

que concretamos a continuacion.
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5.2. Algunos grupos de Hecke
Demos valores a g = 3 para intentar describir el grupo de Hecke H, resultante:

1. Sig =3, A3 =1y por tanto estamos hablando del grupo modular, esto es,

H3=PSLy(2).

2. Si g =4, Ay =2y veremos que las matrices del grupo Hy tienen una estructura conocida.
3. Si g =5, aparece el nimero dureo As =¢ = %5, cuyas propiedades permiten caracterizar

al grupo Hs.
4. Si q =6, A\g = V3 y la caracterizacién del grupo Hg es similar a la de Hy.

5. Si q > 6, describir los elementos de H, es complicado y de hecho sélo se conocen algunas

propiedades.

En el caso de los grupos H4 y Hg, sus elementos son bien conocidos:

Proposicion 5.1. El grupo de Hecke H4 es un subgrupo de PSLo(Z [\/ﬁ]) y sus matrices son de

la forma

(5.3)

| a bv2
A_(cx/i d

), a,b,c,deZy detA=ad—-2bc=1

o de la forma

(5.4) A:(”‘L/§ df/ﬁ)’ a,b,c,d€Zy detA =2ad —be = 1.
Andlogamente, las matrices del grupo Hg, que es subgrupo de PSLo(Z [V3]), tienen la forma
(5.5) A=(Cj§ b\/g),a,b,c,dEZy detA =ad —3bc=1
o de la forma
(5.6) A:("“/g b ),a,b,c,dEZy detA =3ad-be=1.
c dv3

Sin embargo, cuando g =5, 15 = ¢ no es tan inmediato conocer si una matriz (de PSLa(Z [(/)] )
pertenece o no a Hs, aunque existe un método basado en fracciones continuas dado por Rosen
en [41]. Ahora bien, igual que para el grupo modular Hj3 se tiene que Q U {oo} es el conjunto de
ctispides, cabe plantear cual sera el conjunto de ciispides para los casos ¢ € {4,5,6}. Pues bien,

dada la estructura de sus matrices, podemos afirmar:
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Proposicion 5.2. El conjunto de ciispides del grupo Hy (respectivamente Hg) es un subconjunto
de [\/i] U {oo} (respectivamente Q [\/§] U {oo}), siendo dichas ciuspides de la forma p = a\/m/c,
donde m =2 (respectivamente m = 3). Las ciispides de Hg son de la forma

ap+b

cp+d’
Demostracién. Es inmediato comprobar que p = a\/m/c es una cuspide del grupo de Hecke
correspondiente, sin mas que observar que si A es de la forma expuesta en la proposicién (5.1), se
tiene que

A(oco) =avmlce Q[ym],

con lo que el conjunto de cuspides es un subconjunto de Q[/m]. Para el grupo Hs, dada la
propiedad ¢? = ¢ + 1 del niimero aureo, cualquier potencia de ¢ se podra expresar como a¢ + b €
Z [¢]. Cuando q > 6, no existe un método general para encontrar el conjunto de cispides de los

grupos de Hecke. O

Grupos triangulares como grupos de Hecke.

Recordemos la signatura de la forma (0;/,m,n) para grupos triangulares vistos en secciones
anteriores, donde [, m y n son los 6rdenes (o periodos) de los generadores T', R (ambos elipticos) y
U (entendido como eliptico de orden infinito) respectivamente. Para el grupo modular podemos
escribir PSLy(Z) = (0;2,3,00) dado que U tiene orden infinito, por lo que por extension Hy =
(0;2,4,00) y Hg = (0;2,6,00), siendo en general

5.7 H, =(0;2,q,00).

Veremos que la signatura sera realmente 1til para el estudio de los subgrupos méas importantes y

sus propiedades.

Observacion.

Hay que tener cuidado para no confundir los conceptos de signatura y esquema de ramificacion:
la signatura (g;/,m,n) hace referencia al género y a los 6rdenes de los generadores del grupo,
mientras que el esquema (n;,n,,n) hace referencia a subgrupos Q2 <I' de nivel n, y que tienen

2n;, 2n, y 2n semitridngulos apoyados en cada punto equivalente a i, p e oo, respectivamente.

El subgrupo par.

Pongamos por un momento el foco en H,, con q € {4,6}. Las matrices del tipo

by
A:( “ m),m:q/Z
c

se denominan pares, mientras que las del tipo

e
¢c dvm
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se llaman impares. Las matrices pares forman un subgrupo de indice 2 en H,, denominado

subgrupo par y denotado como H g %" Se puede demostrar (Singerman, [43]) que
(5.8) HYY =7+ Cyp,

donde Cy/z es el grupo ciclico de q/2 elementos.

5.3. Subgrupos de grupos de Hecke

En esta seccion, vamos a extender las nociones sobre los subgrupos fundamentales del grupo
modular para explorar los equivalentes de grupos de Hecke. Asi, revisaremos los subgrupos
principales de congruencia y comprobaremos cuando estos coinciden con el nicleo de la reduccién
moédulo N, retomaremos la definicién y propiedades del subgrupo conmutador de un grupo
de Hecke para observar propiedades que generalizan las vistas para PSLg(Z), y finalmente

abordaremos (de nuevo) la cuestiéon de contar subgrupos de un indice dado.

5.3.1. Subgrupos principales de congruencia

Partiendo del grupo modular Hs = PSLy(Z), podemos redefinir el subgrupo principal de
congruencia I'[ N] como

a b a b 1 0
I'[N]= € Hg =+ modN 3,

Este subgrupo es normal en PSLy(Z) y contiene el elemento UY. Ademés, obteniamos los

subgrupos principales de congruencia a partir de la aplicacién reduccién médulo N
AN :PSLo(Z)— PSL9(Zy),
ya que ker(A1y) =T'[N]. Extendamos esta nocién a los grupos de Hecke:

Definicion 5.2. Se define el subgrupo principal de congruencia de nivel N del grupo de Hecke

10
A=+ modN ;.
01

Se puede entender la reduccién médulo N de elementos de la forma /m ¢ Z a partir del

H, como

(5.9) H,(N)= { AcH,

siguiente ejemplo: como 9 =2 méd 7 entonces podemos considerar que 3 = v/2 méd 7.

En el contexto de g > 3, no siempre ocurre ker(Ay) = H,(N) para la reduccién
A«N :Hq - Hq(ZN);
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como si ocurria para el grupo modular Hg. Para estudiar las diferentes posibilidades respecto al

nucleo de esta aplicacién, denotémoslo como K, (N). En general, se tiene que
Hy(N)<K4(N),

y la pregunta es jen qué casos K,(N) = H,(N)? Desde luego no ocurre para, por ejemplo, g =4y

N =17, considerando el homomorfismo

A:Hy — PSLo(Z7)

(2 al)- 6ol )G %)

que induce el isomorfismo H4/K4(7) = PSLo(Z7) (Macbeath, [27]) y observando que, por ejemplo,
5v2 7
A- ( V2

tal que

7 5V2
con lo que H4(7) # K4(7). Para mas detalles, consultar la pagina 150 de [8], donde ademas se

) € (K4(7)— H4(7))

expone una descripcién de los grupos isomorfos a H,/K,(N) y a H,/H,(N) para distintos valores
degyN.

5.3.2. Subgrupos potencia y conmutador

Continuando con la generalizacién de los subgrupos mas relevantes de los grupos de Hecke,

recordemos que el subgrupo conmutador del grupo modular se define como
I'=([a,b]| a,beT ),

como siempre con la identificaciéon de cada elemento con su opuesto. La abelianizacién del grupo
modular es, entonces

rr'=( T.R|T?=R*<1,TR=RT ).
Es facil ver que esta abelianizacién es isomorfa a Co x C3, y por tanto el orden del grupo es 2-3 =6.
Vimos que el subgrupo conmutador tiene como conjunto generador minimo (a = TRTR 2 b=TR?TR )
siendo asi de rango 2. Generalizando al caso de un grupo de Hecke, tenemos la siguiente proposi-

cién (basada en [7]) que caracteriza al conmutador H <,1 del grupo de Hecke Hy;:
Proposicion 5.3. Todo elemento A =[a,ble H ,’q es par, asi H :1 cH f; " y se tiene la abelianizacién
(5.10) Hy/Hy=( TR | T?=R7=I1,TR=RT }=C3xC,.

Como consecuencia, el subgrupo conmutador H ; es de rango q — 1y la abelianizacion H,/H ; tiene

orden 2q.

Como ejemplo, observar que cuando g = 3 (grupo modular) Hj tiene rango 2 y |H3/H é| =6
(visto), mientras que si g =4 entonces H), tiene rango 3 y |[H4/H,| =8 y si g = 6 entonces Hy, tiene
rango 5y |H6/Hé| =12.
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Relacion con los subgrupos potencia.
Cuando estudiamos los subgrupos de un grupo de Hecke, nos encontramos con que estos pueden
o no contener elementos de orden finito, que en este caso serian elementos elipticos. Este hecho

motiva la siguiente definicién:

Definicion 5.3. (Grupos de torsion) Se dice que un grupo G es un grupo de torsién si todos sus
elementos tienen orden o periodo finito. Si el grupo no contiene elementos de orden finito, se

denomina grupo libre de torsién.

Pues bien, recordemos que para el grupo modular (¢ = 3), los tinicos subgrupos normales de
indice p € {1,2,3} son los de la forma I'*. Generalicemos a cualquier grupo de Hecke H,, con p

primo:

Proposicion 5.4. Los tinicos subgrupos normales de torsién con indice € {1,2,p} de H,, siendo

p primo, son los subgrupos de la forma H g.

Demostracion. Sea un subgrupo normal Q <H,. Al ser () de torsién, contiene o bien a R, o bien
a T o bien a los dos generadores. Si contiene a los dos, evidentemente se trata del propio H;
si contiene al generador T pero no a R entonces H,/C2 = C, (generado por los conjugados de T),
por lo que como R tiene orden p debe tratarse del subgrupo HII;. Si contiene a R perono a T,
entonces H,/Q2 = C3 (generado por los conjugados de R), por lo que como T tiene orden 2 debe

tratarse del subgrupo H %. O

Para finalizar, cabria esperar que la relacién entre los subgrupos potencia y conmutador para

el grupo modular dada en el teorema (3.15), y que puede reformularse como
H}=H3jnHS,

pudiera generalizarse a cualquier H), con p primo. Asf es:

Teorema 5.1.

(5.11) H,=H>nHS.

La demostracion es la misma que para el caso g = 3.

;Cuantos subgrupos hay?

Para responder a esta pregunta cuando se trata de grupos de Hecke, vamos a introducir algunas
nociones sobre la teoria de mapas regulares y su correspondencia uno a uno con los subgrupos
normales, cuestién que abordaremos en la préxima seccién, por su conexién con las superficies
de Riemann. Veremos que es similar a los resultados relativos al concepto de descomposicion

poligonal de una superficie.
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5.3.3. Signatura de los subgrupos

En la ardua biisqueda de subgrupos normales de un grupo de Hecke H,, interviene de forma
practica, como hemos ido viendo, la signatura (2, q,o0) del grupo triangular, donde hemos omitido
el género. De cara a la proxima seccion, en la que se buscaran subgrupos normales y se dara la
superficie de Riemann relacionada, vamos a generalizar el concepto de signatura de un grupo
triangular y a detallar tanto la presentacion como la signatura de cualquier subgrupo de un

grupo de Hecke H,,.

Proposicion 5.5. El grupo con signatura (g;m1,---,mp), donde g es el género, m1,---,m, son
los ordenes (finitos) de los generadores elipticos, y my+1, -+ ,mp = 0o corresponden a los érdenes

infinitos de los generadores parabdlicos, se corresponde con el grupo cuya presentacion es
(5.12) (21 apan,br, e agbg | 2 = =x = Layox 1 lai,bil =1 ),
siendo los x; los distintos generadores.

En el caso de que el género sea 0, podemos concretar una presentacion mas simple:
(5.13) < X1y | AT = = =y = >,

de modo que evidentemente H, tiene signatura (0;2,q,00). Cuando el orden de un generador es 1
se suele omitir, y ademas suele afiadirse a cada orden el nimero de veces que se repite, esto es, el
numero de clases no H q-equivalentesl. Asi, la signatura de cualquier subgrupo de un grupo de

Hecke viene dada en el siguiente
Teorema 5.2. La signatura de un subgrupo ) de H, = (0;2,q,00) es
(5.14) (g;2(80)aq€[31)"" aqE:k)yoo(t))’

donde los (s;) muestran el niimero de elementos no H ;-equivalentes de cada orden. Si el subgrupo

es normal en H, entonces tanto los q; como t dividen al indice p.
Demostracion. Consecuencia de [7], p.60, Lema 1.2. O

Para calcular el género del subrupo (que luego da informacién sobre el niimero de agujeros de

la superficie de Riemann asociada), tomamos la funcién holomorfa
f:u*IQ— a*/H,

entre superficies de Riemann y concretamos la formula de Riemann-Hurwitz dada en (1.1) como

sigue:

k
) 1 1 1
(5.15) 92+, (1——)+t: (___),
2 l:zl i 27

1En nuestra notacion, o, representa el nimero de clases no equivalentes con punto fijo z, siendo habitual utilizar
0o =t como numero de clases parabdélicas (igual al nimero de cispides).
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donde p es el indice del subgrupo en H,. Asi, para subgrupos libres de torsién la férmula del

género queda simplificada:

1 1
(5.16) 2g—2+t=,u(———).
2 gq

En la siguiente seccién introduciremos el concepto de mapa regular, veremos que existe una
correspondencia entre subgrupos normales y mapas regulares y utilizaremos la signatura de
los subgrupos reiteradamente para estudiar los subgrupos normales y la superficie de Riemann

asociada como espacio de érbitas en % *.

5.4. Mapas regulares y superficies de Riemann

En el apartado (4.2.2) detallamos la obtencién de una superficie de Riemann como espacio
de 6rbitas del semiplano superior por la accién del grupo modular o un subgrupo normal del
mismo, utilizando el concepto de descomposicién poligonal de una superficie para hablar de los
términos vértice, arista y cara. Generalizando esta teoria, se puede establecer un puente entre la
teoria de grafos y el estudio de las superficies, de forma que si se tiene un grafo embebido en una
superficie entonces bajo ciertas condiciones, podemos relacionar ambos campos de conceptos para
obtener resultados. Asi, vamos a definir el concepto de mapa regular, para ver la conexién con los
subgrupos normales de los grupos de Hecke y, ademas, poder hablar de grupos de automorfismos
de superficies de Riemann, como ya hicimos para el grupo modular. Asi pues, veamos la primera

definicién:

Definicion 5.4. (Mapa) Se denomina mapa a un grafo G dirigido? embebido? en la superficie

(orientable) S, de forma que las componentes conexas de S — G son simplemente conexas.

Al embeber el grafo G en la superficie S aparecen los vértices y las aristas de G, y ademas
una serie de caras, correspondientes a las componentes conexas de S — G. Asi, el mapa tendra V'
vértices, A aristas y C caras. Normalmente una arista conecta dos vértices, pero puede existir (lo
veremos maés adelante) un arista conectada a un unico vértice, recibiendo asi el nombre de arista
libre.

Definicion 5.5. (Valencia) Se denomina valencia de una cara al nimero de lados (aristas) que la
rodean, mientras que la valencia de un vértice es el nimero de aristas que inciden en él. Sim y n
son, respectivamente, el minimo comtn miiltiplo de las valencias de las caras y de los vértices,

podemos hablar de un mapa de tipo {m,n}*.

2Sus aristas est4n orientadas: o bien inciden en un vértice o bien salen de él.

3Fijados los vértices sobre la superficie, se conectan por medio de aristas de forma que se conserve la estructura y
las propiedades del grafo original.

4Se denomina mapa dual del mapa M ={m,n} al mapa M* = {n, m}. Por ejemplo, el cubo y el octaedro son duales
entre si.

86



5.4. MAPAS REGULARES Y SUPERFICIES DE RIEMANN

Definicion 5.6. (Automorfismos y regularidad) Un automorfismo en un mapa M es un homeo-
morfismo de la superficie S que preserva la orientacion de las aristas del mapa. El conjunto de
todos los automorfismos de M se denomina grupo de automorfismos y se denota como Aut(M). Un

mapa es regular si todas sus caras y vértices tienen la misma valencia.
Teorema 5.3. Un mapa M es regular si y sélo si el grupo Aut(M) actia transitivamente en S°.

En [18], Jones y Singerman demuestran que existe una correspondencia uno a uno entre los
mapas regulares {m,n} y los subgrupos normales de los grupos triangulares G, , =(0;2,m,n).
Precisamente esta relacion sera la que nos permita estudiar las caracteristicas de los subgrupos

normales de los grupos de Hecke H . Asi, para cada m divisor de g existe un homomorfismo
(5.17) ©:H,;=(0;2,q,00) — (0;2,m,n),

que manda los generadores de H, en los de (0;2,m,n), y de igual forma para cada mapa regular
{m,n} existe un subgrupo normal Q <(0;2,m,n), de manera que 0 1(Q)esel subgrupo normal
de H, asociado al mapa regular {m,n}, y con nivel n (en concordancia con lo visto hasta ahora).
Si M es tal que todas sus caras tienen valencia m|q, entonces existe un tinico subgrupo normal
Qp <H, asociado a este mapa. Ademas, el subgrupo puede contener alguno de los generadores T'
o R de H, o a ninguno, hecho que condiciona las caracteristicas del mapa regular. Veamos una
importante reflexién acerca de la relacién entre los generadores 7'y R y las caracteristicas de los

mapas:

Proposicion 5.6. Si un subgrupo Q2 c H, tiene torsién, necesariamente contiene conjugados de
T o bien de alguna potencia de R. Cada conjugado de T corresponde con una arista libreb, y si
un conjugado de R tiene exponente m médulo Q7 entonces el mapa tiene una cara con valencia
m. Reciprocamente, cada arista libre del mapa M corresponde con un conjugado de T en Q y
cada cara con valencia m a un conjugado de R™ en Q. Por tanto, los mapas q — gonales® se

corresponden con los subgrupos libres de torsién de H,.

La udltima afirmacién se basa en que los grupos libres de torsién no contienen conjugados
de T' y contendrian conjugados de R? = I, luego finalmente no contienen elementos de orden
finito. De esta forma, si el subgrupo es normal en H,, el mapa regular asociado o bien no tiene
aristas libres o, excepcionalmente, tiene todas sus aristas libres. Para este dltimo caso, tenemos

la siguiente definicién:

Definicion 5.7. Se denomina mapa estrellado de r aristas, y se denota como .%., al mapa
consistente en un unico vértice del que emanan r aristas libres. El mapa consiste en una cara

r-gonal y un vértice de valencia r.

5Se dice que un grupo G actda transitivamente en X si para cualquier par de elementos x,y € X distintos existe
g €@ tal que x = g(y).

6 Arista conectada a un tnico vértice.

TEs decir, (R")™ = [ARA_l)m pertenece al subgrupo Q.

8Mapa consistente en una cara de valencia g, y sin aristas libres.
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Asi, el subgrupo asociado al mapa estrellado ., puede verse como el nicleo del homomorfismo
de H, al grupo ciclico C, dado por T'— I, R — a siendo a el generador de C,.
Si el mapa no tiene aristas libres, Q)7 no contiene conjugados de T' y en [18] se demuestra el

siguiente

Teorema 5.4. Sea M un mapa regular de género g, sin aristas libres, con C caras de valencia m
donde m|q, A aristasy V vértices. Entonces el subgrupo normal Qpr asociado tiene indice u=2A
en Hy, t =V clases parabdlicas (ciispides) y C clases de elementos elipticos de orden q/m. Por

tanto, se tiene la signatura
(5.18) Qur := (g;(q/m)'©,00V).

Reciprocamente, para un subgrupo normal que no contiene conjugados de T existe un mapa

regular M asociado sin aristas libres.

En la seccion (3.3.4) nos sumergimos en la busqueda de una formula que proporcione el
nudmero de subgrupos normales del grupo modular Hs dado el indice p. Para abordar una pregunta
semejante sobre cualquier H,, dividiremos el estudio en los casos de género 0 y de género 1. Esta

busqueda equivale a encontrar mapas regulares en la esfera y en el toro, respectivamente.

5.4.1. Mapas regulares en la esfera

Estudiemos los subgrupos normales de género 0 de H, o lo que es lo mismo, los mapas de
tipo {m,n} en la esfera. Vamos a observar que se generaliza el comportamiento detallado para el
grupo modular Hs, esto es, si {2 es normal en H, entonces H,/Q) es el grupo de automorfismos
de alguna superficie de Riemann % */Q). Atendiendo al niimero de elementos de los grupos de
automorfismos resultantes, podemos hablar de los grupos alternados A4, As, el grupo simétrico
S4, el grupo ciclico C,, o el dihédrico D,. Comencemos con un teorema que caracteriza a los

subgrupos normales asociados a mapas estrellados:

Teorema 5.5. Sea %, el mapa estrellado de r aristas libres, con r|q. Entonces, el subgrupo
asociado Qg es normal con indice u=r en Hy, tendrd r elementos elipticos de orden 2, un

elemento eliptico de orden q/r y una clase parabélica. Asi, tendrd signatura
(5.19) Qg :=(0;27, q/r,00).

Los mapas estrellados suponen un ejemplo de sélido platénico degenerado, pero existen otras
posibilidades que recogemos en la siguiente tabla, en la que para cada mapa se detalla el tipo, el
numero de vértices, aristas y caras y el grupo de automorfismos H,/Qp correspondiente:

Al contar el nimero de subgrupos normales con g =0, hay distinguir si ¢ es par o impar:

Proposicion 5.7. El niimero de subgrupos normales con género 0 de H,, que denotamos como

N 8, es infinito si q es par, mientras que si q es impar la cantidad es finita y se calcula como sigue:
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Mapa regular Tipo A% A C Aut(M)
Mapa estrellado %, - 1 r 1 Ciclico C,
Poligono regular &, y dual 22* {r,2}, {2,r} T, 2 r,r 2, r Dihédrico D,
Tetraedro I {3,3} 4 6 4 Alternado A4
Octaedro @ y cubo € {3,4}, {4,3} 6,8 12, 12 8,6 Simétrico S4

Icosaedro .# y dodecaedro 2 {3,5}. {5,3} 12,20 30,30 20,12 Alternado As

Cuadro 5.1: Tabla de sélidos platénicos, incluyendo degenerados.

Ng =2d(q), si (¢q,15)=1,

N =2d(q)+3, si (q,15) =3,

N9 =2d(q)+1, si (¢,15) =5,

NJ =2d(q)+4, si (g,15) = 15,
siendo d(q) el niimero de divisores positivos de q.

Utilizando el teorema (5.4) podemos calcular facilmente la signatura de cada subgrupo normal
Qur, ya que conocemos el nimero de vértices, aristas y caras de cada mapa regular M asociado.
Por ejemplo, en H4 es evidente que el subgrupo normal asociado al cubo {4,3} tiene signatura
(0;00®), puesto que no puede tener elemenos elipticos (ya que serian de orden g/m =4/4=1)
y tiene V = 8 cuspides o clases parabdlicas. En sintesis, recogemos en la siguiente tabla una

clasificacion de los subgrupos normales libres de torsion para distintos valores de q:

Grupo de Hecke Subgrupo normal Indice Signatura
Hj Q7,Q0, Qs  12,24,60 (0;00Y), (0;00'9), (0;00112)
Hy Qg 24 (0;00®)
Hs Qg 60 (0;0020)
H,, (g=3) Qo 2q (0;009)

Cuadro 5.2: Subgrupos normales con género O libres de torsién, para distintos grupos de Hecke.

5.4.2. Mapas regulares en el toro

Intentemos contar el niimero de subgrupos normales de género 1 en Hy, o lo que es lo mismo,
los mapas de tipo {m,n} en el toro. Ya ha sido estudiado (A. Altshuler, [1]) que estos mapas deben
ser de los tipos {3,6}°, {6,3} (como dual del tipo {3,6}) y {4,4}.

9Hemos visto el subgrupo principal de nivel 6 y su relacion con el grupo triangular Gg =(2,3,6). La superficie de
Riemann %/T'[6] es, como ya expusimos, homeomorfa al toro complejo.
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Subgrupos normales en H,.

Para el grupo H4 =(2,4,00), los mapas de tipo {3,6} y {6,3} no pueden corresponder con subgrupos
normales porque ni m =3 ni m = 6 son divisores de g =4, luego tnicamente quedan los mapas
de tipo {4,4}, que por consiguiente deben estar asociados con subgrupos normales del grupo
triangular (2,4,4). Los mapas del tipo {4,4} se suelen denotar como {4,4}, ; (r,s € Z), y en [18] se

2 2 2 2

demuestra que tienen r2 + s? vértices, r? + s2 caras y 2(r? + s2) aristas. El grupo de automorfismos

correspondiente tiene orden |Aut(M)| = 4(r? + s2) (igual al indice p del subgrupo Qzs en Hy). Un

ejemplo de visualizacién de un mapa de este tipo sobre el toro es la siguiente!®

Figura 5.1: Mapa regular de tipo {4,4} en el toro.

aunque es recomendable consultar [46], donde J.J. van Wijk expone representaciones no sélo
de mapas regulares en el toro sino en cualquier superficie orientable de género g. Volviendo a
nuestra senda, estamos buscando subgrupos normales con nivel n = 4, por lo que segin vimos en
(3.58), el indice viene dado por
p=nt=4t= 4(r? +52),

con lo que habré ¢ = r? + s? cuspides o clases parabdélicas. Buscando el nimero de pares (r,s) € Z2

no equivalentes tales que p/4 = t = r2 + s2, llegamos a la siguiente

Proposicion 5.8. El niimero de subgrupos normales de género 1 con indice u del grupo de Hecke

Hy se denota Ni(u) y se calcula como sigue:

(5.20) N = H (r,9)€z? | r2+s2=t=t H

1
4
Subgrupos normales en Hg.

Por razonamientos analogos a los expuestos para el caso ¢ =4 y por los resultados en [18],

existe una correspondencia uno a uno entre los subgrupos normales libres de torsion de Hg y

2 2

—rs) vértices, C = (r2 + s® —rs) caras

2

los mapas regulares de tipo {6,3}, 5, que tienen V = 202 +s
y A =3(r? + s? — rs) aristas. E] numero de clases parabélicas es ¢ =2 +s2 —rs y, por el teorema

(5.4) estos subgrupos no tienen elementos elipticos (puesto que tendrian orden q¢/m = 6/6 = 1),

0Tmagen extraida de Wikipedia bajo licencia publica y disponible en https://upload.wikimedia.org/
wikipedia/commons/6/60/Torus_from_rectangle.gif
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siendo por tanto subgrupos normales libres de torsién con indice u=2A = 6¢ en Hg. En el caso

2 2

dual, los mapas regulares de tipo {3,6}, ;, que tienen V = (r? + s2 —rs) vértices, C = 2(r? + s% —rs)

2 _rs) aristas, tienen de nuevo por el teorema (5.4) C = 2t elementos elipticos

carasy A =3(r2 +s
de orden g/m = 6/3 = 2. Obsérvese que, ademds, los mapas regulares de tipo {3,6}, ; corresponden
a subgrupos normales del grupo (0;2,3,6). En conclusién, el nimero de subgrupos normales con

género 1 de Hg responde a la siguiente

Proposicion 5.9. El nimero de subgrupos normales de género 1 con indice u del grupo de Hecke

Hg se denota N é(,u) y se calcula como sigue:
1
(5.21) Né(ﬂ)=gH (r,s)ez? | r?+s?-st=t=k H

Subgrupos normales en H,,.
Un resultado mas general viene dado en el siguiente teorema, cuya demostracion se sigue

inmediatamente del teorema (5.4) y de la proposicién (5.6):

Teorema 5.6. El niimero de subgrupos normales de género 1 de un grupo de Hecke H, cumple

los siguientes enunciados:
» El grupo H, tiene infinitos subgrupos normales de género 1 siy sélo si (q,12) = 3.
» El grupo H, no tiene subgrupos normales de género 1 siy sélo si (q,12) < 3.

» El grupo H, tiene infinitos subgrupos normales de género 1 libres de torsion si y sélo si
q €1{3,4,6}.

Tras un largo recorrido tedrico, hemos generalizado el grupo modular al marco de los grupos
de Hecke para comprobar que lo estudiado para el grupo modular consiste en casos particulares
de una teoria mucho mas general. Buena muestra de ello es la teoria de mapas regulares, que
se concreta en las descomposiciones poligonales vistas, asi como el concepto de signatura de un
grupo, que etiqueta de forma rapida a cada subgrupo y es verdaderamente 1util para establecer

relaciones y encontrar propiedades y resultados.
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ras un extenso estudio, las conclusiones principales que extraemos son:

. El grupo modular puede ser entendido como grupo de matrices o como grupo de transforma-
ciones. En cualquiera de los casos, el efecto geométrico de sus transformaciones sobre la

region fundamental genera una teselacion del semiplano superior.

. La determinacién de férmulas para el cédlculo del indice de un subgrupo requiere, dada la
naturaleza de los coeficientes de los elementos del grupo modular, de resultados de teoria
de nimeros. El indice de un subgrupo de SLy(Z) puede ser igual o no que el indice del
subgrupo asociado PSLg(Z), dependiendo de si el elemento —I pertenece o no al subgrupo.
En este trabajo se exponen férmulas para el cdlculo de distintos indices para subgrupos

relevantes.

. De entre los subgrupos del grupo modular, destacan los subgrupos normales y los subgrupos
de congruencia. Se ha demostrado que no todos los subgrupos normales son de congruencia,
¥y que no existe una férmula para contar el nimero de subgrupos normales de un indice

concreto.

. La regién fundamental de los subgrupos principales de congruencia muestra graficamente
el namero de cuspides no equivalentes, y permite obtener el subgrupo en cuestién como

grupo generado por las transformaciones de borde de su region.

. Los espacios de orbitas de estos subgrupos en el semiplano superior son superficies de
Riemann. Cuando la superficie es la esfera de Riemann, los grupos modulares de nivel NV son
isomorfos a los grupos de simetrias de los sélidos platénicos. Existe una estrecha relacion,

dependiendo de N, entre los grupos modulares de nivel N y los grupos triangulares.
. El grupo modular es un grupo de Hecke.

. La teoria de mapas regulares sirve como enfoque para estudiar los subgrupos normales de
un grupo de Hecke, dado que existe una correspondencia biyectiva entre mapas regulares y

subgrupos normales. Trabajar con la signatura de los subgrupos facilita esta tarea.

92



8. Los espacios de 6rbitas por grupos de Hecke en el semiplano superior son superficies de
Riemann. Hemos estudiado los mapas regulares correspondientes a distintos grupos de

simetrias en la esfera, asi como los mapas regulares en el toro.

Como trabajos futuros, se propone continuar el estudio de las regiones fundamentales de los
subgrupos de congruencia profundizando en el método del simbolo de Farey, asi como el analisis
de la superficie de Riemann asociada. En el campo mas general de los grupos de Hecke, se pueden
explorar otros grupos de Hecke aparte de los casos vistos, asi como continuar la bisqueda de

subgrupos normales mediante mapas regulares en superficies de género mayor que la unidad.
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