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ABSTRACT

Abstract en espanol:

En este trabajo se exponen las propiedades basicas de los subgrupos discontinuos I' del
grupo de isometrias del plano hiperbélico H, tanto en el caso de cociente H/I' compacto, como
en el caso no compacto. Para ello, se han estudiado las propiedades geométricas de las regiones
fundamentales y los espacios cocientes asociados, asi como la relacién de éstos con sus estructuras
algebraicas.

Abstract in English:

This Master Thesis deals with the basic properties of the discontinuos subgroups I' of the
group of isommetries of the hyperbolic plane H, both in the case of compact quotient H/T' and in
the no-compact case. For this purpose, the geometrical properties of their fundamental regions
and quotient spaces have been studied, as well as the relationship between them and their
algebraic structures.

Keywords: Grupos cristalograficos no euclideos, Regiones Fundamentales, Automorfismos de superficies

de Riemann y de Klein



TABLA DE CONTENIDOS

Pagina

Indice de cuadros iv
Indice de figuras v
1 Introduccion 1
2 Preliminares 3
2.1. Geometria Hiperbdlica . . . . . . . . . . . . ... ... . . . 4
2.2. Espaciosrecubridores. . . . . . . . . . ... 5
2.3. Gruposfuchsianos . . . . . . . . .. ... 7
2.4. Superficies de Riemann y sus grupos de automorfismos . ... ............ 8
2.5. Algunos resultados dela teoriadegrupos . . . . . ... ... ... ... ... ..... 11

3 Grupos NEC con espacio cociente compacto 14
3.1. Definicion. Propiedades basicas . . . . . .. ... ... ... . ... ... 14
3.2. Regionde Wilkie . . . . . . . . . . . . . .. e 15
3.3. Clasificacion algebraica. . . . . . . . .. ... ... 30
3.4. Signatura y presentacion de grupos NEC . . . . ... ... ... ... .. ....... 38
3.5. Isomorfismosde grupos NEC . .. ... ... . ... ... .. .. . . . . . . .. .... 41
3.6. Area de unaregién fundamental . .. .. ... .. .. ... ... ... 48
3.7. RangodeungrupoNEC . . . . . . . . ... . ... ... 50
3.8. Subgruposdegrupos NEC . . . . . . .. . . ... ... ... 53

4 Grupos NEC con espacio cociente no compacto 62
4.1. Region Fundamental de grupos NEC no compactos . . . . ... ... ......... 63

ii



TABLA DE CONTENIDOS

4.2. Estructura algebraica de grupos NEC no compactos . ... .............. 71
4.3. Estructura de grupos NEC no compactos y finitamente generados . . . . . ... .. 74
5 Conclusiones 83

Bibliografia 85

iii



TABLA

3.1. Signatura y Presentacién. .. ........

3.2. Orden de los estabilizadores de los vértices

4.1. Tabla de vérticesdev . ... ... ......

iv

INDICE DE CUADROS



INDICE DE FIGURAS

FIGURA Pagina
2.1. Vértice parabdlico . . . . . . . . . . . . . e e e 10
3.1. Regién fundamental inicial ApBCp*D . . . . . . . . . . . . . 21
3.2. Regién fundamental transformada AqCq*T(B)D . ... . ... . ... ... ....... 22
3.3. Regién fundamental inicial ABpCp*D . . . . . . . . . . . . ... 23
3.4. Regién fundamental transformada AqCTB)q*D . . ... ... . ... ... ....... 24
3.5. Regi6én fundamental inicial ApBCP'D . . . . o oo 24
3.6. Region fundamental transformada AqC T(B)q/D ...................... 25
3.7. Regi6n fundamental inicial ABpCp'D . . . . . oo 25
3.8. Region fundamental transformada Aqu/T(B)BD ..................... 26
3.9. Teselas para calcular la relacion del vérticev . . . . . ... ... ... ... ........ 29
4.1. Vértice parabdlico en una regién de Dirichlet no compacta . . . . . ... ... ... ... 65
4.2. Regién de Dirichlet del grupomodular . . . . ... ... ... ... ... . ......... 65
4.3. Region de Dirichletdel (z—2z+1) . .. ... .. . . ... . ... .. e 66
4.4. F; tiene contorno ciclico. F9,F3 no tienen contorno ciclico . . . ... ........... 66
4.5. Grafico para demostracionde 4.1 . . . . . . . . . .. ... 67
4.6. Ejemplo de sector para la demostracion de la proposicion 4.7 . . . .. ... ... .... 70
4.7. Estrelladel vértice v . . . . . . . . . . . e e 73
4.8. Region fundamental con un vértice parabdlico . . . .. ... ... ... ... ....... 76
4.9. Superficie cociente correspondiente a componentes parabélicas . . . . .. ... ... .. 76
4.10. Region fundamental con un ladoeneleje R . . . . . ... ... ... ... ... 77
4.11. Superficie cociente correspondiente a componentes hiperbdlicas (funnel) . . . ... .. 77
4.12. Region fundamental con un lado en el eje Ry reflexiones . . ... ... ......... 77
4.13. Superficie cociente correspondiente a componentes hiperbélicas (funnel con linea de

reflexion) . . . . . .. e e e e e 77
4.14. Superficie orientable de género 1 nocompacta . . ... ... ... ... ... ....... 79
4.15. Region fundamental del grupo G . . . . . . . . . ... ... e 79
4.16. Superficie orientable de género 1 no compacta menos un disco cerrado . . .. ... .. 80






CAPITULO

INTRODUCCION

or el teorema de uniformizacién para superficies de Riemann sabemos que toda superficie

compacta de Riemann de género mayor que uno es el espacio de 6rbitas del plano hiper-

bélico H bajo la accién de un subgrupo de discreto I' del grupo de automorfismos de H que
preservan la orientacion. La naturaleza discreta de estos subgrupos, llamados grupos fuchsianos,
implica la existencia de las denominadas regiones fundamentales, que son poligonos hiperbdlicos,
entre cuyas propiedades esta la de la naturaleza invariante de su area, que nos permite deducir
las sorprendentes propiedades de finitud de sus grupos de automorfismos. Adicionalmente, las
propiedades algebraicas de un subgrupo fuchsiano estan estrechamente relacionadas con la
estructura geométrica de su regiéon fundamental. De esta forma, la conexién entre las propie-
dades algebraicas de los grupos fuchsianos y las geométricas de sus regiones fundamentales
materializan una de esas relaciones que se encuentran, una y otra vez, entre distintas areas de
las matematicas (Topologia, Algebra, Analisis Complejo, Teoria de Numeros, Geometria, etc.), en
este caso, en el estudio de las superficies de Riemann y la Geometria Hiperboélica y que explican
sus papeles centrales en el desarrollo de las matematicas desde el pasado siglo.
Por otro lado, el grupo completo de automorfismos del plano hiperbélico contiene tanto las trans-
formaciones que preservan la orientacién, comentadas arriba, como transformaciones que la
invierten, por ejemplo reflexiones y reflexiones con deslizamientos. Parece razonable por ello
plantearse la siguiente cuestion: jen qué medida los subgrupos discretos del grupo completo de
automorfismos de H mantienen propiedades paralelas a las de los grupos fuchsianos? A estos
grupos se les denomina grupos cristalograficos no euclideos (NEC) y se demuestra que, en efecto,
juegan un papel analogo al de los grupos fuchsianos en el estudio de las denominadas superficies
de Klein, que son la versién no orientable o con borde de las superficies de Riemann.

El estudio de las propiedades de los grupos NEC comienza con los trabajos de Wilkie [28] y
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Macbeath [18] que en 1966 y 1967, respectivamente, obtuvieron la clasificacién completa de estos
grupos en el caso de grupos de cociente compacto. Estos trabajos iniciales fueron extendidos, entre
otros, por Macbeath y Hoare en [19] y por Zieschang en [29] al caso de grupos NEC de cociente no
compacto, volviendo, adema4s, a obtener, como casos particulares del caso NEC general, resultados
clasicos relativos a grupos fuchsianos y a superficies de Riemann.

Asimismo, Singerman estudid, por ejemplo, la versién para grupos NEC del importante invariante
dado por el area de sus regiones fundamentales, estudié las propiedades del grupo fuchsiano
canénico de un grupo NEC en [25], e investigd, entre otros, el papel de estos grupos en el estudio
de superficies de Riemann no orientables [24]. Posteriormente, Preston [23] en 1975 y May [21]
en 1977 demostraron que las superficies de Klein, introducidas por Klein en 1897, pueden ser
representadas por cocientes del tipo anterior, es decir, del plano hiperbélico por acciones de grupos
NEC. Por dltimo, destacar que la UNED y la Universidad Complutense de Madrid han tenido
un papel extraordinariamente relevante en el estudio de los grupos NEC y de los grupos de
automorfismos de superficies de Riemann y Klein; por ejemplo, el profesor Bujalance ha realizado
una extensa investigacion en el area de grupos NEC en [5] y [6] y en superficies de Riemann y
Klein en [7], [9] y [10], donde tnicamente se he citado las referencias usadas en la bibliografia de
esta trabajo. Igualmente, los profesores Etayo y Martinez, entre otras aportaciones, construyeron
en [12] regiones fundamentales convexas en forma de poligonos hiperbélicos con el nimero
minimo de lados a partir de una signatura NEC dada.

El contenido de la presente memoria gira entorno a la pregunta planteada arriba y para ello
el trabajo se ha estructurado de la siguiente forma. En primer lugar, en el capitulo 2, Preli-
minares, presentamos resultados basicos de geometria hiperbdlica, superficies de Riemann y
sus automorfismos, Teoria de Grupos y Topologia. Se revisan las definiciones fundamentales y
resultados basicos necesarios para dar consistencia a la memoria, aunque dado que todos ellos se
incluyen en los contenidos del grado y del méster, se presentan resumidos y sin demostraciones.
El capitulo 3 se dedica al estudio de las propiedades de los grupos NEC de cociente compacto,
aquellos en los que el espacio cociente H/T' es compacto. Se estudiaran asimismo las regiones
fundamentales y sus propiedades, la clasificacién algebraica, presentacién y signatura de los
grupos NEC. Adicionalmente, se introducira el concepto de rango de un grupo NEC y se termina
este capitulo con el estudio de dos tipos de subgrupos de gran relevancia: el grupo fuchsiano
canénico de un grupo NEC y los subgrupos normales. El capitulo 4 es una introduccién al estudio
de grupos NEC de cociente no compacto, en particular, se estudian sus regiones fundamentales
y su estructura tanto para el caso de ser finitamente generados como en los no finitamente
generados.

Finalmente, quisiera acabar esta introduccién senalando como objetivo personal de la presente
memoria el adquirir y presentar los conocimientos fundamentales necesarios para poder realizar
actividades de investigacion en el area de grupos NEC, superficies de Klein y sus grupos de

automorfismos.



CAPITULO

PRELIMINARES

ste capitulo lo dedicamos a tratar los conceptos preliminares fundamentales necesarios
para abordar la memoria. Se incluyen conceptos y resultados basicos de la geometria
hiperbdélica, en particular, los modelos del semiplano superior y del disco de Poincaré,
la métrica hiperbdlica y el teorema de Gauss-Bonet, que seran empleados de forma sistematica
durante la memoria. La bibliografia usada para esta parte son, fundamentalmente, [1] y [15],
aunque aspectos parciales de los temas tratados han sido basados también en [3] y [19].
El estudio de superficies de Riemann y Klein hace necesario el uso sistemético de las nociones
de levantamientos y espacios recubridores, a los que dedicamos la segunda seccién del presente
capitulo y que hemos tratado siguiendo fundamentalmente dos referencias, [15] y [22].
La tercera seccion la dedicamos a los grupos fuchsianos, donde se repasara su definiciéon y algunas
propiedades importantes usadas a lo largo de la memoria. Las referencias usadas en esta secciéon
son [19], [14] y [15].
La seccién cuarta del capitulo la dedicamos el estudio de las propiedades de los cocientes del
semiplano superior por grupos de sus automorfismos H/T', en estrecha relacién con el concepto de
superficie de Klein y sus grupos de automorfismos, y en ella revisamos la definicién de Superficie
de Riemann y sus grupos de automorfismos, ademaés se presentan resultados relacionados como
la féormula de Riemann-Hurwitz. La bibliografia usada en esta seccion ha sido, esencialmente,
[15].
Por 1ltimo, se ha incluido un repaso de los conceptos ineludibles de teoria de grupos necesarios
para este trabajo, en particular, grupos conmutadores y grupos de Sylow. Para esta seccién, se

han usado las referencias [8] y, de nuevo, el texto de Jones y Singerman [15].
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2.1. Geometria Hiperbodlica

Este trabajo va a usar de forma sistematica dos modelos del plano hiperbélico, el del semi-
plano superior H y el modelo del disco unidad o de Poincaré D. Recordamos que un modelo desde
el punto de vista geométrico, sec compone de un espacio soporte en el que definimos como se
representan los objetos geométricos basicos como puntos y lineas. Los modelos del semiplano
superior y del disco de Poincaré quedan enmarcados en el plano complejo, usado como espacio
soporte a las definiciones geométricas.

En el modelo del semiplano superior, el espacio soporte es el conjunto de puntos del plano complejo
H={z=x+izeC:y>0}. En este espacio queda definida una métrica de la forma ds = ld—yl
cuyas geodésicas, las lineas hiperbélicas o H-lineas, son circulos o lineas ortogonales al eje rgal.
Se puede demostrar que el grupo de isometrias del semiplano superior viene dado por las trans-

formaciones de la forma

az+b
cz+d

con,a,b,c,deR,ad-bc=1,

az+2 con,a,b,c,deR,ad —bc=-1.

cz +

Este grupo es isomorfo al grupo proyectivo especial lineal PSL(2,R), la imagen del grupo SL(2,R)
de matrices de orden dos de determinante unidad en el grupo cociente PGL(2,R)/{+1I}.

En el modelo del disco de Poincaré, el plano hiperbdélico se identifica con el disco abierto
1‘_d|Z’)||2. En este caso, las H-lineas

estan dadas por circulos perpendiculares al circulo unidad y por las lineas que pasan por el origen,

D={w=u+iveC:|w|l<1}yla métrica se define como

en otras palabras, H-lineas perpendiculares al circulo unidad. El grupo de isometrias del modelo

de Poincaré consiste ahora en las aplicaciones

aw+b aw+bd

_—, = _conaﬁ—bgzl.
bw+a bw+a
Los modelos del semiplano superior y del disco de Poincaré son equivalentes, equivalencia
que viene dada por la transformaciéon de Mobius

z—1
w=——weD,ze H.

z+1
En lo que sigue nos centraremos en el modelo del semiplano superior, pero, por lo anterior,
todos los resultados que presentamos tienen su contrapartida equivalente en el modelo de Poinca-
ré. En primer lugar, definimos distancia hiperbélica p entre dos puntos z,w € H como la longitud
hiperbélica de la H-linea que une z y w. Donde se entiende que la longitud hiperbdélica se calcula

integrando sobre la métrica definida arriba. Se tiene el siguiente resultado fundamental:
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Teorema 2.1 (Invarianza de la distancia hiperbélica). p(T'(2),T(w)) = p(z,w) para toda T €
PSL(2,R),z,w e H.

Un grupo se dice que actia transitivamente sobre un conjunto si dados dos elementos
cualquiera del mismo a,b existe un elemento g del grupo tal que a = gb. Se tiene que PGL(2,R)

actia de forma transitiva sobre la H-Lineas. El elemento de H-area se define

x
3 4 y se tiene, de

Yy

nuevo, que el H-area, calculado a partir del elemento de H-area que acabamos de definir, es un

invariante frente a transformaciones de PGL(2,R). Se tienen ademas los siguientes resultados

que seran ampliamente usados en la memoria:

Teorema 2.2 (Teorema de Gauss-Bonnet). Sea A un tridngulo hiperbdlico con dngulos a,f,y.

Entonces su H-drea es

wA)=n-—a—-p-v.

Decimos que un subconjunto de puntos C del plano hiperbdélico es estrellado si existe un
punto O del interior de C de forma que para todo P € C, la H-linea que une O y P estd en C. En
particular, los conjuntos convexos hiperbélicos son conjuntos estrellados. El siguiente corolario

del teorema anterior resultara de utilidad en el capitulo 3 al estudiar el area de un grupo NEC:

Corolario 2.3 (Gauss-Bonnet para conjuntos poligonos estrellados). Sea Il un poligono hiperbs-
lico estrellado de n-lados con dngulos a1, as,...,a,. Entonces

uI)=(n-2)r1—a;—a1—as—...— an.

2.2. Espacios recubridores

Presentamos las nociones de espacio recubridor y recubridor universal de gran utilidad en el
estudio de las propiedades de los cocientes H/T'. En la dltima parte de esta seccién, describimos
los conceptos de recubrimientos ramificados (branched coverings), plegados (folded covering) y

ramificados-plegados (branched and folded coverings) que seran usados en los capitulos 3 y 4.

Definicion 2.4 (Abierto regularmente cubierto). Sea p : S — S una aplicacién continua y sobre-
yectiva. Un conjunto U de S se dice que sta regularmente cubierto por p si su imagen inversa
por p, p~H(U) puede escribirse como una unién disjunta de conjuntos abiertos V, de S, tales que
para cada a la restriccion de p a V,; es un homeomorfismo de V, en U. Los conjuntos {V,} y U se

llamaran entornos elementales.

Definicion 2.5 (Aplicacién y espacio recubridores). Sea p : S — S una aplicacién continua y
sobreyectiva. Si todo punto s de S tiene un entorno U que esta regularmente cubierto por p,

entonces se dice que p es una aplicacién recubridora y S un espacio recubridor de S.

Diremos ademads que S es un espacio recubridor de k-hojas de S si p~1(s) tiene % elementos.

Si existe un s tal que p~1(s) tiene k-elementos, entonces p~1(s) tiene k-elementos para todo s € S.

5



CAPITULO 2. PRELIMINARES

Se denomina transformacién recubridora de (S, p) a un homeomorfismo g : S — S tal que pog = p.
Las transformaciones recubridoras forman un grupo bajo la operacién de composicién.

Si el espacio recubridor E es simplemente conexo, diremos que E es un recubridor universal
de S. Se tiene que toda superficie conexa S tiene una superficie recubridora (S, p) tal que S
es simplemente conexa, es decir, S es su recubridor universal. El espacio recubridor universal
es unico en el siguiente sentido: si (S, q) es otro espacio recubridor simplemente conexo de S,
entonces existe un homeomorfismo f : S — S tal que p = g o f. Méas generalmente, si (S, q) es
un espacio recubridor conexo de S, entonces hay una aplicacién recubridora f : S — S tal que
p=gqof,deforma que S recubre todas las superficies recubridoras conexas de S. El siguiente
resultado tiene una relevancia especial en el estudio de automorfismos de las superficies de

Riemann y de Klein:

Teorema 2.6 (Aplicaciones y espacios recubridores). Si S es conexo, el grupo G de transformacio-
nes recubridoras de p : S — S actia de forma discontinua en S. En particular, un elemento de G

distinto de la unidad no puede tener puntos fijos en S.

Decimos que (S, p) es un espacio recubridor regular de S, si para todo s € S, el grupo G de
transformaciones recubridoras actia transitivamente sobre la fibra p~1(s). El siguiente resultado
nos ofrece la forma natural de identificar una superficie con un cociente de una superficie

recubridora por un grupo de transformaciones recubridoras:

Teorema 2.7 (Superficies recubridores regulares). Si (S, p) es una superficie recubridora regular
de S y si G es el grupos de transformaciones recubridoras, entonces existe un homeomorfismo

q:S — S/G dado por q(s)=[§]lg, donde s€ Sy sepL(s).

Un concepto mas general que el recubrimiento, es el de recubrimiento ramificado, en el que el

recubrimiento esta definido en todo el espacio menos en un conjunto finito de puntos:

Definicion 2.8 (Aplicacién y espacio recubridores ramificados). Una aplicacién continua p : S —
S se dice que es un recubrimiento ramificado si existe un conjunto finito de puntos x1,...,x, €S
tal que el conjunto p~1({x1,...,x,}) es discreto y la restricciéon de p a S — p~1({x1,...,x,}) es un

recubrimiento. Los puntos x1,...,x, € S se denominan puntos de ramificacién de p

Intuitivamente, si S y S fueran subconjuntos de C, entonces los puntos de ramificacién de
f(2) se pueden entender como los puntos z donde las soluciones de f(z) = ¢ tienen multiplicidad
mayor que ¢g. Localmente a un punto de ramificacién, la aplicacién recubridora ramificada es
equivalente a la aplicacion z — z™ y diremos que el punto de ramificacién tiene indice m.
Analogamente, diremos que una aplicacién recubridora es plegada (folded covering) si es local-
mente como la aplicacion x +iy — x+1i|y|. Por dltimo, la aplicacién puede ser ramificada y plegada
a la (branched and folded covering); a continuacién presentamos la definicién formal en este caso
(ver [28]:



2.3. GRUPOS FUCHSIANOS

Definicion 2.9 (Aplicacién ramificada y plegada). Una aplicacion f : X — Y se dice que es una
aplicacién ramificada y plegada de orden n en un punto x € X, si x tiene un entorno V' y existe los
homeomorfismos i1 :V — W, ho : W* — f(V) tal que f =hoopohi, donde W es el disco unidad
|z] < 1, n es un entero positivo, W* c W es el conjunto de ret con0<r<1,0<6< E, o W->W*
es una aplicacién continua "

p(ret?) = retl?l

donde 9* verifica _r <=9 < E, 9=9*(mod2n/n).
n n

2.3. Grupos fuchsianos

Los subgrupos discretos de de PSL(2,R) se denominan grupos fuchsianos. Una caracteristica
que define a los grupos fuchsianos es la de su accién que, si bien en el caso general no es
discontinua, verifica una version algo mas débil denominada accion propiamente discontinua. Un
grupo G se dice que actia propiamente discontinuamente sobre un espacio topolégico Y si cada
punto y € Y tiene un entorno V tal que si g(V)NV # @ para g € G, entonces g(y) = y. El siguiente

teorema resume las dos propiedades basicas que definen a los grupos fuchsianos:

Teorema 2.10 (Grupos fuchsianos). (i) Sea I un subgrupo de PSL(2,R). Entonces I es fuchsiano
si y sélo si I actia propiamente discontinuamente en H.

(it) Sea I' un grupo fuchsiano y sea p € H un punto fijo para algiin elemento de I'. Entonces, existe
un entorno W de p tal que ningtin otro punto de W queda fijado por un elemento de I' que no sea
la identidad.

Los siguientes resultados son de utilidad en el capitulo 3

Corolario 2.11 (I'-6rbita es discreta). Sea I' un subgrupo de PSL(2,R). Entonces, I' es un grupo

fuchsiano si y sélo si para todo z € H, I'z, la érbita de z por I" es un subconjunto discreto de H.

Teorema 2.12 (Orden finito de los elementos elipticos). Un elemento eliptico de un grupo fuch-

siano tiene orden finito.

A cada grupo fuchsiano se le asocia una signatura, que un conjunto ordenado de enteros
no negativos. Sucede que la signatura tiene asociada una presentacién del grupo dado que es
Unica salvo isomorfismos y que nos permite identificar o deducir muchas de sus propiedades. La
signatura de un grupo fuchsiano se representa de la forma (g;m1,...,m,) donde g representa el
género de el espacio cociente H/T' y los enteros positivos mayores que 1, m1,...,m, se denominan
periodos. A cada signatura le asignamos un grupo con la siguiente presentacién
(i) Generadores: x1,...,X,,a1,b1...04,b¢4
(ii) Relaciones: x| =x5"* = ... =x,"" =1, x1x2...x,.a1b1a11b11...agbga;,1b;,1 =1.

Todo grupo fuchsiano tiene una representacién como la anterior y todo conjunto de enteros de la

forma g,m1,...,m, tal que
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1
2g-2+L]4(1--)>0,

tiene un grupo fuchsiano con la signatura (g;m1,...,m,). Finalmente, dos grupo fuchsianos
I,T de signaturas (g;m1,...,m,) y (g/;mrl,...,m’r) respectivamente, son isomorfos si y sélo si
g=g ,r=r yhayuna permutacién ¢ del conjunto ordenado (1,2,...,r) tal que m; = Mmg(j)-

Como sabemos, los grupos fuchsianos tienen asociadas regiones fundamentales que nos permiten
teselar el espacio usando estas regiones como tesela basica. En el capitulo 3 se estudian estas
regiones para el caso de los grupos NEC de cociente compacto, cuyas definicién y propiedades son
anéalogas a las del caso de grupos fuchsianos. Un tipo importante de regién fundamental es la
region de Dirichlet de un grupo fuchsiano I' centrado en un punto p, definido como la interseccién
de todos los semiplanos formado por los puntos mas cercanos al centro de la region p que al de sus
transformados por elementos de I'. La construccion de la region de Dirichlet tiene dos ventajas
para el estudio y aplicacion de las regiones fundamentales: en primer lugar, tiene propiedades
muy convenientes como ser conexas y localmente finitas, es decir, cada punto de la tesela tiene
algin entorno que intersecta con un nimero finitos de otras teselas. En segundo lugar, permite
su construccion para cualquier grupo fuchsiano, lo que implica que dado un grupo fuchsiano I',

siempre podremos construir una regiéon fundamental en forma de poligono hiperbélico convexo.

2.4. Superficies de Riemann y sus grupos de automorfismos

En esta seccién, revisamos el concepto de superfices de Riemann. En primer lugar, introduci-
mos su definiciéon para posteriormente presentar las propiedades mas relevantes de sus grupos

de automorfismos necesarias para el resto del trabajo.

Definicion 2.13 (Superficies de Riemann). Sea S una superficie y % = U; una familia de abiertos
que recubren S que verifica las siguientes propiedades

(i) Para cada U; € % existe un homeomorfismo ¢; : U; — C, donde C es el plano complejo.

(i) SiU;,Uj €% y U;nU; # &, entonces (,bitpj_.l es una aplicacion conforme (también se llama
analitica) definida en ¢ ;(U; nU;).

Entonces se dice que S es una superficie de Riemann.
El siguiente resultado resulta de gran relevancia:

Teorema 2.14 (Teorema de Uniformizacion). Toda superficie de Riemann simplemente conexa es
conformalmente equivalente a una de las siguientes

(i) La esfera de Riemann X;

(it) El plano complejo C;

(iii) El semiplano superior H.



2.4. SUPERFICIES DE RIEMANN Y SUS GRUPOS DE AUTOMORFISMOS

Los homeomorfismos de S en S se llaman automorfismos si las funciones ¢; f (/)J_.l son funciones
conformes. El conjunto de automorfismos de una superfice de Riemann S es un grupo bajo la
operacién de composicion que escribimos Aut(S). Los automorfismos de las tres superficies de

Riemann simplemente conexas se presentan en le siguiente teorema:

Teorema 2.15 (Automorfismos de superficies de Riemann). (i) Aut(ZX)=PSL(2,C);
(ii) Aut(C)={z—az+b:a,beC,a #0};
(iti)) Aut(H)=PSL(2,R).

Si S es una superficie de Riemann y (S, p) es una superficie recubridora de S, entonces
existe una tnica estructura compleja en S tal que la aplicacién p : S — S es holomorfa. De aqui
deducimos que cada transformacién recubridora de (S, p) es un automorfismo de S. De esta
forma, si S es una superficie de Riemann conexa, su recubridor universal S ,p) tendra una tnica
estructura compleja con respecto a la cual la aplicacién recubridora p es holomorfa y, por lo
tanto, S es una superficie de Riemann simplemente conexa. Se puede demostrar ademéas que
la cubierta universal (S, p) es ademés un recubrimiento regular de S. Ahora, por el teorema de
uniformizacién, S serd conformalmente equivalente a =, C o H. Puesto que la cubierta universal
es regular, por el teorema 2.7 y la discusion anterior obtenemos el siguiente teorema, también de

gran utilidad en la memoria:

Teorema 2.16 (Superfice de Riemann conformalmente equivalente a un cociente por un grupo
discontinuo). Si S es una superficie de Riemann no conformalmente equivalente a %, C, el plano
complejo menos un punto o a un toro, entonces S tiene un espacio recubridor universal S = H, el
semiplano superior, y S es conformalmente equivalente al cociente H/G para algiin grupo G de
PSL(2,R) actuando discontinuamente sobre H.

En la seccién anterior hemos visto que un grupo fuchsiano esta representado de forma tnica,
salvo isomorfismos, por un conjunto de nimeros enteros denominado signatura. La signatura
identifica ademas otras propiedades del grupo, entre ellas el area de la regiéon fundamental

asociada:

Teorema 2.17 (Area de una regién fundamental). Sea I de signatura (g;m1,...,m,). Si F es una

region fundamental de T, cuya frontera tiene drea hiperbdlica nula, entonces
1
/J(F) = 2n{2g -2+ 2:21(1 = ;)}
1

Ademas, si F es la region de Dirichlet de un grupo fuchsiano I' con H/T' compacto, entonces se
verifica que u(F') = n/21, donde la cota u(F') = 1/21 se verifica inicamente para el grupo triangular
(0;2,3,7).

La region region de Dirichlet es un poligono hiperbélico y se puede demostrar que sus lados
estan emparejados por elementos de I'. De esta forma, analogamente al caso del toro que queda
definido identificando lados opuestos de un rectangulo, las identificaciones de lados de una regién

de Dirichlet emparejados por transformaciones de I' nos permite definir la superficie de Riemann:
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Teorema 2.18 (Superfice de Riemann como cociente de regién de Dirichlet). Si F' es una region

de Dirichlet de un grupo T, entonces F/T' es homeomorfo a H/T.

Las regiones de Dirichlet también nos permiten identificar si la superficie de Riemann es

compacta, como podemos ver en los dos préximos resultados:

Teorema 2.19 (Superfice de Riemann como cociente de regién de Dirichlet). Sea F es una regién
de Dirichlet de un grupo fuchsiano T, entonces H/T es compacto si y sélo si F es un subconjunto

compacto de H.

Teorema 2.20 (Superficies compactas y elementos parabdlicos). Si H/T' es compacto, I no contiene

elementos parabdélicos
El siguiente teorema nos permite identificar los puntos fijos de los elementos parabdlicos:

Teorema 2.21 (Puntos fijos en D). Sea v un punto en {z = 1} del disco de Poincaré D. Si v es
un punto fijo de algiin elemento de un grupo I' que actiia en D, entonces ese elemento es una
transformacion parabdlica. Ademds, si el vértice v € D de una regién de Dirichlet queda fijo por
una transformacion parabélica T, los dos lados de la regién de Dirichlet que se encuentran en v
estdn emparejados por T, como se puede ver en la figura 2.21. Al vértice v le llamaremos vértice

parabdlico.

FIGURA 2.1. Vértice parabdélico

Como podemos deducir del teorema 2.15, las superficies de Riemann de género 0 y 1 tienen

un ndmero infinito de automorfismos. Una propiedad sorprendente es la siguiente:

Teorema 2.22 (Numero finito de automorfismos de las superficies de Riemann). Sea S una
superficie de Riemann compacta de género g = 2. Entonces, el niimero de automorfismos de S
[Aut(S)| < 84(g—1).

10
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Los grupos de 84(g — 1) automorfismos de una superficie de Riemann compacta de género

g =2 se denominan grupos de Hurwitz. El siguiente teorema nos permite identificarlos:

Teorema 2.23 (Grupos de Hurwitz). Un grupo finito G es un grupo de Hurwitz si y sélo si G es

no trivial y tiene dos generadores x,y que obedecen las siguientes relaciones x% = y> = (xy)" = 1.

Para terminar esta secciéon presentamos el siguiente resultado que se denomina teorema de
la formula de Riemann-Hurwitz y que nos relaciona el area de un subgrupo H de G con el indice
finito [G : H]:

Teorema 2.24 (Teorema de la férmula de Riemann-Hurwitz). Si G es un subgrupo fuchsiano con
region fundamental compacta y H es un subgrupo de G de indice finito, entonces
wH) =[G : HIw(G).

2.5. Algunos resultados de la teoria de grupos

Esta seccion la dedicamos al estudio de algunos resultados de la teoria de grupos necesarios
para el desarrollo de la memoria. En particular, se revisa, en primer lugar, los conceptos de
subgrupo caracteristico y subgrupo conmutador y su relacién con los conceptos de subgrupo
normal y abelianizacién. En segundo lugar, presentamos resultados acerca de grupos de Sylow
y, por ultimo, se introducen el grupo PSL(2,q), asi como algunas de sus propiedades de gran
utilidad para el estudio de automorfimos de superficies de Riemann y Klein.

Un grupo G se dice simple si los tinicos subgrupos normales son {15} y el propio G. Una caracte-
ristica a tener en cuenta de los subgrupos normales es que la normalidad no es una propiedad
transitiva, es decir, si G es un grupo, H y K subgrupos suyos de forma que H es normal en K y K
normal en G, entonces H no tiene por qué ser normal en GG, como se puede ver con el siguiente
ejemplo usando el grupo diedral D4: K ={1,x2,y,y-f2},H = {1,y}, que son tales que K es normal
en Dy, pues es de indice 2, y H en K, por la misma razén. Sin embargo, H no es normal en G.
Una propiedad que permite verificar, en cierto modo, la transitividad anterior entre grupos
normales, es mediante los subgrupos caracteristicos. Un subgrupo H se dice caracteristico de G
si T(H) = H para todo automorfismo T de G. Se demuestra que los subgrupos caracteristicos son
normales y que la propiedad de ser caracteristico es transitiva, es decir, si H es caracteristico de
K y éste a su vez de GG, entonces H sera caracteristico en G. Analogamente, Si H es caracteristico
de K y éste es normal en G, entonces H es normal de G.

Si a,b son dos elementos de un grupo G se denomina conmutador de a y b al elemento de G dado
por [a,b] = aba~1b71. El subrupo conmutador o derivado de G esta generado por el conjunto de
conmutadores de elementos de G y se escribe [G,G]. El conmutador de un grupo G es un subgrupo
normal y caracteristico del grupo G. Ademas, se puede demostrar que el grupo cociente G/[G,G]
es un grupo abeliano, que se denomina abelianizacién de G. Por tultimo, si H es un subgrupo

normal de G y G/H es abeliano, entonces [G,G] < H, es decir, el conmutador de G es el menor

11
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subgrupo de G que verifica la propiedad de producir un cociente abeliano.

Sea G un grupo finito, p un nimero primo que divide al orden de G y H un subgrupo de G.
Decimos que H es un p-subgrupo de G si su orden es de la forma O(H) = p™, n = 1. Asimismo de
decimos que H es un p-subgrupo de Sylow de G si H es un p-subgrupo de G y el indice de H en
G no es miltiplo de p. En el siguiente teorema enunciamos las propiedades de los subgrupos de

Sylow:

Teorema 2.25 (Teorema de Sylow). Sea G un grupo finito de orden p™m donde p es un niimero
primo, n 'y m enteros positivos tales que p no divide a m. Entonces se tiene:

1. G tiene algiin p-subgrupo de Sylow.

2. Para cada 1<k <n, G posee algtin subgrupo de orden p*.

3. Los p-grupos de Sylow de G son conjugados

4. El niimero nj de p-subgrupos de Sylow de G cumple:

(4.1) n, divide a m.

(4.2) np —1es multiplo de p.

Ademds, n, =[G : Ng(H)] para cada p-subgrupo de Sylow H de G.

Un grupo de gran interés en el estudio de automorfismos en superficies de Riemann y Klein, el
grupo PSL(2, p). Para ello, vamos a introducir la siguiente notacién: para cada entero p =2, sea
Z, el anillo de enteros médulo p. Las matrices de determinante 1 con coeficientes en Z, forman
un grupo que denominaremos SL(2,p), en el cual las matrices unidad +/ forman un subgrupo
normal. Se define PSL(2,p) = SL(2,p)/{+I}. El orden de PSL(2, p) es finito y si p es primo se

puede demostrar la siguiente férmula:

p(p*-1)
PSL2,p)={ 2 ‘P72
6 p=2

A continuacién, enumeramos las propiedades de los grupos PSL(2, p) que usaremos en el capitulo
5:

Teorema 2.26 (Propiedades de PSL(2,p) - I). PSL(2,p) es un grupo de Hurwitz si iy sélo si:
(i) p = q, donde q es un niimero primoy q = +1mod7 o

(ii) p = q, donde q es primo y q no es ninguno de 0,+1mod7 o

(i) p="1.

Teorema 2.27 (Propiedades de PSL(2,p) - II). Los elementos de PSL(2,p) de orden 2 tienen
traza 0, los elementos de orden 3 tienen traza 1y los de orden 7 tienen traza &, donde se verifica
& +E2-26-1=0.

En concreto, el grupo PSL(2,8) resulta tener propiedades relevantes en el estudio de grupos
de automorfismos de superficies de Klein. Las siguiente propiedad sera necesaria durante este

estudio:

12



2.5. ALGUNOS RESULTADOS DE LA TEORIA DE GRUPOS

Teorema 2.28 (Propiedades de PSL(2,8)). Dos elementos de PSL(2,8) son conjugados si y sélo

si tienen la misma traza.

Para acabar esta seccion vamos a repasar los conceptos de presentacion y producto libre de
grupos. Supongamos que un grupo I' estd generado por elementos X; y relaciones R;j(X;) =1
coni€l,jedJ, con I,J conjuntos de indices. Cada R;(X;) se denomina palabra formada por
los generadores X;, que sera simplemente un producto finito de potencias de generadores Xj;.
Decimos que las relaciones R j(X;) = 1 son relaciones definidoras de I' si toda relacién en I" puede
ser deducida a partir de ellas, es decir, una palabra W(X;) de generadores de X; representa la
identidad en I si y sélo si puede ser transformada en un producto de conjugados de palabras de
R (X;). En este caso decimos que el grupo I' tiene la presentacién
I'=(X;,iel:Rj(X;)=1,j€dJ).

Formalmente, se dice que el grupo I tiene la presentacién vista arriba si es isomorfo al cociente
del grupo libre S = (X;,i € I) por el subgrupo normal generado por las relaciones R ;j(X;)=1,j € J.
Por ejemplo, los grupos ciclico C,,, diedral D, y modular PSL(2,Z) tienen las presentaciones
C,=(X:X"=1),

D,=(X,Y:X"=Y%2=(XY)?=1),

PSL(2,Z)=(X,Y :X?=Y3%=1).

Por tltimo, dados dos grupos I'= (X;,i € I:Rj(X;)=1,jed)yI =(Y;,i' eI :S;(Y;)=1,j €J),
se llama producto libre de I' y I al grupo:

T+T =(X;UYy,ielsi el :Ri(X)=108(Yy)=1,jed,j €J).
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CAPITULO

GRUPOS NEC CON ESPACIO COCIENTE COMPACTO

ste capitulo lo dedicamos al estudio de las propiedades fundamentales de los grupos NEC

de cociente compacto también denominados grupos NEC cocompactos. Andlogamente a

los grupos fuchsianos, definidos como los subgrupos discretos de PSL(2,R), el grupo de
automorfismos del semiplano complejo superior H, los grupos NEC seran introducidos como los
subgrupos discretos del grupos completo de simetrias de H, siendo PSL(2,R) un subgrupo del
anterior.
Este capitulo se estructura de la siguiente forma: en primer lugar, definimos formalmente el
concepto de grupo NEC y estudiamos sus propiedades basicas. Posteriormente, en las secciones
2 y 3 se definen las regiones fundamentales y de Dirichlet para grupos NEC, estudiamos sus
propiedades elementales y obtenemos sus formas canénicas. Ademas, se deducen su presentacion
algebraica y su signatura. En la seccion 4, se resuelve el problema de determinar las condiciones
necesarias y suficientes para que dos grupos NEC dadas sus representaciones estandar sean iso-
morfos. En la seccién 5, profundizamos en el estudio de las regiones fundamentales y calculamos
sus areas. Dado una presentacién de un grupo NEC, en la secién 6 planteamos y resolvemos el
problema de calcular el nimero minimo de generadores de ese grupo, que se denomina rango del
grupo. Por ultimo, en la seccién 7 estudiamos algunas propiedades de los subgrupos de los grupos
NEC, en particular, las relaciones entre las signaturas de los subgrupos normales y las del propio

grupo, asi como el niimero de ciertos subgrupos de un grupo NEC dado.

3.1. Definicion. Propiedades basicas

En la seccién 2.4 hemos definido el grupo A de todas las transformaciones de la forma

az+b

3.1 —
3.1) ¥ cz+d

a,b,c,deR,ad -bc=1,
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az+b

3.2 —
3.2) ‘ cz+d

a,b,c,deR,ad —bec=-1,

donde, como hemos visto en el capitulo 2, las transformaciones 3.1 son los automorfismos del
semiplano superior Aut(H) = PSL(2,R) contenidos en el grupo de isometrias de H con indice 2, y

las 3.2 que también preservan H, pero invierten la orientacion.

Definicion 3.1 (Grupos NEC). Denominamos grupo cristalografico no euclideo (NEC) a los

subgrupos discretos de las isometrias de H.

Ya vimos en el capitulo 2, que los subgrupos discretos de PSL(2,R) son los grupos fuchsianos
y puesto que PSL(2,R) c A, el grupo de isometrias de H, tenemos que los grupos fuchsianos son
un subgrupo de los grupos NEC. Los grupos fuchsianos seran representados mediante el simbolo
A* y llamaremos grupos NEC propios a los grupos contenidos en A — A*.
Sea I' un subgrupo discreto de A, como hemos visto en la seccién 1.4, dependiendo de si I'
incluye o no elementos parabélicos, tendremos que el espacio cociente H/I' sera compacto o
no, respectivamente. En lo que queda de este capitulo, estudiaremos grupos NEC con espacio
compacto, mientras que en el capitulo 4, estudiaremos las propiedades de los grupos NEC con

espacio no compacto.

3.2. Region de Wilkie

En primer lugar, definimos los conceptos de regiéon fundamental, teselacion y region de
Dirichlet asociados a un grupo NEC, I', y estudiamos sus propiedades. Posteriormente, obtene-
mos las denominadas representaciones canénicas de las regiones fundamentales y, finalmente,

obtendremos la presentacién canénica del grupo I'.

Definicion 3.2 (Regiéon fundamental). Sea I' un grupo NEC, decimos que F es una regién
fundamental de I’ si es conexa, cerrada y verifica:

1. U T(F)=H,
Tel

2. FnTF)=9,TeT —{I},

Al conjunto dF = F — F le llamaremos contorno de F y a la familia {T(F): T € I'} la llamaremos
teselacion. Veremos mas adelante que el contorno de las regiones fundamentales estd compuesto
por H-lineas, que seran los lados de la regién fundamental, que intersectan entre si en puntos

llamados vértices. A las imagenes de F' por I' las llamamos caras de la teselacién.

La definicién ha incluido la condicién de que la regién fundamental sea conexa. En la biblio-
grafia, se encuentran distintas definiciones donde se exige la conexién, por ejemplo en [3], y otros
donde explicitamente no se usa, como en [15]. En nuestro caso resulta mas practico exigirla, si

bien vamos a hacer un uso intensivo de las regiones de Dirichlet como regiones fundamentales
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lo que implica la conexién (y otras propiedades convenientes) como veremos mas adelante. A
continuacién introducimos el concepto de regién de Dirichlet para un grupo NEC y demostramos

que es una region fundamental.

Definicion 3.3 (Region de Dirichlet). Sea I' un grupo NEC, sea p € H, tal que p no queda fijado

por ningun T € I'\{I}. Definimos regién de Dirichlet para I" centrada en p al conjunto
(3.3) D, ={zeH]|p(z,p) < p(z,T1(p)},

o, lo que es equivalente,

(3.4) D,T)={zeH]|p(z,p) < p(T(2),p), VT €T}.

Como se puede apreciar, para toda transformacion fija T € I el conjunto de puntos z tales
que {ze H| p(z,p) < p(z,T(p)) VT €T} verifica que p € D,(I') y como ademaés la érbita de p
por I' es discreta, segiin vimos en el capitulo 2, tenemos que D ,(I') contiene un entorno de p.
Adicionalmente, el conjunto de puntos de H equidistantes a p y T'(p), es decir, la mediatriz
hiperbélica del segmento que los une, determinara un semiplano hiperbdélico que contiene a p. Por
lo tanto, D ,(I') es la interseccién de semiplanos hiperbélicos, luego sera una regién hiperbélica
convexa. Si ademas se verifica que D ,(I') es la interseccién de un nimero finito de semiplanos
hiperbdlicos, tendremos que la region de Dirichlet es un poligono hiperbélico.

Por otro lado, las intersecciones de D,(I') con las bisectrices de los segmentos que unen p y
T(p) serén, o bien lineas hiperbélicas, o bien puntos, que llamaremos lados o vértices de D ,(I"),
respectivamente. Asi mismo, a los puntos de interseccién entre lados se les denomina vértices.

Ya sé6lo queda demostrar que, en efecto, las regiones de Dirichlet son regiones fundamentales.

Para ello, demostramos previamente los siguientes dos lemas:

Lema 3.4 (Existencia de puntos de 6rbitas a distancia minima). Sea z;1 e Hy I un grupo NEC,

entonces existe un zg de la I'-6rbita de z1 cuya distancia a z1 es minima.

Demostracion. Como I es discreto, la I'-6rbita de un punto dado sera un subconjunto discreto de
H, de forma que existira un ¢ > 0 tal que el conjunto {z € H| p(z1,2) < €} s6lo contendra z;. Por
lo tanto, VT €T el conjunto {z € H| p(z,T(z1)) < €} no contiene mas elementos que 7'(z1). De esta
forma, para cada T €T el disco de centro T'(z1) y radio € sélo contiene al punto 7'(z1) de la I'-6rbita
de z1 y por consiguiente los discos de centros T'(z1) y radios /2 seran disjuntos los unos de los
otros. Si tomamos un r suficientemente grande de forma que el conjunto {z€ H| p(z,7T(z1)) <r}
contenga al menos un elemento de la I'-6rbita de z; junto con su disco asociado de radio £/2,
tendremos que a lo sumo contendra un ntimero finito de discos disjuntos de radio £/2 y, por lo
tanto, a lo sumo un namero finito de elementos de la 6rbita de z1. Por lo tanto, habra al menos

uno de ellos de distancia minima al propio z1. O

Lema 3.5 (Representante tnico de cada érbita). Si z1,22 € D, entonces z1,22 no pertenecen a la

misma orbita.
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Demeostracion. Si p(z,p)=p(z,T(p)) para alguna T €T, entonces o bien z pertenece a la frontera
de D,(I'), o bien z ¢ D ,(I'). Por lo tanto, tiene que verificarse p(z,p) < p(z,T(p)) en el caso z € an
yeso VT €I'. Como tenemos que 21,22 € D, y ambos pertenecen a una misma 6rbita, se verificara
o(z1,p) < p(z1,T(p)) o, lo que es lo mismo, p(z1,p) < p(T(z1),p) VT €T, por lo que, en particular,
p(z1,p) < p(z2, p). De la misma forma, se tiene que verificar p(z9, p) < p(z1, p), lo que no es posible.

Es decir, una regién de Dirichlet contiene a lo sumo un punto de cada érbita. O

Teorema 3.6 (Regiones de Dirichlet son regiones fundamentales). Si p no queda fijado por

ningiin elemento de I' —{I}, entonces D ,(I') es una region fundamental para T

Demostracion. Sea z1 € Hy sea zg el punto de la I'-6rbita de z; cuya distancia a p sea minima,
que existe segiin acabamos de ver en el lema 3.4. Por lo tanto, p(z9, p) < p(z0,T(p)) y eso VT €T,
es decir, zg € D p Y tenemos que D, (I') contiene al menos un punto de cada I'-6rbita.

Por el lema 3.5, tenemos que el interior de D ,(I') contiene a lo sumo un punto de cada I'-6rbita.
Ademas, como D ,(I') es la interseccién de semiplanos cerrados, D ,(I') serd cerrado y convexo, luego

sera conexo por caminos y, de aqui, conexo. Por lo tanto D ,(I') es una regién fundamental. O

A continuacién, vamos a estudiar la estructura de la regién de Dirichlet: en primer lugar,
demostramos que las regiones de Dirichlet son localmente finitas. A partir de este resultado,
obtenemos que los vértices de una regién de Dirichlet son aislados y, para el caso de cociente com-
pacto, ademads tenemos que el nimero de vértices es finito. Por ultimo, estudiamos la congruencia
de lados de las regiones de Dirichlet, lo que nos va a permitir definir representaciones canénicas

de las regiones fundamentales de los grupos NEC al final de esta seccion.

Definicion 3.7 (Localmente finito). Una regién fundamental F' de un grupo NEC se dice local-
mente finita si todo punto p € F tiene un entorno V(p) tal que V(p)nT(F) # @ sélo para un

numero finitode T €T.

Proposicion 3.8 (Regiones de Dirichlet son localmente finitas). Las regiones de Dirichlet son

localmente finitas.

Demostracion. Sea F = D,(I') con p no queda fija por ningin T'e ' - {I}. Seaa € F', y sea K un
entorno compacto suyo. Supongamos que K NT;(F) # @ para alguna sucesion infinita 71, T9,... de
elementos distintos de I'. Sea 0 = sup ex(p(p,2z)). Entonces, o < p(p,a) + p(a,z) para todo z € K,
y como K es acotado, o es finita. Sea w;j € KN T;(F), entonces w; = T'(z;) para z; € F' y, por la

desigualdad triangular,

p(p,Tj(p) < p(p,wj)+ pw;,T;(p)) = p(p,wj)+ p(z;,p) < p(p,w;) + p(wj,p) < 20.

Por lo tanto, el conjunto infinito de puntos T'1(p), T'2(p),... pertenece a la bola compacta de centro
p y radio 20, que contradice la accién propiamente discontinua de I', propiedad que deberia

verificar segin vimos en la seccién 2.4. O
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CAPITULO 3. GRUPOS NEC CON ESPACIO COCIENTE COMPACTO

Antes de demostrar que los vértices de una regién de Dirichlet son aislados, el siguiente lema

es necesario:

Lema 3.9 (Subconjuntos compactos). Si C1,C2 son subconjuntos compactos de Hy 1" es un grupo

NEC, entonces el conjunto {T €' : T(C1)nCq # O} es un conjunto finito.

Demostracion. Si desmostramos que dados dos subconjuntos compactos C1,Cy de H, el conjunto
{T'e A:T(C1)nCqy # I} es compacto, el enunciado es inmediato, puesto que el conjunto seria
compacto y los grupos NEC son discretos, el conjunto s6lo puede ser finito. S6lo nos queda
demostrar que, en efecto, {T'€ A: T(C1)NCqy # &} es compacto. Supongamos primero que 7€ A™,
y sea p € C1. Entonces por 2.11 sabemos que el conjunto G, ={T € A* : T(p) € Ca} es un conjunto
compacto. Sea ahora la aplicaciéon f : H— PSL(2,R): p — G, donde PSL(2,R) queda topologizado
de la forma usual con el espacio cociente de SL(2,R) y la aplicaciéon q : SL(2,R) — PSL(2,R), y el
conjunto SL(2,R) se identifica con R*. Sea la aplicacién continua f : SL(2,R) x H — H definida
por f(A,p) = q(A)p),A € SL(2,R). El conjunto E = f~1(C5) es cerrado, puesto que el conjunto Cy

ap+b

lo es. Ademas, como C1,C4 son acotados, existe una cota M tal que | P d | < M para todos las
cp

matrices A € y p € C1. Ademas, de la compacidad de C2 de deducimos que habra una segunda

+b +b
cota m tal que Im(ap d) = m de donde deducimos a su vez que Im(ap+d) =Im(p)lcp+d|?,
c cp
es decir,
I
jap +b] < M/ TP
m
con

a b
A= ,

de donde deducimos que a,b,c,d estan acotados. De esta forma E es cerrado y acotado, luego

compacto, de forma que
+b
{TeA:T(C1)NC2#2}=q({AeSL(2,R):peCy, z—+d}) =f(E),

. .2 . ap+b
serd también compacto. Ahora, como las transformaciones de A — A* son del la forma —

cp+d’
efectos de la demostracion no se produce cambios relevantes, por lo que llegamos a la misma

a

conclusién, y de aqui al enunciado del lema. O

Proposicion 3.10 (Vértices de regién de Dirichlet son aislados). Sea x un vértice de una region
de Dirichlet D, ('), entonces existe un entorno de x, V(x), que no contiene ningtin otro vértice.

Ademds, si T es un grupo NEC de cociente compacto, el ntimero de vértices es finito.

Demostracion. Si x es un punto de un lado de la regiéon de Dirichlet F' = D ,(I'), entonces existe
una 7', € I' tal que p(p,x) = p(Tx(p),x), y de aqui p(p,x) = p(p, T;l(x)). Supongamos que un vértice

v no es aislado, entonces existe una sucesion de vértices v; € F tales que v; — v. Sea de nuevo un
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3.2. REGION DE WILKIE

T; €T tal que p(p,v;) = p(p,T;(v;)). Tendremos

p(,Ti(v;)) < p(v,v;)+ p(v;, Ti(v;)) < p(v,v;) + p(v;, p)+ p(p, Ti(v;))
=p(v,v;)+2p;,p) < p(v,v;)+2p;,v)+20(v, p),

por lo tanto, para cada ¢ > 0 se tiene p(v,T;(v;)) < 2p(v, p) + € para i suficientemente grande, lo
que significa que T';(v;) € K para todo i > N donde K es una regién compacta de H. De donde
deducimos que hay una subsucesion T, (v,) — b € H, lo que contradice la proposicion 3.8.
Supongamos ahora que H/T es compacto. Como las regiones de Dirichlet son localmente finitas,
si [2z] € H/T, entonces existe a lo sumo un nimero finito de z’' € F tales que I1(z") = [2] donde II
es la aplicacion canénica I[1: F — H/T'. Sean z1,z9... una sucesion infinita de puntos distintos de
F. Como H/T es compacto, la sucesiéon infinita [z1],[z2], ... debe tener un punto limite [[]€ H/T.
Ademas, la preimagen de [/] sera un namero finito de puntos /1,l9,...,/; de F. Supongamos que
ninguno de ellos es el punto limite de la sucesién (z;). Como cada /; tiene un entorno V; en H
conteniendo un nimero finito de puntos de la sucesién y ademas [1,[9,...,/; pertenecen todos a
la misma I'-6rbita, cada V; contendra un nimero finito de puntos de la forma S(z;). De donde
deducimos que r‘lle(H(Vi)) es un entorno abierto de [/] conteniendo tinicamente un nimero finito
de puntos de la sucesién ([z,]), lo cual es absurdo. Por lo tanto, alguno de los /1,ls,...,/;, es el
limite de la sucesién (z;), lo que implica que F' es compacto.

Ahora por la proposicién (5.2) de [28], puesto que F es compacto, tendra interseccién no vacia con
un nimero finito de sus imagenes por I', por lo que F' sera un poligono convexo con un nimero
finito de lados. 0

Definicion 3.11 (Congruencia de vértices y lados). Sea D ,(I') la regién de Dirichlet de un grupo
NEC, I, y sean u,v vértices y s un lado. Si T € I'—1I y se verifica u = T'(v), se dice entonces que
u,v son congruentes. Andlogamente, si 7'(s) es un lado de D,(I'), entonces s y T'(s) se llaman

lados congruentes.

Proposicion 3.12 (Pares de congruencias). El niimero de lados congruentes de una region de

Dirichlet F = D ,(I') de un grupo NEC I" es como mdximo dos.

Demostracion. En primer lugar, demostramos que si s y 7'(s) con T € I' son lados de F', entonces
FNTF)=T(s). En efecto, si F nT(F) contiene tres puntos pertenecientes a mas de un lado,
entonces como F',T(F') son convexos, F' N T(F') es convexo, luego tienen que contener un triangulo
hiperbélico de vértices los tres puntos no pertenecientes a una misma geodésica, es decir, contiene
un triangulo hiperbélico de 4rea no nula. Pero esto es imposible, pues las regiones de Dirichlet
son regiones fundamentales y, por tanto, la existencia de este triangulo contradice la definicién
3.2(ii).

Supongamos ahora que tenemos tres lados congruentes en F, s,R(s) y T(s), con R, T e ' - 1.
Entonces, tenemos por lo anterior, R(s) = FNR(F)y T(s)=F NnT(F), es decir, s = R YF)nF =

T-YF)nF = R =T, luego sélo podemos tener congruencias de pares de lados. O
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CAPITULO 3. GRUPOS NEC CON ESPACIO COCIENTE COMPACTO

Acabamos de demostrar que a lo sumo dos lados de una regién de Dirichlet son congruentes.
Si pensamos en los tipos de transformaciones que incluyen los grupos NEC, tenemos ademas
de las congruencias definidas por las transformaciones elipticas de orden 2, las reflexiones, que
dejan el propio lado invariante. En esto se distinguen de las elipticas de orden 2, donde sélo hay

un punto fijo en el lado. Todo esto se presenta con detalle en la siguiente proposicién:

Teorema 3.13 (Tipos de congruencia de lados). Sea F' = D ,(I') una regién Dirichlet del grupo
NECT, s un lado de la region y sea T €T tal que T(s) sea también un lado de la regidn, entonces
se verifica alguna de las siguientes:

(i) s y T(s) son distintos y ningtin otro lado t de D ,(I') es congruente a s,

(it) s y T(s) coinciden, T es eliptico de orden 2y existe un tinico punto fijo de s por T,

(iii) s y T(s) coinciden, T es una reflexion y s queda fijo por T.

Demostracion. La primera parte es consecuencia directa de la proposiciéon 3.12. Supongamos
ahora que F' y T(s), T €T tienen un lado en comtn. Entonces, T~1(F) y F también coinciden en
un lado. Si estos lados son iguales, entonces T YF)NF =FNT(F), es decir, T =T 1 = T?=1,
lo que, como vimos en el capitulo 2, significa que T' es una transformacién eliptica de orden 2. Asi
mismo, sabemos que esta transformacion deja un sélo punto fijo, luego tiene que transformar los
segmentos entre los vértices del lado y el punto fijo entre si.

Finalmente, si T es una reflexién, tenemos que s = T'(s) = F N T(F'), donde cada punto de F nT'(F)
es fijo por T. O

Ya estamos en condiciones de analizar que formas pueden tomar las regiones fundamentales
de un grupo NEC. Para ello definimos una forma de etiquetar los lados de una regién fundamental
y, por lo tanto, de la propia regién fundamental, que llamaremos simbolo o etiqueta de una
region fundamental. A partir de éstas, obtenemos los posibles simbolos de estas regiones que
presentaremos de una forma que denominaremos candnica.

Sea F' una regién fundamental de un grupo NEC I de cociente compacto. Sabemos por lo anterior
que F' tiene un numero finito de lados. Los lados que no tienen congruencias, por ser del tipo
(iii) segun vimos arriba, se etiquetan primero siguiendo la nomenclatura r1,rs,...,7, . Los lados
congruentes dos a dos por transformaciones no elipticas de orden 2 los nombramos c1,cs,...,cp,
e igualmente los relacionados por transformaciones del tipo (ii) se nombraran ey, es,...,e,. Los
lados relacionados por congruencias de pares c;, se transforman, preservando o invirtiendo la
orientacién de forma que, en el primer caso, el lado congruente se convierte en c;. y, en el segundo,
en c;. Ahora simplemente etiquetamos de esta forma todos los lados de la regiéon fundamental en
orden antihorario. Teniendo en cuenta el simbolo de la regién asi definida, la podemos transformar,
como veremos a continuacion, en otras regiones fundamentales, donde el orden de los lados esta
definido y veremos que sélo hay unas pocas combinaciones posibles de simbolos de regiones

fundamentales para los grupos NEC.
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3.2. REGION DE WILKIE

Lema 3.14 (Regla de trasformacion 1). Sean A,B,C,D sucesiones finitas de etiquetas de lados de
una region fundamental de un grupo NEC, p,p* dos lados congruentes y T €T la transformacion
que materializa esa congruencia con inversion, de forma que el simbolo de la region fundamental
es ApBCp*D. Entonces, T tiene una region fundamental de la forma AqCq*T(B)D, donde q es
una linea hiperbdlica que une el vértice formado por A y p con el vértice formado por By C, q* es
el lado congruente a q y T(B) es la imagen por la transformacién que define la congruencia entre

qy q* de la parte de la regién fundamental delimitada por p, By q.

Demostracion. En la figura 3.1 podemos ver la regién fundamental ApBCp* D, que llamaremos
region fundamental inicial, donde A,B,C,D son una sucesion finita de vértices que hemos llamado
ai,...,ar,bi,...,bs,c1,...,¢4,d1,...,d,, respectivamente.
—_—— —— ——— — — ——

A B c D

FIGURA 3.1. Regién fundamental inicial ApBCp*D
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FIGURA 3.2. Regién fundamental transformada AqCq*T(B)D

En la figura 3.2 se ha definido la linea hiperbélica ¢ que une el vértice entre A y p con
el vértice entre B y C. Esta linea hiperbdlica divide la regiéon fundamental original en dos
partes que hemos denominado F'; y Fo. Sea T €T el elemento que transforma p en p#, y sea la
F'=FouT(F1), entonces F' es otra regién fundamental. En efecto, por un lado si z € H, entonces
existe por hipdtesis una S €' y un x € F' tal que z = S(x). Por lo tanto, puesto que x € F; U Fy
tenemos que, o bien x € F1, o bien x € Fo. En el segundo caso, tenemos que paraxe F'y SeT,
para todo z € H, z = S(x). En el primer caso, tendriamos andlogamente que para todo z € H,
z=S8ST 1(x), es decir, se verifica la primera condicién de regién fundamental 3.2(i).

Para la segunda condicién del teorema 3.2, vemos de nuevo que para Fg se verifica por hipdtesis.
Analogamente, como también se verifica por hipétesis esa condicién para F1, entonces

ﬁl N T(ﬁl) =@, T € I' - {I}. Esto significa que dados R,S €I distintas, se tiene que verificar que
R(F1)nS(F1) = @ ya que en caso contrario, tendriamos que existiria un x, tal que x € R(F;) y
x € S(F1) , luego T~ Xx) e F1 y T~ X(x) € T"1S(F), de aqui deducimos que F1nT 1S(F1) # ¢ lo

cual es absurdo. Por lo tanto, F’ es una regién fundamental. O

Lema 3.15 (Regla de trasformacion 2). Sean A,B,C,D sucesiones finitas de etiquetas de lados de
una region fundamental de un grupo NEC, p,p* dos lados congruentes y T €T la transformacién
que materializa esa congruencia con inversion, de forma que el simbolo de la regién fundamental
es ABpCp*D. Entonces, I tiene una region fundamental de la forma AqCT(B)q*D, donde q es
una linea hiperbélica que une el vértice formado por A y B con el vértice formado por py C, q* es

el lado congruente a q y T(B) es la imagen por la transformacién que define la congruencia entre
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3.2. REGION DE WILKIE

qy q* de la parte de la regién fundamental delimitada por B, p y q.

Demostracion. La demostracion de este lema es totalmente andloga al del lema anterior. La
diferencia radica dinicamente en la forma de las regiones fundamentales inicial y transformada

que mostramos en las figuras 3.3 y 3.4, respectivamente. O

o

F1GURA 3.3. Regién fundamental inicial ABpCp*D

Lema 3.16 (Regla de trasformacion 3). Sean A,B,C,D sucesiones finitas de etiquetas de lados de
una regién fundamental de un grupo NEC, p,p’ dos lados congruentes y T €T la transformacién
que materializa esa congruencia, de forma que el simbolo de la regién fundamental es ApBC p'D.
Entonces, T tiene una region fundamental de la forma AqCT(B)q' D, donde q es una linea
hiperbdlica que une el vértice formado por A y p con el vértice formado por By C, q’ es el lado
congruente a q y T(B) es la imagen por la transformacién T que define la congruencia entre ¢ y q

de la parte de la regién fundamental delimitada por p, By q.

Demostracion. De nuevo mostramos las regiones fundamentales inicial y transformada en las
figuras 3.5 y 3.6. En este caso, como se indica en el enunciado del lema, la transformaciéon T € I’
ahora preserva la orientacién y, por lo tanto, T'(B) preserva el orden de los lados en vez de

invertirlos como en los casos de las proposiciones 3.14 y 3.15. O
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FIGURA 3.4. Region fundamental transformada AqCT(B)q*D
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FIGURA 3.5. Regi6én fundamental inicial ApBCp D

Lema 3.17 (Regla de trasformacion 4). Sean A,B,C,D sucesiones finitas de etiquetas de lados de
una regién fundamental de un grupo NEC, p, p/ dos lados congruentes y T € I la transformacién
que materializa esa congruencia, de forma que el simbolo de la regién fundamental es ABpCp'D.

Entonces, T tiene una region fundamental de la forma Aqu/T(B)D, donde q es una linea
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FIGURA 3.6. Regi6én fundamental transformada AqCT(B)q D

hiperbdlica que une el vértice formado por A y B con el vértice formado por py C, q/ es el lado
congruente a q y T(B) es la imagen por la transformacion T que define la congruencia entre q y q/
de la parte de la regién fundamental delimitada por B, p y q.

Demostracion. De nuevo mostramos las regiones fundamentales inicial y transformada en las

figuras 3.7 y 3.8. Este caso es analogo al lema 3.16. O
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FIGURA 3.7. Region fundamental inicial ABpC p/D
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FIGURA 3.8. Regién fundamental transformada AqCq T(B)BD

Una regién de Wilkie es un poligono hiperbdlico cuyos lados estan etiquetados de una forma
caracteristica, que mostramos a continuacion, y que tiene unos angulos interiores que verifican
unas condiciones especiales.

El teorema a continuacién nos dice que formas posibles de etiquetar los lados tiene una region
de Wilkie, que obtendremos a partir de las reglas de transformacién dadas por los lemas 3.14 a
3.17. Posteriormente, en esta misma seccién, calcularemos los angulo interiores del poligono y

daremos la definicién definitiva de la regién de Wilkie.

Teorema 3.18 (Formas canénicas de las regiones de Wilkie). Sea F una region fundamental
de un grupo NEC de cociente compacto I'. Entonces puede encontrarse un poligono hiperbélico
R homeomorfo a F cuyos lados pueden etiquetarse de alguna de las formas que se presentan a
. ., . i ’ ro ’

continuacion: (i) xlxl...xpxpalb a,b;.. aqb b e101 1...C1 m191 .rCr.1...Cr mrer,

. 4 4 ! ! !
(i1) x1x1 XpXp alb a;bi.. aqb b qe1c1,1.. C1 ,m.€ 1 €rCr1eeCrm, @pCril 1oe-Crilmy s
(iit) xlx1 xpx did]..dsd; e1 .6rCr.1...Cr mre,,

(iv) xlxl...xpxpdldl...dsds e1...ercr,l...cr,mrercr+1,1...cr+1,mr+1.

Demostracién. En primer lugar, por el enunciado sabemos que F' es un poligono hiperbdlico con
un ndmero finito de lados. Supongamos que contiene lados congruentes asociados por transforma-
ciones de I' que no preservan la orientacién, que etiquetamos como p1,p7,...,ps,ps - Aplicando
las reglas de transformacién definidas en los lemas 3.14 a 3.17, podemos juntar todos los pares

asi congruentes de forma que el poligono quede d1d]...dsd;@Q, donde @ es una sucesién finita de
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etiquetas de lados donde no habra ningtn par del tipo dd*. Por ejemplo, si el poligono inicial lo re-
presentamos mediante la sucesién de simbolos Ap1Bp]C, aplicando las reglas de transformacién,
obtenemos un poligono d1d]BCA, donde pasamos de comenzar el etiquetado en A a comenzar
por d1. Ahora llamamos D a BCA que sera una sucesién finita de etiquetas de lados, y si hay
algin par de congruencias de este tipo mas, repetimos la operacién nuevamente, obteniendo el
poligono d1d{Eqq*G. Ahora, transformamos de nuevo este poligono de la forma habitual para
obtener otra regién fundamental, uniendo el vértice entre d] y E mediante una linea hiperbélica
con el vértice entre q y ¢* obteniendo finalmente el poligono d1d;d2d;H, donde de nuevo H es
una sucesion finita de etiquetas. Repitiendo el proceso obtenemos, finalmente, la sucesién de
etiquetas que buscabamos d1d;...dsd; Q.

En segundo lugar, supongamos ahora que @ contiene pares del tipo a,a sin ninguna etiqueta
intermedia. Por ejemplo, sea la sucesién de etiquetas xx Aaa B. Ahora unimos el vértice entre x
y A con el vértice entre a y a por una linea hiperbélica y, obteniendo la sucesion de etiquetas
xx y y/CB, de forma que las etiquetas correspondientes a lados congruentes sin etiquetas inter-
medias se han movido al principio de la sucesion. Aplicando esto al resto de etiquetas del mismo

tipo, obtenemos un poligono etiquetado de la forma

(3.5) w107 xpxpdid]..dsd R.

En tercer lugar, supongamos que tenemos dos pares congruentes p, pl y q,q’ de forma que la
regién esté etiquetada de alguna de la formas EApBp Cq'Dq, EApBq' Cq'Dp 0o EApBq Cp Dq.
Aplicando la siguiente secuencia de transformaciones al ultimo caso, obtenemos lo que se denomi-
na una pareja de congruencias ligada de la forma ab a bQ. Para simplificar la notacién, usamos
las mismas letras para las sucesiones de lados y las parejas de lados congruentes. De esta forma,
EApBq' Cp'Dgq y aplicando la regla de transformacién 4 a A, obtenemos

EpBq Cp' ADq y aplicando la regla de transformacién 4 a B, obtenemos

Epq Cp' ADgB y aplicando la regla de transformacién 3 a C, obtenemos

Epq p' EADC¢B y moviendo la cadena una posicién a la derecha, obtenemos

Bpq' p EADCq y aplicando la regla de transformacién 4 a E, obtenemos

Bpq' p'EADCq y aplicando la regla de transformacién 3 a ¢ p, obtenemos

BpEADCq p'q y moviendo la cadena una posicién a la derecha, obtenemos

gBpEADCq p' y aplicando la regla de transformacién 3 a Bp, obtenemos

gEADCBpq p' y moviendo la cadena tres posiciones a la derecha, obtenemos finalmente

pq’ p’qEADCB, como queriamos demostrar. Ahora podemos efectuar estas transformaciones
hasta obtener todas las parejas de congruencias ligadas de la sucesion de etiquetas de R de forma

que la ecuacion 3.5 quede

(3.6) X107 XpXpa1b1a1by.agbyaybedidy...dyd}S.
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Una vez realizadas las transformaciones anteriores sobre la regiéon fundamental, S no tiene ni
parejas de congruencias ligadas del tipo albrlarlbl, ni parejas de congruencias del tipo dd* ni del
tipo xx . Por lo tanto, van a ser grupos de etiquetas de lados sin congruencias como en 3.13(iii). Si
hay en S alguna pareja de congruencias que etiquetamos con e, e , van a limitar a grupos de estos
tipos de lados que etiquetamos con ¢, por lo que tendremos finalmente la estructura resultante
de etiquetas de lados
xlx/l...xpx;,alb’larlbl...aqb’qa/qquld{...dsd;elcl,lcl,z...cl,mlell...escs,lcs,z...cs,mserlT.

Donde la sucesion de etiquetas dada por T serd, o bien vacia, o bien tnicamente de lados no
emparejados por congruencias que hemos etiquetado con c. Por tltimo, supongamos que tenemos
simultdneamente una region etiquetada de forma que tengamos simultdneamente pares de lados
de congruencias ligados y pares de lados congruentes con su orientacion invertida, por ejemplo
dd*ab'a bR, podemos aplicar de nuevo las reglas de transformacion (regla 4 a d*) y escribir el
etiquetado equivalente dab'a'd* bR, aplicando ahora la regla 1 con B = ab’ yC= a y teniendo en
cuenta que al transformar B se invierte el orden de los lados, tenemos finalmente el etiquetado
da’d*bb/aR, de forma que se desligan los pares de congruencias ligados, permitiendo eliminar
estos términos de la ecuacion 3.6. Finalmente, obtenemos necesariamente alguna de las formas

canénicas del enunciado. O

De la forma que hemos definido los lados de la region, la relaciéon de los pares congruentes
en términos de preservar o invertir la orientacién, junto con la estructura de lados dada por los
pares ligados, junto con sus identificaciones, vemos que las superficies representadas mediante
las formas canénicas 3.18(i)-(ii) son superficies cerradas orientables de género g conr o r+1
agujeros. Asi mismo, las formas canénicas 3.18(iii)-(iv) seran superficies canénicas de género (no
orientable) s con r o r + 1 agujeros.

Dado un lado p de una regiéon fundamental F, a la transformaciéon T' de I' que verifica que
p < FnT(F) la denotamos como [p]. Por el teorema 3.13 sabemos que esa transformacién va
a ser unica. Ademas, si g es el lado congruente a p, se verifica que [plg = p y [q1~! = [p], que
se obtienen directamente del enunciado del teorema 3.13. El siguiente teorema establece una
relacion entre las teselas con un vértice v en comun y ciertos lados relacionados de la region

fundamental:

Proposicion 3.19 (Relacién canénica de vértices). Sea v un vértice de una region fundamental
F de un grupo NEC de cociente compacto I, y sea el conjunto finito de todas las transformaciones
T;,i=1,..,.NdeTl conveT;(F)donde el indice estd ordenado en sentido horario, T1 =1y los T}
son tales que T;_1(p;),i =1,...,N es el lado de T;_1(F) separando T;_1(F) de T;(F). Entonces, las
N transformaciones de [p;1€',i =1,...,N, verifican [p1]...[pn]1= 1. A la relacién anterior se la

denomina relacién canonica del vértice v (ver figura 3.2).

Demostraciéon. En la figura 3.2 se representa el esquema de teselas coincidentes en un vértice v

siguiendo las denominaciones del enunciado. Sea @ el conjunto de elementos T de I' tales que
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v e T(F). Por el lema 3.8 sabemos que F' tiene interseccion vacia con a lo sumo un nimero finito

P1

Ty.1(Py)

Trn2(Pn1)
T1(py)

T3(p4)

Ty(p3)

FIGURA 3.9. Teselas para calcular la relacién del vértice v

de sus imagenes mediante I', por lo que ® es un conjunto finito de, digamos, N elementos. Sean
entonces F,T1(F),...,Tn_1(F) las N caras que se encuentran en v ordenadas en sentido horario.
Si llamamos T;_1(p;),i =1,...,N —1 al lado de T';_1(F') separando T';_1(F') de T;(F'), entonces p;
es el lado de F separando Ti__llTi(F) de F.

Por lo tanto, siguiendo la notacion introducida arriba, tenemos que Tl.__l1 T;=I[pil,oloqueeslo
mismo, T; = T;_1[p;]. De aqui, llamando g; al congruente de p;, obtenemos T';(q;) = T;_1[p;1(q;) =
T;_1(p;). De esta forma, puesto que T;_1(p;) separa T;_1(F) de T;(F), entonces p; es el lado que
separa F de Ti__l1 T;(F). Asi mismo, la imagen de F dada por T;_1(F), tiene el lado T;_9p;_1 que
separa T;_o(F) de T;_1(F) y que es contiguo a T;_1p; en T;_1(F). Por lo tanto, p; de F' sera
contiguo a Ti__llTi_z(pi_l) = Ti__llTi—l(CIi—l) =q,;-1, luego las etiquetas p; y ¢;—1 son contiguas en
la sucesion de etiquetas que representan F', con p; siguiendo o precediendo a q;—1 dependiendo
de si T';_1 preserva o invierte la orientacion.

Para N —1 tenemos Tn_1 =Tn_2[lpn-11=Tn-3lpn-2llpn-1]1=...=[p1l..[pnN-2][pN-1]. Donde
Tn-1(pn) es el lado de Tny_1(F) que separa Ty_1(F) de F, luego py separa F de T&l_l(F), es
decir, [py] = T&l_l. Finalmente, esto nos da Tx_1[py]l=1=[p1l..[pn_ollpn_11lpN]= 1. O

Proposicion 3.20 (Relaciones canonicas de vértices conjugados). Si v,v’ son dos vértices con-
gruentes de una region fundamental F de un grupo NEC de cociente compacto T, la relacién

candnica de v es conjugada a la relacion candnica de v' o a su inversa.

Demostracion. Sea[pil..[py-2ll[pny-1l[pn]=1la relacién candnica de v y sea T la transforma-

cién tal que T'(v') = v. Entonces la imagen de T es una de las caras que intersectan a F en v, lo
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cual significa que, siguiendo la notacién de la proposicion anterior, existe un i,1<i <N —1 tal que
T(F)=IT;I(F). De la demostraciéon de esa misma proposicién sabemos que los dos lados de [T;1(F')
que se cortan en v son T;_1[p;1=T;ilq;1y Ti[p;+1]. De esta forma, v’ es el vértice de F' entre los la-
dos p;i+1y q;, donde de nuevo p;.1 sigue o precede a ¢; segun T'; preserve o invierta la orientacion.
Supongamos que T'; preserva la orientacién, entonces la relacién canénica de v’ queda [p;;11lp;2l...[pN1lp1]...[;
1 yllamando R =[p1]...[p;] tenemos

1=RR ' =[pil.[p;lIpis1lipis2)..[pn1p1l..[p;1(p1l..[p:]) ! que es la relacién canénica de v,
es decir, las relaciones canénicas son conjugadas.

Por tltimo, en el caso de que T; no preserve la orientacién, la relacién canénica para v’
es, en términos de los lados conjugados q1,...,qnN, [qillg;-1]...[q1]lgn]...Ig;+1] = 1 y tomando
la inversa tenemos 1 = ([g;1[q;—1]...[q1llgn]...[qi1 D7t = Uqix1 D YAg; D7 L...lgnDL...(g; )7L =
[pi+1llpis2)...[pN1lp1]...[p;] que, como en el caso anterior, multiplicando por R y R™! a derecha e

izquierda respectivamente nos da la relaciéon canénica de v. O

3.3. Clasificacion algebraica

El puente entre la geometria de las regiones fundamentales, representada por sus lados
y vértices como hemos visto en la seccién anterior, y la naturaleza algebraica de los grupo de
transformaciones de las que son regiones fundamentales, en este caso el grupo NEC I', viene dado
por el siguiente teorema. Esto nos va a permitir obtener un algo mas adelante la presentacién de
los grupos NEC.
Antes de enunciar el teorema, introducimos el concepto de relacion basica. Sea Z ={T: T(F)NF #
@, TeTl'}.SiR,U € X, existe un elemento S € I" tal que RS =U. Si se verifica que FNR(F)NU(F) #
@ entonces R"IFNFNS(F) # @, es decir, FNS(F) # @. De esta forma, S € =. Ala relacién RS =U
talesque R,S,UeXZy FNR(F)NU(F) # @ la denominamos relacién basica. Se puede demostrar,
ver [28], que Z es un conjunto completo de generadores y que el conjunto L de las relaciones

basicas es un conjunto completo de relaciones de X.

Teorema 3.21 (Conjunto completo de Generadores de I'). Sea F una region fundamental de un
grupo NEC T de cociente compacto y sea ¥ = {T; €T’} el conjunto de elementos de I" que lleva F a
una cara vecina. Sea L' un conjunto de relaciones candnicas que incluye una por cada conjunto
de vértices congruentes de F vy sea L’2 el conjunto de relaciones [c;1? = 1, que incluye una por cada
lado c; de F que no es congruente con ningtin otro lado de F. Entonces, Y esun conjunto completo

de generadoresde Ty L' = L’1 UL’2 es un conjunto completo de relaciones en términos de X .

Demostracion. Sabemos que I' esta generado por el conjunto X ={T : TF)NF #@p,Tel}y
tenemos que demostrar que las T € I’ pueden ser expresadas en términos de elementos de = del
enunciado. Puesto que T(F)NF # @, se deduce que F y T(F') tienen al menos un vértice en comun,
que llamaremos v. Por lo tanto, tenemos por la demostracién de la proposicién 3.20, que podemos

escribir T =[p1llp2l...[p,] donde N es el nimero de caras que tienen el vértice comin v, r <Ny
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las [p;] son elementos de Y, pues llevan F' a teselas vecinas. A este tipo de relacién le llamamos
expresién reducida del elemento 7T de X en términos de elementos de X'.

Sean ahora R,S,U € X tales que verifican la relacién basica RS = U, podemos reemplazar
esta expresion por la relacién obtenida al usar las expresiones reducidas de cada una de las
transformaciones de la relacién basica, obteniendo cada relacién basica en términos de los
elementos de . Como el conjunto de relaciones L representa un conjunto completo de relaciones
en términos de elementos de X y éstos pueden representarse en términos de elementos de Y,
entonces el conjunto L de relaciones obtenidas de esta forma son un conjunto completo de
relaciones en términos de elementos de X .

Por otro lado, del teorema 3.20 sabemos que las relaciones canénicas de todos los vértices de F' con
consecuencia de las relaciones de L', por lo tanto si demostramos que cada relacién basica RS = U
es consecuencia de una relacién canénica, de una relacién de L/2 o se satisface idénticamente,
entonces habremos demostrado completamente el enunciado del problema. Podemos encontrar
los siguientes casos:

1) R o S son la unidad: Este caso es trivial, ya que entonces tenemos relaciones del tipo 1.S =Sy
similares.

2) Relaciones son del tipo RS = U = 1: en este caso, puesto que la relacion basica verifica ademas
FNR(F)NUF)=F nR(F), tenemos los siguientes subcasos:

2a) SiR =[p1l,[p1]2 =1, y [p1] preserva la orientacién, entonces S = [p1] y la relacién basica
RS =U es la relaciéon candnica del vértice de F' dado por F' n R(F), fijo por la transformacién [p1].
2b) Si R =[p1l,[p1]? = 1, y [p1] invierte la orientacién, entonces S = [p1] y la relacién basica
RS =U es una del conjunto L/2.

2¢) Si R =[p1l,[p11? #1, y [p1] preserva la orientacién, entonces S = [p2]...[pny]y RS =1es la
relacion canénica del vértice entre los lados [gn]y [p1].

2d) Si R =[p1],[p11? # 1, y [p1] invierte la orientacién, entonces S = [¢1] y la relacién es la
relacion trivial [p1llq1]=1.

2e) Si R =[p1llp2l..[p-1,1 <r <N y R preserva la orientacion, entonces U = [p,+1]...[pN] ¥
tenemos que RS =U es la relacion canodnica del vértice entre [p1]y [gn]

2f) Si R =[p1llp2]...[prl,1<r <N y R invierte la orientacién, entonces U =[q,]...[q1] y tenemos
que RS =U es la relacién trivial [p1]...[p,1lq,]...[q1].

3) Relaciones del tipo RS = U # 1: en este caso tenemos que F NR(F)NU(F) es un vértice,
llamémoslo v, con [p1]...[p,]...[px]1 =1 su relaciéon canénica. Tenemos los casos:

3a) Si R preserva la orientacion, tenemos que v € R(F') es el vértice entre los lados R(q,) y R(pr+1)
de R(F). Ademas, como R_{FNFNR_{UF)=R_1{FNFnNnSEF)=R_1(v), entonces R_1(v) es el
vértice de F entre ¢, y p,r+1, que sera un punto de F n R(F). Por lo tanto, al preservar R la
orientacion, tenemos que las caras que intersectan en R_1(v), en el sentido de las agujas del reloj,
seran F,[p,+11F,[pr+11[pr+2]F,... por lo que S es, o bien [p,+11[pr+2]l...[pr+s] con r+s <N, o bien,

[pre1llpriel...[pnllp1l...[ps] con £ < r. Finalmente obtenemos que la relaciéon RS = U sera una de
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las dos siguientes:

[p1llp2l..[prllpr+1llpri2l...[Dr+s]

)

[p1lipal..[p llpre1llpri2l. . [oN1p1]...[p 1= [p1]...[p¢].

De esta forma, las relaciones RS = U se satisfacen idénticamente en el primer caso, o son
consecuencia de la relacién candnica en el segundo.

3b) Si R invierte la orientacion, las caras que intersectan en R_1(v), en el sentido de las agujas
del reloj, seran F,[q,1F,[q,-1]F,... por lo que S es, o bien [¢,1[q,-1]...[¢r—s] con s <r—1, o bien,
[grlgr-1]...[q1llgN]... [ pN-t+1] con r+¢ < N, por lo que la relacion RS = U sera una de las dos
siguientes:

[p1lip2l...[prllgrllgr-1l..Igr-s]1 = [p1llp2l...[pr—s-1]

)

[pillp2l...lprllgr)...Llg1llgN]..[pN-¢+1] = [P1]..[D N 2]

De nuevo, las relaciones RS = U se satisfacen idénticamente en el primer caso, o son consecuencia

de la relacién canénica en el segundo. O

Finalmente, terminamos esta seccién respondiendo a la siguiente pregunta: dado un gru-
po NEC de cociente compacto I', ;Qué relacion existe entre la forma canénica de una regién
fundamental de I' y su presentacién cémo grupo? La respuesta se ofrece en los siguientes dos

teoremas.

Teorema 3.22 (Presentacion candnica de I' de cociente compacto y orientable). Sea I' un grupo
NEC con HIT compacto tal que el cociente sea una superficie orientable con s agujeros y de género q.
Supongamos ademds que en su interior existen p puntos donde la aplicacion cociente ¢ : H— H/T
es un recubrimiento ramificado de érdenes dados, los elementos del conjunto B ={h1,hs,...,hp}
arbitrariamente ordenados. Supongamos ademds que alrededor del agujero k-ésimo donde la
aplicacion cociente es ramificada y plegada de érdenes los dados por los elementos del conjunto
Vi ={np1,n%2,....,0L m,} escritos en orden ciclicamente. Entonces, existe la presentacion de I, que
denominaremos canédnica, de la forma:

Generadores:

[x;1,i =1,2,..., p, transformaciones elipticas,

[a;l,[b;],ler],j =1,2,...,q9,k =1,2,...,;s, transformaciones hiperbdlicas,
[cril,k=1,2,...,5y1=1,2,....m} + 1, reflexiones

y relaciones:

@ler P=1,k=12,...,sy1=1,2,...,mp +1,

®) [x1% =1,i=1,2,...,p,

() lexllchmy,, ler] Her1l=1,(cpllcr s D)™ =1L,k =1,...,8,l =1,...,my,

(@) Ty %111 (e 10b,0la 17 b 17D IT_y les] = 1.
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Demostracion. Del teorema 3.18 sabemos que la forma canénica de la regiéon fundamental de I’

sera de una de las formas:
! ! ! ! ! ! ! !
1. xlxl...xpxpa1b1albl...aqbqaqbqelcl,l...cl,mle1...escs,1...cs,msescs+1,1...cs+1,ms+l.
! ! i I i ! i i
2. xlxl...xpxpalblalbl...aqbqaqbqelclyl...cl,mlel...escs,l...cs,mses s

Para el primer caso, segiin hemos visto en el teorema 3.21, los generadores son:

[x;l,i=1,...,p,
[aJ]7j: 1""7q’
[bj]7J: la""q’

lerl,k=1,..,s—1,

lerglk=1,...,s,l =1,...,mp,

ya que cada lado 4 de la region fundamental F' va a verificar que su transformacion asociada [A] es,
por definicién, aquella tal que F nN[h]F o h, es decir, es un elemento del grupo de transformaciones
de I' que transforman F en alguno de sus caras vecinas, luego como vimos en el teorema 3.21,
uno de los generadores de I'.

Por otro lado, puesto que los lados etiquetados mediante cj; son tinicos, en el sentido de no ser
congruentes a ningun otro de los de F, seran reflexiones de forma que sus transformaciones

asociadas verificaran la relacién
(3.7 leriP=1,k=1,..,5,01=1,.,m;+1.

Analogamente, los vértices de los pares (xi,x;) son tales que las caras [x;1F,[x;1?F, ... dejan ese
vértice invariante por lo que las transformaciones [x;],[x;1%, ... son los elementos de la relacién

canodnica de v, es decir, existird un entero f; tal que
(3.8) [x; 1/ = 1.

Ademas, por ser [x;] un elemento ciclico finito, sera eliptico de orden f;.
Tomemos ahora los vértices entre los lados c;; y cr+1: puesto que se verifica que [ck,z]2 =1,
las caras que se encuentran en v seran [cy ;1F,[cy 1+1]1F,[cp 1lck 141]F ..., por lo que la relacién

canénica en v sera de la forma
(3.9 {lep lep 41 ¥8" = 1.

Sea v el vértice formado por los lados (e, c,1). Su vértice congruente v’ sera el dado por los
lados (ck,uk,e’k), puesto que los lados e y e}e son congruentes y el vértice (e,cp, 1) s6lo puede
ser congruente al formado por (ckmk,e’k) o al dado por (e}e,e £+1), pero esto ultimo es imposible
puesto que tendriamos que (¢, , e’k) seria congruente a un vértice formado por lados ninguno
de los cuales seria congruente a alguno de los lados cg p,, 0 e}e. Observemos que, como e y e}e son

congruentes, tendremos, como se vio durante la demostracion del teorema 3.21, que se verifica
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[e;e] =[e;]7!. Finalmente, como los vértices v y v’ son conjugados por la transformacién [ez],
podremos escribir la clase de relaciones canénicas de estos vértices de la siguiente forma: sea F
la regién fundamental, v el vértice dado arriba, entonces [cp 1]1F serd la cara vecina dada por la
reflexién de F' sobre el lado ¢, 1 que compartira el vértice v. Ahora, la cara [e k]_l[ck,l]F serda una
cara vecina de F, pero en este caso comparte el vértice v'. De aqui, la cara [cj, e k]‘l[ck,l]F
serd otra cara vecina que comparte el vértice v’ y por lo tanto la cara [ez1lcs m, e k]_l[ck,l]F sera
otra cara vecina de F' que comparte v. En otras palabras, las caras vecinas de F' que comparten v
seran de la forma ([ez]lck m,Ile k]_l[ck,l])lF para [ entero, y por la relacién canénica del vértice v,

podemos asegurar que existe un entero /;, de forma que se verificara
(3.10) (e lck m, leg] e 1 DM = 1.

Por dltimo, tendremos aquellos vértices de F' no representados en los casos anteriores, que

representamos mediante la relacién

P q s—1 s—1 q
{H[xi] [Ta1ib,la;17 7Y [Tlerlles ] x [Jles—]™ x []([bg—js1)lag—js1llag—j+1] Hag—j+11 1) x
i=1 j=1 k=1 k=1 j=1
p l
(3.11) r[[xp_m]—l[cs,ms]} =1.
i=1

Definimos ahora el generador [es]™ 1= Hle[xi]H;I.zl([aj][bj][aj]_l[bj]_l)Hz;ll[ek], de donde te-
niendo en cuenta las siguientes igualdades:

M5 es—r ] =(es—11 es—o] .. lea] Herl™) = ([T S lex DY,

y

H?zl([bq—j+1][aq—j+1][bq—j+1]_1[aq—j+1]_l)

=([bgllaglibgl agl ™ bg-1llag-11lbg-11" ag-11" ...[b2la2llb2] M as]l b1 1la11[b1] a1l ™)

= (l_[;l»zl[Otj][bj][aj]_l[bj]_l)_1

obtenemos finalmente las relaciones

(3.12) ([eslles m,les] Hes 1) =1
y
P q s
(3.13) les]™t = [Tlx:1 [] (e 10b,1la ;17 6,17 [] ler ).
i=1  j=1 k=1

De esta forma, tenemos que las relaciones 3.7, 3.8, 3.9, 3.10, 3.12 y 3.13 forman un conjunto

completo de relaciones en términos de los generadores

[x;1,i=1,...,p,
la;l.j=1,...q,
6;1,j=1,....,q,
[er],k=1,..,s,
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[crilk=1,...,8,l=1,...,my.
Si se verifica que [,/ = 1 tenemos las relaciones y generadores del enunciado. En caso contrario,

si para algun k,[;, =1, definimos [e/re][c/re,mk][ek]_1 =[cp0] y podemos escribir las relaciones

(3.14) (ler et m, ler]™ ™) Herol = ler)lch m, er] e ol =1,

(3.15) [cr0? = (erllck m, ler] D(lerllcr m, lex]™) =1
y teniendo en cuenta 3.10, tenemos que
(3.16) ([erllck m, ller] e 1D = [ep ollcr, 1 D™ = 1.

De nuevo, afiadiendo ahora los [cg o] al conjunto de generadores y las relaciones 3,14,3,15,3,16,
obtenemos los generadores y relaciones del enunciado.

Por dltimo, supongamos que tenemos el caso (ii) del enunciado, que tendra los generadores:

[x;1,i=1,..,p,
la;l,j=1,..,q,
6;1,j=1,....,q,
[exl,k=1,...,s,

lerik=1,..,s,l=1,...mp.

con las relaciones que quedan justificadas de forma totalmente analoga al caso anterior

@ [ep?=1,k=1,.,81=1,..,mp+1,

(i) [x;)1 =1,

(iii) {[egdep 1}t =1,

(iv) (ex ek my Jler] tep 1 D =1,

(v) {Hle[xi]H;I-zl([aj][bj][aj]_l[bj]_l)szl[ek]}l =1

De nuevo, silos /,1;, = 1, tenemos los generadores y relaciones del enunciado. Si por el contrario /
no es la unidad, definimos el generador [xg] de la forma

[0l ™" = [T, [x: 1117, ([a;1(6)la ;17161 TT; _; [ex] y reemplazamos (v) por

(vi) [xo) =1

y

(vii) H?zl[xi]H?:1([aj][bj][aj]71[bj]71)Hskzl[ek] =1.

Anadlogamente al caso de arriba, si ahora alguno de los /;, # 1, introducimos el generador [cy, o]

como antes y obtenemos otra vez la conclusion del teorema. O

Por udltimo, enunciamos el caso de grupos NEC de cociente compacto y no orientable. La

demostracion es totalmente analoga al caso anterior y simplemente la bosquejamos:

Teorema 3.23 (Presentacién canénica de I' de cociente compacto y no orientable). Sea I' un
grupo NEC con H/T compacto tal que el cociente sea una superficie no orientable con s agujeros

y de género no orientable r. Supongamos ademds que en su interior existen p puntos donde la
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aplicacion cociente ¢ : H — H/T' es un recubrimiento ramificado de érdenes los elementos del
conjunto B ={h1,hs,...,hp} arbitrariamente ordenados. Supongamos ademds que alrededor del
agujero k-ésimo, donde la aplicacion cociente es ramificada y plegada donde los érdenes son los
dados por los elementos del conjunto Vi, ={ny 1,nt2,...,nk,m,} ordenados ciclicamente. Entonces,
existe la presentacion de I', que denominaremos canénica, de la forma:

Generadores:

[x;1,i =1,2,..., p, transformaciones elipticas,

d;l,j=1,2,...,r, reflexiones con deslizamientos,

ler],k =1,2,...,s, transformaciones hiperbdlicas,

eril,k=1,2,..,sy1=1,2,...,mp +1, reflexiones

y relaciones:

@lerP=1,k=1,2,...,sy1=1,2,...,mp +1,

®) [xi1%=1,i=1,2,...,p,

() lexlchm, lex] e 1l=1,Acpllcr a1 )™ =1L,k =1,...,8,l=1,...,mp,

(d) Hle[xi]H;zl[dj]Z poqler] =1

Demostracion. De nuevo tenemos dos casos que quedan caracterizados por la forma canénica de

la region fundamental para el caso no orientable, que son:

! ! * * ! !
1. xlxl...xpxpdldl...drdr...e10171...01#1e1...es_lcs_l,l...cs_l,usfles_lcs,l...cs,us,

2. xlxll...xpx;,dldi...drd:e1c1,1...cl,ulell...escsyl...cs,use;.
Para el primer caso del enunciado, los generadores son
[x;l,i=1,...,p,
dil,j=1,..,r,
ler,k=1,....s—1,
er L k=1,..,s,l=1,...,mp.
con las relaciones que quedan justificadas de forma analoga al teorema anterior
@D [erP=1,k=1,.,81=1,...,mp+1,
(i) [x;]" = 1,i =1,..., p,
@iii) [ep gllep 41 =1Lk =1,...,s,
(iv) (Lerler,u,ller] M ler 1Dy, = 1,
W) T A 1 [d 1 T A e e ] < T4 les ]! < T Lve-isa] M, 1 = 1.
Definimos ahora el generador [e ]! = ]'[’;zl[xi]l—lgzl[d illd * j]‘lﬂz;ll[ek], de donde obtenemos
finalmente las relaciones
(vi) (Teslles,u, les] es 1D =1,
y
(vii) [es] ™! = [T;_, [ 1T, [d 001" 7 TG 4 [eg ).
De esta forma, tenemos las relaciones (i),(i1),(iii),(iv),(vi) y (vii) en términos de los generadores:
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[x;1,i=1,..,p,

d;1,j=1,..,r,

[exl,k=1,...,s—1,

erilk=1,..,s1=1,.,m;.

Si se verifica que [,/ = 1 tenemos las relaciones y generadores del enunciado, si definimos
[ek][ck,uk][ek]_1 =[ck,0] y podemos escribir las relaciones

(viii) (e llcr u, ller]™ D er 0] = lerllcr u, ller] ter ol = 1,

(ix) [ep,01% = (Leg ek, ler] HTes ek, lex ™) = 1,

lo que nos da

x) (egllcr,u, ler] ek 1D = (epoller 1 D' = 1.

De nuevo, anadiendo ahora los [c 0] al conjunto de generadores y las relaciones (viii),(ix),(x),
obtenemos los generadores y relaciones del enunciado.

Analogamente en el segundo caso del enunciado, tendremos los generadores:

[x;l,i=1,...,p,

d;1,j=1,..,r,

[exl,k=1,...,s—1,

[eril,k=1,...,8,l=1,...,my.

con las relaciones

@ [ery?=1,k=1,..,8,l=1,....;mp+1,

(i) [x;1M =1,i=1,...,p,

(iti) [ep lep 1] =1,

(iv) (lerllcru,ler] Mep D™ = 1,

W) AT}y [ 1 TT2_ [0 51 T Lendles 1] x T les—r] 1Y = 1.

Definiendo el generador

[xo] ™ = Hle[xi]ngl([aj][bj][aj]_l[bj]_l)szl[ek]

y reemplazamos (v) por

(vi) [xol' =1

y

(vid) [T}, i 1117y [d PP TGy [es] = 1.

Andlogamente al caso de arriba, si ahora alguno de los [, # 1, introducimos el generador [c, o]
como antes y obtenemos otra vez la conclusion del teorema.

De nuevo, silos /,l;, = 1, tenemos los generadores y relaciones del enunciado. Si por el contrario /
no es la unidad, definimos el generador [xy] de la forma

ool = TTE_, L 19 [ 12 TS _ e ]

y reemplazamos (v) por

(vi) [xo] =1

y

(vid) [T{_, [ TT7_ [d 1P T ler] = 1. O
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Podemos resumir los resultados de esta seccion de la siguiente forma: dado un grupo NEC T,
entonces existe un poligono fundamental F' de H/T' de forma que el estabilizador de los vértices
dados por los lados (xi,x’i), digamos M;, son grupos ciclicos de rotaciones de orden m; entero, los
estabilizadores de los vértices dados por los lados (c; j,c; j+1), que llamaremos N;;, sera el grupo
diedral de orden 2n;;, puesto que puede presentarse de la forma
<x=cijy=cijciji1lx? =y =(xyP=1>
ya que
)2ni;

@y = (cq jei jei j+1)M0 = (eq,j41)?" = 10 = 1.

Cualquier otro punto de c; ; tiene como estabilizador el grupo de reflexiones Zs.

3.4. Signatura y presentacion de grupos NEC

En la seccién anterior, hemos demostrado las posibles presentaciones de un grupo NEC a
partir de la geometria de las formas fundamentales. Esta seccion la vamos a dedicar a estudiar que
caracteristicas geométricas nos permiten identificar las propiedades del grupo NEC incluyendo
su presentacién. Esto lo vamos a resolver de forma andloga a cémo se realiza en el caso particular
de los grupos Fuchsianos, en particular, introduciendo el concepto de signaturas NEC.

A continuacién, estudiaremos la relacién entre la signatura y su presentacién, asi como las
caracteristicas geométricas de la region fundamental asociada. Esto nos permitira finalmente
obtener los resultados principales de esta seccién relacionados con las propiedades de isomorfia
de grupos NEC, es decir, bajo que condiciones, en funcién de la representaciéon geométrica o
algebraica de dos grupos NEC, éstos sera isomorfos.

Previamente, una comentario sobre la notacién. En la seccién anterior hemos representado
las transformaciones del grupo NEC (excepto la unidad y los genereadores) con corchetes, por
ejemplo [p], y a los lados de las regiones fundamentales con letras latinas de la forma p. Esto era
conveniente para las demostraciones efectuadas en esa seccién, ya que estaban relacionadas con
relaciones candnicas de vértices y con transformaciones asociadas a lados conjugados de la region
fundamental y sus caras vecina. En esta seccién, sin embargo, usaremos letras griegas para
representar a los lados y reservaremos el alfabeto latino para representar a todos los elementos

de los grupos NEC (no sélo a sus generadores).

Definicion 3.24 (Signatura de Wilkie). Una signatura NEC o de Wilkie consiste en un signo + y
una sucesion de enteros ordenadas por subsucesiones de la siguiente forma:

(0) un signo +, + para el caso orientable, — para el caso no orientable,

(1) un entero g =0,

(2) un conjunto ordenado de enteros m1,...,m,,m; =2 que denominamos periodos propios de la
signatura,

(3) un conjunto ordenado de ciclos de periodos

Ci1=@11,..,n1my)s -, Cr = (np1,...,npg, ), i j=2. La signatura se escribe (g, £,[m1,...,mpC1,...,Cr}),
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o bien explicitamente, (g, +,[m1,...,mpN(n11,...,n15,),....(RE1,..., ks, )}). Los conjuntos de periodos
pueden estar vacios, obteniendo signaturas de Wilkie del tipo:
(g,+,[1,), representa un grupo NEC sin periodos ni ciclos,

(g,+,Im],00), representa un grupo NEC con un periodo propio y dos ciclos vacios.

La signatura de Wilkie de un grupo NEC asi definida, tiene asociados simbolos de superficie,
entendidos como las formas canénicas de las regiones fundamentales asociadas, de la siguiente

forma:
(3.17) (g,+,[m1,...mpHni1,....,n14,),...,(NE1, ..., gg, D)

tiene asociado una region fundamental cuya forma canénica es:

! ! ! ! ! ! ! ! !
§161--6pSp A1 P11 P1...AgPgUgPgE1Y10Y 11V 15, E1€2Y20Y 21V 255 E - ELY ROV E1-+- Y hs € -
Observemos como la signatura y la forma canénica se identifican en funcién del niimero de
periodos y de ciclos y sus longitudes, sin que el valor exacto de los enteros que representan los

periodos y ciclos es relevante. Analogamente, para el caso no orientable tenemos una signatura:
(3.18) (g,—Im1,..mpH(n11,...;015,), ., (NR1,5 s REsy )N

que tiene asociado una regién fundamental cuya forma candnica es:
flfll...fpf;,é‘ﬂ/lo)/ll...)flsl6‘,182)/20)/21...}’232Eé...ekykoykl...}/ksk8;@(51(%...5g5§.

Desde un punto de vista geométrico, ya vimos que 3.17 representa una superficie orientable con
borde menos £ discos y de género g. Igualmente, la superficie representada por 3.18 representa
una superficie no orientable con borde menos % discos y género no orientable g.

Recordemos de la seccién anterior, que los generadores y relaciones estaban ligados con los vérti-
ces donde los lados de un determinado tipo (asociados a las transformaciones) se encontraban.
De esta forma, los periodos (relacionados con los exponentes que aparecian en las relaciones) se
pueden asociar a los vértices donde intersectan estos lados; en otras palabras, podemos imaginar
los periodos asociados a los vértices de los poligonos fundamentales. De esta forma, los periodos
m; se asociaran a vértices M; comunes a los lados &;¢& ; y los ciclos n;; asociados a los vértices N;;
comunes a los lados y;;-1,7i;.

Ya vimos en la seccién anterior como obtener la presentacion de un grupo NEC a partir de la forma
del poligono fundamental asociado. Teniendo esto en cuenta y como acabamos de asociar a la
forma candnica de la regién fundamental una signatura, es inmediato definir para cada signatura
la presentacion del grupo NEC cuya region fundamental tenga la forma candnica asociada a esa
signatura. Recordemos que las presentaciones asociadas a los poligonos fundamentales escritos
en su forma candnica son, para el caso orientable:
516,1---6175;;alﬁrlarlﬁl---apﬁ;ya;;ﬁpglylo)’ll---Ylsl5,152720721---Y2sz5,2---5k7/k07/k1---7/kskE’k- cuyos gene-
radores son

xi,i=1,2,...,p,

ai,bi,ej,i=1,2,..,9,7=1,2,..,k,
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c;ij,t=12,.,kyj=0,1,2,..,s;

y las relaciones:

(a) c?,j =1,i=12,..,kyj=0,1,2,..,s}

(b) x[" =1,i=1,2,...,p

(c) eici,siﬂe;lci o=1L0(c; j-1c; )V =1i=1,..,k,j=1,..,5z,

(@) Ty % 19y (@b a7 DT e =

Para el caso no orlentable de pohgono

18 b E 1Y 10V 11 Y 15,6 1€2Y 20 21 Y 255 ERY ROV B 1Yy 4,010 .0 g0,
tenemos los generadores

x;,i=1,2,...,p
di,i=1,2,...,r,
e;,i=1,2,..k,
cij,1=12,.,kyj=0,1,2,..,s;

y las relaciones:

(@c? =1i=12,..,kyj=012,..5s;

(b) x;ni =1,i=1,2,...,p

(c) eici,siﬂel—lci 0=1 (Ci,j_lci,j)ni'f =1i=1,..,k,j=1,..,s;,

(d) l_[lexi d2 Hl 1ei =1

Ahora hemos usado la notacién comentada al inicio de la seccién, cambiando los corchetes por el
alfabeto latino en mintusculas, mientras que los lados de la regién fundamental se representan
con el alfabeto griego. Ademas, recordando la seccién anterior, los generadores x; estan asociados
a las relaciones canénicas de los vértices dados por los lados &;,¢ ;., los generadores c; j con los
vértices dados por los lados y;;-1,y;; e igualmente los generadores a;,b;,d;,e; con los lados
a;,PBi,0;,€;. Asi mismo, usaremos el operador conmutador [a,b] = aba 1p71 para simplificar las
notaciones. Finalmente, en la tabla a continuacién representamos explicitamente como se relacio-

nan signatura y presentacion. Hemos visto como las transformaciones a, b, ...,x,..., definidas en la

H Elemento de la signatura Generador Relacion H
Periodo m; x; xMi
Ciclo C; = (n;1,...,ns,) €i,Ci0;s-.»Cis; eiCis,e; Czo 1 CLJ’(Ci,j—lci,j)”i’j
g+ a1,b1,...,a5,bg x1..x:[a1,b1l...lag,bgler...ep
88— dl,...,dg xl...xrel...ekdl...dg

Cuadro 3.1: Signatura y Presentacién

presentacion de los grupos NEC transforman los lados correspondientes del poligono fundamental
a,BpB,...,¢,.... De las definiciones y propiedades de estas transformaciones, estudiadas a lo largo de
las secciones anteriores, y lo visto en esta, sabemos que los vértices M; permanecen invariantes
por las transformaciones del grupo < x; >, de forma que tenemos que el grupo ciclico x; sera el

estabilizador de los vértices M;. Andlogamente, el grupo <c; j_1c; ; > seréa el estabilizador de los
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vértices N;;. Adicionalmente, tenemos la siguiente proposicién:

Proposicion 3.25 (Propiedades geométricas de los grupos NEC). Un elemento de orden finito de
un grupo NEC T es conjugado a alguno de los siguientes:

(i) a una potencia de alguna x;,1<i<p,

(ii) a una potencia de alguna c; j_1c; j,1<j<s;,1<i<k,

(iti) algtin c; j,1<j<s;,1<i<k.

Demostracion. Un elemento de orden finito ¢ de I" sera o bien una rotaciéon, o bien una reflexion.
En cualquiera de los dos casos, tendremos un punto fijo en el semiplano superior H que podemos
denominar x. Ademas, como F' es una regién fundamental, existira alguna imagen de F por
[ tal que y =gx e F,g€T. Por lo tanto, x = g1y = tx = tg™ 'y, es decir, y = gtg 'y, luego la
transformacién conjugada gtg~! es un estabilizador de y. Puesto que los tnicos puntos en
F con estabilizador no trivial son los vértices M;,N;; y los puntos de los lados de F cuyas
transformaciones asociadas son las reflexiones, es decir, los puntos de los lados y;;. Es decir, ¢
sera conjugado a alguno de esos estabilizadores, que seran segtun vimos en el parrafo anterior,
o bien un elemento de < x; > que es el caso (i), o uno de <c¢; j_1c; ; > que es el caso (ii), o una

reflexion, es decir, algin c; ; que es el caso (iii). O

3.5. Isomorfismos de grupos NEC

Esta seccion la dedicamos a estudiar las propiedades de isomorfia de grupos NEC: dadas dos
presentaciones o dos signaturas, ;bajo que condiciones representan grupos isomorficos? Antes de
responder esta pregunta vamos a matizar el concepto de isomorfia. Para ello vamos a introducir
el concepto de isomorfia geométrica y vamos a estudiar bajo que condiciones dos grupos NEC son
geométricamente isomorfos, lo que nos dara pie a estudiar la isomorfia de estos grupos desde un

punto de vista general.

Definicion 3.26 (Isomorfismo geométrico). Dos grupos NEC I',I” se dice que son geométrica-
mente isomoérficos si existe un homeomorfismo de H,#:x,y — ',y y un isomorfismo de grupos
I'I",g — g’ tales que y = gx © y' = g’x’. De esta forma, tenemos y' = g'x' => ty = g'tx > tgx =
g'tx = g' =tgt™1, es decir, dos grupos I',I” son geométricamente isomorfos si son conjugados en

el grupo de homeomorfismos de H.

Por otro lado, diremos que un isomorfismo de I' en I (no necesiaremente geométrico) puede
ser realizado geométricamente si para todo elemento g de I" existe un homeomorfismo ¢ de H tal
que su imagen por el isomorfismo es tg¢~! independientemente de g. En este caso, diremos que ¢
es una realizacién geométrica del isomorfismo. Puesto que el nimero de puntos fijos determina
la naturaleza de las transformaciones en el plano hiperbélico y como ademaés los isomorfirmos
geométricos dejan invariante el conjunto de este tipo de puntos, tenemos que los isomorfismos

geométricos transforman rotaciones (punto fijo) en rotaciones, reflexiones (infinitos puntos fijos)
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en reflexiones y reflexiones con traslacién (ningin punto fijo) en reflexiones con traslacién. En
efecto, si x en un punto fijo de g y ¢ es un isomorfismo geométrico, tenemos que x = gx y g’ = tgt ™1,
de forma que g'tx = tgx = tx, luego tx sera un punto fijo de g’. Analogamente, si x’ es un punto fijo
de g, tenemos que x’ = g'x’ = tgt 1x' = t1x’ = tgt '’ y x’ es un punto fijo de g, es decir, hay una
relacién uno a uno entre los puntos fijos de g y g’ transformados por el isomorfismo geométrico
que es lo que queriamos ver. De esta forma, si ¢ es un isomorfismo geométrico, la imagen de la
6rbita de x por I serd t(I'x) = t(I'(¢ " 1(¢x))) = (¢t~ 1)(tx) = I"(tx), es decir, serd la 6rbita por I del
punto tx. De aqui deducimos que un isomorfismo geométrico induce un homeomorfismo entre los
cocientes H/T' y H/T" que denominaremos ¢*.

Antes de analizar las propiedades de isomorfia geométrica de los grupos NEC, definimos el
concepto de equivalencia directa e indirecta entre periodos de ciclos de signaturas, que usaremos

para enunciar y demostrar las isomorfias:

Definicion 3.27 (Ciclos equivalentes). Dados dos ciclos de periodos C = (n1,...,ns),C’ = (n,...,n.)
decimos que C y C’ son directamente equivalentes si uno es una permutacion ciclica de otro, es

decir, si s = s’ y existe un entero % tal que n; =n’.,,, tomando médulo s para la suma de indices.

i+k>
Analogamente, se dice que los ciclos son inversamente equivalentes si uno es la permutacién

!

»_;» tomando otra vez médulo s

ciclica inversa de otro, es decir, si existe un entero k£ tal que n; =n

para la suma de indices.
Finalmente, obtenemos las condiciones de isomorfia geométrica entre grupos NEC.

Teorema 3.28 (Isomorfismo geométrico entre grupos NEC). Si un grupo NEC T de signatu-
ra (g,+,[m1,...,mpHC1,...,Cs}) es geométricamente isomorfo a un grupo NEC I" de signatura
(g',i,[m’l,...,m;,]{C’ ,--,C}), entonces ambos son orientables/no orientables, p = p',s = s' los
periodos [m'] son una permutacion de los periodos [m]. Ademds, en el caso orientable, los ciclos
C; son, o bien todos directamente, o bien todos inversamente equivalentes a Cy(;), donde ¢ es una
permutacion de (1,2, ...,s). Para el caso no orientable, para cada i el ciclo C; es, o bien directamente,

o bien inversamente equivalente a Cy(;), donde ¢ es, de nuevo, una permutacion de (1,2, ...,s).

Demostracion. Como sabemos de la teoria de grupos, dado un grupo I' actuando sobre el semi-
plano superior H, se denomina estabilizador de x € H al conjunto St(x) ={g € I' : gx = x}, es decir,
el conjunto de elementos de I' que dejan invariante x. Asi mismo, llamamos 6rbita de x al conjunto
Orb(x)={z€H:3geT, gx = z}. Se tiene que si y € Orb(x) entonces St(y) = gSt(x)g !, con gx = y.
De aqui deducimos que, para el caso del homeomorfismo ¢* inducido segiin definimos arriba entre
los espacios cociente H/I' y H/I'', todos los puntos de una misma I'-6rbita tienen estabilizadores
geométricamente isomorfos, pues los estabilizadores son subgrupos y son conjugados en el grupo
de homeomorfismos de H. De esta forma, hablaremos de estabilizador de un punto del espacio
cociente, entendido como la clase de isomorfismos a la que pertenecen los estabilizadores de los
puntos de una 6rbita.

El homeomorfismo t* definido arriba, aplicara entonces puntos de S = H/T en S’ = H/I” con
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estabilizadores geométricamente isomoformos. Si identificamos los cocientes con sus poligonos
fundamentales cuya forma canénica es la obtenida segin su signatura, obtenemos que los esta-
bilizadores de los puntos M; y los de su imagen por ¢* son geométricamente ismorfos, es decir,
conjugados y, por lo tanto,si es estabilizador del primero es un grupo ciclico de rotaciones de orden
m;, el del segundo también sera ciclico del mismo orden. Similarmente, si los estabilizadores de
los puntos N;; son grupos diedrales de orden 7;;, lo mismo sucedera con los estabilizadores de
t*(N;;). En otras palabras, el homeomorfismo ¢* induce una aplicacién biyectiva de los periodos y
de los ciclos de I en los de I''.

Como se deduce de los enunciados de los teoremas 3,22 y 3,23 los vértices N;;, correspondientes
a las intersecciones de los lados (c; j,c; j+1), pertenecen todos a las mismas componentes de la
frontera de S pues son todos puntos rodeando al i-ésimo agujero de su frontera, y por lo tanto, sus
t*-imagenes seran todas pertenecientes a su vez a la misma componente de la frontera de S’, es
decir, las iméagenes de los V;; seran N lf,j, tales que todos los puntos con el mismo indice i tendran
sus imégenes con el mismo indice i’ y cada ciclo de la signatura de I corresponder4 con un ciclo
de la misma longitud y con los mismos periodos en I''. Ademas, dentro de cada ciclo, el orden que
se ha tomado alrededor de la i-ésima componente correspondera a un ciclo con el mismo orden,
0 su reverso ,y, por dltimo, los puntos elegidos como N;; para cada i son irrelevantes desde un
punto de vista geométrico, de forma que permutaciones ciclicas de los puntos seran posibles.
Llamemos [C;] 1a componente de la frontera de S en el caso no orientable, entonces contiene los
puntos N;; y tendremos una permutacién ¢ como la del enunciado que verificara [C;] = t*[Cyi)l.
Dependiendo de si la aplicacién ¢* de la componente de la frontera [C;] en [Cg], que sera una
aplicacién entre 1-esfereas y por lo tanto tendra grado +1 o —1 dependiendo de si ¢* aplica
respetando o invirtiendo la orientacién de las componentes de la frontera, es decir, los ciclos seran
directamente o inversamente equivalentes segun el grado de ¢*.

Finalmente, en el caso orientable, cada componente de la frontera tendra la orientacién inducida
por la orientacién de la superficie, de forma que, todas las componentes de la superficie S estaran
orientadas de la misma forma, e igualmente todas las componentes de la frontera de la superficie
orientable S’, es decir, en el caso orientable ¢* aplica todas los pares ligados de componentes de
ciclos, digamos [C;]y [C }] de forma que son todos directamente equivalentes o todos inversamente

equivalentes seguin ¢* preserve o invierte la orientacion. O

Llegados a este punto es importante seflalar que un isomorfismo de grupos no tiene por qué
tener una realizacién geométrica. Observemos que si G =< 1,g,g2,g°%,g* > es el grupo ciclico de

2 un automorfismo de G, veamos que no puede ser derivado

rotacionesdeorden5yu:G—-G:r—r
geométricamente: en efecto, si asi fuese tendriamos que existiria un homeomorfismo ¢: D — D
tal que si x,x’,y,y' €D y a,b € G con b = u(a), entonces y =ax < ty =y = u(a)x’ = bx’ = btx. Si
y = ax, entonces se deberia verificar que ¢y = btx = a®tx = tax = a’tx, es decir, a® y a tienen
que ser conjugados. Esto implica, por ejemplo, que g y g* elementos de G son conjugados en el
4)2

grupo de los homeomorfismos de D, pues (g%)? = g8 = g5g® = g3. Sin embargo, no son conjugados
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entre si, ya que son rotaciones de angulos 67/5 y 871/5 respectivamente y por lo tanto seran las
transformaciones U 6,5 ¥ U,s,/5, que no pueden ser conjugadas.

Sin embargo, en el caso de grupos planos de cociente compacto todo isomorfismo puede ser
realizado geométricamente como se demuestra, por ejemplo, en [29]. La demostracién no se
incluye, mas que por su dificultad, por ser necesario incluir conceptos de la teoria de espacios de
Teichmiiller y homeomorfismos cuasi-conformes que implicarian extender en exceso la presente
memoria.

Con la base dada por los resultados anteriores podemos enfrentarnos al objetivo tltimo de esta
seccion, en particular, la respuesta a la siguiente pregunta: ;bajo qué condiciones dos grupos

NEC con signaturas dadas son isomorfos?

Teorema 3.29 (Isomorfismo entre grupos NEC). Las condiciones de ismomorfia geométrica entre

dos grupos NEC T y I son necesarias y suficientes para que los dos grupos sean isomorfos.

Demostracion. Como hemos comentado en el parrafo anterior al teorema, los isomorfismos entre
dos grupos NEC pueden ser realizados geométricamente, de forma que las condiciones de isomor-
fismo geométrico son necesarias para que sean isomorfos en su sentido mas general.

La demostracion de la suficiencia de las condiciones del teorema se divide en cinco partes:

(i) Sea ¢ una permutacion de (1,2, ..., p), entonces los grupos NEC (g, £,[m1,...,mpC1,...,CsD y
(g,%,[mpa),....mep)HC1,...,Cs}) son isomorfos.

@11) Si C; es una permutacién ciclica de C; entonces los grupos NEC (g, +,[m1,...,m,C1,...,Cs})
y(g,+,[m1, ...,mp]{Cl,...,Cj_l,C},Cj-;_l,...Cg}) son isomorfos.

(iii) Sea ¢ una permutacién de (1,2, ...,s), entonces los grupos NEC (g, £,[m1,...,mp,C1,...,CsH) y
(g,%,[m1,....mpKCya),...,Cyps)}) son isomorfos.

(iv) Si C; es un ciclo con los mismos periodos que C; pero escritos en sentido inverso, entonces los
grupos NEC (g, +,[m1,...m,HC1,...,C) y (g,+,[m1,....mp{CT,...,C}) son isomorfos.

(v) Si C? es un ciclo con los mismos periodos que C; pero escritos en sentido inverso, entonces los
grupos NEC (g,-,[m1,...,m,1C1,...,Cs) y (g,—,[ml,...,mp]{Cl,...,C;‘, ...,Cs}) son isomorfos.
Pasemos a demostrar cada una de las propiedades de isomorfia planteadas:

(i) El orden de los p puntos de ramificacién es irrelevante, como se puede ver al reemplazar
los generadores x; y x;+1 por los generadores x; = xixi+1xi_1 y x;+1 = x; respectivamente, que al

reemplazar en las relaciones del grupo da,

"hivi _ “1yhis1 — goome=1 Yhir1 =1 -1
x, = (e )T = o ) = o =11,
xhi =M=

i+1 - T

x1...xi_lxéxgﬂ...xpa1b1a11b11...agbga§1b§1e1...es

= x1...xi_1xixi+1xi_1xi...xpalb1a11b11...agbgaglbglel...es

= x1...xi,lxixiﬂ...xpa1b1a11b11...agbga§1b§1e1...es =1,

de forma que volvemos a obtener el mismo nimero de generadores con las mismas relaciones, es
decir, los grupos son isomorfos bajo permutaciones de los ciclos.

(ii) La segunda operacién es equivalente a demostrar que el orden de los periodos ny ; es irre-
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levante, es decir, cualquier permutacion de (1,..,mp) tal que los elementos del ciclo C;e son una
permutacion de los elementos del ciclo Cj, produce un grupo isomorfo. Para ello basta con ver que
el conjunto ny 1,n2,...,nk,m, puede ser movido un lugar ciclicamente. Sabemos que se verifican
la siguiente relacién:

1= eka,mk_;_]_e;le’l = ekck,mkﬂe;lc};’ll =>Cp1= eka’mk_;_]_e;l, de forma que obtenemos
1=(ch,1ch2)™ = (efChmy+1€) Ch2) ™"

Reemplazando el generador cy, o por C;e,Z = e;lck,ze %, nos permite escribir la relacion anterior de
la forma:

l)nk 1 —

l)nkl *1.

1=C(epcy mp+1€y ekck e, =(epcp, mk+1ck2 P ek(ck,mk+10;e’2)nk’lek
Esto lo podemos escribir como (ck,mk+1ck72)”k’1. Usando la relacién (cp 2cp 3)**! = 1, obtenemos
(ekc;e 2e;1ck g)th2 =1,

Definimos ahora el generador cy, o = ey}, ,e 2 k , que verifica ck =ey, c}e,ze;lekc;eyzegl = ekc;e,zc;e,zelzl
ere, ck,2ekek ck,gekekl =cp2ck2 = 1, de forma que obtenemos las dos relaciones:

ekc;e’zeilck,a =1

y

(cracr3)*? =1, esta ultima se obtiene de forma completamente analoga a la relacién obtenida
arriba, cp, mk+1c Q)L

Ahora, si usamos los generadores ck,a,c;eg,ck,l,l =3,4,...,mj, + 1 y las relaciones

ekc;ge;lck,a =1,

(cr,acr3)™? =1,

(cricri+1)™ =1,1=3,4,...,my,

(Ck,mk+lc;€,2)nk’2 = ]_,

junto con el resto de generadores y relaciones que no han variado, observamos como el resultado
es un grupo con el mismo nimero de generadores y con las mismas relaciones entre ellos, es decir,
el nuevo grupo es isomorfo.

(iii) La tercera operacién es equivalente a demostrar que el orden de los s agujeros es irrelevante,
es decir, que cualquier permutacién de (1,..,s) producen un grupo con los mismos generadores y
presentacion. Definamos dos generadores e =ejeji1e; “le z+1 ei,c;+1’l =ci,l= 1,2,...,mi,c'i’l =
eicit1e; 171=1,2,..m;j.1. Estos generadores cumplen las relaciones:

2 _ -1 -1_ “1_717_
iy =eicit1e; eicit1e; —ei0i+1,zCi+1,ze,~ =Ll=1,..,m;y1

o2
iy = Cirticivry = LI=1,,m;
e'c -1, _ —1 -1 -1 ,-1 -1

i i,mi+1+lei ci’l_eiei+lei €iCi+1,m;.1+1€; €;€; 1€, €;Ci+11€;

=ejlej+1ci+1 ml+1+lei—+110i+1 l]ev_l = €i€~_1 =1

e’chHl mH1+1 z+llcz+11 €iCit+l,m;,1+1€; 1ci+1,1 =1

(c},c il+1)n”1’ =(ejcir1e; teicirrere; )]

=(eiCi+1,1Ci+1,1+1€; Chynel _eici+1,lci+1,l+lei_19iCi+1,lCi+1,l+1ei—1---eiCi+1,lci+1,l+1ei—1
:e'Ci+1lCi+1,l+1Ci+1,lCi+1,l+1---Ci+1,lCi+1,l+1€i_1

)ni+1,lei—1 — eiei_l =1

- el(cl lcz I+1
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! ! nivtl — (p. . niv1l —
(€1 Cinn e = (eicipr) i =1
Para el caso orientable tendremos la relacién
-17-1 [N
x1..xpa1bia; by agbga b ei_leiei+1ei+2...es
_ —1 -1
—xl...xpalblal b1 agbga b 1--€i-1€i€;11€; €;e;i3...es
_ -1 -1 _
=x1..xpaibiaj b1 ...agbgag bg ej...e;j_1eje;ji1€js9...es =1
y para el caso no orientable
2 2 [N _ 2 2 -1
x1...xpdl...d,el...ei_leiei+1ei+2...es =x1..xpd7...d7e1...ej_1€;e;11€; €ejejs3...e5
_ 2 2 _
=x1..xpd7...d7e1...ej_1€;e;11€i19...e5 =1
(iv) Si ahora tenemos un grupo en el que invertimos el orden de los periodos de cada ciclo de otro

grupo dado, tenemos que los generadores seran
!/

xt,
a‘/jaj: 1;"'7g5
b‘,]"j: 17-"’g7
e, k=1,.,s

ck,k=1,...,8,1=1,...mp +1,

y las relaciones seran (los subindices se definen de forma que el orden en cada ciclo queda
invertido y adicionalmente invertimos el orden de los puntos de ramificacién por conveniencia),
(a)czl =1Lk=1,...,8l=1,...mp+1,

(b)x)” " =1,i=1,..,p,
(c)ekck — k 1ck =1 (ck lck ) et =10 =1,...,mp,k=1,...,s,

(d)x]...xpa}bla a;lort ~agbLa g_lbg lel...e]

=1.

Teniendo en cuenta que el orden de los puntos de ramificacion es irrelevante y reescribiendo las
relaciones (c) de la forma

e/k_lc;e,lekck,mkﬂ = 1’(0;3,z+10;e,l)nk’mkfm =1,

y transformando e invirtiendo la relacién (d) obtenemos

(alllblab’ _lbl’ 1)1—x1x

gVg%
zel _1b:gagbg _1 blozlb1 al —xl .xp
:>el_1...e/s_1b;,agb§ _1 bl bt a1 e...e)) ™ =x),..xf (e]...e)7?
=>el..e &xl_l...x;,_le’l_l _lb:gagbg 1 b’a’brl_la’l_l(e;...e'l)J:
=>el..elx e e] 1...e;...e1xp Lt 1bf§,agbg _1 Wblalb el e =1,
de esta forma, definiendo los generadores xi =el. elxl le’_1 .6’1—1’ obtenemos finalmente la

relacion (d) de la forma

" // ! —1 ! -1 1 -1
X a b b albl al e el =1.
Usando los generadores

i
.’)Ci ,

n _ . .
aj - aq—]+la.] - 17""ga

b‘/], = bquJrl’j = 1)"'7g’
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e’ k =e, 1Er=1,.

c"k,l = Ck,mk—l+1,k =1,.,8,l=1,...mp+1,
obtenemos el mismo nimero de generadores y las mismas relaciones en ambos grupos, lo que
implica que son isomorfos.
(v) De (iii) tenemos que podemos permutar los ciclos sin alterar la clase de ismomorfismo a la que
pertenece una signatura dada, de forma que podemos asumir que la signatura
(g,—,[m1,...,mp]{Cl,...,C;‘,...,CS}) donde el ciclo C; se ha obtenido del ciclo C; invirtiendo el or-
den de sus periodos, es isomorfa a la signatura (g,—,[m1,...,m,{C1,...,C;}) donde la permutacién
nos ha llevado i a s. De esta forma, tomamos I’ con esta ultima signatura y teniendo en cuenta
la forma de las signaturas de I y I’ tenemos que los generadores y relaciones de ambos grupos
son idénticos excepto,
escs,mscs,Oegl =1,
Z2. =2 =(cs,j-1C5,)" =1,
s,j—1 s,j—1 J J
x1...xpe1...esd%...d,2_=1,

c

para el caso de I', y en el caso de I
—1

esCh m. sOe =1,

'2 ’2 / !/ n +1-j —
C,] 17 S] 1™ (CS] 1C Jremstisy 1’
xj.. x ..el d2 d%zl.

Deﬁnlmos ahora un isomorfismo ¢ entre los dos grupos de la siguiente forma; la imagen de los
generadores de I' es idéntica a la de los generadores de I'':

Plxi) =x, Pleg) =ef, Plei)=c] ;i=1,..,s-1,

¢di)=d;,i=2,..,r,

y sélo se diferencia en los siguientes generadores

d=eld],¢les) = de;'d™,plcs ) =dc L d-t,

P(d1) = eld].

Observemos que todas las relaciones de ambos grupos son idénticas, en el caso de generadores

s,ms+1—j

idénticos es claro:
1= (1) = Pp(ay)™) = (Placy)" = ()M,
1= (1) = ¢(c? ) = (c} )2,
1=¢1)= </7(Cz,Jcl,J+1)g” = (lei, Plei j+1)))8 = (ch i,Jj+1
1=¢(1)=Pleicim;+1€] Lei ) = p(e)P(cim;+1)Ple; DHp(e; ;) = Ch i +1e 1)c P
y para el caso generadores con imagenes distintas de la umdad, es,d1ycs j, tenemos
P(c2 ) = (plei ) = (desmyr1-;d )
—(e dle! (eldy) ™12
—(e d, sm +1- Jdl_ € _1)2
=eyd)c ’Sm 1 Jdl Lo te!,
d, ;m +1- Jdl le/_l L

(P(Cs,jcs,J+l)g” = (¢(Cs,j)¢(cs,j+1)))gs’j

)gz

sm+1 —J
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=(dcy ;d lallcSJJrl d~1)gs

_(dcsj Sj+1 l)gsj

—dc d ldlchHd 1 dc' d ldlcsj+1d_1
—dc c' d-1

8,J s,J+lc 5,7Cs,j+1" X 8,J s,J+1

=d(cs,jcs j+1)8%d 1 =dd ™1 =
1=¢1)= gb(xl...xpd%...d%el...es)
x1)... 0 )P(d2)...p(d2)pler)...ples)
Lxhel .deld_1(eldy)?...d?

=x}..xpe]..
=x..xhe..deg ld 1 p(dy)...d)?
:x'l...x;e'l...e'sd'le/s_l(e'sd'l)_le;d’le;d'l...d;z
= x}..xpe]..elde ’—1d1)’—1 ot

eydieid].. dz—x1 X ed2 d2
Con lo que la quinta operacién sobre grupos no orientables es también un isomorfismo.
Con esto quedan demostradas las isometrias para las cinco operaciones propuestas y, por lo tanto,

el enunciado del teorema. O

3.6. Area de una region fundamental

Una de las caracteristicas de gran interés en el estudio de grupos fuchsianos es el area de sus
regiones fundamentales: el area hiperbélica de una regién fundamental de un grupo fuchsiano
dado es un invariante numérico del mismo. Ademas, dada la signatura de un grupo, podemos
obtener ese invariante de forma sencilla a partir de los parametros de la signatura. Por lo tanto,
parece razonable preguntarse si los grupos NEC tienen propiedades similares. Esto va a ser el

objetivo de los siguientes tres teoremas.

Teorema 3.30 (Area de la regién fundamental de un grupo NEC es invariante). Sean F; y Fo
dos regiones fundamentales de un grupo NEC T'. Supongamos que las dreas hiperbdlicas de los

contornos de ambas son nulos. Entonces sus dreas son iguales, u(Fi) = u(Fe).

Demostracion. En primer lugar, hemos visto en la seccién 2.3 que el area de un conjunto en H es
invariante frente a transformaciones del grupo de isometrias de H del que I' es un subconjunto.
Sea j=1,2y @, el interior de F;, entonces u(Q ;) = u(F;) por el enunciado. Entonces,
F12F1NUgerg(@2) = Uger(F1 N g(@2)).

Puesto que la unién es disjunta, ya que @2 es el interior de una regién fundamental distinta de
F1, tenemos que se verificara

H(F1) = Zger ilF1 N g(Q2)) = Zger (g L (F1) N Q2) = Zger pi(g(F1) N Q).

Por otro lado, Ugerg(F1) = H, de forma que Ugerg(F1 NQ2) = Q2.

Finalmente, se tiene que u(g(F1)NQ2) = w(Q2) = u(F'), es decir, p(F1) = u(Fq). De la misma forma
tenemos p(F9) = u(Fy), es decir pu(F1) = u(Fo). O
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Teorema 3.31 (Suma de angulos de un conjunto congruente de vértices de una regién fundamen-
tal). Sea F una region fundamental de un grupo NEC de cociente compacto I'. Sean 01,...,0; los
dngulos internos de un conjunto congruente de vértices de F' vy sea m el orden del estabilizador de
uno de esos vértices. Entonces, 01 +...+0; = 2%

Demostracién. Sean v1,...,v; un conjunto de vértices congruentes de F de angulos internos
01,...,0;. De las demostraciones de los teoremas 3.22 y 3.23 sabemos que de las relaciones
canoénicas del vértice v de F, tenemos una transformacion g € I' y un entero, que llamaremos
orden del estabilizador de v, m tales que g™ =1y g(v1) = v1, de forma que el estabilizador de
v1 seré el conjunto H = {1, g,...,g™ 1}. Entonces, las regiones g"(F),r =0, 1,...,m tienen todas en
comun el vértice v1 de angulo 0.

Supongamos ahora que hay un v, T} €T’ tal que T,v = v, entonces el conjunto de todos los
elementos de I" que llevan vj en v{ sera una transformacién de la forma AT}, con h € H, puesto
que si pvp, =v1, entonces pTlglvl =v;=> pT];1 € H de donde se deduce que p es de la forma AT},
con h € H. Luego tendremos que el conjunto de transformaciones que llevan vz en v; tendra
también m elementos y todas las regiones de la forma g" T, (F') tendran v; como vértice ahora
formando un angulo 0, puesto que v formara el mismo dngulo con la regién g" T (F') que vy con
R, que es 0y, por hipétesis.

Si la regién A(F),h €T contiene al vértice vy, entonces 2~ 1(v1) € F, de forma que serd un vértice
de F, digamos v;,1 <i <t¢. Por lo tanto, » € HT; de donde deducimos que la regién A(F') es una
de las mt regiones que rodean al vértice v{ y ademas cada angulo 0; estara repetido m veces.
Por ultimo, si dos regiones son tales que g" T (F) = g°T;(F), se tiene g" Tv;, = g°Tivp = g'v1 =
v1=g°Tvp == v1 =Tv; = Tv},, de donde deducimos & =1, es decir, T, = T} y de aqui también

&r = &q. Finalmente de deducimos el enunciado del teorema: m (01 +... + 0;) = 27. O

Teorema 3.32 (Area de la regién fundamental de un grupo NEC). (a) Sea I un grupo NEC de
signatura (g,+,[m1,....m;K(n11..n15,),...,(np1...nks, )}). Entonces el drea de la region fundamental

F del grupo dado es

1 1
W) =272 =2+ X1 (1= —) +£ +Yk oy -

1
Jj=si 2(1 -

n;
(b) Si T un grupo NEC de signatura (g,—,[m1,...,m{(n11...n15,),...,(ng1...nks, )}). Entonces el drea

de la region fundamental F del grupo dado es

1 1 1
/.L(F)ZZJ‘[(g—2+Zr.:1(1——)+k +Zl.e:12r.: —(1=—).
v m; v J=8i nij

Demostracion. Sea I' un grupo NEC de cociente compacto cuya region fundamental es F'. En
la seccién 3.2 hemos visto que bajo estas condiciones la regién fundamental serda un poligono
hiperbélico convexo con un nimero finito de lados. Por el teorema de Gauss-Bonet para conjuntos
convexos sabemos que el area de F sera u(F)=(n—-2)r— A, donde A es la suma de los angulos de
F.

Ademas, por 3.31 sabemos que la suma de los 4ngulos de un conjunto de vértices conjugados

es 2n/l, donde [ es el orden del estabilizador. Entonces, si denotamos (61,02) al vértice donde

49



CAPITULO 3. GRUPOS NEC CON ESPACIO COCIENTE COMPACTO

intersectan 61 y §2, podemos tener los casos de la tabla a continuacién:

H Vértice  Orden del estabilizador H

(@  (x,x) m;
(b) (cij-1,¢i)) 2n;;
() (ei,cip) 2
(A (cig;»el) 2

Cuadro 3.2: Orden de los estabilizadores de los vértices

Cada vértice de los tipos (a) y (b) no tienen otros conjugados y por lo tanto forman cada uno un
conjunto de vértices conjugados, de forma que la suma de dngulos de (a) y (b) serd }.7_,(1-—)
m;
1
y Zle Z;:s_(l — —) respectivamente. Como se vio en los teoremas 3.22 y 3.23, por un lado los
21
vértices (c) y (d) son conjugados entre si, por lo tanto su suma sera k? =kn y por otro lado, el
resto de vértices son todos conjugados entre si con estabilizador, por lo que tenemos que la suma
1 1
de sus angulos sera 27, de donde obtenemos A =27 +kr+7);_(—)+ anﬂZ;:s_(—) lo que
m; ' Nij
finalmente nos da 9
7 b4
pr=n-2n-Qr+kr+ny’_; — +Zf:12;zs_ —)=Q@r+2k+(s1+D+...+(sp+1)+4g-2)w -

@r+kn+Y]_, —+Z§e 25

-]sln
1
=2n(r+k+s1+..+s,+28-1-2+k+X/_ —+Zf 2 N
B S1+..+sp k k - k 1
_zn(k+T+§+2g—2——+2:1(1——) XX 5 9 )
1
_ k k
=2n(k+X; 1ZJS§+2g 2+Y7 1——) 2 1Z] 5i 9
— _ r _ k (1 - —
=2n(k+2g-2+%_,(1 mi)+2 12, 2( nu))

que es el enunciado en el caso (a). El caso (b) es completamente analogo, teniendo simplemente

en cuenta que ahora n =r+k + g, con lo que la demostracién queda completa. O

3.7. Rango de un grupo NEC

Dada la presentacién de un grupo cualquiera I', el minimo nimero de generadores necesario
para definirlo completamente se llama rango de I', y lo denotamos de la forma rg(I'). Si, en
particular, el grupo tiene una representacién geométrica de forma que tiene asociado una regién
fundamental, por ejemplo en el caso de grupos fuchsianos, definimos el rango geométrico del grupo
gr(I') al nimero de parejas de lados congruentes. Recordemos de la teoria de grupos fuchsianos,
cada una de esas parejas de lados congruentes determina un generador del grupo, como podemos
ver en [14], [15]. Obviamente, tenemos que se verifica rg(I') < gr(I') y la cuestion es estudiar que

caracteristica debe tener un grupo para que ambos conceptos coincidan. El objetivo de esta seccion
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es estudiar el rango y el rango geométrico de un grupo NEC y entender como se relacionan. Para
ello introducimos el concepto de rango geométrico de un grupo NEC y obtenemos su rango en
funcion de los términos de su signatura.

Sea I' un grupo NEC, F' un poligono fundamental de I' y x un lado de F. Como vimos en la
seccion 3.3, existe una unica transformacion g € I' tal que F'n g(F) = x y decimos que cada
lado de F determina una transformacién de I'. Andlogamente, vimos que g 1(x) es también
un lado de F que determina a su vez la transformacién g~! € I'. Llamemos N(F) al ntiimero de
parejas de trasnformaciones g,g~!. Si tomamos un representante de cada una de esos pares
de transformaciones, sabemos que obtenemos un sistema de generadores de I' que llamaremos
sistema geométrico de generadores asociados a F', que contendra N(F') elementos. Estamos en

condiciones de definir el rango geométrico de un grupo NEC:

Definicion 3.33. Sea I' un grupo NEC y F' una regiéon fundamental suya. Definimos rango
geométrico de I', grl” al minimo del conjunto N(F') donde F es region fundamental de I'. Diremos
que I' es un grupo NEC de tipo finito si gr(F) es finito, es decir, si I tiene un poligono fundamental

con un numero finito de lados, como ocurre en el caso de grupos NEC de cociente compacto.

En las secciones anteriores hemos representado las regiones fundamentales de los grupos
NEC de cociente compacto en forma de una sucesién de lados a la que hemos asociado un conjunto
de generadores que podemos denominar geométricos, de forma que para ellos tenemos ya una
cota para el rango geométrico. Por ejemplo, para el caso compacto y orientable, teniamos una
signatura y regién fundamental de la forma
(g, +,Im1,...mpH(n11..n15,)...(NE1... ks, D),
flf;.-.fpf;,alﬁ;“/lﬁl~~~agﬁ:galgﬁgleloYll-.~7131£’1827207’21-~~7’2328’2~-€kYk07/k1~--YkskE/k,
por lo que la cota superior del rango geométrico sera
28+p +k2f’:13i.

Anéalogamente, para el caso no orientable tendremos

(g, —,[ml,...,mp]{(n11...n131)...(nk1...nksk ),

18 bl AL g Q1Y 10 11V 161 E1E2Y20Y 21 Y 255 E - ERY ROV EL+- Vs E s
por lo que la cota superior del rango geométrico sera en el caso no orientable
g+p+k+Xk s

Finalmente, podemos condensar el resultado en el siguiente teorema

Teorema 3.34 (Rango geométrico de un grupo NEC). Sea I' un grupo NEC de signatura
(g, £,Im1,...mpl(n11...n15,),...,(ng1...nks, )}). Entonces se tiene

(i) Si p+k =0 entonces gr(I') = ag.

(ii) Si p+k >0, entonces gr(l)=ag+p+k+ Zlesi.

Donde tenemos que a = 2 si el signo es + y en caso contrarioes a =1

Demostracion. En el caso orientable, si p = 2 =0, tenemos los grupos cuyas regiones fundamen-

. . . 1o ro
tales se pueden caracterizar por la secuencia de simbolos a1, a;f1...agf0,Pg, luego la cota
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superior del rango geométrico sera g. Si p + k& > 0, entonces la cota superior es la que hemos
obtenido en la discusién anterior al enunciado del teorema 2g+p + & + Zle Sj.

En el caso no orientable, tenemos que si p + k£ = 0, entonces el poligono fundamental tendra los
lados a7, ...,ag y, por lo tanto, su rango geométrico tendra como cota g. Si p+£ > 0, hemos obtenido
arriba que la cota superior del rango geométrico sera g+ p +k + Zle s;. De donde obtenemos el
enunciado del teorema.

Por otro lado, en la seccién anterior hemos visto que el area de la region fundamental F' se puede

expresar de la forma

W(F)=2n(ag-2+¥" (1——>+k+zk X, 5( ——)

, ¥ por Gauss-Bonet tamblen podemos escribir el area ciie la forma

H(F) = (n - 2)m — Ytk +std( 2”),

donde r es el numero de 01clos de pares de lados xi,xé conjugados por transformaciones elipticas,
k los ciclos de pares e;,c;1 0 cisie’i, s ciclos correspondientes a los pares de lados c¢;j,c;j+1 ¥
finalmente los d ciclos correspondientes al resto de lados. Ademas, [ es el estabilizador corres-
pondiente a alguno de los vértices conjugados correspondientes al ciclo A, donde los ciclos se
ordenan agrupando los tipos de forma que A =1,..,rdaly=m),ly=2parad=r+1,...,r+k,
Ir=2n;;para A=r+k+1,..,r +k+sylos tultimos d ciclos corresponden al resto de lados. De
aqui escribimos

2n(ag-2+YF (1- —)+k+zk )
simplificando obtenemos

208 -4+2Y0 (1- %)+2k +2yk v 5(1— n—) n-2- z’+k+s+d 2 )
y agrupando los térmiilos en los sumatorios Y

2 2
2ag—2+2r+2k+s:n_zr+k (_)_Zr+k+s+d <)
A A

2n
— _ r+k+s+d
j=s; 5(1 n_ij)_(n 2)m — Z )

A=r+1% A=r+k+s+17]
puesto que
2 2
+k +k+s+d
Z'3:r+1(a) + Zﬁ:r+2+s+1(a) =0
obtenemos

2ag —2+2r+2k + s < n, es decir la cota inferior del rango geométricoes ag+p +k + Zlesi, que

al ser igual a la cota superior, nos da el resultado del teorema. O

Antes de acabar esta seccion presento una breve nota acerca de la relaciéon entre el rango alge-
braico y el rango geométrico de un grupo NEC. En particular, Kaufmann-Zieschang demuestran
en [16] que los rangos geométricos y algebraicos, si bien coinciden en algunos casos concretos por
ejemplo para grupos NEC sin reflexiones, difieren en el caso general, donde el rango geométrico

es mayor que el algebraico.
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3.8. Subgrupos de grupos NEC

Si I es un grupo NEC propio, éste tiene un subgrupo fuchsiano distinguido de indice dos que
llamaremos grupo fuchsiano canénico I'* y que se define como I'" =I'n A*. El primer objetivo de
esta seccion es obtener la signatura I'* a partir de la signatura NEC del grupo I'.

Como se ha visto en los teoremas de presentacion de grupos NEC en la seccién 3.3, los elementos

de orden finito de I' son conjugados a alguno de los siguientes:
= una potencia de algin x;,1<i<r,
= una potencia de algun producto c; j_1c;;,1<i<k,1<j<s;,
» algine; j,1<i<k,1<j<s,.

Los dos primeros casos se corresponden a elementos elipticos y forman, por lo tanto, parte del
grupo fuchsiano canénico I'*. Como por otro lado, la signatura de un grupo fuchsiano queda
definida por el género de la superficie del cociente compacto asociado al grupo H/T'" y los periodos
de cada una de las clases de conjugacion de subgrupos finitos ciclos maximales, y estos dltimos
corresponden, como se sabe, uno a uno con los ciclos elipticos de la regién fundamental asociada
aI'", bastaria con conocer cuantas clases de conjugacién de los elementos elipticos estdan en I'*

para poder conocer los periodos de la signatura del grupo fuchsiano asociado a I'.

Proposicion 3.35 (Clases conjugacién ciclos elipticos en I't). (a) Sea x; € I’ un generador eliptico.
Entonces los grupos conjugados de < x; > en I tienen exactamente dos clases de conjugacion en T'*.

(b) Cualquier grupo conjugado a < c; j_1c; ;> en T es conjugado a <c; j_1c;;>en ™.

Demostracién. (a) Sea geI'—I'" y supongamos que < x; >y gx;g ' son conjugados en I'". En-
tonces, existiria un A € I'* tal que

<xi>=<hgx;g Th 1>=<kxjk™ 1>,

conk=hgel -T*. El grupo < x; > es el estabilizador de un tnico punto p € H, de forma que
deducimos p =x;p = kx;k " 'p, es decir k~'p =x;k 'p = k~p = p. Esto significa que % pertenece
al conjunto de estabilizadores de p lo cual implica que & €< x; >. Lo cual es imposible puesto que
kel —T* mientras que x; €I'*. (a) Sea g e I' - I'* entonces

C=e=g<cij1ci;>8 '=g<cijcij1>8 ",

esto ultimo es cierto puesto que (c; jc; j-1)™ =(c¢; j_1¢; ;)" '(c; jci j-1)" =(cij—1¢i ;)" 1™, don-
de (c;j-1¢;,7)"»~* = 1 por hipétesis y m < p, ya que en caso contrario podemos simplificar y tomar
moédulo p. Finalmente,

C=g<cijcij-1>8 t=g<cijeij1cijci;>8 1 =(geij)<cij-1ci;>(gei )L,

de donde deducimos que C es conjugado a < ¢; j_1c¢; ; > mediante un elemento gc; j€I'*. O

Ya estamos en condiciones de demostrar el primer resultado basico de esta seccion:
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Teorema 3.36 (Signatura del grupo fuchsiano canénico). (a) Si I tiene signatura

(g, +,Im1,...mf(n11,...,n15,)...(NL1, ..., s, V), entonces T tiene signatura
2g+k-1;m1,m1,....mp,Mmp,N11,..., NEs,)-

(b) Si T tiene signatura (g,—,[m1,...,mN(n11,...,n15)...(n1, ..., ks, )}), entonces I'" tiene signatura

(g+k - l;mlaml’“'amrymrynll’"'ynksk)'

Demostracion. Por la proposicién anterior, tenemos que los grupos conjugados a cada <x; >en T,
tienen dos clases de conjugacién en I'*, de forma que tendremos periodos asociados a estas clases
de conjugacion de la forma mi,m1,...,m,,m,, donde ahora repetimos los periodos simples del
grupo NEC dos veces. Asi mismo, las clases de conjugacién asociadas a <c¢; j_1c; j > aportaran
un periodo cada una, de forma que los periodos del grupo fuchsiano canénico son
(mi,m1,....,mp,mp,n11,..., g, ).

Para terminar, tenemos que calcular el género de la superficie H/T* que nos permitira escribir la
signatura del grupo fuchsiano canénico. Como, por el teorema de la formula de Riemann-Hurwitz,
la superficie de la regién fundamental del grupo fuchsiano canénico u(F*) es el doble de la del

grupo NEC propio ur, tendremos que:
1
pF*) =22 -2+ ¥+ - l_i)) =2up

1 2 1 1
= HE) =dmlag =24 L, (- D)k By X, 5000,

donde /; es el periodo i-ésimo del grupo fuchsiano canénico y d = s1 +... + s3. Simplificando,

2g' -2+ ¥4 (1- l—li) =2ag-4+Y" (1- mii) +2k+XF Y (1- ni,-j)
=>2g'-2=2ag-4+2k>g =ag—-2+k.
De aqui deducimos que las signaturas del grupo fuchsiano canénico son
(ag+k—-1;mi,mq,....,mp,mp,n11,...,Nks,)

donde a =2 si el grupo NEC es orientable y 1 en caso contrario. O

Como es bien conocido, un subgrupo de indice dos de un grupo dado es un subgrupo normal,
de forma que el estudio del grupo fuchsiano canénico puede verse como un caso particular del
estudio mas general del calculo de la estructura de los subgrupos normales de un grupo NEC
dado. A este tema dedicamos esta ultima parte de la seccién, en particular, vamos a estudiar
la forma de la signatura de un subgrupo de indice N, primo distinto de dos, de un grupo NEC.
Mas detalles sobre los subgrupos normales de los grupos NEC y sus signaturas pueden verse en
[5] y [6]. Antes de presentar los resultados acerca de las signaturas de los subgrupos normales,

introducimos el concepto de sistema eliptico completo:

Definicion 3.37. Sea I" un grupo NEC y sea {x1,...,x,} un conjunto de elementos elipticos de T,
ninguno de los cuales es el producto de dos reflexiones en I'. Decimos que este conjunto es un
sistema eliptico completo s.e.c. si se cumple:

(i) Cada elemento eliptico de I' que no sea producto de dos reflexiones de I' es conjugadoen I' a

54



3.8. SUBGRUPOS DE GRUPOS NEC

una potencia de x;,1<i<r.

(ii) Cada potencia no trivial de x; no es conjugada a ninguna potencia de x;(i # j).
Tenemos que los s.e.c. tienen las siguientes propiedades:

Proposicion 3.38 (Propiedades de las s.e.c.). Si I es un grupo NEC y A,B son dos s.e.c., entonces
tienen el mismo nimero de elementos y los mismos periodos. Ademds, los generadores elipticos de

I' forman un s.e.c.

Demostracion. En primer lugar, sean A = {x1,...,x,} y B = {y1,...,¥s}, ¥ supongamos que r # s,
digamos r < s. Supongamos asi mismo que los x;,y; ordenados de tal forma que x; = yll.". Sea ahora
z un elemento eliptico de I', entonces, por definicién, tendremos que z = y;?, ademés tendremos

rimz

l . 1
z=x%=v""% luego se verificara y,”""* = y*, lo cual es absurdo pues hemos supuesto que r #s.

En otras palabras, se tiene que verificar que r = s. Por otro lado, como x;, y; son elipticas, tenemos

. ; ; i+1 .
que existen m;,n; tales que 1 =x;" = . Supongamos que n; <m; y sean z =x."" y x; = yhi,
i+1 lini+l; l; . .
entonces, z=x"" =y = y'i =x; 1o cual es absurdo, luego se tiene que verificar que n; = m;.
13 15 13

De esta forma, los periodos de los x; y los y; de los s.e.c. son los mismos.

Por otro lado, si los generadores elipticos de un grupo NEC no fuesen un s.e.c. tendriamos que,
o bien no verifican (i), o bien (ii). Si no se verificase (i), existirian transformaciones elipticas
que no son producto de reflexiones, que no estarian representados por ninguna potencia de los
generadores elipticos, lo cual es absurdo. Si no se verificase (ii), tendriamos que para alguna
transformacién eliptica digamos x;, existiria un x;, también eliptica, tal que x; = x?, lo que
implicaria que podriamos definir una nueva signatura de I' con un generador eliptico menos
que la inicial, lo que es imposible por que la nueva signatura no seria isomorfa. Por lo tanto, los

generadores elipticos forman un s.e.c. O

Por lo tanto, conocidos los érdenes de los elementos de un s.e.c., seran conocidos los periodos
propios de la signatura de I'.
A continuacion, en las tres préoximas proposiciones vamos a presentar tres resultados parciales
acerca de la signatura de un subgrupo normal de indice N impar no necesariamete primo de un
grupo NEC I', a saber, resultados acerca de los periodos propios, periodos ciclicos y el signo de la
signatura, respectivamente. La seccién finaliza con un teorema que nos da la signatura de un

subgrupo normal de indice N primo de un grupo NEC I' dado, a partir de su signatura.

Proposicion 3.39 (Periodo de subgrupo normal). Sea I' un grupo NEC de signatura

(g, £,Im1,...mNn11,....n15)..(nk1, ..., nps, D)

y supongamos que I'g es un subgrupo normal de I tal que [T :T'g]1 = N, con N impar. Entonces, si
suponemos que p; es el exponente de x; médulo I'g,1 < i <r, entonces, los periodos propios de I'y

son

m; N/p;
[(p_)i=1,---,r,Pi7fmi]'
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Demostracion. Como I'g es un subgrupo normal de I' de indice impar, si c;; es una reflexién de
I', entonces c;; pertenece a I'g, pues en caso contrario c;;I'g seria un elemento de orden 2 en un
subgrupo de orden impar. Dado el conjunto de todos los elementos conjugados de xf “con p; Zm;,
tenemos que estudiar cuantas clases diferentes de elementos de la forma Sxf ‘s -1’ S eT no son
conjugados por elementos de I'g, que serian por tanto un conjunto de elementos que verificarian
las condiciones de la definicién 3.37.
Puesto que 'y es normal en I" de orden N, tendremos que el cociente I'/T'g tendra N elementos
que escribiremos {I'gR1,...,['¢Ry}, de forma que habra un P €'y y un Ry,1 <k < N, tales que
S = PRy, Por lo tanto, Sx'S™' = PR,x”' R, 'P~1.
Por lo tanto, hemos reducido el problema a estudiar cuantas clases de elementos de la forma
R kx‘;J ‘R;l no son conjugados por elementos I'g. Por el enunciado, puesto que x; médulo I’y tiene
exponente p;, tenemos que el elemento I'gx;, que denotamos (I'gx;), de I'/T' es un grupo ciclico de
orden p;, de donde tenemos
ToR;, = FOSijx;I,

To

0Xi

donde S;;I'g,1=<j<N/p; es un conjunto de representantes de las clases . Por lo tanto,

kafR,;I = }/SijxfiSi_jly_l,y €Ty,

que nos permite reducir el problema de nuevo a encontrar cuantos elementos de la forma
S; jxf ‘S i_jl no son conjugados por elementos de I'y.

En primer lugar, si dos elementos S;;x?*S i‘jl y Sinx?’S;,! son conjugados por un elemento 7T € I'y,
entonces se verificara

Sijxl'S; = TSinal S T,

de donde deducimos que

xlt =S TS il S TSy,

llamando M =S i_jl TS;, vemos que M conmuta con xf ' luego demos asegurar que xf 'y M fijan
el mismo punto y M es eliptica. De donde deducimos que M tiene que ser una potencia de algin
x;, puesto que en caso contrario dos transformaciones elipticas distintas M = x;l. yx;coni#j
deberian ser conjugadas, lo cual es imposible por ser los generadores elipticos de I" un s.e.c. Por lo

tanto, supongamos que M = x?i, entonces M = x?" =S i‘jl TS, =>S; jx?" =TS, que se verifica sélo
I'Ty

(Cox;)
podrian relacionar con una T € I'y, lo que implicaria que pertenecerian a la misma clase.

si S;j =8S;x, ya que en caso contrario, los representantes de las clases distintas j y 4 de se

~Len T tiene el mismo

Ademas, por las condiciones del enunciado, vemos que el orden de S; jxf ‘S i

orden que xfi, es decir, m;/p;.

Repitiendo la misma discusién para todos los elementos elipticos x;, con p; # m; y consideremos
el conjunto £ = {SijxfiSi_jl i=1,..,1,p; #m;,1<j<N/p;}.

Ahora probamos que E es un s.e.c. para I'g. En efecto, como I'y es normal, si u € E tenemos que
u € I'g. Comprobemos que se verifican las dos condiciones de la definicién 3.37 :

(i) Si x € 'y es un elemento eliptico que no es producto de dos reflexiones de I'g, sera también un
qz't—l

elemento eliptico de I'g de forma que hay un t €'y un x; €T tal que x = tx; , que es conjugado
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en g a un elemento de la familia E. De esta forma, E verifica la primera condicién.

-1

51 » tenemos que si hubiera un

(i1) Si tomamos dos elementos de la forma S; jxf iSi_jl y SklxikS
t €'y para los cuales

(Sijxfisi‘jl)q = Syt S;HPE,

tendriamos

AP Q-1\q _ PrQ-1\ps—1
(SUxi Sij) —t(Sklxk Skl) t -,
es decir,

piq _ -1 PrPQ-1,-1q. .
x; _Sij tSklxk Sklt SLJ,

lo que significaria que xf i seria conjugado a una potencia de x3, lo cual es imposible puesto que
los x; sonun s.e.c. de T'.

Ademas, si los dos elementos S; jxf iSi_jl y Skzxsz};ll fuesen conjugados para algin T € Iy,
tendriamos, como hemos visto arriba, que S;; = S;j. Por lo tanto, el conjunto E tiene que ser un
s.e.c. del grupo I'y.

Finalmente, puesto que para cada x; con p; # m;, tenemos 1 < j < N/p; elementos en E tales que
el orden de cada uno es m;/p;, los periodos propios de I'g seran

[(%)N/pi 1,pi # mi. 0

i=1,...,7
i

Proposicion 3.40 (Ciclos de subgrupo normal). Sea I" un grupo NEC de signatura
(g, £,Im1,...mNn11,....,n15)..(Rp1, ..y g, )D)
y supongamos que I'g es un subgrupo normal de T tal que [T :T'gl =N, con N impar. Entonces, si
suponemos que k; es el menor numero natural para el que se verifica efi € I'y, los ciclos de periodos
de Ty son
(n;1..ns, < nil...nisi)N/ki,i =1,...,k.

ki—veces
Demostracion. Vamos a obtener los ciclos del subgrupo normal I'g a partir de las propiedades
de su region fundamental, regién que obtendremos a partir de la regiéon fundamental del grupo
principal I'.
Sea F' la region fundamental de I', que para los efectos de esta demostracion representaremos
con el simbolo Ei)fio...)fisis;.A, donde A denota el resto de caras del poligono F'. Ademas, c;; es el
elemento de I' que fija el lado y;;, N;; es el vértice comtn a los lados y; j_1,Y;; ¥ e; es el elemento
de I' que transforma 8; en g;.
Como, por hipétesis, para e; € I', k; es el menor ntimero entero tal que elf" € I'g, entonces el
cociente I'/T'y contendra N clases, de las cuales las k; primeras pueden ser representadas por las
clases {Fo,eil“o,...,e]:"_ll“o} y tendremos N/k; elementos de I' que denotaremos por fs,..., BN/,
tales que
[/To = {To,e;To, ..., ¢" To, foTo, .., f2e" T, ..., Bwsm, " T}
A partir de esta representacion de las clases del cociente de I'/T'g, obtenemos una representaciéon
del poligono fundamental de I'y de la forma

F'=Fu..u e?i_lF UBeFuU...U ﬁge?i_lF U...u ﬁN/kie];i_lF. En efecto, sea z € H, como F' es una
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region fundamental de I', existira un w € F tal que z = T(w),T € T'. Pero por la descomposicién
vista arriba de clases del cociente I'/Ty, tendremos alguna clase T%; = Bz, ef "k=1,..,N/k;,1=1
con T =yTy;,y €Tg. Por lo tanto, z = yTr;(w) = y(Tr1(w)).

Como Ty;(w) € F', z estara en la I'g-6rbita de algin punto de F’, por lo que la unién de I'p-
imégenes de F’ sera H. Por otro lado, supongamos que z,S(z) con S € I'g pertenece al interior de
F'. Tenemos que demostrar que en ese caso se verifica S = I, de forma que el interior de F’ con-
tendra exactamente un tinico punto de cada I'g-6rbita y, teniendo en cuenta lo anterior, podremos
asegurar que F’ es una regién fundamental de I'g. Supongamos que ¢ > 0 es lo suficientemente
pequefio para que B.(z) esta contenido en el interior de F’. Entonces, B.(z) tiene interseccién no
trivial con £ imagenes del interior de F, con 1 <k < n, imagenes que llamamos T; jl(ﬁ'), o Tij, ().
Puesto que B.(S(z)) = S(B.(z)) y sea B.(z) con interseccién no vacia con Tij(ﬁ’), l1<j<n.En-
tonces, B.(z) tendra interseccién no vacia con S_lTij(ﬁ’), luego S‘lTij =T;j, 1<l <k.Porlo
tanto,T;;I'g = S‘lTijFo =Tj,, de forma que T; =T;, y S = I, como queriamos demostrar.
Recordemos que al estudiar la forma candnica de los simbolos que representan las regiones fun-
damentales F' de un grupo NEC dado I', que como hemos comentado anteriormente determinan
la estructura topolégica del cociente H/T', los lados de F' de la forma Ei)’io...)/isif; estan ligados a
los agujeros de la superficie H/T', de forma que cada lado de este tipo se identifica con un agujero
determinado de esa superficie. Ademas, esto se verificaba tanto para superficies orientables como
no orientables. Vamos a ver a continuacion que el equivalente a estos lados en el caso de la region
F' asociada el subgrupo normal de indice N, I'¢, serdn los lados dados por
,Bje];i_l(gi),,Bje];i_l(')’iO), .--,ﬂje]:"_l()/isi),

ﬁjefi_z(&‘i), s Bieiis) Bi(Yi0), s Bi(Yis,), BiE,),

con j=1,...,N/k;, 1 = 1. Para ello vamos a ver que, en efecto, la familia de lados anterior genera,
para cada j, un agujero en la superficie F'/T'y. La demostracion se va a realizar para 31, siendo
los restantes casos analogos.

Sea entonces la familia de lados dada por

efi_l(fi),---,ﬁjei(}’io),---,ei(Yisi),Yio, s Yisi €

y vamos a estudiar si se verifican las dos condiciones:

(1) Existe una transformacién en I'y que envia la cara eli a efi_l(eli), y

(2) No existen transformaciones en I'g que envien puntos de los lados v;9,7;o0, ...,e];i_l()fisi) a otro
punto de F’.

Consideramos que las caras estudiadas se identifican en el cociente F'/T'g. Observemos que (1)
se verifica, pues como se tiene que e};’i elpy e]:"(sli) = e];"'_lei(s;) = elzi_l(ei), entonces existe una
transformacién en Iy, e};i que envia 8; a e};"_l(ei).

Para que se verifique (2), tenemos que demostrar que no hay ninguna transformacién que envie
un punto de los lados dados en si mismo, a otro de esos lados o a otro lado cualquiera de F’, 0 a
un punto cualquiera de F’, es decir, que no se verifica ninguno de los casos:

(2.1) Existe una f € I'g que envia un punto p € e}(y;;) a un punto g € e’(y;;): en este caso,
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3.8. SUBGRUPOS DE GRUPOS NEC

tendriamos que e;"(q) = q €yijy e;"(p) = p’ €vij, es decir, ei‘rﬁe;(p’) = q’, pero no existen
transformaciones de la forma dada en I' que nos identifiquen dos puntos en un mismo lado y;;.
(2.2) Existe una f € I'g que envia un punto p € e7(y;;) a un punto g € e(y;;): en este caso,
tendriamos que e;°(q) = ¢’ € y;n y e;"(p) = p' € yij, es decir, e;*Be’(p’) = q', pero no existen
transformaciones de I' que envie un punto del lado y;; al lado y;j,.

(2.3) Existe una f € 'y que envia un punto p € ¢’(y;;) a un punto g de cualquier otro lado de F'
que no sea del tipo fnei(y;;): de nuevo tendriamos que deberia existir una transformacién en I
que identificaria un punto de y;; con otro punto de otro lado diferente de F', lo cual es de nuevo
imposible.

(2.4) Existe una € I'g que envia un punto p € e’ (y;;) a un punto g de cualquier otro lado del tipo
Bre;(yij): en este caso, tendriamos que

e;"(p)=p'€yij e B q)=q €yi;. Sip #q,

tendriamos de nuevo que existiria una transformacion de I' que enviaria un punto del lado y;; a
otro distinto de y;;, que es imposible. Por lo tanto sera p’ = ¢’, es decir

e;*By e =p".

Puesto que p’ € y;; es un punto fijo de e’ ﬁ}:lﬁe; , tendremos que esta transformacion sera o
bien un producto de c;;_1¢;j, un producto de c;;jc;;j+1 0 una del tipo c;;, que son elementos de
Iy, es decir, ei_s/},;lﬁe; € I'o, lo que implica que el = fe’To = elo, lo que contradice nuestra
definicién de clases del cociente I'/Ty.

De esta forma, hemos demostrado que para cada j =1,...,N/k;, la familia de lados ﬁj(s;.), o ﬁje};i_l(si)
es un agujero de la superficie definida por el cociente F'/Tg.

Puesto que cada agujero de esta superficie se corresponde con un ciclo de periodos de valores n;;,
asociados a los vértices N, ;, comunes a los lados y;;-1,7ij, y cuyos estabilizadores son el grupo
diedral de orden 2n,;, tendremos que el ciclo de periodos asociado a los lados

¥ ley), .., Bjei(yiO), .., e;(yis;), ¥i0, ..., yisi, €,

sera la mitad del orden de los estabilizadores de los puntos ﬁje?(Nij),j =1,..,N/k;,i=1,...,k. De
esta forma, obtenemos que los ciclos correspondientes a los lados de arriba seran

{(nil...nisi nil...nisi)N/ki,iI 1,...,k},

ki—veces
donde el exponente N/k; representa el numero de puntos para cada i, que son j puntos, indexados
por j=1,...,N/k;. O

Proposicion 3.41 (Signo de la signatura de subgrupo normal). Sea I" un grupo NEC de signatura
(g,x,[m1,...m: f(n11,....n15 ). ..(RE1, . R, DD
y supongamos que I'g es un subgrupo normal de I tal que [T :Tog]l= N, con N impar. Entonces, las

signaturas de I' y T'g tienen el mismo signo.

Demostraciéon. En primer lugar, tenemos, de forma analoga a la proposicién anterior, que el

cociente I'/Ty queda representado por las clases I'/T'g ={g119,g200,...,&nT0}.
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Si F es la regién fundamental de I', F' = .ZLVJl(giF) sera la region fundamental de I'y. Sean a,
i=
lados congruentes de F’ y supongamos que & € I es la transformacion tal que h(a) = f y sean
aegiF,fegiF,a=g;a,p= gJE, con E,B lados de F. Entonces
g hgi:a@—p.
Si I' tiene el espacio cociente orientable, las g; preservaran la orientacién y asi lo haran las
gj_.lhgi y por lo tanto A. De esta forma, I'g tendra también cociente orientable. Si I" tiene el
espacio cociente no orientable, podemos suponer que % invierte la orientacién. Supongamos que
I" contiene reflexiones, entonces al ser N impar y I'g contendra, como hemos visto antes, esas
reflexiones. Sea ¢ € I’y una reflexién y supongamos que g € I' invierte la operacién, entonces
cg conservara la orientacion y puesto que gl'g = cgl'g, por lo que podemos asumir que las g;
conservan la orientacién. De esta forma, las g;lhgi invierten la orientacion, luego el cociente
H/T'( sera no orientable. Finalmente, si I" tiene cociente no orientable, pero no incluye reflexiones,
las transformaciones que invierten la orientacion seran anti-traslaciones (glide reflections) y
de nuevo como en el caso anterior podemos suponer que las g; conservan la orientacion, y asi,
las gj_.lhgi invertiran la orientacion, de donde finalmente deducimos que el cociente sera no
orientable.

Por lo tanto, los signos de los signaturas de I' y ['g seran iguales. O

Teorema 3.42 (Signatura de subgrupo normal). Sea I' un grupo NEC de signatura
(g,+,[Imy,...ml(n11,....,n15)...(Rp1, ., R, D),

y sea I'g un subgrupo normal de I' de indice primo p # 2. Supongamos que

e1,...,e; tienen exponentes > 1modI,

x1,...,Xq tienen orden p primo,

Xd+1s-Xa,® = d tienen exponentes > Ilmodl

Entonces, si I tiene signatura de signo +, la signatura de I'y es

(r+t-2)(p-1) m m
(gp+ P Y )P (m )P
2 p P

P
{(nirenis, oo mitenis)i=1, t(i1nis)_ 1 D
p—veces

y si I tiene signatura de signo —, la signatura de I'y es
m m
Ep+r+t-2)(p—-1);—;l ZH y ooy f,(maﬂ)l’...(mr)p];

VY
{(nil...nisi nil...nisi)izlwt(nil...nisi)i:tﬂmk}).

p—veces

Demostracion. Los valores de los periodos propios, de los periodos de los ciclos y el signo de la
signatura quedan definidos por las proposiciones 3,39,3,40 y 3,41. En particular, los periodos

propios son
m; .
[(_,)N/pt]i=1,---7T7Pi¢mi

14
md+1 My
:[ 7"'7_;(ma+1)p"“7(m‘[)p]

donde para las condiciones del enunciado del teorema tenemos N =p, p; =p =m;,i = 1,...,d,
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l=p;=p#m;,i=d+1,.ayp;=1#Zp,i=a+1,..,T
Los ciclos quedan
(nj1..nj5;, ... nil...nisi)N/ki,i =1,...,k

~—
ki—veces

_ P
=(ni1..nis, it s i=1,..t(Milni Visgiy g

N
donde parapl_;se CZf)ndiciones del enunciado del teorema tenemos k; = p,i =1,....t y k; = 1,i =
t+1,...,k.

Sean ur y ur las areas de las regiones fundamentales F' y F' de I' y I, respectivamente entonces
up = 21(2g —2+ Y7 1(1——)+k+z Dy (1-n_1u)

de donde, teniendo en cuenta que [T[:Tol = u(F’ )/u(F) podemos escribir

pip = p2n(2g -2+ ¥!_ (1- mii)+k TR, T, 0 n—lwn up.

Por otro lado,

pp =2m(2g" -2+ 3% 1(1——)+Zl wr1P— ) +3i X
t+(k—1t)p),

igualando el valor de las areas calculados de las dos formas, obtenemos

1
2gp-2p+pX;_ 1(1——)+pk+p2 P

Jj=19

(p—n—)+pi e 2 (p—n—)+

Jj=19 Jj=19

(1——),

(p—n—>+PZ? P

Jj=19

=2g'-2+4¥ % 1<1——>+z (P >+z§ X

es decir, )

2gp—2p+kp+pYi_(1-—)=2g'-2+t+(k—tp+X% (1- )+ (p-
m; m;

simplificando

(p——)+t+(k p,
nij

Jj=19 Jj=19

m%_),
2gp—-2p+kp+pr=2¢"-2+t+(k—-t)p+a+p(T—a)

finalmente, se tiene

2¢'=2gp—-2p+kp+pr+2-t—-plk—t)—a—-p—a)

=2gp—-2p+2-t+pt—a+pa

=28p—-2p+2—-t+pt—a+pa
(p—-(a+t-2)

=>g'=gp+
Si el signo de la signatura es —, los coeficientes de g en nuestro calculo seran 1 en vez de 2, con el
resto del calculo idéntico, luego

gp-2p+kp+pr=g'"-2+t+k-tp+a+p(r—a)
gp—-2p+kp+pr=g'-2+t+kp—tp+a+pTr-pa

gp—-2p=g8'"-2+t—tp+a-pa

=>g'=gp-2p+2-t+tp-a+pa=gp+(p-la+t-2) O
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CAPITULO

GRUPOS NEC CON ESPACIO COCIENTE NO COMPACTO

1 objetivo de este capitulo es describir las posibles estructuras de los grupos NEC con

espacio cociente no compacto. Para ello, estudiaremos sus regiones fundamentales, cons-

truiremos las regiones de Dirichlet asociadas a estos grupos y estudiaremos sus propieda-
des lo que, finalmente, nos permitira obtener sus estructuras. La bibliografia basica usada para
este capitulo incluye las referencias Beardon [2], Jones-Singerman [15], Macbeath-Hoare [19] y
Zieschang-Vogt-Coldeway [29].
Este capitulo se divide de la siguiente forma: en la primera seccion, estudiamos las peculiaridades
de las regiones fundamentales asociadas a grupos NEC de cociente no compacto, entre otros,
veremos la relacion entre presentacién de un grupo y las propiedades de la regién fundamental
asociada y estudiaremos las propiedades de las regiones de Dirichlet en el caso no compacto. En
la segunda secci6n, enunciamos un teorema de estructura de los grupos NEC no compactos en
el caso general. Este teorema, enunciado por primera vez por Macbeath y Hoare [19] en 1976,
resuelve desde el punto de vista algebraico la estructura de los grupos NEC no compactos en
forma de producto libre de grupos con presentaciones especificas. Sin embargo, la estructura asi
obtenida, si bien de interés desde el punto de vista de la teoria de grupos, dificulta la comprension
de los aspectos geométricos subyacentes, en particular, la forma de las regiones fundamentales
asociadas a los grupos involucrados o las particularidades del espacio cociente asociado. Por ello,
en la ultima seccién del capitulo estudiamos la estructura de grupos NEC de cociente no compacto
finitamente generados, donde gracias a las propiedades adecuadas que todavia mantiene la region
fundamental en este caso, se puede obtener una presentacion canénica del grupo similar a la del

caso compacto, explicitando la vertiente geométrica del problema.
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4.1. Region Fundamental de grupos NEC no compactos

En el segundo capitulo, para el caso de regiones fundamentales de grupos fuchsianos, y
en el tercero, para el caso de grupos NEC de cociente compacto, ya hemos sefialado que las
regiones fundamentales en ambos casos pueden tener formas muy complicadas. Por ello, se
buscan construcciones de este tipo de regiones con ciertas caracteristicas (convexas, localmente
finitas, poligonales, etc.) que nos permitan el estudio de sus propiedades. En particular, hemos
usado de forma sistematica las construcciones basadas en la regiéon de Dirichlet, que resulta
ser un poligono hiperbélico, convexo y localmente finito. Sin embargo, en el caso de cociente no
compacto, se presentan complicaciones adicionales como veremos a continuacién. En primer lugar,
el siguiente resultado establece una relacién, esencial a la hora de estudiar la estructura de los
grupos NEC de cociente no compacto, entre los generadores de un grupo NEC y la geometria de

su regién fundamental:

Corolario 4.1 (Grupos NEC finitamente generados). Si G es un grupo NEC, entonces las siguien-
tes condiciones son equivalentes:
(i) G es finitamente generado.

(ii) G tiene una region fundamental F que tiene un niimero finito de vecinos.

Esto es un corolario de la proposicion 4.11.2 de [29], proposicién que es, obviamente, de
mucho mayor alcance. En vez de usar definiciones topolégicas basadas en complejos (red plana,
estrella, superficies topolédgicas, etc.) de la proposicién, hemos particularizado el resultado a
nuestro problema concreto: el semiplano superior y sus grupos de automorfismos (grupos NEC).
Este resultado, nos va a permitir distinguir entre dos clases diferentes de grupos NEC: grupos
de presentacion finita, que estudiaremos en la secciéon 3 y el caso general, que se estudia en
la préxima seccién. Como ya vimos en el capitulo 3, una construccion particularmente ttil de
regiones fundamentales es la de la regién de Dirichlet. Recordemos que se denomina regién de
Dirichlet D, (I') de un grupo NEC I al conjunto
D, (1) ={zeH]| p(z,20) < p(z,T(20)), VT € T}.

La siguiente proposicién nos resume porque la construccién de regiones de Dirichlet es de gran
utilidad:

Proposicion 4.2 (Propiedades de la region de Dirichlet). La regién de Dirichlet de un grupo

NEC D, (I') es cerrada, convexa, localmente finita y verifica que U y(D,,) = H, propiedad que
vell

denominamos I'=recubrimiento. Ademds, D, (I') es compacta siy sélo si H/T' es compacto.

Demostracion. La demostracion de las propiedades de ser cerrada, convexa, localmente finita
y de ser un I'-recubrimiento son idénticas a las dadas en el capitulo 3, en el teorema 3.6 y la
proposicién 3.8, por lo que no las repetiremos aqui.

Supongamos que H/T' es compacto y sea p : H— H/T" la aplicacién cociente. La familia de abiertos

{p(W):H> W}, con W compacto recubre H/T'. Como H/T es compacto, tendremos alguna familia
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finita de conjuntos Wl,WQ, ..., W, tales que el conjunto compacto K = WiuWsU...UW, verificara
p(K)=H/T. En otras palabras, 'K = H.

Sea ahora M = max{p(z9,w) : w € K}, entonces habra algtiin punto de cada I'-6rbita en el disco
hiperbélico de centro z¢ y radio M. Por lo tanto, la regién de Dirichlet D, (I') es un subconjunto
cerrado de un disco por lo que sera compacto.

Finalmente, si D, (I') es compacto, su imagen mediante la aplicacién cociente p, que es continua,

sera también compacta. O

Llamamos teselacion de Dirichlet a la clase de todos las intersecciones finitas de conjuntos de
la forma yD, (I'),y € I'. Llamamos vértices de la teselacion a los elementos 0-dimensionales de
la misma. Analogamente, los lados de la teselacién seran sus elementos 1-dimensionales y sus
caras sus elementos 2-dimensionales.

La primera cuestion que nos planteamos es bajo que condiciones una regién de Dirichlet es no
compacta. Ya hemos visto que un grupo fuchsiano es un caso particular de grupo NEC, de forma
que los resultados relativos a cocientes no compactos validos para ellos, también se verificaran
ahora como casos particulares. Para el caso fuchsiano tenemos por el teorema 2.20 que si el
cociente es compacto, entonces no contiene elementos parabdélicos. Esto nos permite hacernos una

primera idea de que podemos esperar en el caso no compacto:

1. Ejemplo 1: Region de Dirichlet con infinitos lados. En la proposicion 3.10 enunciamos
que si un grupo NEC tiene cociente compacto, entonces el nimero de vértices de su region
de Dirichlet es finito. De esta forma, un primer ejemplo de regién fundamental no compacta

viene dado por una regién de Dirichlet con infinitos lados.

2. Ejemplo 2: Vértices en R U {oco}. En este caso, tenemos una regién de Dirichlet con un
numero finito de lados, pero al menos uno de los vértices esta, o bien en el eje real, o bien
en {oo}. Por ejemplo, ya vimos en el teorema 2.20 que si un grupo fuchsiano tiene elementos
parabélicos, su region fundamental es no compacta. Ademads, también vimos en el teorema
2.21 que los puntos en el eje real sélo puede ser fijados por transformaciones parabélicas y
que si un vértice v del eje real queda fijado por una transformacién parabédlica T, los dos
lados de la region de Dirichlet que se encuentran en v estan emparejados por T. A este
vértice le llamamos vértice parabdlico. Esta situacion queda representada en la figura 4.1,
donde hemos representado el vértice parabdlico v, los dos lados [, I'dela region de Dirichlet
que intersectan en él y la transformacién parabdlica T' que empareja los lados anteriores.
Otro caso similar lo tenemos para el grupo modular: en este caso, los lados ’coincidentes’ en
oo se corresponden a los z tales que {|z| = 1y|Re(2)| = 1/2}, estos lados quedan emparejados
por la transformacion parabdlica T'(z) = z + 1, que fija oo, como se puede ver en la figura
4.2. En estos casos, por cada vértice parabélico al espacio cociente le faltara un punto, por

ejemplo, en el caso anterior del grupo modular, tendremos que el espacio cociente sera
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\"

FIGURA 4.1. Vértice parabélico en una region de Dirichlet no compacta

7

|

A\ 4

-1 -1/2 1/2 1

FIGURA 4.2. Region de Dirichlet del grupo modular

una esfera menos un punto correspondiente al vértice parabdlico en oo, por lo que sera

homeomorfo al plano.

. Ejemplo 3: Lados en el eje R Por tltimo, podemos tener lados de la region de Dirichlet en
el eje real. Por ejemplo, la regién de Dirichlet del grupo generado por z — z + 1 centrada en
p =1/2+1, seria la region {z € H: 0 < Re(z) < 1}, como hemos dibujado en la figura 4.3. Como
podemos observar, esta regién fundamental tiene un lado en el ejereal {x e R: —1/2 < x < 1/2}
y, adicionalmente, un vértice en co. El espacio cociente sera ahora una esfera menos un disco
(por el lado en R) y menos un punto (por el vértice en 0o), de forma que sera homeomorfo a

un cilindro, donde homeomorfismo significa ahora homeomorfismo conforme.
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Re(=z)=0

. Tp .Tgp

L

=
=
=
i

FIGURA 4.3. Region de Dirichlet del {(z — z + 1)

Al estudiar los grupos NEC de cociente compacto, hemos visto que la region de Dirichlet asociada
era una region compacta poligonal con un nimero finito de lados. Ademas, la idea basica en
la que nos basabamos para efectuar el estudio de su clasificacién y estructura residia en que
podiamos describir esta region etiquetando su contorno como una dnica sucesion finita de lados y
vértices, que denominamos ciclos y que esos lados tenian una longitud finita. Es decir, un ciclo es
una sucesion de vértices v; y lados e; escrita de la forma vg,e1,v1,e9,...,e,,U, = vg donde el lado
e; esta situado en la sucesion entre los vértices que lo limitan v;_1 y v; y tiene una longitud finita.
En la figura 4.4 podemos ver un ciclo, los vértices y lados de la regiéon F'1, y dos secuencias finitas
de vértices y lados que no lo son, la frontera de la region Fy, pues tiene un vértice en R y por lo
tanto los lados coincidentes en el vértice del eje real no tienen longitud finita, y F'3 con un vértice

en {oo}. Sin embargo, la préxima proposicién nos confirma que la estrategia seguida en el caso de

Fs

FIGURA 4.4. F tiene contorno ciclico. Fo, F'3 no tienen contorno ciclico

grupos compactos no va a ser posible aplicarla en el caso actual de grupos NEC no compactos:
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Proposicion 4.3 (Grupos NEC no compactos no tiene ciclos). Si H/T' es no compacto, entonces la

region de Dirichlet asociada a I' no contiene ciclos.

Demostracion. Consideremos H como un subconjunto de la esfera de Riemann C U {oo} y sean
F y F la regién de Dirichlet T y su cerradura, respectivamente. Por la proposicién 4.2, F no es
compacto, luego no puede ser un subconjunto cerrado en la esfera de Riemann, de forma que su
cerradura debe incluir algin punto que no esté en F. Sin embargo, F' es relativamente cerrado en
H por definicién, por lo que los puntos de F —F deben de pertenecer a H-H, es decir, perteneceran
a RuU{oo}. Sabemos de los preliminares que el grupo de isometrias del plano hiperbélico actia
transitivamente en R U {oo}, por lo tanto, podemos asumir que el punto en el infinito pertenece a
F-F.

La interseccién de una linea hiperbdlica x = xg con F' sera o vacia, o una semilinea que incluira
a la semilinea y = yg, o bien la linea completa. Ademas, si v es un vértice, cualquier linea
hiperbélica que pase por v tendra una interseccién con F' de forma que el vértice sera su punto

final. Adicionalmente, se verifica que:
4.1) Sixg+iyeF>xg+iye FVy>yy,

puesto que en caso contrario, existiria un y; > yo de forma que x¢ + iy; no estaria en F. En este
caso, tendriamos que existiria una linea hiperbdlica (semicirculo ortogonal a R) que separaria
x9+1iy1 de F, de forma que el interior incluiria F' y cuyo exterior definiria un entorno de co disjunto

de F, 1o que contradice nuestra suposicién oo € F, ver figura 4.5. De esta forma, deducimos que

FIGURA 4.5. Grafico para demostracion de 4.1

cada linea hiperbdlica de la forma x = xg contiene a lo sumo un sélo vértice v de F'y, si ese vértice

67



CAPITULO 4. GRUPOS NEC CON ESPACIO COCIENTE NO COMPACTO

existe, tendremos que sera v =xg+1yg con yo =min{y:xo+iy e F}.

Al definir un ciclo, hemos visto que cada lado es un intervalo finito de linea con dos vértices. Sean
v=x0+iyoy v =x1+iy1, dos de esos vértices. Por la ecuacién 4.1, no podra ser xo = x1 y llamamos
vértice izquierdo de un lado al vértice cuya parte real es menor, es decir, si xg < x1, entonces v es
el vértice izquierdo del lado de puntos finales v y v'. Si e;,e; son dos lados distintos y v fuese un
vértice izquierdo de ambos, entonces podriamos escoger un € suficientemente pequeiio de forma
que la linea x = xo + € cortaria a las lineas e; y e; en dos puntos distintos xo +€+iy2 y xo +€+1y3
con, digamos, y2 < y3. En ese caso, de nuevo por 4.1, el punto xg + € + i y3 perteneceria al interior
de F', lo que es una contradiccion ya que hemos supuesto que pertenecia a un lado.

Finalmente, supongamos que tenemos un conjunto finito de vértices vg,v1,...,U,, numerados de
tal forma que vg es el de menor parte real. Como acabamos de ver, vg s6lo puede ser unido por
un lado con a los sumo uno sélo de los otros vértices, por lo que no podemos llegar a formar un

ciclo. 0

Para terminar la discusién acerca de los ciclos, un breve comentario relativo a los vértices
parabdlicos y a la relacion entre la proposicion 4.3 y el teorema 2.20. Aunque no se haya usado
explicitamente en la demostraciéon de 4.3, el punto en el infinito que nos permite demostrar la
ecuacién 4.1 y, a partir de ésta la proposicién, es un vértice parabdlico, de forma que, intuitiva-
mente, podemos ver que ambos resultados son equivalentes. Sin embargo, la proposicién 4.3 en
términos de ciclos es méas conveniente para el resto del capitulo.

El préximo paso consiste en definir el conjunto de distancia minima de un punto z¢ € H, lo que

nos va a permitir estudiar las propiedades de las regiones de Dirichlet en el caso no compacto.

Definicion 4.4 (Conjunto de distancia minima). Sea zg € H no fijo por ninguna y € I' y sea
m(z) = min{p(z,yz0) : y € I'}. Puesto que s6lo hay un ndimero finito de puntos en la é6rbita I'zg a
una distancia (hiperbélica) menor o igual a R de un punto z, alguna(s) y € I verificara(n) esa
distancia minima. Definimos entonces el conjunto de distancia minima como

K(z)={yel:p(z,yz9) = m(2)}.

El conjunto K(z) nos da un criterio para saber si z es un punto interior a una cara, de un lado

o un vértice. Antes necesitamos el siguiente resultado:

Proposicion 4.5 (Conjuntos interiores de distancia minima). Para cada z € H existe un € > 0 tal
que si p(z,w) <e¢, entonces K(w) c K(z). Adicionalmente, si y €I se verifica:

(1) m(yz) =m(2),

(i) K(yz) = YK (2).

Demostracion. Analogamente a la definicién de distancia minima m(z), podemos definir la segun-
da distancia minima como m1(z) = {p(z,yz0) : Yy € I — K(2)}, que de nuevo por el mismo argumento
que en el caso de m(z) esta bien definida. De esta forma, se tiene que m1(z) > m(z), digamos

m1(z)=m+2¢,> 0.
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Supongamos ahora que p(z,w) <e€,y € K(z),6 € ' — K(z), entonces

p(w,yzo) < p(w,2) + p(z,y20) <m(z) +e,

p(w,6z0) = p(2,020) — p(z,w) > m1(z) —€ = m(z) +e,

por lo tanto, p(w,yz0)e < p(w,0z¢) y el minimo m(w) sélo puede ocurrir para y € K(z).

Por otro lado, como la métrica hiperbélica es invariante por transformaciones de I', tenemos que
m(yz) = mini{p(yz,62¢) : 6 € T}y = min{p(z,y 1620): 6 € T} = minip(z,6 29) : 8 €T} =m(z).

Por tltimo, si 6 € K(yz),y € T, entonces m(yz) = p(yz,020) = p(z,y 102¢) = m(2), es decir, y 10 €
K(z), de forma que 6 € YK (z). Andlogamente, si 8 € yK(z),y €T, se tiene que y‘19 € K(z), luego
m(z) = p(z,y 10z¢) = p(yz,02¢) = m(yz), lo que implica que 0 € K(yz), como queriamos demos-
trar. O

Pasamos a clasificar los puntos de las caras de una teselacién usando los conjuntos K(z):

Proposicion 4.6 (Clasificacién de los puntos de una cara). Un punto z es interior a una region
de Dirichlet si y sélo si el niimero de elementos de K(z) es 1. Un punto z es un punto interior de un
lado de la regién de Dirichlet si y sélo si el niimero de elementos de K(z) es 2. Un punto z es un

vértice de la region de Dirichlet si y sélo si el niimero de elementos de K(z) es 3 0 mds.

Demostraciéon. Supongamos en primer lugar que K(z) = {y}. Por la proposicién 4.5 habra un
entorno V de z tal que si w € V entonces K(w) < K(z) = {y}, ya que si se tuviese K(w) = & se
tendria que 0 = m(w) < m(z), lo cual es imposible por ser m(z) la distancia minima.

Por otro lado, si D(I', zq) es la regién de Dirichlet de I' centrada en z(, tenemos que si z € D(T', zg)
entonces p(z,2¢) < p(2,720),y # 1,y € ', por la definicién de region de Dirichlet, es decir, 1 € K(z2).
Ademas, si 1 € K(z), tenemos que p(z,zg) = m(z), en otras palabras, z € D(I',zg9) © 1 € K(z). De
esta forma, si y‘lz e D(T,zp), entonces 1€ K(y‘lz) = y‘lK(z), es decir, z € yD(I',z9) © y € K(2).
Finalmente, esto significa que para todo w € U se verifica y € K(w), luego w € yD(T', z¢), es decir, z
tiene un entorno U c yD(I',z¢) luego es un punto interior a la cara yD(I',z) de la teselacion.
Supongamos ahora que K(z) = {y, 6}, entonces m(z) = p(z,yvz9) = p(z,0z¢). Por lo anterior,
YyeK(z) o zeyD(I,29) y 6 € K(z) & z € 6D(I,29), por lo tanto, z € yD(I',z9) N dD(I',2¢). Si
llamamos Lys a la linea hiperbélica equidistante entre yz¢ y 620, se tiene z € yD(I',z9)N6D(T', z¢) <
Lys. Por la proposicién 4.5, habra un entorno V' de z tal que si w € V, entonces K(w) sera alguno
de {y},{6},{y,0}. K(w) = {y} se verifica si y sélo si p(w,yz¢) < p(w,6z9), K(w) = {0}, si y sélo si
p(w,yz0) > p(w,bz0) y K(w) = {y,6} siy sélo si p(w,yz0) = p(w,z0), es decir, si y s6lo si w € Lys.
De esta forma, tendremos puntos w de V interiores a yD(I', z), interiores a 6 D(T',z¢) e interiores
(relativos) a la arista yD(I',z9) N dD(I',zp), de donde deducimos que z es interior (relativo) a la
arista y no pertenece al interior de ninguna de las caras yD(I',z¢),0D(I',z¢) a las que pertenece.
Finalmente, supongamos que K(z) < {y1,Y2,v3}, con y1,Y2,7s distintas. Tenemos que

m(z) = p(z,v120) = p(2,Y220) = p(2,7320), y podemos identificar z con el centro del tnico circulo
hiperbélico que pasa por los puntos y1z9,Y220,Y320. Por lo tanto, z es el dnico elemento de

Y1D (T, 29) Ny2D(I,z09) Ny3D(T, 2p), con lo que z debe de ser un vértice.
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Queda claro ademas que cualquier entorno de z va a tener puntos no pertenecientes a la cara
Y1D(T,z¢) de la teselacion, e igualmente pasa con las caras yoD(T', zg), ysD(I',z¢) y cualquier otra
cara y3D(I',zg), de donde deducimos que z no es interior a ninguna cara.

En la proposicién a continuacién, demostramos que tampoco pertenece al interior (relativo) de un

lado, con lo que la demostracion queda terminada. O

Proposicion 4.7 (Caras adyacentes a vértices). Si z es un vértice de una teselacion con la tesela
F la regién de Dirichlet de un grupo I' y V es un disco de centro z y radio € definido como en la
proposicién 4.5, entonces los elementos y1,Y2,...,Yr de K(z) se pueden ordenar de forma que
YiIFNV,yoF NV, . ,yrFNV

son sectores adyacentes de V escritos en orden inverso a las agujas del reloj. Ademds, y;F Ny F es

una arista si i = j+ 1y es solo el vértice z si i # j,j+1, donde los indices se toman modulo k.

Demostracién. Usando el modelo del disco de Poincaré donde las h-lineas son, o bien arcos de
circunferencias perpendiculares al circulo |z = 1|, o bien segmentos de didmetros, como vimos en
el capitulo de preliminares. Ademas, puesto que el grupo de isometrias del plano hiperbdlico es
transitivo en H, podemos asumir que z = 0. De esta forma, los puntos de la forma y,z¢,y, € K(2)
que son equidistantes a z = 0 estaran en un circulo euclidiano de centro O y radio r. Asi mismo,
asumimos los puntos y,zo = re’?” ordenados de forma que 0 <0; <... <0}, < 27. Por lo tanto, el
conjunto de puntos |z| < r més cercano a uno de los y,2¢ es un sector del disco que llamaremos S, .
En la figura 4.6 se ha representado la situaciéon de la demostracion del teorema, en particular el
sector So correspondiente a los puntos mas cercanos al punto y22¢, limitado por la circunferencia

y los radios L1, Logs.

FIGURA 4.6. Ejemplo de sector para la demostracién de la proposicién 4.7

Sea w € V, entonces tenemos por la proposicion 4.5 que K(w) c K(z) y de esta forma, el punto
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mas cercano a w en la é6rbita de 'z sera uno de los puntos y12,...,Yr20. Es decir, los puntos de
V cuya distancia es minimal al punto yvzg verificaran que y, /' NV =S, nV. Hemos ordenado los
sectores S, de forma contraria a las agujas del reloj, de forma que S; N S; sera bidimensional,
unidimensional o cero-dimensional, dependiendo de que i = j,i = j+1,i # j,j+ 1, respectivamente.
Puesto que S;,S; y V son conjuntos conjuntos convexos, sus interiores (relativos) seran densos y
lo mismo sera entonces para los conjuntos S; NS; NV =y, Fny;F NV, porlo que y;F Nny;F para
i = j +1 sera unidimensional con interior relativo denso, es decir, sera un lado de la tesela.

Del enunciado de la proposicién, deducimos que los tnicos lados de la teselacién a los que
pertenece z son de la forma y,F ny,+1F y z es un punto extremo de estos lados, de forma que z
no pertenece al interior relativo de los lados, lo que completa la demostracién de la proposicién

anterior, 4.6. O

4.2. Estructura algebraica de grupos NEC no compactos

La estructura algebraica de los grupos NEC de cociente no compacto queda resuelta en el
teorema que presentamos a continuacién. Como ya hemos comentado, su enunciado y demostra-
cién usan esencialmente un enfoque topolégico combinatorio dando lugar a una presentacién del
grupo NEC en forma de producto libre, finito o infinito, de grupos ciclicos y grupos de tres tipos
distintos con presentaciones predefinidas.

Junto con el enunciado del teorema, indicamos los conceptos fundamentales usados para su
demostracion, pero sin entrar en su detalle ya que, por su naturaleza, se puede considerar mas
un problema de teoria de grupos con enfoque y método que se apartan de los objetivos de esta

memoria.

Teorema 4.8 (Teorema de estructura de grupos NEC no compactos). Un grupo NEC con cociente

no compacto es el producto libre de grupos ciclicos por grupos de la forma
(4.2) (xo,xl,...;xg,x%, W (1x0)™0, (o)™, L),

donde n; > 1y el nimero de generadores y relaciones es finito o infinito, y por grupos de la forma

. 2 .2 .2 -
(4.3) oy X1, 0, K1, ey ey X2 1,5, X7 5 ooy (X2120)" 71, (2021)"0, .00,
Yy
(4.4) 27 s X (21202)™ (1) -
. (X1, Xr, 5% 5000 X7, (X1202) ™, (X127 ,Xrexie ),

donder=1yn;>1.

Demostracion. En [19] se pueden encontrar todos los detalles de la demostracion. Como ya hemos
comentado, para el propésito de la memoria vamos a conformarnos con esbozar los conceptos

fundamentales usados y la dinamica de la demostracion, pero no el detalle.
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El punto de partida es la presentacion genérica de un grupo NEC dada por la siguiente proposi-

cion:

Proposicion 4.9 (Presentacion de un grupo NEC). Sea H el semiplano superior, I un grupo
NEC y F una region de Dirichlet de I'. Sea E ={y:F nyF # &} y sea R el conjunto de E-relaciones
R ={(y.0,y0):y,0 eI, FnyF nydF # @}. Entonces, (E,R) es una presentacion de T

De la teoria de grupos sabemos que dada una presentacién (S,R) de un grupo dado G, si existe
una particion de los generadores S =S;US9 y de las relaciones R = R{URg, con R; c F(S;),i =1,2
con F(S;) el grupo libre definido por el conjunto de generadores S;, entonces el grupo G se puede
descomponer en el producto libre de los grupos G; = (S;,R;).

De esta forma, la demostracion del teorema consiste esencialmente en, partiendo de la presenta-
cién de la forma de la proposicién 4.9, descomponer y simplificar los generadores E y relaciones
R hasta obtener una presentacién reducida del grupo en forma de factores de un producto libre.
Para ellos se siguen dos estrategias basicas:

(i) Simplificamos las presentaciones aplicando transformaciones de Tietze que nos permiten
eliminar de la presentacién subconjuntos disjuntos de los generedores y relaciones bajo ciertas
condiciones.

(i1) Descomponemos los conjuntos de generadores y relaciones en subconjuntos disjuntos aten-
diendo a la dimensién de los elementos de las teselaciones de la siguiente forma
E=E¢yUE{UE9,R=RyUR{UR9,

donde E es el conjunto de elemento de I' para los cuales F NyF tiene dimensién j y R; el conjunto
de E-relaciones de I' para los cuales F nyF NnydF tiene dimensién j.

A partir de este planteamiento, se puede observar como, analogamente al caso compacto, las
relaciones de vértices y la estructura o diagrama en estrella de un vértice dado adquieren gran re-
levancia para el proceso de descomposicion y simplificacion. Sin embargo, en el caso no compacto,
las transformaciones que componen los generadores de la presetacién reducida y sus relaciones
se obtienen al considerar simultaneamente no sélo los diagramas de estrella, pero los diagramas
de estrella de todos los vértices pertenecientes a una misma érbita, lo que nos lleva al concepto de
tabla de vértices. A continuacién, introducimos las definiciones formales de diagrama en estrella

de un vértice y de tabla de vértices:

Definicion 4.10 (Diagrama en estrella de un vértice). Sea v un vértice de una regién de Dirichlet
F de un grupo NEC I'. Denominamos diagrama de estrella de v = v a la sucesién ordenada en el
sentido de las agujas del reloj de caras de la teselacién de R que comparten v como vértice, que
escribiremos de la forma

Y11F,v19F,...;y1nF con y11 = 1.

De esta forma, y1;F Nny1;F esunladosiysdlosii=j+1yencasoi#jlainterseccion serd v. En

la figura 4.7 vemos el diagrama de estrellas del vértice v.
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FIGURA 4.7. Estrella del vértice v

Ahora, dado un vértice v de F' queremos obtener todos los vértices de F' que estan en la 6rbita

de v:

Proposicion 4.11 (Vértices en la érbita de v). Sea v un vértice de F' y y11F,y12F,...,y1.F su
diagrama de estrella. Entonces, los vértices de F en la orbita de v =v1 serdn

Ug = }/I2lv,v3 = )f{?)lv,...,vn = yL}v,

y para el vértice v; su diagrama en estrella serd

YirF,yioF,....yinF, donde yi; = y}y1;.

En el cuadro 4,1 podemos observar el esquema de vértices de F' en la érbita del vértice v.

De esta forma, los conjuntos de generadores y relaciones de las presentaciones sucesivamente

— 1 1 _ A1 _ A1

UVI=Yq1V=0V | V2=YoqV | oo | Vi=Y,;{U | oo | Un =Y, 70
_ _ 1

Y11V1 =V Y2102 --- | Yi1Un - | Un =710
_ _ a1

Y12U1 Y22U2 = U .o | Yi2Un Uy = Ylnv
— 1

)fljvl ')/ZjUQ }/ijvn Up —Ylnv
. _ 1

Y1nU1 Y2nU2 YinUn Up —Y,mv

Cuadro 4.1: Tabla de vértices de v

simplificadas se toman de ciertos subconjuntos de las trasformaciones de la tabla de vértices

dando finalmente lugar al producto libre del enunciado. O
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4.3. Estructura de grupos NEC no compactos y finitamente

generados

En el corolario 4.1 hemos visto que si la region fundamental asociada a un grupo G de auto-
morfismos de H tiene un niimero finito de vecinos, entonces el grupo G es finitamente generado.
Los resultados discutidos en esta secciéon son, por lo tanto, una caso particular del resultado prin-
cipal de la seccién anterior que nos describia la forma general de un grupo NEC no compacto. En
lo que sigue vamos a presentar los resultados basicos para este caso basandonos en la referencia
de Zieschang [29], donde se pueden encontrar mas detalles y referencias complementarias con
indicaciones para las demostraciones de los resultados que vamos a presentar en esta seccién.
En primer lugar, sea I' un grupo NEC de cociente H/I' no compacto y tal que su regién funda-
mental F tiene un ndimero finito de vecinos. Entonces, existen en H/T' n curvas cerradas y1,...,Yn
que descomponen la superficie cociente H/T' en n + 1 superficies conexas Sy,S1,...,S, donde cada
S;,1<i<n esun cilindro con uno de sus finales la curva cerrada y Sg es compacto. Ademas,

{ o sil<i<j<n
SinS;= . .
y; sii=0,1<j<n.

Hay que tener en cuenta que para obtener un regién fundamental no compacta es necesario
que, o bien tenga infinitos lados, o bien tenga vértices parabdlicos, o bien tenga lados en el eje
real. En el primer caso, la existencia de infinitos lados va a implicar la existencia de infinitos
generadores, luego no entra en el presente apartado. La existencia de vértices parabdlicos, por
oto lado, implica que al menos una de las superficies componente contendra la imagen del (de los)
vértice(s) parabdlico(s), de forma que las superficies S; que los contienen se pueden representar
geométricamente como un cono con el vértice en el infinito. Por dltimo, la existencia de lados en el
eje real, implica que a las correspondientes superficies componentes les faltaran discos cerrados.
El teorema a continuacion es el equivalente para el caso no compacto pero de presentacion finita

a los teoremas 3.22 y 3.23 del capitulo 3:

Teorema 4.12 (Teorema de estructura de grupos NEC de cociente no compacto y representacion
finita). Un grupo NEC, T, de presentacidn finita, cociente no compacto y orientable tiene como
generadores:

(a) x;,1 =1,2,..., p, transformaciones elipticas,

(b+) aj,bj,j=1,2,...,q, transformaciones hiperbdlicas,

(¢)ep,k=1,2,...,r y r1 = 1, transformaciones hiperbélicas (k =r1+1,...,r1+rg+rs,...,r), parabdli-
cas (k=1,...,r1)

(d) cp,k=r1+1,..,r1+rgy 1 <ri, reflexiones componente compacta

(e) cri,k=r1+ro+1,. ,ri+re+r3yl=12,..,t +1, reflexiones componente compacta

(P crimk=r1+ro+r3+1,.,r,1=1,2,.. ,ur+1, m=1,..,up, reflexiones componente no com-
pacta

y relaciones:
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(@x}'=1i=12,..,p hi22,

(b) c% =1l,k=ri1+1,...,r1+ro,

(c) cz,l =1,k=ri+ro+1,.,r1+ro+r3yl=12,...,6+1,

(d) Cz,l,m =Lk=ri+ro+rz+1,.,r,1=12,..,up, m=1,..,upy,

(e) (Ck’zck,”l)hk’l =1L k=ri+ro+1,. . ,ri+re+r3 =12, t;, hp;22,t; 21,

H (Ck,lymck,l>m+1)hk’l’m =Lk=ri+ro+r3+1,.,r,1=1,2, . up, m=1,..,up;—1, hp; 21,¢; 21,
(g) ckekckelzl =1L k=r1+1,..,r1+ro,

(h) ck,lekck7t1+1e;1 =1L k=ri+ro+1,...,r1+ro+rs,

(@) T1_y %i [Ty ex T17_; (@b a; 1051 = 1.

Para el caso de cociente no compacto, no orientable y finitamente generado se intercambian los
generadores de (b) y la relacion (i) por las (b’) e (i°), respectivamente:

Generador: (b) v;,j =1,2,...,q, reflexiones con deslizamiento,

c e TP A T q 2_
Relacion: (i) Hi:lxl IT,_,ex szlvj =1

Respecto a los generadores y relaciones presentados es conveniente realizar las siguientes
aclaraciones:
(i) Los generadores-relaciones (d)-(b,g), las reflexiones con un sélo indice, son completamente
andalogas a los (e)-(c,h), las reflexiones representadas con dos indices de la forma habitual. Su
introduccion es motivada por consistencia en la notacién ya que en éstas ultimas se exige £; >0
y los (d)-(b,g) es el caso #; = 0. De esta forma, los generadores y relaciones (d,e)-(b,c,g,h) se co-
rresponden simplemente a las componentes frontera de Sy, es decir, los correspondientes a los
agujeros de la componente compacta.
(i1) Los generadores-relaciones (f)-(f), reflexiones con tres indices, se corresponden a los generado-
res y relaciones de los agujeros de las componentes no compactas.
(iii) Los generadores e}, se corresponden a generadores parabélicos para k =1,...,r1, agujeros de
la componente compacta para k=r1+1,...,r1 +rg,...,r1 +re +rs y los generadores libres de las
componentes no compactas correspondientes a las curvas yp, para k =rj +rg+rs+1 que separan

las componentes no compactas Sy, %k > 0 de la componente compacta Sy.

Demostracion. A continuacién, se propone el esbozo de una demostraciéon del teorema. Cabe
destacar que, analogamente al caso general descrito en la seccion anterior, la demostracion de
este resultado no se encuentra explicita en la bibliografia usada en esta memoria y se basa, en
cualquier caso, en el enfoque algebraico de las referencias de Macbeath y Hoare [19], 0 en el
enfoque topolégico combiatorio de Zieschang [29]. En primer lugar, de la discusion que precede al
enunciado del teorema sabemos que la superficie cociente se divide en dos tipos de componentes,
la componente Sg, compacta y las componentes S;,i > 0 no compactas. De esta forma, de los
teoremas 3.22 y 3.23, sabemos que la componente compacta va a tener asociados, en el caso
orientable, los generadores:

(a) x;,1 = 1,2,..., p, transformaciones elipticas,

(b)a;,bj,j=1,2,...,q, transformaciones hiperbdlicas,
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(c)ep,k=ri1+1,...,r1+rg+rs,...,r, transformaciones hiperbélicas

(d) cp,k=r1+1,...,r1+roy 1<rq, reflexiones (c.c.)

(e)cpr,k=r1+ra+1,. . ,ri+re+r3yl=12,..,t +1, reflexiones (c.c.)

y relaciones:

@ax'=1,i=1,2,..,p,h;i 22,

(b) ci =1L,k=ri1+1,...,r1+rog,

(©) cz,l =1L,k=ri+ro+1,.,r1+ro+r3yl=1,2,...,t;+1,

(e) (Ck’le’l_;_l)hk’l =L k=ri+ro+1,.,ri+ro+rs3, =12, t;,hp; 22,4, 21,

(2) ckekckelzl =1, k=r1+1,..,r1+ro,

(h) ck,lekck,tﬁle;l =1, k=ri1+ro+1,...,r1+ro+rs,

@ T2y i 1,2 er Ty (ajbja; 107 = 1,

o0, para el caso no orientable, cambiamos los generadores (b) de arriba por

(b)v;,j=1,2,...,q, reflexiones con deslizamiento,

y la relacién (i) por

@) [Ty %i [Ty er [Ty v5 = 1.

Asi mismo, las componentes no compactas pueden ser de dos tipos: en primer lugar, tenemos
las del tipo parabdlico (regiéon fundamental con un punto en el infinito). En las figuras 4.8 y 4.9
podemos observar la forma de la regiéon fundamental para el caso de componentes no compactas
de tipo parabdlico y la correspondiente superficie cociente con el caracteristico puncture como

vimos en la seccién 4.1. La otra posibilidad es que se presenten agujeros abiertos, es decir,

T(|) ‘\‘l r I

FIGURA 4.8. Region fundamental con un vértice parabdlico

FIGURA 4.9. Superficie cociente correspondiente a componentes parabdélicas

componentes no compactas que tienen bordes abiertos (regién fundamental tiene lados en el
eje real). Estas regiones se denominan funnels y se corresponden al caso de componentes no
compactas de tipo hiperbélico, como podemos apreciar en las figuras 4.10 y 4.11. En el primer
caso, si tenemos 1 componentes del tipo parabdlico, tendremos los generadores libres siguientes:
e, k=1,...,r1.

Por ultimo, las componentes no compactas hiperbdlicas (con bordes abiertos) se caracterizan
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FIGURA 4.10. Regién fundamental con un lado en el gje R

FIGURA 4.11. Superficie cociente correspondiente a componentes hiperbélica (funnel)

porque en la componente k-ésima se pude tener tiene en el agujero /-simo, m centros de rotacion
que son producto de dos reflexiones. Este caso se ha representado en las figuras 4.12 (regién

fundamental) y 4.13 (superficie cociente). Estos grupos tendran, por lo tanto, los generadores

FIGURA 4.12. Region fundamental con un lado en el eje R y reflexiones

Yz

e

FIGURA 4.13. Superficie cociente correspondiente a componentes hiperbdlicas (funnel
con linea de reflexién)

\;2_

O crimbk=ri+ro+rz+1,.,r,1=1,2,..,up+1, m=1,...,u;,, reflexiones
y relaciones:

D2, =lLk=ri+ro+rs+1,..r,1=1,2 .. up,m=1,...upy,
k,l,m y
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) (ChimChims)m =Lk =r1+ro+rg+1,.,r, 1 =12, up,m=1,.,up;—1, hp; =2 1,¢; > 1.
Adicionalmente, tenemos que tener en cuenta los generadores dados por las curvas que separan
estas componentes no compactas de la compacta, que seran tantos generadores libres, como
componentes no compactas con bordes abiertos tenga nuestra superficie cociente, digamos r —
(r1+rg+r3) componentes, que escribimos

(e, k=s+1,...,r.

De esta discusiéon deducimos que un grupos NEC de cociente no compacto finitamente generado
va a tener como generadores (a)-(b)-(c,c’,c”)-(d)-(e)-(f) y relaciones (a)-(b)-(c)-(d)-(e)-(f)-(h), en el
caso orientable, cambiando los generadores (b) por (b’) y la relacién (i) por (i’) en el caso no

orientable. O

La superficie cociente en el caso orientable sera una superficie de género ¢, donde se han
eliminado 1 puntos de otras tantas componentes no compactas, asociados a los vértices parabéli-
cos de la regién fundamental, se han eliminado ademas r; + rg discos abiertos en la componente
compacta So, p puntos en el interior de S¢ se corresponden a los puntos de ramificacién, y se
han eliminado r —r; —rg — r3 discos cerrados en las componentes no compactas. En el caso no
orientable hablamos ahora de género ¢ no orientable con el resto de caracteristicas anélogas al
caso orientable.

Igualmente al caso compacto, hablaremos de presentaciones equivalentes si coinciden los nimeros
anteriores y ademas las secuencias de ntimeros

(heDk=ri4ro+1,ri+ratrsi=1,up Y Akl mdb=ritrotrs+1,.m0 = 1,2, upg,m =1, up; -1

son idénticos en ambas presentaciones salvo permutaciones.

Ejemplo 4: Superficie con una componente no compacta. En la figura 4.14 podemos ver
un ejemplo de una superficie orientable de género g = 1 menos un disco (abierto) C1, donde
la componente compacta es Sy y la iinica componente no compacta S; tiene un punto en el
infinito (vértice parabdlico en su region fundamental). La componente compacta incluye tres
puntos x1,x2,x3 que son las imagenes de vértices fijos por transformaciones elipticas, y los puntos
correspondientes al borde del disco C1 que son imagenes de los vértices fijos por las reflexiones.
Los generadores y relaciones del grupos NEC G, con regiéon fundamental cuyo cociente sea la
superficie de la figura 4.14 seran los siguientes:

Generadores:

(a)x;,1=1,2,3=p,

(®)aj,bj,j=1=gq,

(c)er,k=1,2=r,

(dep,k=2y1=1,2,3,4=1t;+1,

y relaciones:

@axf=1,i=1,23,h; 22,

(b) ey, =Lk=2yl=1234=1;+1,

(© (cpycpis)™ =1,k=2,1=1,2,3,4=1t;, hy; =2,t; > 1,
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Vértice en {eo}

FIGURA 4.14. Superficie orientable de género 1 no compacta

(d) Ck,lekck,tl+1e;1 =1,k=2,

(e) H?:lxi szlekalblailbil =1.

Finalmente, en la figura 4.15 presentamos una regién fundamental compatible con el grupo
anterior, donde los lados 6 1,511 estan ligados por la transformacién parabdlica e; y v es el vértice

parabdlico. El significado de la notacién usada para los lados de la regién fundamental es la usual.

FIGURA 4.15. Region fundamental del grupo G

Ejemplo 5: Superficie con dos componentes no compactas. En la figura 4.16 podemos ver

ahora una superficie orientable de género g = 1. Sy es la componente compacta, donde hemos
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eliminado un disco (abierto) C1, con puntos en el borde del disco que son imégenes de los vértices
fijos por reflexiones (centros de rotacién). Ademas tenemos un segundo disco Cg, esta vez sin cen-
tros de rotacion y en la componente compacta tenemos adicionalmente dos puntos x1,x2 que son
imAgenes de vértices fijos por transformaciones elipticas. Adicionalmente, hay dos componentes
no compactas S; y Sg, la primera con un punto en el infinito (vértice parabdlico en su region
fundamental como en el ejemplo anterior) y, en la segunda, hemos eliminado un disco cerrado en
el que incluimos dos puntos especiales (centros de rotacion). La situacién se corresponde a un
grupo NEC con una regién fundamental con un punto en el infinito (S1) y un lado en el eje real

(S2). Los generadores y relaciones del grupos NEC G, con region fundamental cuyo cociente sea

Veértice en {oa}

FIGURA 4.16. Superficie orientable de género 1 no compacta menos un disco cerrado

la superficie de la figura 4.16 seran ahora:

Generadores:

(a) x;,i=1,2=p,

(b)aj,bj,j=1=q,

(c2) e1, el generador libre parabélico correspondiente a la componente S, de forma que r; =1,
(c2) eg,es, los generadores asociados a los discos eliminados Co,C1, respectivamente, de donde
tenemos que rg =1,rg=1,

(c3) ey, el generador libre hiperbélico correspondiente a la componente So, obteniendo finalmente
que r =4,

(d) co, correspondiente al disco Co

(e) c3; yl=1,2,3, correspondientes al disco C1

() c4,1,m, m =1,2, correspondientes a la componente no compacta So

y relaciones:

@ax=1,i=12h; 22,

(b) c3=1,

(©c2,=1yl=12,

(d) (Cy3,103,2)h:“”1 =1,(c3ac33)32=1,h3; 22,1=1,2,

(e) cg1eacgge,t =1,

(f) (car1c412) 411 =1, hg1122,
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(@ T2, % TT}_; erarbiaylbyl = 1.

Para terminar este capitulo, nos planteamos la cuestiéon de en qué medida las presentacio-
nes dadas por los teoremas 4.12 y 4.8 son compatibles. Este tiltimo teorema es, en principio, una
descripcién general de la estructura de grupos NEC de cociente no compacto que nos permite
estudiar la estructura de estos grupos sin la exigencia de tener un nimero finito de lados como
en el teorema 4.12. Por ello, una diferencia obvia radica en el nimero de generadores, que en el
primer caso son finitos y en el segundo finitos o infinitos. Adicionalmente, en el caso del teorema
4.12 teniamos el producto libre de un nimero finito de grupos ciclicos y de grupos generados por
reflexiones, mientras que en el teorema 4.8, como acabamos de ver, tenemos el producto libre de
un numero finito o infinito de grupos ciclicos y de grupos generados por reflexiones. Sin embargo,
la forma de las presentaciones de ambos tipos de grupos parecen diferir mas alla del nimero
finito o no de generadores y relaciones.

Para entender esta diferencia debemos tener presente que las presentaciones de los grupos en 4.8
de la forma dada por las ecuaciones 4.2, 4.3 y 4.4 son presentaciones a las que hemos aplicado las
transformaciones de Tietze. Mientras que en 4.12 la presentacién no esta simplificada. Por ello,
no podemos esperar una estructura idéntica en las presentaciones de los grupos dadas por ambos
teoremas.

Si bien los generadores y relaciones en 4.8, son analogos a los de las dadas por los generadores
(b)-(f) y las relaciones (b)-(h) del teorema 4.12, parecen diferenciarse esencialmente en las trans-
formaciones elipticas dadas en 4.12 por los generadores y relaciones (a) (elipticos) y en aquellas

dadas por los generadores (¢) con 1 < % < r1, que hemos identificado previamente como parabélicos.

Ejemplo 6: Grupo Modular. Para convencernos de que la ausencia de elementos de este
tipo en la estructura de grupos NEC no compactos propuesta por el teorema 4.8 es s6lo aparente,
vamos a observar con algo mas de detenimiento el caso del grupo modular. Como sabemos tiene
cociente no compacto con dos generadores, uno eliptico y otro parabdélico, S :z2— ——y T :z—z+1,
respectivamente. Ya vimos en los preliminares que el grupo modular tiene una prgsentacién dela
forma:

[=(S,T:8%=(ST)»®=1).

Teniendo en cuenta la definicién de producto libre de grupos y de grupos ciclicos vistos en los pre-
liminares, vemos inmediatamente que el grupo modular puede presentarse por los generadores
S,U = ST de la forma

[=(S,U:582=U3=1)=(S:8%2=1)x(U:U%=1)=Cz % Cs,

de donde deducimos que el grupo modular puede representarse como el producto libre de dos
grupos ciclicos y, con ello, se verifica el teorema 4.8, de forma que en las componentes de grupos
ciclicos del producto libre del enunciado del teorema tenemos los generadores elipticos y parabéli-

cos que esperariamos encontrar en la estructura genérica en los grupos de este tipo.
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En resumen, este teorema simplemente nos da la forma de los grupos NEC de cociente no com-
pacto salvo isomorfismos algebraicos en forma de descomposicién en producto libre de grupos
ciclicos y grupos generados por reflexiones y rotaciones, completamente analogo al del teorema
4.12, salvo por el nimero de generadores que ahora puede ser infinito y el niimero de factores del
producto libre que ahora también pueden ser infinitos, si bien los generadores y relaciones no

estan explicitados en el teorema 4.8.
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CAPITULO

CONCLUSIONES

continuaciéon, enumeramos las principales conclusiones del trabajo:

1. Partiendo de las propiedades de los subgrupos discretos de isometrias del plano hiperbdlico
que preservan la orientacién, los llamados grupos fuchsianos, hemos estudiado las propie-
dades del grupo general de isometrias, los denominados grupos NEC. En particular, para el
caso de cociente compacto, ademas de su estructura y presentacion, se han estudiado sus
regiones fundamentales y dos tipos importantes de sus subgrupos, a saber, los subgrupos

fuchsianos canénicos y los subgrupos normales de indice impar.

2. Asimismo, se han esbozado las propiedades de los grupos NEC de cociente no compacto
y se ha presentado dos teoremas de estructura de los mismos, uno para los finitamente
generados y otro para caso general. En este caso, las herramientas algebraicas, geométricas
y topolégicas que nos permitian el estudio en el caso compacto no pueden usarse directa-
mente, lo que se ha traducido en un capitulo parcialmente diferente del resto del TFM,
donde el enfoque resulta esencialmente algebraico y basado en el estudio de las posibles

presentaciones y sus equivalencias.

3. El estudio de los grupos NEC de cociente no compacto, nos lleva a plantearnos las siguientes
cuestiones: jes posible obtener las presentaciones de grupos NEC no compactos (finitamente
generados o no) con argumentos geométricos como hemos visto en el capitulo 3 para el
caso compacto? ;Se pueden definir signaturas NEC no compactas de forma analoga a
los casos compactos? ;Qué propiedades de isomorfismo se verificarian en este caso? ;Se

pueden extender los resultados referentes a areas, grupos fuchsianos candnicos, subgrupos
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normales, etc.? En la bibliografia estudiada, hay resultados parciales, siempre sin el uso
de signaturas y con el enfoque topolégico combinatorio, por ejemplo los ya comentados
de Zieschang-Vogt-Coldeway [29], Macbeath-Hoare [19] o Hoare-Karrass-Solitar [13], 1o
que parece indicar que el enfoque geométrico tiene ciertas dificultades o limitaciones.
Sin embargo, parece razonable explorar este enfoque comenzando, por ejemplo, con el
analisis de situaciones especificas o ejemplos concretos del tipo superficies no compactas
finitamente generadas con n componentes parabdlicas, e ir entendiendo las dificultades
en la definicién de signaturas y calculos asociados (areas, subgrupos, etc.), asi como el
analisis de la situacion resultante cuando n es infinito. Esto podria servir de base para un

tratamiento geométrico del caso general.

Se ha tenido que ser sumamente selectivo con la materia incluida en esta memoria, debido a la
extension de los temas tratados. Ausencias destacadas son, por ejemplo, un estudio mas detallado
de los subgrupos normales de los grupos NEC, regiones fundamentales (de Wilkie) minimales, el
concepto de grupos NEC maximales, los espacios de Teichmuller y espacios moduli en el contexto
de los grupos NEC, un estudio detallado de las superficies de Klein (compactas, con componentes
en la frontera, con invariantes, hiperelipticas, etc.) y sus automorfismos. Adicionalmente, el
enfoque durante el TFM ha sido esencialmente algebraico y geométrico, no habiendo sido tratado
en toda la memoria el enfoque topolégico combinatorio como puede encontrarse, por ejemplo, en
[29] y que, como se puede comprobar en esa obra, es de gran potencia y utilidad.

La memoria ha usado como bibliografia basica, sobre todo, articulos de investigaciéon. En particu-
lar, el capitulo 3 se basa fundamentalmente, pero no exclusivamente, en los articulos de Wilkie
[28], Macbeath [18], Singerman [25] y Bujalance [5]. Analogamente, el capitulo 4 se ha basado en
el articulo de Macbeath y Hoare [19] para el estudio de los grupos no finitamente generados y [29]
para los finitamente generados. Para una correcta comprensién de estos articulos, he desarrollado,
y en cierta medida incluido en la memoria, abundancia de detalles que, por su naturaleza, no

presentan los articulos originales.
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