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Resumen

Este trabajo de fin de master (TFM) pretende ofrecer una vision general de los sistemas
de Lotka-Volterra, aplicados al estudio de poblaciones biolégicas. El estudio de la dindmica
poblacional es un area clasica de la matemaética aplicada que se remonta a principios del
siglo XX, v que ha dado lugar a avances tan significativos como la teoria de bifurcaciones
o el caos.

En el TFM se ofrece una sintesis del estado actual de conocimiento de este tipo de
sistemas, incluyendo los modelos de una tnica especie, modelos lineales y no lineales en
dos especies, modelos para n especies y sistemas no auténomos, es decir, dependientes
explicitamente del tiempo.

El TFM incluye un estudio especifico de un sistema no auténomo para dos pobla-
ciones correspondiente a un modelo depredador-presa con alimentacién artificial de una
especie salvaje (domesticacion), siguiendo las ideas del director del TFM de acuerdo a
las referencias citadas en la bibliografia. Como contribucion original del autor, se incluye
una exploracién del comportamiento de las soluciones cuando se introducen términos de
auto-inhibicién en ambas poblaciones.

Se ha puesto especial énfasis en presentar las demostraciones clave con todo detalle,
superior en algunos casos al encontrado en las fuentes originales. Asimismo se ha realizado
una exhaustiva simulacién numeérica de todos los casos estudiados en el TFM, incluyendo
la correspondiente presentacion grafica de los resultados. También se han desarrollado en
detalle algunos ejemplos propuestos en las referencias citadas en la bibliografia.
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Capitulo 1

Modelos de poblaciones con una
linica especie

Un modelo poblacional es un sistema dindmico, compuesto por una o varias ecuaciones
diferenciales, que pretende predecir la evolucion temporal en el nimero de individuos (o su
densidad espacial) para un conjunto de especies. Para ello se parte de unas determinadas
condiciones iniciales, y se asumen unas reglas que representan la interaccién de las especies
entre si y su relacién con el ecosistema o medio en que habitan, en términos de los recursos
necesarios para la supervivencia.

En cualquier ecosistema existe un gran niimero de especies que compiten por unos
recursos necesariamente limitados, con un objetivo comin a todas ellas que es evitar la
extincion. Esto hace que cada especie interactiie con todas las demas. Esta interaccion
puede tener distintos grados de intensidad, y puede ser beneficiosa para unas especies y
perjudicial para otras. Por tanto un modelo poblacional totalmente general debe tener en
cuenta todas estas interdependencias, lo cual conduce a una formulacién de extraordinaria
complejidad, que en algunos casos puede quedar lejos del alcance de los métodos analiticos
y computacionales actuales.

Por ello resulta conveniente estudiar en primer lugar los modelos poblacionales con una
lnica especie, es decir, aquellos en los que la especie estudiada no presenta interacciones
fuertes con ninguna otra especie en particular del ecosistema. En otras palabras, la especie
objeto del estudio no experimenta una depredacion significativa por parte de otras especies,
ni su supervivencia estd vinculada a la existencia una o varias presas en particular, sino
mas bien a la abundancia o escasez, en términos globales, de los recursos del ecosistema:
alimento, energfa, agua, luz, espacio, etc.

Un ejemplo claro de modelo poblacional de una sola especie es el relativo al ser hu-
mano, cuyos primeros intentos de modelizacién se remontan al economista inglés Thomas
Malthus, a finales del siglo XVIII. En efecto, en la época actual el ser humano carece de
depredadores naturales, y su supervivencia no depende (al menos exclusivamente) de la
existencia de presas, sino mas bien de la abundancia o escasez de recursos en el ecosistema
global terrestre.

1.1. El modelo exponencial

La idea original detras del modelo de Malthus fue la suposicién de que el ritmo de
aumento de la poblacién de un pais es directamente proporcional a la poblacién de ese pais
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en cada instante, es decir:

dr

dt
siendo x la poblacién total de individuos en un instante determinado ¢, y r una constante
de proporcionalidad. Si » > 0 la ecuacién modela el crecimiento de una poblacién, y si
r < 0 se modela su decaimiento hasta la extincién. Por integracién directa de la ecuacién
se obtiene:

rr

z(t) = zoe” (1.1)

siendo xg = x(0) la poblaciéon de la especie considerada en el instante ¢ = 0. También
es posible considerar que z(t) es la densidad de individuos de esa especie en funcion del
tiempo, considerando fija la region espacial ocupada por esa poblacién. En consecuencia,
en la mayor parte de lo que sigue  podré representar o bien una poblacién, o bien una
densidad de poblacién.

Es evidente que este modelo es demasiado simple para describir la evolucién de la
poblacién humana, pues no se tienen en cuenta factores como las tasas variables de natali-
dad y mortalidad, estructura de la poblacion (envejecimiento), emigracion e inmigracion,
epidemias, desastres naturales o guerras, avances médicos, y en tltimo término, la disponi-
bilidad global de recursos. Sin embargo, el modelo exponencial sigue siendo de interés para
el estudio de pequetias poblaciones (no necesariamente humanas) durante periodos cortos
de tiempo, tales como cultivos de bacterias o animales no sujetos a depredacion.

Suponiendo un valor de r > 0 dado, las curvas solucién tienen un comportamiento
exponencial creciente para todo valor de la condicién inicial zg > 0.

Este modelo predice un crecimiento ilimitado en el nimero de individuos (explosion de
poblacion), por lo que no resulta realista para periodos prolongados de tiempo. La tnica
solucion de equilibrio, que ademads es inestable, es el caso trivial z(t) = 0.

Anéalogamente, para r < 0 se tiene un comportamiento exponencial decreciente que
desemboca en la extincién de la poblacién considerada, con lo cual la soluciéon de equilibrio
z(t) = 0 es estable. Es importante mencionar en este punto que aunque z(t) no alcanza
el valor cero en un tiempo finito, si se produciria la extincion, a efectos practicos, de la
especie en un tiempo finito, pues el nimero de individuos es necesariamente una variable
discreta.

Representamos ambos comportamientos de = frente a ¢ para distintos valores de la
condicién inicial xq:

X X
8- Crecimiento exponencid, r > 0 8k Decrecimiento exponencial, r < 0
6 ] 6 h
_— -
4 - 4
7777J//,/"/////”7 "'\777 .

2F - // 2 I . -

‘ ‘ ‘ ‘ Ct ‘ ‘ ‘ ‘ Ct

2 4 6 8 10 2 4 6 8 10

Figura 1.1: Crecimiento y decrecimiento exponencial
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1.2. La ecuacién logistica

Puesto que el crecimiento exponencial no puede continuar de forma ilimitada, resulta
necesario introducir modificaciones en el modelo formulado en el apartado anterior por
medio de la ecuacion (1.1). Estas modificaciones consisten en sustituir la constante de
proporcionalidad r por una funcién f(z) que decrece al aumentar z, de forma que un
aumento de poblacién penaliza los aumentos de poblaciéon sucesivos, y asi z(t) no crece de
forma ilimitada. La ecuaciéon diferencial es en este caso:

d

d—f = f(z)x
Uno de los modelos mas sencillos es el de la ecuacién logistica, introducida por el mateméati-
co belga P. F. Verhulst en el siglo XIX, que toma la forma:

%zr(l—%)x (1.2)

siendo r > 0 una constante que recibe el nombre de tasa de crecimiento intrinseca,
es decir, la tasa de crecimiento en ausencia de factores limitantes, y K > 0 la capacidad
limite o de soporte, también llamado nivel de saturacién, que es la méxima poblacién
x(t) que se puede sostener o soportar a medida que avanza el tiempo.

La ecuacion (1.2) es de tipo Bernoulli, y por tanto integrable de forma explicita. Su
solucion expresada de forma analitica es:

K
K—l)e_”—ﬁ—l

zo

, wo#0

x(t) = (

Sin embargo, en el &mbito de este TFM, nos interesa mas el estudio cualitativo del com-
portamiento de las soluciones, ya que en la mayor parte de los casos, al representar una
familia de soluciones frente al tiempo lo haremos por medio de resolucién numérica de la
ecuacién diferencial.

Como la ecuacion (1.2) es autéonoma, podemos representar su recta de fase, es decir,
el comportamiento cualitativo de x(t) en el eje vertical. Es claro que las soluciones de
equilibrio, también llamadas puntos criticos, para esta ecuaciéon se tienen en z = 0 y
x=K:

20+

Comportamiento decreciente de las soluciones

15
A S X=K___
A
05 . . .
Comportamiento creciente de las soluciones
x=0_. ‘ Lt
2 4 6 8

Figura 1.2: Recta de fases para la ecuacion logistica
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De aqui se deduce que z(t) = 0 es una solucién de equilibrio inestable, y que la solucion
z(t) = K (dibujada con linea de trazos) es una solucién asintéticamente estable, lo cual
queda evidenciado al representar la solucion z(t) para distintas condiciones iniciales:

Figura 1.3: Ecuacion logistica

Se comprueba como para valores pequenos de z, el crecimiento de la especie sigue una
pauta de tipo exponencial, pero cuanto mas grande es la poblacion z(t) en un instante
dado, més dificil se hace que x pueda seguir creciendo, de forma que al cabo de un tiempo,
la poblacién tiende asintoticamente hacia el valor de saturacién.

Es importante tener presente que aunque muchas poblaciones siguen aproximadamente
un modelo logistico, éste no es consecuencia de ninguna ley fundamental, sino que es
un modelo asumido a priori, partiendo de una tasa de cambio intrinseca que es lineal y
decreciente. En general se buscaran modelos mas sofisticados y robustos, que sean validos
para conjuntos de poblaciones en las condiciones més generales posibles.

1.3. Ecuacién logistica con umbral

Introduciendo un elemento mas de sofisticacién en la ecuacién anterior, se puede con-
siderar que determinadas especies necesitan un valor umbral, o masa critica, en su nimero
de individuos para poder subsistir. En otras palabras, si en un momento determinado el
nimero de individuos de esta especie se encuentra por debajo del valor umbral, por ejem-
plo debido a caza, la especie se extingue aunque la caza se suprima por completo. Si la
poblacion esta por encima del valor umbral, entonces su comportamiento es anélogo al de
la ecuacion logistica. Se considera en este caso la ecuacion:

(7)) o

siendo T' > 0 el valor umbral (threshold) y K el nivel de saturacion, con K > T.

Al igual que ocurria con las ecuaciones (1.1) y (1.2), esta ecuacion admite solucion ex-
plicita en términos de funciones elementales, ya que es una ecuacioén en variables separadas
y se puede integrar separando en fracciones simples. La solucién analitica es:

T K T K
rvlx — K|FT |z —T| %7 =aq|eg — K|F7T |gg —T| F-T e "
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donde los valores absolutos se toman para tener en cuenta las tres situaciones posibles en
la eleccion de xg:

e xo<T
e T'<axyg< K
e 9> K

Es evidente en este caso que resulta mucho méas conveniente el estudio cualitativo de la
ecuacion, representando graficamente las soluciones obtenidas por integracién numérica.

Los puntos criticos se encuentran en ¢ = 0, x = Ty x = K, lo cual nos permite
representar la recta de fase de la ecuacién:

25 Comportamiento decreciente de las soluciones

x =K
20 —mm e m e T e
15 Comportamiento creciente de las soluciones
X=n
10¢ - —mmm e e T

0.5 Comportamiento decreciente de las soluciones

. x=0 ‘ ot
2 4 6 8

Figura 1.4: Recta de fases para la ecuacién logistica con umbral

de donde se deduce que x = 0 y * = K son soluciones asintéticamente estables, y
que x = T es una solucién de equilibrio inestable. Tomando un sistema de unidades en el
que T'=1y K = 2, y representando z(t) para diferentes condiciones iniciales, en las tres
regiones posibles, se obtiene:

X
30;

25}

20F
15}
1.0

05f

Figura 1.5: Ecuacién logistica con umbral
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1.4. Ecuacioén logistica con faenado

El faenado (en inglés harvesting) se entiende como la supresion de un cierto nimero
de individuos de una poblacién, a un ritmo determinado, para destinarlos a consumo u
otros usos. El faenado es util para modelar poblaciones en los ambitos de la ganaderia, la
acuicultura, caza y pesca, y la agricultura, donde también se utiliza el término “cosecha’”.

Si el faenado viene dado por una funcion h(t), es decir, que se suprimen h individuos
por unidad de tiempo, la ecuacion diferencial para z(t) toma la forma:

dx T

—=7rl- —) x — h(t

at ( K ®)
En el caso de produccién o rendimiento (en inglés yield) constante, se tiene h(t) = H,
siendo H una constante positiva, y por tanto:

dx x

(11— 7) v —H
dt ( K

Los puntos criticos de la ecuacién se obtienen igualando a cero su segundo miembro:

K — /K2 44K K+ /K2 - 44K
j— r . j— r

xr1 = 9 ; T2 = 9

Si K? — % <0=H > % entonces la ecuacioén no tiene puntos criticos. El faenado es
demasiado intenso y la poblacion inicial termina por colapsar (extinguirse o desaparecer)
en un tiempo finito, independientemente de la poblacién inicial zg. Si tomamos r = 1,
K=1yH=03> % el comportamiento de la solucién es el representado en el siguiente
grafico:

Figura 1.6: Comportamiento logistico con faenado. H > %

Si H = % la ecuaciéon tiene un solo punto critico dado por x1 = % Si zg > %, es

claro que % < 0 es decir que z(t) tiende a la solucion de equilibrio z. Si zp < % también

se tiene Z—f < 0, por lo que la poblacién colapsa en un tiempo finito. Representamos el

conjunto de soluciones para r =1, K =1, H = 0,25, con lo cual x; = 0,5:

10 UNED - UAb, 2011
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Figura 1.7: Comportamiento logistico con faenado. H = %

SiH < % la ecuacion tiene 2 puntos criticos diferenciados x1 y xs. El comportamiento
de las soluciones es:

* Sizg < x1 se tiene ‘fl—f < 0 y la solucién colapsa en un tiempo finito
e Six) < xp < xy entonces fl—f > 0 y la poblacién tiende asintéticamente a xo

e Si xg > x9 se vuelve a tener ‘fl—f<0 pero en este caso la poblaciéon no colapsa, sino
que tiende asintoticamente a xo

Representamos el comportamiento grafico, para distintos valores de xg, tomando r = 1,
K=1,H =0,2, con lo cual 1 = 0,276 y 22 = 0,724:

Figura 1.8: Comportamiento logistico con faenado. H < %

Este comportamiento recuerda al de la ecuacién logistica con umbral, con 1 punto de
equilibrio inestable y xo punto de equilibro estable; pero es importante notar la diferencia

11 UNED - UAb, 2011
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de que en este caso, en la region correspondiente a z¢ < x1, el colapso (desaparicion de la
poblacion) se produce en un tiempo finito.

Podemos analizar este mismo problema desde una perspectiva distinta. En efecto, fi-
jamos una poblacién inicial xg suficientemente alta, y definimos H, = %. Entonces con-
sideramos distintos valores posibles para H, y encontramos que para H < H,, la poblacién
inicial suficientemente grande se estabiliza en un valor critico x~. Sin embargo, si H > H,,
aunque la diferencia sea una cantidad muy pequefia, entonces la poblacién desaparece en un
tiempo finito. Esta discontinuidad en el comportamiento de la ecuacién diferencial ante una
minima variacién de uno de sus parametros recibe el nombre de catastrofe (matematica),
v se representa en la siguiente grafica:

Figura 1.9: Comportamiento logistico con faenado. Catastrofe para H > H,

Como su propio nombre indica, una discontinuidad de este tipo suele tener consecuen-
cias catastroficas para la poblacion de una determinada especie, significando normalmente
su extincion.

Resulta posible modelar distintos comportamientos partiendo de diferentes elecciones
para la funcion de faenado, h(t), e incluso generalizarla para situaciones en las que el
faenado depende de la poblaciéon en un instante determinado, es decir, h = h(t, z), pero en
esta introduccion no iremos més alla del caso ya considerado, h(t) = H.

1.5. Ecuacioén logistica para un modelo discreto

Existen especies para las cuales las sucesivas generaciones no se solapan, es decir, que
la generacién progenitora no llega a coincidir en el tiempo con su descendencia. Podemos
pensar en una especie de insectos que se reproduce por medio de huevos, de tal forma que
todos los insectos de la generacién antigua mueren antes de que los huevos con los insectos
de la generaciéon nueva eclosionen.

Esto nos permite plantear modelos de crecimiento discreto, gobernados por ecuaciones
en diferencias, distintos de los modelos considerados hasta ahora, continuos y gobernados
por ecuaciones diferenciales. En el caso del modelo logistico, la ecuaciéon en diferencias
toma la forma:

Ay:ynﬂ—yn:r(l—%")yn
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siendo vy, la poblacién de la especie en la n-ésima iteracién. Con el cambio de variable:

r r

myn = Tn; mynﬂ = Tn+1

v reordenando términos obtenemos:
Tog1 = (L +7)zn(l —xp)
Redefiniendo: 1 4+ r = R se sigue:
Tnt1 = Ran (1 — xy)

donde R es obviamente una constante positiva. Esta ecuacién en diferencias define una
relacién recursiva:

z+— f(z) = Rx(1 — ) (1.4)

que es uno de los casos mas sencillos de ecuacion no lineal que se pueden dar. Sin embargo,
las investigaciones sobre la ecuacion (1.4), iniciadas por E. Feigenbaum y R. May en 1976,
han mostrado que da lugar a comportamientos extraordinariamente complejos en funcién
del valor de R. En el resto de este apartado procederemos a representar graficamente
algunos de los resultados conocidos.

En primer lugar nos cenimos a los valores de x tales que = € [0,1], ya que si x esta
fuera de este intervalo, la ley de recurrencia dada por (1.4) da lugar a una sucesion formada
exclusivamente por términos negativos.

En efecto, si x < 0 se tiene que 1 — z > 0 y por tanto el producto Rz(l — z) ha
de ser necesariamente negativo, por lo que z,41 = Rx,(1 — z,,) nunca podra estar en el
intervalo [0, 1]. Analogamente, si > 1, entonces 1 —x < 0 y por la misma razén que antes,
Znt1 = Rx,(1 — x,) nunca alcanza valores en dicho intervalo.

Con esta restriccion para los valores de x, se sigue inmediatamente que f(x) alcanza
su valor maximo en x = %, siendo f (%) = % Por tanto los valores admisibles para R son
aquellos tales que R € [0,4], ya que si R > 4, se alcanza un valor de z fuera del intervalo
[0, 1], que como sabemos va seguido por una sucesion de términos negativos.

A continuacién representamos el comportamiento de la sucesiéon para distintos valores
de R. El estudio se basa en dos tipos de gréficos: en uno se representa f(z) frente a x, y
partiendo de una abscisa arbitraria, x, la correspondiente ordenada f(x,) se representa
en el eje vertical, y también en el horizontal, reflejando la ordenada f(x,) para convertirla
en la nueva abscisa x,11. FEstos graficos se han obtenido con un applet disponible en la
direccion:

http://ibiblio.org/e-notes/MSet/Logistic.htm

En la parte derecha de cada grafico se representa x, contra el namero de iteraciéon, n,
que puede ser visto como el valor discreto del tiempo.
Los casos que se pueden presentar son:

e 0 < R < 1: la recurrencia dada por z —— Rxz(l — z) converge al valor x = 0,
tal como se visualiza en este ejemplo, en que se ha tomado R = 0,5. En la parte
de la derecha se han tomado distintos valores iniciales para x (valores “semilla”),
siempre en el intervalo [0,1]. Notese que el comportamiento de convergencia se ve
muy claramente con apenas 6 iteraciones (se han unido los puntos en la parte de la
derecha por claridad).

13 UNED - UAb, 2011
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Xn
06

0.5
04 R=05
0.3
0.2

0.1

: . " ; n
1 2 3 4 5 6

Figura 1.10: Convergencia a cero

1 < R < 3: z =0 pasa a ser un punto de equilibrio inestable, pero aparece un nuevo

punto fijo de f dado por:

1

Para ver que = 0 es un punto de equilibrio inestable, supongamos que z,, = ¢, siendo
e > 0 una constante positiva arbitrariamente pequenia. Entonces z,+1 = Re(1l — ¢),
pero siempre podemos escoger ¢ de forma que R(1 —¢) > 1, pues R es estrictamente
mayor que 1. Asi que se tendria z,41 > €, que es lo mismo que decir que la sucesion
T, se separa del cero para valores de x( distintos de cero. Por comprobacién directa
se tiene que zy = 1— % es punto fijo de la ecuacion (1.4). Ademas se tiene que f/(z) =
R(1—2x), asi que f'(xy) =2— Ry por tanto |f'(z¢)| < 1 para R € (1, 3), por lo que
el punto fijo es atractivo. Esto significa que la sucesién xz,, con xg # 0 converge hacia
xf, aunque el comportamiento es distinto dependiendo de que R € (1,2] o de que
R € (2,3), tal como se evidenciara en las representaciones graficas posteriores. Para
una discusion mas detallada es posible remitirse a [Baigent 2|, pag. 55 y siguientes.

Mostramos a continuacion los gréaficos correspondientes a R = 1,3 y R = 2,8, donde se ha
efectuado tanto la representacion de f(z) contra x (a la izquierda) como la representacion
de z, contra n (a la derecha). En este caso se aumenta el nimero de iteraciones hasta 14
v 20, respectivamente, para evidenciar mas claramente el comportamiento de la solucién.
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Xn
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Figura 1.11: Convergencia a xy = 1 — %

Notese que en el valor de R = 2,8 se anticipa ya el comportamiento oscilante (de periodo
2) que tiene la ecuacion para valores de R > 3, aunque en tultima instancia, al aumentar
el ntumero de ciclos, el punto fijo se termina estabilizando de forma asintética para todas
las elecciones del valor inicial de x.

e Para R = 3 tenemos la primera muestra del comportamiento conocido como bifur-

cacion. En efecto, para valores de R ligeramente superiores a 3, el punto x = 1 — }%
deja de ser un punto asintéticamente estable, pero aparecen 2 puntos periédicos cuyo
valor se alterna (atractor de periodo 2), a los que llamamos x1 y 2. Este compor-

tamiento se visualiza, para R = 3,1, en el siguiente grafico:

Xn
10} R=31

0.6

0.4 H

0.2+

10 20 30 40 50

Figura 1.12: Atractor de periodo 2

e Al ir incrementando los valores de R, la ecuacion sigue mostrando un atractor de pe-
riodo 2, y simultdneamente se van incrementando los valores de 1 y xo2. Sin embargo,
al llegar a un valor aproximado de R = 3,44, se produce una nueva bifurcaciéon, y
aparecen 4 puntos periddicos (atractor de periodo 4). Por ejemplo podemos repre-
sentar el comportamiento de la sucesiéon para R = 3,5. En este caso es necesario
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representar un namero mas elevado de ciclos (en torno a 60) para distinguir clara-
mente la pauta peridédica. Por esta razon, en este grafico no unimos los puntos con
segmentos para mejorar la claridad del mismo. En la parte derecha se han represen-
tado las secuencias correspondientes a diversos valores semilla para xg.

Xn
10] R

Il
w
u

0.8*. D0 Bee e ee cee see eee see eee see see ses see een

0.6+

L0

0.2+

10 20 30 40 50 60

Figura 1.13: Atractor de periodo 4

¢ El atractor de periodo 4 tampoco se mantiene indefinidamente, y al llegar a un valor
aproximado de R = 3,54 se produce una nueva bifurcacién a un atractor de periodo
8, que se distingue claramente al representar la sucesiéon para R = 3,564. En este
caso utilizamos un solo valor semilla y alcanzamos los 600 ciclos de iteracion para
distinguir méas claramente la pauta:

Xn

10r

08}

0.6

04f.

021

100 200 300 400 500 600

Figura 1.14: Atractor de periodo 8

¢ Las bifurcaciones sucesivas se siguen dando para valores crecientes de R hasta llegar
a un valor de R = 3,5699457 - - - En este punto comienza el régimen cadtico, que se
caracteriza por tener infinitos puntos peridédicos y en consecuencia la estructura de las
orbitas se hace enormemente complicada. Al alcanzar el valor R = 3,6786 aparecen
los primeros periodos impares (al principio muy grandes) y al alcanzar R = 1++/8 =
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3,8284 - - - ya aparecen todos los periodos posibles. La representacién para R = 3,62
y R =4 da una idea de lo aleatorio que puede llegar a ser el comportamiento de esta
ecuacion:

Xn

10p R =3.62

500 1000 1500 2000

Figura 1.15: Comportamiento cadtico

La demostracion rigurosa de que la ecuacion (1.4) presenta un comportamiento genui-
namente cadtico, se puede encontrar en [Hofbauer|, pag. 9 y siguientes. Esto significa, que
dados dos valores semilla arbitrariamente préximos, no hay nada que nos garantice que
sus respectivas sucesiones de recurrencia vayan a tener un comportamiento parejo una vez
transcurrido un namero suficiente de ciclos. En otras palabras, resulta imposible predecir
la tendencia a largo plazo de la sucesiéon generada por una semilla determinada. Y esta
imposibilidad no es de tipo computacional: aun teniendo un ordenador que trabajara con
precision infinita (es decir, que no cometiera errores de redondeo), s6lo podriamos conocer
nuestro valor inicial hasta una determinada precision (un nimero fijado de posiciones
decimales), y esta incertidumbre nos imposibilita predecir el comportamiento de la sucesion
a largo plazo.

Es interesante puntualizar que este comportamiento cadtico que se da en la ecuacién
logistica discreta no se presenta en la ecuacién logistica continua, descrita por medio de una
ecuacién diferencial, cuyas soluciones son totalmente deterministas. No obstante, y como
quedard en evidencia més adelante en este trabajo, los sistemas modelados por medio
de ecuaciones diferenciales continuas también pueden llegar a presentar comportamientos
caracteristicos del caos.
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1.6. Modelos dependientes del tiempo

Hasta ahora hemos considerado exclusivamente ecuaciones auténomas, es decir, aquellas
en las que Z—f no tiene una dependencia explicita con el tiempo. En este apartado vamos a
abordar la dindmica de los modelos de especie tnica desde una perspectiva distinta, aquella
en la que la tasa de crecimiento intrinseca, r, es una funcién del tiempo:

r=r(t)

que debe ser suficientemente regular. Para el propodsito de este apartado basta con que r(t)
sea continua. De esta forma x(t) queda definida por la siguiente ecuaciéon diferencial en
variables separadas:

C(% =r(t)x
donde podemos expresar r(t) como r(t) = n(t) — m(t), siendo:
e n(t) la tasa de natalidad
e m(t) la tasa de mortalidad
e r(t) la tasa reproductiva
Si la condicion inicial es 2(0) = z¢ la solucién al problema de valor inicial es:

x(t) = :Eoefff r(s)ds

En el caso en que r(t) > r9 > 0 para todo instante ¢ > ¢y se produce una explosion de
poblaciéon, que es el crecimiento exponencial en el tiempo e ilimitado que se esbozd en el
apartado (1.1). En efecto, se tiene:

[Lr(s)ds [Lrods rot
z(t) = woelo = Tpe’o = zpe' " — oo cuando t — oo

Para ilustrarlo con un ejemplo tomamos la funciéon r(t) = log(t + 3) que es monotona
creciente y estrictamente mayor que 1 para t > 0. Representando la solucién para distintas
condiciones iniciales:

15
1.0

05

Figura 1.16: Explosién de poblacién
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Sir(t) < —r; < 0 para todo t > ty se tiene un colapso de poblacion, que se identifica
con la extincién de la misma, ya que

t t
0<z(t) = a:oefo r(s)ds < xoefo —rds — poe™™t 5 0 cuando t — 0o

Si tomamos como ejemplo r(t) = —0,5log(t + 3) y representamos la solucién para distintas
condiciones iniciales se obtiene:

Figura 1.17: Colapso de poblacion

La situacién () — 0 en la que ademas [} |r(s)|ds < oo origina una estabilizacion de
la poblacion, z(t). En efecto, si ponemos a = [ |r(s)|ds se tiene:

tlim x(t) — :L'Oejooo T(S)dS < xoejooo ‘T(5)|d5 — :L.Oea < 00
—00

Maés interesante resulta la situacion en que r(t) exhibe un comportamiento periodico, lo
cual puede deberse por ejemplo a una variacién estacional en la disponibilidad de recursos
(alimento, agua,...). Suponemos que r(t) es una funcion periodica de periodo T', es decir,

que r(t +T) = r(t) y definimos:
T
R = / r(s)ds
0

Veamos que x(t) — oo si R > 0. En efecto, si k es el numero de periodos que se engloban
en el intervalo [0,¢) podemos separar dicho intervalo como

[0,t) = [0,kT) U [ET,t)

de forma que

.I'(t) _ l’()efg r(s)ds _ Toe- 6kT T(s)dsejo r(s)ds _ xgekReﬁT r(s)ds

Como r(t) es una funcion periddica se tiene que f,fT r(s)ds = gikTr(s)ds, y haciendo
t1 =t— kT, con t; € [0,T) se tiene:

it
.’L‘(t) — €kRZL‘Oe~/01 r(s)ds _ €kR.fU(t1>
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que tiende a oo cuando t — oo (pues k — o00), asumiendo que z(t;) > 0 para todo ;.
Analogamente se prueba que z(t) — 0 si R < 0. Ademas es inmediato que si R = 0
entonces z(t) es una funcion periddica. Hustramos este ultimo comportamiento con un
ejemplo donde hemos tomado la funcién de periodo 27:

(sent)®® sit € [0, )
r(t) = { —(sent)2P si ¢ € [, 2)

2 (. .
tal que R = fo "r(s)ds = 0, como facilmente se comprueba. Al representar la solucién con
distintas condiciones iniciales se obtiene:

Figura 1.18: Poblacién periddica

1.7. Modelo general: » = r(t,x)

La situacién mas general la encontramos cuando la tasa de crecimiento intrinseca, r,
depende tanto del tiempo como de la poblacién existente en cada instante. Tipicamente,
encontramos que al aumentar el nimero de individuos, x, también aumenta entre ellos la
competencia por los recursos, por lo cual es de esperar que la tasa de natalidad, n(¢,x)
disminuya, y la tasa de mortalidad, m(¢,z) aumente al aumentar la poblacion x:

on(t, x) ~ Om(t, )
Oz <0 0z >0
y ya que 7(t,z) = n(t,x) — m(t,x) se tiene:
or(t,z) <0

ox

v la ecuacién diferencial que define el comportamiento de x toma la formas:

1dx
;a = T(t, l‘)
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Como el miembro de la izquierda es una funciéon homogénea de grado cero en z, es decir

que:
Ldlpr) _1ds

pr dt oz dt

para una constante p > 0, también lo serd el miembro de la derecha, es decir:

r(t,x) = r(t, px)

Llamamos x4, a la maxima poblacién que puede soportar el ecosistema en cualquier

instante, y tenemos:
x

T‘(t,ﬂf) =r (ta > i Tmaz >0

Tmazx

Asumiendo que r(t,z) es analitica en la variable z, desarrollamos r(t,z) = r (t L ) en

? Tmax

serie de Taylor alrededor de z = 0:

r(t.a) = (o) +1(0) () ) (J) .

Supondremos en este punto que 7o(t) > 0, es decir, que la poblacién = experimenta un
crecimiento estricto en un entorno de (¢, x). También supondremos que r(t,x) es continua
en la variable  Puesto que en la gran mayoria de situaciones reales se tiene mrfaw <1
podemos despreciar los términos de grado cuadratico y superior, y asi:

r(t,x) =ro(t) + ri(t) (m;) = ro(t) [1 + 7’0(:)1(;271%4

Puesto que Lgx’x) < 0 se debe tener r1(t) < 0. Reescribimos:
mma:lcr[)(t)
7“( ) TO( )7 ( ) Tl(t)

v asi obtenemos:

r(t, ) = r(t) [1 - Ki?ﬁ)}

siendo
e r(t) la tasa de crecimiento intrinseco, en el instante ¢
e K(t) la capacidad de soporte ambiental, en el instante ¢

Notese que r(t) y K(t) son funciones continuas, de acuerdo a la hipétesis de continuidad
hecha para r(t,z) (con respecto a la variable ¢) anteriormente.
Sustituyendo en la ecuaciéon inicial obtenemos la ecuacién logistica dependiente

del tiempo:
dx

— =1t [1 . Kft)] x (1.5)

que tiene como caso particular la ecuacion logistica (1.2) estudiada en la seccion 1.2.
Podemos suponer un modelo en el que la capacidad de soporte K permanece constante,
pero en el que la tasa de crecimiento intrinseca es periédica: r = r(¢) siendo r(¢) una funcién
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peri6dica con periodo T. Esto puede ocurrir en especies que presentan periodos de celo en
determinadas épocas del ano. En este caso la ecuacion (1.5) se reduce a:

%:r(t) [1—%}3}

que se puede integrar directamente (por fracciones simples o reduciendo la ecuacion de
Bernoulli a una ecuacién lineal) para obtener:

K
K _ 1) e Jor(s)ds 4 q

Zo

x(t) = (

Puesto que r(t) es periodica se tiene que sit = nT+t1, con ty € [0,T), entonces r(t) = r(ty).
Ademés, poniendo R = f(;[ r(s)ds se tiene: [} r(s)ds = nR+ [3' r(s)ds. Sustituyendo en
la ecuacién anterior:

K
e—nl (% _ 1) e—fotl r(s)ds +1

z(t) =x(nR+t) =

v de aqui se deduce inmediatamente:
e Si R > 0 entonces x(t) — K cuando t — oo
e Si R < 0 entonces x(t) — 0 cuando ¢t — oo
e Si R =0 entonces x(t) = x(t1), con lo cual x(¢) también es peridédica de periodo T

Analizamos este altimo caso por medio de un ejemplo, en el cual tomamos r(t) = sent:

Figura 1.19: Tasa de crecimiento periédica con R =0

Observamos como el comportamiento periédico se da tanto por encima como por debajo
de la solucién estacionaria z(t) = K.

Podemos considerar a continuacién el caso en que r es una constante positiva, y la
capacidad de soporte ambiental depende del tiempo: K = K(t) > 0. Esto puede deberse,
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por ejemplo, a una variacién, estacional o no, de los recursos disponibles para una especie
dada. La ecuacion (1.5) toma la forma:

Ccl;tc:r<1—ls<:w>:r; K(t) >0 (1.6)

que se puede resolver explicitamente como ecuacién de Bernoulli. En efecto, el cambio
y = 2! la transforma en:

dy . r
Y
dt YTRO
que es una ecuacion lineal en la variable y(t). Su factor integrante es u(t) = e’ asi que la

soluciéon general de la ecuacién en y es:

y(t) =e " (r /Ot ;E;dg + y0>

y por tanto la ecuacién en z tiene como solucién general:

xo ert

Tor fot %ds +1

x(t)

Vamos a estudiar el comportamiento de la solucién x(t) si K () es una funcién periddica
de periodo T. Si ponemos ¢t = nT + t; con t; € [0,T) podemos expresar la integral del
denominador de la siguiente manera:

t ers n 3T ers nT+t, ers
ds = E / ds+/ ds
/0 K(s) = /G-nT K(s) nT K(s)
| ——

11 ]2

En la integral I3 hacemos el cambio de variable v = s — (j — 1)T de forma que:

3T rs T r(v+(G—1)T) 4 T
I = / = —ds = / R dv = eT(J_l)T/ ¢
G- K(s) 0o Kv+(G—1T) o K@)
donde hemos tenido en cuenta el hecho de que K (t) es periddica de periodo T' y por tanto
K(v+ (j—1)T) = K(v). Si ponemos fOT

dv

erv

K(v)

dv = %, siendo p una constante, concluimos:

I, = Per-nr

’
y por tanto:
SO Per-T Z P ()it pl—e™
L~y r 4 rl—e”T
J=1 Jj=1

Para la integral I> consideramos el cambio v = s — nT' y tenemos:

nT+t1  _rs t1 r(v+nT) ti v
I = / C ds= | ——dv=e"T [ v
nr K(s) o K(v+nT) o K(v)

entonces la integral del denominador queda:

P 1— 6TnT e t1 erv

Fi—eT T ) K@)
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v se tiene:

xoernT rty

T t
|:p11 eeT:LT +reran 1 e™ d,U:| +1
zoet

rnT t TV _
To [Piel erTl—’_rfl YAl dv} + et

z(t) =x(nT +1t1) =

Consideramos ahora el comportamiento de x(nT +t;) cuando n — oo, que es lo mismo que
considerar la forma que toma la funcion z(t) cuando t — oco. Siendo més precisos, vamos
a estudiar si existe una funcién z : RT™ — R* tal que:

Jim |z(t) = zoo(t)] = 0

para definir z fijamos ¢, € [0,T) consideramos los valores de x(t) en los puntos nT + ;.
Como para cada t; fijo, el limite:

lim z(nT + t;)

n—oo
existe y es un nimero real, podemos designar su valor por x(t1). Esto define una funcion
uniformemente continua = : [0,7) — R*. Ahora, para cada t € [(k — 1)T,kT') definimos
Too(t) = oo(t — kT'). Con esto prolongamos periddica y continuamente la funcién z a
todo RT.

Ahora hay que probar que |z(t) — zoo(t)] — 0 cuando t — oo, es decir que para
cualquier sucesion t — oo se tiene |x(tx) — Too(tr)| — 0. Ponemos tp = niT + s donde
np — 00 es una sucesion de enteros y si es una sucesién en el conjunto compacto QWSI
siendo S! la circunferencia unidad, equivalente topolégicamente a [0,7T) y también a [0, 7]
si hacemos la identificacion T' = 0. Tenemos entonces:

|z(th) — Too(tr)| = |2(niT + sk) — Too (N T + si)| = |z(nkT + sk) — Too(Sk)|

donde la dltima igualdad se sigue de la periodicidad de x,. Nétese que aqui no podemos
asegurar que z(niT+Sg) — Too(Sk) cuando k — oo ya que sy varia con k, y en la definicion
de z, partiamos de un ¢; fijo. Consideramos dos casos por separado:

En primer lugar suponemos que s — s* para algiun s* € [0, 7). Entonces, sumando y
restando las cantidades adecuadas se tiene:

| (npT + si) — Too(sk)| < |x(mgT + sg) — x(ngT + s¥)|
+ |z T + s¥) — 200(s™)] + |Zoo (8¥) — Zoo(Sk)]

—0 por la definicién de z., —0 por continuidad de z.

Para controlar el primer término basta recordar que x es solucion de la ecuacion (1.6). Como
por hipotesis se tiene 0 < K; < K(t) < Ky, para constantes K; y Ky convenientemente
escogidas, podemos concluir que para cualquier condicién inicial, la solucién es tal que %
estd uniformemente acotada, dependiendo sélo de la condicién inicial:

ae(1- 2 <d$ ra (1— =
K, \dt\ Ky
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Por tanto x es globalmente de Lipschitz: existe una constante L, que puede tomarse igual
a sup {%}, tal que |x(a) —x(b)] < L|a—b|, por lo que |z(ngT + si) — x(ngT + s*)| <
L|ngT + s, — ngT — s*| = L |sx — s*| — 0 cuando s — s™.

Si sg no fuera convergente, puede descomponerse siempre en una cantidad como mucho
numerable de subsucesiones convergentes (para diversos sublimites s*) los cuales agotan
todos los términos de si. Para cada una de las subsucesiones se puede aplicar el resultado
anterior, y no depende del valor de s*, lo cual termina la demostracion.

Es claro, a partir de la deduccién que acabamos de hacer, que:

e’l‘tl

Too(t) = Too(NT + 1) = Too(t1) = o
A7l Ty

Se tiene que o (t) es una funcion periédica de periodo T y que, ademas, no depende de
la condicién inicial xg. Esto significa que hemos encontrado una solucién asintéticamente
estable, acotada y que oscila simétricamente alrededor de la capacidad de soporte media
K= fOT K (t)dt. Cualquier solucion a la ecuacion (1.6), con K (t) periddica de periodo T,
tiende a largo plazo hacia esta soluciéon limite.

Podemos visualizar este comportamiento con un ejemplo en el que r = 0,5y K(t) =
2 +sen 2¢. La representacion grafica se ha obtenido resolviendo numéricamente la ecuacion
(1.6), en lugar de representar explicitamente sus soluciones. En este caso la ecuacion con-
siderada es:

dz x

e 1.
dt 05 < 2 + sen Zt) v (17)
z(0) = 1,0
2(0) = 22

Figura 1.20: Capacidad de soporte periddica

Con linea continua estén representadas dos soluciones distintas de la ecuacion (1.7),
obtenidas para distintas condiciones iniciales. Se observa como las dos soluciones tienden
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asintoticamente a la misma solucién limite x(t). Con linea de trazos verde esta repre-
sentada la solucion limite, xo(t). La recta de trazos corresponde al valor promedio de la
solucion limite:

1 (T
Too = / Too(t)dt = 1,747
T Jo

y con linea de puntos rojos se ha superpuesto en el dibujo la grafica de K (t). Como se puede
observar, K(t) va adelantada con respecto a x(t), es decir, que ante un incremento de los
recursos se traduce en un incremento de la poblacién, pero no inmediato, sino retardado
un cierto tiempo. De forma anéloga, una disminucién de los recursos se ve seguida de una
reduccién en la poblacion, al cabo también de un cierto tiempo.

1.8. Conclusién del capitulo

De esta forma damos por concluido nuestro estudio preliminar sobre los modelos pobla-
cionales de una sola especie, de los que se ha intentado describir una muestra representativa
que incluye modelos lineales y no lineales, auténomos y dependientes del tiempo, con solu-
ciones estables e inestables, continuos y discretos, y con soluciones que presentan explosiéon,
colapso, o comportamiento periédico en el tiempo.

Tal como hemos visto, se trata en todos los casos de problemas resueltos en el sentido
de que no quedan cuestiones abiertas relativas a la existencia, unicidad, estabilidad o
comportamiento a largo plazo de las soluciones. En particular, los sistemas dindmicos
de una tunica poblacién no presentan comportamiento cadtico, exceptuando la ecuacién
logistica discreta, tal como se ha estudiado.

En el capitulo siguiente abordamos el estudio de los sistemas dindmicos formados por
dos o mas poblaciones que interactian en un ecosistema comun.
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Capitulo 2

Modelos de Lotka-Volterra con dos
especies

Abordamos en este capitulo el estudio de sistemas dindmicos que describen la interac-
cion de dos especies que coexisten en un ecosistema comun. Estos modelos se aproximan
mejor que los de una sola especie a las situaciones reales encontradas en biologia y ecologia.
Los principales modelos de interaccién interespecie que seran objeto de estudio se relacio-
nan a continuaciéon:

¢ Interacciéon depredador-presa, en la que la supervivencia de la especie depredadora
estd condicionada a la existencia de otra especie que le sirve de presa.

¢ Interacciéon competitiva: dos especies compiten por el mismo recurso o recursos,
pero no existe depredacién directamente entre ellas.

¢ Interacciéon cooperativa, simbi6tica o mutualismo: la supervivencia de cada especie
se ve favorecida por la existencia de la otra.

Ademés se tendran en cuenta los términos de interaccién intraespecie en refinamientos
sucesivos de los modelos.

El estudio matemético de estos modelos fue iniciado por A. Lotka y V. Volterra en los
afios 1920, alcanzé un gran desarrollo en el siglo XX gracias a los trabajos de Lyapunov,
Lorentz y muchos otros autores y todavia supone en la actualidad (2011) un &rea muy
activa de investigacion.

Damos de forma preliminar un repaso de las definiciones y resultados fundamentales en
la teoria de sistemas dindmicos, antes de proceder al estudio de las distintas interacciones.

2.1. Repaso de definiciones y resultados basicos

Sistema auténomo: un sistema de ecuaciones lineales de primer orden se dice que es
autonomo cuando se puede escribir de la forma:

dx
= = 1) 21)

donde x € R*y f : R® — R", es decir, que la funcién vectorial f no depende explicitamente
del tiempo.
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Solucién: una solucion del sistema (2.1) es una aplicacion ¢ — z(t) de algan intervalo

I C R en R", diferenciable en todas sus componentes, y que satisface dfi(tt) = f(z(t)) para

cada una de ellas.

Condicion inicial: es una especificacion del valor de z(t) en un instante determinado,
habitualmente ¢ = 0. La condicién inicial se establece por medio de una ecuacién de la
forma: x(0) = xg, con zp € R™.

Teorema de existencia y unicidad (Picard): si G C R" es un conjunto abierto,
f : G — R"™ es localmente lipschitziana para todo x € G y zg € G, entonces la ecuaciéon
diferencial & = f(x) con x(tp) = xo tiene una solucién tnica z : I — U para algin
intervalo abierto I que contiene a tg. Habitualmente exigiremos que todas las componentes
de f sean diferenciables, lo cual implica la condicién de Lipschitz. La demostracién de este
teorema se puede encontrar en |[Valdivia 1], pag. 367.

Punto critico: un punto critico del sistema auténomo es un vector z; tal que f(x1) = 0.
En este caso es evidente que x(t) = 1 es una solucion del sistema auténomo (2.1).

Espacio de fase: es el espacio R donde se representan todas las coordenadas del vector
x(t). Si n = 2 se denomina plano de fase.

Trayectoria u 6rbita: es la proyeccion de la gréfica de una solucion {t,z(t)} € R**!
en el espacio de fase.

Mapa de fase: es un conjunto de trayectorias representadas en el espacio de fase.

Punto critico estable: un punto critico z de una ecuaciéon diferencial % = f(z) se
denomina estable (y también Lyapunov-estable) si para cada entorno U de z, existe otro
entorno W de z tal que toda trayectoria que parte de W esta contenida en U, es decir, que
si g € W entonces z(t) € U para todo ¢t > 0.

Punto critico asintéticamente estable: el punto critico z se denomina asintética-
mente estable si, ademas de ser estable, toda érbita que parte de W converge a z, es decir,
x(t) — z cuando t — oo para todo xg € W.

Cuenca de atraccién de un punto critico asintéticamente estable: el conjunto
de puntos zg tales que z(t) — z se llama cuenca de atraccion de z. La cuenca de atraccion
es un conjunto abierto, ya que si zg estd en la cuenca de atraccién, y W es un entorno
de z, entonces existe un entorno de zg, que llamamos U, tal que si y € U, entonces la
solucion y(t) con y(0) = yp tiende a un punto w € W, por la dependencia continua de las
soluciones con respecto a las condiciones iniciales. La cuenca de atraccién es un conjunto
invariante, pues si una solucion x(t) corta a la cuenca en un punto yy para un instante tg,
basta tomar la solucion trasladada y(t) = x(t + to) tal que y(0) = yo, y entonces y(t) — z
cuando t — oo, que es lo mismo que decir que z(t) — z cuando t — oo.
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Punto critico globalmente estable: el punto critico z se denomina globalmente estable
si su cuenca de atraccion es el espacio de fase completo (o al menos su interior).

2.2. Modelo depredador-presa de Lotka-Volterra

Consideramos el caso de dos especies, que llamaremos depredador y presa, que coexisten
en un ecosistema comun. Representamos por x e y el nimero (o densidad) de individuos
de las especies presa y depredadora respectivamente. El modelo propuesto inicialmente por
Volterra se expresa de la siguiente forma:

dx
& = x(a — by) 5.9
% = y(—c+dx) (2:2)

donde a, b, ¢, d son constantes positivas. A lo largo del trabajo utilizaremos indistintamente
las notaciones de Leibniz y Newton para la derivada temporal: ‘fi—f = &, etc. El significado
del modelo se resume como sigue:

e En ausencia de depredadores, y = 0, la ecuacién para la presa se reduce a Z—f =

ax, siendo a la constante de crecimiento intrinseca para x. Esta ecuacién ya ha
sido estudiada en el primer capitulo, y como sabemos da lugar a un crecimiento
exponencial; posteriormente introduciremos modificaciones a la primera ecuacion que
eviten la explosion poblacional.

e En ausencia de presas, x = 0, la ecuacién para el depredador toma la forma % =

—cy que sabemos que da lugar a un decrecimiento exponencial y posterior extincion
(colapso) de la poblacion. ¢ es por tanto la tasa de decrecimiento intrinseca de y.

e La constante b > 0, que corresponde con el término cruzado —bry en la primera
ecuacién, da cuenta de que las interacciones entre las dos especies, que se suponen
proporcionales al producto xy de ambas poblaciones, son desfavorables para la presa
(de ahi el signo negativo).

¢ Analogamente, la constante d > 0 corresponde al término cruzado dzy en la segunda
ecuacién, pone en evidencia que los encuentros entre individuos de ambas especies
son favorables al depredador.

Otra forma de interpretar el sistema (2.2) es por medio de las tasas de crecimiento per

capita. En efecto, 9 y % son las tasas de crecimiento absolutas para presa y depredador

v dt
: 1 dx 1dy P .
(7 e y respectivamente). Por tanto % v 4 dr son las tasas de crecimiento per capita (es

decir, por numero de individuos) para las dos especies. Asi, el sistema (2.2) toma la forma:

1dx

i
1ay _

Lt c+dx

en la que los miembros de la derecha de cada ecuacién son funciones lineales en las variables
Tey.

En general, un sistema que modele la interaccién de dos o mas especies, s6lo tiene
sentido fisico si e y son funciones no negativas del tiempo. Esto nos lleva a estudiar
trayectorias que se encuentren integramente en el primer cuadrante del mapa de fase.
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Vamos a probar que el interior del primer cuadrante es un conjunto invariante para el
sistema (2.2).

La solucion trivial z(t) = 0, y(t) = yoe™* , yo > 0 corresponde a una trayectoria en
el plano de fase que coincide con el semieje vertical positivo. Andlogamente la solucién
y(t) = 0, z(t) = wpe™, 2o > 0 corresponde al semieje horizontal positivo en el plano de
fase. El origen del plano de fase también corresponde con una solucion trivial del sistema
(2.2), que es z(t) = y(t) = 0. Estas tres trayectorias juntas forman una frontera para el
primer cuadrante del plano de fases: {(z,y) € R*:z >0,y > 0}.

Sabemos que en un sistema auténomo las trayectorias no pueden cortarse, ya que eso
darfa lugar a dos soluciones z1 y xo tales que x1(t1) = z2(t2), para unos determinados
instantes t1 y ta, con T = t9 — t1. Pero en un sistema auténomo, si x1(t) es solucion,
entonces x3(t) = z1(t — T') también es solucion, lo cual significa que z1(t1) = x3(t; +T) =
x3(ta) = x2(t2) contradiciendo asi el teorema de existencia y unicidad.

Como consecuencia inmediata tenemos que el interior del primer cuadrante, que deno-
tamos por:

C

C’lz{(az,y)ER2:x>O,y>0}

es invariante en el sentido de que toda solucién que comienza en él, permanece en él; en
otras palabras, que si partimos de unas poblaciones iniciales positivas, xg > 0, yo > 0,
no se puede dar z(t) < 0 ni y(¢) < 0 en ningan tiempo finito ¢, consistentemente con el
significado fisico que se asigna a los modelos poblacionales.

El tnico punto critico de (2.2) en C viene dado por:

zla—by) = 0=y=

QoS

y(—c+dzr) = 0=z=

y lo denotamos por F'(Z,y) = (3, %). Este punto critico es un centro tal como se demostrara
més adelante en este apartado. Por tanto las trayectorias en el mapa de fases son curvas
cerradas alrededor del punto critico, lo cual corresponde a soluciones periédicas en el tiempo
para x(t) e y(t). Representamos un conjunto de 6rbitas del sistema con a = 1,8, b = 0,9,
c = 0,81, d = 0,54 para distintas condiciones iniciales xg, yo, junto con el punto critico.
También se ha representado la solucion x(t), y(t) para una condicién inicial en particular:

N
T

X()

1 ‘ 2 3 4 5 10 15 20 25 0

Figura 2.1: Modelo depredador-presa basico
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Analizando el gréfico de la derecha vemos que los maximos y minimos de z(t) ocurren
antes, para cada periodo, que los correspondientes méximos y minimos de y(t), por lo que
las trayectorias en el grafico de la izquierda se recorren en sentido contrario a las agujas
del reloj.

Vamos a estudiar una cantidad conservada para el sistema (2.2). Partimos de las ecua-
ciones originales:

% = w(a—by)
dy
ol y(—c+dx)

C

multiplicamos la primera por %dx y la segunda por G_Tby para obtener:

c—dxdzx
r  dt (¢ —dz)(a — by)
a— by dy
L9 (_ .y
,dl (—c+dx)(a — by)

sumando ambas ecuaciones:

c dx a dy
——d)— ——b|—=0
<$ ) dt * (y ) dt
aplicando la regla de la cadena:

d
7 (clogx —dx 4+ alogy — by) =0
por lo que:

clogxz — dx + alogy — by = cte

Si (Z,7) son las coordenadas del punto critico tenemos: ¢ = dZ, a = by, asi que:
d(zlogx —x) +b(ylogy — y) = cte
definiendo H(z) =Tlogz —x y G(y) =ylogy — y se tiene:
dH(x) + bG(y) = cte

v haciendo
V(x,y) = dH (z) + bG(y) (2.3)

tenemos por dltimo:

V (z(t),y(t)) = cte

asi que V(zx,y), que es una funcion definida en todo C, es constante sobre las trayectorias
del sistema. Es por tanto una constante de movimiento o cantidad conservada. Recor-
dando que una primera integral de un sistema % = f(X) es una funcion ¢(-,-) tal que
o(t, X (t)) = cte, los calculos anteriores muestran que V' es una primera integral de (2.2).
Imponiendo:
ov._ov
or  dy
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encontramos que el tnico candidado a punto critico de V' es precisamente (Z,7). La matriz
hessiana de V, evaluada en (T,7) es:

H(fay) = ( _0% _Oyz )
Y

y yaque Hyp < 0y detH > 0, se tiene que (Z,7) es un méaximo relativo (el tnico) de
V(x,y), donde la funcién toma el valor V(Z,y) = a (log% — 1) +c (logg — 1).

Por otro lado, tomamos una semirrecta en el plano de fase que parte de (Z,7) en
cualquier direccién. Sus ecuaciones paramétricas son:

8

r=T+us
Yy=y+wvs

donde (u,v) es el vector director de la recta, y s un pardmetro real. La funcion V a lo largo
de la semirrecta toma la forma:

V(s) = clog(z + us) + alog(y + vs) — (du+ bv)s —a — ¢

Si u y v son ambos positivos, hacemos tender s a infinito, y si u, v 0 ambos son negativos,
s tiende al valor que hace que la semirrecta corte alguno de los ejes coordenados. En
cualquier caso se tiene que V(s) decrece tendiendo a —oo en cualquier direcciéon que se
pueda considerar.

Estos hechos nos permiten deducir que V(z,y) es estrictamente concava en Cy. Los
conjuntos de nivel son curvas cerradas alrededor del punto critico (Z,7), y como conclusion
inmediata tenemos que las trayectorias en el plano de fase son cerradas, y por tanto las
soluciones al sistema (2.2) son periodicas. Ilustramos esta consecuencia por medio de un
grafico tridimensional de V(x,y), asi como de sus curvas de nivel:

Figura 2.2: Curvas de nivel
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Merece la pena notar que este modelo depredador-presa tiene sentido fisico, no sélo
por el hecho de que las soluciones no se hacen negativas nunca, sino también porque estan
definidas para todo t > 0 (por ser periddicas) siempre que la poblacion de depredadores se
mantenga estrictamente mayor que cero. Sin embargo, predice un comportamiento invaria-
blemente periédico, es decir, la modificacién de los pardmetros a,b, c,d sélo supone una
variacion en el periodo de las 6rbitas, pero no contempla que una especie domine sobre la
otra y termine provocando su extincién.

Veamos que el sistema es hamiltoniano, siendo V(z,y) la funcién hamiltoniana. En
efecto, para obtener su forma canénica introducimos las coordenadas generalizadas p y ¢:

p=logz; ¢=logy
y el hamiltoniano canoénico, H(p, q) toma la forma:
H(p,q) = d(@p—€") +b(yq —e)

vy por simple manipulacién algebraica se llega a las ecuaciones canénicas de Hamilton:

dp oH
dt dq
dq _90H
dt Op

Principio de Volterra

Una vez probado que z(t) e y(t) son funciones periédicas, podemos calcular sus prome-
dios temporales. En efecto, tomando la 22 ecuacion en (2.2) tenemos:
dy

1 d
y(—c+dx) = ot =—c+dr= %(logy) =—c+dx

dy _
dt

Llamamos T al periodo de z(t) e y(t). Integrando con respecto al tiempo entre 0 y T
tenemos:

T d T
/ — (logy)dt = / (—c+dx)dt
o di 0
T

logy(t)]d = —cT+d | x(t)dt
0

T
logy(T) —logy(0) = —cT + d/ x(t)dt, con y(0) #0
0
y ya que y(t) es periddica, se tiene y(7T') = y(0), asi que:

T 1 T c
0=—cT+d/ x(t)dt:>/ wt)dt = S =7
0 T 0 d

Por un razonamiento totalmente analogo concluimos:

1 r a
— Ddt =~ =7
T/o y(t) ;=Y

Asi que los promedios temporales de cada funcion son iguales a las correspondientes coor-
denadas del punto critico (Z, 7). Este resultado se conoce como principio de Volterra.
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2.3. Modelo depredador-presa con competencia intraespecie

Como ya se ha comentado, la ecuacion (2.2) presenta una explosion en la poblacion
de presas en el caso particular de ausencia de depredadores. Para remediar este compor-
tamiento basta con introducir un término logistico en la ecuacién para x, que da cuenta de
la competencia intraespecie cuando el ntiimero de presas se hace arbitrariamente grande.
Aunque la poblaciéon de depredadores no presenta en ningin caso el crecimiento expo-
nencial, se puede introducir también el término logistico para modelar la competencia
intraespecie de los depredadores. De esta forma la ecuacién diferencial toma la forma:

dx
S = w(a—by—ex) 9.4
Y = yl—c+dz— fy) (24)

cone >0y f > 0;no excluimos el caso f = 0 puesto que no da lugar a un comportamiento
explosivo. Vamos a probar que C] = {(x,y) ER?:2>0,y > 0} también es un conjunto
invariante de (2.4), es decir, que una trayectoria que comience en un punto del interior
primer cuadrante, no puede salir de esta region.

Ante todo, z(t) = y(t) = 0 es una solucién trivial del sistema. Supongamos ahora que
z(t) = 0. En este caso la 2* ecuacion toma la forma:

dy Y
— =y(—c— =—c 1——) ,con K = ——
dt u 1v) ( K)Y f

y es por tanto una ecuaciéon logistica con la tasa de crecimiento intrinseco y capacidad

de soporte negativas. Integrando de la misma forma que hicimos en el primer capitulo
obtenemos:

c

y(t) = as
(K —yo)e + yo
que toma (obviamente) el valor y(0) = yo v luego tiende a cero cuando ¢t — oco. Asi pues,
ninguna trayectoria puede cortar el eje y, ya que si tal trayectoria existiera y (0,y1) fuera
el punto de corte, bastaria tomar yy > y; v entonces dos trayectorias se cortarian en dicho
punto, resultando una contradiccién.
Si y(t) = 0, la primera ecuaciéon toma la forma:

dx

dt
que es una ecuacion logfstica idéntica a la tratada en el primer capftulo. Por tanto sabemos
que si 0 < zg < K la solucién tiende asintéticamente hacia x = K = % xg = K da lugar
a una soluciéon estacionaria, y xg > K da lugar a una solucion que cumple z(0) = xg y
luego tiende asintéticamente hacia x = K = £. Esto implica que ninguna trayectoria que
comience en un punto de C; puede cortar el eje x, ya que si (zg, 0) fuera el punto de corte,
ese mismo punto perteneceria a otra trayectoria distinta, correspondiente a la ecuacién
logistica, llegando también a una contradiccién.

Por tanto todos los puntos de la frontera de C; pertenecen a trayectorias que empiezan
en puntos de dicha frontera. En otras palabras, el interior del primer cuadrante, C1, es un
conjunto invariante de la ecuacion (2.4).

Para estudiar cualitativamente el comportamiento de (2.4) vamos a centrarnos en las
isoclinas, o curvas de igual pendiente. En efecto, la z-isoclina es la curva que une puntos

en los que % = 0 (pendiente vertical). En nuestro caso la ecuacion de la z-isoclina es:

:J:(a—ea:):a<1—%>x,conK:9

e

a e
e:c+by:a:>y:g—5x
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Analogamente, la y-isoclina es la curva que une puntos en los que % = 0 (pendiente
horizontal), asi que la ecuacion de la misma para f # 0 es:

c d

dr — fy=c=>y=——+ <z

[ r
Observamos que la x-isoclina es una recta de pendiente negativa, y la y-isoclina es de
pendiente positiva, asi que ambas isoclinas se cortan necesariamente en un punto F(Z,7).
El punto F puede pertenecer a C o no, y analizamos ambos casos por separado:

Caso 1: F ¢ C;

Las isoclinas dividen C} en tres regiones, que llamaremos I, II y III, de acuerdo al
grafico:

y
30r o
N
25¢F &(’,/
1 2
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20ta/b ///
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i5F % / -~

N /

\\?‘9 ; \
10} \ ,/
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Figura 2.3: Isoclinas

Las trayectorias tienen pendiente horizontal cuando atraviesan la y-isoclina (recta con
pendiente positiva) y pendiente vertical cuando atraviesan la z-isoclina (recta con pen-
diente negativa). Estudiamos la pendiente de las trayectorias en las regiones I, IT y ITI.

Puesto que la y-isoclina corta al eje 2 en el punto (4, 0) se tiene que el punto P (%, ﬁ)

se encuentra en la regién 1. Entonces se tiene:

dx 2c 2c c 2ce (a 2c c

y puesto que ¢ — % < 0, por ser § > 2, se tiene que %(Pl) < 0. Por otro lado:

dy _c 2c c\ ¢ cy  c¢c
dt(Pl)—Qf(c+ddf2f)—(c+202)_2f2>0

Asi que en la region I se tiene:

d dz
Y
de W

dt

es decir, las trayectorias tienen pendiente negativa.

35 UNED - UAb, 2011



Trabajo Fin de Méaster Sistemas de Lotka-Volterra en dindmica poblacional

De forma totalmente aniloga se prueba que la pendiente en la region Il es positiva, y
la pendiente en la region III vuelve a ser negativa (ver el grafico anterior).

La tinica opcién en este caso es que toda trayectoria debe tender asintéticamente hacia
el punto P (%, 0), es decir, que se produce la extincién del depredador, y la estabilizacién
de la presa en el valor de capacidad de soporte predicho por la ecuaciéon logistica.

Representamos la familia de trayectorias obtenidas para un ejemplo numérico del caso
1, tomando a =1, e = 0,01, b= 0,05, c=3, d = 0,15, f =0,1:

Figura 2.4: Trayectorias

Caso 2: F € C;

30r
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Figura 2.5: Punto critico interior. Isoclinas y trayectorias
Las isoclinas se cortan en el punto F' de coordenadas:
_  be+af ad — ce
T=_——" J=17—
bd + ef bd + ef
y es claro que F' es un punto critico de (2.4) puesto que en él se cumple fl’f = % =

En este caso las isoclinas dividen el interior del primer cuadrante, C, en 4 regiones que
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denominamos [, II, III y IV. Realizando un andlisis equivalente al del caso anterior vemos
que en las regiones I y I1I las trayectorias tienen pendiente decreciente, y en las regiones I1 y
IV tienen pendiente creciente. Esto parece sugerir que las trayectorias se mueven en sentido
contrario a las agujas del reloj alrededor del punto critico F', pero no podemos determinar
si convergen asintoticamente a este punto, o si tienden a una trayectoria periodica (ciclo)
alrededor de F'. Representamos las soluciones obtenidas para a = 4, e = 0,01, b = 0,2,
c=3,d=0,025 f=0,1 (fig. 2.5).

Para establecer el comportamiento asintético de las soluciones debemos introducir los
conceptos de w-limites, a-limites y funciones de Lyapunov.

w-limites

Sea % = f(x) una ecuacion diferencial (vectorial) auténoma definida en una region de
R™ y sea z(t) una solucion definida para t > 0 y que satisface la condicion inicial 2(0) = xo.
El w-limite de ¢ es el conjunto de todos los puntos de acumulacién de z(t) para t — oo:

w(zo) = {y € R" : z(t;) — y para alguna sucesion t; — oo}
Los puntos en el w-limite cumplen las siguientes propiedades:

e Sea y € w(zp). Dado un entorno cualquiera de y, la solucion z(t) corta dicho entorno
incluso después de un tiempo arbitrariamente grande, ya que si a partir de un deter-
minado instante la solucién no cortara a un entorno de y, tal punto y no podria ser
punto de acumulacion de x(t).

e Si a partir de un determinado instante la soluciéon x(t) permanece dentro de un
subconjunto compacto de R" ! entonces necesariamente ha de tener puntos de acu-
mulacioén, y por tanto w(zp) # .

e Cualquier punto zp perteneciente a la soluciéon x(t) tiene el mismo w-limite que z,
ya que zg = x(t1) para algin instante ¢1, y sabemos que si z(t) es solucion, también
lo es x(t — t1).

e w(xp) es un conjunto cerrado, pues se puede expresar como interseccion de conjuntos

cerrados:
w(zg) = ﬂ {z(s) : s>t}
>0

e El conjunto w(xg) es invariante, es decir, que si yp € w(xg) pertenece a una solucion
y(t) con y(0) = yo, entonces toda la solucion y(t) pertenece a w(zp). En efecto, ya
que z(tx) — yo para alguna sucesion tg, y como las soluciones presentan dependencia
continua respecto de las condiciones iniciales, entonces, para un t arbitrario se tiene
x(tx +t) — y(t) cuando k — oo, asi que y(t) es punto de acumulacion de x(t) para la
sucesion tx +t, y por tanto y(t) € w(zg). Como esto es valido para todo ¢, se concluye
que todos los puntos de la solucion, y(t), pertencen al w-limite.

¢ Los puntos criticos y las soluciones periddicas constituyen sus propios w-limites.

e Siw(xg) es compacto, entonces es conexo. En efecto, sabemos que si z(t) (con x(0) =
x0) es solucion, x(t + t,) también lo es, por tratarse de un sistema auténomo. Para
t fijo tomamos el limite cuando n — oo de forma que x(t + t,), (0) = xo tiende a
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x(t), z(0) = p siendo la trayectoria que pasa por p un subconjunto de w(xg). Se sigue
que la distancia entre los conjuntos z(t), ©(0) = z¢ y w(xg) es cero segin t tiende a
infinito, asi que w(zp) debe ser conexo.

o-limites

Se definen de forma anéloga a los w-limites, pero haciendo tender el tiempo a —oco. Si
x(t) es una solucion de & = f(z) definida para t < 0 y que satisface la condicion inicial
x(0) = xo, el a-limite de x¢ es el conjunto de todos los puntos de acumulacion de x(t) para
t — —o0:

a(xg) = {y € R" : z(tx) — y para alguna sucesion t, — —oo}

El a-limite a(xg) cumple las mismas propiedades que los w-limites, pero teniendo en cuenta
la inversién temporal.

Teorema de Lyapunov

El teorema de Lyapunov nos permite obtener informaciéon sobre los w-limites, incluso
aunque no conozcamos explicitamente las soluciones de la ecuacién diferencial.
d o . . ) _
Teorema: Sea d—ft = f(x) una ecuacion diferencial (vectorial) auténoma definida en un
subconjunto G C R", con f : G — R" continuamente diferenciable. Sea V : G — R
una funcién continuamente diferenciable. Si existe una solucién x(t) con condicién inicial

z(0) =z € G tal que V (z(t)) verifica W > 0, o bien W < 0, entonces w(zg) NG
esta contenido en el conjunto {y €G: % = O} =V=Y0).

Demostracion: Se puede consultar la referencia [Hofbauer|, pag. 19. o la referencia
[Baigent 1|, pag. 18. O
La funciéon V recibe el nombre de funcion de Lyapunov. Notese que w(xg) puede ser el
conjunto vacio y aun asi existir una funcién de Lyapunov que cumple lo establecido por el
teorema.
Volvemos ahora a la ecuacion (2.4) y consideramos la funciéon definida en (2.3):

V(z,y) = dH(x) + bG(y)

siendo:
H(z)=Zlogz -z y G(y)=7ylogy—y
entonces:
dVv oV dx oV dy
bl I a4
@t o dt oy dt

= T2 — by —ex YY) y(—c+do—
= d( - )x(a by )+b< ” >Z/( +dx — fy)
= d(T —x)(a—by —ex)+ by —y)(—c+dr— fy)

Puesto que T, 7 son soluciones del sistema de isoclinas, ex + by = a, dx — fy = ¢, podemos
sustituir:

a = ex+by
c = dt—fy
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para obtener:

av

- = d(T — x) [ex + by — by — ex| + b(y — y) [—dT + fy+ dx — fy]
= d@ —x)[e(T—2)+bFy—y)]+bH —y) [-dET —2)+ [T —y)]
= de(x

—2)? +bd(T — x) (Y —y) — bd(T — )Y —y) +bf (G —y)?
= de(T—2)*+bf(T—y)* >0

lo cual se cumple para toda trayectoria del conjunto C;. De esta forma, aplicamos el
teorema de Lyapunov a la funcién V' y obtenemos que el w-limite de cada trayectoria en
C1 esta contenida en el conjunto:

{(m,y) eR? : % :o}

Entonces 4 ﬁ =0=de(T—2)>+bf(y—y)>=0.Si f#0 la tinica posibilidad es z = 7,
y = 7, es decir, el punto critico de (2.4). Como (7,7) es una solucién de la ecuacion,
tenemos que w(xzo) = {(Z,7)}. Si f = 0, es decir que la y-isoclina es vertical, los puntos
que pueden pertenecer al w-limite son los pertenecientes al conjunto:

K:{(w,y)€R2 : ac:f,y>0}

El w-1imite debe ser un subconjunto invariante de K, es decir que si una solucién corta a
un punto de K, toda la solucién deberia pertenecer al w-limite, y como la recta vertical
con abscisa x = ¥ no es solucién de la ecuacién en ningln caso, ningtn punto de K,
aparte de (7,7), puede pertenecer al w-limite. Es decir, que también en este caso se tiene
w(wo) = {(7,7)}

Concluimos por tanto que toda solucion de la ecuacion (2.4) en Cy debe converger
asintoticamente al punto critico (Z,7), y no existen por tanto soluciones ciclicas para esta
ecuacion. En este caso las soluciones no son curvas de nivel de V(z,y), sino que van
ascendiendo en espiral (ya que % > 0) hasta converger al punto critico (Z,7), tal como se
anticipaba en la figura 2.5.

Principio de invariancia de LaSalle

El siguiente resultado permite refinar en muchos casos la informacién obtenida a partir
del teorema de Lyapunov.

Teorema (LaSalle): Sea # = f(x) una ecuacion diferencial (vectorial) auténoma defini-
da en un abierto G C R" con f : G — R" continuamente diferenciable y tal que f(zo) =0
para algin zg € G. Sea V : G — R una funcién real que satisface:

L4 V(x[)) =0
e V(z) >0paraz e G—{xg}

Entonces )
. dVi(x(t
a) Si =

b) Si W < 0 para todo z € G — {x0}, zp es un punto critico asintoticamente

< 0 para todo x € G, xg es un punto critico Lyapunov estable

estable

c) Si w > 0 para todo x € G — {xo}, o es un punto critico inestable
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Demostraciéon: Se puede consultar la referencia [Perko|, pag. 127. O

Estabilidad de los modelos depredador-presa

Del analisis hecho en este capitulo se concluye que el punto critico de (2.2) es estable,
y el punto critico de (2.4) es asintoticamente estable, e incluso globalmente estable. Esto
nos indica que el modelo depredador-presa es mas estable cuando se tiene en cuenta la
competencia intraespecie (el término logistico).

En efecto, una pequena perturbacion del punto critico en (2.4) es rapidamente corregida
por la dindmica de la ecuacién, y los valores de x e y vuelven al punto de equilibrio.
Sin embargo, una perturbacién con respecto al punto critico de (2.2) origina un cambio
permanente a una trayectoria ciclica que no converge de nuevo al punto critico. De hecho,
una sucesiéon de perturbaciones aplicadas de forma adecuada, puede hacer que el sistema
vaya saltando a trayectorias cada vez mds amplias, y termine convergiendo a un punto
de la frontera de C1, lo cual como sabemos, significa la extincion de al menos una de las
poblaciones.

Aun hay otro sentido en el que la ecuacion (2.4) es més estable que (2.2). Sabemos
que un pequeiio cambio en los parametros de (2.4) no altera significativamente el com-
portamiento cualitativo de las trayectorias: siguen siendo espirales que convergen al punto
critico. Sin embargo, la introduccién del término logistico —ex? en la ecuacién (2.2), por
muy pequeiio que sea el valor de e, altera radicalmente el patrén de las trayectorias, que
dejan de ser ciclicas alrededor del punto critico, para convertirse en oscilaciones amor-
tiguadas que terminan convergiendo al estado estacionario. En este sentido, decimos que
la ecuacion (2.2) no es estructuralmente estable. Sus principales caracteristicas: existencia
de una cantidad conservada, periodicidad de todas las trayectorias, punto critico que es
estable pero no asintéticamente estable, son particulares del hecho de que e = f = 0, pero
no son genéricas del modelo depredador-presa.

2.4. Ecuaciones diferenciales lineales

A continuacion llevaremos a cabo el estudio de la interacciéon entre dos especies que
compiten directamente por los mismos recursos en un habitat compartido, pero que no se
depredan entre si. También se estudiara el caso de dos especies que coexisten en simbiosis o
mutualismo, es decir, que la presencia de una especie es beneficiosa para la otra y viceversa.
El objetivo es similar al del apartado anterior, es decir, localizar los puntos criticos de la
ecuacién y determinar su estabilidad.

Comenzamos repasando las nociones relativas a la linealizacion de ecuaciones diferen-
ciales vectoriales (en n componentes). Aunque la gran mayoria de ecuaciones diferenciales
que se presentan en la naturaleza son no lineales, la estabilidad de sus puntos criticos puede
deducirse en muchos casos, aunque no todos, de la estabilidad de los puntos criticos de la
ecuacién lineal asociada.

Recordamos las propiedades principales de la ecuacién lineal homogénea de dimension

n, que toma la forma:

dx
—=A 2.
o = A (2.5)

siendo A una matriz n X n. La solucién se puede expresar como:
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Cada componente z;(t) de la soluciéon puede expresarse como combinacion lineal de las
siguientes funciones:

e ¢Msi X es un autovalor real de A.
e e cosht y etsenbt si p = a+ bi es un autovalor complejo de A.
e theM para j=1,---,m si A es un autovalor real de A con multiplicidad m.

o the® cosbt y t/e® senbt para j = 1,--- ,m si p = a + bi es un autovalor complejo de
A con multiplicidad m.

Es claro que los autovalores complejos introducen un comportamiento oscilatorio en las
soluciones de (2.5), debido a los términos en seno y coseno. Estas oscilaciones son amor-
tiguadas si y s6lo si la parte real de los autovalores, a, es menor que cero.

El origen x = 0 es un punto critico de (2.5), que recibe las siguientes denominaciones:

¢ Un nodo estable, o sumidero, si la parte real de todos los autovalores de A es menor
que cero. En este caso, el origen es el w-limite de toda trayectoria en el espacio de
fase.

¢ Un nodo inestable, o fuente, si la parte real de todos los autovalores de A es mayor
que cero.

¢ Un punto de silla si algunos autovalores tienen parte real estrictamente positiva,
y otros tienen parte real estrictamente negativa. Las trayectorias cuyo w-limite es el
origen forman una variedad (en inglés, manifold) lineal de R™ denominada variedad
estable. Las trayectorias cuyo a-limite, tal como lo definimos mas arriba, es el ori-
gen forman la variedad inestable. Ambas variedades, estable e inestable, son dos
subespacios de interseccion trivial que generan R™ (tienen suma directa).

En cada uno de estos casos el origen, como punto critico, recibe el nombre de punto
hiperbélico, por oposicién a los casos degenerados en los que la parte real de algunos,
o todos los autovalores es cero. Un autovalor A = 0 corresponde a una variedad lineal
formada integramente por puntos criticos. Un par de autovalores imaginarios puros u = £bi
corresponde a una variedad lineal formada por trayectorias periédicas de periodo 27”. Con
respecto al punto critico en el origen se tiene:

¢ Se denomina centro si todos los autovalores tienen parte real cero.

o Ademas se puede dar la situacién en la que algunos autovalores, pero no todos, tienen
parte real cero. En este caso, si nos restringimos al espacio propio correspondiente a
los autovalores con parte real cero, el punto critico sigue siendo un centro, aunque
no lo es en espacios mayores, en particular en R".

Para que las soluciones de (2.5) en un entorno del origen presenten un comportamiento
estrictamente periddico, es necesario que la parte real de los autovalores sea cero hasta
la precisién con que se efecttian los célculos. Basta una pequefia perturbaciéon en los coe-
ficientes de la matriz A para que los autovalores pasen a tener parte real distinta de
cero, y el origen pase a ser hiperbdlico (fuente, sumidero o punto de silla). Es decir, el
comportamiento periédico no es una caracteristica estable de los sistemas lineales.

Reciprocamente, el caso hiperbélico presenta un comportamiento estructuralmente es-
table, es decir, si la perturbacién en los coeficientes es suficientemente pequena, las érbitas
presentan esencialmente el mismo comportamiento cualitativo.
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Linealizacion de ecuaciones diferenciales

Consideramos ahora la ecuacién no lineal general de primer orden:

dx

— = f(x 2.6
= f) (26)
v estudiamos su comportamiento en el entorno de un punto z € R™. Si z no es un punto
critico, entonces el desarrollo de Taylor de orden cero, en torno a z, es sencillamente
f(2) # 0, por lo que la ecuaciéon (2.6) toma la forma:

dx
— = f(z) = cte
= 1)
y las trayectorias se convierten en rectas paralelas (recordamos que dos trayectorias dis-
tintas no pueden cortarse si se cumplen las hipotesis de buen comportamiento para f).
Si z es un punto critico de (2.6), el comportamiento local de las trayectorias viene dado

por el término de primer orden del desarrollo de Taylor de f, que corresponde con su matriz
jacobiana D, f = A:

o) 0
L) - #(z)
A= : :
Ofn Ofn
Ga(z) - Sz
Consideramos entonces la ecuacion: J
Y

—Z =A 2.7
7 Y (2.7)

que es la linealizacion de (2.6) seguida de un cambio de coordenadas adecuado para
trasladar el punto critico z al origen.

El teorema de Hartman y Grobman, que enunciamos sin demostracién, establece
que si el origen es un punto critico hiperbolico de (2.7), entonces z, como punto critico de
(2.6) presenta el mismo comportamiento de sumidero, fuente o silla. En particular, si z es
un sumidero, entonces es un punto critico asintéticamente estable. Si algin autovalor de
A tiene parte real estrictamente positiva, entonces z es inestable.

El teorema de Hartman y Grobman no dice nada en el caso no hiperbdlico, y en parti-
cular en el caso de centros. Si el origen es un punto critico degenerado de (2.12), entonces
para determinar el caracter del punto critico z de (2.6) debemos considerar términos de
orden superior en el desarrollo de Taylor de f.

Linealizacion de ecuaciones diferenciales discretas

Consideramos ahora un sistema lineal discreto en n variables, es decir, una relacién de

recurrencia de la forma:
T+l = Az, (2.8)

donde A es una matriz n X n y x,, es un vector de n componentes. Es inmediato que el
origen es un punto fijo de esta relacién, y podemos caracterizar las situaciones en las que
dicho punto fijo es estable:

Teorema: El origen es un punto fijo asintéticamente estable de 2.8 si y solo si todos los
autovalores de A tienen mo6dulo menor que uno: [A| < 1.
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Demostraciéon: =-) Puesto que el origen es asintoticamente estable, existe un entorno
U del origen tal que si g € U, y &y, = A™xg, entonces x,, — 0 cuando m — oo. En
particular, si vg € U es un autovector de A, entonces v,, = A™vg = A™vg, es decir,
lvmll = A" ||vol] - Y como ||Jvm|| — 0 cuando m — oo, necesariamente se ha de tener
|A] < 1, para todo autovalor.

<) Si |A| < 1 para todo autovalor, entonces descomponemos A en su forma canoénica
de Jordan:

A=ptjp

vy sabemos que se cumple:
A" =pTtjmp

Entonces, como cada autovalor (elemento de la diagonal de J) tiene médulo |A| < 1,
todos los elementos de J™ toman la forma a(m)- |[\|""", donde a(m) es un coeficiente que
depende polinémicamente de m. Entonces la suma de los médulos de los elementos de una
fila 0 columna se comporta como B(m)- [A\|™"", siendo 3(m) otro coeficiente polinémico.
Entonces es claro que B(m)- |A|""" — 0 cuando m — oo. En otras palabras, una de las
normas subordinadas de la matriz A es menor que 1, y esto significa que A™ tiende a la
matriz nula cuando m — oo (ver la referencia [Moreno|), y se sigue inmediatamente que
Ty = A™x9 — 0 cuando m — oo, para cualquier zg € U. O

Existe un equivalente al teorema de Hartman y Grobman para sistemas discretos, que
también enunciamos sin demostracion:

Teorema: Si z es un punto fijo de la relacién de recurrencia zp,+1 = f(zn), y ademas
z es hiperbolico (nodo estable, nodo inestable o punto de silla), es decir, que ninguno de
los autovalores tiene mddulo cero ni uno, entonces el caracter de z como punto critico de
Tm+1 = f(zm) v de su linealizacion x,,+1 = D, f(x,,) es el mismo.

Resulta interesante, a la luz de este teorema, comparar los comportamientos asint6ticos
de una ecuacién diferencial, fl—f = f(x), y de una ecuacion en diferencias, asociada de forma
natural a la anterior, y que recibe el nombre de esquema de Euler: z,, 41 = @, + hf(2m).
Segun este esquema, el incremento x,,11 — Ty, tiene la misma direccién que el campo
de pendientes, f(z,,). Sea z es un punto critico de la ecuacion diferencial: f(z) = 0.
Calculamos la matriz jacobiana A = D, f, trasladamos el punto critico al origen por medio
de un cambio de coordenadas y linealizamos ambas ecuaciones, diferencial y en diferencias,

para obtener:

dy

Entonces sabemos que el origen es estable para (2.9) si y sélo si todos los autovalores
de A tienen parte real negativa. Si A es un autovalor de A, es claro que 1 + hX es un
autovalor de I + hA. Para que el origen sea estable en la ecuacion (2.10) se debe tener
1+ hA <1= ‘)\ — (—%)‘ < %, es decir, que A debe encontrarse en el interior del circulo
de centro (—%, 0) y de radio %

Concluimos asi que la condicion de estabilidad para (2.10) es méas fuerte (mds restric-
tiva) que para (2.9). Si el origen es estable para la ecuacion (2.9), puede no serlo para
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(2.10), y es posible comprobar que se obtiene explosion de poblaciéon, a menudo acompana-
da por bifurcaciones (duplicaciones de periodo) tal como se describi6 en el primer capitulo
al estudiar la ecuacién discreta en una variable.

2.5. Modelo competitivo de Lotka-Volterra (dos especies)

Consideramos ahora dos especies x e y que comparten un determinado habitat, y que
compiten por los recursos del mismo (alimento, agua, luz, espacio, etc.). En este caso
el crecimiento de x se ve desfavorecido por y, es decir, es una funcién decreciente de .
Reciprocamente, el crecimiento de y se ve inhibido por la presencia de x. Ademads de la
competencia inter-especie asumimos que también existe una competencia intraespecie de
tipo logistico. Obtenemos por tanto el siguiente modelo:

dx
S = z(a—br—cy) 911
@ = yld—ex—fy) 20

donde todas las constantes de a a f son positivas.

Por un razonamiento andlogo al realizado en el apartado 7?7, tenemos que la frontera
del primer cuadrante de R? es invariante. En este caso, si una de las especies se extingue,
la otra sigue el comportamiento logistico con el que ya nos familiarizamos en el capitulo 1.

Las ecuaciones para las isoclinas vienen dadas por:

L a b
z-isoclina; y=——-x

c c

isoclina d_¢
y-isoclina: y=—-— -

o r

Recordamos que en los puntos de la z-isoclina las trayectorias tienen pendiente vertical, y
en los puntos de la y-isoclina, las trayectorias tienen pendiente horizontal. Ambas isoclinas
son rectas con pendiente negativa. Se presentan por tanto tres casos:

Caso 1: las isoclinas no se cortan en el interior del primer cuadrante.

Este caso incluye la situacién en la que ambas isoclinas son paralelas. Suponemos en
primer lugar que la y-isoclina est4 por encima de la z-isoclina. Esto divide al interior del
primer cuadrante en tres regiones que llamamos I, IT y III. De acuerdo al siguiente grafico:

y

35f
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251 \\C\‘/,\',)Q
20} TSe /

a/c
SN .
\\/ \\

10} \Q\’%} - I

" % S
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‘ ~a/b ‘ L dle
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Figura 2.6: Isoclinas y campo de pendientes

44 UNED - UAb, 2011



Trabajo Fin de Méaster Sistemas de Lotka-Volterra en dindmica poblacional

Vamos a estudiar la pendiente en cada una de las tres regiones.

En la regic’)n I tomamos el punto P; de abscisa g y ordenada y; > 0. Calculamos el

signo de ¢ £y d,?tJ

d
Oa—bx—cy—a—bf—cyl b<b—e>—cy1<0:> <0

<0
° d—eﬂﬁ—fy:d—e%—fyl:—fyl<O:>‘fl—§{<0

Por tanto en esta region la pendiente de las trayectorias es positiva (creciente), y la orien-
tacién de las mismas en funcion del tiempo es de derecha a izquierda, tal como se representa
en la imagen.

En la y-isoclina se tlene 7 < 0 asi que las trayectorias (de pendiente horizontal) estan
orientadas hacia la 1zqu1erda.

En la region II tomamos el punto P de abscisa x2 = § y de ordenada, la mitad de la
imagen de x por la y-isoclina, de forma que y, = % (g %) Calculamos el signo de & Gy
dy.
dt -

*a—br—cy=a->by —cy2<0:> ;<0

d—er—fy=d—ci I (L= 8)=5({-§) >0 § >0

Por tanto en esta region la pendiente de las trayectorias es negativa (decreciente), y la
orientacién de las mismas es hacia arriba y hacia la izquierda, segin los signos de las
derivadas y tal como se observa en el grafico.

En la z-isoclina se tiene E > 0 asi que las trayectorias (de pendiente vertical) estin
orientadas hacia arriba.

En la region III tomamos el punto P de abscisa x3 = 5; v de ordenada, la mitad de la

imagen de x3 por la x-isoclina, de forma que y3 = 7. Calculamos el signo de & Sy dt
ca—br—cy=a—by —cy = >0:> i >0
ed-er—fy=d—ed—fL=d-s¢-fasg ced [d_g d d_d5 g5 B

de forma que en esta region la pendiente de las trayectorias es positiva (creciente) y la
orientacién de las mismas es hacia arriba y hacia la derecha, segtin los signos de las derivadas
y tal como se observa en el grafico.

La tnica posibilidad por tanto es que todas las trayectorias tiendan asintéticamente
hacia el punto (0, %), es decir que la especie x se extingue, independientemente de las
condiciones iniciales. Esto significa que la especie y alcanza el valor correspondiente a su

capacidad de soporte
d
K — ?
de acuerdo a la ecuaciéon logistica que gobierna su comportamiento cuando z = 0. Visuali-
zamos esta conclusion con un grafico de las soluciones numeéricas de la ecuacion (2.11)

obtenida con los valores a =12, b=0,1, c= 0,75, d =3, e = 0,01, f =0,1:
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‘ ‘ S~ X
200 250 300

Figura 2.7: Extincién de la especie x

Si la z-isoclina esta por encima de la y-isoclina, el estudio es totalmente anilogo, con
la unica diferencia de que las trayectorias convergen al punto (0, %), en el que se extingue
la especie y, y la especie z alcanza su capacidad de soporte maxima, K = ¢, tal como se
visualiza en la representacion de pendientes y trayectorias obtenida con los mismos valores

que en el caso anterior, excepto a =22, d =1,5:

y

o] A

TNk
251 SNV

NN /
\//0

20} ~T
15k‘\j/f $\\

e -
<Y >
100 ~Sopy; N
10 \(/g@\ .
e S |
/ " e . ab

50 100 150 200 250

Figura 2.8: Extincién de la especie y

Es decir, que en ambas situaciones se extingue aquella especie cuya isoclina esta por
debajo de la otra en el mapa de fase, independientemente de las poblaciones iniciales de
las mismas. La especie cuya isoclina esta por encima se llama dominante.

Caso 2: ambas isoclinas coinciden

La ecuaciéon de ambas isoclinas es y = n — ma siendo:

|0 |

ol ale
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En este caso la isoclina divide al interior del primer cuadrante en dos regiones que llamamos
I y I1. Realizamos un estudio de pendientes y orientaciones igual al del apartado anterior.
En la reglon I tomamos el punto Py de abscisa ;> y ordenada y; > 0. Determinamos el

signo de ¢ Sy dt
ca—br—cy=a—br—cyr=a—by —cy1 = —cy1<0:> ;<0
0d—ex—fy:d—e%—fylZd—eg—fyl —fy1<0:>dy<0

Por tanto en esta regién la pendiente de las trayectorias es positiva, y su orientaciéon es de
derecha a izquierda.

Todos los puntos de la isoclina son puntos criticos, ya que sobre ellos se cumple fl—f =

W =0
a — Y
En la region II tomamos el punto P, de abscisa z2 = 5~ y ordenada yso, siendo y» la

mitad de la imagen de x2 por la isoclina:

_1( )_1( n)_n

A A A T

Calculamos el signo de & Gy dt en Py ( S Z)
ca—br—cy=a—by. —ci=a—bgy —cp = >0:> 7 >0

cd—ex—fy=d—egm— [t =d—eq — [ = 4>o:s‘jg>o

Por tanto en esta regiéon la pendiente de las trayectorias es positiva y su orientacién es
de izquierda a derecha. Visualizamos estos resultados en la representacion de pendientes y
trayectorias con a = 22, b =0,1, c = 0,75, k = 2:

y y
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Figura 2.9: Isoclinas y trayectorias

Definimos k = § y probaremos que en este caso, V(z,y) = yik es una cantidad conser-

vada, es decir, que V(z,y) = cte sobre las trayectorias del mapa de fase. En efecto, puesto
que las isoclinas coinciden, tienen la misma pendiente y ordenada en el origen, asi que:

a=kd, b=ke; c=kf
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de forma que:

%:x(a;bxfcy):kx(d—e:pffy) = %j—f:dfex—fy
ﬁ:y(d—ex—fy) = g%zd—ex—fy

restando ambas ecuaciones:
1d 1d d
77'% — ,7y — 0 = —
kx dt ydt dt

integrando respecto al tiempo:

d
1 —k— (1 =
(1og ) — k- (log)

logz — klogy = cte = logxz — logy* = cte = log (i) = cte
Yy

y, finalmente:

.Z' t
T—Ce

tal y como queriamos demostrar. Ademas, esto nos permite obtener una expresion explicita
para la ecuacién de las 6rbitas en este caso:

Yy = (cte):z:% = (cte):cg
Caso 3: las isoclinas tienen una interseccién tinica en el interior del primer
cuadrante, C;.

El punto de corte de las isoclinas, F' (Z,y) es un punto de equilibrio de (2.11) con:
af —ed _ bd—ae
bf —ce’ y_bf—ce

Para estudiar este caso vamos a proceder a la linealizacion de la ecuacion (2.11), es decir,

estudiaremos la ecuacién lineal:
dz T
() -a(") o)
a Yy

Para ello calculamos la matriz jacobiana:

AZ(%? 23?>:<a—2bx—cy —cx )
G B —ey d—ex—2fy

T =

y la particularizamos en el punto (Z,7):

[ a—2bT —cy —cx [ b —cT
A”’”‘( —e d—ex—2fy>_<—ey —fy>

expresion a la que se llega por simples manipulaciones algebraicas. Los autovalores se
determinan resolviendo la ecuacién:

—bT—\  —cT
det _ _ =0
( —ey  —fy—A >

pyae % (—bm— fy+ \/(bf+fﬂ)2 —4zy(bf — ce)>

que da lugar a:

Se tiene que A_ < 0; pero para Ay se presentan dos situaciones:
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e Sibf —ce > 0 entonces A < 0. Como ambos autovalores son negativos, se tiene

que (T,7) es un nodo estable de (2.12), y por el teorema de Hartman y Grobman,
también es un nodo estable de (2.11). Como T e g han de ser positivos, se debe tener
que af —cd > 0y bd—ae > 0, es decir, que ¢ > % y g > . Recordando las ecuaciones
de las isoclinas, la primera desigualdad significa que la z-isoclina tiene una ordenada
en el origen mayor que la de la y-isoclina. La segunda desigualdad significa que la
z-isoclina tiene una abscisa en el origen menor que la de la y-isoclina. Realizando
un andlisis de pendientes en las regiones I, II, III y IV igual al de los apartados
anteriores concluimos que el punto critico (Z,y) es globalmente estable, es decir,
que toda trayectoria que comienza en un punto del interior del primer cuadrante,
converge asintoticamente a (Z, 7).

Sibf —ce < 0 entonces A; > 0. Como hay un autovalor negativo y otro positivo,
se tiene que (7,7) es un punto de silla, y por tanto es un punto critico inestable de
(2.12). Aplicando el teorema de Hartman y Grobman, tenemos que también es un
punto de silla de (2.11). En este caso tenemos que af —cd < 0y bd — ae < 0, lo que
significa que los puntos de corte de las isoclinas con los ejes estdn al revés que en
el caso anterior: la z-isoclina tiene una ordenada en el origen menor, y una abscisa
en el origen mayor que las coordenadas respectivas de la y-isoclina. Realizando el
anélisis de pendientes para las regiones I, II, III y IV, vemos que toda trayectoria

que comienza en la regién II termina en el punto Fp = (0, %) (extincion de x y

estabilizacion de y). Toda trayectoria que comienza en la region IV termina en el
punto Fj (%, O) (extincion de y y estabilizacion de x). Hay una trayectoria en I y otra
en III que convergen a F'; estas dos trayectorias son las separatrices (variedad estable)
del punto de silla, y determinan cuencas de atraccién en [ y III. Esto quiere decir
que las trayectorias que empiezan a un lado u otro de la variedad estable, convergen
o bien a Iy o bien a F5.

Noétese que el caso bf — ce = 0 corresponde a % %
0

iguales) que ya ha sido tratado en un apartado anterior

(pendientes de las isoclinas

Para visualizar las conclusiones obtenidas en la discusién anterior, representamos a con-
tinuacién el campo de pendientes y mapa de fase para ambas situaciones: punto critico
estable y punto critico inestable con a =22, b= 0,3, ¢ = 0,75, d = 1,5, e = 0,06, f = 0,1:

25

20

15¢-

101

150

Figura 2.10: Punto critico estable
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En el grafico del punto de silla a continuacion se representan las separatrices en trazo
discontinuo y mas grueso con ¢ = 12, b= 0,04, ¢ = 0,75, d =3, e = 0,03, f = 0,1:

y y
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Figura 2.11: Punto critico inestable (punto de silla)

Finalizamos este apartado con un analisis del significado fisico de las dos situaciones
analizadas. Ante todo, se tiene que by f son los términos logisticos de cada una de las ecua-
ciones de 2.11, es decir, son los coeficientes que gobiernan la competencia intraespecie,
mientras que ¢ y e son los coeficientes responsables de la interaccién interespecie. En-
tonces, si bf > ce, es decir, que la interaccion intraespecie predomina sobre la interespecie,
se alcanza un equilibrio estable, que también recibe el nombre de coexistencia estable.
Las poblaciones de ambas especies en el punto de equilibrio son menores que las respectivas
capacidades de soporte, en caso de que sbélo sobreviviera una especie.

Sin embargo, en la segunda situacién, en la que bf < ce, la competencia interespecie
es mas agresiva, y se llega necesariamente a la extincion de una de las especies, en funciéon
de las condiciones iniciales. Este escenario recibe el nombre de caso biestable.

Es posible extender este resultado a sistemas competitivos totalmente generales, que no
asumen interacciones lineales como ocurre en los modelos de Lotka-Volterra. Un sistema
competitivo es una ecuacion diferencial vectorial (en n componentes), Z—‘f = f(z), definida
en un subconjunto G C R", donde se cumple la condicién:

Ofi
ox 5

() <0

para cada z € Gy todo i # 7, es decir, que el crecimiento de la variable i se ve desfavorecido
por un incremento en cualquier otra variable.
En el caso de dos especies las ecuaciones para el sistema toman la forma:

= zS(x,y)

213
W= yW(z,y) (2:13)

as
Y

donde se cumple 3> > 0y %—‘f > 0 para todo « en el interior del primer cuadrante.

Teorema: las trayectorias de (2.13) convergen a un punto critico o bien tienden a infinito.
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Demostracion: Consultar la referencia [Hotbauer|, pag. 29 O
Si las funciones S y W estan construidas bajo suposiciones fisicas razonables, es de-

cir, que impiden la explosién al infinito de cualquiera de las poblaciones, entonces toda

trayectoria debe converger a un punto critico en el interior del primer cuadrante.

2.6. Modelo cooperativo de Lotka-Volterra para dos especies

Anélogamente a lo expuesto en el apartado anterior, la ecuacién diferencial % = f(x)
en n componentes, definida en un subconjunto G C R"™, recibe el nombre de sistema
cooperativo si se cumple:

ofi

8xj
para cada x € G y todo i # j, es decir, que el crecimiento de cada variable es favorecido

por un aumento en cualquier otra variable. En el caso de dos especies las ecuaciones toman
la misma forma que en el caso competitivo:

() =0

= zS(x,y)

2.14
Y = yW(z,y) (2:14)

donde se cumple % <0y %—VX < 0 para todo x en el interior del primer cuadrante.

Teorema: las trayectorias de 2.14 convergen a un punto critico o bien tienden a infinito.

Demostracion: Se puede consultar la referencia [Hofbauer|, pag. 29 y también la refe-
rencia |[Baigent 1|, pag. 10 O

Volviendo al caso particular de funciones S y W de interaccién lineal, las ecuaciones
(de Lotka-Volterra) para un sistema cooperativo toman la forma:

% = z(a—bx+ cy)
@ = yld+ex—fy)

donde vemos que se sigue teniendo la limitacion logistica (términos —bz y —fy) en el
crecimiento intrinseco de cada especie. En este caso las ecuaciones de las isoclinas son:

L a b
z-isoclina: y=——+-z
c ¢
socli d e
y-isoclina: rT=—+ -z
[

Es decir, que ambas tienen pendiente positiva. La z-isoclina tiene una ordenada en el origen
negativa, y la y-isoclina la tiene positiva. Ambas isoclinas pueden cortarse o no en C1, lo
cual nos lleva a distinguir dos casos posibles:

Caso 1: Las isoclinas no se cortan en el interior del primer cuadrante

En este caso no hay un punto critico en Cf, por lo que segin el teorema demostrado
anteriormente, todas las trayectorias deben tender necesariamente a infinito. Visualizamos
este resultado en el grafico de pendientes y trayectorias para a = 2, b = 0,04, ¢ = 0,75,
d=15,e=0,012, f =0,1:
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Figura 2.12: Las isoclinas no se cortan

Caso 2: Las isoclinas se cortan en el interior del primer cuadrante

En este caso tenemos un punto critico en C7 de coordenadas:

cd+af _  ae+bd
bf —ce’ y_bf—ce

T =

Sabemos entonces que toda trayectoria, o bien converge a (Z,7) o bien tiende a infinito.
Del anélisis de pendientes concluimos que en este caso todas las trayectorias convergen
al punto critico, es decir, que (Z,7) es globalmente estable, tal como se comprueba en la
representaciéon grafica con b= 0,1, e = 0,002 y resto de valores sin cambio:

y
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101 /:/\fgo/
/// I
av A N
ab.- X
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Figura 2.13: Las isoclinas se cortan

Podemos interpretar ambos comportamientos en funcién de los coeficientes. En efecto,
vemos que los numeradores de T y de ¥ siempre son positivos, asi que las dos situaciones
que se pueden dar son:

e Si bf < ce entonces no hay punto de corte de las isoclinas en C'; y se produce la

explosion de poblacion. Esto ocurre cuando ¢ y e (los coeficientes que representan
la cooperacion interespecie) tienen un producto mas grande que el de by f (los
coeficientes de limitacion logistica de cada especie). Por tanto este modelo carece
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de significado fisico, al predecir poblaciones ilimitadas para ambas especies. Serfa
necesario introducir un término adicional limitador, sin alterar el comportamiento
logistico (estabilizacion de una poblacion en caso de extincion de la otra), ni el hecho
de que exista una interacciéon interespecie significativa.

e Sibf > ce entonces hay punto de corte de las isoclinas en C, que como hemos visto
es un punto critico globalmente estable. Esto ocurre cuando los términos intraespecie,
by f, predominan sobre los interespecie, ¢ y e, lo cual es una consecuencia similar
a la obtenida en el caso de especies competidoras. En este caso el modelo si prevé
un comportamiento a largo plazo compatible con las limitaciones fisicas, como es la
coexistencia de ambas especies en el punto de equilibrio. Es importante observar que
en el punto de equilibrio, las poblaciones de = e y son superiores a sus respectivas
capacidades de soporte, Ky y Ko, como consecuencia del refuerzo mutuo que supone
el término cooperativo en el modelo.

El siguiente resultado resume las conclusiones obtenidas sobre la estabilidad del punto
critico de los sistema de Lotka-Volterra que hemos obtenido a lo largo de este capitulo.

Teorema (Goh): Sea el sistema de Lotka-Volterra en 2 dimensiones, en su forma més
general:
&t = z(a+bxr+cy)
y = yld+exr+ fy)

donde a,b,c,d, e, f pueden a priori ser positivos, negativos o cero. Supongamos que el
sistema posee un punto critico F(Z,7), que es tnico, en el interior del primer cuadrante,
C1. Sea A la matriz jacobiana:

b

e f

Entonces si b < 0, f < 0y det A > 0, el punto critico F'(Z,y) es globalmente estable.

(2.15)

Demostraciéon: Se puede consultar en la referencia [Baigent 1], pag. 19 y siguientes. [J

El teorema de Poincaré-Bendixson

El teorema de Poincaré-Bendixson es uno de los resultados mas potentes de la teoria
cualitativa de ecuaciones diferenciales en dimensién 2. Su aplicacion se extiende a la
ecuacion diferencial general:

5? = fi(z,y) (2.16)
Yy = fQ(xa y)
aunque, como veremos més adelante, lo utilizaremos en primera instancia para completar
la caracterizacién cualitativa del sistema de Lotka-Volterra en 2 dimensiones, dado por el
sistema (2.15).

El teorema de la curva de Jordan impone restricciones muy fuertes a las trayectorias
de (2.16). Puesto que cualquier curva cerrada 7 divide el plano en dos regiones conexas
v disjuntas, si existe una trayectoria cerrada, que corresponde a una solucién periddica
de (2.16), el resto de trayectorias deben estar integramente en una regién u otra, pero no
pueden “cruzar” desde la region interna hasta la externa o viceversa. Una consecuencia de
este hecho es el siguiente teorema:
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Teorema (Poincaré-Bendixson): Sea & = f(x) una ecuacion diferencial en dimension
2, definida en un abierto G C R2. Sea w(xg) el w-limite correspondiente a la solucién z(t)
con z(0) = xg. Supongamos que w(zg) es no vacio y acotado (por tanto compacto, pues el
w-limite siempre es cerrado). Si w(zp) no contiene ninglin punto critico, entonces debe ser
una 6rbita periodica.

Demostracion: Ver la referencia [Verhulst], pag. 49. O

El teorema de Poincaré-Bendixson no nos permite extraer una conclusion cuando w(xg)
es vacio o no acotado. También es importante resaltar que w(xo) no tiene porqué consistir en
un solo punto critico, o en una sola 6rbita periédica, puede haber distintas combinaciones,
tal como se evidenciarda més adelante.

Corolario 1: Si K C G es no vacio, compacto e invariante hacia adelante, es decir,
invariante para t > 0, entonces debe contener un punto critico o una érbita periddica.

Demostracion: Si el conjunto de puntos z(¢) donde x(0) = zp € K no se repiten
periodicamente; deben tener un punto de acumulacion z € w(xg), pues K es compacto.
Este punto de acumulacién z es por tanto un punto critico de (2.16).

Reciprocamente, si el conjunto de puntos z(t) no tiene puntos de acumulacion, es decir
que w(xg) no contiene puntos criticos, entonces por el teorema de Poincaré-Bendixson,
w(xg) C K debe ser una érbita periodica, pues K # &. O

Corolario 2: Sea 7 una trayectoria cerrada en el mapa de fase de (2.16) y sea I el interior
de v. SiyUT C G, entonces I' debe contener un punto critico.

Demostraciéon: Se puede consultar en la referencia [Hartman|, pag. 151. O
El método de Bendixson-Dulac proporciona un modo de probar que una ecuacién dada
no tiene soluciones perioédicas.

Teorema (Bendixson-Dulac): Sea & = f(z) una ecuacion diferencial en dimension 2,
definida en un conjunto G C R? simplemente conexo, es decir, sin agujeros. Sea divf el
operador divergencia dado por:

_Oh df2
= Tm(x) + 6762(17)

que coincide con la traza de la matriz jacobiana. Si divf no se anula ni cambia de signo
en G, es decir que divf(z) > 0 o bien divf(z) < 0 para todo = € G, entonces la ecuacion
diferencial no tiene soluciones periodicas.

divf(x)

Demostracion: Sea - una érbita periddica y I' su interior. Por el teorema de Green,
conjuntamente con la regla de la cadena, se tiene:

T
/ divf (2)d(a1, 2) = + / Fale(®)ir(t) — file(t))ia(t)] de
T 0

y dado que #1(t) = f1 y @2(t) = fa se tiene:

/divf(x)d(xl,xg) =0
r
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lo cual es una contradiccién, pues o bien divf > 0 o bien divf < 0 en todo G por hip6tesis.
Por tanto tal trayectoria cerrada v no puede existir. ([l

Corolario: Si existe una funcién positiva B en G tal que el campo vectorial Bf tiene
divergencia positiva en todo punto de G, entonces & = f(x) no admite oérbitas periodicas.

Demostracion: Se puede consultar en la referencia [Perko|, pags. 246 y 247. g

Orbitas periédicas en ecuaciones de Lotka-Volterra en dimensién 2

Los resultados que acabamos de exponer nos permiten obtener un resultado totalmente
general para los sistemas de Lotka-Volterra.

Teorema: La ecuacion de Lotka-Volterra en 2 dimensiones:

&t = z(a+bxr+cy)
y = yld+ex+ fy)

donde todos los coeficientes pertenecen a R, no admite érbitas peridédicas aisladas.

Demostracion: Se puede consultar en la referencia [Hofbauer|, pag. 33. g

2.7. Conclusién del capitulo

FEn este estudio de los sistemas con dos especies y término de interaccién lineal, hemos
empezado considerando el modelo béasico de Lotka-Volterra introducido en los anios 1920.
Del estudio cualitativo y numérico del mismo hemos extraido como conclusién algunos
comportamientos que se observan en la naturaleza, y que justificaron el éxito inicial del
modelo, tal como el comportamiento ciclico de las soluciones con periodos constantes. Sin
embargo también se dan situaciones carentes de significado fisico o bioldgico, tales como la
nula estabilidad estructural, o la explosion de poblacién en determinadas circunstancias.

Por ello resulta inmediato perfeccionar el modelo anadiendo términos (siempre lineales)
de competencia intraespecie, para prevenir que las soluciones puedan diverger a infinito. El
hecho de introducir estos términos aumenta la estabilidad estructural de las ecuaciones en
las tres situaciones con relevancia biol6gica que hemos escogido: modelo depredador-presa,
modelo competitivo y modelo cooperativo.

No obstante, las ecuaciones con este término pierden la posibilidad de presentar 6rbitas
periddicas, resultado totalmente general al que hemos llegado aplicando las potentes her-
ramientas analiticas obtenidas por Poincaré, Bendixson y Dulac, entre otros. Dado que las
orbitas periédicas con estabilidad estructural sf se presentan en la naturaleza, es claro que
resulta necesaria una sofisticacién mayor del modelo, por medio de términos de interaccién
no lineales, lo cual se aborda en el siguiente capitulo.

En definitiva, estos resultados nos permiten una caracterizacién completa de los sis-
temas lineales con dos especies. Veremos més adelante que la situacién es mucho maés
abierta en problemas con interaccion no lineal y/o no auténoma, y en especial en sistemas
donde el nimero de especies es mayor que 2.
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Ecuaciones ecologicas no lineales
para dos especies

En el capitulo anterior se ha estudiado el modelo de Lotka-Volterra para dos especies:

&t = z(a+bxr+cy)
y = yld+exr+ fy)

donde a, b, ¢, d, e, f son nimeros reales (pueden ser positivos, negativos o cero).

Este modelo se caracteriza porque los términos de interaccién, a+bx+cy y d+ex+ fy
son lineales en x v en y. FEn este capitulo extenderemos el estudio a modelos més generales
en los que los términos de interaccidon son funciones arbitrarias. Este modelo recibe el
nombre de ecuacién ecoldgica para dos especies:

i = fi(z,y)

donde fi(z,y) v fa(z,y) deben cumplir condiciones adecuadas de buen comportamiento
que se irdn especificando en los momentos oportunos. Este capitulo estd dedicado al estudio
de propiedades cualitativas de (3.1) tales como existencia de puntos criticos, estabilidad
de los mismos, ciclos limite y otras.

3.1. Modelo general

Vamos a caracterizar un modelo de depredador-presa para dos especies lo mas realista
posible, partiendo de suposiciones totalmente generales sobre el comportamiento de las
funciones que gobiernan la interaccién entre ambas especies.

En primer lugar, en ausencia de depredadores, parece razonable suponer que la poblacién
de presas tienda a estabilizarse en un determinado valor K, que denominamos capacidad
de soporte, igual que en el modelo logistico ya estudiado en capitulos anteriores. Asi:

t=uxzg(x) siy=0
donde la funcién g debe cumplir:

e glx) >0siz < K
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¢ 9(K)=0
e g(K)<0siz>K,lo cual en particular significa que ¢'(K) < 0

Estas condiciones garantizan que x = 0 es un punto de equilibrio inestable y que x = K
es globalmente estable, como facilmente se comprueba por analisis de la recta de fase.

Por otro lado, en ausencia de presas, los depredadores experimentan un decaimiento
exponencial en su nimero que conduce a su extincién:

y=—-dy sixz=0

siendo d una constante positiva.

Analizamos ahora las interacciones entre ambas especies. Esta claro que la presencia
de depredadores influye negativamente en la tasa de crecimiento per capita de las pre-
sas. Denotamos por ¢(z,y) la tasa de disminuciéon per capita de las presas debida a la
depredacién, de forma que la ecuacién para las presas toma la forma:

& =uxz(g(z) - ¢(z,y))
Las condiciones que debe cumplir la funcién ¢ son:

e ¢(z,0) = 0 para todo x > 0: sin depredadores no puede haber depredacion

. g—‘;’ > 0: para una densidad de presas dada, un aumento de los depredadores conlleva

un aumento en la depredacion.

J % < 0: a mayor numero de presas, menor es la probabilidad de que una de ellas
muera por depredacién.

Para los depredadores, la presencia de presas significa un crecimiento en su nimero, cuya
tasa per capita denotamos por g(x). Asi, la ecuacion para los depredadores queda:

y=y(=d+q(z))
Las condiciones para ¢ son las siguientes:

e ¢(0) = 0: en ausencia de presas, no hay depredacion

. % > 0 para todo x > 0: a mayor ntimero de presas, mayor depredacién. Esta

condicion de que ¢(x) sea una funcion creciente se puede dividir en dos casos: que
q(z) tenga un crecimiento ilimitado, o que ¢(z) tienda asintéticamente hacia una
cota superior ¢ En este segundo caso se habla de respuesta saturada.

El sistema asi modelado es la ecuaciéon ecolégica depredador-presa, y toma la forma:

i = z(g9(z) — d(z,y))

y =  y(=d+qx)) (3.2

donde g, ¢ v g reciben el nombre de funciones de respuesta. Vamos a proceder al estudio
de los puntos criticos de este sistema.

Ante todo, el origen (0,0) y el punto P(K,0) son puntos criticos de (3.2) como tri-
vialmente se comprueba. Si x e y son distintos de cero, estudiamos la existencia de puntos
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criticos en el interior del primer cuadrante, C. Para ello se deben cumplir simultaneamente
las siguientes condiciones:

9(z) — é(z,y)
—d+gq(z) =

Considerando la segunda ecuacion, ya que ¢(0) = 0y ¢'(x) > 0, existird a lo sumo un valor
de z, que denotamos por T, tal que q(Z) = d. Si ¢(x) presenta un crecimiento saturado con
doo < d, entonces la ecuacion ¢(z) = d no tiene soluciéon. Si ¢(z) presenta un crecimiento
ilimitado, o si presenta un crecimiento saturado con ¢, > d, entonces T existe y es tinico.
Esto nos lleva a resolver la primera ecuacién cuando x = 7, es decir a encontrar un valor
de y que denotamos por y, que satisfaga:

9(7) = ¢(z,7)

Dado que ¢ es una funciéon no negativa debe ser g(Z) > 0 =7 < K. Yaque ¢(T) =d y
q es mondtona creciente y por tanto invertible, podemos poner T = ¢~!(d) de forma que
¢ Yd) < K = d < q(K). Esto nos impone una condicién necesaria de existencia mds
restrictiva que la condicién d < ¢, que acabamos de deducir.

Por otro lado, fijado un valor de x, sabemos que ¢(x,0) = 0 y que %Z’y) > 0. En

particular, ¢(Z,0) =0y %ﬁ’y) > 0, es decir que ¢(T,y), como funcién de y, es mondtona

creciente partiendo de cero. Al igual que ocurria con g(x), el crecimiento puede ser ilimitado
o saturarse en un determinado valor ¢o. Si oo < g(T) no existe punto critico en Cq, pero
si el crecimiento es ilimitado o si ¢ > g(T), entonces existe un tnico valor positivo de v,
que denotamos por 3, tal que:

9(7) = ¢(7,7)

El punto critico interior asi hallado se denota por F:
F(fv y) € Cl

A continuacion, supuesta la existencia de F', vamos a estudiar las isoclinas de (3.2). Para
la y-isoclina tenemos:
g(x) =d =z =7 =q '(d)

que es la recta vertical de abscisa x = . Para la z-isoclina tenemos:

9(x) = ¢(z,y)

que es una curva definida de forma implicita en el plano (x,y). Puesto que los puntos
(0,9(0)) y (K,0) estan sobre la curva, y K > T, es claro que la curva g(z) = ¢(z,y) corta
a la recta vertical z = T en el punto F'(Z,7), tal como se representamos graficamente en la
figura 3.1.

Las isoclinas dividen al primer cuadrante en 4 regiones que denominamos I, II, III y
IV. Para estudiar la pendiente de las trayectorias en cada una de las 4 regiones observamos
que ¢(z) es una funcion creciente tal que ¢(0) = 0, asi que g(x) > d si x > T (regiones I y
II) y g(x) < dsix <7 (regiones III y IV).
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Figura 3.1: Isoclinas y campo de pendientes

Por otro lado, a la izquierda de la curva g(z) = ¢(z,y), p.ej. en el origen, se tiene
g(0) > 0y ¢(0,0) = 0, asi que g(z) > ¢(x,y) (regiones I y IV). Sin embargo, a la
derecha de la curva, p.ej. en puntos con z > K, se tiene g(x) < 0y ¢(z,y) = 0, asi que

g(x) < ¢(x,y) (regiones IT y III)
Recordamos que & = ‘fl—f =z (g(x) — ¢(z,y)), por lo que el signo de & coincide con el

de g(z) = ¢(z,y). Analogamente, el signo de § = % coincide con el de ¢(z) — d. De esta

forma se tiene para las distintas regiones:
e Region I: ‘fl—f >0y % >0= % > 0 (trayectorias con pendiente positiva)

e Region II: % <0y ‘C%’ >0= % < 0 (trayectorias con pendiente negativa)

dx

dz dy
dt

e Region I1I: &£ <0y ‘2—? < 0= 27 > 0 (trayectorias con pendiente positiva)

e Region IV: fli—f >0y % <0= Z—Z < 0 (trayectorias con pendiente negativa)

Es claro a partir de este andlisis que las trayectorias rodean al punto critico F' en sentido
contrario al de las agujas del reloj, pero el analisis de pendientes en el mapa de fase no
basta para determinar si las trayectorias son periddicas (ciclos) o espirales.

Para obtener més informacion a este respecto vamos a linealizar el sistema (3.2). Cal-
culamos para ello la matriz jacobiana:

0 0 T T
Y < G o ) _ ( 9(w) = Blw,y) + v/ (x) — 22Dy 2000) )

ok of
D e yq'(v) q(x) —d

Particularizamos la matriz jacobiana para cada uno de los puntos criticos.
En el origen (0,0) se tiene que ¢(0,0) =0y ¢(0) = 0 asi que:

A(0,0) = ( 9(00) _Od )

y como hay un autovalor real de cada signo, tenemos que el origen (0, 0) es un punto de silla
(inestable) para el sistema linealizado y también para (3.2). La variedad estable del sistema
linealizado es el eje y (en ausencia de presas los depredadores tienden a la extincion) y la
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variedad inestable es el eje  (en ausencia de depredadores las presas no se extinguen sino
que tienden hacia su capacidad de soporte K'). Por tanto, las variedades estable e inestable
del sistema (3.2) han de ser tangentes a ambos ejes coordenados, y es posible demostrar
que en este caso particular, ambas variedades son precisamente los ejes coordenados.

En el punto P(K,0) se tiene que g(K) =0, ¢(K,0) =0y %(K,O) = % o 0,
asi que: =
0
Kg'(K) —K%2(K,0) )

A(K,O):( . D

sabemos que ¢'(K) < 0, por lo que se presentan dos casos. Si q(K) < d, es decir, que
no existe punto critico interior, el punto P es un nodo estable para el sistema linealizado
y para (3.2). Si q(K) > d, en cuyo caso si hay punto critico interior, entonces P es un
punto de silla, tanto para el sistema linealizado como para (3.2). Su variedad estable es
el eje x (en ausencia de depredadores las presas tienden a su capacidad de soporte K), y
su variedad inestable es una trayectoria separatriz que parte de P y divide el interior del
cuadrante C en dos regiones, de forma que ninguna otra trayectoria puede cruzar esta
separatriz.
En el punto F(Z,75) se tiene ¢(T) = ¢(7,7) v q(T) = d, asi que:

_ _ b /— — — O e —
yq (z) 0
El polinomio caracteristico es:
2 = 9P —= 1= 9P
P(N) =\ -z (9 () (%(x,y)) + 754 (7) dy (z,7)

de forma que los autovalores son:

e -gen) s F o - k)] - s ke
. -

Vamos a interpretar el término T (g’ () — %(f, y)) en funcion de la pendiente de la y-

isoclina. En efecto, partimos de la ecuacién de la y-isoclina:

9(x) = ¢(z,y)

y derivamos con respecto a x:

0p  Opdy _dy g(z)- %2
/ _Y¥ vy ey et z
g(m)_ax—l_@yd:vjdx 9¢

Es decir, que el signo de la pendiente de la y-isoclina en el punto de corte (Z,7) coincide con

el signo del término (g’ (T) — %(E, @)) Ponemos m = %(f, 7) de forma que se presentan

tres posibles casos:

e Si m < 0 ambos autovalores tienen parte real negativa, por lo que F(T,7) es un
nodo estable del sistema linealizado y también de (3.2). En nuestro caso, y dado
el analisis realizado del campo de pendientes, se tiene que las trayectorias tienden
asintoticamente a F' en espiral.
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e Si m > 0 ambos autovalores tienen parte real positiva, por lo que F(Z,y) es un
nodo inestable del sistema linealizado y también de (3.2). Esto quiere decir que
todas las trayectorias suficientemente préximas a F' se alejan en espiral del punto
critico. En este caso puede ocurrir que aparezca un nuevo atractor ciclico, es decir,
una trayectoria periédica que rodea a F' y que atrae a todas las trayectorias que
empiezan en cualquier punto del primer cuadrante excluidos los tres puntos criticos.
Este comportamiento, en el cual un punto critico estable para m < 0 se desdobla en
un punto critico inestable més un atractor ciclico para m > 0 se denomina bifurcacién
de Hopf, y lo estudiaremos mas adelante.

e Si m = 0 los autovalores son imaginarios puros, por lo que F' es un centro para el
sistema linealizado, pero no podemos determinar su naturaleza para el sistema (3.2),
ya que el teorema de Hartman y Grobman no es aplicable en este caso.

3.2. Un ejemplo de atractor periédico

En la naturaleza existe abundante evidencia empirica de la existencia de atractores
periodicos, es decir, de soluciones peridédicas que son asintéticamente estables. Tal como
hemos visto en el capitulo anterior, este tipo de soluciones no se dan en los sistemas
de tipo Lotka-Volterra, en los cuales las soluciones periddicas no son estructuralmente
estables. Para obtener unas trayectorias cerradas mas robustas desde el punto de vista de
la estabilidad, resulta necesario extender el estudio a los modelos no lineales generales que
se tratan en este capitulo.

Fijamos antes de continuar las definiciones de los términos usados a este respecto:

Atractor: Una orbita periodica v es un atractor si w(xg) = y para todas las condiciones
iniciales g en algiin entorno de 7.

Ciclo limite: Una orbita peridédica v es un ciclo limite si w(xp) = v para al menos
un zp ¢ . Obviamente, la primera condicién es méas fuerte que la segunda, asi que todo
atractor es un ciclo limite.

Para ilustrar la existencia de atractores periédicos procedemos al estudio del siguiente
sistema no lineal:

& = filz,y)=v—y—a(z®+y°)
gy = fley) =r+y-y@®+y?)
definido en G = R?. Cambiamos a coordenadas polares por medio de:
x = rcosf Po= l(xi+yy)
= R
y = rsenf 0 = = (~yi+ay)
con lo cual el sistema toma la forma:
Fo= r—r
0 = 1
Tomamos la funcién V(r,0) = (r — 1)2, que es continuamente diferenciable. Vamos a
comprobar que es una funcién de Lyapunov. Para ello evaluamos su derivada temporal:
- dV (x(t
V= Sz( D _ o~ )i = 2(r — 1)(r — %) = —2r(1 + 1)1 —1)? <0
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lo cual ocurre para toda orbita en el plano (r,6). Aplicamos el teorema de Lyapunov y
obtenemos que para todo g € R? se tiene:

w(xg) NG C V71(0) para todo zq € R?

siendo .
V1(0) = {(0,0)} US! y S! la circunferencia unidad

Tenemos entonces que la circunferencia unidad atrae a todas las érbitas que comienzan
en su exterior, ya que dichas érbitas no pueden cortar a r = 1, que es una solucién del
sistema, y por tanto no pueden tener al origen como punto de acumulacién. No podemos
determinar a priori si las trayectorias que empiezan en el interior de S' tenderan a S!, al
origen o a ambos.

Para obtener esta informacion debemos estudiar el caracter del origen como punto criti-
co, es decir, si es estable o inestable. Para ello linealizamos el sistema dado en coordenadas
cartesianas. La matriz jacobiana es:

. 29;;1 Za? _<1—3x2—y2 —1;23:3/2)
gz 87; 1—2zy 1—2°—3y

Evaluando la matriz jacobiana en el origen se tiene:

A(0,0) = ( . >

A= 1414
A = 1—14

cuyos autovalores son:

Como la parte real de los autovalores es positiva, el origen es un punto critico inestable
para el sistema linealizado, y por tanto también para el sistema no lineal. Asi pues, las
trayectorias que comienzan en el interior de S! se alejan del origen, y necesariamente, por
el teorema de Poincaré-Bendixson, tienden de forma asintética hacia la solucion r = 1. Con
esto queda probada la existencia de un atractor periédico para el sistema originalmente
formulado.

Representamos por separado las 6rbitas exteriores, las interiores y finalmente el campo
de pendientes completo:

y
\\ X
S
B

Figura 3.2: Trayectorias exteriores, interiores y campo de pendientes

62 UNED - UAb, 2011



Trabajo Fin de Méaster Sistemas de Lotka-Volterra en dindmica poblacional

Es interesante mencionar que existe una forma alternativa de probar la no estabilidad
del origen en este ejemplo, por medio del Principio de invariancia de LaSalle. Ante todo,
es inmediato comprobar que f(0) = 0.

A continuacién, para el sistema expresado en polares tomamos la funcién:

V(r,0)=r

definida en el disco abierto de centro el origen y radio s < 1: G = D(0, s). Verificamos que
se cumple:

e V(0,0)=0
e V(x,y) > 0 para todo (z,y) # (0,0)
Ahora calculamos la derivada de V' con respecto del tiempo:

dV (x(t))

=r=7r-r >O

pues 7 < 1 para toda orbita que comience en el disco D(0,s). Aplicando el Principio
de invariancia de LaSalle concluimos inmediatamente que el origen es un punto critico
inestable del sistema.

3.3. Bifurcaciones de Hopf

Formalizamos en este apartado el comportamiento esbozado en los ejemplos prece-
dentes, por el cual un punto critico estable se desdobla (bifurca) en un punto critico ines-
table y una trayectoria periédica, que puede tener o no caracter de atractor, ante el cambio
continuo en los valores de un parametro.

Teorema (Hopf): Sea G un subconjunto abierto de R? y

T = f#(x)

una familia de ecuaciones diferenciales (en 2 dimensiones), definida en G y dependiente de
un parametro real u € (—¢,¢). Sea P, un punto critico de la ecuacion diferencial, trasladado
al origen por medio de un cambio de coordenadas. Supongamos que las componentes de
fu(z) admiten desarrollo en serie de potencias en torno al origen al menos hasta orden 3:

A(p)a + F(p,x);  con F(p,z) € C?

Sean o) £ i8(p) los autovalores de A(p). Supongamos que se cumplen las condiciones
F(,0) = 0, Dy F(p,0) = 0 y ademas a(0) = 0, 92(0) # 0 y 5(0) # 0.

Entonces, para todo entorno del origen en R?, U y para todo g > 0 existe i con
|| < po tal que la ecuacion

&= A(p)x + F(p, x)

tiene una érbita periddica no trivial, es decir, no constante, en el entorno U.
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Demostraciéon: Se puede consultar la referencia [Hale-Kocak|, pag. 344 y siguientes. [J
Noétese que este resultado no garantiza que la 6rbita exista para @ > 0 ni para & < 0.

De hecho puede ocurrir una bifurcacién de Hopf “vertical” tal como ocurre en el siguiente
ejemplo:

ro= (et D — pr’

0 = 1
Pasando a coordenadas cartesianas (x,y) es facil ver que en u = 0 se cumplen todas las
condiciones del teorema. Sin embargo, para los entornos U con radio R menor que 1, no
existen oOrbitas periédicas para p > 0. Las orbitas de la bifurcacion de Hopf aparecen

instantdneamente en 4 = 0 y desaparecen para cualquier otro p # 0 suficientemente
pequeno, tanto si es > 0 como si es p < 0. Graficamente tendriamos:

|
[ infinitas Orbitas periddicas
sR<1 :/ con todos los radios posibles
|
|
|
x = 0 esasint. estable :0 x = 0 esinestable
M

Figura 3.3: Bifurcacién de Hopf vertical

Asimismo, el punto de equilibrio P, no tiene porqué ser inestable en = 0 (en general
en el valor de p correspondiente a la bifurcacion). En el ejemplo anterior, P,—g deja de ser
asintoticamente estable pero permanece estable.

Resulta posible dar una versiéon mas fuerte del teorema exigiendo condiciones maés
restrictivas:

Teorema (Hopf, version fuerte)

Sea G un subconjunto abierto de R™ y

T = fu(l‘)

una familia de ecuaciones diferenciales (en n dimensiones) dependientes de un parametro
real p € (—¢,¢€). Sea P, un punto critico de la ecuacion diferencial, y supongamos que
todos los autovalores de la matriz jacobiana en p, J,, tienen parte real negativa con la
excepcion de un par de autovalores complejos conjugados

a(p) £iB(p)

tales que el signo de a(u) es el mismo que el de p, y 5(0) # 0. En particular, esto significa
que P, es un nodo estable (y por tanto asintéticamente estable) para p < 0, e inestable
para p > 0.

Supongamos que se cumplen tres condiciones adicionales:
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1. Las componentes de f,(x) son analiticas (desarrollables en serie de potencias)
d

2. gi(p=0)>0

3. Py es asintoticamente estable

Entonces, para valores positivos y suficientemente pequenos del parametro u, el punto de
equilibrio inestable P, estd rodeado por un atractor periédico, que tipicamente depende
del valor de u. El periodo del ciclo es aproximadamente igual a:

_om
= 50)

siendo (3(0) la parte imaginaria de los autovalores cuando p = 0.

Demostracion

Se puede consultar la traduccién inglesa al articulo original de Hopf en la referencia
[Marsden]|, pag. 63 y siguientes. El teorema de Hopf en esta formulacion fuerte se puede
consultar en la referencia [Hofbauer|, pags. 38 y 39. 0.

El significado del teorema en su version fuerte es que, bajo las condiciones dadas,
un punto critico, inicialmente estable, se convierte en inestable y ademéas da lugar a una
solucion periddica que lo rodea, si el pardametro p supera un determinado nivel umbral.
El atractor, que al principio es el punto critico, pasa a ser la solucién periédica. En otras
palabras, el punto de equilibrio estable se transforma en una oscilacion estable.

En dimensioén 2, se puede desarrollar la funcién f,, en serie de Taylor de orden 3, puesto
que sus componentes son funciones analiticas. Expresando el sistema en forma normal (ver
|[Hofbauer|, pag. 39, [Verhulst|, pag. 201 y [Murdock|, pag. 3 y siguientes) se obtiene:

i = (dp+a@®+y?)z— (w+cep+ba?+y?)y
y o= (w+cu+b(x2+y2))x+(du+a(m2+y2))y

donde los coeficientes a, b, ¢, d,w provienen del desarrollo en serie y u es el pardmetro de
la familia f,,. Cambiando a coordenadas polares se obtiene:

o= (du+ar?)r
0 = w+cp+br?

de donde es facil deducir que las érbitas periddicas, si existen, son circulos de radio

—du

r =
a
Asumimos sin pérdida de generalidad que d > 0, ya que como p es un nimero real, si d < 0
se realiza el cambio d — —d > 0 y se sigue produciendo la bifurcaciéon en el cambio de
signo de u. Entonces se pueden presentar los siguientes casos:

e Si a < 0 las orbitas periddicas ocurren para pu > 0 y se comportan como atractores.
La transicién, que recibe el nombre de bifurcacién de Hopf supercritica, ocurre
cuando u pasa de valores negativos a positivos.
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Figura 3.4: Bifurcacién de Hopf supercritica

%
L/
N7

u<0 u=0 >0

e Si a > 0 las 6rbitas periédicas ocurren para p < 0 y se comportan como repulsores.
La transicion, que recibe el nombre de bifurcacion de Hopf subcritica, ocurre cuando
1 pasa de valores positivos a negativos.

)

\
L/
.

~
\

u>0 n=0 u<0

Figura 3.5: Bifurcacion de Hopf subcritica

e Sia=0,cond#0, no existen 6rbitas periddicas salvo para u = 0, en cuyo caso las
orbitas periddicas llenan el plano. Es una bifurcacién de Hopf degenerada.

7
&

a=0; u=0

S

Figura 3.6: Bifurcacién de Hopf degenerada
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Tlustramos el contenido del teorema de Hopf por medio del siguiente ejemplo, que es
una continuacién del introducido en el apartado 3.2:

&= filz,y) = pr—y—a(a®+y°)
g=foley) = w4py—y(@®+y?)
El origen es un punto critico del sistema. La matriz jacobiana es:
A— % %j; _<,u—3x2—y2 —1—2zxy >
=1 9 o = B 2 a9
32 8—; 1 —2xy w—x—3y

y evaluada en el origen (0,0) se reduce a:

A(0,0) = ( ‘f _ul )

Los autovalores son por tanto:

A= pti
Ao = u—1
asi que se tiene a(u) = py [(0) = 1. Logicamente p y a(p) tienen el mismo signo.

Verificamos el cumplimiento de las tres condiciones adicionales en la versién fuerte del
teorema:

1. Las componentes de f, son obviamente analiticas, pues son polinémicas

do

2. = 1>0

3. Para comprobar si Py es asintéticamente estable debemos comprobar los términos
de orden superior al lineal en el sistema, para el caso u = 0. Pasando a coordenadas

polares:

de forma que, cuando p = 0:

Po= —r3

=1
con lo cual el origen r = 0 es claramente un punto critico asint6ticamente estable.

Ya que se cumplen todas las hipdtesis del teorema de Hopf, concluimos que para valores
positivos y suficientemente pequefios de p, el origen esta rodeado por un atractor peri6dico
de periodo 27 y de radio r = ,/uu. Representamos gréficamente el campo de pendientes
para u = 0 (que ya vimos que es asintoticamente estable), y 2 valores positivos y pequenos
de pu:
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Figura 3.7: Bifurcacién de Hopf

3.4. El modelo depredador-presa de Gause

A continuacion describiremos diversos casos particulares de modelos ecologicos de
depredador-presa. El primero de ellos serd el introducido por G. Gause en los afios 1930,
en el que la funcion de respuesta ¢(z,y) toma la forma:

oa.y) = Tp(a)

donde p(z) representa la cantidad promedio de presa cazada por cada depredador, y debe
cumplir p(0) =0y p(z) > 0si x > 0.
El modelo de Gause toma por tanto una forma muy similar a la de (3.2):

i=fi(z,y) = zg(z)—yp(x)
j=filz,y) = y(—d+q(z)) (3:3)

Vamos a realizar el andalisis de estabilidad de los puntos criticos.

Puesto que x = 0 y y = 0 son soluciones de (3.3) tenemos que el interior del primer
cuadrante, C, es invariante. Ademés, como ¢ aumenta de forma monotona, existe a lo
sumo un valor Z tal que ¢(Z) = d. Si tal valor T no existe, entonces —d + ¢(z) < 0 por lo
que y < 0 para todo ¢, y los depredadores terminan por extinguirse. Excluimos este caso
v nos centramos en la situacién en la que T existe. La y-isoclina, en este caso, es la recta
vertical x = 7.

Por otro lado, la z-isoclina viene dada por la ecuacién:

_ xg(x)
p(z)

que es una funcion definida para x € (0,00). Ademas, y >0siz € (0,K),y=0six =K
y por ultimo y < 0 si x > K, lo cual significa que y tiene pendiente negativa en x = K.

Si ¥ > K ambas isoclinas no se intersectan en C7. Vamos a ver, por medio del anali-
sis de pendientes, que esto también lleva a la extincion de los depredadores. En efecto,
representamos la z-isoclina por medio de una curva que atraviesa el eje x en el punto
x = K con pendiente negativa, y la y-isoclina es la recta vertical x = ¥ a la derecha de K.
Se representan también los autovectores, con flechas de color azul, correspondientes a los
puntos criticos (0,0) y (K, 0).
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Figura 3.8: Isoclinas y campo de pendientes

En la region I, en la que x > T, se tiene & < 0, pues g(z) <0y p(z) >0,ey >0 ya
que q(z) > d

Sobre la y-isoclina se tiene que & < 0 y, logicamente, 1y = 0

En la region II se tiene © < 0 e y < 0 ya que en este caso g(x) < d

Sobre la z-isoclina se tiene que £ =0 e y < 0.

Por ultimo en la region 111 se tiene & > 0, pues es la region en la que zg(z) —yp(z) > 0
ey <O.

Asi que todas las trayectorias con condicion inicial suficientemente cercana al punto P(K,0),
tienden asintéticamente a dicho punto, que corresponde a la extinciéon del depredador, v,
v la estabilizacion de la presa en su méaxima capacidad de soporte, K. De hecho no resulta
dificil probar que este comportamiento se extiende a cualquier trayectoria, independiente-
mente de las condiciones iniciales, en otras palabras, que P(K,0) es un atractor global. En
efecto, consideramos los conjuntos compactos By y Bs = B1 U {2 en forma de caja dados
por la figura:

y
0.7 | |
B,=B,JQ | |
0.6 \% %\
b I I S _ _
| |
SRy Y v oy oy 9
04f } }
| P A
03p oo | |
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o2f \\\/% ; ;
/ \\\/,/'7 | -
01§ R ‘ ‘
~ I I
\\\K X -
L L - + 1 X
0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

Figura 3.9: Flujo a través de una caja compacta
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Ante todo tenemos que los ejes coordenados son conjuntos invariantes, es decir, que
una trayectoria que comience en By no puede “escapar” a través de los ejes. Es inmediato
probar que en la frontera vertical (derecha) de Bs el campo de pendientes apunta hacia la
izquierda, ya que z > T > K y por tanto £ < 0. Por otro lado en la frontera horizontal
(superior) de Bgy, el flujo apunta hacia abajo siempre que z < T, ya que entonces ¢(z) < d
y por tanto y = y(—d + g(x)) < 0. Sin embargo en el conjunto

Q= [z,x] x [0, y1]

se tiene que el flujo apunta hacia arriba en la frontera superior. Por tanto en este caso podria
ocurrir que la trayectoria “escapara” hacia arriba. Pero podemos acotar la pendiente de la
trayectoria de la siguiente forma:

1
dy v (@) (—=d+q(x)) 1
Wi_Y < — (~d+qle
|- L =B < )

ya que g(z) < 0 y por tanto 1 — ;ggg > 1. Como la funcion ﬁ (—d + q(z)) es continua
y no negativa en el compacto [T, z| alcanza un méaximo al que llamamos @, y por tanto se

tiene:
dy
-
lo cual significa que la trayectoria no puede escapar, sino que debe cortar la recta vertical
x = T y por tanto penetrar en la caja B;. Una vez dentro de Bi, no puede haber érbitas
periodicas ya que si las hubiera, por el corolario 2 del teorema de Poincaré-Bendixson,
también habria un punto critico interior. Esto significa que toda trayectoria que comience en
una caja By (que se puede hacer arbitrariamente grande), debe penetrar en B; y finalmente
converger de forma asintotica a P(K,0).

Evidenciamos este comportamiento mediante el dibujo de varias trayectorias, incluyen-
do también los autovectores en ambos puntos criticos (flechas de color azul):

<@

0.4

0.3f

02}

0.1k

Figura 3.10: Punto critico estable

Podemos llegar a esta misma conclusion si linealizamos (3.3) en torno a sus puntos
criticos en el primer cuadrante. Si y = 0 es inmediato ver que estos puntos criticos son el
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origen (0,0) y el punto P(K,0). Si existiera un punto critico fuera del eje z, su ordenada

valdria:
7= zg9(T)
p(T)
y yaque T > 0, p(x) > 0 pero g(T) < 0 por ser T > K, se tiene que § < 0, que queda fuera
del primer cuadrante. La matriz jacobiana es:

oft  Of / /
(B oy )\ _ [ 9=) +xg(x) —yp'(z) —p(z)
A_<%f;2 %f}>_< yq (x) —d+Q(w)>

Evaluamos A en ambos puntos criticos:

A(0,0) = < 9(00) _Od )

que obviamente tiene un autovalor de cada signo. Por tanto el origen es un punto de silla
(inestable) para el sistema linealizado y también para (3.3).

_( Kg'(K) —p(K)
A(K,0) = < 0 —d+ q(K) )

Dado que ¢'(K) < 0, se tiene que el primer elemento de la diagonal es negativo. Ademas,
como T > K, se tiene ¢(K) < d, por lo que el segundo elemento de la diagonal también es
negativo. Como la matriz A esté en forma triangular, concluimos de forma inmediata que
P(K,0) es un punto critico estable del sistema linealizado y también de (3.3).

Consideramos ahora el caso en el que ambas isoclinas tienen interseccion en C1, lo cual
ocurre cuando T < K. En este caso el punto de interseccién es tnico y lo denotamos por
F(Z,7), que logicamente es un punto critico de (3.3). En este caso el origen (0,0) sigue
siendo un punto de silla del sistema, pero el punto P(K,0) deja de ser estable. En efecto,
puesto que en este caso K > T se tiene que ¢q(K) > d y por tanto el segundo elemento de
la diagonal de A(0, K) es positivo. Por ello, en este caso P(K,0) también es un punto de
silla de (3.3).

Para estudiar el caracter de F', evaluamos la matriz jacobiana A en F, teniendo en
cuenta que ¢(T) = d:

A(@,y) = < 9(@) +7g' () —9p'(T) —p(T) >

z9(T)
p(T)

Por la ecuacién de la y-isoclina sabemos que i = por lo que el primer elemento de la

matriz A se puede expresar como:

e T@) L p(@) (@) + 79 @)] - T (@)
o(@) +79' (1) - 2y @ e

_, d [zg(z)

p(x)% {p(fﬁ) :|z:x

Anteriormente hemos visto que la pendiente de la y-isoclina, % [

frg(x)}
p(z)
pero por lo demés no podemos asegurar que el signo se mantenga negativo en x = T.

Ponemos:
d [xg(x)}

)

, €S negativa

=T
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y puesto que p(T) > 0, el signo del primer elemento de A coincide con el signo de m. La
matriz jacobiana toma por tanto la forma:

yd'() 0

donde Z, 7, p(T), ¢'(T) son cantidades estrictamente positivas, y r puede ser positiva, nega-
tiva o cero. Calculamos los autovalores de A:

det(A =) =0= X2 = \p(@)m + T9(T)¢ (T) = 0

de donde se obtiene:

p@m +\/p@r1? — 45p(@)¢ @)
2

Ar =

En caso de que la pendiente de la y-isoclina sea negativa, m < 0, entonces ambos auto-
valores son negativos (o bien tienen parte real negativa), y por tanto F'(Z,y) es un punto
critico asintotiamente estable del sistema linealizado, y también de (3.3).

Si la pendiente es cero, m = 0, los autovalores son complejos conjugados. Entonces F' es
un centro del sistema linealizado, pero el teorema de Hartman y Grobman no nos permite
extraer ninguna conclusion sobre el sistema (3.3).

Si la pendiente es positiva, m > 0, entonces al menos uno de los autovalores tiene parte
real positiva, y por tanto F' pasa a ser un punto critico inestable.

Como ya sabemos, el origen (0,0) y P(K,0) son puntos de silla. El origen tiene al eje
y como variedad estable y al eje  como variedad inestable. En el caso del punto P(K,0),
el eje x es su variedad estable, y su variedad inestable consta de dos trayectorias, una
de las cuales se encuentra integramente en Cj. La direccion de estas trayectorias en el
punto P(K,0) viene dada por el autovector inestable de A en P, es decir, el autovector
correspondiente al autovalor positivo ¢(K) — d. Calculamos dicho autovector inestable

(%1 .
() ’
K¢(K) —p(K) vl o\ vy
(PR A () =aum a2
Esto da lugar a las ecuaciones:
Kg'(K)vy —p(K)vy = (¢(K) —d)v
(¢(K) = d)vz = (¢(K) = d)vs
entonces de la primera ecuacién obtenemos:

q(K) —d - K¢'(K)
—p(K)

lo cual nos permite escoger el siguiente autovector:

(o 0%k )

cuya primera componente es negativa, y la segunda, claramente, es positiva.

Vo = V1

v =
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Sea xp un punto sobre la variedad inestable de P(K,0), en concreto sobre la separatriz
que se encuentra en C, y cuya direccion en dicho punto viene dada por v. Entonces es
claro que su w-limite, w(xg), es un conjunto no vacio, puesto que al menos incluye al punto
F. Para ver que w(xg) es compacto aplicamos el anélisis de flujo de cajas. Tomamos la

siguiente caja Bj en el plano de fase, y probamos que el flujo definido por la ecuacion (3.3)
es entrante a dicha caja:

y
14r |
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12 o o o o o o o o o .}
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Figura 3.11: Flujo entrante

En efecto, comprobamos la direccién del flujo, es decir, del campo de vectores, en todos
los tramos de la frontera de Bj.

En la frontera superior, como 0 < z < T, se tiene § = y(—d + q(z)) < 0 ya que
q(x) < q(xT) = d, por tanto el flujo apunta hacia abajo en los puntos arbitrariamente
proximos a esta frontera. Esto se ha representado en el dibujo teniendo en cuenta sélo la
componente en . En cualquier caso, en x = T se tiene © < 0, como facilmente se comprueba
sin més que tener en cuenta que el extremo derecho del tramo horizontal es un punto que
queda por encima de la z-isoclina. Esto excluye la posibilidad de que el flujo sea saliente
hacia la derecha en puntos préoximos al extremo derecho de este segmento.

Los ejes coordenados son, como sabemos, conjuntos invariantes, por lo que el flujo en
puntos arbitrariamente préximos a ellos también es entrante a Bj.

Estudiamos ahora el tramo vertical de la frontera derecha, de altura 6 > 0. En puntos
arbitrariamente proximos a (K, 0), el flujo puede aproximarse a la direcciéon vertical, pero
en todo caso se tiene & = zg(z) — yp(x) < 0, pues si x > K entonces g(z) < 0 y el resto
de términos son positivos. Por tanto el campo de direcciones f; apunta hacia la izquierda,
v el flujo es entrante a By en todos los puntos de este tramo de frontera.

Ahora tomamos en consideracién el tramo inclinado de la frontera de Bj, que tiene
pendiente mg dada por:

QK) +¢

p(K)
siendo Q(K) = ¢(K)—d—Kg¢'(K) > 0y e > 0. Es decir, que la pendiente del tramo incli-
nado es estrictamente mayor (en valor absoluto) que la pendiente del autovector inestable

moy =
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en (K,0). Hay que probar que el campo de direcciones fQ) es entrante a By en todo punto
arbitrariamente proximo a este tramo de la frontera. En el punto (Z,9) la pendiente de 72)
(en valor absoluto) vale:

_ (= +q(@)
(F,9) gp(%) — 29(2)

el denominador de esta expresiéon se puede poner como:

@) |7 555 | =) - v
que no puede acercarse arbitrariamente a cero, pues podemos escoger ¢ suficientemente
grande de forma que §—y* sea mayor que una determinada cota. Asi pues, m1 esta acotada
superiormente, y denominamos M a una cualquiera de sus cotas. Por tanto m; < M en todo
punto del tramo inclinado. Ahora es claro que podemos tomar ¢ arbitrariamente grande
(de forma que la pendiente del tramo inclinado se acerque a la vertical) y se cumpla:

QIK) +e
p(K)
con lo que queda probado que el flujo también es entrante a través de este tramo de la
frontera. Esto nos permite concluir que toda trayectoria que penetre en la caja Bi debe
permanecer confinada en Bj.
Aun tenemos que excluir el caso en el que una trayectoria permanece fuera de By pero
no escapa hacia infinito. Para ello consideramos una caja Bs tal que B; C Bs tal como se
muestra en el dibujo:
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Figura 3.12: Flujo entrante (continuacion)

y de forma totalmente andloga probamos que el flujo en cualquier punto de la frontera
de Bo— Bj es entrante hacia B;. Como Bs es una caja de tamano totalmente arbitrario, con-
cluimos que cualquier trayectoria que comienza en zg € C7 debe penetrar necesariamente
en Bj, con lo cual concluimos que w(xg) C B; es compacto, como queriamos demostrar.

Aplicamos el teorema de Poincaré-Bendixson y obtenemos dos alternativas:

74 UNED - UAb, 2011



Trabajo Fin de Méaster Sistemas de Lotka-Volterra en dindmica poblacional

¢ Siw(xg) contiene un punto critico, este debe ser F', ya que el origen y P son inestables,

y xg no pertenece a sus respectivas variedades estables. Del campo de pendientes
deducimos que F' es globalmente estable. La pendiente de la z-isoclina es negativa
en el punto de corte con la y-isoclina: m < 0. Representamos el campo de pendientes
y varias trayectorias. La separatriz que une P con F es la linea de trazos negros y
gruesos. Los autovalores inestables de ambos puntos de silla estan en color rojo, y
los estables en color azul. Observamos como ninguna trayectoria cruza la separatriz.
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Figura 3.13: Campo de pendientes y trayectorias. Punto critico estable

Si w(xg) no contiene puntos criticos, entonces debe ser una orbita periodica que
llamamos ~. Esta 6rbita debe rodear un punto critico, que necesariamente ha de
ser F'. Obviamente v es un ciclo limite, pues ninguna trayectoria puede salir de
la caja Bj, segin hemos visto anteriormente. Toda 6rbita que comienza en puntos
suficientemente alejados de v se aproxima en espiral al ciclo limite sin atravesarlo.
Hemos visto antes que si m > 0 el punto F' es inestable, por tanto las trayectorias que
empiezan suficientemente cerca de F' se alejan en espiral de F'y también se aproximan
asintéticamente a . Representamos el campo de pendientes, autovectores estables e
inestables y las trayectorias representativas:

y y
10f ‘ 10f ‘
Il |
8l - 8
PN
6f TR I 6
,4’ N | @ ?\
at” .éac}\(\ 5 S 4t
e 3 .
i N
ol \ :>‘ e A 2
— A\
v ! I\
\ X ‘ S X
1 2 3 4

Figura 3.14: Campo de pendientes y trayectorias. Atractor estable

Con lo cual concluimos que en el modelo de Gause se produce una bifurcacién de Hopf.
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3.5. Respuestas funcionales de Holling

Volviendo a la ecuacion (3.2), sabemos que ¢(x,y) representa la tasa de reduccion per
capita de las presas a causa de la depredacion. Es decir, que x¢(x,y) es la tasa de reduccion
total de presas debida a la depredacién, y la cantidad

p(,y) = gcb(x,y)

es la tasa de reduccion total de presas debida a cada depredador. Llamaremos tasa alimen-
taria (feeding rate) a la funcion p.

C.S. Holling, en los afios 1950, propuso tres tipos diferentes de forma funcional para la
tasa alimentaria p, que dependian exclusivamente de z, es decir, p = p(x). Describimos a
continuacion cada uno de los tres tipos de respuesta funcional de Holling.

Tipo 1. Respuesta lineal

La tasa alimentaria toma la forma p(xz) = cz, donde ¢ es una constante de propor-
cionalidad positiva. Esta tasa alimentaria es la misma que la considerada para el modelo
lineal de Lotka-Volterra. La ecuacién ecologica para este tipo de interaccion toma la forma:

& = x(g(x) —cy)
y = y(—d+q(x))

Puesto que su comportamiento cualitativo es el mismo que el de los sistemas lineales de
Lotka-Volterra, este caso no se estudiard méas en detalle.
Tipo 2. Respuesta saturada

La tasa alimentaria se toma proporcional a a%:, donde a es una constante positiva:

cx
a-+x

p(x) =

La respuesta se denomina saturada ya que para valores muy grandes de x, la tasa ali-
mentaria méxima se estabiliza en un valor igual a ¢. La saturacién significa que una vez
que los depredadores estidn saciados, no aumentan el ritmo de consumo de presas aunque
el ntmero de estas se incremente. Este efecto de saturacion para valores grandes de x se
observa frecuentemente en dinamica poblacional y otros campos como la cinética quimica.

Si se asume la misma dependencia saturada para ¢(z) y una dependencia lineal para
g(x) se tiene:

y el sistema (3.2) toma la forma:

b= re(l- ) —yeis
. 3.4
= y(—d+ %) (3-4)
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donde todos los parametros son positivos. Ante todo, si x = 0, se tiene y = —dy, es decir,
el decrecimiento exponencial de los depredadores hasta su extinciéon. Si y = 0, se tiene
T=rr (1 — %), que conduce a la estabilizacion logistica de las presas en z = K.
Claramente el origen (0,0) y P(K,0) son puntos criticos de (3.4). Vamos a estudiar si
existen otros puntos criticos del sistema para x # 0 e y # 0. De la segunda ecuacién de

(3.4) obtenemos:

bx 0T ad
a+x b—d

lo cual significa que se debe cumplir b > d para que T > 0. Por otro lado, de la primera
ecuacion de (3.4) obtenemos:

T cy a+x T
)i )
" ( K a+x -y c | K
sustituyendo ¢ =7 = % y simplificando obtenemos:
rab ad
s rab [
Y de—d)( b—d>

y para que sea y > 0 se debe cumplir que K > ;%5. Es decir, que para que exista punto
critico interior se debe dar:

—d +

ad
b—d
Consideramos primero el caso en que no hay punto critico interior y por tanto los tnicos
puntos criticos son el origen (0,0) y P(K,0). Vamos a calcular la matriz jacobiana de (3.4):

A:<g<> v/ (2) —yp/(z)  —p(a) ):<r(1—;2)—”—y<a+z> +>

yq' () —d+q(z) (Qj_(;)Q —d+ otz

b>d, K>

En el origen se tiene:

mam:(S_&)

que tiene un autovalor positivo y otro negativo. Por tanto el origen, en todos los casos, es
un punto de silla del sistema linealizado y también de (3.4). Su variedad estable es el eje
y y su variedad estable es el eje x.

En P(K,0) se tiene:

_r cK —r o CKK
A(K; 0) = < a+K ) g a+ d
0 —d+ a+K 0 (b— d) P

entonces si b < d o K < “—dd se comprueba ficilmente que el segundo elemento de la

diagonal es negativo, por lo que ambos autovalores de A son negativos, y P(K,0) es un
punto critico estable del sistema linealizado y de (3.4).

Vamos a analizar en primer lugar el caso b < d. Tomamos una caja rectangular en
C1 limitada por los ejes coordenados y las rectas * = x1, y = y1, y la denotamos por
By = [0,21] x [0,11], de forma que la a-isoclina estd integramente incluida en Bj, en
particular se tiene z1 > K.
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Calculamos & en los puntos de la recta z = x7:

. - x cx
Homgy = |72 (1_?) Vet
pues z1 > K. Asi que, independientemente del valor de g, el flujo a lo largo de z = z;

es entrante en By. Por otro lado, estudiamos el signo de g en cualquier punto de C1, en
particular en la recta y = yi:

. bx —ad — z(d —b)
4 y( +a+x> y< a—+x ><

por lo que en el caso de d > b, la caja By es un conjunto positivamente invariante de (3.4).
Representamos graficamente este comportamiento en la frontera de B;. En la recta x = x4
consideramos sélo el signo de &, y en la recta y = y; sélo el signo de y:

T
<r$1<1—?1)<0

r=x1

y
12
.o
e v 4 v v oL
B, j
8r |
|
-
. -
4 SO+ w
N
\\/% 4_:
2| "% |
AN -
\ ! L . QJS X1 X
1 2 3 4 5

Figura 3.15: Flujo entrante

Puesto que en el interior de B; no hay ningan punto critico, tampoco puede haber
Orbitas periodicas (por el corolario 2 del teorema de Poincaré-Bendixson), asi que a partir
de la informacién obtenida del dibujo, concluimos que todas las trayectorias que entran en
Bj deben converger a P(K,0). Queda por establecer la cuestion de si una trayectoria puede
no entrar en Bj. Para ello consideramos un punto cualquiera de Cy tal que (xg,y0) ¢ B
y una caja By = [0, z2] x [0, y2] de forma que (zo,yo) € B2 y B1 C Bs. De forma grafica:

y
15—y—2 ——————————————————————————— |
B, Yy Y Y Vv ¥V v
S TR T B |
«}(Xo'ﬁ}/o)ﬁ
s Tk, - -
Ry, < |
NGS | -

‘L N K= X

1 2 3 4 5 6 7

Figura 3.16: Flujo entrante (continuacioén)
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El argumento anterior se puede repetir para Bs. Ya que no hay puntos criticos en
su interior, tampoco puede haber orbitas periddicas, y de la informacién del flujo en la
frontera de Bs concluimos que una trayectoria que pase por (zg,yo) debe entrar en By, y
por tanto debe eventualmente converger a P(K,0). Ya que (x,yo) era un punto arbitrario
de C (en el exterior de Bj), esto prueba que toda orbita en C converge a P(K,0).

Consideramos ahora el caso b > d, con T = % > K, en el que sabemos que tampoco
hay punto critico interior. Entonces tenemos:

S br \  wb—d)—ad b-d o ad \ b—d(m_j)
y=v a+x - a+x _ya—i-:v b—d/)

por tanto el signo de ¢ es el mismo que el de x —Z. La representacion grafica del flujo se da
a continuacién. Hay que tener en cuenta que en las rectas horizontales sélo se representa
7 v en las rectas verticales .

y
(0]
151B.
2 l -
| |
yi A A
S __.
10+ | |
S A A A
| |
S—
5 _~ U I I
Y | |
R, -
L \\/2? I |
\ KX X1,y
1 2 3 4 5 6 7

Figura 3.17: Flujo entrante (continuacion)

Esto nos muestra que hay un problema potencial en la region (Z,z1) x (0,y2) pues
aparentemente una trayectoria podria “escapar” hacia y — +o0o y por tanto no converger
a P(K,0). Para establecer esta cuestion tenemos en cuenta las regiones de la forma:

Q= [z, x1] x [0, +00)

que se ha representado con un sombreado distinto en el grifico anterior. Para que la trayec-
toria escape se tiene que dar

dy

t) — oo cuando t — oo
dx()

Los signos de & e ¢ en {2 se determinan con facilidad:

T = mc(l—%)—yafx<0pues;r>f>K
. b—d _ _
y = v (x—T)>0puesx > 7T

a—+x
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asi que debemos probar que ’%’ < @ para todo t > 0 y para alguna constante positiva Q.

Aplicando la regla de la cadena tenemos:

dy _y
dr &
y por tanto:
dy|  y  Yas@-T) 1 yb-d)(z-7)
bo| "= Ty (o) wy- (-3

como = > K reordenamos términos en el iltimo paréntesis para que todos los factores sean
positivos:

d 1 b—d)(x—7 1 ylb—d)(x —= 1
] I e N ) . W
dx cry+ “Er (f — 1) cx Y cr
El término é es una funcién monotona decreciente, pues su derivada es —Cz% < 0, de

forma que é < % puesto que x > z. Por tanto:

dy

i L -7 <~

CT CT

< (b —d)(z1 — )

asi que basta tomar Q = %(b — d)(z1 — T) para garantizar que ‘%‘ < @ (no obstante,

no resulta necesario obtener una cota tan fina para (), basta observar que las funciones
involucradas son continuas y no negativas sobre el compacto [T, z1]). Ya que la pendiente
de la trayectoria estd acotada superiormente, y ademés es negativa, la trayectoria debe
abandonar €2 a través de la frontera izquierda, dada por la recta x = 7, en un determinado
tiempo finito ¢ = t;. Para instantes ¢ > t; la trayectoria esta en [0,Z] X [0,y1] y segin
hemos visto anteriormente, termina convergiendo al punto P(K,0).

En definitiva, por medio de este andlisis del campo de pendientes, hemos llegado a la
conclusion de que cuando no hay punto critico interior, entonces P(K,0) es globalmente
estable. Representamos el campo de pendientes y mapa de fase para una eleccién particular
de los parametros de (3.4):

y y
10+ 10+
8 8
. ¢ 1 of | -
41/ AN 44/ J(
St |
\ \\\/‘%
2 \C\’/,;) 2
I ?
v K
N X X
1 2 3 4 1

Figura 3.18: Campo de pendientes y punto critico globalmente estable
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Consideramos ahora el caso en el que b > dy K > % y por tanto hay un punto critico
F(z,7y) € C; con coordenadas:

_ ad _ abr ad
b—d (b—d)cK b—d
En el apartado anterior se demostré que F' es un punto critico estable si y s6lo si la
pendiente de la z-isoclina es negativa en el punto de corte:

d {xg(x)}

<0

=T

dzx | p(z)
en nuestro caso:
29@) _ 2 (L= 5%) Ty (1-2)= 2 {fw(ﬂ _K—a-27
C x

p(z) ats K/ 7 da | p(x)

=T
Por lo cual F es estable si y s6lo si K < a + 27. El siguiente teorema nos permite refinar
este resultado.

Teorema: El punto critico F' es globalmente estable para (3.4) si y sélo si K < a + 27.

Demostracion: Suponemos K < a + 27. Consideramos la siguiente funcién de Dulac:

a+x .4
x

B(:E?y) =

donde el valor de « se establecera mas adelante. Denotando por f1 v fo los lados derechos
de las ecuaciones (3.4) se tiene:

a(Bfl) 8(Bf2) ya—l [7’.%' <1 _ a+2x

8x+8y:x K

) +a(—ad + (b — d):c)] (3.5)

El corchete del miembro derecho se compone de dos términos, una pardbola de ecuacién
yp = ra (1 — 2222 v una recta de ecuacién y, = a(—ad + (b — d)z). Vamos a probar que
se puede escoger « de forma que la suma de ambos miembros siempre sea estrictamente

menor que cero, es decir:

a—+ 2z
K

2
rT <1_a+ x) +a(—ad+ (b—d)z) <0=rz <1—

% ) < —a(—ad+ (b—d)x)

o lo que es lo mismo, que la parabola esté siempre por debajo de la recta cambiada de
signo.
En z =7 la ordenada de la parabola es:

-
yp(m):rm(l—a}$> <0

pues hemos tomado como hipdtesis que K < a+ 2. Por otro lado, la ordenada de la recta
es:

yr(Z) = a(—ad + (b — d)T) = 0 para todo valor de «
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Los puntos de corte de la pardbola con el eje de las abscisas son x = 0y x = K;“.
Noétese que KQ_“ puede ser negativo, y por tanto el segundo punto de corte estar a la
izquierda del origen. Si K > a, la pendiente de la parabola en el punto de corte méas a la

derecha tiene el valor:

mz—r(l—%><0

Si K < a, el punto de corte mas a la derecha es el origen, y la pendiente de la parabola
vale: a
m=r|(l-— —) <0
(- %
Ahora imponemos que en x = T, la recta —a((b — d)z — ad) tenga pendiente m, de forma
que parabola y recta no tengan puntos de corte:

Figura 3.19: Estudio del signo de divB f

Esto significa que en el caso K > a se tiene:

O[_7'(K—a)
- K(b—d)
v en el caso K < a:
a_r(a—K)
- K(b—d)

Entonces el corchete en el miembro derecho de (3.5) siempre es negativo, y por tanto la

divergencia de Bf:
. d(Bfi) | 0(Bfa)
div(Bf) = <0
para todo (z,y) € C1. Aplicando el corolario del teorema de Bendixson-Dulac, concluimos
que el sistema no admite 6rbitas periédicas.

Reciprocamente, suponemos K > a + 2z. Ya hemos visto que, en este caso,

d [:vg(fv)}

dz | p(z)

>0

=T

por lo que F' ha de ser un nodo inestable, que ademés est4 rodeado por un ciclo limite. [J
En resumen, para K < a + 27, el punto F' es un nodo estable:
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N

’
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I
of i T . I
s | ~
|
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I © N
= AN
] +
\ :8 ﬁ\\ G
2 [ \\‘%Z'\
> /1r \?;
v — I \?
i X \\K
Il L - L bl X X
1 2 3 4

Figura 3.20: Nodo asintoéticamente estable

Si K = a+ 27 el punto F' ya no es asintéticamente estable, pero sigue siendo estable:

y y
10+ | 10+ |
| |
-
8l )//»JE‘ AN
- 1 T~
mp -4 I
6 - ! N
’ I AN
.7 I © AN
’ [ N
4k | = \
Q \
AN . B
I
2 ! C 4 \\‘\&’%
\Y e I\
‘ X ‘ S x X
1 2 3 4 5 6

Figura 3.21: Punto critico estable

Si K > a+ 27 el punto F' es un nodo inestable, y todas las trayectorias que em-
piezan suficientemente proximas se alejan de él en egpiral. Sin embargo, esto no ocurre en
trayectorias empezando suficientemente lejos de F, que se acercan, aunque no terminan
por converger a F', sino a un ciclo periédico que aparece rodeando a F":

y y
I I
|
10+
5 X
J T
1 %/ ! ~ |
6l g I AN
// ! \\
, I © N
/ [ N
4f s R
N2 RN
2 bl / \\' Z
IV g | \?
N\
\ ‘ X ‘ AL X
1 2 3 4 5 6

Figura 3.22: Punto critico inestable y atractor periédico
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Por tanto el modelo de respuesta saturada también presenta una bifurcaciéon de Hopf.

Tipo 3. Respuesta sigmoidal

En este caso la tasa alimentaria toma la forma:

2
P\¥) = —5—F75
(=) a’ + x?
que también se satura en el valor ¢ para valores grandes de x. Sin embargo en este caso
existe un punto de inflexién en la curva, que tiene la funcién de modelar una menor tasa
alimentaria para densidades pequenas de presa, dado que en este caso resulta més facil
para las presas esconderse de los depredadores. El nombre de respuesta sigmoidal viene
dado por la forma de letra “S” que adquiere la curva. En el siguiente gréafico se representan
los tres tipos de tasa alimentaria: lineal, saturada y sigmoidal:

p(X)

Méaximatasaalimenticia, ¢

Figura 3.23: Funciones de respuesta

Asumimos un comportamiento sigmoidal para ¢(z) y lineal para g(z), es decir:

b2
a? + 2

0 = (1)

de manera que el sistema (3.2) toma la forma:

. 2

r =TT (1 - %) - yazc-qi:—xQ

- e (3.6)
Yy Yy t 2

Vamos a proceder al estudio de la estabilidad de los puntos criticos de (3.6). Ante todo,
el origen (0,0) y el punto P(K,0) son puntos criticos. Para determinar si existen puntos
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criticos en el interior del primer cuadrante, C1, suponemos x # 0 ¢ y # 0 y vemos bajo
qué condiciones existe solucién al sistema:

i CI
1—7>— )
T( K) V@i
b2
At = 0
+CL2+.CC2

Despejando = de la segunda ecuacién obtenemos:

4
b—d

Tr=a

que soélo existe si b > d. En otras palabras, b > d es condicién necesaria para la existencia
de un punto critico interior. Despejando y de la segunda ecuacién obtenemos:

s ar [, a | d
YT /A - d) (1 K b—d)

Obsérvese que la existencia de ¥ estd garantizada por el hecho de que b > d. Pero como
debe ser 7 > 0, el término entre paréntesis también debe ser positivo, es decir:

a | d [ d

o lo que es lo mismo, K > Z. En resumen las dos condiciones b > d y K > T garantizan la
existencia de un punto critico interior, que ademas es tnico.
Vamos a estudiar la estabilidad de los puntos criticos por medio de la matriz jacobiana:

o) 9 _ 22\ 90q2__ %Y __ca?
A= Groh\ [ r(-F) -2l iy a?+a?
IR R 2ba® —2_ —d+ 2,
oz 0Oy (a2+22)2 2 +22

En el origen (0,0) la matriz jacobiana se reduce a:

A(0,0) = < g _0d>

que obviamente tiene un autovalor real de cada signo. De esta forma, el origen es un punto
de silla (inestable) para el sistema linealizado y también para el sistema (3.6). La variedad
estable, tanto para el sistema linealizado como para (3.6) es el eje y, y la variedad inestable,
para ambos sistemas, es ¢l eje x.

En el punto P(K,0) se obtiene por medio de calculos directos:

r cK?
AK,0) = a?FK?
0 ( 0 —dt

El segundo término de la diagonal lo podemos expresar como:

(b—d)K2—da®> b-d ,  dd’
b—d

a2+ K2  a?+4 K?

v se presentan dos casos posibles:
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e Sib<dosi K? < %, en cuyo caso no existe punto critico interior, entonces ambos
autovalores son negativos y P(K,0) es un nodo estable del sistema linealizado y de
(3.6).

eSib>dy K? > g%il, en cuyo caso si existe dicho punto critico, entonces hay un
autovalor real de cada signo y P(K,0) es un punto de silla para el sistema linealizado
y para (3.6). La variedad estable para ambos sistemas es el eje x. La variedad inestable
del sistema linealizado es la recta que pasa por P(K,0) y cuya pendiente viene dada
por el autovector inestable. En el caso del sistema completo, la variedad inestable es
tangente a dicha recta en P(K,0), y en el primer cuadrante consiste en una trayectoria
separatriz.

Asumimos ahora que existe el punto critico interior F'(Z,7). Evaluando la matriz jacobiana
en F(T,7) y simplificando se obtiene:

(1) %
A(f7 y) = 2(b—d)277 -
baZ LY 0
El polinomio caracteristico es:
2d 2ad | d 2cd(b — d)?
PO =X -+ —-1-"— Ty
9@ r(b bK b—d> a2z Y
de forma que los autovalores son:
2
2d 2ad | _d 2d 2ad [ _d 8cd(b—d)? —
7"(?— 3K z)_(z)i\/TQ(b— 3K m) -~ Ty

At =

2

Vamos a estudiar el signo del término entre paréntesis, que denotamos por M:

2d 2ad d
M==1=95\Vi—4d

Ante todo, si b > 2d es evidente que M es negativo, por lo cual ambos autovalores son
negativos (o bien tienen partes reales negativas, dependiendo del signo del radicando) y F’
es un punto critico estable (nodo o espiral).

Si b < 2d, entonces M podria tomar valores positivos. Como ha de ser b > d para que
exista punto critico interior, se debe cumplir d < b < 2d. Ponemos b = hd, donde h € (1,2).
Sustituyendo en la expresion para M se tiene:

2d 2ad d 2 2 a 1
M‘ﬁ_l_hdf( hd—d  h 1

ChKEVh-1
Es claro que si h est4d muy proximo a 1, M toma valores negativos, y lo mismo ocurre si h

estd muy proximo a 2. Vamos a estudiar si M es mayor que cero para valores intermedios
de h. Esto ocurre si y sélo si hv/h — 1M toma valores positivos, siendo:

h\/h—lM:\/h—1(2—h)—2§
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Buscamos los maximos de hv/h — 1M derivando con respecto a h e igualando a cero:

% (h\/mM) 2-h

T ov/h—1

Hallamos el valor de M (%) e imponemos que sea mayor que cero:

4
—\/h—1:0:>h:§e(1,2)

4 1 3vV3a a 1
SNt a a _ 1
M(=) >0:>K<3\/§

2 2 K
Es decir, que con la condicién adicional % < garantizamos que M toma valores

1
3v3
positivos. En concreto lo que ocurre es:

e Para valores de h proximos a 1 (por la derecha) se tiene M (h) < 0, por lo que ambos
autovalores tienen parte real negativa y F' es un nodo estable

e Al ir creciendo el valor de h, en un entorno de h = % se tiene M (h) > 0. Al menos

un autovalor tiene parte real positiva y el punto critico F' se hace inestable. En estas
circunstancias, existe la posibilidad de que se produzca una bifurcaciéon de Hopf y F'
esté rodeado por un atractor ciclico.

e Al seguir creciendo el valor de h y aproximarse a 2 (por la izquierda), M (h) vuelve
a ser negativo y F' recupera su caracter estable. Es decir, en caso de que se hu-
biera producido una bifurcacién de Hopf, el comportamiento oscilatorio desaparece
al incrementarse h.

Podemos refinar esta informacién por medio del estudio de la pendiente de la z-isoclina,

que volvemos a denotar por m. Esta es la curva de ecuacion:

1— =2
K

Ta2+x2 T
1)

c
Como ya vimos al comienzo de este capitulo, el signo de m en el punto de corte entre
la z-isoclina y la y-isoclina determina el cardcter de F'. En efecto, si m < 0 entonces F'
es estable, y si m > 0 es inestable. Para que la z-isoclina alterne pendientes negativas y
positivas en la regién con x > 0 es necesario que su pendiente valga cero en exactamente
dos puntos, es decir, y'(z) = 0 debe tener exactamente dos soluciones x1 y o positivas:
0 < z1 < z9. Estudiamos por tanto la derivada de la z-isoclina:

c K 22

Entonces ¢’ = 0 = 222 — Kz? — Ka? = 0. Para determinar el nimero de raices de esta
ecuacién polinémica aplicamos el criterio de Sturm. Ponemos:

Py(z) = 2% — K2? - Ka?
Pi(z) = Pi(z) = 62% 2Kz

y construimos la sucesion de Sturm por medio de division larga. Asi, tenemos:
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Tomamos Py(r) = Kz — 9a? y volvemos a dividir:

Pi(z) 6z N 54a> 5 18a% K2 — 27a?
Py(z) K K2 K?  Py(x)

Tomamos Ps(r) = K% — 27a? y formamos la tabla de signos:

’ ‘ Py ‘ P ‘ P ‘ Ps Variacion de signos ‘
O+ |0 | —1+4,0,— 2,1,1
+ |+ |+ |+0 - 0,0,1

Por tanto se presentan los casos:

° Si K2 —27a’>0= £ < ﬁ la ecuacion y'(z) = 0 tiene 2 — 0 = 2 raices positivas

==

1

° Si K? -27a®> =0= V3 la ecuacion y'(x) = 0 tiene 1 — 0 = 1 raiz positiva

=

° Si K2 —-27a’<0= & > ﬁ la ecuacion y'(z) = 0 tiene 1 — 1 = 0 raices positivas

=

Es decir que hemos llegado a la misma condiciéon para % que cuando hicimos el andlisis

de los autovalores. Imponiendo 7 < ﬁ garantizamos que la z-isoclina tiene un tramo de

pendiente negativa en (0, x1), a continuacién un tramo de pendiente estrictamente positiva
en (r1,z2), y por ultimo otro tramo, que se extiende en (zg, K), de pendiente negativa.

0.8
0.6
0.4

0.2

Figura 3.24: Puntos de corte de ambas isoclinas con distintas pendientes

Consideramos ahora la ecuacién de la y-isoclina:

Ya que b = hd tenemos:

h—1
Es claro que para valores suficientemente pequenos de T la pendiente de la z-isoclina es
negativa, y lo mismo ocurre para valores suficientemente grandes de Z. Vamos a comprobar
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que existen valores de h € (1,2) tales que la pendiente es positiva. En efecto, recordamos
que para h = % los autovalores tienen parte real positiva. En este caso, T = av/3, para el
cual la pendiente de la z-isoclina es:

y’(aﬁ):i(l_m_C12>:T<2_2a\/§>:2\/§r<1 a>>0

3 K c \3v3 K

de acuerdo a la condicién que hemos establecido para .

Tlustramos este resultado representando la z-isoclina junto a 4 posibilidades para la
y-isoclina, de forma que en los puntos de corte se alterna m < 0, m > 0y m < 0, tal como
se ve en la figura 3.24.

Vamos a comprobar que efectivamente se cumplen todas las hipotesis del teorema de
Hopf al producirse el cambio de signo en la parte real de los autovalores. Recordamos el
valor del término M entre paréntesis al calcular los autovalores:

2 24 [ 1
M=Z-1-22./—
h hK\ h—1

‘ -

siendo h = 3 € (1,2). Sabemos que si £ < entonces M (h) tiene exactamente dos

S

3
raices positivas y distintas en el intervalo (1,2) :

M(h)
031

021

01r

-0.1}

-0.2+

-0.3L

Figura 3.25: Signo de la parte real de los autovalores

Denotamos por h; la menor de estas raices y ponemos u = h — h; con lo cual se tiene

_ 2 2 [ 1 .
M(p) = i — L= g e/ iR =T ¥ por tanto:

e Si <0 entonces M(u

) <0
e Si =0 entonces M(u) =0
e Si > 0 entonces M(u) >0

Puesto que g =+ hy podemos expresar el sistema (3.6) como:

2

T o= rx (1 - %) - yaQCi:L‘Q
y = dy| -1+ T
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donde a,c,d,r y K estan fijados y cumplen las condiciones suficientes de existencia de un
punto critico interior. Por tanto hy existe y también estd fijado. Esto significa que (3.7) es
una familia de ecuaciones diferenciales dependientes del pardmetro p, donde p € (—¢,¢)
para un determinado € > 0.

Los autovalores de la matriz jacobiana de (3.7) en F' se pueden expresar como:

Moo= alp) +iB(p)
A2 = a(p) —if(u)

siendo a(p) = §M(p). Entonces es claro que el signo de a(u) es el mismo que el de p, y

que B(0) # 0, pues cuando p = 0, es decir h = hq, el radicando toma el valor:

8cd(b—d)?__

Verificamos por ultimo las tres condiciones adicionales exigidas por el teorema de Hopf

en su version fuerte:

1. Las componentes de (3.7) son funciones analiticas en las variables = e y, pues se trata
de funciones racionales en las que no se anula el denominador.

> 0: ya que «a(p) tiene el mismo signo que M(u), e imponiendo que
M(h1) =0= g=vh1 —1 (1 — %) Ademés hy < % pues sabemos que M (%) > 0.

3. Fj,—o es asintoticamente estable. Cuando p = 0 se tiene M = 0 y los autovalores son

imaginarios puros:
2(b—d
)\j: = Ii:i(b)\/ QCdfy

a
que como sabemos indica un centro para el sistema, linealizado pero no nos informa
sobre el caracter del punto critico del sistema (3.7).

Para analizar este comportamiento seguiremos el procedimiento expuesto en [Chen]. Intro-
ducimos el siguiente cambio de variables:

— d /
r = CL\/ b—dx
a
y = Vb —dy
dz? +b—d ,

e

sustituyendo en el sistema (3.6) obtenemos:

oo_ dev_dedt _ db-d) d (a d xj__am/ﬂb—dﬁm’

dt ~ dt' dt  dz2 +b—ddt b—d | de?+b—d dt’

[ d_ d
N d 211 Y- a d(b—d)y'ﬂ
b—d a2+a2ﬁx’2
d ,
1—
Vb—d$<

a
ra

a
ra -
K

bildx/

K
d a . cda’?

N LA — dy
b—dx> VA =y
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y simplificando, obtenemos para la primera ecuacién:

e B e A B A S Y
dt d dKk\Vb—d  "b—d b—d)K\Vb—d
Aq A2 ;X;

Ao

Analogamente, para la segunda ecuacion:

dy dydt’  db—d) a dy’

Vo= w T ard drah_deVi Ay

[)CLZL{IJ/2 bd /2
- % b —d)y' (—d + bda> = % d(b— d)y <—d + x)

a? + a2 dz? +b—d
que una vez simplificada se reduce a:

d/
%:y/($/2_1)

Renombrando las variables x/,3/,t' como z,y,t se obtiene el sistema:

i = z(Ao+ A1z + Asx? + A3z®) — 2%y = w (2, y) (3.8)
y = y(a? —1) = yga(z,y) '
siendo Ag > 0, A1 < 0, Ay > 0, A3 < 0. El punto critico interior F

la forma S(1,y*) para (3.8), siendo y* = Ay + A1 + Ay + A3 =

,y) de (36 ) toma

T
( % ) que

es mayor que cero, pues al principio de este apartado establecimos que 1 — 74/ m > 0 si

existe F' € C}. La matriz jacobiana de (3.8) evaluada en (1,y*) toma la forma:

A— 2A3+ Ay — Ay —1
N 2y* 0

siendo sus autovalores:

2A3+ Ay — Ag £ \/(2A3 + Ay —A0)2 — 8y*
2

Ay =

Es facil comprobar que

,
245+ A2 — Ao = = dK\/ tuo d T d
rb 2ad d rb
d(b—d) (b T WK b—d) d(b—d)

siendo M el término definido al principio de este apartado. Asi pues las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

b
2A3—|—A2—A0:0<:>M:0<:>g:h:hlﬁu:h—hl:0
Probaremos a continuacion que si 243 + A2 — Ag = 0, entonces S(1,y*) es un punto critico

estable de (3.8). En efecto, para ello tomamos la siguiente funcion de Dulac:

B = x_QyB !
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donde S es una constante que se determinard mas adelante. Calculamos la divergencia de
Bf, siendo f = (z¢1,yd2):

awBf = (a7 0)) 4 2 (17 0)

dy
_ 1 1 0¢1 _ _ ol
_ o p( 10, 2( 3,51 g 992
=y < x2¢1+xax>+x (By ¢2+y 8y>
g

= 2 2%y 24523 + (A + B)2? — (Ao + B)]

Ponemos 6(z) = 24323+ (As+ )22 —(Ag+3), que es una ciibica con coeficiente dominante
negativo, es decir, que §(z) — —oo cuando x — co. Vemos que si = 1 entonces §(z) = 0.
Vamos a escoger § de forma que z = 1 sea precisamente el méximo relativo de la funcién
0(x). Derivando e igualando a cero:

§'(x) = 6A32% +2(Ag + B)z =0

La solucién 1 = 0 es un minimo relativo de 4, como facilmente se comprueba evaluando
0" (z1). La otra solucion es:
. Az + 8
2= -
3A3
que es un maximo relativo de 4, lo cual se comprueba sin mas que evaluar ¢”(z3). Tm-
poniendo xo = 1 obtenemos:

B =—3A3 — Ay
con lo que la funcién § toma la formas:
6(z) = 24323 + (Ag — 343 — Ap)x? + 343 + Ay — Ay = 24323 — 34327 + A
y segun el analisis que acabamos de hacer, d(z) < 0 para todo z > 0. Graficamente:
0(X)
A

2F

0.5 1.0 15

Figura 3.26: Estudio de las condiciones de Bendixson-Dulac

Aplicamos el corolario al teorema de Bendixson-Dulac y concluimos que el sistema
(3.8) no tiene orbitas periddicas para 243 + As — Ag = 0, y por tanto tampoco las tiene
el sistema (3.6) en el caso particular de p = 0. Falta verificar que las 6rbitas en este caso
tienden asintéticamente hacia el punto critico interior, para lo cual analizamos el flujo del
campo de pendientes en la frontera de una caja que contiene a S(1,y*).
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20F-—---————-———-7-- RY
N
l l )
N
N
N

\

15+ N
N

. )E(XByyB)

10 :
- ay) -

! i
| -~

Xg
0.0 L
0.0 05 1.0 15 20

X

Figura 3.27: Flujo entrante a una caja (conjunto compacto)

En primer lugar se escoge un valor para zp > 1 tal que Ag + Ajxp + AngB + Agl‘%
sea negativo. Esto puede hacerse siempre, puesto que el coeficiente del término dominante,
As, es negativo. Por tanto es inmediato que sobre los puntos de la recta = xp se cumple
t=x(Ao+ A1xp + AQ:L‘QB + Agl’%) — 2%y < 0, lo cual esta representado en el grafico por
medio de flechas entrantes (hacia la izquierda) a la caja.

El tramo DE es el segmento de la recta y = yp — « + xp, de pendiente —1. Vamos
a calcular el valor absoluto de la pendiente del campo de vectores en cualquier punto del
segmento:
dy
dx

y o y(z* = 1)

- ny — a:(AO + Aizp + AQ.T2B + Agm%)

tomamos un valor yp tal que:

yp > max | {:E(Ao + Az + AQI’zB + Agx‘%)}

z€[0,xp

de forma que:
dy| _ yla®—1)
dr| = ya? —yg

v ya que en el segmento DFE se tiene y > yp podemos poner:

_ y(z? — 1)
yr? —y

dy

=1
dx

as{ que el flujo serd siempre entrante en el segmento DFE, que precisamente tiene pendiente
—1.

Por tltimo, en el tramo horizontal (frontera superior de la caja) se tiene que z < 1 por
lo que y < 0. Esto se ha representado por medio de flechas verticales hacia abajo.

Dado que los ejes coordenados son conjuntos invariantes de la ecuacion (3.8), se con-
cluye que la caja representada también es positivamente invariante para (3.8). Como se
puede tomar una caja arbitrariamente grande, se concluye que cualquier trayectoria en C
converge asintoticamente hacia (1,y*). Y ya que el sistema (3.8) se obtuvo a partir de (3.6)
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por medio de un cambio de variables suave, se concluye que F(Z,y) también es un punto
critico asintéticamente estable, en el caso de autovalores imaginarios puros (u = 0), para
la ecuacion (3.6).

Una vez verificadas todas las condiciones del teorema de Hopf, hay que tener en cuenta
que este es un teorema de naturaleza local. Efectivamente, lo que hemos probado es que
para valores positivos y suficientemente pequenos de pu, el punto critico inestable F(Z,7)
estd rodeado por (al menos) un atractor periodico. El teorema de Hopf no nos proporciona
informacién de caracter global, por ejemplo sobre la unicidad de este atractor periédico,
o sobre su comportamiento para valores de p arbitrariamente grandes.

La existencia del atractor, en nuestro caso particular de respuesta de Holling tipo
3, para valores arbitrariamente grandes de pu, es decir, suficientemente lejos del punto de
bifurcacion, se puede consultar en la referencia [Chen|, en la pag. 83. A grandes rasgos, la
demostracion exige como hipdtesis que 243 + Ao — Ap > 0. En nuestro caso se tiene:

rb rh
2A3+A2_A0 — 7M(h) — m

b —d) M(h) >0

en este caso recordamos que hay dos puntos criticos estables en (0,0) y en R(x4,0) para
cierto valor x4 > 0, y un punto critico inestable en S(1, y*). Construimos una regiéon anular
G que rodea a S, no contiene puntos criticos y que es positivamente invariante, es decir,
el flujo es entrante a través de todas las fronteras de G. Entonces, como consecuencia del
teorema de Poincaré-Bendixson, se concluye que debe haber al menos una curva cerrada
que es un ciclo limite comprendido en la regién anular G.

Para probar la unicidad del atractor global en este caso particular nos remitimos de
nuevo a la referencia [Chen|, en las pags. 84 y 85. En esencia el procedimiento consiste
en realizar un nuevo cambio de variable en la ecuacion (3.8), que la transforma en una
ecuacion de Lienard (ver [Verhulst|, pag. 51). Entonces se aplica un teorema de unicidad
probado en [Zhang| y se obtiene la unicidad de nuestro atractor global.

Una vez probadas la existencia y unicidad “globales”, la consecuencia necesaria es que
el atractor periddico existe y es unico, solo para valores de h € (hy, he) en los cuales el
punto critico interior F' es inestable. En h = h; aparece el atractor periédico ya que se
cumplen las hipo6tesis del teorema de Hopf. En h = ho los autovalores del sistema linealizado
satisfacen g—z‘ < 0 y se tiene una bifurcaciéon de Hopf en “secuencia inversa”, lo que también
se denomina bifurcacion de Hopf subcritica. El término subcritica no tiene que ver con
el hecho de que la érbita periddica que rodea al punto critico sea estable o inestable, sino
con que la orbita periddica exista para valores del pardmetro p mayores (supercritica) o
menores (subcritica) que el valor que toma en el punto de bifurcacion. El diagrama de
bifurcacién toma la forma:

R
Familia de sol. periédicas
asint. estables
Hopf superc. ’ Hopf subc.
P, asint.est.\ P, inestable '/P“ asint.est.
p=h—nhy
| u=0 p=hy—hy

Figura 3.28: Diagrama de bifurcacion
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En esta figura el eje vertical representa el “tamaiio” de las 6rbitas periédicas que surgen,
p-€j. serfa el maximo de las distancias entre dos puntos distintos de la 6rbita, es un concepto
andlogo al de eje mayor de una elipse, aunque nuestras 6rbitas periddicas, claro esté, no
tienen porqué ser elipses.

A la derecha de hg el punto critico F' recupera su estabilidad global (hablamos de
“colision” de la orbita periddica con el punto critico F') y no existen por tanto orbitas
periodicas para la ecuacion (3.6).

Para finalizar este capitulo presentamos un ejemplo numeérico a partir de los siguientes
valores: a = 0,25; c=1;d=1;r=1; k = 2; b = hd. En este caso M toma la forma:

2 0,25 1

M=2>_-1-
h h\Vh—1

que se anula en los puntos h; = 1,07268 y he = 1,70152. Por otro lado, el radicando de los
autovalores, que denotamos con la letra N, toma la forma:

2
h—1 1 2 025 [ 1 h—1 1
N=M*-—— (8- =|l--1-2= — 8 —
h < h—1> (h h h—l) h ( h_1>

que se anula para hg = 1,03735. Es inmediato comprobar que N > 0si h < hgy N <0si
h > hg. La expresion de los autovalores queda reducida a:

rM + N

Ay = >

Representamos el mapa de fase para distintas elecciones del parametro h, o lo que es lo
mismo, para distintas elecciones del parametro u = h — hy:

e Para h = 1,02 (. = —0,05268) los dos autovalores son reales y negativos, ya que
h < hg y por tanto el radicando de los autovalores, N, es positivo. Esto quiere decir
que F' es un nodo y las trayectorias convergen sin describir espirales.

e Para h = 1,05 (u = —0,02268) los autovalores son complejos, ya que h > hg y por
consiguiente N < 0. Sin embargo, como se sigue cumpliendo h < h1, todavia no se
ha producido la bifurcaciéon de Hopf. Los autovalores tienen partes reales negativas,
el punto F' es una espiral estable, y las trayectorias convergen en espiral hacia él.

. u=-002268

/ ///’ T

0.6

0.4

0.2

05 10 15 20
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y
10p
sl 11 =0.14732
0.6
0.4}
0.2 - : _________
X L : : X
05 1.0 15 20
y y
10 10+
| 1 =0.57732 o] 11 =0.51732
0.6 0.6
04 04
0.2 0.2
‘ ‘ ‘ X ‘ ‘ ‘ X
0.5 10 15 20 05 1.0 15 2.0
y y
121 121
1 =0.92732 1 =1.72732
10r 10F
0.8} 0.8
0.6 0.6+
0.4} 0.4}
02 02
. . . X . . ! X
05 1.0 15 2.0 05 1.0 15 2.0

Figura 3.29: Doble bifurcacion de Hopf (supercritica y subcritica) en el modelo de respuesta
funcional de Holling tipo 3

e En h = 1,22 (u = 0,14732) se ha producido la bifurcaciéon de Hopf y aparece un nodo

inestable rodeado por un atractor ciclico.

e Para h = 1,65 (u = 0,57732), valor relativamente proximo a hg, el atractor ciclico ve

reducido su tamano.

e Para h = 1,69 (u = 0,61732), la trayectoria circular estd a punto de colapsar en el

punto critico.
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e Para h = 2,80 (u = 1,72732) el comportamiento ciclico se ha desvanecido ya que
h > hg y los autovalores vuelven a tener parte real negativa. Por ello el punto critico
F es estable. Ademaés, como el radicando IV también es negativo, los autovalores son
complejos y F' es una espiral estable. En otras palabras, todas las trayectorias tienden
en espiral a F.

Es importante hacer notar que este efecto en el cual el comportamiento periédico aparece y
luego se desvanece para valores crecientes de u, no puede ocurrir en la respuesta funcional
de tipo 2 (saturada), y se presenta solamente en la respuesta de tipo 3.

3.6. Conclusién del capitulo

En este capitulo hemos concluido el estudio de sistemas auténomos en 2 especies. Al
considerar términos de interaccién no lineales hemos obtenido comportamientos en las
soluciones que no se pueden dar en el caso lineal de Lotka-Volterra, tales como atractores
ciclicos y bifurcaciones de Hopf (supercriticas, subcriticas y degeneradas). También se ha
estudiado el caso en el que se producen dos bifurcaciones de Hopf, una supercritica y
otra subcritica, de forma que el atractor estable sélo existe para valores del parametro
comprendidos en un determinado intervalo.

Ademas se mantienen las situaciones ya estudiadas en el caso lineal: puntos criticos
interiores y en la frontera, estables e inestables, etc. No obstante, en el caso no lineal, se ha
refinado el estudio de la estabilidad global de los puntos criticos por medio del estudio del
flujo entrante a una caja compacta (flowboz analysis en inglés), asi como de los autovectores
estables e inestables del punto critico.

Los términos de interaccién no lineal se han modelado por medio de funciones de
respuesta, de las cuales se han estudiado las mas conocidas (Gause, Holling,...). Es necesario
comentar de todas formas que existen otras respuestas funcionales en la literatura, que
serfan merecedoras de un estudio detallado en un trabajo de mayor extensiéon. Entre las
principales (ver [Brauer|, pag. 182) se encuentran las estudiadas por:

o Ivlev
¢ Rosenzweig
¢ Rosenzweig-McArthur

En general podemos afirmar que asumiendo hipétesis razonables sobre las funciones de
respuesta, de forma que tengan consistencia fisica y biologica, se obtiene una idea bastante
precisa de cual puede ser el comportamiento a largo plazo de las soluciones de un sistema
con 2 especies. En el préximo capitulo veremos que la situacién es muy distinta cuando
consideramos un niimero de especies n > 2.
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Capitulo 4

Ecuaciones de Lotka-Volterra para
mas de dos especies

Hasta el momento se han estudiado las propiedades y comportamiento de sistemas con
a lo sumo dos especies distintas. En este capftulo abordamos el estudio de sistemas con
n poblaciones, en el caso en el que las interacciones entre ellas son lineales. Se trata por
tanto de una generalizacion de las ecuaciones de Lotka-Volterra al caso de dimension n.

4.1. La ecuacidén general de Lotka-Volterra

La ecuacion general de Lotka-Volterra para n poblaciones toma la forma:
n
abizxi(ri—FZaijxj); i=1n (4.1)
7=1

Donde x; representa el numero (o densidad) de individuos de cada especie, r; son las tasas
intrinsecas de crecimiento o decrecimiento y los coeficientes a;; describen el efecto que
produce la especie j-ésima sobre la i-ésima. Se tiene que a;; > 0 si la presencia de la
especie j favorece el crecimiento de la especie 4, y a;; < 0 si lo inhibe. Si a;; = 0, significa
que la especie j no tiene ningin efecto sobre la i. Esto no implica la afirmaciéon reciproca,
es decir, se podria tener aj; # 0. La matriz

A = (aij)

recibe el nombre de matriz de interacciéon.

En el caso n-dimensional no hablamos de plano de fase sino de espacio de fase. Puesto
que ninguna especie puede tener un numero negativo de individuos, el espacio de fase es el
conjunto:

{z = (21, ,2p) eR":2; > 0parai=1,--- ,n}

La frontera del espacio de fase esté incluida en el conjunto de (hiper)planos coordenados,
cada uno de ellos de ecuacién x; = 0. Este plano corresponde a los estados en los que la
especie ¢ estd ausente. Cada plano es un conjunto invariante de (4.1), ya que si x;(tg) = 0,
entonces z;(t) = 0 para todo ¢ (no se permite la “inmigracion” en el modelo de Lotka-
Volterra). Como consecuencia, la frontera del espacio de fases es un conjunto invariante
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de (4.1), y por tanto también lo es el interior del mismo, que recibe el nombre de primer
hiperoctante u ortante, y que denotamos por Ci:

Ci={x= (21, ,zp) €ER":z; >0parai=1,--- ,n}

Se tiene por tanto que si z;(tg) >, entonces x;(t) > 0 para todo valor de t, aunque z;(t)
puede aproximarse asintoticamente a cero lo cual a efectos practicos significa la extincion
de la especie x;.

A diferencia de las ecuaciones de Lotka-Volterra en 2 dimensiones, de las cuales se ha
dado una clasificaciéon completa en capitulos anteriores, existen numerosas cuestiones abier-
tas en sistemas de dimensién superior. Incluso en el caso de 3 dimensiones se encuentran
ejemplos de evolucion caodtica en el sistema. Esto significa que se dan situaciones en las
cuales el comportamiento asintético consiste en oscilaciones muy irregulares, extremada-
mente sensibles a las condiciones iniciales, e imposibles de predecir.

No obstante existen algunos resultados generales para la ecuacion (4.1) que describire-
mos a continuacion.

4.2. Puntos criticos interiores

Los puntos criticos de (4.1) en C; son las soluciones positivas del sistema lineal de n
ecuaciones con n incognitas:

n
ri+ Y aiz; =0 (4.2)
=1

Noétese que los puntos criticos que se encuentran sobre los planos frontera se pueden encon-
trar resolviendo el mismo sistema, ya que la restriccion de (4.1) a una o varias ecuaciones
del tipo z; = 0 sigue siendo un sistema de Lotka-Volterra.

Teorema: C contiene puntos de a-limite u w-limite si y so6lo si (4.1) tiene un punto
critico interior.

Demostracion: Obviamente, si el sistema tiene un punto critico interior, dicho punto
critico coincide con su a-limite y w-limite. Queda por probar la implicacién en el otro
sentido. Suponemos por tanto que no existe ningin punto critico interior, es decir, que
(4.2) no tiene ninguna solucién estrictamente positiva.

Definimos la aplicacion x — L(x) dada por:

n
J=1

Es claro que el conjunto K = L(C7) no corta al origen, pues hemos supuesto por hipotesis
que no hay puntos criticos interiores. Ademés K es abierto, pues Cy lo es, y L es una
aplicacién abierta, ya que es compuesta de una aplicacion lineal en dimension finita y una
traslacién. Veamos también que K es convexo. En efecto, sean y,z € K. Es decir que
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existen (aq, -+ ,ap) € C1y (b1, -+, Bn) € C1 tales que:
n

Yi = Ti+zaij04j
j=1

n
Zi = T+ Zaijﬁj
j=1
hay que probar que Ay + (1 — \)z € K, con X € (0,1). Para cada componente tenemos:

Mt (1=Nzi = i+ Y agda;+ (1= Nri+ > ai;(1—N)B;
j=1 j=1

= r;,+ Z Qij [)\Oéj + (1 - )\)ﬁj]
j=1

y como Ay 1 — X son estrictamente positivos se tiene que Aa; + (1 —X)B; = 75 > 0, es
decir, (v1,- -+ ,7n) € C1y por tanto Ay; + (1= N)z; = ri + 37 aijy; = Ay+(1-N)z € K.

Como se cumplen todas las hipétesis, aplicamos el teorema de Hahn-Banach en su forma
geométrica [Valdivia 2|, pag. 167 y siguientes, y hallamos un hiperplano H que contiene al
origen pero es disjunto con K. Esto significa que para cada y € K existe un vector ¢ € H+
tal que c-y > 0 donde - denota el producto escalar convencional (euclideo) en dimension
n. Para que el signo sea positivo hay que escoger ¢ de forma que esté situado en el mismo
lado del hiperplano (ver [Valdivia 2|, pag. 183), que el conjunto K.

Ponemos

V(z) = Z ¢ilogx;

que estd bien definida en C y es continuamente diferenciable. Si z(¢) es una solucion de
(4.1) en Cf se tiene:

V(x(t) = > clogzi(t)

dV (x(t {L‘l t
E‘lt( )) = Zcixigti = Zciyi =cy>0

Entonces podemos aplicar el teorema de Lyapunov y obtenemos:

w(m)ﬂClc{zeCl:V(z)zo}ZQ

es decir, w(z) = @, lo cual finaliza la demostracion. O

Como consecuencia tenemos que si (4.1) no tiene puntos criticos interiores, entonces es
de tipo gradiente en C1, ya que V (z), tal como se acaba de definir, es estrictamente positiva.
Esto quiere decir que toda solucién del sistema describe una trayectoria ascendente a través
de V().

Por la teoria elemental de sistemas de ecuaciones lineales sabemos que (4.2) tiene a
lo sumo una solucién en C1, salvo en el caso degenerado (compatible indeterminado) con
det A = 0, en el cual el conjunto solucién es el trasladado de un subespacio de R™. En este
caso puede ocurrir que haya un conjunto infinito (continuo) de soluciones en Ci.

Supongamos que existe un Unico punto critico en C7, al que llamamos p. Vamos a
probar que si z(t) es una solucion en C7, que no tiende asintoticamente hacia la frontera
ni hacia el infinito, entonces su promedio temporal converge hacia p.
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Teorema: Si existen constantes positivas a y A tales que a < z;(t) < A para todo i y
todo t > 0, y p es el tnico punto critico de (4.1) en C7, entonces

1 T
lim / z()dt=p; i=1,---,n
0

Demostracion: Puesto que y; = % = 4 (log ;) podemos escribir (4.2) de la forma:

d n
% (log l‘z) =71+ Z Q55
j=1

Integramos respecto a t entre 0 y 1"

n T

Td
/ - (ogi)dt = [ritly + > aij / ;i (t)dt
n T
log zi(T) — logz;(0) = riT—i-Zaij/ xj(t)dt
= 0

log x;(T") — log ;(0) _ TI+ZQZJT/ xj(t)dt

T

Ponemos z;(T) = 7 fOT xj(t)dt. Vamos a comprobar que a < z;(1T") < A para todo j y todo
T > 0. En efecto, ya que z;(t) > a y ;(t) < A se tiene:

() = / 2(t dt>/ adt = a = z(T) > a

zj(T) = T/o wj()dt</ Adt =A= z;(T) < A

Consideramos ahora una sucesion T — oo. Puesto que la sucesion z1(T)) es acotada su
cierre es un compacto, y por tanto podemos extraer una subsucesién Tk1 tal que z; (Tkl)
es convergente a Zz; (este limite es dnico por ser C1, con la topologia usual, un espacio
topologico de Hausdorff). Entonces z2(T}}) es una sucesién acotada, por lo que podemos
extraer una subsucesion de T}, que llamamos T,?, tal que zg(T,f) es convergente a Zs.
Procedemos por recurrencia y finalmente hallamos una subsucesién, que volvemos a llamar
Ty, tal que
zj(Tk) = Zj

para todo j.

Entonces la sucesion log x;(T}) — log x;(0) también es acotada para todo i, pues recor-
damos que x;(t) no tiende ni a cero (frontera de C7) ni a infinito. Puesto que habiamos
deducido: .

log z;(Ty) — log x;(0
il )Tk i(0) :n‘—FZaiij(Tk)
j=1

si tomamos el limite cuando T}, — oo en ambos miembros obtenemos:
n
0=mr;+ E AijZj
Jj=1
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asf que Z = (Z1,--- ,Z,) es un punto critico de (4.1). Como Z; > a > 0 para cada j, el
punto Z ha de estar en C7, y como p era por hipotesis el tnico punto critico de (4.1), se
concluye que Z = p, es decir:

1 T
lim T/O l’i(t)dt =Di

lo cual concluye la demostracion. O
Respecto a la estabilidad global del punto critico interior p, podemos generalizar al
caso de n dimensiones el teorema de Goh dado en el capitulo 3:

Teorema (Goh): Supongamos que el sistema de Lotka-Volterra en n dimensiones (4.1)
tiene un tinico punto critico interior p = —A~'r € C;. El punto critico p es globalmente
estable en C si existe una matriz diagonal D, con todos sus elementos positivos, tal
que AD 4+ DAT es definida negativa, es decir que todos sus autovalores tienen parte real
negativa.

Demostracion: Ver la referencia |Baigent 1|, pag. 21. O

4.3. Las ecuaciones de Lotka-Volterra para cadenas troéficas

Estudiamos en este apartado las cadenas troficas (food chains) de n especies, en las
cuales la primera especie es presa de la segunda, la segunda de la tercera, y asf sucesiva-
mente hasta llegar a la n-ésima especie, situada en la cima de la pirdmide alimenticia, que
depreda a la (n — 1)-ésima sin ser depredada ella misma. En la naturaleza existen ejemplos
de cadenas troficas de hasta n = 6 especies.

Considerando que existe competencia interespecie de cada poblacién con su depredador
o presa inmediata, que ademés existe competencia intraespecie para cada poblacién, y
asumiendo coeficientes de interaccion constantes, el conjunto de ecuaciones toma la forma:

Ty = x1(ry — a1121 — a1272)
ii'j = :Ej(—’l"j + Qji—-1Tj—1 — Aj;T5 — aj,j+1xj+1) ] = 2, e, — 1 (4.3)
Ty = xn(_Tn + nn—1Tn—1 — annxn)

Con todos los coeficientes 7; y a;; estrictamente positivos. El modelo con n = 2 no es
més que la ecuacién depredador-presa de Lotka-Volterra para dos especies, ya estudiada
en el capitulo 2. En dicho caso n = 2 se probé por el método de Lyapunov que si existe
un punto critico interior, éste es globalmente estable. Veremos que en el caso general de n
poblaciones se verifica el mismo resultado.

Teorema: Si (4.3) tiene un punto critico interior, p, entonces p es globalmente estable,
es decir, toda trayectoria en C converge a p cuando t — oc.

Demostracion: Reescribimos (4.3) de la forma
zZ:x,wl ’izl,-" ,

Consideramos la funciéon
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donde las constantes ¢; se determinaran mas adelante, de forma que V sea una funcién de
Lyapunov. Calculamos su derivada temporal:

V= E Ci <£Uz —pz‘;) = E ¢i (ziw; — piw;) = E ci (z; — pi) w;
. 7 . .
(3 2 K3

Puesto que p es un punto critico de (4.3) se cumple:

T = ai1i1p1 + aiep2
Ty = Q55-1Pj—1 — Q55P; — A5 5+1Pj4+1 ] = 2, ,n—1
™ = Qnn—-1Pn—1 — GnnPn

lo cual nos permite expresar las w; como:

wi = —ai(r1 —p1) — az2(xe — p2)
wj = ajj-1(zj—1 — pj-1) — a;;(T; — pj) — j+1(Tj41 — Pj41)
Wy = an,n—l(xn—l - pn—l) - ann(xn - pn)

Escribiendo y; = x; — p; se tiene:

w1 = —a11Y1 — a12y2
Wi =G5 -1Yi-1 T GG5Y5 — GGy =200 ,m—1
Wn = OGpn—1Yn—1 — AnnYn

de forma que:

n
Vo= ) ey
j=1

n—1
= cayiw + E CjY; Wi + CplYnWn
=2
n—1 n—1
2 2
= —c1a11y) — c161291Y2 + E Cjaji—1Y5—-1Yj — E CjjiY;
j=2 =2
n—1
2
- Z CiGj5 i+1Y5Y5+1 + Cnlnn—1Yn—1Yn — CnGnn¥Y,
=2
n n—1 n
_ 2
- = § :Cjajjyj - E :Cjajvjﬂyjyj”rl + § :Cjaj,jflyjflyj
Jj=1 Jj=1 Jj=2
n n—1 n—1
_ 2
= - E Cjaj5Y; — E Cjaj,j+1Y5Yj+1 + E Cj+105+41,5Y5Yj+1
Jj=1 Jj=1 Jj=1

Ahora escogemos las constantes c; de forma que cumplan:
Cjajj+1 = Cj+1a5+41,5

as{ que:

n n
: 2
V== cajy; ==Y cjagi (z; —p;)* <0
=1 j=1
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Como la derivada temporal es no positiva en todo punto, aplicamos el teorema de Lyapunov
y obtenemos que para cualquier 6rbita x(t) en Cy:

w(z)NC; =w(x) C {z €eC:V(z) = 0} ={p}

y ya que x = p es solucion de (4.3) concluimos que para toda érbita del primer hiperoctante,
C1, se tiene que w(x) = {p}. O

4.4. El principio de exclusién

El principio de exclusiéon establece que si n poblaciones dependen linealmente de m
recursos, con m < n, entonces al menos una de las poblaciones debe extinguirse. Es decir,
que si hay mas poblaciones que recursos (nichos ecologicos), dicha situaciéon no puede
mantenerse en el largo plazo. Vamos a justificar este hecho.

Denotamos por Ry, -+ , Ry, los recursos disponibles. Al ser lineal la dependencia de las
poblaciones con respecto a los recursos, la tasa de crecimiento per capita de cada especie
es: .

T .
E:bi1R1+"'+bimRm_ai z:l,---,n (4.4)
donde la constante «; es la tasa de decrecimiento intrinseca de cada especie (en ausencia
de recursos). Ry es la abundancia del k-ésimo recurso, y el coeficiente by, da cuenta de la
eficiencia con la que la i-ésima especie saca provecho del k-ésimo recurso.

La abundancia de los recursos, Ry, depende de la densidad de cada poblacién, pues a
mas individuos consumiendo el recurso, menos cantidad habra disponible. Si esta depen-
dencia también es lineal, se tiene:

R = Ry, — Z$iaki

)

siendo Ry y ay; constantes positivas. En este caso la ecuacién (4.4) es un caso particular de
la ecuacion de Lotka-Volterra (4.1). Sin embargo, no es necesario asumir una dependencia
lineal de los recursos con respecto a las densidades de poblacién, basta con postular que
los recursos no son ilimitados (pueden agotarse) y por tanto las densidades x; no pueden
crecer hasta el infinito.

Construimos el siguiente sistema (lineal homogéneo) de ecuaciones:

n
Zcibij:() jzl,"' ,m
=1

Puesto que n > m, tenemos menos ecuaciones que incégnitas, asi que existira al menos

una solucion no trivial (eq,- -, ¢,). Ponemos:
n

a= E Cioy
i=1

Excluimos el caso o = 0 y asumimos sin pérdida de generalidad que a > 0, ya que si a < 0,
basta tomar el vector (—ci, ..., —¢y,), que también es solucion del sistema homogéneo, para
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obtener o > 0. Partimos de las ecuaciones (4.4) y razonamos de la siguiente manera:

x‘a.
Ty
T;
ci— = cbaRi+ -+ cibimBm — cioy

Z Cz% = ZcibilRl +- Z Cibim Ry — Zciai
= Rlzcibil+"'+Rmzcibim_a

(2 K3
N—_—— N’
=0 =0

Entonces tenemos:
Z Cii [log z;] = —«
- dt

Integrando respecto al tiempo entre 0 y 7"
/TZC‘d[lo x;|dt = ZC‘/Td[lo :L‘-]dt—Zc'[lo (z:)]d
0 - Zdt g (2 - - (3 0 dt g 7 - - (2 g 110
i(T) [ %(T)] “
= c; log log =
2ol gy = 2 [ L)
= log H [xl ))] = —aT

Por tanto:

y haciendo C = [, [z;(0)] se tiene:

[] fe(m)) = cemet

i

Al tomar el limite cuando T' — o0, el miembro de la derecha se hace cero. Recordando que
en el miembro de la izquierda todas las x;(T) estdn acotadas (pues hemos partido de esa
hipotesis), la unica posibilidad es que para algan indice i se tenga:

liminfz;(T) =0

T—o0
es decir, que la especie correspondiente al indice ¢ termina por extinguirse, tal como afirma
el principio de exclusion. El hecho de que tomemos liminf x;(T") = 0, y no limx,;(T) = 0,
significa que la evolucién de la especie podria no ser uniforme hacia el cero, sino constar
de ciclos con méaximos y minimos, donde los minimos cada vez decrecen méas. En uno de
los ciclos, la especie no es capaz de recuperarse de su minimo y termina por extinguirse.
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4.5. Sistemas Lotka-Volterra competitivos

Consideramos ahora la ecuaciéon de Lotka-Volterra:
n
j;i:xi<ri—2a,—j:rj) =Fi(z); i=1,---,n (4.5)
j=1

con la condicién a;; > 0 para 1 < 4,j < n. Esto significa que cada especie compite con
todas las demés, incluida ella misma, por los recursos del sistema.

En primer lugar si existe un indice ¢ para el cual r; < 0, entonces necesariamente
z;(t) = 0 cuando ¢ — oo puesto que

n

3 § : 2

Xr; = T4 <7°Z' — aij:cj> g — Qi3T5 § 0
j=1

donde la igualdad se cumple si y sélo si z; = 0. Y, como sabemos, una érbita que comienza
en la clausura de (7, no puede abandonar dicho conjunto.

En lo sucesivo supondremos que r; > 0 para todo ¢, es decir, que en ausencia de
competidores, cada especie evoluciona hasta estabilizarse en su correspondiente capacidad
de soporte K; = a% > (0. Como consecuencia inmediata tenemos que, en esta situacién, el
origen es un nodo inestable.

Lema: Sia;; >0y r; > 0, entonces todas las trayectorias de (4.5) estan acotadas.

Demostracion: Sabemos que la clausura de C; es invariante y ademas:

. = 2 . i
T; =Tix; — Iy Z Q5T 5 < 73Xy — Ay = :Ei(T‘Z' - CL”ﬂ?z) <0 si x; > ;
le (%3

es decir, que el crecimiento de x; se vuelve negativo si x; supera un determinado valor

umbral, por lo cual x; esta acotado para cadai=1, .- ,n. O

Recordamos del modelo competitivo de Lotka-Volterra en dos especies, que si no existia

un punto critico interior, entonces necesariamente una especie se extinguia y la otra (la

especie dominante) alcanzaba su capacidad de soporte. Vamos a generalizar este argumento
para el caso de n especies.

Lema: Si en el sistema (4.5) los coeficientes cumplen las condiciones

T’j r;

A)— < , 1<i<j<n
ajj aij
rj ri .
B)-L > X nzi>j>1
ajj aij

entonces el sistema (4.5) no tiene ningun punto critico interior.
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Demostraciéon: Un punto critico interior p debe satisfacer

ail Ain
r; r

)

as{ que tenemos las n — 1 relaciones siguientes:

a a; a a; .
(nﬂ>p1+...+(1nm>pn:0, i=2...n
1 i 1 T

entonces, si ¢ = n:
aii Gnl aln Gnn
(o1 )y ()
1 Tn 1 Tn

Cada uno de los términos entre paréntesis es negativo, por hipétesis, as{ que se debe tener
necesariamente p; = 0 para todo ¢, es decir p = 0, que no es un punto interior, lo cual
concluye la demostracién. O

El siguiente resultado generaliza el ya probado para dos especies, es decir, que en
ausencia de puntos criticos interiores, todas las especies se extinguen necesariamente menos
una de ellas (la dominante) que alcanza su capacidad de soporte.

Teorema: Suponiendo que se cumplen las condiciones A) y B) establecidas en el lema

anterior, el punto (%,0, e ,0) es globalmente estable en C1, es decir, toda trayectoria

tiende asintéticamente hacia dicho punto critico.

Demostracion: Ver referencia [Baigent 1], pags. 38 a 40. O

Es conveniente aclarar que el hecho de que la especie dominante sea z1 viene motivado
por la eleccion de coeficientes que se ha hecho en las condiciones A) y B). Obviamente se
puede construir un modelo en el que la especie x; sea la dominante, para cualquier indice
k=1,---,n, sin mas que realizar una permutacién de indices.

También es interesante constatar es que no todo sistema competitivo en n variables,
tiene una dinamica “simple” a largo plazo, es decir, no todos los sistemas evolucionan hacia
un punto critico o una 6rbita estacionaria. S. Smale mostro, en los anos 1970, ejemplos
de sistemas con interaccién no lineal (es decir, no de tipo Lotka-Volterra), en los cuales
el comportamiento asintético puede ser arbitrariamente complejo. Los estudios de Smale
demostraron que esto es especialmente patente en los casos con n > 4.

4.6. Un modelo de competicion ciclica

Hemos visto méas arriba que si en un modelo de cadena trofica de Lotka-Volterra existe
un punto critico interior, entonces este punto es globalmente estable. Vamos a ver que esto
no se cumple para modelos lineales de interaccién competitiva, es decir, cuando n especies
no se depredan entre si, pero compiten por uno o varios recursos comunes.

Cuando hay dos especies implicadas, recordamos que podia darse el caso biestable, en
el cual una especie prevalecia (la dominante) sobre otra que se extinguia, aunque existiera
un punto critico interior.

Para tres o mas especies puede darse un comportamiento radicalmente diferente, de
caracter ciclico. Al principio parece como si la especie 1 fuera a ser la Unica superviviente,
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pero su densidad desciende bruscamente y su papel lo asume la especie 2, que domina el
ecosistema durante algin tiempo, hasta que su poblacién colapsa y emerge la poblacién
3, que aparentemente serd el ganador final de la competicién. Sin embargo la poblacién 3
también cede su lugar a la 1, y asi comienza un nuevo ciclo. Los periodos de tiempo durante
los cuales una especie domina se van haciendo cada vez mas grandes, pero de repente, y sin
que se produzca influencia del exterior, la especie dominante pierde su lugar privilegiado
v lo cede a una de sus competidoras.

Vamos a modelar este comportamiento ciclico para una interacciéon entre tres especies
dada por la ecuacién:

I.‘l = xl(l — 1 — Oaxry — ﬁl‘g)
.i'Q = xz(l — 6%’1 — T2 — Oé.%'g) (4.6)
3 = x3(1 — ax; — Py — x3)

donde 0 < 8 <1 < ay a4+ > 2. Estas restricciones de los parametros son muy
artificiales en el sentido de que no encontramos un modelo real en la naturaleza que se
ajuste a esta ecuaciéon. Sin embargo, esta primera aproximacién nos introduce en el tipo
de calculos, y nos muestra algunos resultados que se dan en modelos mas realisticos. Ante
todo, es inmediato comprobar que la ecuacion (4.6) es ciclica ya que si realizamos una
permutacion (positiva) de indices entre z1, x2 y 23, la ecuacién no cambia. Este hecho
simplifica enormemente los calculos, y lo utilizaremos también mas adelante.

Definicion: Una matriz n X n se llama circulante si es de la forma:

cl] €y €3 --- Cp,
Cpn C1 C2 -+ Cp-1
C2 C3 C4 -- C1

es decir, que la permutacion ciclica de los elementos de una fila origina los elementos de la
fila siguiente.

Teorema: Denotamos por r = e » la raiz n-ésima de la unidad. Los autovalores de la
matriz ciclica tienen la forma:

)\k:Zer(j_l)k kE=0,---,n—1
j=1

v los autovectores son:
Y = (17 rk’ r2k’ . ’T(nfl)k)

Demostracion: Basta comprobar que Ay, = Apyr. En efecto se tiene:

€1 € €3 ... Cp 1 1+ cor® 4 egr?k e DE
. k k 2k 4 ... (n=1)k
Cp, c1 C2 Cn—1 r cp +c1r” + cort + + cp_17
2k —
Chel Cn €1 oo || — | cnor+enrt+er® 4o 4y or(mE

€2 G & A rin= Dk co + earF 4 cgr® - oqr(0 DR
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Segiin hemos visto, ¢ + cor® 4+ egr?k 4 oo 4 cnr(”_l)k = A;. Como ademéas r*F = 1,
reordenando términos tenemos:

Ak 1
W rk
2k 2k
Ay = 7% A\ =\ r
T(nf2)k)\k T(nfl)k
como queriamos demostrar. O

Volviendo al sistema (4.6), vemos que existe un tnico punto critico interior m dado
por:

1 1 1
m = ’ )
<1+a+6 l+a+p 1+a+5>

La matriz jacobiana de (4.6) es:

on Oh 9N
8.’21 81’2 813
A = | 92 Ok b
- 8:}01 8:1?2 81’3
Ofs  Ofs  9fs
8$1 8%2 81’3

1—2x1 — azy — Bxs —ar — Bz
= —Bxo 1— Bz — 229 — axs —xy
—axs —Bx3 1—ax1 — Pry — 2x3

Particularizando en el punto m y simplificando:

1 1 a
Am=irais |\ 2L s

La matriz jacobiana es circulante, asi que sus autovalores son:

Ao = _1—|—a1—|-ﬂ (1 + ae% + 56%) - _m -1
A= _1+a1+5 (1 +ae’s —|—ﬂe%)

_ 1+ozl+ﬁ —1+O‘;5+i\g§(a—5)
Ay = —1_‘_0414_5 (1 taes + ﬁe%>

= Trai7 1+ i

Como por hipotesis a + 8 > 2 , se tiene que las partes reales de A1 y As son mayores
que cero, con lo cual el punto critico m es un punto de silla. Cabe indicar también que el
autovector correspondiente al autovalor \g = —1 es vg = (1,1, 1).

Con respecto a los puntos criticos situados en la frontera de (', determinamos que
sobre los ejes coordenados estan situados los siguientes: Py(0,0,0), P;1(1,0,0), P»(0,1,0),
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P5(0,0,1). Estudiamos la estabilidad de cada uno de ellos por medio de la matriz jacobiana:
1 00
A0,0,0)= 0 1 0
0 0 1

con lo que el origen es un nodo inestable (fuente). Por otro lado:

-1 —« -8
A(1,0,0) = 0 1-p 0
0 0 l1—«

que tiene 2 autovalores negativos (A\g = —1y A2 = 1 — ) y uno positivo (A; = 1 — 3, pues
B < 1 por hipotesis), asi que (1,0,0) es un punto de silla de (4.6).

De forma totalmente anéloga se prueba que (0,1,0) y (0,0,1) son también puntos de
silla.

Ademaés existen otros tres puntos criticos de (4.6), situados cada uno de ellos en uno
de los planos coordenados, fuera de los ejes, pero se comprueba facilmente que ninguno de
ellos tiene sus tres coordenadas positivas (es decir, no pertenecen al primer octante), por
lo que carecen de significado fisico.

Si xg = 0 el sistema (4.6) se reduce a:

.%"1 = xl(l—xl—axQ)
ty = x2(1—Par —x9)

que es la ecuacién para dos especies competidoras ya estudiada en el capitulo 2. Las
ecuaciones de las isoclinas son:

T

Q=
Q=

e ri-isoclina: o =
e ro-isoclina: o = 1 — By
El punto de corte de las isoclinas es:

a—1 . 68—1
. Ty =
af—1 "* af-1

T =

que no puede estar en el primer cuadrante (como ya se ha mencionado més arriba) pues
a— 1y B —1 tienen signos opuestos. Asi pues, estamos en el caso en que las isoclinas
no se cortan en el primer cuadrante. Mas especificamente, la xo-isoclina estd por encima
de la zp-isoclina (pues é < 1), por lo que x5 es la especie dominante, y x1 la especie
que se extingue. Es decir, que para toda trayectoria comenzando en la parte positiva del
plano x3 = 0, el sistema converge al punto critico P»(0, 1,0), en otras palabras, la variedad

estable de P; es el conjunto:
{(a:l,xg,xg) ER3: 21 >0,20 > 0,23 = O}

Por otro lado, la variedad inestable del punto P;(1,0,0) es una Unica trayectoria t12 que
parte de P y converge a P», tal como ya se estudié en el caso de competencia entre dos
especies. Otra forma de expresarlo es que el a-limite de 12 es Py, y su w-limite es Ps.
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En los otros planos frontera la situacién es totalmente analoga. Si 1 = 0, la competen-
cia entre xo y x3 da lugar a la extincion de xo y la supervivencia de x3. Fxiste por tanto
una trayectoria ta3 que parte de Py y converge a P3(0,0,1).

Si z9 = 0 la expecie dominante es 1 y 3 se termina existiendo. La variedad inestable
de P53 es una trayectoria t3; que parte de P3 y converge a Pj.

Denotamos por F' al conjunto formado por los tres puntos de silla, Py, Po v P y las tres
trayectorias que los conectan, t19, tog, t31. Obviamente F' es un conjunto invariante de (4.6)
que recibe el nombre de ciclo heteroclinico. Representamos graficamente el conjunto F,
y por separado una trayectoria que comienza en un punto arbitrario. Observamos como la
trayectoria arbitraria (en verde) tiende asintoticamente hacia el conjunto F:

Figura 4.1: Conjunto limite y trayectoria

Representando las tres coordenadas con respecto al tiempo observamos como cada
especie parece ser dominante durante un tiempo, pero termina siendo relevada de su papel

dominante por la siguiente especie. Ademads, el tiempo que cada especie permanece como
dominante se incrementa progresivamente:

t
50 100 150 200 250

Figura 4.2: Trayectorias en funcién del tiempo
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Sin embargo, las trayectorias que comienzan justo en la diagonal del primer octante, es
decir, puntos con coordenadas (s, s, s), no presentan un comportamiento ciclico sino que
parecen converger al punto critico m:

|
I
|
|
1
|
|
1
|
|
1
|
|
1
|
|
1
|
1
1
|
|
1
|
1
1
|
|
1
|

’

Figura 4.3: Trayectoria con condicién inicial en la diagonal del primer octante

A continuacién vamos a dar una demostracion del hecho de que toda trayectoria que
comienza en C (salvo las que empiezan justo en la diagonal) tienen a F' como w-limite.
Para ello introducimos las funciones:

S = x1+x0+ 23
P = T1X2X3
de forma que:

S = @1 +do+ds
x1(1 — 21 — axg — fas) + x2(1 — By — x9 — aws) + x3(1 — axy — Bre — x3)
= 1+ a2+ 33— [2] + 25 + 23 + (a+B) (v122 + 223 + T371) ]

Tl + T2+ 33 — [2] + 25 + 23 + 2(z122 + Tow3 + T371)] (Pues a + B > 2)
= §-582=5(1-25)

N

y, analogamente:

P = T1ToT3 + X1XL2x3 + T1X2X3
= mxexs[(1 —x1 — axe — frg) + (1 — fry — 29 — ax3) + (1 — axy — Py — x3)]
= z12203[3 — (21 + 22 + 23) — a1 + 22 + 23) — B(21 + 22 + 73)]
= mzew3[3 — (z1 + 22+ 23)(1 + a + B)]
= PB-(1+a+p)9]
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A partir de S < S(1 — S) deducimos inmediatamente que ninguna especie puede explotar
en namero, pues la suma de los individuos de las tres especies estd acotada por una ley de
tipo logistico.

Por otro lado consideramos la funcién:

P
V(x1,$2,x3) = ?
de forma que:
;oo d(P _PS-3PS P[3—(1+a+p)S]S—3PS
dt\S3) 54 N S4
- £[35—(1+ +B)S2 -3

P .
= @ {3(1‘1 +$3+$3) — (1+Oz+ﬁ)(l‘1+$3+$3>2*35}

sustituyendo S = z1 + z9 + T3 — (21 + 23 + 23 + (a+B)(z122 + zow3 + x321)] v simplifi-

cando:
P <1 _a+p

=

54 2
ya que a+ (3 > 2. Asi pues V (21, 2, z3) es una funcién de Lyapunov. Aplicamos el teorema
de Lyapunov a las 6rbitas que no estan en la diagonal del primer octante, es decir, a las
orbitas donde no se cumple simultdneamente x1(t) = xo(t) = x3(t) para ningin valor de
t. En este caso se tiene (z1 — x2)% + (72 — 23)? + (x3 — 71)% # 0 y por tanto:

> (21— m2)* + (22 — 23)* + (33 —21)%] <O

V=0= % =0=>P=0

y para que P = zjzoxs se haga cero, es necesario que alguna de las poblaciones se haga
cero, es decir, que toda trayectoria que no esté en la diagonal, converge hacia puntos
que estan en la frontera del primer octante. Y como ya hemos visto al principio de este
apartado, el tnico candidato posible de w-limite para trayectorias que estan en la frontera
es el conjunto F.

Es facil ver que este comportamiento no puede darse, en términos estrictos, en un
ecosistema real. Puesto que liminfx;(t) = 0, tarde o temprano una de las especies se
extinguird, y otra u otras tomaran el papel preponderante. Pero este modelo sugiere al-
guno de los mecanismos por los cuales se producen variaciones bruscas en poblaciones de
un ecosistema, sin causa aparente (externa) que las motive, y que si se observan en la
naturaleza.

A continuacién vamos a estudiar los promedios temporales del sistema (4.6). Ya vimos
en el teorema probado en una seccién anterior de este capitulo que si las 6rbitas no divergen,
ni se acercan asintoticamente a los planos coordenados (a < z;(t) < A para unas constantes
a y A dadas), entonces sus medias temporales convergen al inico punto critico interior.
Sin embargo, en el sistema (4.6) las trayectorias fuera de la diagonal no divergen, pero
convergen a un w-limite que estd en la frontera de C. De hecho probaremos que en este
caso las medias temporales ya no convergen.

Ya que las trayectorias de C fuera de la diagonal pasan la mayor parte del tiempo en
un entorno de los puntos criticos (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1), las medias temporales:
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convergeran al plano determinado por estos tres puntos, que tiene ecuaciéon zy 420+ 23 = 1.
Ya hemos deducido en este capitulo la férmula:

n

log (T . log z;(0) — 4 Z aijz (t)
j=1

siendo z;(T) = %IOT xj(t)dt. Es claro que el miembro de la izquierda no puede tener

puntos de aglomeracion estrictamente positivos, pues z;(T") es acotada como funcion de 7.

Es decir, que cualquier punto z que pertenezca al limite de las medias temporales, z(7T),

debe satisfacer:

n
r; + Z QijZj <0 (47)
j=1

Consideramos una sucesion T — oo tal que z(Ty) — z y llamamos T a cualquiera de los
puntos que pertenecen al conjunto limite de 2:(T%). Entonces se presentan dos posibilidades:

Caso 1:

T estd sobre alguna de las tres 6rbitas tyo, to3, t31 que conectan los puntos criticos.
Entonces una y s6lo una de las coordenadas de T es cero, supongamos que 1 = 0, con lo
cual Ty > 0y T3 > 0. Separando la ecuacion (4.7) en tres componentes y particularizando
en 2 tenemos:

Cuando z; — 71 = 0 se tiene que logx; — —o0, asi que la cantidad

log 21 (Ty) — log 21 (0)
T,

tendra un limite cuando Tj, — 0o que en general serd menor o igual que cero. Entonces la
primera ecuacién queda 1 — z; — azo — Bz3 < 0. Por otro lado, como To > 0y T3 > 0, se
tiene que logxy > —oo v logxs > —oo, por lo que la cantidad

log x;(T},) — log z;(0)
Tk

tiende a cero cuando T — oo y para ¢ = 2, 3. Asi que las dos tltimas ecuaciones toman la
forma 1— 21 —z9o—az3 =0y 1 —az; — Bz2 — 23 = 0. En resumen, obtenemos el siguiente
sistema de (des)igualdades:

1—21—az—0z3 < 0

1— Bz — 20 —azj

1—az — Bz — 23

Resolviendo el subsistema de las dos ultimas ecuaciones, obtenemos:

Z1 = 21
 aB-a®)ta—1

2 = af —1

s 2= +p-1

3 af —1
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que son las ecuaciones paramétricas de una recta en R3. Notese que en principio, no

todos los puntos de esta recta satisfacen la desigualdad de la 1* ecuacion. Si z; = ﬁ
se comprueba ficilmente que zo = ﬁ y 23 = ﬁ, es decir, que el punto critico
interior m pertenece a esta recta. Analogamente, si z; = 0 se tiene:
a—1
2 = af —1
_ B-1
== af —1

que son las coordenadas del punto de interseccién entre la xo-isoclina y la xs-isoclina
(que denotamos por Pa3), que es un punto critico de (4.6), aunque zo y z3 tienen signos
cambiados, y por tanto este punto no estd en el w-limite de las trayectorias del primer
octante.

Esto significa que el punto limite de los promedios temporales, z, pertenece a la recta
que une el punto critico m con el punto critico P»s, en el caso en que T; = 0. Como ademas
el promedio temporal debe cumplir z1 + 22 + 23 = 1, que es la ecuacién de un plano,
hallamos las coordenadas de z calculando la interseccién entre recta y plano:

zZ1 = 2
L 21(f—a?)+a—1
2 af —1
by = z21(a= ) +p5-1
af —1
z1+2m+2z3 = 1

que tiene por soluciéon al punto, que denotamos por As:

o (foten ! (01 )
\I-af—a+a?2—B+2 1-af-a+a®— B+ 1-aB—a+a— B+ 3

Comprobamos que el punto Ay satisface efectivamente la desigualdad de la 12 ecuacion:

l—21—az—0Bz=2—-a-8<0

En los casos en que ZTo = 0 y T3 = 0 se definen los puntos A3 y A; de forma totalmente
analoga. El resultado que se obtiene es:

A < (B—1)2 a+pB—af—1 (a—1)2 )
S\l-aB-—a+a2—pB+B 1-af—-a+a?—B+p2 1—-aB—a+a2— B+ 32

) (0 =1 (51 o+ f-ap-1
"\I-af-—a+a2—B+821-af-a+a®2—B+M 1-aB—a+a2— B+ B2

Caso 2:

T es uno de los tres puntos criticos de la frontera. Supongamos que = = (1,0, 0). Por un
razonamiento similar al del caso anterior obtenemos el siguiente sistema de (des)igualdades:

1—21—az—0z3 = 0
1—Bz1—23—azz3 < 0
<

1— oz — PBzo — 23
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Resolviendo el sistema formado por:

l—2z1—az—PBz = 0
21+ 24+23 = 1

Obtenemos una recta de ecuaciones paramétricas:

21 = 2

, _ (m-DB-D
a—p

23 (Zl - 1)(1 - a)
a—p

Es inmediato comprobar que los puntos As y A; estan sobre esta recta, por lo que todo
punto limite z debe caer en el segmento que une As y A;. Como ademads el conjunto de
puntos limites debe ser conexo, tenemos que todo punto en dicho segmento es un punto
limite.

Repetimos este mismo razonamiento para T = (0,1,0) y Z = (0,0, 1) y concluimos que
el conjunto de todos los puntos limite de los promedios temporales, z(7T), es la frontera del
tridngulo A1 AsAs, que logicamente incluye a los tres vértices del tridangulo como puntos
limite, tal como se acaba de ver en el caso 1. El tridangulo A1AsA3 no es mas que la
interseccién del plano z; 4+ 22 + 23 = 1 con la regién:

1—21—az—0z3 < 0
1—Bz1—2—az3 < 0
< 0

1—az — PBze — 23

y cuya representaciéon grafica damos a continuacion:

Figura 4.4: Conjunto de promedios temporales
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Queda por tanto demostrado que los promedios temporales no convergen a un solo
punto como sf ocurria en el caso en que las trayectorias no convergen a la frontera de Cf.
4.7. Sistemas de Lotka-Volterra cooperativos

A continuacion vamos a estudiar qué ocurre cuando cada especie del sistema se beneficia
de la presencia de las otras especies. Partimos del sistema de Lotka-Volterra general:

n
iizxi(erZaijxj); i=1,n (4.8)
j=1

y nos ceiiimos al caso en que a;; > 0 para todo ¢ # j, es decir, los elementos fuera de la
diagonal son no negativos. En este caso se tiene:

o(a;)
69@

=a;r; 20, 1#]j

es decir, que la presencia de la especie x; resulta beneficiosa para la especie x; para todo
j # i. Este tipo de sistemas se llaman cooperativos, pues son una generalizacion de los
sistemas cooperativos para dos especies estudiados en el capitulo 2.

La matriz jacobiana:

b (K 0

8.%'j 81’j

es tal que todos los elementos fuera de su diagonal son no negativos. Toda matriz real n xn
con esta propiedad recibe el nombre de matriz cooperativa.

En el caso de dos especies estudiado en un capitulo anterior recordamos que existian dos
situaciones distintas. Si no habia punto critico interior, todas las 6rbitas en C divergian
hacia infinito, y si existia punto critico interior, todas las érbitas en C; convergfan a dicho
punto critico. Vamos a obtener una generalizacién de estos resultados para el caso de n
especies. Comenzamos dando un resultado previo en el que no se exige que la matriz A
tenga ninguna forma especial.

Lema: Sila matriz A tiene un autovector por la izquierda v # 0 tal que v; > 0 para todo
i, con autovalor \ > 0, entonces existen trayectorias de (4.8) en C} que no estan acotadas
cuando t — oo.

Demostracion: El autovector por la izquierda v cumple
vA = v

y ademds normalizamos sus componentes de forma que ), v; = 1. Consideramos la funcion

n

n
P(z) = fo’ , de forma que:  log P(z) = Z v; log x;
i=1 =1
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Entonces:
P " & i
5= %logP(x) = Zvlm—z = Zvi r; + Zaij:pj =uv-(r+ Az) = v-(r + A\z)
=1 =1 Jj=1
por lo que:
BT + vz

Aplicamos la desigualdad generalizada para la media aritmética-geométrica, cuya demostra-
cion puede encontrarse en la referencia [Steele|, pag. 20 y siguientes. Obtenemos:

p _ .
F>U-T+)\HZL‘;}7’:U-T+)\P:>P2P(U-T+)\P)
7

asi que todas aquellas soluciones z(t) con z(0) = zg tal que AP(zg) > —v-r divergen hacia
infinito. La existencia de estas soluciones queda garantizada por el hecho de que podemos
escoger las componentes de x( arbritrariamente grandes, de forma que P(zg) = []; 2!
también se puede hacer arbitrariamente grande. ([l

En particular, si r; > 0 para todo i, y el vector v existen, entonces es inmediato que
toda érbita de C; diverge a infinito.

Todavia necesitamos un criterio que nos permita establecer si el vector v existe. En ese
sentido, el teorema de Perron-Frobenius, que enunciamos sin demostracién, es un resultado
fundamental. Recordamos algunas definiciones relativas a la matriz A antes de enunciar el
teorema.

Definicion: La matriz A es irreducible si no es semejante, via permutaciones de filas
vy columnas, a una matriz triangular superior por bloques.

Definicion: La matriz A es negativa y diagonalmente dominante si existe un vector
d con d; > 0 para todo 7 tal que ayd; + Z#i lasj|d; < 0 para todo i. Si A es una matriz
cooperativa, esta condicién se transforma en que Ad tiene todas sus componentes menores
que cero.

Definicion: Una matriz es estable si todos sus autovalores tienen parte real menor que
cero.

Teorema (Perron-Frobenius): Sea A una matriz real nxn con elementos no negativos.
Entonces:

e Existe un dnico autovalor no negativo A que es dominante, es decir, que A > |u| para
cualesquiera otros autovalores u de A (que pueden ser positivos, negativos o incluso
complejos)

e A tiene autovectores no nulos por la izquierda y la derecha, u y v respectivamente,
asociados a A y tales que u; = 0 y v; = 0, es decir:

uA = Au;  Av = v

En el caso en que la matriz A sea irreducible, se cumple el mismo teorema con A > |u| y
u; > 0, v; > 0 para todo 1.
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Lema: Sea A una matriz cooperativa, es decir que a;; > 0 para todo 7 # j. Entonces A
es estable si y s6lo si es negativa y diagonalmente dominante.

Demostracién: <) Supongamos que A es negativa y diagonalmente dominante. En-
tonces existe un vector d con todas sus componentes mayores que cero tal que Ad tiene
todas sus componentes menores que cero. Para ello es condicién necesaria que a;; < 0 para
todo 4, pues a;; = 0y d; > 0. Sea A un autovalor de A con autovector por la derecha x. Sea
Y = 5—; para todo ¢ y |ym| = méx; |y;| > 0. Entonces Ad;y; = Ej a;jd;jy; y en particular:

i
Ay, = A Qmm + E djamj !
4 Ym
JFm
Por tanto

M = A | < djm; <Y diam; < —dmmm
j#m j#m

lo cual se cumple por hipodtesis. De esta forma |A — amm| < —amm ¥ A debe estar situado
en un disco abierto con centro en el ntimero negativo am,m, y cuya frontera pasa por el
origen del plano complejo. Esto demuestra que todos los autovalores A tienen parte real
estrictamente negativa.

=) Reciprocamente, supongamos que A es estable, es decir que todos sus autovalores
cumplen ReX\ < 0, y ademés todos los elementos fuera de la diagonal son no negativos.
Para un ¢ > 0 suficientemente grande se tiene que la matriz B = A + ¢l es no negativa.
Aplicamos el teorema de Perron-Frobenius y hallamos un A > 0 y un autovector v # 0
con v; = 0 tales que Bv = \v = p(B)v, siendo p(B) el radio espectral de B, es decir, el
méximo de los médulos de los autovalores. Entonces se tiene:

Y
m

Av = [p(B) - dv
y, puesto que A es estable, ha de ser p(B) < c. Esto significa que la serie

1 1 1
Al == (I+B+232+--->
c c c
es convergente, y por tanto todos los elementos de A~! son no positivos. Ponemos d =
—A71(1,--- ,1)T. Entonces d; > 0, ya que A~! no puede tener ninguna fila de ceros, por
ser A no singular. Entonces se tiene:

Ad=—(1,---, D)7

que tiene todas sus componentes negativas, lo cual concluye la demostraciéon. ]

Corolario: Si A es una matriz cooperativa y r es tal que r; > 0, entonces Az +r =0
tiene una Unica solucién interior x € C si y s6lo si A es estable.
Finalmente obtenemos una condicién suficiente para la estabilidad global de p:

Teorema: Supongamos que el sistema (4.8) cumple r; > 0 para todo ¢ y que tiene un
dinico punto critico interior p. Supongamos que la matriz A tiene elementos no negativos
fuera de la diagonal. Entonces p es globalmente asintoticamente estable en € y ademéas
las trayectorias en la frontera estdn uniformemente acotadas cuando t — oo.
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Demostracion: Por el corolario anterior, A es estable, y por el lema anterior, A es
negativa y diagonalmente dominante. Por tanto existe un vector d con d; > 0 tal que
a;id; + Zj laij|d; < 0. Definimos la funcién:

Vix) = m’zjx ’xk;{pk‘

con lo cual V(z) > 0y V(x) = 0siy solo si x = p. Consideramos un intervalo de tiempo

durante el cual maxy, |x’“d_kp Bl — |mid_ip il Entonces:
. 1 . T;
Vo= cdisgn(zi —pi) = o laii(z - pi) + > aij(x; —pj)| sen(zi — pi)
‘ ‘ i
< Zi aii|zi — pil + Zaz’"%" —pjl| < ﬁV(JU) aiidi + Zai'd' <0
d; jlrj — Pj d 74

J#i ! J#i

para todo x € C1, cumpliéndose la igualdad si y sblo si x = p. Aplicamos el principio de
invariancia de LaSalle (caso b) y concluimos que p es globalmente asintoticamente estable,
es decir, que toda trayectoria en C1 cumple z(t) — p cuando ¢ — oo. Por la misma razon,
todas las trayectorias en la frontera de C] estan uniformemente acotadas. ([l

4.8. Conclusion del capitulo

Aunque no pertenecen al objeto de estudio del presente trabajo, no podemos dejar de
mencionar los resultados obtenidos por E. Lorenz en los anos 1960 relativos al compor-
tamiento cadtico del siguiente sistema auténomo en dimension 3:

& = o(-z+y)
= rr—y—zxz

= —bz+uay

donde los parametros o, r y b son reales y positivos. A simple vista estas ecuaciones,
derivadas a partir del estudio de la dindmica atmosférica, no parecen més complicadas que
las estudiadas en el capitulo 2, pues s6lo incluyen no-linealidades cuadraticas. Sin embargo
Lorenz mostré que el comportamiento a largo plazo de las soluciones, aunque oscilatorio,
es erratico y por tanto impredecible, aunque existe cierta regularidad en la frecuencia
y amplitud de las soluciones. Ademas, Lorenz encontré que dicho comportamiento era
extremadamente sensible a perturbaciones en las condiciones iniciales, lo cual le llevé a
formular la hip6tesis de que resulta imposible realizar predicciones climéaticas a largo plazo,
por el caracter intrinsecamente caédtico de la dinamica atmosférica.

En la actualidad, el estudio de los sistemas de Lotka-Volterra en més de 2 dimensiones
es un drea muy activa de investigacion. Algunos ejemplos son:

¢ Fstudios sobre el comportamiento global de sistemas n dimensionales, en particular
el estudio de funciones que son decrecientes a lo largo de las trayectorias. (Gouzé,
Global behaviour of n-dimensional Lotka-Volterra systems)
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¢ Estudio global de convergencia para los casos en que la matriz de interaccion es

casi-simétrica o casi-cooperativa. Aplicacién de estos resultados a la estabilizacién
del sistema por medio del control de las tasas de crecimiento individuales o globales.
(Gouzé, Dynamical behaviour of Lotka-Volterra systems)

Estudio de la dindmica de sistemas de Lotka-Volterra n-dimensionales con un hiper-
plano invariante. Fn concreto se distinguen los casos en los que n es par e impar. En
el primer caso, la dindmica es generada por un sistema hamiltoniano, en el segundo,
el sistema es hamiltoniano si existe un continuo de puntos criticos interiores (Plank,
On the Dynamics of Lotka-Volterra Equations having an Invariant Hyperplane).

Estudio de las propiedades globales de los sistemas depredador-presa en dimensiéon
3. En concreto se estudian las situaciones de un depredador y dos presas, y la de
una presa y dos depredadores. Salvo en casos muy especificos, se demuestra que el
comportamiento asintético del sistema es el de un sistema depredador-presa en 2
dimensiones, lo cual significa que una de las tres especies inicialmente existentes ter-
mina por extinguirse (Korobeinikov et al., Global properties of the three-dimensional
predator-prey Lotka-Volterra systems).

Estudio general de las cadenas tréoficas de dimension n, incluyendo el resultado de que
en dimensién 5, el punto critico asintéticamente estable presenta estabilidad global.
(Lu Zhengyi, On the LaSalle’s invariant set for five-dimensional Lotka-Volterra prey-
predator chain systems)

Desarrollo de métodos numeéricos de integraciéon de sistemas de Lotka-Volterra en
dimensién 3, que preservan las propiedades de las soluciones exactas o analiticas,
es decir, se trata de algoritmos de integracién que son robustos desde el punto de
vista de la estabilidad numérica. (Bhowmik, Nonstandard Numerical Integrations of
A Lotka-Volterra System).

En este capitulo nos hemos limitado a dar una breve visién de cé6mo el comportamiento
del sistema en dimensién n puede ser genuinamente distinto, ademés de mucho més rico
v complejo, que el caso de dimensién 2, en el que se dispone de potentes teoremas que
imponen fuertes restricciones sobre las soluciones del mismo en términos de estabilidad,
puntos criticos y comportamiento asintético.
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Capitulo 5

Un sistema de Lotka-Volterra no
autonomo

Para finalizar esta exposicién, abordaremos en el dltimo capitulo el estudio de un
sistema de Lotka-Volterra no auténomo, es decir, tal que las funciones de respuesta de-
penden explicitamente del tiempo. Seguiremos la exposicion desarrollada en la referencia
[Costa] y, como contribucion original de este trabajo, se realizara un analisis numérico de
una modificacion del sistema original que incluye términos de auto-inhibicion (competencia
intra-especie), con el objeto de evitar la explosion de poblacion tanto para los depredadores
como para las presas.

5.1. Planteamiento del sistema

El sistema de Lotka-Volterra expuesto en la referencia [Costa| surge del estudio de la
teoria de coagulaciéon, y toma la forma:

P2 e 6

para t > 0 y la condicién inicial u(0) = v(0) = «a. En este sistema u(t) representa la
poblacion o densidad de poblacion del depredador (pues su crecimiento se ve favorecido
por la presencia de la presa) y v(t) es la poblacion o densidad de la presa, cuya tasa
de crecimiento se ve reducida por la existencia de depredadores. g(t) es una funcién que
impone dependencia explicita del tiempo a u(t), y cuyas propiedades se detallardn mas
adelante.

Por ahora baste decir que g(t) serd una funcion real y no negativa, cuyo valor tiende
a cero cuando t — oo. Este tipo de funciones ha sido menos estudiada en la literatura (la
referencia de [Costa| es pionera en ese sentido) en comparacion con la atencion recibida
por funciones con cota inferior mayor que cero, o incluso periddicas.

Como ejemplo para ilustrar las soluciones de este sistema, consideramos el caso:

1

="
90 = 57—

que da lugar a un conjunto de soluciones donde ya no se cumple la propiedad de traslacién,
es decir, z1(t1) = x2(t1 + 7) ya no garantiza x1(t) = zo(t + 7) para todo ¢t. Representamos
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la proyeccion en el plano de fase de algunas de estas soluciones, obtenidas por medio de
integracion numeérica. La condicién inicial es u(0) = v(0) = o

Figura 5.1: Soluciones del sistema no auténomo

Estas soluciones presentan dos comportamientos bien diferenciados:

e En el caso subcritico, que corresponde a condiciones iniciales con a < 2, la com-
ponente u empieza decreciendo hasta alcanzar un minimo en la recta v = 2, luego
aumenta progresivamente hasta alcanzar un méaximo (dificil de distinguir, pues la
curva es muy suave) de nuevo en la recta v = 2, y después tiende a un valor us, > 2.
Por lo que se refiere a la componente v, empieza creciendo hasta alcanzar un méaxi-
mo (que puede llegar a ser muy pronunciado) en la recta u = 2, después del cual
desciende monétonamente a cero, si bien no se alcanza el cero en un tiempo finito.

¢ En el caso supercritico, en el que se tiene o > 2, la componente u de la solucion
empieza creciendo hasta alcanzar un méaximo en u = 2, posteriormente decrece de
forma monénota hasta un valor us, > 2. Con respecto a la componente v, su com-
portamiento es de descenso monétono hasta el cero, que no se alcanza en tiempo
finito.

e Por otro lado resulta obvio que (2, 2) es un punto critico de (5.1), lo cual se comprueba
sin mas que sustituir los correspondientes valores en el sistema.

Volviendo al sistema (5.1), vamos a establecer las condiciones que debe cumplir la funcion
g(t). Reescribiendo las ecuaciones como:

uw = gp(t)u(v—2)

v o= v(2 — u) (5:2)

con 8 > 0, la clase de funciones gg debe cumplir las condiciones:

¢ gp definida en [0, +00) y toma valores en (0, 1], es decir, gg : [0, +00) — (0, 1]
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* gg es continua
* g3(0) =1y gp(t) <1lparat>0
e gs(t)el! esta acotada superior e inferiormente cuando t — +oo, es decir
gﬁ(t)e’gt € [Ko, K1)
con K1 > Ky > 0 independientes de t.

Es claro que la funcién ¢(t) considerada en (5.1) cumple las condiciones exigidas para gg
sin mas que tomar 8 = 1.

En el trabajo de [Costa| se demuestran los siguientes resultados analiticos relativos al
sistema (5.2):

Proposicion 1: El interior del primer cuadrante, Cq, su frontera y el punto (2,2) son
conjuntos positivamente invariantes del sistema (5.2).

Demostracion: El resultado se debe a la invariancia de los ejes {u =0} y {v =0} y a

la unicidad de las soluciones. Se pueden consultar los detalles en [Costal, pag. 5. (|
Introducimos la siguiente particién en el primer cuadrante:
= {(w,v):u>2,0<v<2}
D = {(w,v):0<u<2,0<v<2}
Q3 = {(w,v):0<u<2,v>2}
Q= {(w,v):u>2,v>2}

de forma grafica tenemos:

2

-
w

U=

-
NN
L
A\Y

$

Sy

N
T
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

-
5
N
2

Figura 5.2: Particién del primer cuadrante

Del hecho de que gg estd acotada superiormente por 1, se deduce inmediatamente
que los signos de © y v son constantes en cada €2;, lo cual se ha representado con las
correspondientes flechas en el diagrama de arriba.

Las siguientes dos proposiciones nos proporcionan informaciéon sobre la existencia de
posibles puntos limite para las soluciones de (5.2):
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Proposicion 2: Sea (u,v) una soluciéon de (5.2) con condicion inicial en C;. Si la solucion
estd acotada y permanece confinada en un solo €2; después de un tiempo suficientemente
grande, entonces debe converger a un punto (U, Vso) perteneciente al conjunto

A={u=2,v>20}U{u>20v=0}

En caso de que la solucién efectivamente permanezca confinada en un €2;, este no puede ser
Qo, (las trayectorias en esta region penetran en €3) ni Q4 (las trayectorias en esta region
penetran en {27).

Demostracion: Se basa en desigualdades diferenciales y en la monotonia de u(t) y v(t)
en cada uno de los §2;. Se pueden consultar los detalles en [Costa|, pag. 6. U

Proposicion 3: Sea (u,v) una solucion de (5.2) que permanece en {23 para t suficiente-
mente grande. Entonces, o bien (u, v) esta acotada y converge a un punto en {u = 2,v > 2}
o bien (u,v) = (Ueo,00) cuando t — oo para algin us € [2 — 3,2].

Demostracion: La demostracion se basa también en desigualdades diferenciales. Se

pueden consultar los detalles en [Costal, pag. 7. O
En los siguientes graficos mostramos érbitas obtenidas con distintos conjuntos de condi-

ciones iniciales, que ilustran los comportamientos descritos en las proposiciones 2 y 3:

Figura 5.3: Tlustraciéon de las proposiciones 2 y 3. Las soluciones acotadas convergen a un
punto del conjunto A. Las soluciones que permanecen en 13 o bien convergen a un punto
del eje uw = 2 o bien divergen en la componente v.

Todavia nos queda un caso por tratar respecto al comportamiento a largo plazo de
las soluciones de (5.2), que es aquel en que las trayectorias no permanecen en un §);
para t suficientemente grande, ni convergen a un punto del conjunto A. En efecto, podria
ocurrir que las trayectorias visitaran todos los €}, infinitas veces, en el orden establecido
por el campo de pendientes en el grafico de €2; anterior. Es lo que ocurre p.ej. en el caso
auténomo en el que gz = 1y el sistema (5.2) se transforma en un sistema de Lotka-Volterra
convencional, tal como hemos estudiado en el capitulo 2.

De hecho es posible mostrar un sistema para el cual existe una trayectoria que rodea
al punto critico (u,v) = (2,2) un gran ntumero de veces. Para ello basta tomar una funcion
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g3(t) que se aproxime mucho a la unidad, al menos para valores de ¢t pequetios, de forma que
el comportamiento del sistema se aproxime al del sistema auténomo (soluciones periddicas).
En concreto tomamos la siguiente funcién:

1
90.05(t) = 5 go5r —7

Observamos que en cada ciclo la trayectoria aumenta su excentricidad como si se “com-
primiera” a lo largo de la recta u = 2, y termina por converger a un punto del eje u, tal
como se muestra en el siguiente grafico. Se han representado las condiciones iniciales con
un punto negro, y los valores finales con puntos del mismo color de cada trayectoria.

Figura 5.4: Soluciones con un gran nimero de ciclos

Podemos representar también las soluciones frente al tiempo. Para la primera trayec-
toria del dibujo anterior representamos sus componentes u(t) y v(t) por separado. Vemos
de forma algo mas explicita que las oscilaciones de u(t) se van amortiguando hasta que se
estabiliza en un valor u., ligeramente superior a 2, mientras que v(t) describe oscilaciones
cada vez méas pronunciadas hasta que a partir de un determinado instante tiende a cero.

. .
50 200

Figura 5.5: Representacion de las componentes frente al tiempo
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Existe también la posibilidad de que la trayectoria no quede confinada en 2 y se
estabilice en un punto limite, sino que puede ocurrir que la trayectoria quede confinada
en {23 y ademés presente un comportamiento explosivo en una de sus soluciones. Para ello
no tenemos mas que cambiar la condicién inicial en el grafico anterior. Representamos en
primer lugar un detalle de la trayectoria cerca del punto critico (2,2) donde vemos que la
componente v(t) parece explotar cuando t — oco.

Figura 5.6: Trayectoria con un gran nimero de ciclos que termina explotando (detalle)
Para obtener una mayor evidencia respecto a la explosion de v(t), representamos la
solucion u(t), v(t) para 2 intervalos de tiempo distintos. En el primero parece que v(t) se

estabiliza en un valor vy préoximo a cero, pero en el segundo intervalo, més amplio, se
observa claramente como v(t) parece tender a infinito cuando t — co.

v(t) /

uc)

\V | \ vt

50 100 150 200

400 600 800

Figura 5.7: Componentes frente al tiempo. Explosiéon de poblacién

5.2. Comportamiento a largo plazo de las soluciones

En este apartado probaremos que si gg cumple la condicién de acotacion exigida al
definir (5.2), es decir, gg(t)e’ € [Ko, K1] con K1 > Ko > 0 independientes de ¢, entonces
la trayectoria no puede visitar los €2; un nimero infinito de veces, y la situacién general es
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la descrita en las proposiciones 2 y 3. Damos para ello un resultado previo que formaliza
la “compresién” experimentada por las 6rbitas a lo largo de la recta u = 2:

Proposicion 4: Sea (u,v) una solucion de (5.2) con condiciones iniciales en C. Supon-
gamos que existe una sucesion t,, — oo tal que u(t,) > 2 para todo n. Entonces para cada
e > 0 existe un 7 > 0 tal que para todo t > 7 entonces u(t) > 2 —¢.

Anélogamente, supongamos que existe otra sucesion tﬁz — o0 tal que u(t’n) < 2 para
todo n. Entonces para cada € > 0 existe 7/ > 0 tal que u(t) < 2 + ¢ para todo t > 7'.

En particular, si ambas sucesiones t,, y t/, existen, entonces u(t) — 2 cuando ¢t — oo.

Demostracion: Se basa una vez mas en la cuidadosa manipulacién de desigualdades
diferenciales. Se pueden consultar los detalles en [Costal, pag. 8. O

Es interesante constatar que el comportamiento mostrado en la figura 5.4 es consistente
con esta ultima proposicién. En efecto, podemos mostrar una sucesién ¢, — oo tal que
u(ty,) = 2, puesto que las trayectorias eventualmente se estabilizan en Q. Por tanto la
proposicion 4 nos garantiza que u(t) > 2 —¢, para algan ¢ > 0, como efectivamente ocurre.
Notese que por esta misma razéon no es posible encontrar una sucesion ¢, — oo tal que
u(t) < 2, pues por encima de un determinado tiempo ¢, la trayectoria queda confinada a
Qq y por tanto no se vuelve a tener u(t) < 2.

Presentamos finalmente la demostracién detallada que excluye la posibilidad de que la
trayectoria describa ciclos indefinidamente alrededor de (u,v) = (2,2):

Proposicion 5: Sea (u,v) una solucion arbitraria de (5.2) en Cp. Entonces (u,v) no
puede visitar ninguno de los conjuntos (); infinitas veces y por tanto los casos en las
proposiciones 2 y 3 son los tinicos posibles.

Demostracion: Seguiremos la exposicion dada en la referencia [Costal, pags. 10 y 11.

Introducimos coordenadas polares 7,0 centradas en (2,2) y tomando el sentido horario
como positivo para f. Ademés el angulo 6 se mide desde la recta {(u,2) : w > 0}. Entonces
tenemos:

u—2 = rcosb
v—2 = —rsenf
con lo que
W = 7cosf—rfsen

= —rsenf —rfcosf
sustituyendo en (5.2) obtenemos:

gsu(v —2) = Fcosf —rfsend

v(2—u) = —rsenf —rfcosl

Multiplicamos la 12 ecuacion por sen 6 y la 22 por cos . Sumando ambas ecuaciones obte-
nemos:

. . 1 1
gpu(v —2)senf +v(2 —u)cosf = —rf = 0 = ——ggu(v — 2)senf — —v(2 — u) cos
r r
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A partir de las ecuaciones del cambio de variables tenemos que

1 sen 0 B cos

r v—2 2-—u

por lo que sustituyendo en la ecuacién anterior y simplificando:

6 = gsusen® 0 + v cos® 0 = ggu(l — cos? 0) +vcos? 6 = ggu + (v — ggu) cos® 6
———
h

de forma que se tiene la siguiente ecuacion para 9:
0 = gs(t)u(t) + h(t) cos® 0 (5.3)

Nuestro objetivo es probar que 6(t) esta acotada en [0, 00). Procedemos por reduccion al
absurdo y suponemos por tanto que la solucion visita cada (2; infinitas veces. Usaremos
la representacion de las soluciones de (5.3) dada por una version no lineal del método de
variacion de parametros. Consideramos una soluciéon no constante de (5.2) (u(t),v(t)) en
Cy y definida para todo t > 0. Denotamos por 0(t, tg,6p) la correspondiente solucién de
(5.3) para to > 0 arbitrario y 6y = 6(to). La solucion que tiene sentido es 6(t,0,60y) donde
0y € [—m,m) es el angulo que corresponde a (u(0),v(0)).

Por otro lado, para cada t,ty > 0 y cada vy real denotamos por 1 (t, tg, ¥p) la solucion
de la ecuacién

W = h(t) cos®y; W(to) = o (5-4)
que podemos considerar el equivalente “homogéneo” de la ecuaciéon (5.3). Utilizamos una

version no lineal del método de variacién de constantes o pardmetros. Recordamos breve-
mente el funcionamiento de este método en el caso lineal. Partimos del sistemas:

z = b(t)x
z(to) = o

donde b(t) es una funcion integrable de R en R. La solucion general de este sistema se
expresa como:

t
x(t;to, ko) = a:oefto bls)ds
Por otro lado, si tomamos otra funcion integrable a(t) podemos considerar el sistema:
y = at)+bt)y
y(to) = o
cuya solucién general, obtenida por el método de variacion de constantes, es:

t S
y(t;to, o) = (960 +/ a(s)-e” i b(f)drds) i bs)ds
t

0

o(t)
Esto nos permite escribir:
2(tit, 6(1) = o(t)elo "
t s t
B (5”0 +/ a(s)-e Jo b(T)deS> el = y(t;to, o)
¢

0
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Es decir que se tiene y(t;to, zo) = z(t;to, ¢(t)), con ¢(t) = xp. Derivando esta ecuacion
con respecto a ¢ y usando las expresiones para x e y obtenemos:

d d
@(y(t;tovl‘o)) = a(m(f;towo)) xo:¢(t):>
alt) + DOyt to,m0) = DO 10,00 + 5| (0
10 lzo=o(1)

y ya que y(t; to, xo) = x(t; to, ¢(t)) obtenemos:

ox

at) = | o)

zo=0(t)
. ox
Pt) = ( oo

que, al integrar, nos proporciona la expresion conocida para ¢(t).
Ahora seguimos un procedimiento anilogo para la ecuacion “no homogénea” (5.3). En
efecto, la ecuacion (5.4) admite solucion explicita de la forma:

-1
) a(t): con 6(to) = 0
o=0(t)

t
tg = tg g +/ h(s)ds

to

Ponemos H(t,to) = [/

1, 1(s)ds ast que:

tg Y = tg o + H(t, to)

Definimos:
_ arCtg(tg¢0+H(t7t0))7 si wo#g—i_knE keZ
‘I’(t’to’%)—{ Y s Yo=Z+km ke
y también:
o 1
K =|—4=
() = |2+

donde los corchetes representan el mayor entero que no supera la cantidad encerrada por
ellos mismos. De esta forma la solucion de (5.4) se expresa como:

U(t, to, o) = K(vo)m + W (t,to,10)

Por la teoria elemental de ecuaciones diferenciales, la aplicacién 1 : (R*)2 xR — R es
diferenciable. Aplicamos el método de variacion de constantes y hallamos, para tg, 6y dados,
con tg = 0y 6y real, una funcion ¢(t) tal que ¢(to) = 6p y ademas

0(t,to, B0) = (1, to, B(L))

para todo ¢t > 0 en el maximo intervalo de existencia de (¢, %, 6p). Esta ecuacion recibe
el nombre de formula de variacién de parametros, pues la obtenemos a través del
método del mismo nombre. Sustituyéndola en (5.3) se tiene:

: di(t, to, () _ OY(t, to, 9(t)) do(t) N 0Y(t, to, o)

0(t,to,00) = 7 0 0 pn
- o lye=s(t) AT

130 UNED - UAb, 2011



Trabajo Fin de Méaster Sistemas de Lotka-Volterra en dindmica poblacional

usando (5.4) se tiene:

0(t, to, 0p) = W

por lo que usando de nuevo (5.3) se concluye que ¢(t) debe ser solucion al siguiente pro-
blema de valores iniciales (también conocido como PVI o problema de Cauchy):

Ht) + (1) cos? ¢
Po=0¢(t)

] a ’ ) !
)= | 2GR T gou, o) = b 55
0 o=0(t)
En nuestro caso se tiene:
OY(t,to, o) _ Oarctg (tg o + H(t,t0))] _ sec? 1o
Mo 0o 1+ [tgvo + H(t, to)]?
-1
[81/}(2;0’ ¢0)] = cos® vy |1+ (tgvo + Hit, to))z}
0
= cos? Yy + sen? 1)y + 2 sen ¢ cos Yo H (t,to) + H2(t, to) cos? 1y
= 1+ H(t,tg)sen 2 + H?(t,tg) cos® 1y
por lo que:

-1
[Wto’%)] — L H(t to) sen 26(t) + H2(t, o) cos 6(t)

Mo Lypy=g(t)

A continuacién probamos que el hecho de que la soluciéon (u,v) de (5.2) visite cada Q; in-
finitas veces implica que ¢(t) esté acotado para ¢t > 0, lo cual, por la formula de variacion de
pardmetros que acabamos de obtener, implica la acotacion de 6, lo cual es una contradiccién
obvia.

Partiendo de (5.5) para t > t se tiene:

t
o(t) < O+ / (1 + |H (s, to)| + HQ(S,tQ)) gs(s)u(s)ds (5.6)
to
Ahora, aplicando la proposiciéon 4, se tiene que u(t) — 2 cuando ¢ — +oo. Por tanto,
dado un n € (0, g) existe g > 0 suficientemente grande tal que para todo t > £ se tiene
lu(t) — 2| < n y aplicando la ecuacion para v:
0] = 0|2 — u| < v = |v| = v < v(t)e"TH)

asi que:

[A(6)] = [v(t) = gs(t)u(t)] < v(t) + ga()u(t) < v(to)e™ ™) + (24 n)gs(t)
y por la acotacién de gg se tiene gg < Kie P por lo que:

[h(1)] < v(to)e" ™) + (24 n) Kre™™

e, integrando entro tg y t:

2 K
H(t, )] < L0 entero) . B
n

B
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Ahora multiplicamos ambos miembros de la desigualdad por gg(t) y por |H(t,t)|, y en
el miembro de la derecha volvemos a aplicar las propiedades de acotacién de gg(t) para

obtener:

H (1 t0)lgs(t) < B0~ CEDEL s

K1v2t0 —_(B— 22+?7K22)t0 A 2+772K3_
H2(t7t0)gﬂ(t) < #6 8 277)t+ ( gﬁl ( )e (8 U)t_i_(ﬁg)le Bt

Entonces, integrando entre ¢y e co se tiene de forma inmediata:

/ gg(s)ds < o0
t

0

/t T H (s, to)lgs(s)ds < oo

0
oo

H?(s,t0)gp(s)ds < o0
to

y aplicando (5.6) se tiene que ¢(t) estda acotada para t > ¢y y también para t > 0. Es-
to implica la acotacion de K(¢(t)) para t € [0,+00). De aqui se sigue la acotacion de
W(t,0,0(t) = K(o(t))m + ¥(t,0,¢(t)), pues arctg es una funciéon acotada, lo cual en
definitiva supone la acotacion de 6(¢,0,60p) = ¥(¢,0, ¢(t)) (contradiccion).

Asi pues, para cualquier solucién no constante (u,v) en C1, la correspondiente funcion
del angulo polar @ esta acotada para t > 0, y dicha solucién (u,v) no puede visitar los §;
infinitas veces, lo cual concluye la demostracion. O

5.3. Modelo no auténomo con autoinhibicion

Una posible interpretacion poblacional para el sistema (5.2) se puede dar en términos
del proceso de domesticacién de una especie salvaje. En efecto, podemos considerar una
poblacion de gatos monteses (salvajes) que coexisten en un determinado habitat con su
presa preferida, los ratones de campo. En esta situacién, un modelo depredador-presa de
Lotka-Volterra (lineal y en dos variables) describe en primera aproximacion el compor-
tamiento a largo plazo de las poblaciones de gatos, u, y ratones, v.

Supongamos ahora que los humanos comienzan a alimentar artificialmente a los gatos,
de forma que estos tienen una necesidad progresivamente menor de cazar para asegurar su
supervivencia. El término de alimentacion artificial es una funcién del tiempo gg(t) que es
proporcional a la tasa de crecimiento de depredadores, . Ademas consideraremos funciones
gs tales que gg(t) — 0 cuando t — oco. Esto significa que el crecimiento de la poblacion
de gatos se vuelve independiente de la actividad de caza, y por tanto se estabiliza en un
valor que dependera de la capacidad de soporte (el nimero de gatos que los humanos estén
dispuestos a mantener) pero también de las condiciones iniciales, pues el sistema ha dejado
de ser auténomo.

Sin embargo el instinto cazador de los gatos no desaparece completamente por el he-
cho de ser alimentados artificialmente, y continian cazando ratones por diversién, incluso
aunque después no se alimenten de ellos. Esto hace que la ecuacién para las presas no se
vea modificada con respecto a la situacién previa a la domesticacion.
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Partiendo del caso auténomo, el sistema 5.2 toma la forma:

= v(2—u)
it = u(—2+v)

Como ya sabemos por el capitulo 2, en el caso de extincién de depredadores, este modelo
predice una explosion de poblacién para las presas. Volviendo al sistema no auténomo, el
caso gg(t) = %Tlt_l con # =1 ya ha sido analizado dentro de este capitulo. Las ecuaciones

toman la forma:
o= ()2 -u(t))
w o= gp(t)ut)(=2+v(t))
v en su estudio hemos encontrado dos posibles situaciones. En todo caso, la poblacién de
depredadores se estabiliza en un determinado valor us, puesto que @ — 0 si t — 00. Si U
supera el valor de equilibrio, es decir, si us, > 2, la caza sobre los ratones es tan intensa
que estos terminan por desaparecer. Sin embargo, si us no supera el valor de equilibrio,
es decir, us < 2, entonces también se observa explosion de poblacion para los ratones.
Parece l6gico por tanto introducir términos de auto-inhibicién, que también hemos
llamado de competencia intraespecie, en las ecuaciones.
Siguiendo la notacién del capitulo 2, introducimos términos de auto-inhibicién lineal
en el sistema auténomo, e para la presa y f para el depredador, obteniendo:

= v(2—u—ev)
v = u(—2+v— fu)

que no es mas que la ecuacion (2.4) en el caso particular a = ¢ = 2; b = d = 1. Como
sabemos este modelo predice dos situaciones:

¢ La extincién del depredador y estabilizacién de la presa si la tasa de decrecimien-
to intrinseca del depredador es muy alta (coeficiente d) o si el rendimiento de la
depredacion es muy pequenio (coeficiente e).

¢ Coexistencia de depredador y presa en torno a un punto de equilibrio globalmente
estable si d es pequefio y/o e es grande.

Concretando un poco més se tiene que si ad — ce < 0 el sistema no presenta puntos criticos
interiores, y por tanto da lugar a la extincién de los depredadores, en nuestro caso esta
condicion se reduce a 2-1 —2e < 0 = e > 1. Analogamente, si ad — ce > 0 el sistema tiene
un punto critico interior finico, que ademéas es un atractor global, y esto ocurre cuando
e < 1. Es decir, que independientemente del término de auto-inhibicién para el depredador,
f, el sistema auténomo se comporta de la siguiente manera:

e Extincion del depredador si e > 1
o Coexistencia estable si e < 1

Nuestro prop6sito en el resto de este apartado es proporcionar evidencia numeérica que
clarifique si estos dos comportamientos se mantienen cuando introducimos el término de
alimentacion artificial gg(t), es decir, la situacién en que las ecuaciones toman la forma:

v = v(2 —u—ev)

i = gs(u(=2+v— fu) (5:7)
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Para t suficientemente grande, se tiene que © — 0 v u — uso ¥ las ecuaciones se reducen a:

= v(2— Uy — €v)

v = 0

Con lo cual la 1? ecuaciéon toma la forma de la ecuacion logistica en una variable ya
estudiada en el capitulo 1. Como sabemos, si us < 2, la poblacién de v se estabiliza
en su capacidad de soporte, 2‘;‘“’,
extinguirse.

Puesto que gg(t) nunca se anula (de hecho siempre es estrictamente positiva), podemos
extender el concepto de isoclinas al nuevo escenario con la ecuacién no auténoma. Estas
isoclinas no son dependientes del tiempo, y distinguimos:

pero si uso = 2, la poblacién de presas termina por

¢ La w-isoclina, que une puntos con @ = 0, tiene como ecuacion:
v=fu-+2
y es una recta de pendiente positiva.

¢ La v-isoclina, que une puntos con v = 0, tiene como ecuacion:

_2—u

v
e

y es una recta con pendiente negativa.

Es inmediato comprobar que si e > 1 no hay punto de corte de las isoclinas en el interior
del primer cuadrante, y si e < 1 si existe dicho punto de corte, que es un punto critico
interior de (5.7).

Realizamos el analisis de pendientes en el plano de fase de forma anéloga a como hicimos
en el caso autéonomo. Para e > 1 el plano de fase es el representado en la figura:

3A07Q4 \ -

25 ,,,Lr——'\];'\/séc\'\“a
20¢ ~ )

15

10 k2\/\e /

L.
5¢ ~~2/Sop.
ST N o

1 2 3 4 5

Figura 5.8: Plano de fase para e > 1

En puntos de la u-isoclina, el signo de v viene dado por 2 —u — ev, y como v = fu + 2
se tiene:

2—u—ev=2—u—cefu—2u=2—-2e—u—cefu<0
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pues 2 — 2e < 0 por ser e > 1. Asi pues, v < 0.
En puntos de la v-isoclina, el signo de u viene dado por —2 + v — fu, y como v =
se tiene:

2—u
e

—2+v—fu:—2+g—g—fu<0
e e
ya que —2 + % < 0 por la misma razén que antes. Por tanto @ < 0.

En la region ©; tomamos el punto (2,1) y es inmediato comprobar que 2 — u — ev =
2—-2—v<0yque 24+v—fu=-2+1-2f<0,asiquev <0yu<D0.

En la region )y basta tomar el punto (1, %) para comprobar que 2 —u —ev = % y por
tanto © > 0. Del mismo modo, —2+U—fu:—2+2—1€—f<0asi que u < 0.

Por altimo en la region Q4 tomamos el punto (1, f + 3), que siempre esté por encima
de la u-isoclina, y obtenemos 2—u—ev =2—1—ef—-3e=1—-3e—ef <0y —2+v— fu =
-2+ f+3—-—f=1>0,porloqueov <0yu>0.Se ha representado la direcciéon del
campo de pendientes en todas las regiones del plano de fase.

En el caso e < 1 el campo de pendientes en el plano de fase es de la siguiente forma:

\
4t\2/e Q4
3*/7\\ \ -
_L---~<r"jsoclina
QS F =TT T % u =

N
Y’
\
1
\
1
\
A
-
.
L\

Figura 5.9: Plano de fase para e < 1

donde el anélisis de pendientes se realiza de forma totalmente andloga al caso anterior,
con la dnica particularidad de que en este caso el interior del primer cuadrante queda
dividido en 4 regiones, numeradas desde €1 hasta €4, y no 3 como ocurria en el caso con
e > 1. Resulta interesante destacar que en este caso aparece un punto critico interior, F,
que tiene como coordenadas:

F(u,v)—F(21_6 2f+1>

ef +1 ef +1

Sin embargo, tal como veremos en la simulacién numeérica, este punto critico no es asin-
toticamente estable, pues hay trayectorias que convergen a puntos distintos de F'.

Dado que en este caso la ecuacién analizada es no auténoma, puede ocurrir que dos
trayectorias distintas se corten en el plano de fase. Por ello resulta necesario estudiar un
conjunto de condiciones iniciales més extenso que el utilizado en el caso auténomo. En
concreto tomaremos un haz de rectas centrado en el punto (2,2) y con pendiente dada
por el angulo 6y. Para cada valor de 6 escogeremos diversas condiciones iniciales sobre la
recta. Algunos valores tendréan u(0) > 2 y otros tendran u(0) < 2.
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En este analisis numérico de (5.7) también analizaremos por separado las situaciones
e < lye > 1, peroen cada uno de los dos escenarios, consideraremos también las siguientes
posibilidades:

¢ Distintos grados de intensidad de la alimentacién artificial, escenarios con § ~ 1y
con >1

e Analisis especifico del caso § < 1 y valores crecientes de e

Casol:e> 1

Representamos en primer lugar el sistema auténomo (gg(t) = 1) sin auto-inhibicién
(soluciones periodicas) y con auto-inhibicion (extincion del depredador). Tomamos los va-
lores e = 2y f =0,2. La poblacién del depredador, u, se representa en el eje horizontal, y
la de la presa, v, en el eje vertical.

Figura 5.10: Sistema auténomo, sin y con auto-inhibicién

A continuacion, para cada recta de valores iniciales, representamos las soluciones para
un valor de 8 pequeno, en torno a 1, y otro grande, entre 2 y 6. Observamos que para (3
pequeno (alimentacion artificial poco intensa, representada en los graficos de la izquierda),
el sistema converge a un punto estacionario, que depende de las condiciones iniciales y que
se encuentra sobre la v-isoclina, es decir, sobre el segmento de recta que une los puntos
(0, %) y (2,0), representado con linea de trazos. En este caso, por tanto, se produce la
coexistencia de ambas especies en el punto de coordenadas

( 2—uoo>
toos

Sin embargo, para valores de 8 més grandes (alimentacion artificial intensa, represen-
tada en los graficos de la derecha), en aquellas condiciones iniciales con mayor nimero
inicial de depredadores, se produce la extincion de las presas (v = 0) al cabo de un tiempo
suficientemente prolongado.

En cada grafico se presenta el valor de 5 asi como el de 6y (pendiente de la recta de
condiciones iniciales). Se han representado ambas isoclinas con lineas de trazos, y la recta
de condiciones iniciales, junto con el punto (2,2), en color diferente.
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Figura 5.11: Representacién de trayectorias en el caso e > 1

Caso 2:e <1

Consideramos ahora la situacién en la que e < 1, es decir, aquella para la que el sistema
auténomo con auto-inhibicién tiene un punto critico interior, que ademads es un atractor
global. Tomamos e = 0,5, f = 0,2. Las trayectorias del sistema auténomo convergen en
espiral al punto critico:

e=05 S
f =02

Figura 5.12: Sistema auténomo, con auto-inhibicién

FEn el caso no auténomo, representamos distintos conjuntos de trayectorias para diversos
valores de 8 y de las condiciones iniciales, donde seguimos manteniendo la misma eleccién

para gg que en el caso anterior:
1

T 2eft — 1

Los resultados de los calculos se muestran a continuaciéon:

9s
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Figura 5.13: Representaciéon de trayectorias en el caso e < 1

Cuestiones planteadas por la evidencia numérica

A partir del estudio numérico efectuado, parecen deducirse los siguientes comportamien-
tos generales:

¢ Independientemente de los valores de e, f y (3, si hay auto-inhibicién, las trayectorias
siempre convergen a un punto de equilibrio (no hay explosion de poblacion).

¢ Dicho punto de convergencia siempre pertenece al conjunto

A1:{<u,2;“> ;ue[o,2]}u{(u,0);u>z}

que representamos graficamente a continuacion:

Figura 5.14: Conjunto limite

De acuerdo a la nomenclatura seguida durante todo el trabajo, podemos decir que A
es el w-1imite de las soluciones de (5.7) incluso en este caso no auténomo.
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e En el caso e < 1 y para S = 0,5, cuando las condiciones iniciales se toman en una

recta que se aproxima a la vertical (§g = 1,57 y 6y = 1,572), las soluciones que
empiezan por encima de la recta v = 2 (que podemos seguir llamando supercriticas)
parecen converger a un mismo punto, que es el punto de corte entre larecta v =2y la
v-isoclina. Este comportamiento no parece presentarse para las soluciones subcriticas,
que empiezan por debajo de la recta v = 2.

El conjunto A; se reduce al conjunto limite A cuando e — 0, siendo A el conjunto
definido en la proposicién 2 de [Costal, pag. 6.

Fijados sendos valores positivos para e y f, existe un valor Sy > 0 tal que si 8 < 5y
entonces todas las trayectorias convergen a una situacién de coexistencia de am-
bas especies, v si 8 > [y, entonces algunas trayectorias con poblacién inicial de
depredadores pequenia convergen a una situaciéon de coexistencia, y otras trayecto-
rias con poblacién inicial de depredadores grande convergen a una situacién que
supone la extincion de las presas (v — 0). Esta distincion, con 8 > Sy o 8 < So,
parece sugerir también una transicién de tipo supercritico - subcritico, aunque de
naturaleza distinta a la expuesta unos parrafos mas arriba. En efecto, en este caso la
transicién depende de cada sistema de ecuaciones, a través de 3, mientras que en el
caso anterior, para un f fijo, la transicién dependia de la condicién inicial.

Estudiamos a continuacién por separado un caso de especial importancia, pues nos da
indicios respecto a la persistencia de soluciones que describen varios ciclos en torno al
punto de equilibrio.

Evidencia numérica con g < 1

En el caso en que B se aproxima a cero por la derecha, es esperable que las trayectorias

describan un namero elevado de vueltas antes de estabilizarse, ya que el sistema “se parece”
al sistema auténomo que se da cuando gg = 1. Comprobamos en primer lugar que esto es
asi con un nuevo conjunto de simulaciones numeéricas para 3 y e suficientemente pequenos.
Efectivamente, el comportamiento pseudo-ciclico (en espiral) se presenta para todos los
conjuntos de condiciones iniciales. En todos los casos se ha representado una solucién
subcritica (u(0) < 2) y otra supercritica (u(0) > 2).

B=02 6o=—
=02 o=
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Figura 5.15: Comportamiento pseudo-ciclico para [ y e pequenas

No obstante es facil ver que este comportamiento espiral de las soluciones no puede
mantenerse en general para valores crecientes de e, incluso aunque 8 sea muy préximo
a cero. Al aumentar e, el caracter pseudo-ciclico se pierde y las soluciones tienden a sus
respectivos puntos de equilibrio sin describir vueltas, como si aquellos fueran nodos estables.
Esto lo visualizamos en el siguiente conjunto de representaciones gréficas:
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Figura 5.16: Pérdida del comportamiento espiral al incrementarse el valor de e

Lo cual nos lleva a formular una nueva conjetura:

o ;Existe siempre un valor de e a partir del cual, fijados el resto de parametros del
sistema, no se puede encontrar un conjunto de condiciones iniciales cuyas correspon-
dientes soluciones presenten convergencia en espiral?

Aunque sin duda interesantes, el analisis riguroso de estas y otras conjeturas que se pudie-
ran plantear excede el propésito del presente trabajo. La demostraciéon debe ser abordada
en un trabajo con un enfoque investigador neto, pues el propoésito del estudio que aqui
llega a su fin ha sido el de presentar una sintesis de los principales resultados en la teoria
de Lotka-Volterra, apoyado por abundante evidencia numérica y grafica, desarrollando
ejemplos y en algin caso perfeccionando demostraciones ya publicadas en la literatura
existente.

5.4. Conclusion del capitulo

La principal diferencia de este capitulo con respecto a lo estudiado en el resto del
trabajo es que en los sistemas no auténomos es mucho mas lo que se desconoce que lo que
se conoce. Incluso en nuestra somera exploraciéon de un sistema concreto, hemos dejado
muchas mas cuestiones abiertas de las que hemos sido capaces de establecer.
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Para finalizar, enumeramos una serie de resultados relativos al sistema sin términos

de auto-inhibicion (5.2), estudiado en un apartado anterior, cuya demostracion sigue de-
safiando los esfuerzos de los matematicos especialistas en el campo, a pesar del tiempo
transcurrido desde su formulacion:

e ;Existen orbitas ilimitadas de (5.2)7 Notese que la proposicion 3 no prueba que

existan, sino que bajo determinadas condiciones, pueden existir érbitas ilimitadas
(ademéas por supuesto de drbitas que convergen a un punto de A). En ningin mo-
mento se ha llegado a probar que las 6rbitas que “parecen” diverger en la figura (5.3)
efectivamente lo hagan.

La acotacion de ¢ en el caso 6 < 5 no se ha llegado a probar. Estos valores de 6 se
presentan en el estudio de la teoria de la coagulacién.

. Qué ocurriria si sustituyéramos la funcion gg(t) por otro tipo de funciéon decreciente
y convergiendo a cero, por ejemplo g(t) = ﬁ(t) siendo pg(t) un polinomio de grado

k, o también g(t) = @?

,En qué medida se alterarfa el comportamiento de las soluciones si el término explicito
g3(t) se introdujera en la ecuacion de la presa y no en la ecuacion del depredador?
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Apéndice. Codigo Mathematica

Incluimos en este apéndice un extracto del c6digo Mathematica utilizado para generar
los gréaficos mas relevantes del presente trabajo.

Coédigo correspondiente a la figura 1.5

t2 = Table[NDSolve[{x’[t] == -(1-x[t]/1) (1-x[t]1/2) x[t], x[0] == j},
x[t], {t, o, 731, {3, {.2, .5, .8, .9, 1, 1.1, 1.2, 1.4, 1.7, 2,
2.4, 6}}]; gl =

Plot[Evaluate[x[t] /. t2], {t, O, 7}, PlotRange -> {Automatic, 3},
AxesLabel -> {Stylelt, 141, Stylelx, 141},

PlotStyle -> {Automatic, Automatic, Automatic, Automatic, Dashed,
Automatic, Automatic, Automatic, Automatic, Dashedl}];

g2 = Graphics[{Text[Style[x[t] == K, 14], {3.04, 2.71}]1,
Text[Style[x[t] == T, 14], {5.94, 1.5}],

Line[{{.6, 2}, {2.35, 2.68}}], Line[{{4.3, 1}, {5.28, 1.48}}1}];
Show[gl, g2]

Coédigo correspondiente a la figura 1.20

r=.5; k[t_] =2 + Sin[2 t]; T = Pi; t12 =
Table[NDSolve[{x’[t] == r (1 - x[t]1/k[t]) x[t], x[0] == j},

x, {t, 0, 1131, {j, {1, 2.2}3}]; gl =

Plot[Evaluate[x[t] /. t12], {t, O, 11},

PlotStyle -> {Automatic}]; q = (

r NIntegrate[Expl[r vl/k[v], {v, 0, T})/(Explr T] - 1);

xi[t_ /; t \[Element] Reals] := Explr t]/(

q + r NIntegrate[Exp[r vl/k[v], {v, 0, t}1); g2 =

Plot[xi[t], {t, O, 11},

PlotStyle -> {Dashed, RGBColor[O, .4, .4]}]; xip =

1/T NIntegrate[xi[t], {t, 0, T}]; g3 =

Plot[xip, {t, 0, 11}, PlotStyle -> Dashed]; g4 =

Plot[xip + 1 Sin[2 t], {t, O, 11}, PlotStyle -> {Dotted, Redl}];
gb = Graphics[{Line[{{4.32, 2.52}, {5, 2.7}}],

Line[{{3.42, 1.6}, {4.2, .7}}],

Text [Style[Subscript[x, \[Infinityl]l[t]l, 141, {4.8, .563}1,
Text[Style["K(t)", 14, Italicl, {5.6, 2.7}1}]1;
Showlgl,g2,g3,g4,g5, AxesLabel -> {Stylelt, 14], Stylelx, 141},
PlotRange -> {Automatic, 3}, AxesOrigin -> {0, 0}]
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Cédigo correspondiente a la figura 2.11
Primera parte

a=12; e = .03; b= .04; ¢ =0.75; d=3; £f=0.1;

gl = Plot[{Piecewise[{{a/c - b/c x, a/c - b/c x > 0}, {Null,

a/c - b/c x < 0}}], Piecewise[{{d/f - e/f x, d/f - e/f x > 0},
{Null, d/f - e/f x < 0}}1}, {x, 0, 320},

PlotRange -> {{Automatic, 330}, {Automatic, 32}}, Ticks -> True,
PlotStyle -> Dashed, AxesLabel -> {Stylelx, 14], Stylely, 14]1}];
g2 = Graphics[{Text[Style["I", {14}], {240, 15}],

Text [Style["II", {14}1, {10, 18}1, Text[Style["III", {14}],

{14, 5}1, Point[{a/b, 0}], Text[Style["IV", {143}],

{100, 6}], Point[{a/b, 0}], Point[{0, d/f}],

Point[{(a f - cd)/(bf -ce), (bd-ae)(bf-cel}l,

Text [Style["F", {12}], {60, 14.5}]1}]1;

g3 = Graphics [{Arrow[{{170,9},{170,4}}],Arrow[{{130,20},{100,14}}],
Arrow[{{10, 20}, {50, 20}}1, Arrow[{{30, 12}, {30, 17}}1,
Arrow[{{10, 1}, {40, 4}}]1, Arrow[{{70, 3}, {110, 3}}],

Text [Style["d/e", 12, Italicl, {82, 1.5}],

Text[Style["a/b", 12, Italic], {300, 1.5}],

Text[Style["d/f", 12, Italic]l, {14, 3131,

Text[Style["a/c", 12, Italicl, {14, 16}1,
Text[Style["x-isoclina", {12}, Bluel, {148, 12}, {1, 2}, {3, -1}]1,
Text[Style["y-isoclina", {12}, Purplel, {56, 22}, {1,

2}, {.55, -1}13}];Show(gl, g2, g3l

Segunda parte

Needs ["CurvesGraphics6¢"]

ci = {{220, 12}, {100, 28}, {10, 3}, {170, 18}, {160, 22}, {28,
11}, {35, 9.5}, {260, 24}, {5.67, 6}};

Table [{{uljl, v[jl}} =

NDSolve [{x’[t] == x[t] (a - b x[t] - ¢ y[t]), x[0] == cil[[j, 111,
y>[t] == y[t] (@ - e x[t] - £ y[t]), y[0] == cil[j, 211}, {x[t],
y[tl}, {t, 0, 1031, {j, 1, Lengthlcill}];

tl = Table[{Evaluate[x[t] /. uljl], Evaluately[t] /. v[j11}, {j, 1,
Length[ci] - 2}]1;

t2 = Table[{Evaluate[x[t] /. uljl], Evaluately[t] /. v[jl11}, {3,
Length[ci] - 1, Lengthlcil}];

g4 = ParametricPlot[tl, {t, O, 10}, AxesOrigin -> {0, 0},
AspectRatio -> .7, PlotRange -> All, Oriented -> True,
HowManyArrows -> 1, PlotStyle -> Directive[Arrowheads[.03]1]];

gh = ParametricPlot[t2, {t, 0, .8}, AxesOrigin -> {0, 0},
AspectRatio -> .7, PlotRange -> All, Oriented -> True,
HowManyArrows -> 2, PlotStyle -> {{Dashed, Black, Thickness[.003],
Directive [Arrowheads[.03]11}}]; Showlgl, g2, g4, gb, Ticks -> Truel
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Codigo correspondiente a la figura 3.2 (32 parte)

StreamPlot[{x - y - x (x"2 + y™2), x +y -y (x72 + y*2)},
{x, -r, r}, {y, -r, r}, StreamPoints -> {{{{1.00040165, 0},
{Red, Thickness[.005]}}, 50%}%},

Frame -> False, Axes -> True, Ticks -> False,

AxesLabel -> {Stylelx, 16], Stylely, 161}]

Coédigo correspondiente a la figura 3.22
Primera parte

a=1;b=2;c=1;d=1.4; r=4; x0=(ad)/(b - 4d);
k=1.1 (a + 2 x0);

plx_] = (c x)/(a + x); qlx_] := (b x)/(a + x);

glx_] :=r (1 - x/k); gl =

ParametricPlot [{{t, (t gltl)/pl[tl}, {x0, 1.8 t}}, {t, 0.0001, kI,
AspectRatio -> .62, PlotRange -> {{-.1, k + .5}, All},

Ticks -> True, PlotStyle -> Dashed,

AxesLabel -> {Stylelx, 14], Stylely, 141}1;

g2 = Graphics[{Text[Style["I", {16}], {4.4, 1}],

Text [Style["II", {16}1, {5, 7}1,

Text [Style["III", {16}], {.5, 71},

Text[Style["IV", {16}], {.5, 1}1}];

g3 = Graphics[{Point[{k, 0}], Point[{x0, 0}],

Point [{x0, (x0 g[x0])/p[x0]}]1,

Text[Style["K", 14, Italic], {6.35, .6}],

Text [Style ["\!\(\*OverscriptBox [\"x\", \"_\"I\)", 14],

{2.5, .4}],

Text[Style["F", 14, Italicl, {2.5, 7.9}]1}1;

g4 = Graphics[{

Arrow[{{2.1, 1}, {2.6, 1}}], Arrow[{{2.9, 1.8}, {3.3, 2.6}}],
Arrow[{{3.6, 7}, {3.6, 8.4}}], Arrow[{{3.2, 8.6}, {2.9, 9.6}}],
Arrow[{{2.6, 9.6}, {2.1, 9.6}}],

Arrow[{{1.9, 9.4}, {1.5, 8.5}}],

Arrow[{{1, 7.5}, {1, 6}}], Arrow[{{1.4, 3.1}, {1.8, 2}}],
Text[Style["y-isoclina", {12}, Purple], {2.2, 5}, {1,2.5},{0,1}],
Text[Style["x-isoclina", {12}, Bluel, {6.6, 1.8}, {1,

2}, {.66, -1}11}1;

g7 = Graphics[{RGBColor[1, 0, 0], Thickness[.006], Opacity[.6],
Arrow[{{k, 0}, {k - 4 h p[k], 4 h (qlk] - d - k g’[k])}}],
Arrow[{{0, .02}, {1, .02}}11}]1;

g8 = Graphics[{RGBColor[0, O, 1], Thickness[.006], Opacityl[.6],
Arrow[{{5, 0}, {k, 0}}], Arrow[{{7, 0}, {k, 0}}]1,

Arrow[{{.01, 3}, {.01, 0}}1}]1;

Show(gl, g2, g3, g4, g7, g8l
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Segunda parte

ci = {{2, 2}, {2, 7}, {2.3, 4.66}};

Table [{{uljl, v[jl}} =

NDSolve [{x’[t] == x[t] glx[t]] - y[t] plx[t]l]l, x[0] == cil[j, 111,
y> [t] == y[t] (-d + ql[x[t]1]), y[0] == cillj, 211}, {x[t],

y[tl}, {t, 0, 1631, {j, 1, Lengthl[cill}];

tl = Table[{Evaluate[x[t] /. uljl], Evaluately[t] /. v[j11}, {j, 1,
Length[ci] - 13}]1;

t2 = Table[{Evaluate[x[t] /. uljl], Evaluately[t] /. v[jl11}, {3,
Length[ci], Length[cil}];

gb = ParametricPlot[tl, {t, O, 14}, AxesOrigin -> {0, 0},
AspectRatio -> 1, PlotRange -> All, Oriented -> True,
HowManyArrows -> 1, PlotStyle -> Directive[Arrowheads[.03]1]];

g6 = ParametricPlot[t2, {t, O, 7.5}, AxesOrigin -> {0, 0},
AspectRatio -> 1, PlotRange -> All,

PlotStyle -> {{Black, Dashed, Thickness[.003]}}];

g7 = Graphics[{RGBColor[1, O, 0], Thickness[.006], Opacityl[.6],
Arrow[{{k, 0}, {k - 4 h p[k], 4 h (q[k] - d - k g’[k])}}],
Arrow[{{0, .02}, {1, .02}}13}]1;

g8 = Graphics[{RGBColor[0, O, 1], Thickness[.006], Opacity[.6],
Arrow[{{5, 0}, {k, 0}}], Arrow[{{7, 0}, {k, O0}}],

Arrow[{{.01, 3}, {.01, O}}1}]1;

Showlgl, g3, gb, g6, g7, g8, Ticks -> Truel

Codigo correspondiente a la figura 3.29 (32 parte)

1; d=1; h =1.08; \

ci = {{.42, .5}, {1, .5}, {1, .425}}; r =1; c =
= (b x~2)/(a"2 + x72);

b =h d;plx_] := (¢ x°2)/(a~2 + x~2); qlx_]
glx_] :=r (1 - x/k);Table[{{uljl, v[jI}} =
NDSolve [{x’[t] == x[t] glx[t]] - y[t] plx[t]], x[0] == ci[[j, 111,
y?[t] == y[t] (-d + qlx[t]]), y[0] == cillj, 211},

{x[t], ylt1}, {t, 0, 50}], {j, 1, Length[cil}];

tl = Table[{Evaluatel[x[t] /. uljl], Evaluately[t] /. v[j11}, {j, 1,
Length[ci] - 2}];

t2 = Table[{Evaluate[x[t] /. ul[jl], Evaluately[t] /. v[jl1}, {j,
Length[ci] - 1, Lengthl[ci] - 1}];

t3 = Table[{Evaluate[x[t] /. uljl]l, Evaluately[t]l /. v[j11}, {j,
Length[ci], Length[cil}];

gl = Plot[y1[x], {x, O, k}, PlotStyle -> Thickness[.003],

PlotRange -> {0, 1}1;

g3 = ParametricPlot[tl, {t, O, 49.5}, AxesOrigin -> {0, 0},
AspectRatio -> 1, PlotRange -> All, Oriented -> True,

HowManyArrows -> 1, PlotStyle -> Directive[Arrowheads[.03]1]];

g4 = ParametricPlot[t2, {t, 0, 49.5}, AxesOrigin -> {0, 03},
AspectRatio -> 1, PlotRange -> All, Oriented -> True,

HowManyArrows -> 1,

PlotStyle -> {{Directive[Arrowheads[.03]], Purple}}];
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gh = ParametricPlot[t3, {t, 0, 23.2}, AxesOrigin -> {0, 0},
AspectRatio -> 1, PlotRange -> All,

PlotStyle -> {{Black, Dashed, Thickness[.003]}}];

Showl[gl, g2b, g3, g4, gb,

Graphics[Text [

Style ["\!\ (\*SuperscriptBox [\"\ [Mul\", \" \"1\)=0.00732", {16}]1, \
{1.8, .8}11, Ticks -> True,

PlotRange -> {{0, 1.1 k}, {Automatic, 1.00}},

AxesLabel -> {Stylelx, 14], Stylely, 141}]

Coédigo correspondiente a la figura 4.1
Primera parte

Needs ["CurvesGraphics6¢"]

\[Betal = .5; \[Alpha] = 3; ci = {{1.001, 0.001, 0.001}, {.001, 1.001,
0.001}, {.001, .001, .99}, {.83, .9, .9}};Table[{{ulj]l, v[(jl, wljl}} =
NDSolve[{x’[t] == x[t] (1 - x[t] - \[Alphal y[t] - \[Betal z[tl),
x[0] == cil[j, 11]1,y’[t] == y[t] (1-\[Betal x[t]l-y[t]l-\[Alphal z[t]),
y[0] == cillj, 211,z’[t] == z[t] (1-\[Alpha] x[t]-\[Betal y[t]l-z[t]),
z[0] == cillj, 311}, {x[t], y(tl, z[t]l}, {t, O, 600},

AccuracyGoal -> 20, PrecisionGoal -> 10,

MaxSteps -> Infinityl, {j, 1, Lengthl[cil}];

tl = Table[{Evaluate[x[t] /. uljl], Evaluately[t] /. v[jl],
Evaluatelz[t] /. w[j11}, {j, 1, Lengthl[ci]l - 13}1;

t2 = Table[{Evaluate[x[t] /. uljl], Evaluately[t] /. v[jl],
Evaluatelz[t] /. w[j11}, {j, Lengthl[cil, Length[cil}];

gl = ParametricPlot3D[tl, {t, O, 16}, Oriented -> True,

HowManyArrows -> 2];

g2 = ParametricPlot3D[t2, {t, 0, 200}, Oriented -> True,
HowManyArrows -> 2, PlotStyle -> RGBColor[0, 0.333333, 0]1;

g3 = Graphics3D[{{PointSize[Large], RGBColor[0.333333, 0, 0.498039],
Point[{1, O, 0}]},{PointSize[Large], RGBColor[0.333333, 0, 0.498039],
Point[{0, 1, 0}]},{PointSize[Large], RGBColor[0.333333, O, 0.498039],
Point [{0, 0, 1}]},Text[Style["(1,0,0)", 14], {1.1, .1, O}],
Text[Style["(0,1,0)", 141, {0, 1.02, .043}]1,

Text[Style["(0,0,1)", 141, {0, .09, 1.03}1}1;

Show[gl, g3, Boxed -> True,BoxStyle ->

{{Directive[Dashed], Thickness[.002]}},ViewPoint -> {10, 1.5, 1.5},
AxesLabel -> {Stylelx, 141, Stylely, 14], Stylelz, 14137},

PlotRange -> {{0, 1.2}, {0, 1.1}, {0, 1.1}}, AxesOrigin -> {0,0,0},
Ticks -> False]

Segunda parte

gl = ParametricPlot3D[tl, {t, O, 16}, Oriented -> True,
HowManyArrows -> 1, PlotStyle -> RGBColor[0, 0.333333, 01];
g2 = ParametricPlot3D[t2, {t, O, 50}, Oriented -> True,
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HowManyArrows -> 1, PlotStyle -> RGBColor[0, 0.333333, 0]1;
Showl[gl,g2,g3,Boxed->True,BoxStyle->{{Directive[Dashed],
Thickness[.002]}}, ViewPoint->{10,1.5,1.5},AxesLabel->{Style[x,14],
Stylely,14],Style[z,14]}, PlotRange -> {{0, 1.2}, {0, 1.1},

{0, 1.1}}, AxesOrigin -> {0,0,0},Ticks -> False]

Cédigo correspondiente a la figura 5.4

glt_ ] := 1/(2 Exp[.05 t] - 1); h = {1.6, 1.4};

\[Alpha] = Table[{h[[j11, h[[j11}, {j, 1, Length[hl}];
Table[{{a[j], b[j]1}} = NDSolve[{u’[t] == g[t] ult]

(vlt] - 2), ul0] == \[Alphal[[j, 111, v’[t] == v[t]

(2 - ult]), v[0] == \[Alphal[[j, 2]11},{ult], v[t]1},

{t, 0.0001, 300}, AccuracyGoal -> 20, PrecisionGoal -> 12,
MaxSteps -> \[Infinityl], {j, 1, Length[h]}];

tl = Table[{Evaluatel[ult] /. al[jl], Evaluatel[v[t] /. b[j11},
{j, 1, Length[h]l}];

gl = ParametricPlot[tl, {t, 0, 3.5}, AxesOrigin -> {0, 0},
AspectRatio -> .7, PlotRange -> {Automatic, 8},

Oriented -> True, HowManyArrows -> 2, PlotPoints -> 200];

g2 = ParametricPlot[tl, {t, 3.5, 300}, AxesOrigin -> {0, O},
AspectRatio -> .7, PlotRange -> {Automatic, 8},

Oriented -> True, HowManyArrows -> 0, PlotPoints -> 80];

g7 = Graphics[{Dashed, Line[{{0, 2}, {3.2, 2}}],

Line[{{2, 0}, {2, 10}}], Point[{1.6, 1.6}], Point[{1.4, 1.4}],
{Purple, Point[{2.105, 0}]}, {Blue, Point[{2.07, O}]1}}1;
Showl[gl, g2, g7, AxesLabel -> {Stylel[u, 141, Stylel[v, 1413}]

Cédigo correspondiente a la figura 5.5

j = 1; gl = Plot[{Evaluate[ult] /. a[jl], Evaluatel[v[t] /. b[jll},
{t, 0, 218}, AxesOrigin -> {0, 0}, PlotRange -> {Automatic, 7},
AxesLabel -> {Stylelt, 14], Style["u,v", 14, Italic]}];

g2 = Graphics[{Text[Style[u[t], 14, Bluel, {205, 2.5}],
Text[Stylel[v[t], 14, Purple], {136, 6}], {Dashed, Gray,

Line[{{0, 2}, {218, 2}}]1}}]; Showlgl, g2]

Codigo correspondiente a la figura 5.13 (12 parte)

\[Theta] = 0; e = .5; £ = .2; \[Betal = 1;

glt_] := 1/(2 Exp[\[Beta] t] - 1);

\[Alpha] = {.2, .4, .7, 1.5, 2, 2.8, 3.5, 4, 4.7};

Table[{{al[jl, b[jl1}} = NDSolve[{v’[t] == v[t] (2 - ult] - e v[t]),
v[0] == 2 + Tan[\[Thetall (\[Alphal [[j1] - 2),

uw [t] == glt] ult] (-2 + v[t] - £ ult]),

ul0] == \[Alphal[[j11}, {ultl, v[t1}, {t, O, 50}, {j, 1,
Length[\[Alphall}];tl = Table[{Evaluatel[ult] /. al[jl],
Evaluatel[v[t] /. b[j11}, {j, 1, Length[\[Alphall}];

152 UNED - UAb, 2011



Trabajo Fin de Méaster Sistemas de Lotka-Volterra en dindmica poblacional

gl = ParametricPlot[tl, {t, O, 80}, AxesOrigin -> {0, 0},
AspectRatio -> .7, PlotRange -> {{Automatic, 5}, {Automatic, 7}},
Oriented -> True, HowManyArrows -> 1, PlotPoints -> 60,
PlotStyle -> Thickness[.002]];g2 = ParametricPlot[{t,
Piecewise[{{2 + Tan[\[Thetal]l (t - 2),

2 + Tan[\[Thetall (¢t - 2) > 0}, {Null,

2 + Tan[\[Thetall (¢t - 2) < 0}}1%}, {t, 0, 5%,

PlotStyle -> Dotted]; g3 = Plot[{Piecewise[{{(2-u)/e, 2-u >= 0},
{Null, 2 - u < 0}}], Piecewise[{{f u + 2, f u + 2 >= 0},

{Null, f u+2 < 0}}1}, {u, 0, 5.2}, PlotStyle -> {{Black, Dashed,
Thickness[.002]}}]; Clearle, f]; g7 = Graphics[{Text[

Style ["\!\(\*SubscriptBox [\"\ [Thetal\", \"O\"I\) =", 14], {4.5,
6.4}], Text[Style[\[Thetal, 141, {4.85, 6.4}],

Text [Style["\[Betal =", 14], {3.7, 6.4}],

Text[Style[\[Betal, 141, {4, 6.4}],

Text[Stylele == .5, 14], {.86, 6.4}],

Text[Style[f == 0.2, 14], {.86, 5.8}], {Blue, Point[{2, 2}]1}}];
Showlgl, g2, g3, g7, Axeslabel -> {Stylel[u, 16], Stylelv, 16]1}]

Coédigo correspondiente a la figura 5.16 (12 parte)

\[Theta] = (1 Pi)/8; e = .2; f = .1; \[Betal] = .1;

glt_] := 1/(2 Exp[\[Betal t] - 1); \[Alphal = {.3, 4.2};
Table[{{al[j]l, b[jl1}} = NDSolve[{v’[t] == v[t] (2 - ult] - e v[t]),
v[0] == 2 + Tan[\[Thetall (\[Alphal [[j1] - 2),

w [t] == glt] ult] (-2 + v[t] - £ ult]),

ul0] == \[Alphal[[j11}, {ultl, v[t1}, {t, O, 50}, {j, 1,
Length[\[Alphall}];tl = Table[{Evaluatel[ult] /. al[jl],
Evaluatel[v[t] /. b[j11}, {j, 1, Length[\[Alphall}];

gl = ParametricPlot[tl, {t, O, 45}, AxesOrigin -> {0, 0},
AspectRatio -> .7, PlotRange -> {{Automatic, 5}, {Automatic, 7}},
Oriented -> True, HowManyArrows -> 1, PlotPoints -> 40,

PlotStyle -> Thickness[.002]];

g2 = ParametricPlot[{t, (2 + Tan[\[Thetal]l (t - 2)) UnitStepl

2 + Tan[\[Thetal]l (¢t - 2)1}, {t, 0, 5}, PlotStyle -> Dotted];

g3 = Plot[{Piecewise[{{(2 - uw)/e, 2 - u >= 0}, {Null, 2 - u < O}}],
Piecewise[{{f u + 2, f u + 2 >= 0}, {Null, £f u + 2 < O}}1}, {u, -1,
5.2}, PlotStyle -> {{Black, Dashed, Thickness[.002]}}];

Clear[e, f]; g7 = Graphics[{Text[

Style ["\!\(\*SubscriptBox[\"\[Thetal\", \"O\"I\) =", 14], {4.5,
6.4}], Text[Style[\[Thetal, 141, {4.8, 6.4}],
Text [Style["\[Betal =", 14], {3.6, 6.4}], Text[Style[\[Betal, 14],

{3.92, 6.4}], Text[Style[e == 0.2, 14], {.8, 6.4}],
Text[Style[f == 0.1, 14], {.78, 5.8}1}];
Showlgl, g2, g3, g7, Axeslabel -> {Stylel[u, 16], Stylelv, 16]1}]
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