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Resumen

El estudio de espacios de funciones analiticas en el disco unidad representa uno de los pilares bdsicos del
Andlisis Complejo, en especial los espacios de Hardy HP. Una manera de introducir estos espacios es a tra-
vés del estudio de los ceros de funciones analiticas en el disco unidad, en particular a través de la formula de
Jensen. Toda funcién HP admite una factorizacién (esencialmente tinica) como producto de una constante
unimodular por un producto de Blaschke (que soporta todos los ceros de la funcién), por una funcién sin ceros
(que soporta la norma HP de la funcién). Llevados quizés por el deseo de estudiar la distribucién de ceros de
otras funciones analiticas sobre el disco unidad (no en H?), surge la necesidad de estudiar con mayor profun-
didad la clase de los productos de Blaschke. Uno de los temas de investigacion en este sentido incluye intentar
caracterizar aquellos productos de Blaschke cuya derivada pertenece a un determinado espacio de funciones
analiticas sobre el disco unidad. Esta memoria se dedica a estudiar cuando la derivada de un producto de
Blaschke pertenece a algtin espacio de Hardy o de Bergman.

iii






Introduccion

El tema central de esta memoria trata sobre los productos de Blaschke, mds concretamente sobre el creci-
miento de su derivada. Esta memoria consta de dos capitulos, un primero dedicado a introducir los productos
de Blaschke en el contexto de los espacios de Hardy, y un segundo capitulo dedicado a estudiar cuando la
derivada de un producto de Blashcke pertenece a algiin espacio de Hardy o de Bergman.

Histéricamente, los productos de Blaschke infinitos fueron introducidos por el matemadtico austriaco Wil-
helm Blaschke [8] en 1915. En 1929 R. Nevanlinna [30] introdujo la clase de funciones acotadas con valores
unimodulares en casi todo punto de la frontera. Los primeros estudios exhaustivos de las propiedades de las
funciones internas se hicieron por parte de O. Frostman [14], W. Seidel [37] y E Riesz [35]. Sus esfuerzos por
entender los ceros y el comportamiento en la frontera de las funciones analiticas acotadas culminaron en el
famoso teorema de factorizacién canénica.

Un producto de Blaschke es del tipo

—-a, z—ap
(1 B(z) = E—— zeD,
1;[ lan| 1-auz

donde {a,} es una sucesion del disco unidad D = {z € C: |z| < 1} que satisface la llamada condicién de Blaschke,

) Y (1-lanl) < oco.

n

La condicién de Blaschke asegura que el producto anterior converge absoluta y uniformemente en cada sub-
conjunto compacto del disco unidad, definiendo por tanto una funcién analitica en el disco unidad, con suce-
sién exacta de ceros, contando multiplicidades, dada por {a,}. Ademads, como cada factor es un automorfismo
del disco unidad (debemos entender que cuando a, = 0, el factor correspondiente es z), se tiene que cada
factor estd acotado por 1, luego el producto entero también estd acotado por 1. El caso es que mucho mas es
cierto. En realidad, la mayor parte del primer capitulo de la memoria estd dedicada a probar que cada produc-
to de Blaschke tiene limite radial de médulo 1 en casi todo punto de la frontera de D. Para probar esto ha sido
necesario dar una breve introduccién de la teoria de los espacios de Hardy H”. Como referencias principales
hemos usado los libros de Duren [13], Garnett [16], y Tsuji [38].

Decimos que una funcién f, analitica sobre el disco unidad, escrito f € Hol(D), esta en el espacio de Hardy,
HP, con 0 < p < oo, si sus medias integrales de orden p estdn uniformemente acotadas para r € [0, 1), o sea, si

b4 3 1
M,,(r.f)=(lf \f(re’9)|”de)”, si0< p<oo,y
| fllgr := sup My(r,f) <oco,  donde 21 J-n

osr<l Moo(r, ) = max| f(2)],

Alo largo del capitulo 1 también vemos la intima relacion existente entre los productos de Blaschke y los
espacios de Hardy: Las sucesiones de ceros de funciones en H” (cualquier p € (0,00]) vienen caracterizadas por
la condiciéon de Blashcke. Es mds, dada una sucesion de Blaschke, el producto de Blaschke correspondiente esta
en H* que, al ser el més pequefo de todos los espacios de Hardy, hace que tengamos un ejemplo de funcién en
HP con sucesion exacta de ceros dada por {a,}. Esto, a su vez, nos permite factorizar (Teorema de Factorizacion
de Riesz) cada funcién f de HP como producto de un producto de Blaschke, que carga con los ceros de f, con
una funcién g, de H?, sin ceros, que carga con la norma de la funcién, aunque en realidad no es una verdadera

norma cuando p < 1.
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El segundo capitulo lo dedicamos a estudiar la pertenencia (o no) de la derivada de productos de Blaschke a
los espacios de Hardy y a los espacios de Bergman. Recordamos que el espacio de Bergman A”, 0 < p < oo, con-
siste en el espacio de funciones analiticas sobre el disco unidad que estan en L (D, dA), donde dA = %dxd yre-
presenta al elemento de 4rea normalizada del disco unidad. La relacién cldsica dada por Hardy-Littlewood [22],
HP c A?P, es mejorada para algunos indices p (los ms interesantes para nosotros) cuando trabajamos con de-
rivadas de productos de Blaschke: Si B' € H? entonces B’ € AP*1 De esta manera, usando una u otra inclusion,
podemos transferir casi siempre los resultados para H” a resultados similares para A”.

El hecho de que los productos de Blaschke se anulen en sucesiones cuyos puntos limite han de estar en
la frontera del disco unidad y que, al mismo tiempo, tengan limite radial unimodular en casi todo punto de la
frontera, nos incita a pensar que no debe haber muchos espacios que contengan a las derivadas de los pro-
ductos de Blashcke. La derivada de una funcién mide de alguna manera las distorsiones que ésta imprime en
los puntos de su dominio. Asi, es de esperar que un producto de Blaschke aumente su distorsién a medida
que van aumentando sus ceros, o a medida que estos se distribuyan de manera que provoquen grandes oscila-
ciones. Los resultados que vamos a presentar van en esta direccién. La concentracién o distribucién de ceros
de un producto de Blaschke condicionan de una manera u otra al crecimiento de su derivada. En general, los
resultados que presentamos se pueden agrupar en los siguientes bloques:

= Sino se exige més que la condicién de Blaschke, entonces el crecimiento de la derivada de los produc-
tos de Blaschke puede ser bastante arbitrario, haciendo que todos lo espacios de Hardy dejen fuera la
derivada de algtin producto de Blaschke.

= Si exigimos que los ceros se aproximen a la frontera mas rdpido que lo estipulado por la condicién de
Blashcke, entonces mejora la integrabilidad de la derivada de los correspondientes productos de Blasch-
ke.

= Si los ceros estdn uniformemente separados entre si (productos de Blaschke interpolantes), entonces
podriamos imaginar una mejoria en la integrabilidad de la derivada. Sin embargo, esto no va a ser asi,
aunque si serd cierto que si un producto de Blaschke interpolante tiene derivada bien controlada, enton-
ces sus ceros deben aproximarse a la frontera mas rapido que lo que estipula la condicién de Blaschke,
obteniéndose un reciproco de la situacién dada en el apartado anterior.

= Si los ceros se aproximan a la frontera de manera no tangencial, o sea, estdn en un dngulo de Stolz,
conseguimos controlar bastante bien la derivada del producto de Blaschke, debido a que el producto de

Blaschke admite una extensién holomorfa a todo un entorno de D ~ {Co}, siendo ( el vértice del &ngulo.

= Silos ceros estdn en un angulo de Stolz, y estdn uniformemente separados, entonces obtenemos lo mejor

que se puede decir sobre la derivada del producto de Blaschke.

Los autores de los resultados que presentamos en la memoria son basicamente los siguientes: Protas,
Ahern, Clark, Cohn, y Kim con resultados de finales de los 70, principio de los 80; luego nos basamos en re-
sultados obtenidos por Girela, Peldez, Vukoti¢, y Mashreghi, a partir de finales de los 90. Con los trabajos de
estos autores, conseguimos establecer un dibujo de c6mo se encuentra la situacién actual, al menos en lo re-
ferente a la pertenencia de la derivada de productos de Blaschke en los espacios de Hardy y de Bergman, y que

hemos tratado de plasmar en la figura 1.

Pertenencia de la derivada a los espacios de Hardy HP. Un primer resultado, evidente, lo obtenemos para
los productos de Blaschke finitos: sus derivadas estdn en cualquier espacio. Sin embargo, cuando pasamos a
productos de Blaschke infinitos, nos encontramos con otra historia. Un resultado clésico de Privalov asegura
que, para f € Hol(D), f' € H' siy solo si f admite una extensién continua a D y, en ese caso, f(e'?) es una
funcién absolutamente continua. Como es evidente que los productos de Blaschke infinitos no admiten exten-
siones continuas a D, resulta entonces que ningtin producto de Blaschke tiene derivada en H'. Luego haciendo
uso de que los espacios de Hardy decrecen con indice creciente, tenemos
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Teorema. SiB es un producto de Blaschke infinito, entonces B' ¢ HP para ningiin p = 1.

Asi que p = 1 son indices prohibidos para la pertenencia en H? de la derivada de productos de Blaschke
infinitos. Pero es que, sin pedir una mayor restriccion sobre los ceros, siempre podemos encontrar, para 0 <
p < 1, un producto de Blaschke (infinito) cuya derivada no estd en H”, atin teniendo (su derivada) limite radial
en casi todo punto, ver el Corolario 2.20.

La derivada de un producto de Blaschke, como el dado en (1), puede calcularse ficilmente,
®) Bo=Y 119" 5 o), donde o= [] 4 214
n (1—anz) j#n'aj| l-ajz
Haciendo uso de lo que se conoce como la derivada angular en el sentido de Carathéodory, junto con la nota-
cién introducida por Ahern-Clark [5], podemos dar la expresién de su médulo en la frontera del disco unidad,
entendido como limite radial:

. 1-lay,l?
@) |B'(e)] = Y 1%

7 lei? —a,|?

De esta manera, conseguimos establecer la equivalencia siguiente, (escribimos a,, = r,e'%7, con 8,, € [-7, 7))

—la, -
(5) BeH <) L—laal 5 €LP(0D) <= fp(0):=)_ L-lan]

_— L’ -7, .
1610 — a) U jan2+ 66,2 - L (™)

Con ayuda de esto, recuperamos de forma inmediata el siguiente resultado de Protas [34].
Teorema (Protas, 1973). Supongamos que B es un producto de Blaschke con sucesion de ceros {a,}.
0 Siy,(1- Ianl)l_p < oo para algiin p € (%, 1), entonces B' € HP.
(i) Si¥,(—lan)? logﬁ < 00, entonces B' € H?.
Este resultado es bastante preciso, es decir, existe un producto de Blaschke B cuyos ceros {a,} satisfacen
Y- |an|)% <ocoyB'¢ H%. El ejemplo es explicito: Para un valor fijo de a € (1,2), la sucesién {a,},>» viene
dada por

o 172
y Hn:Zdj .

6) a,=0-dye®, donde d,=——+—
" " " n2logn ion

Cohn [12] se dio cuenta de que el reciproco a la primera parte del Teorema de Protas es cierto si nos restringi-
mos ala clase de los productos de Blaschke interpolantes. Decimos que una sucesion {a,} c D es uniformemente
separada o interpolante si

an— am

(7 existe 6 > 0 tal que H m
“Umbln

n#m

> §, para todo m.

Estas sucesiones satisfacen claramente la condicién de Blaschke, por lo que podemos construir los que llama-
mos productos de Blaschke interpolantes, asociados a sucesiones uniformemente separadas. El argumento de
Cohn es bastante facil si conocemos un poco de la teoria de productos de Blaschke interpolantes. Un famoso

teorema de Carleson reza asi:
Si{an} es interpolante, existe C > 0 tal que para toda f € HP, Y. ,(1—lay)lf(a)IP <Clfllgp.

Con esto y usando que para productos de Blaschke interpolantes se tiene |B'(a;)| = #anl’ obtenemos el re-
ciproco al resultado de Protas. Por lo demds, no hay mejoria general en el exponente de integrabilidad de la
derivada de productos de Blaschke interpolantes, ya que el mismo ejemplo dado en (6) es el de un producto de
Blaschke interpolante (Peldez [32]).
Si restringimos la sucesion de ceros de B a un angulo de Stolz con vértice en e’?, definido, para algiin o > 1,
como
Qp0):={zeD: |e? —z| <o (1-1zl) },

resulta que si existe un rango de p’s para los que B’ € H”. Este es un resultado de Girela-Peldez-Vukoti¢ [20]. La

~ 2 1 1
prueba estd basada en que la funcién Tz € ﬂp<% HP <~ H2,
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Teorema (Girela-Peldez-Vukotié¢, 2007). Si B es un producto de Blaschke con ceros en un dngulo de Stolz que,

. T . . Lo 1 ..
sin pérdida de generalidad, tiene su vértice en 1, entonces |B'(z)| < a2 € D y, por consiguiente, B' € ﬂp < HP.

1
nlog?n’

1
preciso. Estos ceros estdn en el radio (0, 1) y, usando la funcién fg, vemos que B ¢ H2.

El ejemplo de producto de Blaschke B con ceros a, =1 —

n = 2, permite ilustrar que el resultado es

Si ahora combinamos sucesién de ceros en un dngulo de Stolz, junto con ser uniformemente separada,

entonces cubrimos nuestras maximas expectativas.

Teorema (Girela-Peldez-Vukoti¢, 2007). Sea B un producto de Blaschke interpolante cuya sucesion de ceros estd
contenida en un dngulo de Stolz. Entonces B' € HP para todo p < 1.

También podemos combinar sucesién de ceros en un dngulo de Stolz, junto con una convergencia mas
rapida a la frontera, del tipo (1 — |a,|)* < co. Obtenemos el siguiente resultado de Ahern-Clark [5].

Teorema (Ahern-Clark, 1974). Sea B un producto de Blaschke cuya sucesién de ceros {a,} estd en un dngulo de
Stolz y satisface que Y ,(1 — |a,|)* < oo, para algiin a € (0,1]. Entonces
B'e [ H".

1
T+a

O<p<

La demostracién de este resultado se basa en que podemos equiparar |B’ (e'%)| con |P'(e'?)|, donde P es el
producto de Blaschke con ceros de igual médulo que los a,, pero sobre el radio que termina en la punta del
angulo de Stolz.

Este resultado vuelve a ser preciso, como prueba Mashreghi en su libro [28, Example 8.18].

Pertenencia de la derivada alos espacios de Bergman A”. Los espacios de Bergman presentan mejores resul-
tados, en cierto modo, que los espacios de Hardy. En primer lugar, usando el Lema de Schwarz-Pick, tenemos

Teorema. SiB es un producto de Blaschke, entonces B' € AP para todo p < 1.

Este resultado es preciso. En 1955 Rudin [36] prob¢ la existencia de un producto de Blaschke B tal que
B’ ¢ Al, en 1968 Piranian [33] dio un ejemplo explicito, y en 2007 Peldez [32, Thm. 1] dio un ejemplo de producto
de Blaschke interpolante.

En la otra direccién tenemos que si B es un producto de Blaschke infinito, entonces B cubre el disco uni-
dad “casi completamente” un nimero infinito de veces (Frostman), por tanto la integral f[D |B'(2)|* dA(z), que
representa al drea de la regién cubierta por B contando multiplicidades, debe ser igual a infinito, dando lugar a
que B’ ¢ A2 Este resultado, aunque conocido de mucho antes, se lo atribuimos a Kim[25], ya que lo generaliza.

Teorema (Kim, 1984). Si B es un producto de Blaschke infinito, entonces B' ¢ A? ¥, consecuentemente, B' ¢
Up22 AP,

Una vez que hemos conseguido restringir el objeto de estudio al rango p € [1,2), presentamos el siguiente
resultado de Kim, del que damos una prueba autocontenida.

Teorema (Kim, 1984). Supongamos que B es un producto de Blaschke con ceros a,, = rnew" ,n=1,....
0 Siy,(1- Ianl)z_”J < oo para algtin p € (1,2), entonces B' € AP.
(ii) SiY,,(1-|ayl) log m < o0, entonces B' € Al.

Sinos referimos al ejemplo de producto de Blaschke B dado en (6), observamos que {a,} satisface (ii), luego
B’ € A!, pero recordamos que B’ ¢ H %, lo que nos indica que la inclusién debida a Hardy-Littlewood, H tc Al
es estricta. Por otro lado, también observamos que {a,} satisface (i) con p = %, lo que nos dice que B € A% ~H %,
o sea, que el enunciado B’ € H? = B’ € AP*! no tiene reciproco.

A continuacién mencionamos que el resultado de Kim, apartado (i), también admite un reciproco en el
caso de tratar con productos de Blaschke interpolantes. El resultado se sigue del siguiente Teorema de Girela-
Peldez-Vukoti¢ [20, Thm. 3.4], que se prueba usando el hecho de que si B es interpolante, entonces su derivada
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es “grande” sobre pequenos entornos de cada cero, la constante de acotacién dependiendo solo de la constante
de interpolacién y del “tamanio del entorno”. Ademds estos entornos son disjuntos dos a dos, lo que nos permite
conseguir una cota inferior para la integral fDIB’ (2)|PdA(z) que resulta depender de Y ,,(1 —|a, N2-P.

Teorema (Girela-Peldez-Vukotié, 2007). Si B es un producto de Blaschke interpolante con ceros {a,}, entonces
f|B’(z)|PdA(z) >3 (1 -lanh?P.
D n

En particular, si la serie diverge entonces B' ¢ AP

Dada la naturaleza de los productos de Blaschke interpolantes, volvemos a preguntarnos si sus derivadas
tienen mejores exponentes de integrabilidad que los de otros productos de Blaschke. Con los productos de
Blaschke normales, lo mas que se puede decir (sin imponer condiciones adicionales) es que B’ € A” para todo
p < 1. Eso es también lo mejor que se puede decir para productos de Blaschke interpolantes. Un ejemplo de
producto de Blaschke interpolante cuya derivada no estd en A! fue dado por Peldez [32, Thm. 1] en 2007. La ba-
se de todo esto quizds la podamos encontrar en el sorprendente resultado de Naftalevic [29] de 1956, que prob6
que para cada sucesion de Blaschke {a,}, existe una sucesion interpolante {z,} tal que |z,| = |a,| para cada n.

Este resultado nos proporciona un ejemplo de producto de Blaschke interpolante B tal que B’ ¢ U,»; A”. Basta
1
nlog’n

con verificar que la sucesiéon a, =1 - , n =2, es una sucesion de Blaschke y satisface, para p > 1, que

o0 [o¢] 1
Y -la)>P=Y
n=1

a1 n2 P log?® P p

Luego, es cuestion de girar los a,;, de acuerdo con el resultado de Naftalevi¢, para obtener una sucesién inter-
polante

Si ahora condicionamos la ubicacion de los ceros a un dngulo de Stolz, el resultado B’ € J p<1/2 H P implica
inmediatamente este otro.

Teorema (Girela-Peldez-Vukotié, 2007). Si los ceros de un producto de Blaschke B estdn todos en un dngulo de
Stolz, entonces B' € Up<3/2 AP.

Este resultado, tan sencillo, es, sin embargo, preciso, ya que Girela-Peldez [19] probaron que el producto
Flgzn’ n =2, todos ellos en el radio (0,1), verifica que B’ ¢ A%. La

demostracion no resulta nada facil, se necesita usar la funcién ¢, que es andloga a la funcién fp utilizada en

de Blaschke B con ceros dados por a, =1—

la seccién anterior para tales propdsitos: Si B es un producto de Blaschke con sucesién de ceros dada por {a,},
escribimos d;, =1 —|ay,| y definimos la siguiente funcién decreciente,

ppO) =) 0 € (0,00).

_n
7 (0 +dn)?
El teorema que permite dar el ejemplo de producto de Blaschke con ceros en un radio y con derivada no per-
3
teneciente a A2 es como sigue.

Teorema (Girela-Peldez). Sea B un producto de Blaschke con ceros en un dngulo de Stolz. Supongamos que
(8) Existen constantes C >0 y 6y € (0, 7) tales que O¢pp0) =C, para todo 6 € (0,0)).

Entonces, para cualquier p € (1,00), tenemos B’ € AP si, y solo si, ¢p € LP~1(0,1).

Finalizamos el capitulo, y el trabajo, dando un resultado para un producto de Blaschke B interpolante y con
ceros en un dngulo de Stolz. Sabemos entonces que B’ € HP para todo p < 1. Haciendo uso ahora de la inclusion
HP < A?P, concluimos entonces que B’ € AP para todo p > 2, cubriendo de nuevo las maximas expectativas de
integrabilidad para la derivada de productos de Blaschke.

Teorema. Sea B un producto de Blaschke interpolante cuya sucesion de ceros estd contenida en un dngulo de
Stolz. Entonces B' € AP para todo p < 2.
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Capitulo 1

Un contexto para los
productos de Blaschke

1.1. Contando ceros de funciones analiticas: la formula de Jensen

La distribucién de los ceros de una funcién f holomorfa en un dominio D no estd sujeta a ninguna con-
dicién salvo la obligada por el principio de identidad de Weierstrass para que la funcién no sea idénticamente
cero, y es que el conjunto de sus ceros no tenga puntos de acumulacién en el interior de D. Esta restriccién
implica que, si la funcién no es idénticamente cero en D, el conjunto de sus ceros es a lo sumo numerable en
D, o sea, que sus ceros se pueden expresar en forma de sucesién, y sus puntos de acumulacion, de existir, han
de estar en 0D (= 3D si D estd acotado, y sino lo estd, 0,,D = 8D U {oo}). Otra de sus consecuencias es que en
cualquier subconjunto compacto de D, f solo puede tener una cantidad finita de ceros. Pero a pesar de esto,
cuando cambiamos la clase Hol(D) de las funciones holomorfas en D por otra subclase més pequeiia, definida
por condiciones de crecimiento de sus elementos, entonces podemos decir algo més sobre la distribucién de
los ceros. La mayoria de los teoremas que relacionan crecimiento de una funcién y sus ceros se basan en la

férmula de Jensen.

N+1

Teorema 1.1 (Férmula de Jensen). Sea f(z) = enzy +eni1z +... holomorfa en el disco unidadD y sea{an}

la sucesion exacta de sus ceros no nulos (repetidos de acuerdo a su multiplicidad). Entonces, para0 <r <1,

r

1 " ;
— f log|f(re™®)|d6 =log(lenIr™+ Y. log
21 J-n laggzry  1anl
Demostracién. Lafuncién F(z) = f(z)/(cyz") esholomorfa en D tras evitar la posible singularidad en 0, F(0) =
1, y tiene como ceros la sucesion {a,}. Esto reduce la demostracién a probar

r

T .
if log|F(re'®)|do= Y log o<r<l.
21 J-n

y
flani<r)  |anl

Supongamos 0 < r < 1. La férmula es trivial cuando ningtin a,, tiene médulo menor o igual que r, o sea, cuando
F no tiene ceros en D(0, ), el disco cerrado de centro 0 y radio r, pues en ese caso existe una rama holomorfa
de log(F) en A(0, r) y, por la propiedad del valor medio, tomando partes reales:

r

1 (7 ;
—f log|F(re'®)|do =1og|F(0)|=0= ) log—.
21 J-n flag<r)  lanl
Cuando alguno de los a,, tiene médulo menor o igual que r, observamos primero que solo puede haber una
cantidad finita de ellos. A continuacién observamos que la funcién

F(z)
[ (z—ap’

flanl<r}

G(z) = zeD,
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es holomorfa en D y no tiene ceros en D(0, r), por tanto, existe una rama holomorfa de log G en un entorno de
D(0, r) y, de nuevo, por la propiedad del valor medio y tomando partes reales, tenemos

1 T :
_ 1 i0 :1 ,
. f_n og|G(re'”)| d6 =10g|G(0)|

Lo que desarrollado equivale a

b4 . T .
if log|F(re'%)|do— " Lf log|re' — a,|do =loglFO)| - Y. loglayl,
27[ -7 27[ =7

flanl=r} flapl=r}

bajo el supuesto de que cada una de las integrales ffn log| ref — an|d9 exista. Pasamos a analizar este tipo de
integrales. Escribimos a,, = rneien. Entonces,

ifn log|re’® — ay| do = ifn (log|re™| +log|1 - 2! @9} gp (0=0s=0) logr + ifn log|1-2e'|de.
21 - " 27 - r 21 -7 r

El lema siguiente nos confirma que la integral en el miembro de la derecha es nula. Por tanto,

1 n :
ﬂ/ log|F(re’9)|d9:log|F(0)|— Y loglasl+ Y logr=Ilog|FO)|+ ) log T |
-7

{lanl=r} {lanl=r} lani<ry  |anl

Lemal.2. Parap >0,
1 [" ;
Ef_nlogh —pe’®|do =log" p.
dondelog* (p) = max{log(p),0}.

Demostracion. La funcidn (1 — z) es holomorfa y sin ceros en D, luego existe una rama holomorfa de log(1 - z)
en Dy, por la propiedad del valor medio, tomando partes reales,

1 " : 1 /7 :
—f log|1 - pe'®| d6 = Re [—f log(1—pe'?) dQ] =Re(logl) =log|l|=0=1log" p, paratodo0<p<1.
27 J—x 27 J—x
Por otro lado, si p > 1,

1 0 _if” i0 10
an;nlogh pe |d9_2n _”10g|pe |+10g|p e 1|d6

(p=-0) 0<p~'<

1 7 -
logp+—f log|p~'e'? —1|de D logp =log" p.
21 Jn

Queda el caso p = 1. Observemos que log|1 - e?®| = log(|ei? |[e~i% — ¢/ ) = log|2 sen %], luego su integral
entre —7 y 7 puede presentar problemas de convergencia cerca de 8 = 0, pero como log|2 sen g | ~log|f| cuando
6 ~0yloglf| es integrable cerca de 0, vemos que no hay problemas de convergencia. Asi pues,

T ) T " T
f log|1-e™|do =f log|2sen|do & 2[ log(2sen §)do
- x o
w=9 3 i1 3
= 4[ log(2sen¢)dp = 4(log2) 2 + 4[ logsenpdp =0,
0 0

donde en la dltima igualdad se ha usado que foE logseng dg = -7 log2:

: x : :
fo logsen(pd(pzj(; log(Zsen%cos%)dtp = Elog2+f0 logsen%d(p+f0 logsen(%—%)dtp

0=9 7w 1 m n 5
= —log2+2f logsen® d6+2f logsen0df = Elog2+2f logsen@ de. |
0 z 0

0=5-%
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1.2. Lacondicion de Blaschke para introducir los espacios de Hardy

Una de las consecuencias de la férmula de Jensen es el siguiente resultado.

N+1

Teorema 1.3. Sea f(z) = cenzN +eni12 +... holomorfa no idénticamente nula en D y sea {a,} la sucesion de

sus ceros no nulos repetidos de acuerdo a su multiplicidad. Son equivalentes
a) Lafuncionder, 5 |7 log|f(re™)| do, estd acotada superiormente.

b) {an} satisface la llamada condicion de Blaschke,

Y (A —lan) <co.

Demostracion. Por la férmula de Jensen, se tiene, para0 <r <1,

r

1 (" :
E[ log|f(re®)|do= Y log— +log(lenr™D),
=7

{n: lap|<r} |an]
de donde se sigue que % I 10g| f (rei9)|d9 es una funcién creciente de r, pues el lado derecho crece con r.

a) = b). En este caso, existe C > 0 independiente de r € (0, 1) tal que

r 1 7 ;

Y log— +log(lenr™) = —f log|f(re®)|do<cC,  re(,.
{n: lanl=r} |an| 2m -

Haciendo r — 17, obtenemos entonces que ), log \a_lnl < oo. O sea, la serie ), log|a;,| converge (absolu-

tamente, pues al ser |a,| < 1 para todo #n, todos los términos log|a, | son negativos). Esto equivale a decir

entonces que ), (1 —|ay|) es convergente, o sea, que {a,} satisface la condicion de Blaschke.

b) = a). En este caso, la convergencia (absoluta) de la serie ), (1 —|a,|) equivale a la convergencia absoluta
de la serie }_, log ﬁ Por tanto, usando la férmula de Jensen, se tiene para0<r <1,

1 (7 ;
ﬂf log|f(re®)|do =Y logL +log(lenr™) = Y log
- n

{n: lap|<r} |anl

1
+loglcnl.
an 8

La ultima expresién es una constante independiente de r, indicindonos que % s log| f(rei) |d9 esta
acotada superiormente como funcién de r. |

Normalmente, la condicién de Blaschke incluye también los sumandos correspondientes a los ceros nulos
de la funcién. El enunciado del teorema anterior lo podemos entonces encontrar como sigue:

Sea [ holomorfa y no idénticamente nula en el disco unidad D y sea {a,} la sucesion de sus ceros
repetidos de acuerdo a su multiplicidad (incluyendo los ceros nulos). Entonces % ST loglf (re%)|de
estd acotada superiormente si, y solo si, {a,} satisface la condicion de Blaschke:)_, (1 —|ay|) < oco.

En general cualquier condicién que implique a) del teorema anterior va aimponer la condicién de Blaschke
sobre la sucesion de ceros.

Teorema 1.4. Sea f holomorfa y no idénticamente nula en el disco unidad D y sea {a,} la sucesion de sus ceros
repetidos de acuerdo a su multiplicidad. Supongamos que f satisface alguna de las siguientes condiciones:

a) La funcion ﬁ ffﬂ log+ lf (reie)ldﬂ estd acotada superiormente.
b) Para0< p <oo, la funcion % JoAf (re'®)|P d@ estd acotada superiormente.
¢) |f| estd acotada enD.

Entonces {ay} satisface la condicion de Blaschke, }_,,(1 — |ay|) < oco.
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Nota. Observemos que tanto la funcién % ffn log* If(reie)IdH como las funciones % ffﬂ If(reie)lpde, 0O<p<

oo, estdn acotadas inferiormente por 0.

Demostracion. Solo hay que observar que cada una de las tres condiciones implica que % ffn log|f(re'®)|do
estd acotada superiormente y entonces es cuestiéon de aplicar el teorema anterior. En efecto, las acotaciones

que se precisan provienen de estas otras mas simples:
a) Paratodo x >0, logx <log™ x.

! 1
b) Para0<p<ooyx>0,logx< ﬁx”.

¢) Para0< x<M,logx <logM. |

Definicién 1.5 (Medias Integrales, la clase de Nevanlinna y los espacios de Hardy). Para f holomorfa en el

disco unidad D, definimos las siguientes funciones de r € (0, 1),

1 /" ;
T f)= 5[ log* |f(re’0)| ao, la funcién caracteristica de Nevanlinna de f .
/4
1 (" 0P g0\ 1P .o
M, (r, f) = (5/ |f(re'™)| dQ) , 0<p<oo, las medias integrales de f de orden p.
=7

Moo (1, f) =|Hl|éX|f(Z)|, el médulo mdximo de f .

zl=r

Estas formas de medir el crecimiento de las funciones holomorfas en D dan lugar a distintos espacios.

» La clase de Nevanlinna: ~ N ={f holomorfaenD: sup T(r, f) <oo}.
O<r<1

= Los espacios de Hardy HP, 0 < p < oo: HP = {f holomorfaenD: || fllgr := sup Mp(r, f) < oo}.
O<r<1

Lo primero que debemos destacar es la relacién de inclusién entre estos espacios.
Teorema 1.6. Para0< p < g<oo setiene H°c H1c HP c N

La prueba de este resultado es practicamente inmediata. Solo hemos de recordar la Desigualdad de Jensen,
una “version particular” de la Desigualdad de Hélder cuando trabajamos en espacios de medida finita.

Proposicion 1.7 (Desigualdad de Jensen). Sea (Q, 1) un espacio de medida finita y sea ® una funcion convexa
deR enR. Para cada f € L' (dp) se tiene,

1 1
() d <— | o d
(;u(Q)fo(x) “(x))<ﬂ(g) o endu)

Demostracion. El hecho de que ® sea convexa implica que @ tiene derivadas laterales en todos los puntos y
que su gréfica tiene una “linea soporte” en cada uno de sus puntos. Esto dltimo significa que para cada punto
(to, <D(t0)), existe una constante A € R (de hecho cualquier A entre @’ (fp) y @', () sirve) tal que

O(1) = (1) + At — tp), paratodo f € R.
Esto implica que
O(f(x)) = @(tg) + A(f(x) - 10), paratodo x € Q,

de donde se sigue, por integracién y haciendo fy = lﬁ Jofau,
=0
fQ O(f () dp(x) = fg [@(10) + A(F00) - t0)] dpa(x) = D(t) Q) + A(foy £ Ap) — () = D19 p(CY).

O sea, @(’ﬁ Jofdu) < ﬁ Jo ®(f(x))dp(x), como queriamos probar. |
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Demostracion de las relaciones de inclusién. Si f € H*, se tiene,

My(r,f) = (1f If(re‘e)l"de) qs(%f_ﬁllf(rei9)||"ood9)“q=||f||Hoo,

Esto implica que f € H7 y ademas || f || ga < || || groo-
Si f € HY, se tiene, por la desigualdad de Jensen,

1 n ” 1/p
My (r, f) = (E[ |f(re’ )|’”d9) =
-7

1 7 ) qlp| M
(E];Jf(rele)ipdg) ]

1" o, p% o)
S(—f |f(re'®)] nde) =Mq(r, /)< fllga.
27 -7

Esto implica que f € H” yademas || fllgr <l fll ga.
Si f € H?, entonces haciendo uso de que log* x < C,x” para todo p >0, se tiene,

1 (" ; 1 " ; p
T(r, f) = —f log*|f(re'®)|d6 < cp—f |f(re’®)|Pd6 = c,,(M,,(r, f)) <ClfI7,
27T -7 27[ -7
Esto implica que f e V. |

En realidad las relaciones de inclusion son estrictas. Para probarlo, nos apoyamos en los siguientes lemas.

Lema1.8. Parare (0,1) yO€[-m,7),

‘ . ; 1, si0l=7,
|1—re’9|25(1—r)2+r92, |1—re19|22(1—r)2+4r9—§, |1—re’6|22{ 2 72[
T 3?, Sll@lSE.

Demostracion. Primero observamos que

[1- rei9|2 =1+r2-2rcosf=(1-r)?+2r(1 —cosZ%) =(1-r)2+4rsen? g.

Asi que la primera desigualdad se debe al hecho de que |[sena| < |a| siempre, y la segunda desigualdad se

ga siempre que a € ( ,Z) (basta hacerse un dibujo). Para la primera linea de la tercera

debe a que sena =
desigualdad, observamos que si 7 > |0| = 7, entonces 7 = |9| > 7, luego haciendo uso de que la funcién seno

es creciente en [Z, Z] obtenemos
|1—rei9|2: (1—r)2+4rsen2g =(1-r?+4rsen’f=(1-r)?+2r=1+r*=1.

2 .2
Para continuar, suponemos que |f| < Z, hacemos hg(r) = (1 -r)* + 4r% y observamos que, como funcién de

<7
r €R, hg decrece hastarg =1-— 2% >1- Z = 5 > 0y crece a partir de este ry. Por tanto,

0? 62 6%\ 01=3) 92 1 62
2 _ W _
(1= r)? +4r — = hy(r) = hg(rg) = - _4?(1— ?) > 4;(1— 2—2) =35, ]
Lema 1.9. La funcién f dada por f(z) = 1— z, zeD, satisface f € (\ HP ~H".
p<l
Demostracién. Primero probamos que f ¢ H':
1 [r 1 1 " 1 1-r=s6) 1 (7 1 1
My f) = f i — | ——— 9" % )—f 6 = log —
—r |1-rei? 2 Ji-r /(1 = 1)2 + 102 21 Ji-r /20 2712 1-r

y el miembro de la derecha tiende a co cuando r — 1.
Fijamos ahora p € (0,1) y probamos que f € HP:

p L (" 1 1 1
My, f) = —dg:_( + ) a0
27 )z [1—rei®|p 2n\Jzcpicn Jioi<z’ [1-rei®|p

1
< — do+ — d9=—+—f 0°7do
21 Jzcig1<n 21 J-5 (3)9))P 2 27(v3)" Jo
%

1 1 1
=t — |
0 2 1-p3*2-p

ol

_ 1 1 1-p

=—+
2 ml=r3"(1-p)
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Teorema 1.10. Para0< p < g <oo se tiene H® C H1 C HP CN.

Demostracion. La funcion f(z) = z, z € D, es una transformacién de Moébius que aplica el disco unidad
conformemente sobre el semlplano {Rew > 3 } a la derecha de 5. En este semiplano, la rama principal del
argumento se mueve entre —7 y 7. Luego la rama principal del logaritmo de f en D, llamémosla g, aplica D
conformemente sobre un dOmlIllO, no acotado, contenido en la semibanda horizontal {5 : Reé > log 3 —% <
Imé< 2 } Esto prueba que g(z) = log— no estd en H™.

1lgg L .
m = eq log =%, z € D, satisface fi;, € Np<q H? ~ HY. En efecto,

por el lema anterior, MZ (1, fi1,) = My(r, f) no estd acotada superiormente, luego fi;, ¢ H9. También por el lema

Veamos que, para g > 0, la funcién fi,(z) =

anterior, para p < ¢, M,”,’(r, fi) = M://I‘(’(r, f) estd acotada superiormente, pues g <1, luego f, € H".
Veamos ahora que g(z) =log ﬁ, z €D, satisface g € Np<co HP ~ H*. En efecto, ya hemos visto que g ¢ H*.
Por otro lado, como g(z) = log 1 = log 15 + i arg {1, entonces, para z = re’’ € D, por el Lema 1.8, podemos

encontrar una constante C tal que

‘ . ) ) , (= si10]= Z
re'?)|* =log? 4 ar sloz—.+”—s{2 2 }s
|gre™)|" =log” g +arg’ 5 <log’ T 2 2141 &ijg<2

valol 2% valel

Asi que para cualquier p > 0, tenemos | g(re , que es integrable en (-, 7) y, por tanto,

\f 3101’
resulta que g € HP.
Veamos finalmente que h(z) = elflz, z € D, satisface h € /' ~ Upso HP. En primer lugar observamos que,

i .
=eR®1= > ¢!/2> 1, conlo que, atendiendo a que T

1
como Re 71— > § para todo z € D, entonces |h(z)| = |[eT-=
es una funcién holomorfa en D, lo propiedad del valor medio nos da lo que necesitamos:

—f log* |h(re‘9)|d6——f log|h(re’0)|d8——f Re——5 ! =df =1.
—re

Esto prueba que h E N Fijemos ahora p > 0 y observemos que, a partir de que e* = x> para x > 0, tenemos

1-rcosf 1-

. pRe . .
[h(rel®)|P = e "°1- nle =" mrei®2 > P - re”’lz > p2 \1(1rerl)9|4’ lo que implica, por el Lema 1.8, que h ¢ HP ya que

el miembro de la derecha en la siguiente desigualdad tiende a co cuando r — 17:

b4 2
P 0P a-n
M (r ]’l) — |h(r ! )| d9>27_[ m
_ 2 2 o 2 2
zzi 1-r i 1-r) 40 = p*a r)( 1 _i). ]
2 Jo (1=71)2+7162)2 7 Ji-r (202)2 127 1-r3 n3

Volviendo al tema de los ceros, expresamos los resultados que obtuvimos en términos de estos espacios.

Corolario 1.11. Si f € HP, (0 < p < o0) 6 f € N, entonces la sucesion exacta {an} de sus ceros, repetidos de
acuerdo a su multiplicidad, satisface la condicion de Blaschke Y ,,(1—|ay|) < co. |

Como consecuencia inmediata de este resultado obtenemos que si f es holomorfa en D con sucesion exacta
de ceros {a,} satisfaciendo }_,,(1 — |a,|) = oo, entonces f ¢ Ny, por consiguiente, f no estd en ninguna de sus
subclases HP. Por ejemplo, la sucesion {1 — %} no puede ser la sucesién exacta de ceros de ninguna funcién en
H®. Ante la pregunta de si el reciproco es cierto, vemos que si con el siguiente resultado, concluyendo que la
condicién de Blaschke caracteriza las sucesiones de los ceros de las funciones en H*® y, por tanto, en todos los
H? yla clase de Nevanlinna \V.

Teorema 1.12. Sea {a,} un sucesion en D satisfaciendo la condicién de Blaschke, Y ,,(1 —|a,|) < co. Entonces el
producto de Blaschke asociado a {a}, [1; bn(2z), donde

. -a )
bp(z) =z, sia,=0, bp(z) = , Sia, #0,
a anz

converge absoluta y uniformemente en cada compacto de D, definiendo una funcién B € H*®, cuya sucesién de

ceros es exactamente{a,} y ademds |B(z)| < 1 para|z| < 1.
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Demostracion. Sea K < D compacto, entonces K < D(0, R) para algin R € (0,1).
ParazeD(0,R)y a, #0,

2
@ zman |-zt mz- k| |a-1ad+ @z -1aa
|l—bn(z)|=‘1— An |2 -
layl 1-az |1-"ay,z| |1-"a,z|
|1+ 22| 1+ 2] |z _
ﬂ(l—m D — 2 (1~ lay) (|&|=1 lan<1, 1z1<R)
11—z T 1 -[alll " |77 R

1+
<—001- .
- R( lanl)

Y para ze€ D(0,R) y a, =0, claramente,
1+R
1-by(2)=11—2z|<1+R=<——(1-lay,l.
1-R
Asi que como ¥ ,(1 — |a,|) converge, entonces Y ,(1 — b, (z)) converge absoluta y uniformemente en K y, por
consiguiente, el producto [],, b, (z) converge absoluta y uniformemente en K. Esto prueba que [],, b, (z) define
una funcién holomorfa B en D cuya sucesion de ceros es exactamente {a}.

Ademads, como cada factor b;, es un automorfismo del disco unidad (una transformacién de Mdobius del
disco unidad en si mismo), resulta que

|b,(2)| <1, paratodo z € D.
Por consiguiente, el producto debe tener médulo acotado por 1,

|B(2)| =

I1 bn(z)‘ <1, para todo z € D.
n

Haciendo uso del principio del médulo méximo resulta que, como B no es constante, no puede alcanzar mo-
dulo méximo en el interior de D y, por tanto, se tiene que |B(z)| < 1 para todo z € D. |

Dado que, para a € D ~ {0}, cada factor del tipo b,(z) = Iu\ 1
de Riemann (con cero en a € D y polo en %), resulta que el producto de Blaschke anterior tiene un dominio de

definicién mayor que D:

Teorema 1.13. Si{a,} c D satisface la condicién de Blaschke, }_,,(1 —|a,|) < oo, entonces el producto de Blaschke
I1,. by (2) define una funcién meromorfa en C~E, donde E es el subconjunto de 0D formado por los puntos de
acumulacion de {a,} (que son los mismos que los puntos de acumulacion de { } ), con sucesion exacta de ceros
dada por{a,} y sucesion exacta de polos dada por {zTn}

Demostracion. Para probar esta asercién basta mostrar que para todo compacto K c C ~E existe ng € N tal
que by, es holomorfa en K para todo n = ng y ademads [],,>,, b, converge absoluta y uniformemente en K.
Sea pues K un compacto de C ~E. Entonces existe R > 0 tal que K < D(0, R), y un natural ng tal que EU {ay, :
n=ngtu {l : n = ng} queda a una distancia positiva, digamos 6 > 0, de K. Ademads podemos tomar ng lo

suficientemente grande como para que 2 <lapl <3 5 para todo n = ng (con lo que, tamblen j <2 para

li
todo n = ng). De esta manera, si n = ng tenemos que b, es holomorfa en K y, ademads, para cualquler z€eK,

1= ba(2)] = _| +|ZZ|Z‘(1 ) < 1+R (1-la |)<1+R
T 7 "WETS

- (1-1anl).
2
Esto muestra que la suma ann,((l — by) v, consecuentemente, el producto [Ty 1y bn, convergen absoluta y
uniformemente en K, probando lo que queriamos. |

Podemos afinar un poco més sobre el comportamiento de productos de Blaschke en la frontera del disco
unidad. De hecho podemos obtener que, por tratarse de funciones holomorfas y acotadas, cada producto de
Blaschke B tiene limite radial de médulo 1 en casi todo punto de dD, esto es, para casi todo 0 € R existe B* (e'?) =
lim,_, B(re'%), y|B* (e%)| = 1. Para llegar a este resultado, hemos de desviarnos momentdneamente de nuestro

objetivo principal e introducir una teoria bésica de funciones armoénicas y subarmoénicas.



8 CAPITULO 1. UN CONTEXTO PARA LOS PRODUCTOS DE BLASCHKE

Nota. Adoptando este resultado como cierto, obtenemos entonces el siguiente comportamiento en los puntos
de acumulacién de ceros de productos de Blaschke:

Si B es un producto de Blaschke con sucesion exacta de ceros {a,} yE c D es el conjunto de puntos de

acumulacion de ceros de B, entonces | B| no admite extension continua a ningtin punto del.

En efecto, si a € E entonces es limite de una subsucesiéon de la sucesion de ceros de B. Por tanto, es

I[Di)mianB(z)I =0.

3z—a

Por otro lado, aceptando el hecho de que B tiene limite radial de médulo 1 en casi todo punto de 0D, debemos
concluir que

limsup|B(z)| =1,

D3z—a

probando que no es posible obtener continuidad de |B| en a. 1

1.3. Funciones armonicas reales

Las funciones armonicas suelen introducirse y estudiarse en asignaturas de ecuaciones en derivadas par-
ciales, pero cuando nos restringimos al plano, las técnicas de variable compleja hacen su aparicién de manera
natural, credndose de este modo una interaccidén que hace que ambas disciplinas se enriquezcan una de la otra.
En lo que sigue nos limitaremos a exponer de manera concisa los resultados bésicos de funciones armoénicas

reales en el plano complejo.

Definicion 1.14 (Funcién arménica). Sea Q) un abierto de C. Decimos que una funcién u: Q — R es arménica
en Q si es de clase ¢ y satisface la ecuacién de Laplace:

Au=Uxx+uyy =0, en Q.

Los primeros ejemplos de funciones arménicas los encontramos tomando las partes reales (o imaginarias)
de funciones holomorfas. Y, basicamente, asi son todas las funciones armoénicas en el plano, ya que es fécil
probar que si u es armoénica en un abierto Q < C y D(zp, r) < Q entonces existe f holomorfa en D(z, r) tal que
u=Re f en D(zy, 1), esto es, toda funcion armoénica es localmente la parte real de una funcién holomorfa.

Como consecuencia de este resultado, las funciones armoénicas satisfacen la propiedad del valor medio: si

u es armonica en un abierto Q < C y D(zp, R) < Q entonces

u(zg) = i " u(zg + ree) df, paratodore[0,R).
21 J_n

Las funciones arménicas también satisfacen un principio del méximo, una de cuyas versiones se puede
enunciar como sigue. Si u es arménica en un dominio D < C y limsupp,, ., u(z) = M para todo ¢ € 0D,
entonces u(z) < M paratodoze D,ou= M en D.

Hay que hacer notar que si u es arménica entonces —u también lo es, lo que da lugar a un principio del
minimo para funciones arménicas: si u es arménica en un dominio D € C y liminfps,_. u(z) = m para todo
¢ € 000D, entonces u(z) > m paratodoze D,ou=menD.

El problema de Dirichlet en un dominio D con valores en la frontera 6 D dados por una funcién continua
f plantea encontrar, si es posible, una funcién u, arménica en D, continua en 5y tal que u;5p = f. Como con-
secuencia del principio del méximo (y del minimo) obtenemos la unicidad de soluciones para el problema de
Dirichlet. Cuando el problema de Dirichlet siempre tenga solucién para cualquiera que sea la funcién continua
elegida en la frontera del dominio, diremos que es un dominio regular para el problema de Dirichlet.

El problema de saber qué dominios del plano son regulares para el problema de Dirichlet es de por si bas-
tante complicado. Se sabe que si cada componente conexa del complemento del dominio D consta de mas
de un punto, entonces dicho dominio es regular para el problema de Dirichlet. En particular, el disco unidad
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D ={z € C:|z| < 1} es regular para el problema de Dirichlet, y la solucién del problema de Dirichlet en D con
valores en la frontera dados por una funcién f, continua en 6D, viene dada por
Pifl(z), sizeD,

(%) u(z) =
f(2), si z€ 0D,

donde P[f] se conoce como la integral de Poisson de f:

. ﬂ . .
P[f](z):p[f](rd‘"):% fehp.(0-vdt, z=reeD,

. —_ 2 - . . P . .
siendo P, (f) = Ilir—er”lz lo que se conoce como ntcleo de Poisson. Sus propiedades bésicas incluyen las propias

de una ‘aproximacion de la identidad”.

(1) Pr(v)>0.

sz o 1-rz 1-r2 . s 7.
(2) Para cada r € [0,1), la funcién ¢t € R — P,(t) = o™ = Tirarcost ©8 continua en R, es periddica de
1+r 1-r

periodo 27, es simétrica (P, (t) = Pr(—1)), y es decreciente en [0, ]. (Nota: P,(0) = = Y Pr(m) = 55)-

(3) Lafuncién u, dada por u(re't) = P, (1), esarmonicaen D, ya que P, () =Re %
(4) Sié € (0, 7] entonces P; () =0, 0 uniformemente en [, —6] U [, 7].

6) 5 /", Pr()dr=1, paratodo r €[0,1).

La integral de Poisson de una funcién continua en 0D es una funcién arménica en D, y esto es porque
el nicleo de Poisson es la parte real de una funcién holomorfa en D. Igualmente ocurre si solo tomamos la
integral de Poisson de una funcién integrable, o mds generalmente, la de una medida p en M(T), el espacio de
las medidas de Borel finitas con signo sobre T (indistintamente dD). O sea, el hecho de que el nticleo de Poisson

sea la parte real de una funcién holomorfa en D nos dice que la integral de Poisson de una medida y € M(T),
ioy _ L i0
Pldul(re’”)=— | P.(0-1du(t), re” eD,
27w JT

es también una funcién arménica en D. Ahora bien, en el caso de una funcién continua f en T, tenemos que
P[f] se extiende de manera continua a D, siendo la extensién en dD igual a f, lo que equivale a decir que
P, x f — f uniformemente en T cuando r — 1™. ;Es que podemos afirmar algo andlogo cuando f es integrable?

Para responder a esta pregunta hacemos unas observaciones previas.

Definicion 1.15 (Espacios h”). Decimos que u € h” si u es armoénica en D y supy.,.; My (r, u) < oo donde
1 n . 1/p
My (r,u) = (—f Iu(relg)l”de) , l<p<oo,
27 J-x
Moo (r,u) = méxl u(z)| = I‘nléxl u(z)l, (por el principio del méximo).
zZ|=r Z|IST

Observamos que el hecho de que u sea armoénica en D ya implica que M (r,u) (1 < p < o0) es finita cual-
quiera que sea r € (0,1). Lo importante de esta definicion es que, para u € kP, existe C > 0 tal que My(r,u) =C

paratodo r € (0,1).
Teorema 1.16. 1) Sife LP(T), 1< p <oo, entonces u=P[f] € hP ysupy,.; Mp(r,u) < | fllr(r)-
2) Sipe M(T), entonces u=Pldu] € Kl YSUPg<r<1 Mi(r,u) < |ldpll, donde||dull denota la variacion total de p.
Demostracién. 1) En este caso tenemos u(re'®) = % fj[ P O-1f(e'hdt.
Para 1 < p < oo, tenemos por la desigualdad de MinkO\j/rvski (o Jensen)

if”p ©-fetdr ao
21 J_x r

My )—ifﬂi( ie)\’]de—if”
pr,u—zn _nure =on )

=1

<L ”|f(e”)|’”1 nP(H—t)det—lIfllp
T 2n ) 2t —Wlrm:
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Si p = 00, la situacién es més simple,

=1

. 1 7 . 1 "
|u(re'®)| = |§f_ﬂpr(0—r)f(e”)dt < ||f||L°°(T)§f_nPf(0_t)dt’
lo que implica que Moo (1, 1) < || fll oo (T

2) Eneste caso es u(re’®) = &= [™ P.(0- 1) du(e'), y de nuevo,

Mi(ru) = ~ fn|u(rei0)|d9< ! f” ! f”P(H—t)d| e’y do =
Y “onlaon) T K -
1 ("1

/A
= — P.(O-1dod it =lldul. I
2n _nznf_,, rO—ndod|u|e) = lldul

Ya podemos responder a la pregunta anterior y dar el siguiente resultado de convergenciade P[f]a f.

Teorema 1.17. Supongamos que f € LP, para algtin p € [1,00], o supongamos que y € M(T). Para u = P[f], o
u = Pldul, ponemos u,(e'%) = u(re'®). Entonces

r—1-
0.

(p = oo no puede incluirse porque |||l .o (1) corresponde con convergencia uniformey de darse | u,— f || po (1) —

(A) Sil<p<oo, lur— flrm

0, al ser u, continua, tendriamos que f también habria de serlo).

(B) Si f € €(T) entonces u resuelve el problema de Dirichlet en D con valores en la frontera dados por f. O sea,
u es armonica enD, continuaenD yuly=f. v

(C) SifeL>™(T), entonces u, v f.
(D) Sipe M(T), entonces u, v u.

Demostracion. (A) Sea 1, el operador traslacién 7, f (e') = f (e'®-9y, Sabemos que T es continuo en LP(T),
oseaqueTf Py fen LP(T).

Dado £ >0,sea 6 >0tal que para t € (=6,0), It — fllzr(m) < %

r—1-

Fijado 6 > 0, como P,(t)

0 uniformemente en [0, ], existe ry € (0,1) tal que para r € (g, 1), P, (1) <

&
Wipe para todo ¢ €[5, 7].

Con estos preliminares ya abordamos la convergencia en norma LP (T):

1 b4 ) . 1/
lwr = fllLe) = (gf lur(e™) —f(el6)|pd0) ’
-

1 T 1 ”
5z L1 ]

Minkowski 1 Tl g i0-1)y _ i0yp 1/p
{ }<_f (gf_ﬂlf(e )= fe™an) " P a

(sp<oco) ) ~ 21 J_x

1
Ton i Te) Py (ndt
2m Um«s fésmsn) ef = flrm Pr

<Z+20f) £
5 LM =&
2 D4l il

)l/p

F@ )= fe™)| Pr(nydilP do

® v

(C) Como L*®(T) es el espacio dual de L' (T), hemos de ver que

L nu (eie)g(eie)da
27 J-x r r—1-

7[ . .
%f fe®) g do, vge L(T).
-7
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Sea pues g € LY(T). Entonces

[ wengetao=o "~ [" po-nreargeao
- ! 2n )z 27m J-n r

21
_ LT [if” 3 i0 ] _L[” it it
=5 _nf(e ) |50 _nPr(t 0)g(e™)do dt—zn _nf(e ) (P g) (e dt
r—1-

AT i it
py _nf(e )gle ") dt,

yaque, por (A), [|[Pr* g—gll 1 Lind 3N 0y, por tanto, P, x g Z g.

(D) Como M =%'(T)*, hemos de ver que

1 , 1t
i ur (%) g(e'®) do == Ef_”g(ele)du(G), Vg e€(T).

Sea pues g € ¢'(T), usamos (B), que nos dice || P; * g — gll oo () =, 0, para obtener lo deseado,

lfnu(e”’) %) do = L fﬂ L fnp(e 0 du(t) ge'?)do
27 J—x r g T om g 27 J_g d moe

g _ i0 _L[” it
= ) an;npr(t H)g(e )de] d,u(t)—zn_ _”(Pr*g)(e )d#(t)
L T
o f_ﬂg(e )du(r). ]

La relacion que existe entre funciones arménicas en h” y su comportamiento en la frontera es ain més
fuerte. Los siguientes son teoremas de representacion.

Teorema 1.18. Supongamos que u € hP.

s Sip=1,existe u € M(T) tal que u = Pldp]. Esto, a su vez, equivale a decir que u puede escribirse como
diferencia de dos funciones arménicas positivas en D.

= Sil< p<oo, entonces existe f € LP(T) tal que u = P[f)].
Demostracion. Para 0 < r < 1, consideremos ur(eie) =u(re?), 0 € T (0 % € AD). Observemos que las normas

LP de u, son uniformemente acotadas para r € (0, 1),

1 (7 " l/p b4 . 1/p

2 llprry = (—f lur (e )I”dt) = (—f lu(re' )I”dt) =Mp(r,u) < ullpp,
21 J-x 21 J-x

Sil < p < oo, tenemos que LP es el espacio dual de L (% + # = 1), luego al decir que {u,} es un conjunto aco-

tado en un espacio dual, podemos extraer una sucesion r, 1 1 de tal manera que u,, converge en la topologia

débil estrella a una cierta f € LP. En otras palabras, tenemos que para toda g € L,

ifﬂ " (e”)g(e”)dt ifﬂ f(e”)g(ei[)df
o) 21 J_y ’

n—oo

O sea,

i[ u(rpe' glethdr S fe'h gedr.
27T -7 -7

n—oo 27
En particular, para re'® € D, observamos que P, (6 — t) € L pues estd en L, luego
T

1 . 17
— | u(rpe' )P (0-1t)dt — | fE'HP.(0-rdt.
27‘[ -7 n—oo 27‘[ -7

T

Pero por otro lado, observamos que 5- [”, u(r,e'’) P(0 — 1) dr es la solucién del problema de Dirichlet en el

disco unidad unidad D con valores en la frontera dados por u(r,,e'’). Es evidente que esa solucién viene dada
por U(re'®) = u(rrpe’?), pues ésta es una funcién arménica en D, es continua en D y sus valores en la frontera

son U(e'?) = u(rpe'?).
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Asi pues, del limite anterior se obtiene
0 ” 1 (7 ) 1 7 .
u(re') = lim u(ryre') = lim —f u(rpe'YP (0 -tdt= —f fe'HP,O-1dt.
n—oo n—oo 27T -7 2” -7

En el caso en que p =1, tenemos que {u, : r € (0,1)} es un conjunto acotado en LY(T). Resulta que L'(T) no
es dual de ningtin espacio, pero como LY(T) se puede sumergir en M(T), y éste si es el espacio dual de € (T),
entonces podemos extraer una sucesion {r,}, r, 1 1 tal que u,, w 1, para cierta u € M. Esto quiere decir que si
v € % (T), entonces

1 (" ; i
— | w,(eHuvehdr
21 J-gn n—oo

L T

— au(e).
e f_ i vie™)du(t)
En particular, para e'? € 9D, tenemos v(e’’) = P, (0 — t) € €(T), luego

. X 1 T . 1 b4

u(re’®y = lim u(ryre'®) = lim —f u(rne P, O-ndt=— | P.(O-0du(r).
n—oo n—oo 27T - 27[ -7

Ahora, descomponiendo p € M(T) en diferencia de su parte positiva y su parte negativa, y = u* —u~, llegamos
a escribir u como diferencia de dos funciones arménicas positivas:

. 1 b4 1 b4 1 n . X
urey=— | P.O-nduty=— | P,O-0dut)- —f PO -0 du (1) :=u(re') — uy (re'?).
2 J_n 21 J-n 2m J-n

Por otro lado, si u se escribe como diferencia de dos funciones armonicas positivas en D, u = u; — up, entonces,
usando la propiedad del valor medio, observamos que estd en h':

1 (7 . 1 (7 . 1 7 .
—/ |u(re’9)|des—f ul(re’g)d0+—f U (re'®)do = u1(0) + up(0),  re(,1). |
21 J_n 21 J-n 2n J-n

1.4. Funciones subarmonicas

Del hecho que el disco unidad es regular para el problema de Dirichlet resulta que cualquier dominio de
Jordan también lo es, en particular, cualquier disco es regular para el problema de Dirichlet. Con ayuda de esto
y del principio del maximo (y del minimo) podemos caracterizar las funciones arménicas en un dominio D
como aquellas funciones que son continuas en D y satisfacen la propiedad local del valor medio, o sea, que

satisfacen que para cada zj € D existe ro > 0 tal que D(zp,79) S Dy
1 " ;
u(zg) = —f u(zo +re®yde, para todo r € [0, rp).
27 J -7

Esta caracterizacién nos permite introducir una clase més general de funciones con propiedades similares
alas armoénicas y que son fundamentales a la hora de resolver el problema de Dirichlet en dominios més gene-
rales. Estamos hablando de las funciones subarménicas (y por ende, de las superarmoénicas). En vez de exigirles
satisfacer la propiedad del valor medio, solo les exigiremos que satisfagan la propiedad de la submedia local,
esto es, que satisfagan que para cada zj € D existe rp > 0 tal que D(z,79) S Dy

1 (" ;
u(zp) < —f u(zg + re’g) do, para todo r € [0, ).
21 J_n

Esta teoria de funciones subarmoénicas se podria desarrollar dentro de la clase de las funciones continuas,
pero se obtiene mds generalidad (sin perder propiedades bdsicas) si consideramos la clase de las funciones

semicontinuas superiormente. Introducimos esta clase a continuacion.

Funciones semicontinuas superiormente (s.c.s.).

Definicién 1.19. Sea S un conjunto de C. Decimos que una funcién u : S — [-c0,00] es semicontinua supe-
riormente (s.c.s.) en a € S si

limsup u(z) < u(a).
S3z—a

Decimos que u es s.c.s. en S silo es en cada punto de S.
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Enunciemos algunas propiedades de estas funciones:
Si 1 es continua entonces, evidentemente, u €s s.c.S..

En caso de tener sentido, la suma de dos funciones s.c.s. es s.c.s.. Los casos sin sentido se dan cuando, por

ejemplo, para un mismo punto zy se tiene u; (2p) = —00 y Uz (2p) = +o0.
El méaximo de dos funciones s.c.s. es s.c.s..
Si S es cerrado en C, entonces ¥ €s s.C.S..
u:S— [—oo,00] es s.c.s. si, y solo si, paratodo 7 € R, ul ([—oo, t)) es abierto en S.

@ Si Sescompactoy u:S — [—o0,00) es s.c.s. entonces u estd acotada superiormente y alcanza su méaximo
enS.

Sea u:S— [-o00,00] s.c.s.y sea ®: R — R continua creciente (se entiende ® definida en —oo e co de forma

natural), entonces ®o u €s s.c.s..

Si {u,} es una sucesién de funciones s.c.s. de S en [—oo,00] V U, \| 4, entonces u es s.c.s. en S.

Demostracion. Sea a € S. Si u(a) = +oo, no hay nada que probar. Asi que supongamos que u(a) < oco.
Sea € > 0. Como uy(a) \ u(a), existe N € N tal que |u,(a) —u(a)| < € para todo n = N. Esto implica
que u(a) < uyn(a) < u(a) + €. Ahora como limsup,_, , un(z) < uny(a) < u(a) + ¢, existe ry > 0 tal que
si z € D(a,ry) N S entonces uyn(z) < u(a) + €. Finalmente, como uy = u, resulta que si z € D(a,ry) NS
entonces u(z) < un(z) < u(a) + ¢, probando que limsup,_, , u(z) < u(a). |

@ De igual manera se prueba que si {u,} es una sucesién de funciones s.c.s. se S en [—o0,00], entonces

u(z) =inf,, u,(z) es s.c.s.en S.

Sea D c C abiertoysea u: D — [-00,00) s.c.s.. Sea K un subconjunto compacto de D. Entonces existe una
sucesion decreciente {f,}5>, de funciones continuas de C en R, acotadas superiormente (por maxg u en
el caso en que u # —o0), tal que f,; \, u en K.

Demostracién. Si ux = —oo, entonces f, = —n hace el trabajo.

Supongamos entonces que u no es idénticamente igual a —oco en K. Por @ u estd acotada superiormente
en K y alcanza su maximo (finito porque u # —oo) en K, al que podemos llamar M. Consideramos, para
cadaneNycadazeC,

fn(2) = sup(u(é) - nlé - z|).
{eK
Observamos que estas f;, hacen el trabajo.

fr+1(2) < fu(2), z€ C.

I Para cada {eKycadazeC, u()—(n+1)|¢ -zl < ull)—-nlé - z| < f,(2). Por tanto, tomando supre-
mo cuando ¢ € K en el lado izquierdo, tenemos f;41(2) < f;(2), z€ C. )

Para todo n, u(z) < f,,(z) = M, donde la primera desigualdad es para z € K y la segunda para z € C.

I Comou<Men K, entonces para n e Ny z € C, tenemos trivialmente

fn(2) =sup(u(é) - nlé —zl) < M.
{eK

Por otro lado, paraneNy ze K

u(z) = (u(2) — nlz - zl) < sup((u(&) — nlE - zl) = fu(2). )

ek

fnescontinuaen C.
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I Para 21,22 € C,y ¢ € K, tenemos
(u(® —nlz1 =€) = (u@) —nlzo = €l) = n(lz2 — &l - |21 — &l) < n(lz2 — 211 + |21 — &l =21 = €]) = nlze — 2.
O sea,

u(@) —nlz1 — &l = ul@) — nlzo — &l + nlzz — 211 < fr(z2) + nlzz — z11.

Luego tomando supremos cuando ¢ € K, tenemos
fn(21) = fu(z2) + nlz2 — 2.

De manera andloga obtenemos f},(z2) — fr(2z1) < nlzz — z11, con lo que concluimos que f;, es Lips-
chitziana con constante de Lipschitz inferior a n,

|/n(21) = fa(22)| < nlzo — 2. )

ParacadaacKk, f, \\ u(a).

I'Sea ae K.Sea e > 0. Como limsup,_,, u(z) < u(a), existe r > 0 tal que u(z) < u(a) + € para todo

zeD(a,r)NnK.Sea ny e Ntal que M —rng < u(a) + €. Ahora para ¢ € Ky n = ny tenemos

u@)—nlé—al<u(a)+e, si¢eD(a,r)nKk,

u@-nll—alsM-nr<M-nor<u(a)+e, silé—al=r.
En cualquier caso, tenemos para ¢ € Ky n = ny,
u@)—nl¢—al < ula) +e,
de donde se sigue, tomando el supremo cuando ¢ € K,
fn(a) < u(a) + ¢, paratodo n = n.

Como, por , u(a) < fn(a) para todo n, obtenemos entonces que limy, f;,(a) = u(a). )

Lo anterior puede ser generalizado a esto otro: Supongamos que u : S — [—o0,00]. Entonces u es s.c.s.
en S si, y solo si, existe una sucesion decreciente de funciones continuas {f,} € (S,R) tal que u(x) =
lim;, oo frn(x), x€S.
Demostracién. Claramente, si existe una sucesién decreciente de funciones continuas {f,} € €'(S,R) tal

que u(x) =lim,_. fr(x), x € S, entonces u es s.c.s. en S.

Por otro lado, supongamos que  es s.c.s. en S. Entonces, si es necesario, componiendo con un homeo-
morfismo creciente ® de R sobre [0,1] (del tipo, ®(x) = % + % arctan x) y aplicando , podemos suponer

también, sin pérdida de generalidad que u(S) < [0, 1].

Ante esta suposicion, observamos que M(z,r) = sup{u(l) : £ e D(z,7r)N S}, z € S, r > 0, es una funcidn,
mayor o igual que 0, que crece con r cuando z estd fijo y, consecuentemente, las medias integrales,

1 r
I(z,r)=;f M(z, 1) dt, zeS§, r>0,
0

estdn bien definidas, son crecientes en r para z fijo y son continuas en z € S para r fijo.

Veamos que I(z,r) crece con r. Fijemos z € S y tomemos 0 < r; < rp. Entonces el hecho deque M =0y
que crezca con r da

1 r2 n
I(z,ry) -1z, 1) = — |y f Mz, 0)dt—r f Mz, t)dt]
rr 0 0
<0 rn

1 ——— T2
- — [th=ry| M@vdr+ rlf M(z, t)dr]
rnr 0 rn

1
—[n =Mz, r)r + MGz )2 - 1) =0,
rnr

\%
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Veamos ahora que I(z,r) es continua en z. Es mds, veamos que para r > 0 fijo, I(-,r) es lipschitziana
con constante menor o igual que % Para ello, tomemos z;, zy € S, observemos que entonces M(z, t) <
M(zy,t+1z2 — z11), £ >0, yrecordemos que 0 < M(z, t) < 1, pues u(S) < [0, 1], para obtener

r+lzz—z1l

1" 1" 1
I(zz,r)z—f M(zz,t)dts—f M(zl,t+|22—z1|)dt=—f M(z,t)dt
rJo rJo rJ

z2—21|

1 r 1 T+\Z2—Zl|
S—f M(Zl,l')dl'+—f M(z, t)dt

r 0 r r

1 1
5I(Zl;r)“‘;M(Zlyr+|22_zl|)|22_zl|5I(Zlyr)+;|22_zl|~
De manera andloga se obtiene que I(zy,7) < I(zp,1) + % |z1 — 22|, dando por resultado que
1
|I(zZ,r)—I(z1,r)|s;lzZ—zll.

Una ultima observacién. Del hecho de que u sea s.c.s. se tiene que M(z,r) \ u(z) cuando r \, 0, por lo
que I(z,1) \, u(z) cuando r \ 0. Asi que juntando todo esto, basta tomar una sucesiéon {r,} < (0,c0) con
rn \\ 0, para concluir que f,(z) = I(z,1,), n €N, define una sucesién decreciente de funciones continuas
en S con limite puntual u en S. 1

Como consecuencia de estas tltimas propiedades obtenemos que si u es s.c.s. en S, entonces u es Borel-
medible en cada subconjunto boreliano de S.

Ademés, si D es abierto, u: D — [—00,00) es s.c.s. ¥ K € es un subconjunto compacto de D, entonces u es
Borel medible en K y estd acotada superiormente en K (de hecho alcanza el méximo en K), por tanto, la
integral de u sobre K tiene perfecto sentido (aunque pueda ser igual a —c0).

Funciones subarmoénicas (SH).

Definicién 1.20. Sea D c C dominio. Sea u : D — [—00,00). Decimos que u es subarménica en D, denotado
ueSH(D), si

(i) u# —oo.
(i) uess.cs.enD.

(iii) u satisface la propiedad de la submedia local en D que, recordamos, significa que para cada zy € D existe
ro>0talque D(zp,79) €Dy

T .
u(zg) < L(zg,1,u) := o u(zo + re’e) do, paratodo r € [0, ).
T

-7
Notemos que considerar la integral en (iii) tiene perfecto sentido por la propiedad de las funciones
semicontinuas. Dejamos abierta la posibilidad de que alguna de dichas integrales pueda ser —oo, aunque més
adelante veremos que esto no es posible.

A continuacién enunciamos una serie de propiedades bésicas.

Si u es subarmonica en un dominio Dy zg € D, entonces existe R > tal que D(z9,R) S Dy

1
u(zo) = Alzo, 1, u) := — u(z) dA(z), paratodore (0,R).
= JD(20,1)
1 En efecto. Primero observamos que laintegral sobre discos del tipo D(zy, r), tiene sentido por lo anterior.
Ahora, de la propiedad de la submedia local, dado zj € existe R > 0 tal que D(z9,R) S Dy

4

1 )
u(zo) < L(zg,1,u) = Py u(zg + re’e) do, paratodo r € (0, R).
T J-m



16

CAPITULO 1. UN CONTEXTO PARA LOS PRODUCTOS DE BLASCHKE

Por tanto,
r r 1 n .
f 2p u(zg) dp sf —f u(zo+ pe’g) dfpdp, paratodo r € (0, R),
0 0o TJ-xn
de donde se sigue que

2 1 2
r“u(zg) < —f u(z) dA(z) = r° A(zg, 1, u), para todo r € (0, R),
7T JD(20,1)

que es lo que queriamos probar. )

La subarmonicidad es una propiedad local.

Si u es subarmoénica en un dominio Dy D' « D es dominio también, entonces u es subarménica en D’.

Supongamos que u;, 1 son subarménicas un dominio D y que A; y 1, son ndmeros positivos, entonces

Arug + Ao up es o bien subarmoénica en D o bien = —oo. (Veremos que esto tltimo es imposible).

Supongamos que u: D — R es de clase 2. Entonces u € SH(D) si, y solo si, Au= 0 en D.

Demostracién. Para cada z € D tomamos 7, = dist(z,dD). Entonces D(z, ;) € D. Como u € €?(D), en-
tonces, para z € D, la funcién de medias integrales L(z, p, u) estd en €H0,r,). Luego por el Teorema de

Green, para p € (0,1;),

d 1 (™0 ;
— y , = —_— — le
L(z,p,u) = 2 f_,, ap[u(z+pe )1do

” . .

= % [ux(z+pe’9)0056+uy(z—i-pele)senH] do

1 d d
= @ —uy =

27 Jig-z1=p p p

1 1

=— (Uxx(§) + uyy(§) dA(G) = — Au($) dA(z).

27p Jig-zl<p 2mp Jig-zl<p

Supongamos inicialmente que u € SH(D) y que, por reduccién al absurdo, existe zy € D tal que Au(zp) <
0. Como u € €?(D), existe ry > 0 tal que Au(z) < 0 para todo z € D(zg, r9) < D. Por lo anterior tenemos
entonces que

d 1
_L(Z » ,u) = A(Z) dA(Z) < O) € (O) T ))
dp " P 27p Jiz—zol<p P ’

lo que implica que L(zy, p, 1) es una funcién decreciente de p € [0, rg]. En particular, tendriamos
1 (" ;
u(zg) = L(z9,0,u) > L(zp, p, U) = = u(zo + pe‘e) df, paratodo p € (0,rg),
TJ-m

lo cual contradice la propiedad de la submedia local.

Supongamos ahora que Au =0 en D. Entonces u satisface (i) y (ii) trivialmente. Para ver la propiedad de

la submedia local, tomamos zy € Dy rp > 0 tales que D(zg, r9) < D. Por la anterior formula tenemos
d L( ) ! Au(z)dA(z) =0
— L(zg,p,u) = — u(z z)=0.
dp 21p Jiz—zl<p

Esto nos dice que L(zp, p, 1) es una funcién creciente de p € [0, rp) y, por tanto, que

1 r” ;
u(zg) = L(29,0,u) < L(z9, p, u) = 5/ u(zo + pe’e) do, para todo p € (0, rp). |
=7

@ Si h es armonica en D, entonces h, —h, |h| son subarmoénicas en D.

Si u y —u son subarmoénicas en D entonces u es armonica en D.
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Si f es holomorfa en D y no idénticamente igual a 0, entonces log| f | es subarménica en D.

U Claramente, log|f| aplica D en [-00,00), no es idénticamente igual a —oo, y es continua en el sentido
amplio, luego es s.c.s. en D. Finalmente, para comprobar la propiedad de la submedia local, fijamos zj €
D. Si f(zp) = 0 entonces es log|f(z9)| = —oo < L(zg,1,1l0g|f]) para todo r > 0 tal que D(zp,7) S D. Si,
por el contrario, f(zp) # 0, entonces existe ry > 0 tal que D(zp,7) € Dy f(z) # 0, cualquiera que sea
z € D(zg, rp). Esto implica que existe una rama holomorfa de log f en D(z, r9), de donde se sigue que
log|f| es armoénica en D(zy, rp) ¥, consecuentemente, por la propiedad del valor medio para funciones
arménicas, log|f(z9)| = L(zp, 1,1og| f|) para todo r € [0, rp). )

@ SiueSH(D)y¢:R— Res creciente y convexa (¢p(—oo) = limy_._, ¢p(x)), entonces ¢po u e SH(D).

I Claramente, ¢pou:D — [-00,00), pou # —oo,y poues s.c.s. en D porque ¢ es continuay u es s.c.s. en D.
Finalmente la propiedad de la submedia local: Sea zj € D, haciendo uso de que u satisface la propiedad
de la submedia local, encontramos ry > 0 tal que D(zp,79) <Dy

1 r” .
u(zp) < —f u(zo +re'®yao, para todo r € [0, rg).
27 J-gx

Ahora usamos, en primer lugar, que ¢ es creciente, y seguidamente, que ¢ es convexa para aplicar la

desigualdad de Jensen:

1 (7 ; 1 " ;

Pou(zg) < (p(—f u(zo + re'?) dH) < —f poulzo+ re'%) de, para todo r € [0, rg). )

27 - 2m -7

Si h es armonica en D, entonces h* := max{h,0},y h~ = (—h)* son subarménicas en D, ya que ¢(x) = x*
es creciente y convexa en R.

Si f € Hol(D) y p > 0, entonces |f|p = eP108l/| es subarménica en D, ya que ¢(x) = e”* es creciente y

convexa en R.

Si u es subarménica en Dy p = 1, entonces u* y (1) son subarménicas en D, ya que ¢x) = x* y,
cuando p =1, ¢pp(x) = (x*)P son crecientes y convexas en R.

A continuacién enunciamos y probamos un principio del maximo para funciones subarménicas. Recor-
demos la notacién habitual: Si D es un dominio de C entonces 0-,D denota a D si D es acotado, y en caso
contrario, denota a D U {oo}.

Teorema 1.21 (Principio del Maximo). Sean u: D — [—o00,00) subarmonica en un dominio D < C y M € R.
Supongamos que

limsup u(z) < M, para todo € € 0, D.
D3z—¢

Entonces u(z) < M para todo z € D. Ademds si se da igualdad para algiin zy € D, entonces u es constante en D.

Demostracién. Sea K = sup,.p u(z) € (—oo,00]. Por supuesto, K > —oo, pues u # —oo. Nuestra intencién es
probar que K < M. Sea {z,;} una sucesién en D, que podemos suponer z, — z* € D U 0D, tal que u(z,) — K.
Distinguimos entonces 2 casos.

Caso 1: z* € 0ooD. Entonces K =lim,, u(z,) <limsup u(z) < M.
D3z—2z*
Caso2: z* € D. Entonces, usando la semicontinuidad superior de u 'y que K = supp, , tenemos

K=limu(z,) <limsupu(z) <u(z*) <K — K=u(z")<oo.
n D3z—z*

Consideremos ahora S ={z € D: u(z) = K}, y observemos en primer lugar que S # @, pues z* € S.
Veamos que S es abierto. Sea zp € S y sea ry > 0 tal que, por , D(zg, r0) € Dy u(zg) = A(zp, ro, u). Como
u(zg) = K = maxp u, entonces
K=u(zy) < Lz u(z)dA(z) <K,
Tr

D(zo,70)
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de donde se sigue que u(¢) = K para casi todo ¢ € D(z, r). Esto implica que para cada ¢ € D(zg, rp) existe
{&€n} = D(zg, rp) con &, — ¢y ulé,) = K, luego, por la semicontinuidad superior de u,

K =1limu(¢,) <limsup u(z) < u(),
n D3z—¢
Como también es u(¢{) < K, entonces la cadena anterior se convierte en igualdad, u(¢) = K, lo que prueba que
D(zg,19) < S, y asi, que S es abierto.
Ademas S es cerrado en D. Sea {{,;} = S con ¢, — ¢y € D. Entonces la semicontinuidad superior de u y el

hecho de que K = méaxp u, da

K=limu(,) <limsup u(z) < u(p) <K,
n DBZHEO

lo que prueba que u(¢y) = K, con lo que ¢y € Sy, por tanto, prueba que S es cerrado en D.
Resulta que S # @, abierto y cerrado en D. Luego, como D es conexo, S = D, o sea, u = K en Dy, por tanto,
se sigue de aqui que K < M.

Este caso incluye también el caso de igualdad. 1

Como consecuencia del Principio del maximo, probamos facilmente la siguiente propiedad sobre mayo-

rantes armoénicas que, de hecho, se convertird en una caracterizacion de funciones subarménicas.

Teorema 1.22 (Principio de la mayorante arménica). Sea u € SH(D), donde D es un dominio en C. Entonces
u satisface el Principio de la mayorante arménica. O sea, para cada subdominio D' de D tal queﬁ c D ycada
h:D' — R tal que h es arménica en D', continua en D', y satisface

limsup u(z) < h(¢), para todo ¢ € 8, D',
D'3z—¢

entonces se tienequeu<henD' ou=henD'.

Demostracién. Sea D' un subdominio de D, y sea h arménica en D' y continua en D’ con lim SUPprsz—¢ u(z) <
h(¢) paratodo ¢ € dD'. Hemos de probar que u < hen D' 0 que u = h en D'. Para ello, consideramos v = u— h,
la cual es subarmonica en D' y, ademds, para todo ¢ € 0,,D'.

limsup v(z) =limsup u(z) — h(¢) <0.
D'sz—¢ D'sz—¢

Luego, por el principio del méximo, v<0enD’'ov=0en D’,0sea,u<henD' ou=henD'. |

Teorema 1.23 (Caracterizaciéon de funciones subarménicas por el principio de la mayorante arménica). Su-
pongamos que D < C es un dominioy que u: D — [—00,00) es s.c.S. con u # —oo. Entonces u satisface la propiedad
de la submedia local si y solo si u satisface el principio de la mayorante arménica.

Demostracion. Solo hay que probar que el principio de la mayorante arménica implica la propiedad de la
submedia local. Sean zyp € D y R > 0 tales que D(zo, R) < D. Sea { fn} una sucesién decreciente de funciones
continuas en C acotadas superiormente por maxapz,,g) U, tal que f;, \, u en dD(zp, R). Sea h;, la solucién del
problema de Dirichlet en D(zp, R) con valores en la frontera dados por f;,, o sea, h;,, es arménica en D(zy, R),
continua en D(zg, R), Y " lopze,r) = fn- Observamos que limsupD(ZOYRDZHg u(z) < fu(€) = hy(¢) paratodo ¢ €
0D(zg, R), luego u < h,;, en D(zp, R). En particular,

1 /" ; 1 [" ;

u(zg) < hn(zo) = — | ha(zo+Re®)d0=— | fu(zo+Re®)do.
27 - 2n -7

Ahora, como maxapzy,r) U = fn Y fn "\ U, el Teorema de la Convergencia Monotona implica que

1 [ .
u(zo)s—f u(zo + Re'%) do,
21 J-n

de donde se sigue que u satisface la propiedad de la submedia local. 1
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Como consecuencia de esta caracterizacién de funciones subarménicas, obtenemos que la propiedad de
la submedia local se extiende a cualquier disco dentro del dominio de definicion.

Corolario 1.24. Sea D un dominio deC y seau € SH(D). Para cada z € D sea dp(z) = dist(z,0D). Entonces, para
cadaz€ D,
1 (" i
u(z) < L(z,ru) := 2—f uz+re®yao, para todor € (0,dp(z)). |
T J-n

Veamos a continuacién que las medias integrales de funciones subarmoénicas son funciones crecientes.
Teorema 1.25. Sea D un dominio deC yseau € SH(D). Paracadaze€ D ycadar, 1, con0<r; <r; <dp(z),
(a) L(zg,r1,u) < L(zg, 12, U).

(b) Alzg,r1,u) < Az, 72, ).

Demostracion. Sea z € D y sean r, 1, tales que 0 < r; < rp < dp(z). Sea {f,;} una sucesién decreciente de
funciones continuas en C acotadas superiormente por maxap(z,r,) 4, tal que f; \, u en 0D(zg, r2). Sea h;, la
soluci6n del problema de Dirichlet en D(zp, 12) con valores en la frontera dados por f,.

Como limsupp ;) gysz—e U(2) = fn(§) = hy(§) para todo ¢ € dD(z, 1), entonces el principio de la mayorante
armoénica nos dice que u < h;, en D(z, 7). Asi,

L(z,r,u) < L(z,11, hy) = hy(2) = L(z, 12, hy) = L(z, 12, fn),

De donde tomando limites y aplicando nuevamente el teorema de la convergencia mondétona, obtenemos
L(zy, 11, u) < L(zy, 12, u), lo que prueba (a).
Para probar (b), observamos primero que no hay nada que hacer si A(z, 1, u) = —oo (un caso que nunca se

va a dar). Por otro lado, si A(z, 1, u) > —oo (que siempre va a ser el caso) entonces, para r € (0,77),
1 1 r p2m i0 2 r
—00< Alz,r,u) = — dA :—ff + de:—fL,, dp,
oco< Az, 1, u) p—) D(zyr)u(f) ©) 2o o u(z+pe”)p P=1z ), (z,p,w)pdp

lo que implica que L(z, r, u) > —oo para casi todo r € (0, r7), y como es una funcién creciente de r, que entonces

es L(z,r,u) > —ooparatodo r € (0, dD(z)). Asique para 0 < r; < ry < dp(z) tenemos,

2 [ 2 [N
Az, 12, u) — Alzg, 11, U) = —zf L(zg,p,u)pdp - _zf L(zg, p,w) pdp
ry Jo 7 Jo

2 [T 2 2 n
= _2_[ L(zo,p, W) pdp+|— —— f L(zo,p,u)pdp
ry Jn re)Jo

2 1
2 2
1 Y=
2 2 1 2 2
z — L(zo, 11, W) (ry — 1)+ —5——L(20, 11, W) 1}
T 21
2 2 2 2
rs—r ré—
2 1 1 2
= L(zo, 1, 1) | = —| =0. i
3 5

Corolario 1.26. Sea D un dominio deC y sea u € SH(D). Entonces, para cada z € D,
1
u(z) < Az, 1, u) := _2_[ u(&) dA©), para todo r € (0,dp(2)). |
e Jn(z,r)
Corolario 1.27. Sea D un dominio deC y sea u € SH(D). Entonces,
u(z) = lim L(z,r,u) = lim A(z, 1, u), paracadaz e D.
r—0% r—0*

Demostracion. Sea zp € D'y sea a > u(z). Por la semicontinuidad superior, limsup,_. , u(z) < u(z), luego
existe rp > 0 tal que u(z) < a para todo z € D(z, 1), de donde se sigue que L(zp, 1, u) < a, y que A(zy, 1, u) < «,
para todo r € (0, rp). Como también es u(zgy) < L(zg, 1, u), y U(zo) < A(zp, 1, u), para todo r, concluimos entonces
que u(zp) =lim, o+ L(zg, 1, u) =lim,_ g+ A(zg, 1, U). |
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Teorema 1.28. Sea D un dominio deC y sea u € SH (D). Entonces,
(a) L(z,1,u) > —oo paratodo ze D ytodor € (0,dp(z)).

(b) A(z,1,u) > —o0 paratodo ze€ D ytodor € (0,dp(z)).
Demostracion. Basta probar (b) porque esto ya implicaria que L(z, p,u) > —oo para todo z € D y casi todo
pE (0, dp(z)), y como L es creciente en p, entonces seria L(z, p, u) > —oco para todo z € Dy todo p € (0,dp (z)).

Consideremos entonces el conjunto
E={zeD: exister =r(z) >0talque D(z,r) c Dy Alz, 1, 1) > —00}.

Lo primero que observamos es que E # @ ya que, al ser u # —oo, existe zp € D tal que u(zp) > —oo, lo que implica
que A(zo, 1, u) > —oo para todo r € (0, dp(z)).

Por otro lado notemos que si zg € E, entonces A(zo, 1, u) > —oo para todor € (0, dp (zo)). En efecto. Sea ry > 0
tal que D(zo, r9) < Dy A(zg, 7o, ) > —oo. Entonces, como u es estd acotada superiormente en D(zg, ro) por
ser s.c.s., obtenemos que la integral de u sobre cualquier subdisco de D(zo, ro) es finita (> —o0), en particular,
A(zg, 1, u) > —oo para todo r € (0, rp). Por otro lado, como A(zy, 1, u) crece con r, obtenemos que A(zy, 1, 1) > —0o
para r € (ro, dp(zo)).

Este mismo argumento muestra que E es abierto, pues si zp € E entonces A(zp, 1, 1) > —oo para todo r €
(0,dp(z0)), lo que implica que u tiene integral finita (> —oo) sobre cualquier subdisco de D(zo, dp(zo)), pro-
bando que D(z, dp(zo)) S E.

Finalmente, veamos que E es cerrado en D para concluir que E = D, ya que D es conexo. En efecto. Supon-
gamos que {z,} es una sucesién en E con z, — zg € D. Dado rg = @ > 0 existe ngy € N tal que z, € D(zg, 1)
para todo n = ny. En particular, para ng, es facil ver que se tiene

D(zo, ro) < D(z9, ro) € D(zp,,21r0) < D(2y,y,210) < D.

Como zy, € E entonces es A(zy,, 2719, 4) > —o00'y, por tanto, u tiene integral finita sobre cualquier subdisco de
D(zy,,210), probando que A(zp, ro, u) > —o0, 0 sea, que 2y € E. |

Corolario 1.29. Sea D un dominio de C y sea u € SH(D). Entonces u € L}OC(D, dA) y, por tanto, Area({z € D :
u(z) = —oo}) = 0. Ademds, siempre queD(zo, ro) < D, se tiene que u € L' (0D(zo, ro)). |

Corolario 1.30. Sea D un dominio deC y sean uy, up € SH(D). Entonces uj + uy € SH(D).

Demostracion. El caso u; + uy = —oo queda excluido porque uy, up € LIIOC(D, dA). |

Corolario 1.31. Si f es holomorfa en D entonces las medias integrales
V(" o+ i0 (" iy 10\
T(r,f):—f log*|f(re'")| do, Mp(r,f):(—f |f(re™)| de) , (0<p<o0),
27T -7 2” =7

son finitas y, como funciones der € (0, 1), son crecientes. |

Teorema 1.32. Sea D un dominio deC y sea u € SH (D). Supongamos queD(zy, ro) < D. Sea h = Plul, la integral
de Poisson de u sobre 0D(zy, ro). Entonces h es armonica en D(zy, 19), y u < h en D(zy, 1o).
Demostracién. Como ue L! (O[ED(ZO, ro)), resulta entonces que h(zy + rei? .= % ffﬂ u(zg +roe'h) Prir@—10)dt
es una funcién armoénica en D(zy, ).

Sea ahora {f,} una sucesién de funciones continuas en C acotadas superiormente por maxapz,r,) 4, tal que
fn \\ uen 6D(zg, rg). Sea hj, la solucién del problema de Dirichlet en D(zy, r9) con valores en la frontera dados
por f,,. Como u es s.c.s.,

limsup u(z) < u(é) < f,(), para todo ¢ € 0D(zy, o),
D(z9,70)32—¢

luego, por el principio de la mayorante armoénica, tenemos que u < h,, en D(zy, r9). Ahora bien, h,(zp + rei?) =
ﬁffnfn(zo + roelh) dug,r(t), donde dug (t) = Prry (0 —t)dt, y fn "\, u en 0D(zp, 19) y las f,, estdn acotadas
superiormente por maxgp z,,r,) Y- Asi que, nuevamente por el teorema de la convergencia mondétona, obtene-
mos que h,(zy + reit) \\ h(zg + reit) y, del hecho de que u < h;, en D(zy, 1), se sigue, tomando limites cuando

n — oo, que u < h en D(z, ry)- "
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Teorema 1.33. Sea u € h' ysea e M(T) tal que u = Pldul. Supongamos que 0y es tal que existe
. 1((Bg—h,00+hi)

lim ——= =

h—0 2h
Entonceslim,_1- u(re') = A
Demostracion. Veamos en primer lugar que podemos suponer que 6y = 0.
En efecto. Fijemos 0y de manera arbitraria. Consideremos la medida po € M(T) dada por o = p(@o—E), ECT,
con lo que, al ser yy(E) = fBO—E du(t) = [ xe,-e(t) du(t) = [y x50 — 1) du(t), tenemos

fo(t)duo(r)=ﬁf(eo—t)du(t>, Fel'dmw.

1(Bo—h,00+h])
2h

Observemos que silimy,_q = A, entonces

. to((=h,R)  p(@o—(=h,hl) . p((Bo—h,00+h)
lim =1lim = lim—— 7 =
h—0 2h h—0 2h h—0 2h

Luego, si el resultado es cierto para 8y = 0, entonces tenemos P[d ] (r) - A de donde se sigue que
r—

: 1 1 7
Pldp(re™) = f Py (B0~ D () = - f P, (1) dpio (1)

Pr(=Pr(-1) 1

an_ Py (—1)dug(t) = [duo](r);—le-

p((=h,hl)
2h

Supongamos entonces que Y A. Hemos de probar que P[dul(r) P A. Para ello, fijamos ini-
— r—1-

cialmente € > 0, y consideremos la funcién de variacién acotada
F(©) = pu((-m,06]) =f du(t), 0e€(-m,ml,
(=m,0]
extendida de forma periddica a R. Integrando por partes tenemos

1 1 r1 )
|u(r)—A|:‘EﬁPr(t)d,u(t)—A‘: —p,mF(t)|_ +——fF(t)P,(t)dt—A

=p(T)
‘—Pr(n)F(n)+—f [F(t)- F(-0] (=P))(1) P)(t)dt 4|

1 F(t) - F(~t 1 "
<2_pr(n)|lu(‘|]')|+_f |M A|(—P;)(t)2tdt+|§f0 241 (-Pp(@dt - A|

=—Pr(n)|,u(1T)|+—f +f

Pr(n)
|,U(T)|+Pr(7l)|A|+ —

F(t)—F(—t) _4

o7 ‘[—P;(t)]tht+’%[—tpr(t)‘z+£ﬂPr(t)dt]—A‘

F(t) F(-1)
2t

- Ali-Pjm2¢dt,

donde 6 € (0, ) ha sido escogido de manera que \W - A| < g para todo t € (0,6]. Ahora observamos que
| E()-F(=1) _ A|
21

o b4
;Ef —P;(t)tdm’;—cf ~Pl(Ordt
T Jo T Js

<P.(m )('”( ) +14) + [ tp,(t)( fOnPr(t)dt]+g[—rPr(t)‘Z+f:Pr(t)dt]

existe una constante C > 0 tal que < Cparatodo t € [§, ]. Juntando todo esto, obtenemos

| (I

|u(r) - Al <Pr(n)( 141+

| (I

<P.(n )( +lal)+1- Pr(ﬂ))e+ (5p,(5) P, (1) + P, (5))
<2g,

donde la dltima desigualdad es cierta para todo r € (rg, 1), para cierto ry, ya que
()]

Py(n )( + |A|) += (8P (8) 7P, (m) + P, (6)) ——0.

Con esto queda probado que u(r) 0 A. |
P
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Corolario 1.34. Sea u € h'. Entonces existe lin} u(re'?) para casi todo 6 € R.
r—

Demostracién. Sea p € M(T) tal que u = P[dp]. Es bien sabido que la funcion F(8) = u((-7,01) = [_, 5 du(1),
0 € (—m, 7] y luego extendida de manera periddica a R, al ser de variacién acotada, es derivable en casi todo
punto de R, en cuyo caso, para casi todo 6 € R tenemos que

#((0—h,0+hl) F@O+h)~F(6-h)

F'(0).

2h 2h h—0 ©)

Por el teorema anterior tenemos entonces que, para casi todo 0 € R, u(reie) Q0 F'(0). |
P

Como consecuencia de la convergencia radial para funciones arménicas en k', obtenemos este otro resul-

tado, ahora para funciones holomorfas en H' y, por consiguiente, en todos sus subespacios.

Corolario 1.35. Si f € H', en particular si f € H®, entonces f tiene limite radial en casi todo punto e'? € T.

Demeostracion. Si f € H!, entonces Re f,Imfe ht, luego para casi todo 0 € R, existen lin% f(reie). |
r—

Definicién 1.36 (Limite Radial). Para f € H', denotamos por
f* (eie) — lirr}f(reie)
—
ala funcion, definida en casi todo €9, por el limite radial de f en ¢ (cuando exista, que es casi siempre).

La existencia de limite radial en casi todo punto puede extenderse a la clase de Nevanlinna. El caso es que
mucho mas es cierto. La existencia de limite radial en un punto de la frontera e’ € D va a implicar la existencia
de lo que vamos a llamar limite no tangencial en eie, esto es, la existencia de limite de la funcién cuando nos

aproximamos a e’ alo largo de una regién que termina en angulo en dicho punto.

Definici6én 1.37 (Angulo de Stolz). Dado e’ e Dy a € [0, %), definimos el dngulo
de Stolzen e'? de “apertura a@”, ylo denotamos S, (eie) 0 S4(0), como la interseccién

de D con la envolvente convexa cerrada del disco D (0, sen a) y el punto e'?. 0 sea,

z2€Se(e?) = z=1-Dw+te, para algin ¢ € [0,1) y algtin w € D(0,sena).

Es claro que toda regién de D que se “aproxime” a e‘? formando un 4ngulo estd contenida dentro de un
4ngulo de Stolz. Observemos que la idea de considerar la envolvente convexa cerrada de D(0,sen a) y el punto
e'? (excluyendo este tltimo del conjunto S (6)) es simplemente para poder decir que todo radio es un angulo
de Stolz. A lo largo del texto, tendremos ocasién de volver a tratar este tipo de regiones y puede que, en alguna

parte, los dngulos de Stolz sean regiones abiertas. ...

Definici6n 1.38 (Limite No Tangencial). Dada f analitica en D y '’ € 9D, decimos que f tiene limite no tan-
gencial L € C en e'? si para todo a € (0,%), tenemos

lim f(z)=1L,

Sq(0)3z— e

£ ,i0
lo cual lo denotamos por lﬁgn f(z)=L,0 f(2) Ly
z—e’ n.t.

Vamos a empezar probando que la existencia de limite radial para funciones en H* implica la existencia
de limite no tangencial para funciones en H* y, como consecuencia de esto y de una representacion de las
funciones en la clase de Nevanlinna A/ como cociente de funciones en H®, vamos a obtener la existencia de
limite no tangencial para funciones en A, lo que nos lleva a la existencia de convergencia no tangencial para

funciones en cualquier espacio de Hardy H”, cualquiera que sea p € (0,00].
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Teorema 1.39 (Fatou). Sean f € H® y0 € R tales que existe f* (e’ = lim,_ f(reie) (casi todo 0 vale). Entonces
f tiene limite no tangencial *(e') en e'?.

Demostracioén. Sea a € (0,%). Hemos de probar la asercion

_ fx 00 z—elf
€| 550

Sea {z;} una sucesién en S, (8) con limite eie, entonces podemos escribir z,, = (1 —t,) wy, + tneie, con t, €[0,1)
y wy, € D(0,sena), para todo n € N. Ademds como e’ —w|=1-sena >0 para todo w € D(0,sen &), obtenemos

que t, — 1 cuando n — oo:
Zn—w, zp—ef e —w,
=" T R 1.
e —w, e?-w, e?%-w,

Para probar nuestra aserciéon basta mostrar, dada la arbitrariedad de {z,,}, que f(z,) — f*(e'%). Para ello, defi-
nimos, paracada neN,
fa@ = A=tz +t,e"), zeD.

Observamos que para 7 fijo, 8 fijo, tenemos que t,e'? + (1 - t,,)z, z € D, describe el disco de centro e y radio

(1-ty), el cual estd obviamente contenido en D. Por tanto f;, es analitica en D, y acotada ya que

I full oo =su[g|fn(z)| = sup If @I =Ifll oo
zZE

zeD(tpel?,1-1y)
Todo esto nos dice que {f,;} es una sucesién uniformemente acotada en D, luego es una familia normal y, por
tanto, contiene una subsucesién que converge uniformemente en cada subconjunto compacto de D.

Veamos que cualquier subsucesion de { f;;} uniformemente convergente en subconjuntos compactos de D,
lo hace a la constantemente igual a f*(¢'?). Esto probara que la misma sucesién {f,,} converge a la constante
f*(e'%) uniformemente en cada compacto de D.

Sea {f;,} una subsucesion de {f,} que converge a F uniformemente en subconjuntos compactos de D.

r—1- f* (eig),

Observemos que para r € (0,1), y puesto que f(reie)
F(re') = lim f, (re'®) = lim f((1— tp)re® + t,,e) = lim f((r + A -1ty 1e?) = f£* (),
k—o0 k—o0 k—o0

Por tanto F es constante en el radio (0, e'?), que es un conjunto con puntos de acumulacién en D. Por tanto, por
el Teorema de la Identidad de Weierstrass, F es constante en D y dicha constante es f*(e’?). Con esto tenemos
fn — f*(e'%) uniformemente en subconjuntos compactos de D.

Ahora, probar que f(z,) — f*(e'?) es lo mismo que probar que f,(w,) — f*(e'?). Vemos esto tltimo
entonces: Sea £ > 0. Como f, — f*(e’?) uniformemente en subconjuntos compactos de D, en particular lo
hace en D(0,sena), existe n, € N tal que | f,(w) — f*(e%)| < & para todo n = n, y todo w € D(0,sena). Esto

implica que |fn(wn) - f*(ei9)| < e paratodo n = ng. |

Teorema 1.40. Sea fanaliticaenD, f # 0. Entonces f € N si, y solo si, f es cociente de dos funciones en H*.

Demostracion. Supongamos que f se escribe como cociente de dos funciones analiticas acotadas, f = %, con
fi, fo € H®.Sea N € Nu{0} el orden de 0 como cero de f,, entonces, como f es analitica en D, el orden de 0 como
cero de f; ha de ser mayor o igual que N. Dicho esto, obtenemos que %, Jj = 1,2 son analiticas y, ademds,
acotadas. Por ello podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que f = %, con f; analiticay acotadaen Dy
f2(0) # 0. Por otro lado, dividiendo arriba y abajo por M, donde M = max{|| fi |l e, || 2|l e}, podemos suponer,
también sin pérdida de generalidad, que f = %, con fj € H®, || fillgo =1, (j=1,2),y f2(0) #Z0.

Con estas reducciones, tenemos, por la formula de Jensen,
T L i0 I it ity
()= log'|fre®)|do=—| (log|fi(e'")|-log|fa(e'D)])" db
27[ -7 27[ =7
[ T iyt a9 L[ i0
<=— | log*|fie)|+(-log|fale’)])" dO=— | -log|fa(re'”)|dd
27‘[ -7 27[ =7

—loglf(@|- ) log* r

zp cero de f> | ”|

E Jensen

< —log|f2(0)I.
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Esto prueba que sup T(r, f) < —log|f>(0)], luego f e NV.
O<r<1
Supongamos ahora que f # 0 estd en N. Hemos de probar que f puede escribirse como cociente de dos

funciones en H*.

Para cada p € (0,1) consideramos f,(z) = f(pz), |z| < %. Observamos que f, es holomorfa en D(0, %), en
particular en D, luego tiene una cantidad finita de ceros en D. Sea A = {p € (0,1) : f, tiene ceros de médulo
1} ={p €(0,1): f tiene ceros de médulo p}. Observemos que A es un conjunto de (0, 1) a lo sumo numerable,
luego (0,1) ~ A es denso en (0, 1). A partir de ahora consideraremos solo p € (0,1) ~ A.

Para p € (0,1) ~ A, sea B, el producto de Blaschke (finito) formado por los ceros de f, en D. (Recordemos

que f, no tiene ceros en 0D). Entonces f,/B, es una funcion holomorfa en D sin ceros en D. Asi que podemos
fp (2)
B,(2)
9

tomar una rama holomorfa de log 1’;—” en D. Su parte real es arménica en D y coincide con 10g| | Ademads

podemos recuperarla a partir de la integral de Poisson de sus valores en la frontera, para z = re’

fo@ 1 fole™ Bpeihl=1 1 7 it 1+rel®-0
g Bp(z)) Ef )Bp( ”)|Pr(0—f)dt = Ef, loglfp(e )|Re 1= o@D dt

1+ ze ”) ]
=Re

f [1og | fole')] ~log pr(e”)l](—ﬂt dt

Por complecién analitica tenemos entonces que existe € R tal que

fp(z)

i i 1+ze it
ng(z) f [log \fp(e r)|—log |fp(e t)|](—) dt+ip.

Tomando exponenciales, podemos escribir

- [T log |fp(e”)| ”ZZ i dt+ip

By(z) e _ 9p(2)

™ log* |f (ezt)l l+ze~ ”dt wp(z)‘

fo(2) =
e Zn

Observamos que ¢,, ¥, son funciones holomorfas en D y acotadas por 1, o sea, lppllg, <1, l¥,llg, < 1.

Ademds, como f € \V, tenemos, para z = 10,
| LI o L+ zeit 1 it r2
Re(gf_nlog ‘fp(e )|m —Ef log |f(Pe )|7ﬂ|2dt

1+r 1

1+r
f log* |f(pe”)|dt<— sup T(p,f),
I 0=<p<1

luego, llamando T = supy<,<; T(p, f), tenemos para z € D,

1 it 1+|z|
Rezﬂf log* |fp(e”)| 1+§e*”dtze_1— T

lwp(2)] =
independientemente de p € (0,1) ~ A
Observamos ahora que {¢,, p € (0,1) ~ A}, {y,, p € (0,1) ~ A} son familias normales en D. Por tanto, existe
una sucesion {pg} < (0,1) ~ A, con p; — 1, y existen ¢, ¥ holomorfas en D tales que ¢,, — @ y ¥, — ¥,
uniformemente en cada subconjunto compacto de D
Como ¢,, ¥, son funciones acotadas por 1, entonces ¢ y ¥ son también funciones de H* acotadas por 1.
Ademds, el hecho de que, para cada p € (0,1) ~ Ay cada z € D, tengamos que |y, (z)| = e_i%:il T implica que
también |y (2)| = e_%ﬂ Tso paratodo z € D. O sea, 1 nunca se anula en D. Por tanto, del hecho de que f(pz) =

fo@)= ;’j‘;—g, z €D, tenemos, tomando limites para cada z € D, que

@(2)

@ @, we H®, @l <1, ¥y~ <1, y¥ nunca cero en D. |
V4

f2) =

Con este teorema podemos obtener que toda funcién en A tiene limite no tangencial en casi todo punto
de dD. Solo hace falta ver que los valores en la frontera no son cero en un conjunto de medida positiva.
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Teorema 1.41. Sea f € N. Entonces f tiene limite no tangencial f*(e'%) en c.t.p. de T y, ademds, log|f* (ei9)| €
LY(T) a menos que f = 0. Si f € H?, entonces [*(e®) € LP(T).

Demostracién. Supongamos f € N'y f #0. Escribimos f = }i, con fj € H®, || fillg~ =1, j €{1,2}. Entonces f;

tiene limite no tangencial f (¢'%) en casi todo punto de dD, y el cociente f !

® 10

fl* E:m; en casi todo punto de 6D siempre que f;° (e'?) # 0 también en casi todo punto de dD. Esta tltima asercién
2

se seguird de que log|f,’| € LY(T), asi que probaremos que log| f]* (el9)| € L1(T), con lo que tendremos que

también tiene limite no tangencial

D) fy#0enctp, 2)f*= ex1ste yesfinitoenctp, y  3)loglf*|=loglf*|-loglf,| € L'(T).

N+1

Escribimos f] (2) =cnyzN+cni12 .. ydenotamos por {a,} la sucesion exacta de ceros no nulos de fj, para

obtener, por el lema de Fatou y la férmula de Jensen:

L [Mlog| 7 )| a0 <timint—— [ |log|f;(re®)|| d6 = timint|—— [ log| f;(re'®)| a0
Z[_n|0g|f]’(e )” _Hrrllflﬂf_nloglff(re )|‘ _l?llf‘[‘gf_nogm(re )l ]

:liminf[—loglch —long—ZlogJr L] < liminf[-loglcn| —long] = —loglcn]| < oo,
r—1 m |an| r—1

lo que implica que loglfj*l e LY(M).
Observemos que si f € H™, entonces claramente f* € L*°(T). Por otro lado, si f € H”, 0 < p < oo, veamos

que f* € LP(T). Para ello, usamos de nuevo el lema de Fatou:

i 4 0 10\|P .. ifﬂ 05 1P
Zﬂ[ﬂlf ()] do <liminf — 7ﬂ|f(re )P do <11 fll - 1

Nota. Como consecuencia de este resultado, es evidente que si f € Ny f* (‘%) = 0 sobre un subconjunto de T
de medida positiva, entonces log| f*| ¢ L' (T) y, por tanto, hemos de admitir que f = 0.

T
Corolario 1.42. Sea f holomorfa enD con f(0) # 0. Entonces f € N si y solo si sup %f ‘log|f(rel09)”d9 < co.
0<r<1 -7

En particular, si f € N y no tiene ceros, entonceslog| f| es arménica en D y, ademds, log|f| € h'.

Demostracién. Supongamos que f € Ny que f(0) # 0. Escribamos f = 7, con fi€ H®™, I fillgeo <1y f;(0) #0.
Para probar la asercién basta mostrar que supg.,«; Hlogl fi(r)l H 11 < oo, Repetlmos entonces lo hecho en la
demostracion del teorema, excepto la aplicacion del lema de Fatou. Denotamos por {a,} la sucesién exacta de
ceros de fj, para obtener, por la formula de Jensen, que ||log| fj(r-)|| ;1 < —log| f;(0)| para todo r € (0,1):

1 [” : 1 [” ;
—f ‘log‘fj(rele)”ciez——f log|fj(re19)|d9=—loglfj(O)I—Zlog+Ls—loglfj(0)|<oo. |
27[ -7 27[ -7 n |al’l|

Como aplicacién de todo lo que llevamos, ya podemos retomar el tema de los productos de Blaschke y
probar que tienen limite no tangencial de médulo 1 en casi todo punto de la frontera de D

Teorema 1.43. Si B es un producto de Blaschke entonces, para casi todo0 €T, |B* (ei9)| =1.

Demostracion. Por supuesto, si el producto de Blaschke es finito, |B(ei9)| =1 en todo punto e/ € aD.

Cuando la sucesion de ceros de B, {a,}, es infinita, consideramos, para cada N € N, el producto de Blaschke

B(z)
Bn(2)

Asi, usando que |By/(e?)| = 1 para todo 6, que las medias integrales son funciones

asociado a la cola

finito, By (z), asociado a los puntos {al, a,..., aN}, y el producto de Blaschke infinito

de la sucesion {a,}> N+

crecientes de r, que g ((e,,,) € 1°°(T) < LY(T) y, finalmente, que | B| < 1, tenemos
B(O 1 T B i0 B i0 B* i0
(0) :)_f Blre™) ) (re )‘ f (e )) f |B* (%) d6 <1.
Bn(0) 27 J_n By(rei) 21 BN(relﬂ) ~ 27 J_z! By (el?)

<> B(0), luego B(?é) M=%, 1, Asi obtenemos que = /7. |B* ()| db =1, de

donde, usando que |B| < 1, se sigue que, para casitodo 0 € T, |B (ele)| =1. |

Observemos ahora que BN(O)
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1.6. Teoremas de factorizacion

Teorema 1.44 (Factorizacion de Riesz). Sea f holomorfaenD con f #0 y{a,} la sucesién exacta de sus ceros.

(i) Sif e HP paraalgiin p >0, entonces f = Bg donde B es el producto de Blaschke asociado a{a,}, g € HP,
noseanulaenD, y | fllgr =gl gr.

(ii) Si feN, entonces f = Bg donde B es el producto de Blaschke asociado a{ay,}, g € N, no se anula enD, y
sup, T(t,g) =sup, T(r, f).

Demostracién. Supongamos que f € HP para algin p > 0, o que f € N, entonces {a,} satisface la condicién
de Blaschkey, por tanto, podemos considerar el producto de Blaschke, B, asociado a {a}.

Sea g(z) = B( z) Entonces g es holomorfa en D tras evitar todas las singularidades provocadas por los ceros
de B (que son los mismos que los de f) y, ademds, g no se anula nuncay |g(z)| = ’ gg =>|f(2)|, zeD.

Sea e > 0.Paracada N € N, sea By(z) el producto de Blaschke asociado a {al, a,..., aN}. Como |BN(ei9)| =1
para todo 0, existe R = R(N, ) € (0,1) tal que | By (re'?)| > 1 - ¢ para todo r € [R, 1), y todo 6.

Si ahora suponemos que f € H” para algin p > 0, usamos que M (r, f) es una funcién creciente de r, para
obtener, parar <R,
f 1 1
My i) = Mol ) = T MR D = T
mientras que para r € [R,1),

f
Mp(r, B—)

1
=1-8) 7'My, /)< —Ifllpe.
N 1-¢

En cualquier caso obtenemos que % € HP y que | % | = ﬁ I Il g

Ahora, como 1 = |By| = |By+1| paratodo N,y|By| \ |B|, entonces | f| < |%| < | paratodo N,y |%| J/

Bn+1
|%| Luego, tanto en el caso p = oo, como cuando p < co (usando el teorema de la Convergencia Moné6tona),
tenemos que g = % estd en HP y que

Il < 2], =&t < 1l

|51, <]

Haciendo ahora que € \ 0, tenemos que, de hecho, ||gllgr = | fll g».
Si ahora suponemos que f € AV, entonces usamos de manera analoga que T(r, f) = % J7 log* \f(rei9)| ao
es una funcion creciente de r, para obtener, para r <R,

b4 R i0 e i0
T(r’ A )< T(R’i) - if log* 1r&e®| .)i do < if log+(|f(Re )l')dB
By By’ 2w )n |Bn(Rei)| 2n ), l-¢

1 1 (7 1
slog+:+§f_ﬂlog+|f(}?el9)|d9<log ot s T(r, f),

0<r<1

yparar€[R,1),

ﬂ i0
T(r L)Zif log* fre .)| do <log" L“L sup T(r, f).

"By/) 2w ) |Bn (rei?)] 0<r<l
De aqui se sigue que sup, T(r,BL) <log* 1= +sup, T(r, f). Por otro lado, como |f| < |BCV| y |%| /! |£| =gl
tenemos, de nuevo por el teorema de la Convergencia Monétona, que g = € Ny que
1
sup T )= sup T( f ) < sup T( f) =supT(r,g) <logt —— +sup T(r, f)
By r 1-¢ r
Haciendo ahora € \ 0, tenemos que, de hecho, sup, T'(r,g) =sup, T(r, f). |

Este primer teorema de factorizacién constituye una herramienta de gran utilidad para probar muchos
resultados en los espacios HP. La factorizacidn, en si, nos ofrece la comodidad de trabajar con funciones que
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nunca se anulan y luego, de manera inmediata, pasar al caso general. Veamos a continuacién algunas de estas

aplicaciones.
Observemos que lo que hemos estado llamando norma- H” es solo una verdadera norma si p = 1, mientras
quesi p <1, |-l gr no satisface la propiedad triangular, aunque || f — g|| ZP define una métrica invariante frente

a traslaciones. Esto tltimo se debe al hecho de que (a+b)” < aP +bP, paraa>0,b>0y p € (0,1), (simplemente
hay que estudiar el crecimiento de la funcién (1 + x)” — xP). Nuestro propdsito es probar que H” es completo.

Lema 1.45. Si f € HP para algiin p € (0,00), entonces
-1
If@I=A=1zD? I fllgp, lz] < 1.

Nota. Si p = oo, obviamente |f(z)| < || f | g para todo z € D.

Demostracion. Supongamos primero que p = 1. Entonces por la férmula de Cauchy, para |z| < R < 1, y tenien-
do en cuenta que, en este caso, IReie —-z|=R-|z|,

1 f 1 (27 f(Re®) . . R 1 f2ﬂ ” R
—_— ——dél=|— —— " jRe" dO| = — Re')|do < .
27Tif|§|:RE—Z f‘ )27”. | poid —, R <R—|z| i If(Re')| <R—Iz| I fll g

|f(2)] =

Haciendo tender ahora R a 1, obtenemos el resultado deseado.

Supongamos ahora que p # 1. Entonces usamos la factorizacién de Riesz, f = B g, donde B es el producto
de Blaschke asociado a los ceros de f, y g es una funcién en H”, sin ceros en Dy con || gllzr = | ]l yr. Resulta
entonces que |f| <|g|y, como g no tiene ceros en D, podemos considerar una rama holomorfa de g” en D. De
esta manera g” € H! con IgPlln = IIgIIiZ"7 y, por lo anterior, para |z| < 1,

! 1

Plp = . |
g 187 e = 1 el

If (217 <Ig2)P =|g2)"| <

Teorema 1.46. Si0 < p < oo, HP es un espacio métrico completo.

Demostracion. El caso p = oo es obvio. Asi que suponemos que 0 < p < co. Consideremos una sucesién de
Cauchy {f;} en H”. Por el lema anterior,

| fn(@) = fm(@ =1 - Izl)% Il fn— fmllgr, paratodo zeDycualesquieran,meN.

Esto nos dice que {f;} es uniformemente de Cauchy en cada disco del tipo A, r) con0 < r <1, luego es
uniformemente de Cauchy en cada subconjunto compacto de D, con lo cual existe f holomorfa en D tal que
fn — f uniformemente en cada subconjunto compacto de D.

Comprobemos que f € HP. Observemos que, al ser {f,} de Cauchy en HP, {f;,} es entonces acotada en H”,
o sea, existe C > 0 tal que || || y» < C para todo n € N. Con ayuda de esto y el lema de Fatou,

1 0 S B 0 -
M, )= Ef_”hrlllﬂfn(rel )|”d6511n}lmf§f_”|fn(rel )| d6 <liminf |l f, 11, < C.

Finalmente probamos que {f,} converge a f en H”, o sea, que || f, — fllgp — 0 cuando n — oo. Sea € > 0.
Usamos que {f,,} es de Cauchy en H” para encontrar ny tal que || f, — fnllgr < € para cualesquiera n, m = ny.
Asi, si n = ng, haciendo uso del lema de Fatou de nuevo,

1 (7 . - 1 (7. . -
M,’Z(r,fn—f) = Ef_”|fn(re’9) —f(re’g)ipdG = Ef_”hngﬂfn(relg) —fm(relg)ipdG
T S i i L.
Slﬂlo%fgﬁnlf"(rele) —fm(rele)ipde Slmlgfllfn—fmllzp <¢P.
Como esta estimacion es valida para todo r € (0, 1), obtenemos

= F i =Sup My (7, f = ) < Hminfl f = fralo < 2. I
r
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A continuacién usamos la factorizacién de Riesz para probar un teorema de convergencia en media a los

valores frontera para funciones en H”.

Teorema 1.47. Sea f € HP (0 < p < oo). Escribamos f,(€'%) = f(re!®)(e LP(T)), y f*(e®) =lim,_; f(re®) como
la funcion que se obtiene de aplicar limites radiales (no tangenciales) en casi todo punto de la 0D. Entonces
f* € LP(T) (cosa que ya sabemos) y ademds

;i_l}}”fr”Ll’znf*”LP y }ig}llfr—f*llm=0-

Nota. Teniendo en cuenta este resultado y que las medias integrales de orden p son funciones crecientes de r,
resulta que || fllgr = sup, My (r, f) = lim, .1 My (r, f) =lim, 1 | fy | zr = Il f*lizr. O sea, este resultado establece
una inyeccién isométrica de HP en LP(T) para todo p € (0,00). Por otro lado, la inyeccién isométrica de H*® en
L™ es obvia.

Demostracién. Veamos primero que el resultado es cierto para p > 1. Si f € H” con p > 1, entonces u = Re f
y v =1Im f son funciones arménicas en h”, luego vienen representadas por las integrales de Poisson de sendas
funciones de L (T), que las denominamos U y V. Por otro lado, al ser u = P[U] y v = P[V], entonces resulta que,
por los teoremas de convergencia en norma para funciones arménicas, |t —Ullrr — 0y |[v,—Vlr» — 0 cuando
r — 1, siendo u,(z) = u(rz) y v;(2) = v(rz). Esto implica que || f; — (U +iV)lrr = l(ur +iv,) —(U+iV)|p — 0
cuando r — 1. De este tipo de convergencia, sabemos que existe una sucesion {r¢} /1 tal que f,, — (U+iV)
en casi todo punto de T. Pero sabemos que f tiene limite radial en casi todo punto de 0D, o sea, f; — f* en
casi todo punto de T, por lo que ha de ser, esencialmente, f* = U +iV.Y con esta igualdad queda probada la
asercion del teorema en este caso.

Nota. Ademais, en este caso, p > 1, también hemos probado que f = P[f*], o sea, que f esla integral de Poisson

de sus valores en la frontera de D.

Supongamos ahora que p < 1. Entonces empezamos factorizando la funcién f como f = Bg, donde B es
un producto de Blaschke, que soporta los ceros de f, y g es una funcién en HP, sin ceros, que lleva la norma
de f, o0 sea, tal que ||gllg» = I fllgr. Observemos que | f| < |g| y, teniendo en cuenta que \B* (ei9)| =1 para casi
todo 0, resulta que \f*(ei9)| = |B*(ei9)g*(ei9)| = |g*(ei9)| para casi todo 6. Por otro lado, como g no tiene
ceros en D, entonces podemos definir una rama holomorfa de gp/ 2 enD, que la llamamos h. Ademas, es facil
ver que h = gP/? € H?. Por tanto, por lo anterior, h* € L>(T) y ||, — h*||;2 — 0 cuando r — 1, lo que implica que
I rllz2 — 1A* I 2, que traducido en términos de g significa que g* € LP(T) y que llg,llz» — Ig* |l ». Esto tltimo
nos indica que f* € LP(T), ya que | f*| = 1g*| en casi todo punto, y que || frliz» — Il f*Il;», ya que, por un lado
tenemos

p _ 1 (" i0,|p L NI R N P ST NT S L (T N1 ey
1517, = Ef_nlf”e )P do < ﬂf_n|g(re |7 do =L gf_nhg’ (e)]” do = Ef_nlf ()7 do =117,
y por el otro lado, usando el Lema de Fatou, tenemos

IFny, = ifn |F*™)|” do sliminfif” |f(re®)|P do = liminf]| f117,.
P on 7 r—1 21w J_g r—1 Lr

Veamos ahora que || f; — f*llz» — 0 cuando r — 1. Recordemos que, cuando 0 < p <1y a 'y b son positivos,
se tiene que (a + b)” < aP + bP. Entonces, para casi todo 0,

if(rei6)|p + |f*(ei6)|p_ |f(rei9) _f*(ei0)|p >0,
lo que, por el Lema de Fatou, implica,
| i w i i wo i
g/_nh?llflfﬂf(relg)lp"_ |f (e’e)|p—|f(relg)—f (e‘e)|p) dae
sliminfif (yf(rei9)|p+|f*(ei9)|”— |f(re®)— £ (eie)v’) do.
r—1 21w J_gn

Ahora, en el lado izquierdo, basta usar la convergencia radial en casi todo punto y, en el lado derecho, la con-

vergencia de las normas || f;ll.» — Il f* | .», para obtener,

* * e 1 4 ] PN * z *
2L/ 17, <21 f Ipr+hrrn11nf—2n/ ~|fre®)— f* ()| do =2) £, ~limsup I f; - £*17,,
- - r—1
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de donde se sigue que || f; — f*llL» — 0 cuando r — 1. |

A continuacién damos una consecuencia inmediata de este resultado basada en el hecho de que, para ay
b positivos y p € (0,1], se tiene
llog* a—log* b| < %Ia— blP,

desigualdad que se obtiene de estudiar el crecimiento de la funcién ¢(x) =logx — - (x P, x=1.

Corolario 1.48. Si f € HP para algiin p > 0, entonces
LA T I0V] _tenat | £+ (00 r—1 ]
log*|f(re’”)| —log*|f*(e)]|d6 — 0.
27 J—x

Uno podria pensar que para obtener este corolario bastaria con pedir que f € V. Sin embargo, ni siquiera

se mantiene la convergencia de [[log” |f;|] ;1 a [log* | f*||| ;1. Como ejemplo, basta considerar la funcién f(z) =
l+z 1

eﬁ, la cual estd en N ~Up>o H”. (Se prueba de la misma manera que se hizo para eT-z) . Resulta que esta

funcion satisface log™ | f (2)| = Re £, con lo que

=0c.t.p.

1
—f log*|f(re'®)| a6 = —f 1+re - df=1, paratodo r, mientras que —f log*|f*(e')| dg =o.
—re

Otra de las consecuencias de este teorema la encontramos en la nota que hay dentro de la demostracién.
Ademds, la podemos completar para que incluya el caso p = 1.

Corolario 1.49. Sip=1y f e HP, entonces f = P[f*]. O sea, f se recupera a partir de sus valores en la frontera
mediante su integral de Poisson.

Demostracién. Basta probar el resultado para p = 1. Observemos que f,(z) := f(pz), p € (0,1), satisface
. . . 1 (™ . . . .
fp(re’a) = flore®) =P, * fo (%) = 2—[ P(0-1) f(pe'h) dr =L fre'®),  paratodo re?® eD.
TJ-n

Como f € H', entonces f* € L' (T) y, por tanto, ® = P[f*] es una funcién arménica (compleja) en D. Para pro-
bar que f = ®, nos basamos en que ||fp -f* || 11 — 0, para obtener, para re'? e D fijo, y usando las estimaciones

usuales del nucleo de Poisson,
i i0 L ity pxo it L+r .
0<|fpre’®)-o(re )\sgf P O-0|fpe)—f*(e )‘dtsﬁnfp—f [l
n -

de donde, tomando limites cuando p — 1, concluimos que f = ®. |

Destaquemos de nuevo lo curioso de este resultado. Si f € H 1 la teoria sobre funciones arménicas asegura
que Re f y Im f estdn en k!, luego se pueden representar como integrales de Poisson de medidas finitas con
signo con soporte en T. En otras palabras, f se representa como la integral de Poisson de una medida finita
(compleja) con soporte en T, f = P[du]. Esto es lo que nos da la teorfa de funciones armoénicas. Ahora bien,
el hecho de que f sea ademads analitica, nos esta diciendo que la parte singular de la medida u es nula, dando
lugar a que f se represente como la integral de Poisson de una medida absolutamente continua que, ademds,
resulta ser du(0) = f*(e'?) do.

Supongamos ahora que f es holomorfa en D, entonces log| f| es subarmoénica en Dy, segtin el Teorema 1.32,

. T .
para cada p € (0,1), log|f(pre'®)| queda mayorada por la funcién arménica ﬁf P (6 - 1) log| fp(e'")|dz. Si
ahora admitimos que f estd en H” para algtn p > 0, entonces tenemos limites radiales de f v cabe pensar en
la posibilidad de que la funcién subarmoénica log| f (z)| quede mayorada por la integral de Poisson de log| f*|

en D. Este es el contenido del siguiente corolario.

Corolario 1.50. Si f € H” para algtin p > 0, entonces, parare' € D,

. T .
log|f(re®®)| < if P(6-1)log|f*(e'h)|dr.
21 J-n
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Demostracion. Por los comentarios anteriores tenemos, para p € (0,1) y reif e D,

. 1 -7 . 1 7 . .
(1.1) log|f(pre’9)|s§f Pr(H—t)log|f(pe”)|dt:§f P (6-1)(log"|f(pe')| —1log™|f(pe'H)]|)dr.

Ahora por el Corolario 1.48, para re’? € D, usando la estimacion P, (9) < %;,

b4 . . T . . —
0= P,(H—t)‘long|f(pe”)|—log+|f"(e”)||dtsﬁ Lf ’log+|f(pe”)|—log+|f*(e”)|‘dtp—1»0,
27 J—x 1-r 2nJ-5

luego
1 4 + it p—1 1 4 + % it
—f P (6-1)log"|f(pe )|dt——f P (6-1)log*|f*(e'h)|dr.
27 -7 27 -7

Por otro lado, por el Lema de Fatou tenemos,
L (" it D T - it
ELTP,(G— 0 log™|f*(e )|dtsllg3{1f§f_nPr(9— 0 log™|fole'h)|dr.
Todo esto nos indica que, al tomar limites cuando p — 1 en (1.1), obtenemos el resultado deseado. |

De nuevo, trabajando con la funcién f(z) = e1-z, observamos que el resultado no es cierto para la clase de
Nevanlinna, ya que

=0c.t.p.
1+ 1 (" ——k
log|f(z)| =Re 1 50, paratodo z€D, mientras que > f P (6-1)log|f* (| dr=0.
2 i

Por otro lado, observamos que se puede dar la desigualdad estricta en el resultado, incluso cuando la fun-
cién en sino tiene ceros (que hace que log| f| sea armoénica y uno puede pensar que la igualdad seria plausible).
Esto se consigue trabajando con la inversa multiplicativa de la funcién anterior, h(z) = e~ . Observamos que
he H®, pues |h(z)| = e Re = <el=1, y, ademads, no tiene ceros. Sin embargo, para z€ D,

=0c.t.p.
1 1 (7 —P
loglh(@I=-Rey— < 0 = —f P (0 - 1) log|h" ()] 1.
1-z 21 )

Factorizacién canénica. A continuacién nos preguntamos si hay alguna manera de “rellenar” la diferencia
que puede haber en la desigualdad del resultado anterior. Supongamos entonces que f € H para algin p >0
y que f # 0. Iniciamos el proceso factorizando f como f = Bg, donde B es el producto de Blaschke formado
por los ceros de f, y g es una funcién en H” que nunca se anula, con ||gllg» = || fllgr. Ademads, debido a que
i@)l _ |g*(ei9)| para
casi todo 0. Podemos entonces considerar una rama holomorfa del logg en D, con lo que log|g| es arménica

[Bl<lenDyaque |B*(e'?)| =1 para casi todo 6, se verifica que |f| < |g| en D y que \f*(e

en Dy, por el Corolario 1.50, para re'® € D,
i N ' L ' 0
log|f(re'”)| <log|g(re’)| < z—f P, (6-1)log|g*(e')|dt = 2—[ P (6-1tlog|f*(e')|dt:= ure").
7Jon 7Jon

Observemos que la funcién u, asi definida, es arménica en D, ya que es la integral de Poisson de la funcién
log| f*| que, por el Teorema 1.41, esta en LY(T). Ademas, por ese mismo teorema, f* € LP(T). Todo esto nos
indica que u € h' y, por tanto, tiene limite radial en casi todo punto de 0D, que debe coincidir con la derivada
(en casi todo punto) de la funcién de variacién acotada asociada a la medida que representa a u = P[log| f*|],
osea, u* (%) :=1im,_, u(re’?) = log|f* (eia)’ para casi todo 8. De aqui se sigue que la funcién

T .

1 ell+z 1 % it

L 2 log|f*(e'")|dt

2 it _

Flry=e"J-n¢"-?
es analitica en D y satisface | f| < |g| < e" = |F|. Precisamente, como |F| = e¥, resulta que |F| tiene limite radial
en casi todo punto de 0D, que, abusando del lenguaje (!) lo denotamos por |F* (e, o sea, para casi todo 6,
0. !, i *(elf

|F*(e")] = lim, 1 |F(re?)| = e*" ") =

do que exista el limite radial F* (¢'?), sino solamente el limite radial de su médulo).

lg* ()| = |f* (e'9)]. (Observemos que, en principio, no estamos dicien-
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Una funcién F, analitica en D, que puede representarse como

T .
1 ell+z it
L | ez 00y (it dt
1.2) F(z) = ez”f—n ez 08V . zeD,

donde ¢ =0, logy € LY y ¥ € LP(T), se llama funcién externa para H”.

Definamos ahora la funcién S,(z) = %, z € D. Claramente, es una funcién analitica en D que satisface, a

partir de las propiedades anteriores,
0<1So(2)| <1, zeD; 1S5 (™) =1, c.t. 6.

(Ahorasi, S}, (e'?) si existe como limite radial en casi todo punto puesto que S, es acotada, y, como consecuen-
cia, se obtiene la existencia del limite radial F* (eie)).

Puesto que S, es analitica en D y nunca se anula, podemos considerar una rama holomorfa —logS, en D,
con lo que Re[-1logS,] = —log|S,| es armoénica y positiva en D, luego es la integral de Poisson de una medida
finita positiva dy, y tiene limite radial en casi todo punto igual a i/ (6) = —log|S;; (ei9)| =0, o sea, la funcién de
variacion acotada asociada a du tiene derivada cero en casi todo punto. Esto implica que entonces du es una
medida finita positiva, singular con respecto a la medida de Lebesgue. Mediante complecion analitica, existe
Y €R, tal que

T .
1 ellyz
. =5 —= du(r)
+ i o
u du(t) - iy, osea, Sy(z)=eve a2

= eV S(z).

1 b4 ei[
“logSo() = — | &
08 O(Z) Zﬂj:n elt

Una funcién S, analitica en D, que puede representarse como

—Z

N
o = dau(z)
M

(1.3) S(zy=¢€ zeD

donde dpu es una medida finita positiva singular, se llama funcién interna singular.
Recordemos que S, = 1% = e!Y Sy que f = Bg. De esta manera obtenemos lo que llamamos la factoriza-
cién canénica de f € HP como producto de una constante unimodular por un producto de Blaschke, por una

funcién interna singular, por una funcién externa para H”,
(1.4) f=Bg=BS,F=¢"YBSF.

Teorema 1.51 (Factorizaci6n Canénica). Cualquier funcion f # 0 de la clase HP (p > 0) tiene una tinica facto-
rizacion de la forma (1.4). Reciprocamente, si f admite una factorizacion como en (1.4), donde F es una funcién
externa para HP, entonces f € HP y || fllgr = | Fll p.

Demostracién. Ya hemos probado que toda funciéon f # 0 de la clase H? (p > 0) tiene una factorizacién de la
forma (1.4), yla unicidad se sigue de la forma en que se ha construido la factorizacién.

Para el reciproco, probamos primero que toda funcién externa para H” es de hecho una funcién en H”.
Supongamos entonces que F es analitica en D y admite una representacién de la forma (1.2) con ¢ = 0, logy €
LY(T) yy € LP(T). Entonces, por la desigualdad de Jensen,

T it .0 ; 4 i
p%‘/‘ngitt:g[g logw(elt)dt‘ _ e%ﬁﬂpr(e— 1) log(ll/(elt))pdt - Lf” P01 (u/(eil‘))pdt
Tom)oa T ‘

|F(rei9)’p= ‘e -

/1
Y ahora por el Teorema de Fubini, teniendo en cuenta que % f P.(0—-1)dO =1paratodo t,
-7

1 b/

1 (" ;
—f |F(re’®)|P a0 <
27[ -7 27[ -7

i i _ ity\P _i 4 it\\P _ p
an_npr(e ndo (y(e') dt—zn _n(w(e )P dr=1llyl],.

Lo que significa que F € HP y que || Fllgr < |yll1r. Es mds, como logy € LY(T), es evidente que |F*| =y, luego
IE e = IF*llgp = lyllge.

A continuacién, supongamos que f admite una factorizacién de la forma (1.4), f = e’? BSF, con F una
funcién externa para H. Entonces, dado que e’? B S es una funcién en H® acotada por 1, que tiene médulo 1
en casi todo punto de la frontera y que F € HP, resulta evidente que f € H” yque || fllgr = |Fll gp. |
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Definicién 1.52 (Funcién interna). Decimos que una funcién I, holomorfaenD, esinternasi € H®y |I * (ei9)| =
1 para casi todo 6.

Nota. Por el teorema de factorizacién canénica, tenemos que toda funcién interna I admite una representa-
cion de la forma

(1.5) I=¢YBS,

donde e’” es una constante unimodular, B es un producto de Blaschke y S es una funcién interna singular.

Cabe decir que también hay una factorizacién canénica para funciones en la clase de Nevanlinna. En el
teorema de factorizacién canénica para funciones en H” es fundamental la desigualdad dada en el Corola-
rio 1.50. Cuando f € N, esta desigualdad no es necesariamente cierta, y esto provoca la apariciéon de un factor
singular que es cociente de dos funciones internas singulares. Antes de enunciar el siguiente Teorema, convie-
ne definir el concepto de funcién externa para la clase N como una funcién F, holomorfa en D que admite
una representacion de la forma (1.2), con ¥ = 0y logy € L!(T) (no incluimos la condicién w € LP).

Teorema 1.53. Cualquier funcién f € N admite una factorizacion de la forma

; Si1(z
(1.6) f(2) =€V B(z) 518 by, zep,

S2(2)
donde e'" es una constante unimodular, B es un producto de Blaschke (el asociado a los ceros de f), S y Sz son
funciones internas singulares y F es una funcion externa para la clase N' (con v = f*). Reciprocamente, toda

funcion de la forma (1.6) pertenece a N'.

Demostracion. Sea f € N. Aplicamos su factorizacion de Riesz, f = Bg. Sabemos que |f| < |g| en D, que g €
N y no tiene ceros, que sup, T(r, f) = sup, T(r,g), y que |f*| = |g*| (en casi todo punto). Ademas log|f*| =
log|g*| € L'(T). Como g no tiene ceros en D, podemos considerar una rama holomorfa del logg en D, y por el
Corolario 1.42, log|g| € h!. Por tanto, por el teorema de representaciéon de funciones arménicas en k!, existe
ue M(T), tal que

. . T .
log|g(re™®)| = Pldul(re’®) = %f P O-ndu(, re'e.
/3

También, log|g| tiene limite radial log|g*| en casi todo punto, luego la descomposicién de dp(6) en parte ab-
solutamente continua y parte singular, y esta tltima, en parte positiva y parte negativa, resulta ser del tipo

du(®) =log|g* (™) d6 + do* @) — do~ (@).
Asi, por complecién analitica, existe y € R tal que

el 4z T oeity 4

it

1
¢ al dot@) - —
ezt_

logg(2) = iy + — f” % log|g™ ()] d0 + ! f” do~(0)
88 =T o ), z O8l& 21 )y eit — 2z 2n ) _qeit—z '

Por tanto, como log|g*| =log| f*|, tenemos la factorizacién anunciada en (1.6),

L [7 eitaz * (it L [T etz g -
ﬁf log|f* (e )|dte—— do™ (1)

__ell—z 2w | ell—z

f(2) =B(z) g(z) = eiYB(z) =elr B(z2) w

T .
1 ellyz + S2(2)
s P do ([)
-7
Supongamos ahora que f admite una factorizacién del tipo (1.6), entonces la parte F(z) g; Eg admite una

representacion en términos de una medida finita con signo del tipo du(0) = logl//(eie) d9+do* (@) —do(0),

cony >0,logy € L'(T), yo = 0" — 0~ una medida singular. Esta representacion es como sigue:

T,
1 e‘i+zd ¢
Fo 22 - ez”f—n e 0
S2(2)
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Observemos que la descomposicion en parte positiva y parte negativa, du = du* —du~, es del tipo du* (0) =
log" (%) dl + do*(0),y du~(0) =log” w(e"?)db + do~(0) db. Por tanto, teniendo en cuenta que log™ (ab) <

log* a+log* b, que |B| <1,y que |e?| = eR¢Z, concluimos que f € N
Sl(reig)
S, (reit)

e’ B(re'?) F(re'®)

1 r + i0 1 T +
T(r,f):Ef log™|f(re )|d6:§f log
-7 v/

b/
=0 1
1 ("o gf P60 - D du(t) 1 o1 g7
<— | log*|B(re'®)| +log* - < fp _ + e |
<2”f_n og*|B(re'’)| +log* € n d0<27, o) AO—0du*(1)do =u"(T)






Capitulo 2

Integrabilidad de la derivada de los
productos de Blaschke

Este capitulo lo dedicamos, tal como hemos anunciado en la introduccién, al estudio de las condiciones
que aseguren la pertenencia de las derivadas de los productos de Blaschke a determinados espacios de fun-
ciones clasicos en el disco unidad, en concreto a los espacios de Hardy H” y los espacios de Bergman AP. El
capitulo, por tanto, contiene, aparte de una seccién preliminar, dos secciones més con los resultados que se

obtienen a partir de restricciones sobre los ceros de los productos de Blaschke y hasta qué punto son precisos.

2.1. Resultadosy conceptos preliminares

En esta seccidon vamos a introducir conceptos y resultados preliminares que nos van a servir como herra-

mientas para desarrollar las siguientes secciones.

2.1.1. Automorfismos del disco unidad y la métrica pseudo-hiperbdlica

Sea B el conjunto de las funciones analiticas f : D — D, o sea, feBsiysolosi f esanaliticaenDy|f(z)| <1,

para todo z € D. Empezamos recordando el simple pero tremendemente ttil lema de Schwarz:
Lema 2.1 (Schwarz). Si f € B, ysi f(0) =0, entonces

2.1 If(z)l <lzl, zeD,
(2.2) If () =1.

Si se da la igualdad en (2.1) para algiin punto z # 0, o bien en (2.2), entonces f(z) = 'Y z, siendoy € R.

La prueba consiste en observar que la funcién g(z) = @ es analitica en D, pues en 0 presenta una singula-
ridad evitable, y luego, dado que lim sup|,—118(@)I =1, aplicar el principio del méximo.
Vamos a necesitar la forma invariante del lema de Schwarz debida a Pick. Sea a € D. Denotemos por 7, la

transformacion de Mobius
z+a

T,(2)= —.
a(2) l+az

Observemos que T, aplica el disco unidad en si mismo, y 0 en a. Ademas, su inversa es T_, v, al tratarse de una
transformacién de Mobius, T, preserva circunferencias de la esfera de Riemann (esto es, circunferencias o rec-
tas del plano complejo son transformadas en circunferencias o rectas del plano complejo). También preserva

angulos y simetrias con respecto a circunferencias de la esfera de Riemann.

35
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Lema 2.2 (Schwarz-Pick). Si f € B, entonces

f(Z1Lf(Zz) S|Zl—_Zz

1-f(z)f(z)! '1-2221
r@l
1-|f@f* 1o

(23) ‘ |r Z1, 22 € ID)

(2.4)

Si se da la igualdad en (2.3) para algtin par de puntos z, # z, 0 bien en (2.4) para algiin z € D, entonces f(z) =
e’V T,(z) para algiiny € R y algiin a € D.

La prueba consiste en aplicar el Lema de Schwarz a la funcion T_¢(;,) o f o T,,. Observemos que si en (2.3)
dividimos por |z — z2| y hacemos tender z; a zp, obtenemos (2.4) en z = zp.

Con ayuda del lema de Schwarz, podemos probar que los automorfismos del disco unidad, o sea, las aplica-
ciones conformes del disco unidad sobre si mismo, son tinicamente del tipo e’ T,,(z) para algtin y € Ry algtin
a € D. Dicho de otra manera, los automorfismos del disco unidad son las tinicas funciones ¢ € B tales que
satisfacen las igualdades en (2.3) y en (2.4):

2.5) o)~ pz) =| o | 21, 2 €D,
1-9(z)plz)! '1-22

!

(2) 1
(2.6) |(,0 | 5 = 5+

I-lp@|" 1-|4|
En el caso de tratarse de T_,(z) = IZ_;;Z, entonces (T_,)'(z) = (}:'E“ZI; y, por tanto, (2.6) se transforma en
_|Emapr_ 2_ ; oy (1=la?)(1-12P)

2.7) || = -1 = [ @] (- 12P) = T

Recordemos que los factores que aparecen en un producto de Blaschke son precisamente automorfismos
del disco unidad. Por eso estamos interesados en sus propiedades.

En primer lugar observamos que, para cada a € D y cada r € (0, 1), tenemos que Ta({lzl = r}) es una circun-
ferencia contenida en el disco unidad cuyos centro ¢ y radio R son féciles de calcular mediante argumentos
puramente geométricos a partir de las propiedades que cumple toda transformacién de Mébius: la linea recta
que pasa por 0y a queda invariante mediante T, y ademds es ortogonal a la circunferencia T,({|z| = r}). Por
tanto, el segmento

[, B := [Ta(—r Y, To(r )

es un didgmetro del disco T,(D(0,)), con lo cual su centro ¢ y su radio R vienen dados por

lal-r a lal+r a
1-rlal lal’ 1+r|al |al

1-r? olal®
= H(Tur ) ) = o a R=3| Tl ) - T )| = T

Ademds, se sigue de todo esto que la circunferencia Ta({lzl = r}) debe estar contenida en el anillo de centro 0y
radios |a| = |T4(-r ﬁ) |y 1Bl =|Ta(r |—Z‘) |. Dicho de otra manera, escribiendo |z| en vez de r, tenemos

|1zl —lal| z—a) |zl + lal
< <

(2.8) < — | =< ) z,a€D.
1-|allzl l1-az! 1+|allz|
Definamos ahora
21— 22
p(Z1,Zz):=IT-zz(zl)|=)T|, z1,22 €D,
1—Z2.Zl

y comprobemos que se trata de una métrica en D, conocida como la métrica pseudo-hiperbélica de D. Se ve
facilmente que es simétrica y que p(z1,22) = 0 si y solo si z; = z,. Para probar la propiedad triangular obser-
vamos primero que, por el Lema de Schwarz-Pick, las funciones en B son no expansivas con respecto a g, y
son isometrias (se da la igualdad en la anterior desigualdad) con respecto a p en el caso, y solo en este caso, de
automorfismos del disco unidad, o sea,

paratoda feB,  po(f(21), f(22)) < (21, 22), z1,2p €D,

déndose la igualdad en un (todo) par de puntos z; # 2z si, y solo si, f € B es un automorfismo del disco unidad.
Usamos esto tltimo para probar la propiedad triangular de g, de hecho probamos algo un poco mas fuerte.
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Lema 2.3. Para tres puntos cualesquiera zy, zp, z3 deD,

|Q(Z1;ZS)—Q(ZS,Z2)| 0(z1,23) +0(z3,21)

< <
elen2) = 7 0(22,23)0(23,21)

2.9) <
1-0(22,23)0(z3, z1)

Demostracion. El caso z3 =0 es la desigualdad (2.8). La mds general se sigue trivialmente de la invariancia de
o frente a automorfismos de D. 1

Una vez probado que p define una métrica en D, introducimos el conocido como disco pseudo-hiperbdlico
decentroaeD yradior € (0,1):

Ala,r)={z€D: p(z,a) <r} ={zeD: |T_qz| < r} = T4(D(0,1)),

2.1.2. Derivada angular en el sentido de Carathéodory

Diremos que f € B tiene derivada angular en el sentido de Carathéodory en { € T si f({) existe (como limite
radial o no tangencial) y tiene médulo 1y ademas existe f'({) :=lim,_1 f'(r{). Si f no tiene derivada angular en
el sentido de Carathéodory en ¢, adoptamos el convenio de Ahern y Clark [5], y escribimos | f'({)| = oo, lo que
no necesariamente implica que | f'(r{)| — oo cuando r — 1. El siguiente teorema recoge los resultados bésicos

sobre la derivada angular:
Teorema 2.4 (Carathéodory [9]). Si feBy{ €T, entonces
(@) 1f'Q)1 = lim =7,
(ii) Sif tiene una derivada angular en {, entonces f'({) = Zf(() |f’(() |;
(iii) Sifr,eBy fn, — f uniformemente en subconjuntos compactos deD, entonces
|[f'©] = liminf | £, ©)].
Para una breve introduccién al concepto de derivada angular y una prueba detallada de este resultado, nos
referimos a [28, Ch. 4].

Corolario 2.5. Si f y g pertenecen aB, y si¢p = f g, entonces

(2.10) ' QI=1f OI+1g' )1, paratodo{eT.

Demostracion. Consideramos un primer caso en el que tanto f como g tienen derivada angular en el sentido
de Carathéodory en { € T. Entonces, claramente, ¢({) existe (como limite radial) y tiene médulo 1, y ademas

lim|¢'rO)| = 1im| f'r) g(rO) + frO 8'(r DI = ') 8 + ) 8 Q).
Por tanto, ¢ tiene derivada angular en el sentido de Carathéodory en {. Ahora solo falta comprobar la igualdad
(2.10). Para ello, usamos (ii) del Teorema 2.4,
=1

'] =17 © @)+ OO =[O @] 8@+ F©T @8 ©||= K F© @I (£ @] + |8 @)

La demostracion del resultado quedaria completa considerando ahora solamente el caso en que f no tiene
derivada angular (en el sentido de Carathéodory) en ¢ € T. Entonces tenemos, por (i) del Teorema 2.4,

e @y 1100
o=l @l ym L

1—|1/i(;'()| < 1—|1<li(rr()|, dando lugar a que |¢'({)| = coy, en

Como f, g € B, resulta que || = | f gl < |f| y, por tanto,
consecuencia,

o' Q] = ©]+|g @ |
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Si f, g € B, diremos que g es un divisorde f si f = gh, para agin h € B.

Corolario 2.6. Supongamos que @,y @,, n=1,2,..., son funciones deB, y que ¢,, es un divisor de ¢ para todo n.
Si ¢, — @ uniformemente en subconjuntos compactos de D, entonces |, ({)| — 1¢'({)| para todo{ € T.

Demostracién. Observemos que, fijado { € T, el Teorema 2.4 (iii) implica que |¢'({)| < liminfl¢}, ()|, mientras
que el Corolario 2.5 implica que ¢’ ()| < |¢/, (O)I. i

Podemos usar este Corolario para dar una representacién de \B’ ) |, { €T, siendo B un producto de Blasch-
ke infinito (para productos de Blaschke finitos, lo que vamos a probar es trivial). Si {a,} es la sucesion exacta de
ceros de B, y escribimos B(z) =[], b, (2), siendo cada b,, el correspondiente automorfismo del disco unidad
que se anula en a,, entonces observamos que By = ]'[1,;7:1 by, N=1,2,...,son divisores de By que By — B uni-
formemente en subconjuntos compactos de D. Por tanto, por el Corolario 2.6, \BI’V(()| — |B’(() |, (€ T.Ademas,
por el Corolario 2.5, resulta que |B;V(()| = erY:l | b, (()|, { € T. De aqui se sigue que, paratodo €T,

N [e)
2.11) |B'@)| = lim |By(@)|= lim Y |b,@Q] =Y |b,@]=--=
N—oo N—’°°n=1 n=1

Observemos que para un producto de Blaschke B, la existencia de derivada angular en el sentido de Ca-
rathéodory en casi todo { € T es equivalente a la existencia del limite radial |B'({)| = lim,—1|B'(r{)| en casi
todo ¢ € T. Esto es debido al hecho de que, al tratarse de un producto de Blaschke, ya tenemos asegurada la

existencia de limite radial de médulo 1 en casitodo { € T.

2.1.3. Productos de Blaschke interpolantes

Una sucesion {a,} en D se dice uniformemente separada si existe 6 > 0 tal que

ap — am

>0.

(2.12) 1€11f H olam,an) = ur}fryl;[n‘ -7 a,

m#n

Observemos que toda sucesién uniformemente separada implicitamente satisface la condicién de Blasch-
ke (pues cada producto infinito debe converger). Otra de las caracteristicas de estas sucesiones es que real-
mente estdn bien separadas con respecto a la métrica pseudo-hiperbélica. De alguna manera nos dice que el
producto de Blaschke asociado a una sucesién uniformemente separada, al tener sus ceros bien separados,
debe presentar una “distorsién pequena”, o sea |B’| no debe ser “muy grande”, lo que, a fin de cuentas, debe
implicar una mejor integrabilidad de | B'|.

Esta es una de las razones por las que estudiaremos la integrabilidad de la derivada de productos de Blaschke
interpolantes, los cuales los definimos como productos de Blaschke asociados a sucesiones uniformemente
separadas. Veremos que, en general, mejoran los resultados obtenidos para los otros productos de Blaschke.

Las sucesiones uniformemente separadas también suelen llamarse interpolantes. El término interpolante
proviene del problema de interpolacion universal para H*, planteado por el matemético norteamericano R.
Creighton Buck. Este consiste en caracterizar todas las sucesiones interpolantes para H*, es decir, aquellas
{a,} tales que, para cualquiera que sea la sucesiéon acotada {w,} en C, existe f en H* con la propiedad de que
f(a,) = w, para todo n. Alrededor del afio 1958, tras soluciones parciales dadas por Walter K. Hayman [23] y
por Donald J. Newman [31], el sueco Lennart Carleson [10] resolvié el problema: {a,} es una sucesién univer-
salmente interpolante para H* siy solo si{a,} es uniformemente separada.

La derivada de un producto de Blaschke interpolante evaluada en cada cero estd intimamente ligada a la
cercania del cero a la frontera del disco unidad: cuanto mds cerca, mds grande es la derivada. La siguiente
Proposicién da fe de ello.

Proposicion 2.7. Sea {a,} una sucesion uniformemente separada con constante de separacion 6 > 0, esto es,
6 :=1infy, [1i;£13 0(an, ax) > 0. Sea B el correspondiente producto de Blaschke asociado a{a,}. Entonces

6 ,
(2.13) —— <|B'(ay)l =

< _ ara todo n.
1= [anP? 1—la,? "
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Demostracion. Observemos en primer lugar que la desigualdad de la derecha es cierta para cualquier funcién
en B. Esto es debido a que, por el Lema de Schwarz-Pick, para todo z € D, en particular para cualquiera de los

a, se tiene
1-|B(2)? 1
< .
1-|z|? 1-|z|?

Para probar ahora la desigualdad de la izquierda escribimos

|B'(2)| <

—an Z—an
——, sia,#0,
B(2) =[] bn(2),  dondeb,(z) =X lanl 1-anz
. z, sia, =0.
Entonces su derivada admite la siguiente representacion
B(=2)
B'(2)=)_ bi(2) —
Z bi(2)’
Observemos que cada By := b% = [1inzk) bn €s un producto de Blaschke con sucesion exacta de ceros {a, } k)
o sea, Br(ay,) =0 para n # k, y ademds, para ay, usamos la constante de separaciéon
s A — dn
(2.14) [Br(a)| = ] Ibn(ak)l— ]"[) =[] etan, ar) =z 6.
n=1,n# —anag n#k
Por tanto, evaluando |B’| en a,, podemos concluir el lema,
B =Y b .(ay) B =|b), B >0 |
| (an)| = ; w(@n) Bilan)| = | n(an)| | n(an)| = m

El caso es que esta relacion se puede extender a discos pseudo-hiperbélicos de centro a, y radio fijo.
Proposicion 2.8. Sea {a,} una sucesion uniformemente separada con constante de separacién 6 > 0 y sea B el
correspondiente producto de Blaschke asociado a{ay}. Entonces,

3
—lanl*> ~

Demostracion. Empezamos probando una desigualdad como la de (2.15) con a, reemplazado por z. Por un

(2.15) <|B'(2)| < para todozeA(an,g)ytodonz1,....

—Y
1_|an|2

lado, el Lema de Schwarz-Pick asegura que

2.16) |B’(z)|<1_|B(Z)lz< 1 zeD
' T o1-1z2 T 11—z’ )

Por otro lado, fijamos n y escribimos, como viene siendo habitual, B = [[; bx = b, B;,. Entonces su derivada,
= b|,B,, + b, B’, queda acotada por abajo como sigue:

2.17) |B'(2)| = |b},(2) By (2) + bu(2) B, (2)| = |b,(2)||Bn(2)| - |bn(2)| |B),(2)|,  z€D.

Nos disponemos ahora a estimar cada uno de los términos que han aparecido. Para ello, restringimos z al disco
pseudo-hiperbélico A(ay, 2).
En primer lugar, acotamos Ib;l(z)l con ayuda del Lema de Schwarz-Pick,

a2 _1-p(zan® _ 1-(§)°

1-
b, (2)| = > . zeA(an?2).
bn 1= 00 1- |z 1-|zl2 (@n.5)

3

Ahora, como pasaba en (2.14), tenemos |Bj,(a,)| = 6 por la propiedad de separacion. Asi que por la propiedad

triangular para la métrica pseudo-hiperbdlica y el Lema de Schwarz-Pick de nuevo, tenemos

6 26
|Bn(2)| = 0(0, Bn(2)) = 0(0, Bu(an)) — 0(Bn(2), Bu(@n)) = |Bn(an)| - 0(2,an) = & — 373 %€ Alan,$).

El tercer término es facil de acotar,

Wl

b (2)| = oz, ay) < zeA(an,3),
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al igual que el cuarto, de nuevo por Schwarz-Pick y la estimacién del segundo término,

2
1-1B,2)2 _1-(%) o
|B),(2)] = Clef S 1o zeA(an 5),
Todo esto, metido en (2.17), nos da
-3)3-50-3))] _@+2) s

2.18 B’ _[( =3 9752 ) Alan, 2).
( ) | (Z)i> l—|Z|2 1—|Z|2 >3 1—|Z|2 zE (an 3)

Juntando entonces (2.16) y (2.18), obtenemos

0 1

2.1 e <|B'(2)| = ) A(a, 2).
(2.19) 31_|Z|2<| (z)’<1_|z|2 zel(a,?)

Ahora es cuestion de relacionar (1 —|z|?) con (1 — |a,|?) cuando z € A(a, g) Para ello, hacemos uso del hecho

que A(an, ) es el disco euclideo Ty, (D(0,2)), donde Ty, (2) = T2,y que, por tanto, el punto de dicho disco

mds cercano ala frontera de D es T, (2 7at) y el més alejado de la frontera de D es T, (-2 7a47)- Por tanto,
2 (1-(9)) (1=-la,?) 1+2¢ ©@=<1)
1-1zf <1-|T,, (-5 2) _| £3)l(6 P~ ) — (1-lanl?) =" 2(1-lan?),
zeA(a §)=> | RE 3
N 112 21~ |14, (4 )] ()0~ 1anf) 1- (1=1an?) =" L (1= 1anl?)
—lz|°=1-|T,,(% = - > —la > 2(1-lanl®).
an\3 |ayl |1+ang|Z:|2 1+§ n 2 n

Introduciendo estas estimaciones en (2.19) llegamos a la conclusién deseada. |

El siguiente resultado de Carleson es fundamental en la resolucién del problema de interpolacién universal,
y ala vez, va a mostrarse ttil en nuestra tarea de dar condiciones necesarias y suficientes para que la derivada
de productos de Blaschke pertenezcan a los espacios de Hardy. Una demostracién se puede encontrar en [13,
Chap. 9].

Teorema 2.9. Si{a,} c D es una sucesion uniformemente separada y 0 < p < oo, entonces existe una constante
C >0 tal que para toda f € HP,

Y (1=laal)| fan|? = ClfI,,.

n
Construir sucesiones uniformemente separadas (interpolantes) puede no ser evidente, dada la condicién
que se le impone. Sin embargo, hay una familia de sucesiones que vienen caracterizadas por condiciones fa-
ciles de verificar y que constituyen una subclase bastante importante dentro de la clase de las sucesiones in-
terpolantes. Diremos que una sucesion {a,} < D es una sucesion exponencial en D si, una vez ordenada segin
modulo creciente, existe g € (0, 1) tal que

(2.20) l—lapil<qg(l-lanl), n=1

La siguiente relacion entre sucesiones interpolantes y sucesiones exponenciales fue probada independiente-

mente por Hayman [23], Kabaila, y Newman [31] (ver también Duren [13, Thm. 9.2]).

Teorema 2.10. Toda sucesion exponencial es uniformemente separada. Al revés, si una sucesion uniformemente
separada estd sobre un radio, entonces es exponencial.

Demostracion. Sea {a,} c D una sucesién exponencial (la suponemos ya ordenada segiin médulo creciente),
ysea g € (0,1) para el que se verifica (2.20). Por la desigualdad (2.8), tenemos, para n > k,

| ae | lanl —laxl __ (-lagh)-A-lan) _ (1-g""") A —tazl]
1-agan! 1-lagllanl  (L-lax)+laplQ—lag) ~ 1+ g™ F) QA=tagl)

y andlogamente para n < k. Por tanto,

‘ an — ag l—qk’” 1_an>(l;[ﬂ)2'

S S B LR S L

n=1, n#k 1 —agan
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lo que probaria que {a,} es una sucesién uniformemente separada, si es que somos capaces de probar que el
C 1-g" . . .
producto infinito [],, ﬁ es, de hecho, absolutamente convergente. Pero esto es cierto, pues la serie asociada

1-q"\ _ o _4q"
a (1- 17/7) =2 73 = es absolutamente convergente.

Supongamos ahora que {a,} es una sucesién uniformemente separada que esta sobre un radio de D. Pode-
mos suponer sin pérdida de generalidad que dicho radio es el segmento abierto (0, 1) y que la sucesién ya esta

ordenada segiin médulo creciente. Sea 6 € (0, 1) para el que se verifica

x a,—a
’n—k >0, paratodo k= 1.

n=1, n#k 1-aian

Esto implica que, para k=1,

— 0 —
Aj+1 — Ak > | dn_dk >4,
1-ararsr oy nzi 1 —akan
de donde se sigue que {a,} es una sucesién exponencial:
o+a 1-0)(1-a
l—aps <1- kU007 5602, |

1+6ak_ 1+6 ay

Cabe destacar que Newman [31] también consider6 el caso de una sucesién uniformemente separada y
contenida dentro de un dngulo de Stolz. En estas circunstancias puede probarse que dicha sucesién es unién
finita de sucesiones exponenciales.

2.1.4. Angulos de Stolz

Recordemos que el dngulo de Stolz S (0), de vértice e'% € oD y “apertura @”, con a € [0, %), se define como la
envolvente convexa cerrada del disco D(0, sen a) y el punto {e}, excluyendo este tltimo punto. Esta definicién
puede resultar incémoda a la hora de trabajar con ella. Por ello, vamos a definir otro tipo de regiones, que
también vamos a llamar angulos de Stolz, y que, en cierto modo, van a ser equivalentes entre si: Para e'? €
0D y para o = 1, (re)definimos el dngulo de Stolz, denotado ahora como Q4 (), o también Qg(eie), o incluso

simplemente Q,; cuando e® =1, como

2.21) Qp0):={zeD: |e —z| <o (1-1zl) }.

Observemos de nuevo que los radios son regiones de Stolz con o = 1. Lo primero que hacemos ahora es com-
probar que ambas regiones son equivalentes.

Proposicién 2.11. S (0) < Q,(0) donde o = H0L,

Demostracién. Escribamos z € Sy (0) como z = (1 — t)w + te'?, para algin ¢ € [0,1) y algin w € D(0,sena).

Entonces
e —z| =|e” ~(1 - Hw-te®| = (1 -1 - wl<(1-1) (1 +sena) lel —z] 1+sena
< -
1-lzl=1-|0-nw+te|=1-1)-1-1)|wl=1-1) (1 -sena) l-|z|  I-sena

Proposicién 2.12. Q,(0) c S, (0), donde a = arc cos(%).

T
2
pérdida de generalidad que e’ = 1. Para probar que z € S, basta asumir que |z| = sena y que al escribir z

. N .
Demostracién. Tomemos a = arccos = € [0,%), con lo cual cosa = 1 y sena = YZ=L. Podemos suponer sin

como z=1-(1-2):=1-se'?, entonces debe ser s<cosay|g|<a.
Empezamos viendo que s:=|1 — z| < cosa. Como z € Q; y |z| = sen @, entonces

0%-1 1 1
s=|1-zl<so(l-|z])<so(l-sena) =0(1——) =0-Vo?-1=———= =< —=cosa.
o og+Voi-1 O
Ahora del hecho de que s =1 - z| < o (1 —|zl) se sigue que
; ; s
1-scosg =Re(l-se'?) < |1-se'?|=]zl<1-—,
o
s )
de donde scos¢@ = - = scosa y, en consecuencia, |¢| < a. [ |
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Esta definicién de dngulo de Stolz resulta ser mds comoda de manejar. Observemos que si una sucesién de
Blaschke estd contenida dentro de un dngulo de Stolz, Q;(0), entonces, por el Teorema 1.13, el producto de
Blaschke B asociado a dicha sucesién admite una extensién meromorfa a todo C ~ {¢?%}, lo cual induce a pen-
sar que, en comparacion con otras situaciones mds “normales”, que B’ debe presentar una mejor integrabilidad
cerca de la frontera del disco unidad, ya que el inico punto donde puede haber un comportamiento mds caé-
tico es e, Esta es una de las razones para estudiar la integrabilidad de derivadas de productos de Blaschke con
ceros en un angulo de Stolz, que sin pérdida de generalidad, siempre supondremos que el vértice es 1.

Damos a continuacién una serie de resultados que nos serdn de utilidad en lo que queda de texto. En primer
lugar, observamos que, considerando un pequefio angulo de Stolz {az: a € Qs}, con punta en un determinado
z € D, entonces los puntos de esta regién, az, son equiparables, en cuanto la distancia a 1 se refiere, con los

correspondientes puntos radiales, |a|z.
Proposicién 2.13 (Vinogradov [39]). Sio € [1,00) entonces

1 l1-az _
(2.22) — < |—‘ <2+o, paratodozeD ytodoae Q.
2+0 " |1-]alz|

Demostracion. Sean |z| <1y ae€ Qg, entonces a también estd en Q y, por tanto,

|1-az| _ |1-lalz+z(lal-a) - |1-lalz| +|z(lal-a)| - [(lal-1)-(a-1)|
|1-lalz| [1-lalz| - |1-lalz| - |1-lalz|
(1-lal)+|1-7] Sl+(1—|a|)+|1—a| coi
1-lallzl 1-lal

La desigualdad de la izquierda se prueba de la misma forma:

|1-lalz]| ~ [1-az+z(a-|al)| - |1-az|+|z(a-lal)| 14 |(@-1)-(lal-1)|

|1-az| - [1-az| - [1-az| |1-az|
S Ll Ul ) NS Lt el G 1) PO i
1-lal|z| 1-lal

Usamos este resultado para probar que todos los puntos de una pequefia regiéon de Stolz con punta en z,

{ﬁz ae QU}, distan de 1 al menos tanto como el mismo z.

Proposicion 2.14. Sio € [1,00) entonces existe una constante Ky > 0 tal que

(2.23)

1-2z _
)1 — |5Kg, para todo zeD y todo a € Q.
-az

Demostracion. En primer lugar, consideramos el caso en que a esreal y0 < a < 1. Sea

S(z2) = 1-2z

l-az’

Teniendo en cuenta que S es una transformacién de Mébius con coeficientes reales, que aplica el disco unidad

1 1 2

o T2 )» €l cual estd incluido en el disco D(0, 1= ), tenemos

conformemente sobre el disco D(

<— <2, zeD,0<a<l.
l1+a

)1—z| 2
l-az!™

Ahora, para a € Q arbitrario, usando la Proposicién 2.13 y el caso anterior, obtenemos

1-2z 1-2z 1-|alz —
‘ = |—( H — ‘52(2+0) =:K,, zeD. 1
l-az 1-|alzll 1-az

A continuacién vemos que si un dngulo de Stolz se agranda cambiando cada punto a de la regién por todo
un disco pseudo-hiperbdlico de radio fijo, A(a,d), entonces la regiéon obtenida sigue estando dentro de un

angulo de Stolz.
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Proposicién 2.15. Dadoso =1y0< 6 <1, existeo > o tal que

U Aa,6) =z,

acQq
de donde concluimos trivialmente que p(z,Q;) = 6 para cada z € D ~ Q.

Demostracion. Fijemos a € Q;. Entonces tenemos que |1 —al < a(l - Ial). Recordemos que A(a,0) es el disco

1-62 0o A-laP
52 @Y radio r = 5%

muestran que |1 -z|<|l1—c|+7r,yquel—|z|=1—]|c|—r, luego

euclideo de centro ¢ = 6. Por tanto, para z € A(a, r), consideraciones geométricas

|1_ 1-52 a‘+ 1-la’_ 2 12 2 2
11—zl _11—cl+r _ 1-6%|aP 52ar © _ |1-6%lal® —a+6%a|+(1-1al®)6

—lzl T 1=lcl—71 _52 —|al? - 21412 2 2
1-lz| ~ 1—|c|-r 1—1_152‘Ta|2|a|—11_5|2‘|1;|26 1-62%al? —|al+6%al - (1-al?) 6

_|(1—a)+62a(1—m|+(1—|a|2)5<(1+62|a|)|1—a|+2(1—|a|)6
C (-la)(1+82lal)-(1-1a2)s ~ (1+62lal-6-6lal)(1-]al)
(1+6%)0+28)A~lal) _ (1+6)?
< = g.
(1-6)(1-dlah (1 ~lal) ~ (1-6)?

(1+6)% |

Esto prueba que podemos tomar o = =62 -

2.2. Pertenencia de la derivada a los espacios de Hardy H”

2.2.1. ;Qué podemos esperar?
La cuestion central es: Dado un producto de Blaschke B,
sSe verifica que B' € HP, para algiin p > 02

Por supuesto, si B es un producto de Blaschke finito, entonces B es holomorfa en un entorno de D, luego B’
también y, por tanto, B’ estd en todos los espacios H”. Asi que esta cuestion solo tiene sentido preguntarla
cuando el producto de Blaschke es infinito.

En esta direccién, para empezar a dar respuesta a esta pregunta, recurrimos al siguiente Teorema de Priva-
lov (ver Duren [13, Thm. 3.11]), caracterizando las funciones holomorfas sobre el disco unidad cuya derivada

estaen H'.
Teorema 2.16 (Privalov). Sea f una funcion holomorfa en D. Son equivalentes:
() f'eH.
(i) f admite una extension continua aD y, sobre la frontera 0D, f (eie) es absolutamente continua.
Consecuencia inmediata de lo anterior es el siguiente resultado.
Teorema 2.17. Sea B un producto de Blashke infinito, entonces B' ¢ H'.

Demostracién. Basta ver, por el Teorema de Privalov, que B no admite extensién continua a D. Para ello, su-
pongamos por reduccién al absurdo que B admite una extensién continua a D, entonces, como B tiene limite
radial de médulo 1 en casi todo punto (Teorema 1.43), debe ser que |B(ei9)| =1 para todo 6. Por otro lado, B
tiene un ndmero infinito de ceros, luego deben acumularse en al menos un punto de dD, luego, por la supuesta
continuidad de B en D, deberia ser B = 0 en ese punto de la frontera, contradiciendo que | B| = 1 en todo punto
de oD. ]

Corolario 2.18. Para cualquier producto de Blaschke infinito, B, se tiene B'¢ |J HP. |
p=1

Volvamos a formular la cuestién central con méds precisién: Dado un producto de Blaschke infinito, B,
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sSe verifica que B' € HP para algin p <12

La respuesta es que en general no se puede afirmar nada. Existen productos de Blaschke infinitos tales que
su derivada no estd en la clase de Nevanlinna y, por tanto, en ningtin espacio de Hardy. Este es un resultado
de Frostman [15]. Recordemos que la férmula (2.11), y el comentario justo después, nos dice como calcular el
limite radial de |B’| en un punto de D,

B S el
n=1 |[ —an |2 ’ '
Asi que si {a,} es una sucesion de Blaschke tal que ), \}:‘anlz = oo para casi todo { € 0D y B es el producto de

Blaschke asociado a {a,}, entonces B’ deja de tener limite radial finito en casi todo punto de dD, provocando
que B’ no pueda estar en la clase de Nevanlinna, porque de estar en ella, tendria que tener limite radial finito en
casi todo punto de la frontera del disco unidad. Para dar un ejemplo mds concreto nos basamos en el siguiente
resultado de Ahern [1].

Teorema 2.19 (Ahern, 1979). Sea E un subconjunto cerrado de T (identificado con [0,21)). Sabemos que su
complemento es entonces unién a lo sumo numerable de intervalos disjuntos dos a dos, T~ E = U, I,;, donde
cada I, es del tipo I, = (a,, Br). Supongamos que se satisface

1

(2.24) Y Bu—an =21, y Z(ﬁn—an)logﬁ =
n n

n—Qn
Entonces existe una sucesion {a,} c D satisfaciendo las siguientes propiedades:

(i) El conjunto de puntos de acumulacién de {a,} estd contenido en {eie : 0 € E}.

(i) X,0-lay)?® < oo, para todo a > %

(iii) EI producto de Blaschke B asociado a {ay} es tal que B' ¢ N.

Demostracion. Escribamos ¢, := (8, — a,). Por (2.24), tenemos Y., ¢, =2n, 5., ¢n logé = oo. Esto dltimo
implica que hay una cantidad infinita de I,,’s y, por tanto, ¢,, — 0, para que la suma sea finita. Ademads, podemos
encontrar una sucesion {4} < (0,1], con limé, = 0y tal que

1
(2.25) Y 6nlylog— =oo0.
0 ln

Definamos ahora, paran =1,
ap=(01- éi_‘s") el

Observemos que (i) se verifica trivialmente ya que, al tener (1 — 23[5”) — 1yal estar cada a, en el radio que
termina en e’®", el conjunto de puntos limite de {a,} estd contenido en el conjunto de puntos limite de {e/®"},
y éste estd en {e¥ : 0 € E}, puesto que E es cerrado.

También se verifica (i): Sea a € (3,1). Como (2-6,)a — 2a > 1y ¢, — 0, existe N, € N tal que (2—&,)a > 1
y ¢, <1 paratodo n = Ng, luego,

Y A-lagh®= Y ¥ <Y ¢, =27
n=Ng n=Ng n

Para probar (iii), escribimos a;,, como a; = rpel® conr,=1- Zfl_é", y recurrimos a la férmula (2.11) yala

estimacion del Lema 1.8,

- lln\ = |1—e*“9an|2 =(1- rn)2+4rnsen2(“"2_9) <(1- rn)Z + (an_g)z_

Entonces, para 0 € I, siendo k tal que ¢ < 1 (lo que ocurre siempre a partir de un ky en adelante), tenemos
que (ai —6)* < £2 y, por tanto,

2 (2-61)
1 - rn 1 — rk []C

1¢,i0 o 1 1
|B'(e')| =) D 5= 5 02 Z aeen 2 2 26 08 2 300
i let? —apl? — (L=r? + (@ —0)* — g2E70n g2 p270k 4 g0k 20k
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de donde se sigue que

f log* |B’(ei9)| dod = (-log2)¢ + 5k€k10gg_lk»
Ii

y, en consecuencia, como Y., ¢, = 27 y por (2.25), concluimos que B’ ¢ N:

f log*|B'(e")|d0 = Y f log*|B'(e%)|d0 = Y (~log2)ly +06ilklog X = co. ]
T k=ko Ik k=ko k
Corolario 2.20. Existe un producto de Blaschke infinito, B, con sucesion de ceros asociada, {ay}, satisfaciendo:
i lim a,=1,
n—oo
(i) Y, —]a,N® < oo, para todo a > L
(iii) B’ ¢ N.

Demostracién. Dado que la serie de términos positivos Y ;=2 #gzn converge, definimos, paran =2, ¢, =
_c_
nlog’n
los I, definidos como I, = (ap, an+ €y+1), donde a1 =0y @y = ¥ k<m £k, 1 = 2. Obviamente E = T~U, I, es

, donde c es una constante positiva para que Y ,>2 ¢, = 27. Estas van a ser las longitudes de los interva-

un conjunto cerrado de T con un tinico punto de acumulacién, 27 =0 en T. Ademds,

1 c nlog®n c 2cloglogn—clogc
l,log— = = +
"R, nlog®n T nlogn nlog’n

que claramente no tiene suma finita. Considerando ahora la sucesién {a,} construida en el Teorema anterior,
obtenemos el resultado deseado. |

2.2.2. Lafuncién fp

El resultado anterior liga, en cierto modo, la integrabilidad de la derivada de un producto de Blaschke, con
la integrabilidad de la funcién que aparece en la férmula (2.11). En esta seccién vamos a ver que efectivamente
esarelacion es asi.

Sea B un producto de Blaschke con ceros dados por a,, = r,e'%7, donde 6,, han sido escogidos en la rama
principal del argumento, 8,, € [, ). Siguiendo Ahern y Clark [5], definimos la funcién fz como

1_
frO=Y Tn

A=r2s@=p2 €T

la cual va a ser de gran ayuda més adelante para producir algunos ejemplos ilustrativos.
Lema 2.21 (Ahern-Clark, 1974). B’ € H? si, y solo si, fg € LP.

Demostracion. Volvamos a usar la identidad (2.11), junto con la estimacién del Lema 1.8, para obtener

f5@=Y L= <y L=y =|B'(e"?)]
n (l_rn)2+(9_9n)2 - n |ei9_an|2 ’

de manera que si B € H”, lo que equivale a decir que B'(e'?) € L?, entonces fz € L.

Supongamos ahora f5 € LP. Escribimos B = Bo-l'[‘i‘:1 B;, donde B contiene los ceros de B de médulo menor
que %, y cada factor B;, i = 1,...,4, tiene sus ceros en un trapecio circular de apertura como mucho % Sera
entonces suficiente demostrar que la derivada de cada uno de estos factores pertenece a H”. Con By no hay
ningtin problema, ya que se trata de un producto de Blaschke finito. Para tratar con los otros cuatro factores

de manera unificada, suponemos, sin pérdida de generalidad, que B es un producto de Blaschke cuyos ceros,

% se encuentran en el trapecio circular {re?? e D : -2 <0 <% rz 4} Hemos de probar que si

_ i
a, = rpe <4
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fB € LP(—m, 7], entonces B’ € HP, o, equivalentemente, haciendo alusion a la identidad (2.11) y al comentario
de después, hemos de probar que la siguiente integral es finita:

1_
B'(e)|P do = f f / D+ (II
f | (e )| (;|el9 et9n|2 6\< n n>|6|> ” =D +UD.

Para tratar la integral (I), observamos que |e’ — a,|* = |1 - r,e/@~?|* y que, para 6] < Sayl0a <%,

tenemos |0 — 0, < 10|+ 0, < %n + % =1, lo que nos permite usar la siguiente estimacién del Lema 1.8:

. (rp=
e —a,|* = (1 -1y 2420-0,)" = EH[A-r)?+0-00)7],

de manera que nos queda
37[ 3

_ 1 (1+rn)(1—rn) p P 2 1-ry p _ 2p a7 p
(I)_f—s (ZW) ‘”’st [ ;(1_rn)2+(e—0n)2) ao=r [ Tn@F d0 <o

3 VT -5 ey

w

4

En cuanto a la integral (/1), observamos que si 7 = |0| = 47[ vy <Z 1 entonces

3 T T 3
=Zn—zs|9|—|9n|s|6—6n|s|6|+|9n|sn+Z<5n,

NS

lo que implica que cos(f —8,) < 0y, por tanto, que

) 2
‘ele— rpelfn| = 1+r,21—2rncos(6—6n) > 1+r,21 >1.

De ahi que, usando que {a,} es una sucesion de Blaschke,

1-r2 p p
I = - n_ de_f 2y 1- do ) |
(1) fﬂzlelzin(zle,g_rne,gnlz) < mngn( [ jah))”d6 < oo

n

2.2.3. Lacondicién C,_, implica B' € H?

La restriccién impuesta en esta seccién s6lo considera el valor absoluto de los ceros, en general este tipo de
restricciones nos da resultados unidireccionales, veremos en otras secciones que los resultados reciprocos se
obtienen anadiendo otras condiciones.

Para a > 0, diremos que una sucesién {a,} c D satisface la condicion C, si

Y (1-1anl)” <oo.

n

Notemos que si {a,} es la sucesion de ceros de un producto de Blaschke entonces satisface (1 —|ay|) < oo, lo
n
que implica que para cualquier « = 1, se tiene necesariamente }_(1—|a,|)* < co. La propiedad C, es interesante
n
cuando 0 < a < 1. Antes de usarla, veamos un lema previo que nos permitira estimar las integrales que nos

encontraremos en esta seccion. Su demostracion, o parte de ella, puede encontrarse en muchos lugares, como
por ejemplo en [13, p. 65; 24, Thm. 1.7; 38, p. 226]

Lema 2.22. Paracada0<r<1,

C ;r ] 1)
(2.26) ﬁnm_ Clog 1=, siy=1,
Cy), siy<l.

Demostracion. Por simetria, tenemos

n do n ao 4 ao
[ o )
- [1=-re’|r 0 (1472- E o (( z

2rcos6 1-7r)?+4rsen? %)
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En todos los casos usaremos las estimaciones que se encuentran en el Lema 1.8. Para y < 0, no hay nada que
hacer. Para 0 <y < 1, tenemos

4 do 2 n dao z do 4
LY S N LT Y P
—n [1-relf|y o Jgll-relr o (Beyr  Jz
Y

Cuando y = 1, tenemos

n do 1-r 3 m do
f—_:z([ +f +f |
—n |1—rel|y 0 1-r Jz |1 —-reifyy
1-r 4o 7 de m Clog -, siy=1,
szf —+2f2 = +2ﬁd65 gl"l .Y ]
0 1-r 1-r (70)7 > C(Y)W, Sl')/>]..

El siguiente resultado se debe a Protas [34], y su demostracion es sencilla, més atin si utilizamos la maqui-

naria de derivadas angulares en el sentido de Carathéodory introducida por Ahern y Clark en [5].
Teorema 2.23 (Protas, 1973). Supongamos que B es un producto de Blaschke con sucesién de ceros {a,}.

0 Siy,(1- Ianl)l_p < oo para algiin p € (%,1), entonces B' € HP. O sea, {ay,} satisface C\_p,, para algin
p€(3,1), implica B' € HP.

i) Si¥,(—lan)? logm < 00, entonces B' € H?.

Demostracion. Segun la identidad (2.11), el hecho de que p < 1 (para introducir el exponente dentro de la
suma), y el lema anterior (para el caso y =2p = 1), tenemos

o T 1=lan? \p
B'(e" ”d@:f ————)"do
[ eao= [ (v 5
(1-1anl)”
C -1
<Y (-lanl) [ s AR
n _nll_a”e_lelzp CZ(1—|an|)%log1 |1 | Sip:%
7”71' .
n

sip>1,

A

Las hipétesis se encargan de concluir el resultado deseado. |

Cabe preguntarse c6mo de preciso es el resultado que acabamos de probar, jes posible eliminar el factor
logaritmico en el apartado (ii)?. La respuesta es que no.

Teorema 2.24. Existe un producto de Blaschke B cuyos ceros {ay} satisfacen Y ,,(1—|a,|)''? <oco y B' ¢ H'2.

Demostracion. La forma de construir el ejemplo que damos a continuacion se basa en el Lema 2 de Ahern 'y
Clark [6]. Empezamos fijando a € (1,2). Nuestra sucesion {a,},>» va a venir dada por

(o)

y On=) dj”

a,=01-d )em”, donde d,,=———
" 8 " n2log?n i=n

En primer lugar observamos que la definicién de la sucesion tiene perfecto sentido ya que

1

o0
d?=y — <~
er::z " Zn: nlog®n
Por otro lado, observemos que a,, — 1 yaque d,, — 0y 8, — 0. Ademas, lo anterior nos dice que la sucesion {a,}
satisface ), (1 — la,)'? < co. Asi que solo hemos de probar que el producto de Blaschke B, asociado a {a;}, no
estd en H'/?, que es lo mismo que probar, segtin el Lema 2.21, que f3 ¢ L'/?, donde

00 d,

0 = —_—.
L n;zd,%ﬂe—en)z
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Para Opy.1 <60 <0y, tenemos

On
[ psorzan=[" (S
On+1

)I/ng
ON+1 ‘n= 2d2+(6 971)2

On dy 1/2 2 Udy 12 12 SNy
A 7 Y R
Oy vdy+ (0 —0N) o 1+ ()2 0 1+ x?

=d11\,/2arcsenh(—9N;9N+l):dll\,/zarcsenh(d;,”z) dy?log(dy!'? +1/1+dy)
N

log(Nlog® N) 1 ( aloglogN)
Nlog®N  Nlog®'N logN /'

> d)?log(dy'"?) =

Ahora, como el paréntesis del dltimo término tiende a 1 cuando N — oo, entonces existe Ny € N que asegura

que 1+ al(l)f;])\?N > % para todo N = Nj. Con esto, obtenemos que, para N = Ny yOn+1 <0 <0,
f F2@'2do=* 1_ 1
On-+1 2 Nlog® ' N’
Asitenemos que, graciasaque a € (1,2) yaque ), W =00,
fz”fB(muzdez i GN 302 d6 = i 1t . |
0 N=NoJOn+1 NN, 2 Nlog® ' N

2.2.4. Productos de Blaschke interpolantes para el reciproco

En este apartado vamos a conseguir el reciproco de la primera parte del Teorema 2.23, a condicién de

asumir que la sucesién de ceros es uniformemente separada.

Teorema 2.25 (Cohn, 1983 [12]). Si{a,} es la sucesion de ceros de un producto de Blaschke interpolante B tal

que B' € HP para algiin p € (3,1), entonces {a,} cumple Cy_.

Demostracion. Esto es inmediato a partir del Teorema 2.9 y la Proposiciéon 2.7:

I1B'1%; 22 —lanl)|B'(an)|” Z Y (1 -lanl) (1 - lanl)"". i

Nora. Cabria pensar que para un producto de Blaschke interpolante B, cuya sucesion de ceros satisface C;—p,
con p < %, podria darnos la pertenencia de B’ en HP, siendo p < % Sin embargo, un resultado tan general
no puede ser cierto: Peldez [32, Thm. 3] probd que el ejemplo que se da en nuestro Teorema 2.24 es también
un producto de Blaschke interpolante, o sea, probé que existe un producto de Blaschke interpolante, B, con

. . . 1
sucesion de ceros satisfaciendo C, ytal que B’ ¢ Hz.
2

2.2.5. Ceros en un dngulo de Stolz implica B’ €N p<iH

Aqui vamos a ver qué pasa cuando restringimos la ubicacién de los ceros de un producto de Blaschke,
concretamente a un angulo de Stolz. Segiin comentédbamos en el apartado de Angulos de Stolz, un producto de
Blaschke con ceros en un angulo de Stolz con vértice en e’ admite una extensién holomorfa a todo un entorno
de D~ {e'%}. Luego es de esperar una mejora en la integrabilidad de la derivada del producto de Blaschke. Los
resultados siguientes estdn probados por Girela, Peldez y Vukoti¢ en [20, Thm. 2.3], aunque ellos se lo atribuyen
aAherny Clark (5, Thm. 12 y Thm. 8].

Teorema 2.26. Sea B un producto de Blaschke con sucesién de ceros {a,} contenida en un dngulo de Stolz. En-
tonces

N H".

0<p<%
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Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que el dngulo de Stolz tiene su vérticeen z =1y
que es del tipo Q, para cierto o = 1. Tal como hemos visto en la prueba del Teorema 1.10, la funcién f% (2) =

1
ﬁ estd en HP paratodo p < %, yno estd en H2. Asi que basta probar que

1
B@IST—s  2€D.

Utilizando la notacién habitual, B =[],, by, B, = bﬁ tenemos

’
n

1-la,? 1-lay
IB'(2)] = Zb;(z)Bn(z)\sZ|b;(z)|=Z%sszzﬂ
n n n n

[1-an,z —~1-d,z®

Aplicamos ahora la Proposicién 2.14, junto con que {a,} es una sucesion de Blaschke, para obtener el resultado

deseado:
1-z

l1-a,z

|1-2)°B'(2)] =2) (1-lan))
n

2
<2k, Y a-la:=c. |
n

El ejemplo que sigue nos asegura que este resultado es preciso.

Teorema 2.27. Existe un producto de Blaschke B, con ceros en el radio (0,1), tal que B’ ¢ H 2. Mds concretamente,

1
el producto de Blaschke con ceros a, =1 — , n =2, no pertenecea Hz .

nlog? n

Demostracion. Segun el Lema 2.21, basta ver que fp no pertenece a L%, donde fp es

3

& 1/(nlog
fB(t):ZM:

1 (n2logtn)+ 12 4

nlog® n
51+ 2n2loghn’

Dado que la funcién x log® x, x = 1, es creciente, podemos encontrar, para ¢ > 0, el tinico niimero mayor que 1,
U, con la propiedad de que
t,utlogzut =1.

Entonces, tenemos

(2.27) fa(t) = 1 Y nlog?n=pilog” ;.

2sn<y;

La segunda equivalencia necesita justificacién. Por un lado, tenemos

Y n log? n < (u; —1) g log? p; < uf log? ;,

2snspy

mientras que, por el otro lado, tenemos,

2
7 log? 4t
Y nlogin= Y nlogznzz—ztlogzut— %8 5 u2 log? ;= C u? log? py.

5 T 4log?
2<n<p,; %snsyt 2 8" Mt

Se puede escribir entonces

1
12 = Cuyl = ,
fa(2) welog g Hlog i

siendo C una constante positiva fija. Si consideramos la definicién de y;, tenemos
1
logu;+2loglogu; =log P
de donde se sigue que log 1 =< log %, cuando ¢ — 0. O sea, existen entonces constantes positivas a y f, tales que

fB(t)% =

T paratodo f € (0, fp].
tlog;

Todo esto nos dice que fp ¢ L3

21 to 1
f fB(t)Uzdtzaf -dt=oco. |
0 o tlogs
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2.2.6. Ceros en un dngulo de Stolz e interpolantes implica B €N p<1H p

Vamos a ver a continuacién qué pasa al combinar mds de una restriccién de las que acabamos de ver. Es de
esperar una mejoria en los resultados obtenidos por separado. Empezamos mezclando sucesiones interpolan-
tes dentro de un dngulo de Stolz. Este resultado también es de Girela-Peldez-Vukoti¢ [20].

Teorema 2.28. Sea B un producto de Blaschke interpolante cuya sucesion de ceros estd contenida en un dngulo
de Stolz. Entonces B' € HP para todo p < 1.

Nota. El Teorema 2.17 nos dice que esto es lo mejor que se puede obtener para la derivada un producto de
Blaschke.

Demostracion. Sea {a,} una sucesién uniformemente separada y contenida en un dngulo de Stolz. En su ar-
ticulo de 1959, Newman [31, a lo largo del Thm. 3] demostré que {a,} es unién finita de sucesiones exponen-
ciales y, por tanto, {a,} cumple C;_j, para todo p € (%,1). Esto, a su vez, nos dice por el Teorema 2.23, que
B’ €Mp<1 HP. |

2.2.7. Ceros en un dngulo de Stolz satisfaciendo C, implica B' €N peil HP

Para terminar esta seccién, mezclamos a continuacion la condicién C, junto con la de estar en un dngulo
de Stolz.

Teorema 2.29 (Ahern-Clark, 1974 [5]). Sea B un producto de Blaschke cuya sucesion de ceros {ay} satisface la
condicion Cy, para algtin a € (0,1]. Supongamos, ademds, que esos ceros estdn contenidos en un dngulo de Stolz.
Entonces
B'e [ H".
0<p<

1+a

Nota. El caso a =1 fue visto en la subseccién 2.2.5.

Lema 2.30. Sea{an} una sucesion de Blaschke contenida en el dngulo de Stolz Q. (con vérticeen1). Si B y P son
los productos de Blaschke asociados a {an} y {|as|}, respectivamente, entonces

|B'()] =|P'?)], e?eop~{1}.

Demostracion. En primer lugar hemos de darnos cuenta que, por el Teorema 1.13, tanto B como P admiten
extensiones holomorfas a un entorno de D ~ {1}. Escribamos ahora a, = rneieﬂ € Q4. Por la Proposiciéon 2.13,

tenemos, para todo 6 y todo n,

|1 — rye!@=0n)|

2.28 2 —_—
(2.28) @2+0)! 7]

<2+o0.

por otra parte, por la representaciéon de |B’(eie)| obtenida en (2.11), tenemos

pen)= § Sy ) e
n=1 |el9 e“9n| n:1|1—rne"(‘9‘9n)|2’ n=1 r,l|2 rz:l\l—rnei‘-"2

Entonces, al juntar todo esto con la estimacion (2.28), obtenemos el resultado deseado:

. ) . 00 _ 2
2+0)7 P ") = Z M <|B'®)|< Y (I-ry )(%+a)
n=1 ’ - ne19| = |1_rn619|

Demostracion del Teorema 2.29. Por el Lema 2.30, podemos permitirnos considerar que a, = 0. Hemos de

=2+a)|P'(e")]. |

probar, segtin el Lema 2.21, que f € L” paratodo p < ——, donde f3 viene dada en este caso por

1+a’
x 1-r,
0) = P ———
/0) n;l (1-ry)%+062
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Considerando la desigualdad x17% <1+ x%, tenemos

rO=Y oy ey Y-,

7] 92+(1_rn)2 — 02[(1 rn) +1] m 92(1 rn)l a g1+a

de donde se sigue, dado que Y, (1 — r,)* < co (porque {a,} cumple C,), que fp € LP para todo p que satisfaga
1+a)p<l, osea,parat0d0p<1+a |

A continuacién vemos que este resultado es también preciso.

Teorema 2.31 (Mashreghi [28, Example 8.18]). Dado 0 < a < 1, existe un producto de Blaschke con sucesién de
ceros {ry} en el radio (0,1), que satisface la condicion C, y, por tanto, B' € ﬂo<p<% HP, pero tal que B' ¢ Hma.

., .2 .. . - 00 1
Demostracion. Sea {¢,} < (0,1) una sucesion positiva y decreciente tal que €, = €,41 Y X5 g e T < oo. Por
En

ejemplo, €, = zl" sirve. Sea my, la parte entera de gogﬁ, y escojamos m, elementos del intervalo [1—¢,,1 -
En

a
711

€n+1), por ejemplo, todos ellos iguales a 1 — €,,. Construimos de esta manera la sucesion {r,}. Entonces

(e 0]
1
Z(l—rn)a Zmns ZT“<OO
n=1 —1log
Sin embargo, cuando €41 < 0 < €y, tenemos
f5(6) = i 1- oXo: mpé€p mNEN - my _ 1 _ 1
= l(l—rn)2+92 o En+02 £N+62 2N (enlog L)  (6logd)"*®

por lo que fp QLﬁ y, en consecuencia, por el Lema 2.21, B' ¢ Hﬁ. |

2.3. Pertenencia de la derivada a los espacios de Bergman A”

Igual que en el apartado anterior se considera la misma cuestién para los espacios de Bergman.

Definicién 2.32 (Espacio de Bergman). El espacio Bergman A” es el espacio de todas las funciones holomorfas

en D tales que

1/p
1= ([ 1r@rasa)"” <co, 0<p<os
donde dA(z) = %dx dy eslamedida de drea de Lebesgue normalizada en D.

Estos espacios también forman una sucesién decreciente de espacios conforme p aumenta. Un resultado
clasico de Hardy y Littlewood [22] nos dice que H” c A%P y que esta inclusién es continua con norma del
operador inclusién igual a 1, (ver Vukoti¢ [40] para una demostracién elemental de este hecho).

2.3.1. Lasituacion inicial

De nuevo observamos que los productos de Blaschke finitos tienen derivadas en todos los espacios de Berg-
man. Asi que los teoremas que veremos a continuacion tienen su interés cuando el producto de Blaschke es
infinito. El primer resultado que vemos hace uso del Lema de Schwarz-Pick y nos dice que la derivada de un
producto de Blaschke siempre tiene un grado de integrabilidad con respecto a la medida de 4rea.

Teorema 2.33. Sea B un producto de Blaschke. Entonces B' € AP para todo p < 1.

Demostracion. Sea B un producto de Blaschke y sea p < 1. Por el Lema de Schwarz-Pick, tenemos

1 p
1o P _
[ @rae s [ (7=) dae -

lo que nos dice que B’ € AP. 1
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Nos podemos preguntar si existe algtin producto de Blaschke B tal que B’ ¢ Al. Y efectivamente, en 1955
Rudin [36] probé la existencia de un tal producto de Blaschke, en 1968 Piranian [33] dio un ejemplo explicito, y
en 2007 Peldez [32, Thm. 1] dio un producto de Blaschke interpolante cuya derivada no estd en A!.

También cabe preguntarse si hay exponentes prohibidos para la pertenencia de la derivada de productos
de Blaschke en AP, como ocurria con HP, que ningln producto de Blaschke infinito tiene derivada en H 1
(Teorema 2.17). En ese sentido tenemos el siguiente resultado de Kim [25, Thm. 1.1], en su version particular.

Teorema 2.34 (Kim, 1984). B’ ¢ A? para ningtin producto de Blaschke infinito B.

Para la demostracion necesitamos el siguiente resultado de Ahern que podemos encontrar, en su version

generalizada, en [3, Thm. 6].

Teorema 2.35. Sea B un producto de Blaschke infinito, entonces B' € A? si, y solo si,

1 p2n(1-|Brei®)|)
[ [0 g <o
o Jo 1-r

Demostracion del Teorema 2.34. Sea B un producto de Blashcke infinito con sucesion de ceros dada por a,, =
rneieﬂ, n=1,2,.... Vamos a probar que

f (W)sz(z) =0
p' 1-1z| '

de donde se deduce inmediatamente, mediante cambio a polares y el Teorema 2.35, que B’ ¢ A%

Fijemos ¢ € (0,1). Consideremos, para cada n = 1,2,..., el disco pseudo-hiperbdlico A(a,,¢) = {z eD:

_ : ¢ _ _1-¢ : _ _l-janl?
0(z,a,) < €} = T,,(D(0,¢)), €l cual es un disco euclideo de centro ¢, = T any radio 7, = oL EY

por tanto, su drea (normalizada) es

1-|ay,? )2 o1 ¢

1-€2|ay|? T4 (1-g)2

(1-lanl).

Dado que cada factor que aparece en el producto de Blaschke B tiene médulo menor que 1, resulta que

(2.29) Area(A(ay,e) =

|B(2)| < ‘ lan_—z ’ =p(z,a,) <eg, paratodo z € A(ay,€).
—anz

Por tanto, para z € A(ay, €), tenemos

1-1B(a)l . 1-¢ 1-¢ >(1—g)2 1

I=lzl ~1=leplr, Q0D = dte 1-jay|’
—¢€layl

De aqui se sigue que

1-|B(2)]\2 Q-2 1 2.
fman,e)(—l—lzl ) dA(z)z( T 1—|an|) Area(A(ay, ) =

1(1- €)2¢e?
4 (1-¢)?

=0,>0.

Asi que para probar nuestra asercién solo hay que probar que hay infinitos de estos discos pseudo-hiperbélicos,
A(ay, €), disjuntos dos a dos.

Para ello, empezamos considerando n; = 1. Entonces el disco pseudo-hiperbdlico A(ay, , 2¢), de radio pseudo-
hiperbdlico 2¢, es un disco euclideo con adherencia en D, luego contiene solo una cantidad finita de ceros
de B. Como B tiene infinitos ceros, entonces existe np > n; tal que a,, ¢ A(a,,,2¢). Resulta entonces que
A(ap,,€) N Alay,,€) = &. Suponiendo ahora por induccién que hemos encontrado naturales ny > ng_; > --- >
nz > ny =1 tales que los discos A(an;, €), j =1,..., k, son disjuntos dos a dos, observamos que U < j<k Alan;, 2€)
es relativamente compacto en D, luego contiene solo una cantidad finita de ceros de B. Por tanto, como B tiene
infinitos ceros, existe ni,; > ni talque ay,,, ¢ Ui<j<k A(a,,j, 2¢),lo que implica que A(ay,,,,£) no tiene ningin
elemento en comun con los discos anteriores, A(anj,e), j=1,..., k. Asi, por induccién, construimos una sub-
sucesion {ay, } de {a,} tal que los discos A(ay, ,€), k =1,2,..., son disjuntos dos a dos. Con esto queda probada
la aserciéon y, con ella, el teorema. |
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Demostracion alternativa del Teorema 2.34. Basta observar que la integral fD |B'(2)|2 dA(z) representa el drea
de la imagen, con multiplicidades, de D mediante B. Entonces solo hay que tener una idea de cuanto cubre B
y cudntas veces.

Para saberlo, recurrimos a un conocido resultado de Frostman [14] (ver también Garnett [16, Thm. 11.6.4]
que dice que si I(z) es una funcién interna, entonces para todo a € D ~E, donde E es un conjunto de capa-
cidad logaritmica 0 (para nuestros propésitos podemos suponer [E de area 0), se tiene que el llamado Shift de

Frostman,
Lz = 22—
1-al(z)
es un producto de Blaschke.
Asi que si partimos de un producto de Blaschke infinito entonces, para casi todo a€ D, B, = 13—_5% vuelve a

ser un producto de Blaschke y, ademads, infinito, porque de ser finito, resultaria que todos sus shifts volverian
a ser productos de Blaschke finitos, incluido el propio B = (B;)-4. Ahora, decir que B, es un producto de
Blaschke infinito implica que B toma el valor a infinitas veces. Por tanto, por el Teorema de Frostman, estamos
diciendo que un producto de Blaschke infinito cubre el disco unidad D (salvo un conjunto de 4drea 0) un niimero
infinito de veces y, por consiguiente, J|B’(2) 12 dA(z) = co. |

Corolario 2.36. Para cualquier producto de Blaschke infinito, B' ¢ U=, AP. 1

Teniendo en cuenta la inclusién de Hardy y Littlewood, H” c A%P, podemos obtener resultados de perte-
nencia de la derivada de productos de Blaschke en A a partir de los resultados de pertenencia de la derivada
de los productos de Blaschke en H % Sin embargo, en nuestras circunstancias, ya que trabajaremos con deri-
vadas de productos de Blaschke y con indices p entre 1y 2, la situacién puede mejorar, y mucho. La siguiente
proposicién, basada en el Lema de Schwarz-Pick, nos lo dice. Recordemos que B es la bola unidad cerrada de
H®*™.

Proposicién 2.37. Sea ¢ una funcion deB. Si ¢’ € HP entonces ¢’ € AP*'~¢ para todo € € (0,1).

Nota. Observemos que p+1>2psiysolosip < 1,lo que nos indica que, para p < 1, AP*17¢ ¢ A?P para todo €
suficientemente pequefio.

Demostracion. Para € € (0,1) y por el Lema de Schwarz-Pick, tenemos

_ - 2\1-¢ L 2r 1
/ p+1 €A <‘/, ’ p(1—lp(2) dA(2) < 10117 jn dr==1lo'P... [
fD|¢p 2| @< | |¢'@| (—1—|Z|2 ) aa@ <1g'1l, =191
El caso es que podemos deshacernos del € que aparece en el resultado anterior. El siguiente es un caso

particular de un resultado de Ahern, probado en el articulo de 1984 de Kim [25, Thm. BJ.
Teorema 2.38 (Ahern, Kim 1984). Sea ¢ una funcién deB. Si ¢’ € HP entonces ¢’ € AP*1.

Para probar este teorema haremos uso de un resultado de la teoria de espacios de Hardy, el Teorema Maxi-
mal Complejo de Hardy-Littlewood (ver, por ejemplo, Duren [13, Thm.1.9] para una demostracion).

Teorema 2.39 (Hardy-Littlewood). Supongamos que f € HP para algtin p € (0,00]. Definamos la funcién ma-
ximal radial de f como
F(0) = sup ‘f(rei6)|, OeT.
1

0O=r<

Entonces F € LP y ||Fllp < Byl fll v i

Demostracién del Teorema 2.38. Sea V¥ (0) =sup, ., |(p’ (rei?) | la funcién maximal radial de ¢’, y consideremos,

paraf € T, A(0) = 1si ¥(0) <1y A(6) = ig; i V(O) = 1.
. i0
Por el Lema de Schwarz-Pick tenemos |¢'(re'?)| < Llptre )P

- < 1_£r Asi,parafeT,

1 ) 1-1(6) 1 L TG Lams iv@O) <1,
[ twenyrars | a i)p—ﬂ ar+(vo)" | ={ ©) 51 (6)
0 0 - 1

~A0) %(\I’(G)’”—l)+‘~l’(0)”, siv(@) = 1.



54 CAPITULO 2. INTEGRABILIDAD DE LA DERIVADA DE LOS PRODUCTOS DE BLASCHKE

En cualquier caso, lo anterior queda acotado por (% + 1)‘{’(9)” . Por tanto, haciendo uso del Teorema Maximal
Complejo de Hardy-Littlewood, dado que ¢’ € HP, obtenemos

T rl ) n
fD|¢'(z)|P+1dA(z):f_nj; |<p’(re’6)|p+1rdrdQs(%+l)j:ﬂ‘{’(6)pd95 (5 + 1By 101, 1

2.3.2. Lacondicién C,_, implica B' € AP

Las técnicas empleadas en el dltimo resultado son bastante ilustrativas de lo que podemos conseguir. Em-
pezamos dando un resultado anélogo al de Protas. En este caso, la primera parte se debe a Kim [25, Thm. 3.1],
quien probé algo més general en el mismo articulo de 1984 de antes, y la segunda parte se debe a Rudin [36],
(Kim también lo generaliza).

Teorema 2.40 (Kim, 1984). Supongamos que B es un producto de Blaschke con ceros a, = r,e’», n=1,....

0 Siy,(1- Ianl)zfp < oo para algiin p € (1,2), entonces B' € AP.
(i) SiY,,(1—lanl) logﬁﬂn| < 0o, entonces B € A,

Nota. Observemos que el ejemplo de producto de Blaschke que se da en el Teorema 2.24 tiene sucesién de
ceros satisfaciendo (ii), luego la derivada de dicho producto de Blaschke estd en Al perono estien H %, por lo
que esto prueba que la inclusién de Hardy-Littlewood, H = Al, es estricta.

Nota. Pero es que mucho maés es cierto. Los ceros del mismo producto de Blashcke en el Teorema 2.24 satis-

1
facen Zn(l — Ianl) 2 < 00, 0 sea, satisfacen (i) con p = %, por lo que la derivada de dicho producto de Blaschke

3 1 . . .
estden A2 (yno estd en H2), lo que nos dice que el Teorema 2.38 no tiene reciproco.

Demostracion. Simplemente para justificar lo dicho antes del enunciado, veamos que en (i) es facil probar que
B’ € AP~ paratodo ¢ > 0 suficientemente pequefio. Usamos, como no, el lema de Schwarz-Pick y la estimacion
1_|an| do =

(ya usada tantas veces antes) |B'(2)| < Y. ,|b},(2)| =X, Tl

junto con que [”

1 27
T |1-r,ret@-0n)2 1-(rpn)?”

le’(z)l”_gdA(z)slf/ |B’(re’6)|p_1_€|B’(re’9)|d9dr
D

1 a,|?
f f ~ 1| — . __4fdr
7T 0 (1_r)P (1-rp-1-e T |1_rn el(e 9”)|2

1
(2.30) 54;(1_”‘)[0 (1—r)”‘1‘5 T=rar

nl

1 1
54;(1—7'”)](; (1_r)p_l_g(l_rn)p—l(l_r)z_p dr

1 1
=4y (1- 2*”[ — _dr<oo.
;( ) G dr<oo

Para conseguir quitar el ¢, tenemos que ser un poco mads precisos en una integral de las que aparece arriba.
Lema 2.41. Sean g€ (0,1) ys€(0,1). Entonces existe un constante K4, que solo depende de q, tal que

1
(2.31) f;drqu L
o I1—-r)4(1-sr) 1-s)49

Demostracion del Lema 2.41. Solo hay que dividir la integral de manera adecuada, parecido a lo que se hizo

en la demostracién del Teorema 2.38.

1 1 s 1 1 1
f—drsf —,mf L 4
o 1-r49(Q1-sr) o 1-r9(1-r) s -9 -39

1 s 1 1-ntp
T g-ndlr=0 1-s 1-g lr=s
11 1 11 1

=— + = .
q1-99 1-q(1-99 q0-q) QA-919
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Usando este Lema en (2.30), pero empezando sin €, obtenemos el resultado deseado en (i).
/ Lt / i0\|P—1 | pt i0
le (z)lpdA(z)s—f f |B'(re'|P™" |B'(re')|a0dr
D TJo J-n

L1 1-lanl®
=— T ap-1 —————dOdr
ﬂL (1-r)p1 f_ﬂzn: |1—rnre’(9*6n)|2
(2.32) <4Z(1 )fl 1 1 d
- < -r —_— r
7 o A=-nP L 1=ryr

<4K,1) (1-rp)
n

1
(1-rp)P1
=4Kp1 ) (1-1p)* P <o0.

n

El apartado (ii) se prueba de manera similar. |

2.3.3. Productos de Blaschke interpolantes para el reciproco

El siguiente Teorema prueba que el resultado de Kim, apartado (i), también admite un reciproco en el caso
de tratar con sucesiones de ceros que son interpolantes, esto es, que si B es un producto de Blaschke interpo-
lante con B’ € AP, entonces su sucesion de ceros satisface C_ p-

Teorema 2.42 (Girela-Peldez-Vukoti¢ [20, Thm. 3.4]). Si B es un producto de Blaschke interpolante con ceros
{a,}, entonces

(2.33) f|B’(z)|’”dA(z) > (=lan)*".
D n

En particular, si la serie diverge entonces B' ¢ AP

Nota. Elrango interesante de p’s para esta estimacion es cuando 1 < p < 2. Si p < 1 entonces siempre tenemos
Y.a- Ianl)z"” < oo debido a que la sucesion debe satisfacer la condicion de Blashcke. Por otro lado, si p = 2
entonces la integral fDIB/(z)Ip dA(z) en el caso de productos de Blashcke infinitos, porque ninguno de ellos
puede estar en AP (Teorema 2.34).

Demostracion. Sea 0 la constante de separacién de la sucesion {a,}. Entonces los discos pseudo-hiperbélicos

Ay = A ay, g), n=1,..., sondisjuntos dos a dos, y por la Proposicién 2.8,

0
IB’(z)Izg paratodoze A, ytodon=1,....

—’
1_|an|2

Ademas, recordando cémo calcular el area de cada uno de estos discos (ver (2.29), tenemos

/IB’(z)I’”dA(z)z Y | IB'(2)I” dA(2)
D

n=1 Ap
2

8y ’ frea(an) = (2)7 L )r (L]l gy
> () ;( ) rea(An) = (5) ;(1—|an|2) (1—(§)Zlan|2) (5)

> Kp,p ) (1—lah)*P. |
n

1_|an|2

Dada la naturaleza de los productos de Blaschke interpolantes, podemos preguntarnos si sus derivadas tie-
nen mejores exponentes de integrabilidad que la de productos de Blaschke normales. Con los productos de
Blaschke normales, lo més que se puede decir (sin imponer condiciones adicionales) es que B’ € AP para todo
p < 1. Eso es también lo mejor que se puede decir para productos de Blaschke interpolantes. Un ejemplo de
producto de Blaschke interpolante cuya derivada no esta en A! fue dado por Peldez [32, Thm. 1] en 2007. La ba-
se de todo esto quizds la podamos encontrar en el sorprendente resultado de Naftalevi¢ [29], que enunciamos
a continuacién, una demostracién detallada del cual puede encontrarse en Cochran [11]
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Teorema 2.43 (Naftalevi€, 1956). Para cada sucesion de Blaschke {a,}, existe una sucesion interpolante {z,} tal
que|zy| = lay| para cada n.

Este resultado da pie a este otro.

Teorema 2.44. Existe un producto de Blaschke interpolante B tal que B' ¢ |J AP.
p>1

1
nlog’n
sucesion interpolante {z,} tal que |z, | = |a,| para todo n. Ahora, para p > 1, tenemos

Demostracion. La sucesion a, =1— satisface la condicion de Blaschke. Por el Teorema 2.43, existe una

& 1

Y a-lzh)*P=3
n=1

a1 n2 P log?? Py

oo,

lo que permite concluir, por el Teorema 2.42, que el producto de Blaschke B con sucesién de ceros dada por
{zn} estal que B’ ¢ AP. |

2.3.4. Ceros en un dngulo de Stolz implica B' €N p<d AP

En este apartado usamos la relacién existente entre H” y A'*P, dada en la Proposicién 2.37 y el Teore-
ma 2.38, para obtener el andlogo al Teorema 2.26 de manera inmediata.

Teorema 2.45 (Girela-Peldez-Vukotié¢, 2007 [20]). Si los ceros de un producto de Blaschke B estdn todos en un
dngulo de Stolz, entonces

B'e [ AP.

3
p<3

Demostracion. Sea B un producto de Blaschke con ceros en un dngulo de Stolz. Del Teorema 2.26 sabemos
/ p / p
que B' € ﬂp<§ HP, luego por el Teorema 2.38, B' € ﬂp<% AP, |

2.3.5. Lafuncién ¢p

El resultado anterior, tan sencillo, es, sin embargo, preciso.

Teorema 2.46 (Girela-Peldez [19]). El producto de Blaschke B con sucesién de ceros dada por a,, = 1 — o’

n =2, todos ellos en el radio (0,1), verifica que B' ¢ A5,

Para probar este resultado, haremos uso de una funcién ¢p, similar a f5, introducida por Vinogradov [39]
con otros propdsitos, y reintroducida por Girela y Peldez [19] para dar un resultado analogo al Lema 2.21, de
caracterizacion de pertenencia de B’ en A” mediante la integrabilidad de la funcién ¢p.

Si B es un producto de Blaschke con sucesién de ceros dada por {a;}, escribimos d; =1 —|a,| y definimos

dn
)= —"—,  0€(0,00).
G ;(emn)z € (0,00)

Es inmediato que ¢p es positiva y decreciente.

Teorema 2.47. Sea B un producto de Blaschke cuyo ceros estdn en un dngulo de Stolz. Supongamos que
(2.34) Existen constantes C >0 y 0y € (0, 1) tales que 0¢p0)=C, para todo 6 € (0,6y).
Entonces, para cualquier p € (1,00), tenemos B' € AP si, y solo si, @p € LP710,1).

Antes de proseguir, veamos c6mo probar el Teorema 2.46 a partir de este resultado.
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Demostracion del Teorema 2.46. Segun el Teorema 2.47, basta ver que la correspondiente funcién ¢p,

S d & nlog®n
PpO)= ) — "= 7,
n=2 @+dy)” = (1+0nlog®n)

0>0,

satisface (2.34) y pp ¢ L%.
Dada la similitud de esta funcién con la funcién fp que aparece en el Teorema 2.27, los mismos argumentos
de alli prueban que existen constantes K; >0y 8; € (0,1) tales que

pp@) =Ky 0<6<0,.

21’
6% log” 5
Esto prueba que ¢p ¢ L?.Para poder concluir que B’ ¢ A2 ,hemos de comprobar todavia que existen constantes
C>0yH8p€(0,1) tales que

Opp0)=C, para todo 0 € (0,6),

pero esto es evidente a partir del hecho que 7 lolgz 5 cuando 6 — 0™. |

A continuacién dedicamos casi todo lo que queda de este apartado para probar el Teorema 2.47. Lo primero

que observamos es que éste es consecuencia inmediata del siguiente.
Teorema 2.48. Supongamos que 1 < p < oo y que B es un producto de Blaschke cuyos ceros, {a,}, estdn en un

determinado dngulo de Stolz, Q, para algtin o = 1. Entonces existen C; >0, C, >0, M >0y 0y € (0, ) tales que

27 6o
(2.35) G f o' 6)d0 = f IB'(2)|P dA(2) = C; f @b O) (1 e MOP®) g,
0 D 0

Vamos a necesitar ciertos resultados previos para la demostracién del Teorema 2.48. El primero se debe a
Marshall y Saranson, y aparece probado en Li [27, Prop. 4].

Proposicion 2.49 (Marshall-Sarason, 1992). Sea K un subconjunto convexo cerrado deD con0e€ K. Sea B un
producto de Blaschke con ceros {a,} contenidos todosen K. Si ze D~ K ye(z) = p(z,K), entonces

2e(z)  |B(2)]
1+€2(2) 1 -z &

|B'(2)] = 2(1 0% (2, an)).

Idea de la demostracién. Escribamos B(z) =[], b,(z), donde by, (z) = zsia, =0,y b,(2) = “: 22 An i g, #0.

d V4
Entonces para z € D, tenemos, tras usar algunas identidades ya conocidas,

B'(z) by, (2) (1-1an?) (1-121?)
1- =(1- § =)
1-lz? )B( ) =(1-1z1% bn( )

w (z—ap)(1-a,2)

n 1-z)? ~ anZ
_y! —anz (1-lan?) (1 -1zl )zzl “Z (1-0%(z an)).

n < dp |1_6l_nZ|2 n <~ 0an

Ahora todo consiste en probar, con argumentos geométricos, que existe un constante A, con |A| = 1, tal que

1-anz 2e(z
- )> ) para todo n, ytodo ze D~ K,

Re{t "1’

z—ay

porque de esa manera tenemos, para z € D~ K,

Re(/lz —

n n

B'(z ) 2¢e(z)

l1-a,z
1+£%(2) 5

(1-lz |)| (1-0*z an)) = Y (1- 0%z an). |

Lema 2.50. Sea B un producto de Blaschke cuya sucesion de ceros viene dada por {a,}. Sea 6 € (0,1) y suponga-

mos que z € D satisface p(z, a,) = 6 para todo n. Entonces

(2.36) Bo|se 2522(1 0’ (z,ap))
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Demostracion. Escribimos de nuevo B(z) = [], b, (z). Entonces haciendo uso de la desigualdad elemental
logx < x—1, deducimos que

1 & 1 &
|B(z)| EZ EZ(

n=1 Y (Z an) n=1'0 (Z an)

1 & P
) = 2_62 ngl(]- _Q (Zv an));

lo que implica (2.36). |
También vamos a necesitar el lema siguiente.
Lema2.5l. o ((1-r)+1-p)+|t])<|1-pre'|<Q-n+1-p)+ltl, rpelo,), te[-mmal

Demostracion. Ellado derecho se obtiene facilmente a partir de la desigualdad a?+ b? < (lal + |b))?,

|1-pre'|= \/(l—rp)2+4rpsen2 [<1-rp+2yrpsen <(1-r)+r(1-p)+yFpltl< Q-1 +(1-p)+ltl.
Para tratar el lado izquierdo, primero suponemos que rp < (—15, entonces
it 1y_ o7
2n|1-rpe''|=2n(1-rp)=2n(1-§) = = >2+m=2(1-r)+1-p)+]tl.
Ahora supongamos que rp > ¢, y empecemos con las estimaciones usuales,

|1 pre”| =(1- rp)2+4rpsen >(1- rp)2+%rp|t|2.

(a+b)

Usamos ahora que a® + b = , junto con el hecho de que rp > & g implica que min{r, p} = rp > é y, ademas,

max{r, p} > —, porque lo contrarlo darfa rp < 3, que no puede ser. (Suponemos sin perder generalidad que es

< 6,
r= —6) Con esto tenemos

2n|1-prei| = 2—\/7;((1—rp)+%\/ﬁ|t|) zm@%((1—r)+r(1—p)+\/ﬁ|t|)

23
>2v2((1 +¢Lé(1—p)+\/ié|t|) 7((1—r)+(1 p)+1t) =1 —r)+1—p)+]tl.
Con esto queda probado el lema por completo. |

Demostracion del Teorema 2.48. Para simplificar escribiremos ¢ en vez de ¢p. Fijemos § € (0,1) y encontre-
mos ¢ > g, por la Proposicién 2.15, tal que p(z,Q4) = 6 para todo z € D ~ Q5. Utilizando la Proposicién 2.49
con K = Q, y teniendo en cuenta que x — 2x

I+
1-p 2(z,a) = Lﬂlzlzl), obtenemos, para cada z=relteD~ Qg,

es creciente en (0,1), junto con la bien conocida identidad

20(z,Q4) |B(2)|
1+0(2,Q0)2% 1 -2 2

|an|

|B'(2)| =

Z(l 0%(z, an) 2 7

n= ll]-_ n< |2

A continuacién seguimos con z = re'’ € D~ Qg y, como a, € Q,, observamos que p(z,a,) = § para todo n,
luego por el Lema 2.50,
1 X 1-z23)0-a,?)

1B'(2)1= - Z Ltk g 25 et
111-"ay,z

Mediante la Proposicién 2.13 y el Lema 2.51, tenemos |1 —a,z| = |1 —|anlz| = (1 - 1) + (1 —|a,)) +111),

_@2+0) & a-1zP)A-la.)
26 S 1_|an|2 e 252 n=1 |1_|an|zi2

B'(z)| =
B (1+6%)2+0)% ;21 1 -|aylz|’
_(2+a)2°i (1 -1z7) 0 - |an*)
037 N 26 x 1-|ay? e 200 A& (a-n+a-iamh+1)°
A+0%)@2+0)* 521 (- 1r) + (1 —|an) + 1)
16722 +0)?
25 Mu—r)w(u—rmn)

> A590s07 p(A-n+lt)e 262

= Ap(-r) +1t) e KA=ne(A-r+it)
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donde Ay K son constantes positivas que solo dependen de 6 y de o.

Ahora observemos que existe una constante positiva §, que podemos tomar 8 = V o2 -1, tal que
[tz p(d—r1), para todo z = relteD ~Qg, con t € [—m, ).
Larazén de ello es que si z = relted~ Qgz, con t € [-7,7), entonces
%(1-12l)* < 11-2? = (1 -|2))® +4lzlsen’ £ < (1 - |2+ |12,

de donde se sigue que |f| = Va?r-1 a-r.

Para continuar con nuestra tarea, tomamos ry € (0,1) tal que (8+1)(1—rp) < 7. De estamaneraD > D~Qz >
E= {re” : 1>r=r, f(1-rp) =|t| = f(1-r)}. Con esto, podemos integrar en (2.37) y, tras realizar el cambio de
variables@ =0(f) =1-r+t¢ y luego aplicar Fubini, obtenemos la segunda desigualdad de (2.35) con C, = 2/,‘;;“ )
Oo=PB+1)A-r9)yM= m

fIB’(z)I”dA(z)zle’(z)V’dA(z)
D E

B1-rg)
22A’”r0f f ’ PP (1 —r+ e Kpu=nel=r+t) gp gy
ro JB(1-r)

(B+1)(1-ro)
_ZApr f fﬁ+ 0 (pp(g)e—l(p(l—r)(p(e) de dr
B+1(1-1)

(B+1)(1-r0)
=241 f f , ¥P©e *Pune®arag
6 r=1-

=0 7
(B+1D(A-ro)
B 2AP f B Ty (pp—l(g)e—Kp(l—r)w(B) 1

= , do
Kp r=l-go

0o
- sz eP1O) (1-e M9 gp.
0
En cuanto a la primera desigualdad, escribimos B =[], b,, y asi tenemos,

—lanl*

2.38) B'(2)| = (z)Bn(z)| —|2| (2.

Con la desigualdad elemental log (1 — x) < —x, obtenemos

1 1
log| b, (2)] = > log(1- (1~ |bn(2)1%) < -5 (- |bn(2)1%), zeD,

(1-lz%)1-la;1%)

que, sumando en j # n y usando la identidad 1 - |b; (2)F=1- gz(z, aj) = T
J

,hos da

(1-1212)(1 - |a;[?)
11-ajzl?

’

1 1 1 1
loglBy(2)l < —= Y (1-1b;(2)?) = ( ~1bj@P) -5 Y (1-1bj@l) < 5 -5
2 ¢ 25 2 2

j#n J J
lo cual, introducido en (2.38), y usando las equivalencias |1 —a_,,z| = |1 - Ian|z| = ((1 -r+1-|a,l)+ Itl), apor-

tadas por la Proposicién 2.13 y el Lema 2.51, nos permite obtener la siguiente estimacion.

11

e 55

B/ (re') <) _Aolanl” g2 27
7 |L—apreit|?

A-r3)(1-la;?

— 2
1-ajre'|

~ Z(l—rz)(l—mnﬂ)
—lan|? e 22+01 % |1-|aylreit |

[1- Ianlre”|

<e?(2+0) Z

(1-r2)(1-la,?
_lan|2

1 1 e (=7 + 1= lanh +12)?
w ((L=r)+ 1= lan)) +1t])

< A(p((l -1+ |[|)e—K(1—r)<p((1_r)+|t|),
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donde Ay K dependen sélo de .

Ahora, al integrar con respecto al elemento de drea la desigualdad anterior, obtenemos, tras realizar el cam-

_ 24P

bio 8 =0(f) =1 —r + t y aplicar Fubini, la primera desigualdad de (2.35) con C; = %

1 pn i
le’(z)l”dA(z) =f f |B'(re'")|” r dedr
D 0 J-m

1 pm

sAPff o? (1 - 1) +1e))eKpa=ne(a=n+it) g gy

0 J-m

:ZApflfﬂ(pp(l s t)e_[(p(l—r)(p(l—r+l‘) dodr

0 JO
1 pl-r+m

=2AP f f oP ©)e KP1-ne® goqr

0 J1

-r

2
<2AP f 1 f " P @) kP90 g gy
0 Jo
27 1
=2AP f dC) f e kpi-nv® grqp
0 0

21 1
_ 2AP p-1 -Kp(1-r) @)
=% | e oe |, 49

2n
=C f eP L@ (1- e KPvD) a9
0

2n
<C f oP71(0) do. |
0

Dado el parecido entre ¢p y f5, observamos que la pertenencia en A” de la derivada de los productos de
Blaschke con ceros en un dngulo de Stolz puede ser caracterizada tanto a través de la funcién ¢p como a través
de fB-

Teorema 2.52. Sea B un producto de Blaschke cuyos ceros {a,} estdn en un dngulo de Stolz. Supongamos que se
satisface la condicion (2.34). Entonces
B'€e HP < B'e AP*!.

Nota. La posibilidad de quitar la hipétesis de que los ceros estén en un dngulo de Stolz no es viable ya que,
segln la segunda nota tras el Teorema 2.34, el producto de Blaschke B que se construye en el Teorema 2.24 es
tal que B' € A3 ~H?.

Demostracion de Teorema 2.52. La implicaciéon (=) es el Teorema 2.38 y no hace falta ni que los ceros estén
en un angulo de Stolz ni que se satisfaga (2.34). Para probar la otra implicacién, (<), suponemos sin pérdida
de generalidad que el dngulo de Stolz es Q, con o = 1 y vértice en 1. Observamos, por el Teorema 2.47, que
B'€ APT! — @peLP(0,1), donde

1-|ayl

ppO) =) 6 € (0,00).

7 (1= lanl) +6)*
Observemos ahora que, para todo n'y todo 0 con |0] > 0,
((1=lanD)?+6%) < (A ~lanh +101)* < 2((1 — |an? + 6%).

Luego la pertenencia en LP(0,1) de ¢p es equivalente a la pertenencia en L” (-, 7) de f5, donde

1_
fB(g):Z |anl

D — 0€(—m,m).
(1= lan)? + 62 €Cmm

Esto, a su vez, equivale a la pertenencia en H? de P’, donde P es el producto de Blaschke con sucesién de ceros
dada por {|an|}. Ahora bien, por el Lema 2.30, tenemos |B'(e?)| = |P'(e'?)|, para todo 6 con e’ # 1, de ahi la

equivalencia con que B’ € H”. [ |
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2.3.6. Ceros en un dngulo de Stolz e interpolantes implica B €N p<2 AP

Cerramos el capitulo estudiando los productos de Blaschke interpolantes con ceros en un dngulo de Stolz,

en analogia a lo visto en el correspondiente apartado 2.2.6.

Teorema 2.53. Sea B un producto de Blaschke interpolante cuya sucesion de ceros estd contenida en un dngulo
de Stolz. Entonces B' € AP para todo p < 2.

Nota. Este resultado es preciso gracias al Teorema 2.34, debido a Kim, que asegura que ningtn producto de
Blaschke infinito tiene derivada en A2

Demostracion. Por el Teorema 2.28, tenemos que B’ € H” para todo p < 1. Ahora, por el Teorema de Hardy-
Littlewood, H? c A?P, concluimos que B’ € A” para todo p < 2. |
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