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Resumen

El estudio de espacios de funciones analíticas en el disco unidad representa uno de los pilares básicos del

Análisis Complejo, en especial los espacios de Hardy H p . Una manera de introducir estos espacios es a tra-

vés del estudio de los ceros de funciones analíticas en el disco unidad, en particular a través de la fórmula de

Jensen. Toda función H p admite una factorización (esencialmente única) como producto de una constante

unimodular por un producto de Blaschke (que soporta todos los ceros de la función), por una función sin ceros

(que soporta la norma H p de la función). Llevados quizás por el deseo de estudiar la distribución de ceros de

otras funciones analíticas sobre el disco unidad (no en H p ), surge la necesidad de estudiar con mayor profun-

didad la clase de los productos de Blaschke. Uno de los temas de investigación en este sentido incluye intentar

caracterizar aquellos productos de Blaschke cuya derivada pertenece a un determinado espacio de funciones

analíticas sobre el disco unidad. Esta memoria se dedica a estudiar cuando la derivada de un producto de

Blaschke pertenece a algún espacio de Hardy o de Bergman.

iii





Introducción

El tema central de esta memoria trata sobre los productos de Blaschke, más concretamente sobre el creci-

miento de su derivada. Esta memoria consta de dos capítulos, un primero dedicado a introducir los productos

de Blaschke en el contexto de los espacios de Hardy, y un segundo capítulo dedicado a estudiar cuando la

derivada de un producto de Blashcke pertenece a algún espacio de Hardy o de Bergman.

Históricamente, los productos de Blaschke infinitos fueron introducidos por el matemático austriaco Wil-

helm Blaschke [8] en 1915. En 1929 R. Nevanlinna [30] introdujo la clase de funciones acotadas con valores

unimodulares en casi todo punto de la frontera. Los primeros estudios exhaustivos de las propiedades de las

funciones internas se hicieron por parte de O. Frostman [14], W. Seidel [37] y F. Riesz [35]. Sus esfuerzos por

entender los ceros y el comportamiento en la frontera de las funciones analíticas acotadas culminaron en el

famoso teorema de factorización canónica.

Un producto de Blaschke es del tipo

(1) B(z) =∏
n

−an

|an |
z −an

1−an z
, z ∈D,

donde {an} es una sucesión del disco unidadD= {z ∈C : |z| < 1} que satisface la llamada condición de Blaschke,

(2)
∑
n

(
1−|an |

)<∞.

La condición de Blaschke asegura que el producto anterior converge absoluta y uniformemente en cada sub-

conjunto compacto del disco unidad, definiendo por tanto una función analítica en el disco unidad, con suce-

sión exacta de ceros, contando multiplicidades, dada por {an}. Además, como cada factor es un automorfismo

del disco unidad (debemos entender que cuando an = 0, el factor correspondiente es z), se tiene que cada

factor está acotado por 1, luego el producto entero también está acotado por 1. El caso es que mucho más es

cierto. En realidad, la mayor parte del primer capítulo de la memoria está dedicada a probar que cada produc-

to de Blaschke tiene límite radial de módulo 1 en casi todo punto de la frontera de D. Para probar esto ha sido

necesario dar una breve introducción de la teoría de los espacios de Hardy H p . Como referencias principales

hemos usado los libros de Duren [13], Garnett [16], y Tsuji [38].

Decimos que una función f , analítica sobre el disco unidad, escrito f ∈Hol (D), está en el espacio de Hardy,

H p , con 0 < p ≤∞, si sus medias integrales de orden p están uniformemente acotadas para r ∈ [0,1), o sea, si

‖ f ‖H p := sup
0≤r<1

Mp (r, f ) <∞, donde


Mp (r, f ) =

( 1

2π

∫ π

−π

∣∣ f (r e iθ)
∣∣p dθ

) 1
p

, si 0 < p <∞, y

M∞(r, f ) = máx
|z|=r

| f (z)|,

A lo largo del capítulo 1 también vemos la íntima relación existente entre los productos de Blaschke y los

espacios de Hardy: Las sucesiones de ceros de funciones en H p (cualquier p ∈ (0,∞]) vienen caracterizadas por

la condición de Blashcke. Es más, dada una sucesión de Blaschke, el producto de Blaschke correspondiente está

en H∞ que, al ser el más pequeño de todos los espacios de Hardy, hace que tengamos un ejemplo de función en

H p con sucesión exacta de ceros dada por {an}. Esto, a su vez, nos permite factorizar (Teorema de Factorización

de Riesz) cada función f de H p como producto de un producto de Blaschke, que carga con los ceros de f , con

una función g , de H p , sin ceros, que carga con la norma de la función, aunque en realidad no es una verdadera

norma cuando p < 1.

v
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El segundo capítulo lo dedicamos a estudiar la pertenencia (o no) de la derivada de productos de Blaschke a

los espacios de Hardy y a los espacios de Bergman. Recordamos que el espacio de Bergman Ap , 0 < p ≤∞, con-

siste en el espacio de funciones analíticas sobre el disco unidad que están en Lp (D, dA), donde dA = 1
πd xd y re-

presenta al elemento de área normalizada del disco unidad. La relación clásica dada por Hardy-Littlewood [22],

H p ⊂ A2p , es mejorada para algunos índices p (los más interesantes para nosotros) cuando trabajamos con de-

rivadas de productos de Blaschke: Si B ′ ∈ H p entonces B ′ ∈ Ap+1. De esta manera, usando una u otra inclusión,

podemos transferir casi siempre los resultados para H p a resultados similares para Ap .

El hecho de que los productos de Blaschke se anulen en sucesiones cuyos puntos límite han de estar en

la frontera del disco unidad y que, al mismo tiempo, tengan límite radial unimodular en casi todo punto de la

frontera, nos incita a pensar que no debe haber muchos espacios que contengan a las derivadas de los pro-

ductos de Blashcke. La derivada de una función mide de alguna manera las distorsiones que ésta imprime en

los puntos de su dominio. Así, es de esperar que un producto de Blaschke aumente su distorsión a medida

que van aumentando sus ceros, o a medida que estos se distribuyan de manera que provoquen grandes oscila-

ciones. Los resultados que vamos a presentar van en esta dirección. La concentración o distribución de ceros

de un producto de Blaschke condicionan de una manera u otra al crecimiento de su derivada. En general, los

resultados que presentamos se pueden agrupar en los siguientes bloques:

Si no se exige más que la condición de Blaschke, entonces el crecimiento de la derivada de los produc-

tos de Blaschke puede ser bastante arbitrario, haciendo que todos lo espacios de Hardy dejen fuera la

derivada de algún producto de Blaschke.

Si exigimos que los ceros se aproximen a la frontera más rápido que lo estipulado por la condición de

Blashcke, entonces mejora la integrabilidad de la derivada de los correspondientes productos de Blasch-

ke.

Si los ceros están uniformemente separados entre sí (productos de Blaschke interpolantes), entonces

podríamos imaginar una mejoría en la integrabilidad de la derivada. Sin embargo, esto no va a ser así,

aunque sí será cierto que si un producto de Blaschke interpolante tiene derivada bien controlada, enton-

ces sus ceros deben aproximarse a la frontera más rápido que lo que estipula la condición de Blaschke,

obteniéndose un recíproco de la situación dada en el apartado anterior.

Si los ceros se aproximan a la frontera de manera no tangencial, o sea, están en un ángulo de Stolz,

conseguimos controlar bastante bien la derivada del producto de Blaschke, debido a que el producto de

Blaschke admite una extensión holomorfa a todo un entorno de Dà {ζ0}, siendo ζ0 el vértice del ángulo.

Si los ceros están en un ángulo de Stolz, y están uniformemente separados, entonces obtenemos lo mejor

que se puede decir sobre la derivada del producto de Blaschke.

Los autores de los resultados que presentamos en la memoria son básicamente los siguientes: Protas,

Ahern, Clark, Cohn, y Kim con resultados de finales de los 70, principio de los 80; luego nos basamos en re-

sultados obtenidos por Girela, Peláez, Vukotić, y Mashreghi, a partir de finales de los 90. Con los trabajos de

estos autores, conseguimos establecer un dibujo de cómo se encuentra la situación actual, al menos en lo re-

ferente a la pertenencia de la derivada de productos de Blaschke en los espacios de Hardy y de Bergman, y que

hemos tratado de plasmar en la figura 1.

Pertenencia de la derivada a los espacios de Hardy H p . Un primer resultado, evidente, lo obtenemos para

los productos de Blaschke finitos: sus derivadas están en cualquier espacio. Sin embargo, cuando pasamos a

productos de Blaschke infinitos, nos encontramos con otra historia. Un resultado clásico de Privalov asegura

que, para f ∈ Hol (D), f ′ ∈ H 1 si y solo si f admite una extensión continua a D y, en ese caso, f (e iθ) es una

función absolutamente continua. Como es evidente que los productos de Blaschke infinitos no admiten exten-

siones continuas aD, resulta entonces que ningún producto de Blaschke tiene derivada en H 1. Luego haciendo

uso de que los espacios de Hardy decrecen con índice creciente, tenemos
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Teorema. Si B es un producto de Blaschke infinito, entonces B ′ ∉ H p para ningún p ≥ 1.

Así que p ≥ 1 son índices prohibidos para la pertenencia en H p de la derivada de productos de Blaschke

infinitos. Pero es que, sin pedir una mayor restricción sobre los ceros, siempre podemos encontrar, para 0 <
p < 1, un producto de Blaschke (infinito) cuya derivada no está en H p , aún teniendo (su derivada) límite radial

en casi todo punto, ver el Corolario 2.20.

La derivada de un producto de Blaschke, como el dado en (1), puede calcularse fácilmente,

(3) B ′(z) =∑
n

1−|an |2
(1−an z)2 Bn(z), donde Bn(z) = ∏

j 6=n

−a j

|a j |
z −a j

1−a j z
.

Haciendo uso de lo que se conoce como la derivada angular en el sentido de Carathéodory, junto con la nota-

ción introducida por Ahern-Clark [5], podemos dar la expresión de su módulo en la frontera del disco unidad,

entendido como límite radial:

(4)
∣∣B ′(e iθ)

∣∣=∑
n

1−|an |2
|e iθ−an |2

.

De esta manera, conseguimos establecer la equivalencia siguiente, (escribimos an = rne iθn , con θn ∈ [−π,π)):

(5) B ′ ∈ H p ⇐⇒ ∑
n

1−|an |2
|e iθ−an |2

∈ Lp (∂D) ⇐⇒ fB (θ) :=∑
n

1−|an |
(1−|an |)2 + (θ−θn)2 ∈ Lp ([−π,π)).

Con ayuda de esto, recuperamos de forma inmediata el siguiente resultado de Protas [34].

Teorema (Protas, 1973). Supongamos que B es un producto de Blaschke con sucesión de ceros {an}.

(i) Si
∑

n
(
1−|an |

)1−p <∞ para algún p ∈ ( 1
2 ,1

)
, entonces B ′ ∈ H p .

(ii) Si
∑

n(1−|an |) 1
2 log 1

1−|an | <∞, entonces B ′ ∈ H
1
2 .

Este resultado es bastante preciso, es decir, existe un producto de Blaschke B cuyos ceros {an} satisfacen∑
n(1− |an |) 1

2 <∞ y B ′ ∉ H
1
2 . El ejemplo es explícito: Para un valor fijo de α ∈ (1,2), la sucesión {an}n≥2 viene

dada por

(6) an = (1−dn)e iθn , donde dn = 1

n2 log2αn
y θn =

∞∑
j=n

d 1/2
j .

Cohn [12] se dio cuenta de que el recíproco a la primera parte del Teorema de Protas es cierto si nos restringi-

mos a la clase de los productos de Blaschke interpolantes. Decimos que una sucesión {an} ⊂D es uniformemente

separada o interpolante si

(7) existe δ> 0 tal que
∏

n 6=m

∣∣∣ an −am

1−am an

∣∣∣≥ δ, para todo m.

Estas sucesiones satisfacen claramente la condición de Blaschke, por lo que podemos construir los que llama-

mos productos de Blaschke interpolantes, asociados a sucesiones uniformemente separadas. El argumento de

Cohn es bastante fácil si conocemos un poco de la teoría de productos de Blaschke interpolantes. Un famoso

teorema de Carleson reza así:

Si {an} es interpolante, existe C > 0 tal que para toda f ∈ H p ,
∑

n(1−|an |)| f (an)|p ≤C‖ f ‖H p .

Con esto y usando que para productos de Blaschke interpolantes se tiene |B ′(an)| ³ 1
1−|an | , obtenemos el re-

cíproco al resultado de Protas. Por lo demás, no hay mejoría general en el exponente de integrabilidad de la

derivada de productos de Blaschke interpolantes, ya que el mismo ejemplo dado en (6) es el de un producto de

Blaschke interpolante (Peláez [32]).

Si restringimos la sucesión de ceros de B a un ángulo de Stolz con vértice en e iθ , definido, para algún σ≥ 1,

como

Ωσ(θ) := {
z ∈D :

∣∣e iθ− z
∣∣≤σ(

1−|z|) }
,

resulta que sí existe un rango de p’s para los que B ′ ∈ H p . Este es un resultado de Girela-Peláez-Vukotić [20]. La

prueba está basada en que la función 1
(1−z)2 ∈⋂

p< 1
2

H p àH
1
2 .
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Teorema (Girela-Peláez-Vukotić, 2007). Si B es un producto de Blaschke con ceros en un ángulo de Stolz que,

sin pérdida de generalidad, tiene su vértice en 1, entonces |B ′(z)|. 1
|1−z|2 , z ∈D y, por consiguiente, B ′ ∈⋂

p< 1
2

H p .

El ejemplo de producto de Blaschke B con ceros an = 1− 1
n log2 n

, n ≥ 2, permite ilustrar que el resultado es

preciso. Estos ceros están en el radio (0,1) y, usando la función fB , vemos que B ∉ H
1
2 .

Si ahora combinamos sucesión de ceros en un ángulo de Stolz, junto con ser uniformemente separada,

entonces cubrimos nuestras máximas expectativas.

Teorema (Girela-Peláez-Vukotić, 2007). Sea B un producto de Blaschke interpolante cuya sucesión de ceros está

contenida en un ángulo de Stolz. Entonces B ′ ∈ H p para todo p < 1.

También podemos combinar sucesión de ceros en un ángulo de Stolz, junto con una convergencia más

rápida a la frontera, del tipo
∑

(1−|an |)α <∞. Obtenemos el siguiente resultado de Ahern-Clark [5].

Teorema (Ahern-Clark, 1974). Sea B un producto de Blaschke cuya sucesión de ceros {an} está en un ángulo de

Stolz y satisface que
∑

n(1−|an |)α <∞, para algún α ∈ (0,1]. Entonces

B ′ ∈ ⋂
0<p< 1

1+α

H p .

La demostración de este resultado se basa en que podemos equiparar |B ′(e iθ)| con |P ′(e iθ)|, donde P es el

producto de Blaschke con ceros de igual módulo que los an pero sobre el radio que termina en la punta del

ángulo de Stolz.

Este resultado vuelve a ser preciso, como prueba Mashreghi en su libro [28, Example 8.18].

Pertenencia de la derivada a los espacios de Bergman Ap . Los espacios de Bergman presentan mejores resul-

tados, en cierto modo, que los espacios de Hardy. En primer lugar, usando el Lema de Schwarz-Pick, tenemos

Teorema. Si B es un producto de Blaschke, entonces B ′ ∈ Ap para todo p < 1.

Este resultado es preciso. En 1955 Rudin [36] probó la existencia de un producto de Blaschke B tal que

B ′ ∉ A1, en 1968 Piranian [33] dio un ejemplo explícito, y en 2007 Peláez [32, Thm. 1] dio un ejemplo de producto

de Blaschke interpolante.

En la otra dirección tenemos que si B es un producto de Blaschke infinito, entonces B cubre el disco uni-

dad “casi completamente” un número infinito de veces (Frostman), por tanto la integral
∫
D |B ′(z)|2 d A(z), que

representa al área de la región cubierta por B contando multiplicidades, debe ser igual a infinito, dando lugar a

que B ′ ∉ A2. Este resultado, aunque conocido de mucho antes, se lo atribuimos a Kim[25], ya que lo generaliza.

Teorema (Kim, 1984). Si B es un producto de Blaschke infinito, entonces B ′ ∉ A2 y, consecuentemente, B ′ ∉⋃
p≥2 Ap .

Una vez que hemos conseguido restringir el objeto de estudio al rango p ∈ [1,2), presentamos el siguiente

resultado de Kim, del que damos una prueba autocontenida.

Teorema (Kim, 1984). Supongamos que B es un producto de Blaschke con ceros an = rne iθn , n = 1, . . . .

(i) Si
∑

n
(
1−|an |

)2−p <∞ para algún p ∈ (1,2), entonces B ′ ∈ Ap .

(ii) Si
∑

n(1−|an |) log 1
1−|an | <∞, entonces B ′ ∈ A1.

Si nos referimos al ejemplo de producto de Blaschke B dado en (6), observamos que {an} satisface (ii), luego

B ′ ∈ A1, pero recordamos que B ′ ∉ H
1
2 , lo que nos indica que la inclusión debida a Hardy-Littlewood, H

1
2 ⊂ A1,

es estricta. Por otro lado, también observamos que {an} satisface (i) con p = 3
2 , lo que nos dice que B ′ ∈ A

3
2 àH

1
2 ,

o sea, que el enunciado B ′ ∈ H p =⇒ B ′ ∈ Ap+1 no tiene recíproco.

A continuación mencionamos que el resultado de Kim, apartado (i), también admite un recíproco en el

caso de tratar con productos de Blaschke interpolantes. El resultado se sigue del siguiente Teorema de Girela-

Peláez-Vukotić [20, Thm. 3.4], que se prueba usando el hecho de que si B es interpolante, entonces su derivada
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es “grande” sobre pequeños entornos de cada cero, la constante de acotación dependiendo solo de la constante

de interpolación y del “tamaño del entorno”. Además estos entornos son disjuntos dos a dos, lo que nos permite

conseguir una cota inferior para la integral
∫
D|B ′(z)|p dA(z) que resulta depender de

∑
n(1−|an |)2−p .

Teorema (Girela-Peláez-Vukotić, 2007). Si B es un producto de Blaschke interpolante con ceros {an}, entonces∫
D
|B ′(z)|p dA(z)&

∑
n

(1−|an |)2−p .

En particular, si la serie diverge entonces B ′ 6∈ Ap

Dada la naturaleza de los productos de Blaschke interpolantes, volvemos a preguntarnos si sus derivadas

tienen mejores exponentes de integrabilidad que los de otros productos de Blaschke. Con los productos de

Blaschke normales, lo más que se puede decir (sin imponer condiciones adicionales) es que B ′ ∈ Ap para todo

p < 1. Eso es también lo mejor que se puede decir para productos de Blaschke interpolantes. Un ejemplo de

producto de Blaschke interpolante cuya derivada no está en A1 fue dado por Peláez [32, Thm. 1] en 2007. La ba-

se de todo esto quizás la podamos encontrar en el sorprendente resultado de Naftalevič [29] de 1956, que probó

que para cada sucesión de Blaschke {an}, existe una sucesión interpolante {zn} tal que |zn | = |an | para cada n.

Este resultado nos proporciona un ejemplo de producto de Blaschke interpolante B tal que B ′ ∉⋃
p>1 Ap . Basta

con verificar que la sucesión an = 1− 1
n log2 n

, n ≥ 2, es una sucesión de Blaschke y satisface, para p > 1, que

∞∑
n=1

(1−|an |)2−p =
∞∑

n=1

1

n2−p log2(2−p) n
=∞.

Luego, es cuestión de girar los an , de acuerdo con el resultado de Naftalevič, para obtener una sucesión inter-

polante

Si ahora condicionamos la ubicación de los ceros a un ángulo de Stolz, el resultado B ′ ∈⋃
p<1/2 H p implica

inmediatamente este otro.

Teorema (Girela-Peláez-Vukotić, 2007). Si los ceros de un producto de Blaschke B están todos en un ángulo de

Stolz, entonces B ′ ∈⋃
p<3/2 Ap .

Este resultado, tan sencillo, es, sin embargo, preciso, ya que Girela-Peláez [19] probaron que el producto

de Blaschke B con ceros dados por an = 1− 1
n log2 n

, n ≥ 2, todos ellos en el radio (0,1), verifica que B ′ ∉ A
3
2 . La

demostración no resulta nada fácil, se necesita usar la función ϕB , que es análoga a la función fB utilizada en

la sección anterior para tales propósitos: Si B es un producto de Blaschke con sucesión de ceros dada por {an},

escribimos dn = 1−|an | y definimos la siguiente función decreciente,

ϕB (θ) =∑
n

dn

(θ+dn)2 , θ ∈ (0,∞).

El teorema que permite dar el ejemplo de producto de Blaschke con ceros en un radio y con derivada no per-

teneciente a A
3
2 es como sigue.

Teorema (Girela-Peláez). Sea B un producto de Blaschke con ceros en un ángulo de Stolz. Supongamos que

(8) Existen constantes C > 0 y θ0 ∈ (0,π) tales que θϕB (θ) ≥C , para todo θ ∈ (0,θ0).

Entonces, para cualquier p ∈ (1,∞), tenemos B ′ ∈ Ap si, y solo si, ϕB ∈ Lp−1(0,1).

Finalizamos el capítulo, y el trabajo, dando un resultado para un producto de Blaschke B interpolante y con

ceros en un ángulo de Stolz. Sabemos entonces que B ′ ∈ H p para todo p < 1. Haciendo uso ahora de la inclusión

H p ⊂ A2p , concluimos entonces que B ′ ∈ Ap para todo p > 2, cubriendo de nuevo las máximas expectativas de

integrabilidad para la derivada de productos de Blaschke.

Teorema. Sea B un producto de Blaschke interpolante cuya sucesión de ceros está contenida en un ángulo de

Stolz. Entonces B ′ ∈ Ap para todo p < 2.
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Capítulo 1

Un contexto para los

productos de Blaschke

1.1. Contando ceros de funciones analíticas: la fórmula de Jensen

La distribución de los ceros de una función f holomorfa en un dominio D no está sujeta a ninguna con-

dición salvo la obligada por el principio de identidad de Weierstrass para que la función no sea idénticamente

cero, y es que el conjunto de sus ceros no tenga puntos de acumulación en el interior de D . Esta restricción

implica que, si la función no es idénticamente cero en D , el conjunto de sus ceros es a lo sumo numerable en

D , o sea, que sus ceros se pueden expresar en forma de sucesión, y sus puntos de acumulación, de existir, han

de estar en ∂∞D (= ∂D si D está acotado, y si no lo está, ∂∞D = ∂D ∪ {∞}). Otra de sus consecuencias es que en

cualquier subconjunto compacto de D , f solo puede tener una cantidad finita de ceros. Pero a pesar de esto,

cuando cambiamos la clase Hol (D) de las funciones holomorfas en D por otra subclase más pequeña, definida

por condiciones de crecimiento de sus elementos, entonces podemos decir algo más sobre la distribución de

los ceros. La mayoría de los teoremas que relacionan crecimiento de una función y sus ceros se basan en la

fórmula de Jensen.

Teorema 1.1 (Fórmula de Jensen). Sea f (z) = cN zN + cN+1zN+1 + . . . holomorfa en el disco unidad D y sea {an}

la sucesión exacta de sus ceros no nulos (repetidos de acuerdo a su multiplicidad). Entonces, para 0 < r < 1,

1

2π

∫ π

−π
log

∣∣ f (r e iθ)
∣∣dθ = log(|cN |r N )+ ∑

{|an |≤r }
log

r

|an |

Demostración. La función F (z) = f (z)/(cN zN ) es holomorfa enD tras evitar la posible singularidad en 0, F (0) =
1, y tiene como ceros la sucesión {an}. Esto reduce la demostración a probar

1

2π

∫ π

−π
log

∣∣F (r e iθ)
∣∣dθ = ∑

{|an |≤r }
log

r

|an |
, 0 < r < 1.

Supongamos 0 < r < 1. La fórmula es trivial cuando ningún an tiene módulo menor o igual que r , o sea, cuando

F no tiene ceros en D(0,r ), el disco cerrado de centro 0 y radio r , pues en ese caso existe una rama holomorfa

de log(F ) en ∆(0,r ) y, por la propiedad del valor medio, tomando partes reales:

1

2π

∫ π

−π
log

∣∣F (r e iθ)
∣∣dθ = log |F (0)| = 0 = ∑

{|an |≤r }
log

r

|an |
.

Cuando alguno de los an tiene módulo menor o igual que r , observamos primero que solo puede haber una

cantidad finita de ellos. A continuación observamos que la función

G(z) = F (z)∏
{|an |≤r }

(z −an)
, z ∈D,

1
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es holomorfa en D y no tiene ceros en D(0,r ), por tanto, existe una rama holomorfa de logG en un entorno de

D(0,r ) y, de nuevo, por la propiedad del valor medio y tomando partes reales, tenemos

1

2π

∫ π

−π
log

∣∣G(r e iθ)
∣∣dθ = log |G(0)|,

Lo que desarrollado equivale a

1

2π

∫ π

−π
log

∣∣F (r e iθ)
∣∣dθ− ∑

{|an |≤r }

1

2π

∫ π

−π
log

∣∣r e iθ−an
∣∣dθ = log|F (0)|− ∑

{|an |≤r }
log |an |,

bajo el supuesto de que cada una de las integrales
∫ π
−π log

∣∣r e iθ −an
∣∣dθ exista. Pasamos a analizar este tipo de

integrales. Escribimos an = rne iθn . Entonces,

1

2π

∫ π

−π
log

∣∣r e iθ−an
∣∣dθ = 1

2π

∫ π

−π
(
log

∣∣r e iθ∣∣+ log
∣∣1− rn

r e i (θn−θ)∣∣)dθ
(ϕ=θn−θ)= logr + 1

2π

∫ π

−π
log

∣∣1− rn
r e iϕ∣∣dϕ.

El lema siguiente nos confirma que la integral en el miembro de la derecha es nula. Por tanto,

1

2π

∫ π

−π
log

∣∣F (r e iθ)
∣∣dθ = log |F (0)|− ∑

{|an |≤r }
log |an |+

∑
{|an |≤r }

logr = log |F (0)|+ ∑
{|an |≤r }

log
r

|an |
.

Lema 1.2. Para ρ > 0,
1

2π

∫ π

−π
log

∣∣1−ρe iθ∣∣dθ = log+ρ.

donde log+(ρ) = máx{log(ρ),0}.

Demostración. La función (1−z) es holomorfa y sin ceros enD, luego existe una rama holomorfa de log(1− z)

en D y, por la propiedad del valor medio, tomando partes reales,

1

2π

∫ π

−π
log

∣∣1−ρe iθ∣∣dθ = Re
[ 1

2π

∫ π

−π
log(1−ρe iθ)dθ

]
= Re(log1) = log|1| = 0 = log+ρ, para todo 0 < ρ < 1.

Por otro lado, si ρ > 1,

1

2π

∫ π

−π
log

∣∣1−ρe iθ∣∣dθ = 1

2π

∫ π

−π
log

∣∣ρe iθ∣∣+ log
∣∣ρ−1e−iθ−1

∣∣dθ
(ϕ=−θ)= logρ+ 1

2π

∫ π

−π
log

∣∣ρ−1e iϕ−1
∣∣dϕ (0<ρ−1<1)= logρ = log+ρ.

Queda el caso ρ = 1. Observemos que log
∣∣1− e iθ

∣∣ = log
(∣∣e i θ2

∣∣ ∣∣e−i θ2 − e i θ2
∣∣) = log

∣∣2sen θ
2

∣∣, luego su integral

entre−π yπpuede presentar problemas de convergencia cerca de θ = 0, pero como log
∣∣2sen θ

2

∣∣∼ log |θ| cuando

θ ∼ 0 y log |θ| es integrable cerca de 0, vemos que no hay problemas de convergencia. Así pues,∫ π

−π
log

∣∣1−e iθ∣∣dθ = ∫ π

−π
log

∣∣2sen θ
2

∣∣dθ f. par= 2
∫ π

0
log(2sen θ

2 )dθ

(ϕ=θ2)= 4
∫ π

2

0
log(2senϕ)dϕ= 4(log2)

π

2
+4

∫ π
2

0
logsenϕdϕ= 0,

donde en la última igualdad se ha usado que
∫ π

2
0 logsenϕdϕ=−π

2 log2:

∫ π
2

0
logsenϕdϕ=

∫ π
2

0
log(2sen ϕ

2 cos ϕ
2 )dϕ = π

2
log2+

∫ π
2

0
logsen ϕ

2 dϕ+
∫ π

2

0
logsen(π2 − ϕ

2 )dϕ

(θ=ϕ2)=
(θ=π2−

ϕ
2)

π

2
log2+2

∫ π
4

0
logsenθdθ+2

∫ π

π
4

logsenθdθ = π

2
log2+2

∫ π
2

0
logsenϕdϕ.
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1.2. La condición de Blaschke para introducir los espacios de Hardy

Una de las consecuencias de la fórmula de Jensen es el siguiente resultado.

Teorema 1.3. Sea f (z) = cN zN +cN+1zN+1 + . . . holomorfa no idénticamente nula en D y sea {an} la sucesión de

sus ceros no nulos repetidos de acuerdo a su multiplicidad. Son equivalentes

a) La función de r , 1
2π

∫ π
−π log

∣∣ f (r e iθ)
∣∣dθ, está acotada superiormente.

b) {an} satisface la llamada condición de Blaschke,∑
n

(1−|an |) <∞.

Demostración. Por la fórmula de Jensen, se tiene, para 0 < r < 1,

1

2π

∫ π

−π
log

∣∣ f (r e iθ)
∣∣dθ = ∑

{n: |an |≤r }
log

r

|an |
+ log(|cN r N |),

de donde se sigue que 1
2π

∫ π
−π log

∣∣ f (r e iθ)
∣∣dθ es una función creciente de r , pues el lado derecho crece con r .

a) =⇒ b). En este caso, existe C > 0 independiente de r ∈ (0,1) tal que

∑
{n: |an |≤r }

log
r

|an |
+ log(|cN r N |) = 1

2π

∫ π

−π
log

∣∣ f (r e iθ)
∣∣dθ ≤C , r ∈ (0,1).

Haciendo r → 1−, obtenemos entonces que
∑

n log 1
|an | <∞. O sea, la serie

∑
n log |an | converge (absolu-

tamente, pues al ser |an | < 1 para todo n, todos los términos log |an | son negativos). Esto equivale a decir

entonces que
∑

n(1−|an |) es convergente, o sea, que {an} satisface la condición de Blaschke.

b) =⇒ a). En este caso, la convergencia (absoluta) de la serie
∑

n(1−|an |) equivale a la convergencia absoluta

de la serie
∑

n log 1
|an | . Por tanto, usando la fórmula de Jensen, se tiene para 0 < r < 1,

1

2π

∫ π

−π
log

∣∣ f (r e iθ)
∣∣dθ = ∑

{n: |an |≤r }
log

r

|an |
+ log(|cN r N |) ≤∑

n
log

1

|an |
+ log |cN |.

La última expresión es una constante independiente de r , indicándonos que 1
2π

∫ π
−π log

∣∣ f (r e iθ)
∣∣dθ está

acotada superiormente como función de r .

Normalmente, la condición de Blaschke incluye también los sumandos correspondientes a los ceros nulos

de la función. El enunciado del teorema anterior lo podemos entonces encontrar como sigue:

Sea f holomorfa y no idénticamente nula en el disco unidad D y sea {an} la sucesión de sus ceros

repetidos de acuerdo a su multiplicidad (incluyendo los ceros nulos). Entonces 1
2π

∫ π
−π log | f (r e iθ)|dθ

está acotada superiormente si, y sólo si, {an} satisface la condición de Blaschke:
∑

n(1−|an |) <∞.

En general cualquier condición que implique a) del teorema anterior va a imponer la condición de Blaschke

sobre la sucesión de ceros.

Teorema 1.4. Sea f holomorfa y no idénticamente nula en el disco unidad D y sea {an} la sucesión de sus ceros

repetidos de acuerdo a su multiplicidad. Supongamos que f satisface alguna de las siguientes condiciones:

a) La función 1
2π

∫ π
−π log+ | f (r e iθ)|dθ está acotada superiormente.

b) Para 0 < p <∞, la función 1
2π

∫ π
−π | f (r e iθ)|p dθ está acotada superiormente.

c) | f | está acotada en D.

Entonces {an} satisface la condición de Blaschke,
∑

n(1−|an |) <∞.
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Nota. Observemos que tanto la función 1
2π

∫ π
−π log+ | f (r e iθ)|dθ como las funciones 1

2π

∫ π
−π | f (r e iθ)|p dθ, 0 < p <

∞, están acotadas inferiormente por 0.

Demostración. Solo hay que observar que cada una de las tres condiciones implica que 1
2π

∫ π
−π log | f (r e iθ)|dθ

está acotada superiormente y entonces es cuestión de aplicar el teorema anterior. En efecto, las acotaciones

que se precisan provienen de estas otras más simples:

a)′ Para todo x > 0, log x ≤ log+ x.

b)′ Para 0 < p <∞ y x > 0, log x ≤ 1
pe xp .

c)′ Para 0 < x ≤ M , log x ≤ log M .

Definición 1.5 (Medias Integrales, la clase de Nevanlinna y los espacios de Hardy). Para f holomorfa en el

disco unidad D, definimos las siguientes funciones de r ∈ (0,1),

T (r, f ) = 1

2π

∫ π

−π
log+

∣∣ f (r e iθ)
∣∣dθ, la función característica de Nevanlinna de f .

Mp (r, f ) =
( 1

2π

∫ π

−π

∣∣ f (r e iθ)
∣∣p dθ

)1/p
, 0 < p <∞, las medias integrales de f de orden p.

M∞(r, f ) = máx
|z|=r

| f (z)|, el módulo máximo de f .

Estas formas de medir el crecimiento de las funciones holomorfas en D dan lugar a distintos espacios.

La clase de Nevanlinna: N = {
f holomorfa en D : sup

0<r<1
T (r, f ) <∞}

.

Los espacios de Hardy H p , 0 < p ≤∞: H p = {
f holomorfa en D : ‖ f ‖H p := sup

0<r<1
Mp (r, f ) <∞}

.

Lo primero que debemos destacar es la relación de inclusión entre estos espacios.

Teorema 1.6. Para 0 < p < q <∞ se tiene H∞ ⊂ H q ⊂ H p ⊂N .

La prueba de este resultado es prácticamente inmediata. Solo hemos de recordar la Desigualdad de Jensen,

una “versión particular” de la Desigualdad de Hölder cuando trabajamos en espacios de medida finita.

Proposición 1.7 (Desigualdad de Jensen). Sea (Ω,µ) un espacio de medida finita y sea Φ una función convexa

de R en R. Para cada f ∈ L1(dµ) se tiene,

Φ

(
1

µ(Ω)

∫
Ω

f (x)dµ(x)

)
≤ 1

µ(Ω)

∫
Ω
Φ

(
f (x))dµ(x)

Demostración. El hecho de que Φ sea convexa implica que Φ tiene derivadas laterales en todos los puntos y

que su gráfica tiene una “línea soporte” en cada uno de sus puntos. Esto último significa que para cada punto(
t0,Φ(t0)

)
, existe una constante A ∈R (de hecho cualquier A entreΦ′−(t0) yΦ′+(t0) sirve) tal que

Φ(t ) ≥Φ(t0)+ A(t − t0), para todo t ∈R.

Esto implica que

Φ
(

f (x)
)≥Φ(t0)+ A

(
f (x)− t0

)
, para todo x ∈Ω,

de donde se sigue, por integración y haciendo t0 = 1
µ(Ω)

∫
Ω f dµ,∫

Ω
Φ

(
f (x)

)
dµ(x) ≥

∫
Ω

[
Φ(t0)+ A

(
f (x)− t0

)]
dµ(x) =Φ(t0)µ(Ω)+ A

=0(∫
Ω f (x)dµ(x)− t0µ(Ω)

)=Φ(t0)µ(Ω).

O sea,Φ
( 1
µ(Ω)

∫
Ω f dµ

)≤ 1
µ(Ω)

∫
ΩΦ

(
f (x))dµ(x), como queríamos probar.
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Demostración de las relaciones de inclusión. Si f ∈ H∞, se tiene,

Mq (r, f ) =
(

1

2π

∫ π

−π

∣∣ f (r e iθ)
∣∣q dθ

)1/q

≤
(

1

2π

∫ π

−π

∥∥ f (r e iθ)
∥∥q

H∞dθ

)1/q

= ‖ f ‖H∞ ,

Esto implica que f ∈ H q y además ‖ f ‖H q ≤ ‖ f ‖H∞ .

Si f ∈ H q , se tiene, por la desigualdad de Jensen,

Mp (r, f ) =
(

1

2π

∫ π

−π

∣∣ f (r e iθ)
∣∣p dθ

)1/p

=
[(

1

2π

∫ π

−π

∣∣ f (r e iθ)
∣∣p dθ

)q/p
]1/q

≤
(

1

2π

∫ π

−π

∣∣ f (r e iθ)
∣∣p q

p dθ

)1/q

= Mq (r, f ) ≤ ‖ f ‖H q .

Esto implica que f ∈ H p y además ‖ f ‖H p ≤ ‖ f ‖H q .

Si f ∈ H p , entonces haciendo uso de que log+ x ≤Cp xp para todo p > 0, se tiene,

T (r, f ) = 1

2π

∫ π

−π
log+

∣∣ f (r e iθ)
∣∣dθ ≤Cp

1

2π

∫ π

−π

∣∣ f (r e iθ)
∣∣p dθ =Cp

(
Mp (r, f )

)p ≤Cp‖ f ‖p
H p .

Esto implica que f ∈N .

En realidad las relaciones de inclusión son estrictas. Para probarlo, nos apoyamos en los siguientes lemas.

Lema 1.8. Para r ∈ (0,1) y θ ∈ [−π,π),

∣∣1− r e iθ∣∣2 ≤ (1− r )2 + rθ2,
∣∣1− r e iθ∣∣2 ≥ (1− r )2 +4r θ2

π2 ,
∣∣1− r e iθ∣∣2 ≥

{
1, si |θ| ≥ π

2 ,

3 θ2

π2 , si |θ| ≤ π
2 .

Demostración. Primero observamos que∣∣1− r e iθ
∣∣2 = 1+ r 2 −2r cosθ = (1− r )2 +2r

(
1−cos2 θ2

)= (1− r )2 +4r sen2 θ
2 .

Así que la primera desigualdad se debe al hecho de que |senα| ≤ |α| siempre, y la segunda desigualdad se

debe a que senα ≥ 2
πα siempre que α ∈ (

0, π2 ) (basta hacerse un dibujo). Para la primera línea de la tercera

desigualdad, observamos que si π ≥ |θ| ≥ π
2 , entonces π

2 ≥ |θ|
2 ≥ π

4 , luego haciendo uso de que la función seno

es creciente en
[
π
4 , π2

]
obtenemos∣∣1− r e iθ

∣∣2 = (1− r )2 +4r sen2 θ
2 ≥ (1− r )2 +4r sen2 π

4 = (1− r )2 +2r = 1+ r 2 ≥ 1.

Para continuar, suponemos que |θ| ≤ π
2 , hacemos hθ(r ) = (1− r )2 +4r θ2

π2 y observamos que, como función de

r ∈R, hθ decrece hasta rθ = 1−2 θ2

π2 > 1− 2
4 = 1

2 > 0 y crece a partir de este rθ. Por tanto,

(1− r )2 +4r
θ2

π2 = hθ(r ) ≥ hθ(rθ) = ·· · = 4
θ2

π2

(
1− θ2

π2

) (|θ|≤ π
2 )

≥ 4
θ2

π2

(
1− 1

22

)
= 3

θ2

π2 .

Lema 1.9. La función f dada por f (z) = 1
1−z , z ∈D, satisface f ∈ ⋂

p<1
H p àH 1.

Demostración. Primero probamos que f ∉ H 1:

M1(r, f ) = 1

2π

∫ π

−π
1

|1− r e iθ| dθ ≥ 1

2π

∫ π

1−r

1√
(1− r )2 + rθ2

dθ
(1−r≤θ)≥ 1

2π

∫ π

1−r

1p
2θ

dθ = 1

2π
p

2
log

π

1− r
,

y el miembro de la derecha tiende a ∞ cuando r → 1.

Fijamos ahora p ∈ (0,1) y probamos que f ∈ H p :

M p
p (r, f ) = 1

2π

∫ π

−π
1

|1− r e iθ|p dθ = 1

2π

(∫
π
2 <|θ|<π

+
∫
|θ|≤ π

2

) 1

|1− r e iθ|p dθ

≤ 1

2π

∫
π
2 <|θ|<π

dθ+ 1

2π

∫ π
2

− π
2

1(p3
π |θ|)p

dθ = 1

2
+ 2πp

2π
(p

3
)p

∫ π
2

0
θ−p dθ

= 1

2
+ 1

π1−p 3p/2(1−p)
θ1−p

∣∣∣ π2
0
= 1

2
+ 1

1−p

1

3p/221−p
.
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Teorema 1.10. Para 0 < p < q <∞ se tiene H∞ ( H q ( H p (N .

Demostración. La función f (z) = 1
1−z , z ∈ D, es una transformación de Möbius que aplica el disco unidad

conformemente sobre el semiplano
{
Re w > 1

2

}
a la derecha de 1

2 . En este semiplano, la rama principal del

argumento se mueve entre −π
2 y π

2 . Luego la rama principal del logaritmo de f en D, llamémosla g , aplica D

conformemente sobre un dominio, no acotado, contenido en la semibanda horizontal
{
ξ : Reξ > log 1

2 , −π
2 <

Imξ< π
2

}
. Esto prueba que g (z) = log 1

1−z no está en H∞.

Veamos que, para q > 0, la función f1/q (z) = 1
(1−z)

1/q
= e

1
q log 1

1−z , z ∈D, satisface f1/q ∈⋂
p<q H p àH q . En efecto,

por el lema anterior, M q
q (r, f1/q ) = M1(r, f ) no está acotada superiormente, luego f1/q ∉ H q . También por el lema

anterior, para p < q , M p
p (r, f1/q ) = M

p/q

p/q
(r, f ) está acotada superiormente, pues p

q < 1, luego f1/q ∈ H p .

Veamos ahora que g (z) = log 1
1−z , z ∈D, satisface g ∈⋂

p<∞ H p àH∞. En efecto, ya hemos visto que g ∉ H∞.

Por otro lado, como g (z) = log 1
1−z = log 1

|1−z| + i arg 1
1−z , entonces, para z = r e iθ ∈D, por el Lema 1.8, podemos

encontrar una constante C tal que

∣∣g (r e iθ)
∣∣2 = log2 1

|1− r e iθ| +arg2 1

1− r eθ
≤ log2 1

|1− r e iθ| +
π2

22 ≤
{π2

22 , si |θ| ≥ π
2

log2 πp
3 |θ| +

π2

22 , si |θ| ≤ π
2

}
≤C log2 πp

3 |θ| .

Así que para cualquier p > 0, tenemos |g (r e iθ)|p ≤ C p/2 logp πp
3 |θ| , que es integrable en (−π,π) y, por tanto,

resulta que g ∈ H p .

Veamos finalmente que h(z) = e
1

1−z , z ∈ D, satisface h ∈ N à⋃
p>0 H p . En primer lugar observamos que,

como Re 1
1−z > 1

2 para todo z ∈D, entonces |h(z)| = ∣∣e 1
1−z

∣∣= eRe 1
1−z > e1/2 > 1, con lo que, atendiendo a que 1

1−z

es una función holomorfa en D, lo propiedad del valor medio nos da lo que necesitamos:

1

2π

∫ π

−π
log+

∣∣h(r e iθ)
∣∣dθ = 1

2π

∫ π

−π
log

∣∣h(r e iθ)
∣∣dθ = 1

2π

∫ π

−π
Re

1

1− r e iθ
dθ = 1.

Esto prueba que h ∈ N . Fijemos ahora p > 0 y observemos que, a partir de que ex ≥ x2 para x > 0, tenemos

|h(r e iθ)|p = e
p Re 1

1−r eiθ = e
p 1−r cosθ

|1−r eiθ |2 ≥ e
p 1−r

|1−r eiθ |2 ≥ p2 (1−r )2

|1−r eiθ |4 , lo que implica, por el Lema 1.8, que h ∉ H p ya que

el miembro de la derecha en la siguiente desigualdad tiende a ∞ cuando r → 1−:

M p
p (r,h) = 1

2π

∫ π

−π

∣∣h(r e iθ)
∣∣p dθ ≥ p2

2π

∫ π

−π
(1− r )2

|1− r iθ|4 dθ

≥ 2p2

2π

∫ π

0

(1− r )2

((1− r )2 + rθ2)2 dθ ≥ p2

π

∫ π

1−r

(1− r )2

(2θ2)2 dθ = p2(1− r )2

12π

( 1

(1− r )3 − 1

π3

)
.

Volviendo al tema de los ceros, expresamos los resultados que obtuvimos en términos de estos espacios.

Corolario 1.11. Si f ∈ H p , (0 < p ≤ ∞) ó f ∈ N , entonces la sucesión exacta {an} de sus ceros, repetidos de

acuerdo a su multiplicidad, satisface la condición de Blaschke
∑

n(1−|an |) <∞.

Como consecuencia inmediata de este resultado obtenemos que si f es holomorfa enD con sucesión exacta

de ceros {an} satisfaciendo
∑

n(1−|an |) =∞, entonces f ∉N y, por consiguiente, f no está en ninguna de sus

subclases H p . Por ejemplo, la sucesión {1− 1
n } no puede ser la sucesión exacta de ceros de ninguna función en

H∞. Ante la pregunta de si el recíproco es cierto, vemos que sí con el siguiente resultado, concluyendo que la

condición de Blaschke caracteriza las sucesiones de los ceros de las funciones en H∞ y, por tanto, en todos los

H p y la clase de Nevanlinna N .

Teorema 1.12. Sea {an} un sucesión en D satisfaciendo la condición de Blaschke,
∑

n(1−|an |) <∞. Entonces el

producto de Blaschke asociado a {an},
∏

n bn(z), donde

bn(z) = z, si an = 0, bn(z) = −an

|an |
z −an

1−an z
, si an 6= 0,

converge absoluta y uniformemente en cada compacto de D, definiendo una función B ∈ H∞, cuya sucesión de

ceros es exactamente {an} y además |B(z)| < 1 para |z| < 1.
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Demostración. Sea K ⊂D compacto, entonces K ⊂D(0,R) para algún R ∈ (0,1).

Para z ∈D(0,R) y an 6= 0,

∣∣1−bn(z)
∣∣= ∣∣∣1− −an

|an |
z −an

1−an z

∣∣∣=
∣∣∣1−an z + an

|an | z −
|an |2
|an |

∣∣∣
|1−an z| =

∣∣∣(1−|an |)+ an
|an | z(1−|an |)

∣∣∣
|1−an z|

=

∣∣∣1+ an
|an | z

∣∣∣
|1−an z| (1−|an |) ≤

1+
∣∣∣ an
|an |

∣∣∣ |z|
1−|an | |z|

(1−|an |)
(∣∣∣ an

|an |
∣∣∣= 1, |an | ≤ 1, |z| ≤ R

)
≤ 1+R

1−R
(1−|an |).

Y para z ∈D(0,R) y an = 0, claramente,

|1−bn(z)| = |1− z| ≤ 1+R ≤ 1+R

1−R
(1−|an |).

Así que como
∑

n(1− |an |) converge, entonces
∑

n
(
1−bn(z)

)
converge absoluta y uniformemente en K y, por

consiguiente, el producto
∏

n bn(z) converge absoluta y uniformemente en K . Esto prueba que
∏

n bn(z) define

una función holomorfa B en D cuya sucesión de ceros es exactamente {an}.

Además, como cada factor bn es un automorfismo del disco unidad (una transformación de Möbius del

disco unidad en sí mismo), resulta que

|bn(z)| ≤ 1, para todo z ∈D.

Por consiguiente, el producto debe tener módulo acotado por 1,

|B(z)| =
∣∣∣∏

n
bn(z)

∣∣∣≤ 1, para todo z ∈D.

Haciendo uso del principio del módulo máximo resulta que, como B no es constante, no puede alcanzar mó-

dulo máximo en el interior de D y, por tanto, se tiene que |B(z)| < 1 para todo z ∈D.

Dado que, para a ∈ Dà {0}, cada factor del tipo ba(z) = −a
|a|

z−a
1−az es de hecho un automorfismo de la esfera

de Riemann (con cero en a ∈D y polo en 1
a ), resulta que el producto de Blaschke anterior tiene un dominio de

definición mayor que D:

Teorema 1.13. Si {an} ⊂D satisface la condición de Blaschke,
∑

n(1−|an |) <∞, entonces el producto de Blaschke∏
n bn(z) define una función meromorfa en CàE, donde E es el subconjunto de ∂D formado por los puntos de

acumulación de {an} (que son los mismos que los puntos de acumulación de
{ 1

an

}
), con sucesión exacta de ceros

dada por {an} y sucesión exacta de polos dada por
{ 1

an

}
.

Demostración. Para probar esta aserción basta mostrar que para todo compacto K ⊂ CàE existe nK ∈ N tal

que bn es holomorfa en K para todo n ≥ nK y además
∏

n≥nK bn converge absoluta y uniformemente en K .

Sea pues K un compacto de CàE. Entonces existe R > 0 tal que K ⊂ D(0,R), y un natural nK tal que E∪ {
an :

n ≥ nK
}∪ { 1

an
: n ≥ nK

}
queda a una distancia positiva, digamos δ > 0, de K . Además podemos tomar nK lo

suficientemente grande como para que 1
2 < |an | < 3

2 para todo n ≥ nK (con lo que, también, 2
3 < 1

|an | < 2 para

todo n ≥ nK ). De esta manera, si n ≥ nK tenemos que bn es holomorfa en K y, además, para cualquier z ∈ K ,

∣∣1−bn(z)
∣∣= ·· · =

∣∣∣1+ an
|an | z

∣∣∣
|1−an z|

(
1−|an |

)≤ 1+R

|an |
∣∣ 1

an
− z

∣∣ (
1−|an |

)≤ 1+R
1
2 δ

(
1−|an |

)
.

Esto muestra que la suma
∑

n≥nK

(
1−bn

)
y, consecuentemente, el producto

∏
n≥nK bn , convergen absoluta y

uniformemente en K , probando lo que queríamos.

Podemos afinar un poco más sobre el comportamiento de productos de Blaschke en la frontera del disco

unidad. De hecho podemos obtener que, por tratarse de funciones holomorfas y acotadas, cada producto de

Blaschke B tiene límite radial de módulo 1 en casi todo punto de ∂D, esto es, para casi todo θ ∈R existe B∗(e iθ) =
ĺımr→1 B(r e iθ), y |B∗(e iθ)| = 1. Para llegar a este resultado, hemos de desviarnos momentáneamente de nuestro

objetivo principal e introducir una teoría básica de funciones armónicas y subarmónicas.
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Nota. Adoptando este resultado como cierto, obtenemos entonces el siguiente comportamiento en los puntos

de acumulación de ceros de productos de Blaschke:

Si B es un producto de Blaschke con sucesión exacta de ceros {an} y E⊂D es el conjunto de puntos de

acumulación de ceros de B, entonces |B | no admite extensión continua a ningún punto de E.

En efecto, si a ∈ E entonces es límite de una subsucesión de la sucesión de ceros de B . Por tanto, es

ĺıminf
D3z→a

|B(z)| = 0.

Por otro lado, aceptando el hecho de que B tiene límite radial de módulo 1 en casi todo punto de ∂D, debemos

concluir que

ĺımsup
D3z→a

|B(z)| = 1,

probando que no es posible obtener continuidad de |B | en a.

1.3. Funciones armónicas reales

Las funciones armónicas suelen introducirse y estudiarse en asignaturas de ecuaciones en derivadas par-

ciales, pero cuando nos restringimos al plano, las técnicas de variable compleja hacen su aparición de manera

natural, creándose de este modo una interacción que hace que ambas disciplinas se enriquezcan una de la otra.

En lo que sigue nos limitaremos a exponer de manera concisa los resultados básicos de funciones armónicas

reales en el plano complejo.

Definición 1.14 (Función armónica). SeaΩ un abierto de C. Decimos que una función u :Ω→R es armónica

enΩ si es de clase C 2 y satisface la ecuación de Laplace:

∆u = uxx +uy y ≡ 0, enΩ.

Los primeros ejemplos de funciones armónicas los encontramos tomando las partes reales (o imaginarias)

de funciones holomorfas. Y, básicamente, así son todas las funciones armónicas en el plano, ya que es fácil

probar que si u es armónica en un abierto Ω⊆C y D(z0,r ) ⊆Ω entonces existe f holomorfa en D(z0,r ) tal que

u = Re f en D(z0,r ), esto es, toda función armónica es localmente la parte real de una función holomorfa.

Como consecuencia de este resultado, las funciones armónicas satisfacen la propiedad del valor medio: si

u es armónica en un abiertoΩ⊆C y D(z0,R) ⊆Ω entonces

u(z0) = 1

2π

∫ π

−π
u(z0 + r eθ)dθ, para todo r ∈ [0,R).

Las funciones armónicas también satisfacen un principio del máximo, una de cuyas versiones se puede

enunciar como sigue. Si u es armónica en un dominio D ⊆ C y ĺımsupD3z→ξu(z) ≤ M para todo ξ ∈ ∂∞D,

entonces u(z) < M para todo z ∈ D, o u ≡ M en D .

Hay que hacer notar que si u es armónica entonces −u también lo es, lo que da lugar a un principio del

mínimo para funciones armónicas: si u es armónica en un dominio D ⊆ C y ĺıminfD3z→ξu(z) ≥ m para todo

ξ ∈ ∂∞D, entonces u(z) > m para todo z ∈ D, o u ≡ m en D .

El problema de Dirichlet en un dominio D con valores en la frontera ∂D dados por una función continua

f plantea encontrar, si es posible, una función u, armónica en D , continua en D y tal que u|∂D ≡ f . Como con-

secuencia del principio del máximo (y del mínimo) obtenemos la unicidad de soluciones para el problema de

Dirichlet. Cuando el problema de Dirichlet siempre tenga solución para cualquiera que sea la función continua

elegida en la frontera del dominio, diremos que es un dominio regular para el problema de Dirichlet.

El problema de saber qué dominios del plano son regulares para el problema de Dirichlet es de por sí bas-

tante complicado. Se sabe que si cada componente conexa del complemento del dominio D consta de más

de un punto, entonces dicho dominio es regular para el problema de Dirichlet. En particular, el disco unidad
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D = {z ∈ C : |z| < 1} es regular para el problema de Dirichlet, y la solución del problema de Dirichlet en D con

valores en la frontera dados por una función f , continua en ∂D, viene dada por

(?) u(z) =
P [ f ](z), si z ∈D,

f (z), si z ∈ ∂D,

donde P [ f ] se conoce como la integral de Poisson de f :

P [ f ](z) = P [ f ](r e iθ) = 1

2π

∫ π

−π
f (e i t )Pr (θ− t )d t , z = r e iθ ∈D,

siendo Pr (t ) = 1−r 2

|1−r ei t |2 lo que se conoce como núcleo de Poisson. Sus propiedades básicas incluyen las propias

de una “aproximación de la identidad”.

(1) Pr (t ) > 0.

(2) Para cada r ∈ [0,1), la función t ∈ R 7→ Pr (t ) = 1−r 2

|1−r ei t |2 = 1−r 2

1+r 2−2r cos t
es continua en R, es periódica de

periodo 2π, es simétrica (Pr (t ) = Pr (−t )), y es decreciente en [0,π]. (Nota: Pr (0) = 1+r
1−r y Pr (π) = 1−r

1+r ).

(3) La función u, dada por u(r e i t ) = Pr (t ), es armónica en D, ya que Pr (t ) = Re 1+r ei t

1−r ei t .

(4) Si δ ∈ (0,π] entonces Pr (t )
r→0−−−→ 0 uniformemente en [−π,−δ]∪ [δ,π].

(5) 1
2π

∫ π
−πPr (t )d t = 1, para todo r ∈ [0,1).

La integral de Poisson de una función continua en ∂D es una función armónica en D, y esto es porque

el núcleo de Poisson es la parte real de una función holomorfa en D. Igualmente ocurre si solo tomamos la

integral de Poisson de una función integrable, o más generalmente, la de una medida µ en M(T), el espacio de

las medidas de Borel finitas con signo sobreT (indistintamente ∂D). O sea, el hecho de que el núcleo de Poisson

sea la parte real de una función holomorfa en D nos dice que la integral de Poisson de una medida µ ∈M(T),

P [dµ](r e iθ) = 1

2π

∫
T

Pr (θ− t )dµ(t ), r e iθ ∈D,

es también una función armónica en D. Ahora bien, en el caso de una función continua f en T, tenemos que

P [ f ] se extiende de manera continua a D, siendo la extensión en ∂D igual a f , lo que equivale a decir que

Pr ∗ f → f uniformemente enT cuando r → 1−. ¿Es que podemos afirmar algo análogo cuando f es integrable?

Para responder a esta pregunta hacemos unas observaciones previas.

Definición 1.15 (Espacios hp ). Decimos que u ∈ hp si u es armónica en D y sup0<r<1 Mp (r,u) <∞ donde

Mp (r,u) =
( 1

2π

∫ π

−π

∣∣u(r e iθ)
∣∣p dθ

)1/p
, 1 ≤ p <∞,

M∞(r,u) = máx
|z|=r

|u(z)| = máx
|z|≤r

|u(z)|, (por el principio del máximo).

Observamos que el hecho de que u sea armónica en D ya implica que Mp (r,u) (1 ≤ p ≤∞) es finita cual-

quiera que sea r ∈ (0,1). Lo importante de esta definición es que, para u ∈ hp , existe C > 0 tal que Mp (r,u) ≤C

para todo r ∈ (0,1).

Teorema 1.16. 1) Si f ∈ Lp (T), 1 ≤ p ≤∞, entonces u = P [ f ] ∈ hp y sup0<r<1 Mp (r,u) ≤ ‖ f ‖Lp (T).

2) Si µ ∈M(T), entonces u = P [dµ] ∈ h1 y sup0<r<1 M1(r,u) ≤ ‖dµ‖, donde ‖dµ‖ denota la variación total de µ.

Demostración. 1) En este caso tenemos u(r e iθ) = 1

2π

∫ π

−π
Pr (θ− t ) f (e i t )d t .

Para 1 ≤ p <∞, tenemos por la desigualdad de Minkowski (o Jensen)

Mp (r,u) = 1

2π

∫ π

−π

∣∣u(r e iθ)
∣∣p dθ = 1

2π

∫ π

−π

∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π
Pr (θ− t ) f (e i t )d t

∣∣∣p
dθ

≤ 1

2π

∫ π

−π

∣∣ f (e i t )
∣∣p

=1︷ ︸︸ ︷
1

2π

∫ π

−π
Pr (θ− t )dθ d t = ‖ f ‖p

Lp (T).
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Si p =∞, la situación es más simple,

∣∣u(r e iθ)
∣∣= ∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π
Pr (θ− t ) f (e i t )d t

∣∣∣≤ ‖ f ‖L∞(T)

=1︷ ︸︸ ︷
1

2π

∫ π

−π
Pr (θ− t )d t ,

lo que implica que M∞(r,u) ≤ ‖ f ‖L∞(T).

2) En este caso es u(r e iθ) = 1
2π

∫ π
−πPr (θ− t )dµ(e i t ), y de nuevo,

M1(r,u) = 1

2π

∫ π

−π

∣∣u(r e iθ)
∣∣dθ ≤ 1

2π

∫ π

−π
1

2π

∫ π

−π
Pr (θ− t )d

∣∣µ∣∣(e i t )dθ =

= 1

2π

∫ π

−π
1

2π

∫ π

−π
Pr (θ− t )dθd

∣∣µ∣∣(e i t ) = ‖dµ‖.

Ya podemos responder a la pregunta anterior y dar el siguiente resultado de convergencia de P [ f ] a f .

Teorema 1.17. Supongamos que f ∈ Lp , para algún p ∈ [1,∞], o supongamos que µ ∈M(T). Para u = P [ f ], o

u = P [dµ], ponemos ur (e iθ) = u(r e iθ). Entonces

(A) Si 1 ≤ p <∞, ‖ur − f ‖Lp (T)
r→1−−−−−→ 0.

(p =∞no puede incluirse porque ‖·‖L∞(T) corresponde con convergencia uniforme y de darse ‖ur− f ‖L∞(T) →
0, al ser ur continua, tendríamos que f también habría de serlo).

(B) Si f ∈C (T) entonces u resuelve el problema de Dirichlet en D con valores en la frontera dados por f . O sea,

u es armónica en D, continua en D y u|T = f . X

(C) Si f ∈ L∞(T), entonces ur
w∗
−−→ f .

(D) Si µ ∈M(T), entonces ur
w∗
−→µ.

Demostración. (A) Sea τt el operador traslación τt f (e iθ) = f (e i (θ−t )). Sabemos que τt es continuo en Lp (T),

o sea que τt f −→
t→0

f en Lp (T).

Dado ε> 0, sea δ> 0 tal que para t ∈ (−δ,δ), ‖τt f − f ‖Lp (T) < ε
2 .

Fijado δ > 0, como Pr (t )
r→1−−−−−→ 0 uniformemente en [δ,π], existe r0 ∈ (0,1) tal que para r ∈ (r0,1), Pr (t ) <

ε
4‖ f ‖Lp (T)

para todo t ∈ [δ,π].

Con estos preliminares ya abordamos la convergencia en norma Lp (T):

‖ur − f ‖Lp (T) =
( 1

2π

∫ π

−π
|ur (e iθ)− f (e iθ)|p dθ

)1/p

=
( 1

2π

∫ π

−π
| 1

2π

∫ π

−π

[
f (e i (θ−t ))− f (e iθ)

]
Pr (t )d t |p dθ

)1/p

{
Minkowski

(1≤p<∞)

}
≤ 1

2π

∫ π

−π

( 1

2π

∫ π

−π
| f (e i (θ−t ))− f (e iθ)|p dθ

)1/p
Pr (t )d t

= 1

2π

(∫
|t |<δ

+
∫
δ≤|t |≤π

)
‖τt f − f ‖Lp (T)Pr (t )d t

< ε

2
+2‖ f ‖Lp (T)

ε

4‖ f ‖Lp (T)
= ε.

(B) X

(C) Como L∞(T) es el espacio dual de L1(T), hemos de ver que

1

2π

∫ π

−π
ur (e iθ) g (e iθ)dθ −−−−−−→

r→1−
1

2π

∫ π

−π
f (e iθ) g (e iθ)dθ, ∀g ∈ L1(T).
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Sea pues g ∈ L1(T). Entonces

1

2π

∫ π

−π
ur (e iθ) g (e iθ)dθ = 1

2π

∫ π

−π
1

2π

∫ π

−π
Pr (θ− t ) f (e i t )d t g (e iθ)dθ

= 1

2π

∫ π

−π
f (e i t )

[
1

2π

∫ π

−π
Pr (t −θ) g (e iθ)dθ

]
d t = 1

2π

∫ π

−π
f (e i t )

(
Pr ∗ g

)
(e i t )d t

r→1−−−−−→ 1

2π

∫ π

−π
f (e i t ) g (e i t )d t ,

ya que, por (A), ‖Pr ∗ g − g‖L1(T)
r→1−−−−−→ 0 y, por tanto, Pr ∗ g

w−→ g .

(D) Como M=C (T)∗, hemos de ver que

1

2π

∫ π

−π
ur (e iθ) g (e iθ)dθ

r→1−−−−−→ 1

2π

∫ π

−π
g (e iθ)dµ(θ), ∀g ∈C (T).

Sea pues g ∈C (T), usamos (B), que nos dice ‖Pr ∗ g − g‖L∞(T)
r→1−−−−−→ 0, para obtener lo deseado,

1

2π

∫ π

−π
ur (e iθ) g (e iθ)dθ = 1

2π

∫ π

−π
1

2π

∫ π

−π
Pr (θ− t )dµ(t ) g (e iθ)dθ

= 1

2π

∫ π

−π

[
1

2π

∫ π

−π
Pr (t −θ) g (e iθ)dθ

]
dµ(t ) = 1

2π

∫ π

−π
(
Pr ∗ g

)
(e i t )dµ(t )

r→1−−−−−→ 1

2π

∫ π

−π
g (e i t )dµ(t ).

La relación que existe entre funciones armónicas en hp y su comportamiento en la frontera es aún más

fuerte. Los siguientes son teoremas de representación.

Teorema 1.18. Supongamos que u ∈ hp .

Si p = 1, existe µ ∈M(T) tal que u = P [dµ]. Esto, a su vez, equivale a decir que u puede escribirse como

diferencia de dos funciones armónicas positivas en D.

Si 1 < p ≤∞, entonces existe f ∈ Lp (T) tal que u = P [ f ].

Demostración. Para 0 < r < 1, consideremos ur (e iθ) = u(r e iθ), θ ∈T (o e iθ ∈ ∂D). Observemos que las normas

Lp de ur son uniformemente acotadas para r ∈ (0,1),

‖ur ‖Lp (T) =
(

1

2π

∫ π

−π
|ur (e i t )|p d t

)1/p

=
(

1

2π

∫ π

−π
|u(r e i t )|p d t

)1/p

= Mp (r,u) ≤ ‖u‖hp ,

Si 1 < p ≤∞, tenemos que Lp es el espacio dual de Lp ′
( 1

p + 1
p ′ = 1), luego al decir que {ur } es un conjunto aco-

tado en un espacio dual, podemos extraer una sucesión rn ↑ 1 de tal manera que urn converge en la topología

débil estrella a una cierta f ∈ Lp . En otras palabras, tenemos que para toda g ∈ Lp ′
,

1

2π

∫ π

−π
urn (e i t ) g (e i t )d t −−−−−−→

n→∞
1

2π

∫ π

−π
f (e i t ) g (e i t )d t ,

o sea,
1

2π

∫ π

−π
u(rne i t ) g (e i t )d t −−−−−−→

n→∞
1

2π

∫ π

−π
f (e i t ) g (e i t )d t .

En particular, para r e iθ ∈D, observamos que Pr (θ− t ) ∈ Lp ′
pues está en L∞, luego

1

2π

∫ π

−π
u(rne i t )Pr (θ− t )d t −−−−−−→

n→∞
1

2π

∫ π

−π
f (e i t )Pr (θ− t )d t .

Pero por otro lado, observamos que 1
2π

∫ π
−πu(rne i t )Pr (θ− t )d t es la solución del problema de Dirichlet en el

disco unidad unidad D con valores en la frontera dados por u(rne i t ). Es evidente que esa solución viene dada

por U (r e iθ) = u(r rne iθ), pues ésta es una función armónica en D, es continua en D y sus valores en la frontera

son U (e iθ) = u(rne iθ).
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Así pues, del límite anterior se obtiene

u(r e iθ) = ĺım
n→∞u(rnr e iθ) = ĺım

n→∞
1

2π

∫ π

−π
u(rne i t )Pr (θ− t )d t = 1

2π

∫ π

−π
f (e i t )Pr (θ− t )d t .

En el caso en que p = 1, tenemos que {ur : r ∈ (0,1)} es un conjunto acotado en L1(T). Resulta que L1(T) no

es dual de ningún espacio, pero como L1(T) se puede sumergir en M(T), y éste sí es el espacio dual de C (T),

entonces podemos extraer una sucesión {rn}, rn ↑ 1 tal que urn

w∗
→ µ, para cierta µ ∈M. Esto quiere decir que si

v ∈C (T), entonces
1

2π

∫ π

−π
urn (e i t ) v(e i t )d t −−−−−−→

n→∞
1

2π

∫ π

−π
v(e i t )dµ(t ).

En particular, para e iθ ∈ ∂D, tenemos v(e i t ) = Pr (θ− t ) ∈C (T), luego

u(r e iθ) = ĺım
n→∞u(rnr e iθ) = ĺım

n→∞
1

2π

∫ π

−π
u(rne i t )Pr (θ− t )d t = 1

2π

∫ π

−π
Pr (θ− t )dµ(t ).

Ahora, descomponiendo µ ∈M(T) en diferencia de su parte positiva y su parte negativa, µ=µ+−µ−, llegamos

a escribir u como diferencia de dos funciones armónicas positivas:

u(r e iθ) = 1

2π

∫ π

−π
Pr (θ− t )dµ(t ) = 1

2π

∫ π

−π
Pr (θ− t )dµ+(t )− 1

2π

∫ π

−π
Pr (θ− t )dµ−(t ) := u1(r e iθ)−u2(r e iθ).

Por otro lado, si u se escribe como diferencia de dos funciones armónicas positivas enD, u = u1−u2, entonces,

usando la propiedad del valor medio, observamos que está en h1:

1

2π

∫ π

−π
|u(r e iθ)|dθ ≤ 1

2π

∫ π

−π
u1(r e iθ)dθ+ 1

2π

∫ π

−π
u2(r e iθ)dθ = u1(0)+u2(0), r ∈ (0,1).

1.4. Funciones subarmónicas

Del hecho que el disco unidad es regular para el problema de Dirichlet resulta que cualquier dominio de

Jordan también lo es, en particular, cualquier disco es regular para el problema de Dirichlet. Con ayuda de esto

y del principio del máximo (y del mínimo) podemos caracterizar las funciones armónicas en un dominio D

como aquellas funciones que son continuas en D y satisfacen la propiedad local del valor medio, o sea, que

satisfacen que para cada z0 ∈ D existe r0 > 0 tal que D(z0,r0) ⊆ D y

u(z0) = 1

2π

∫ π

−π
u(z0 + r e iθ)dθ, para todo r ∈ [0,r0).

Esta caracterización nos permite introducir una clase más general de funciones con propiedades similares

a las armónicas y que son fundamentales a la hora de resolver el problema de Dirichlet en dominios más gene-

rales. Estamos hablando de las funciones subarmónicas (y por ende, de las superarmónicas). En vez de exigirles

satisfacer la propiedad del valor medio, solo les exigiremos que satisfagan la propiedad de la submedia local,

esto es, que satisfagan que para cada z0 ∈ D existe r0 > 0 tal que D(z0,r0) ⊆ D y

u(z0) ≤ 1

2π

∫ π

−π
u(z0 + r e iθ)dθ, para todo r ∈ [0,r0).

Esta teoría de funciones subarmónicas se podría desarrollar dentro de la clase de las funciones continuas,

pero se obtiene más generalidad (sin perder propiedades básicas) si consideramos la clase de las funciones

semicontinuas superiormente. Introducimos esta clase a continuación.

Funciones semicontinuas superiormente (s.c.s.).

Definición 1.19. Sea S un conjunto de C. Decimos que una función u : S → [−∞,∞] es semicontinua supe-

riormente (s.c.s.) en a ∈ S si

ĺımsup
S3z→a

u(z) ≤ u(a).

Decimos que u es s.c.s. en S si lo es en cada punto de S.
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Enunciemos algunas propiedades de estas funciones:

1 Si u es continua entonces, evidentemente, u es s.c.s..

2 En caso de tener sentido, la suma de dos funciones s.c.s. es s.c.s.. Los casos sin sentido se dan cuando, por

ejemplo, para un mismo punto z0 se tiene u1(z0) =−∞ y u2(z0) =+∞.

3 El máximo de dos funciones s.c.s. es s.c.s..

4 Si S es cerrado en C, entonces χS es s.c.s..

5 u : S → [−∞,∞] es s.c.s. si, y solo si, para todo t ∈R, u−1
(
[−∞, t )

)
es abierto en S.

6 Si S es compacto y u : S → [−∞,∞) es s.c.s. entonces u está acotada superiormente y alcanza su máximo

en S.

7 Sea u : S → [−∞,∞] s.c.s. y seaΦ :R→R continua creciente (se entiendeΦ definida en −∞ e ∞ de forma

natural), entoncesΦ◦u es s.c.s..

8 Si {un} es una sucesión de funciones s.c.s. de S en [−∞,∞] y un ↘ u, entonces u es s.c.s. en S.

Demostración. Sea a ∈ S. Si u(a) = +∞, no hay nada que probar. Así que supongamos que u(a) < ∞.

Sea ε > 0. Como un(a) ↘ u(a), existe N ∈ N tal que |un(a)−u(a)| < ε para todo n ≥ N . Esto implica

que u(a) ≤ uN (a) < u(a) + ε. Ahora como ĺımsupz→a uN (z) ≤ uN (a) < u(a) + ε, existe rN > 0 tal que

si z ∈ D(a,rN )∩ S entonces uN (z) < u(a)+ ε. Finalmente, como uN ≥ u, resulta que si z ∈ D(a,rN )∩ S

entonces u(z) ≤ uN (z) < u(a)+ε, probando que ĺımsupz→a u(z) ≤ u(a).

9 De igual manera se prueba que si {un} es una sucesión de funciones s.c.s. se S en [−∞,∞], entonces

u(z) = ı́nfn un(z) es s.c.s. en S.

10 Sea D ⊂C abierto y sea u : D → [−∞,∞) s.c.s.. Sea K un subconjunto compacto de D . Entonces existe una

sucesión decreciente { fn}∞n=1 de funciones continuas de C en R, acotadas superiormente (por máxK u en

el caso en que u 6≡ −∞), tal que fn ↘ u en K .

Demostración. Si u|K ≡−∞, entonces fn ≡−n hace el trabajo.

Supongamos entonces que u no es idénticamente igual a −∞ en K . Por 6 u está acotada superiormente

en K y alcanza su máximo (finito porque u 6≡ −∞) en K , al que podemos llamar M . Consideramos, para

cada n ∈N y cada z ∈C,

fn(z) = sup
ξ∈K

(
u(ξ)−n|ξ− z|).

Observamos que estas fn hacen el trabajo.

10.1 fn+1(z) ≤ fn(z), z ∈C.

Para cada ξ ∈ K y cada z ∈C, u(ξ)−(n+1)|ξ− z| ≤ u(ξ)−n|ξ− z| ≤ fn(z). Por tanto, tomando supre-

mo cuando ξ ∈ K en el lado izquierdo, tenemos fn+1(z) ≤ fn(z), z ∈C.

10.2 Para todo n, u(z) ≤ fn(z) ≤ M , donde la primera desigualdad es para z ∈ K y la segunda para z ∈C.

Como u ≤ M en K , entonces para n ∈N y z ∈C, tenemos trivialmente

fn(z) = sup
ξ∈K

(
u(ξ)−n|ξ− z|)≤ M .

Por otro lado, para n ∈N y z ∈ K

u(z) = (
u(z)−n|z − z|)≤ sup

ξ∈K

(
(u(ξ)−n|ξ− z|)= fn(z).

10.3 fn es continua en C.
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Para z1, z2 ∈C, y ξ ∈ K , tenemos(
u(ξ)−n|z1 −ξ|

)−(
u(ξ)−n|z2 −ξ|

)= n
(|z2 −ξ|−|z1 −ξ|

)≤ n
(|z2 − z1|+|z1 −ξ|−|z1 −ξ|

)= n|z2 − z1|.

O sea,

u(ξ)−n|z1 −ξ| ≤ u(ξ)−n|z2 −ξ|+n|z2 − z1| ≤ fn(z2)+n|z2 − z1|.
Luego tomando supremos cuando ξ ∈ K , tenemos

fn(z1) ≤ fn(z2)+n|z2 − z1|.

De manera análoga obtenemos fn(z2)− fn(z1) ≤ n|z2 − z1|, con lo que concluimos que fn es Lips-

chitziana con constante de Lipschitz inferior a n,∣∣ fn(z1)− fn(z2)
∣∣≤ n|z2 − z1|.

10.4 Para cada a ∈ K , fn ↘ u(a).

Sea a ∈ K . Sea ε > 0. Como ĺımsupz→a u(z) ≤ u(a), existe r > 0 tal que u(z) < u(a)+ ε para todo

z ∈D(a,r )∩K . Sea n0 ∈N tal que M − r n0 ≤ u(a)+ε. Ahora para ξ ∈ K y n ≥ n0 tenemosu(ξ)−n|ξ−a| < u(a)+ε, si ξ ∈D(a,r )∩K ,

u(ξ)−n|ξ−a| ≤ M −nr ≤ M −n0r ≤ u(a)+ε, si |ξ−a| ≥ r.

En cualquier caso, tenemos para ξ ∈ K y n ≥ n0,

u(ξ)−n|ξ−a| ≤ u(a)+ε,

de donde se sigue, tomando el supremo cuando ξ ∈ K ,

fn(a) ≤ u(a)+ε, para todo n ≥ n0.

Como, por 10.2 , u(a) ≤ fn(a) para todo n, obtenemos entonces que ĺımn fn(a) = u(a).

11 Lo anterior puede ser generalizado a esto otro: Supongamos que u : S → [−∞,∞]. Entonces u es s.c.s.

en S si, y solo si, existe una sucesión decreciente de funciones continuas { fn} ⊂ C (S,R) tal que u(x) =
ĺımn→∞ fn(x), x ∈ S.

Demostración. Claramente, si existe una sucesión decreciente de funciones continuas { fn} ⊂C (S,R) tal

que u(x) = ĺımn→∞ fn(x), x ∈ S, entonces u es s.c.s. en S.

Por otro lado, supongamos que u es s.c.s. en S. Entonces, si es necesario, componiendo con un homeo-

morfismo crecienteΦ de R sobre [0,1] (del tipo,Φ(x) = 1
2 + 1

π arctan x) y aplicando 7 , podemos suponer

también, sin pérdida de generalidad que u(S) ⊆ [0,1].

Ante esta suposición, observamos que M(z,r ) = sup{u(ξ) : ξ ∈ D(z,r )∩ S}, z ∈ S, r > 0, es una función,

mayor o igual que 0, que crece con r cuando z está fijo y, consecuentemente, las medias integrales,

I (z,r ) = 1

r

∫ r

0
M(z, t )d t , z ∈ S, r > 0,

están bien definidas, son crecientes en r para z fijo y son continuas en z ∈ S para r fijo.

Veamos que I (z,r ) crece con r . Fijemos z ∈ S y tomemos 0 < r1 < r2. Entonces el hecho de que M ≥ 0 y

que crezca con r da

I (z,r2)− I (z,r1) = 1

r1r2

[
r1

∫ r2

0
M(z, t )d t − r2

∫ r1

0
M(z, t )d t

]
= 1

r1r2

[ ≤0

(r1 − r2)
∫ r1

0
M(z, t )d t + r1

∫ r2

r1

M(z, t )d t
]

≥ 1

r1r2

[
(r1 − r2)M(z,r1)r1 + r1M(z,r1)(r2 − r1)

]
= 0.
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Veamos ahora que I (z,r ) es continua en z. Es más, veamos que para r > 0 fijo, I (·,r ) es lipschitziana

con constante menor o igual que 1
r . Para ello, tomemos z1, z2 ∈ S, observemos que entonces M(z2, t ) ≤

M(z1, t +|z2 − z1|), t > 0, y recordemos que 0 ≤ M(z, t ) ≤ 1, pues u(S) ⊆ [0,1], para obtener

I (z2,r ) = 1

r

∫ r

0
M(z2, t )d t ≤ 1

r

∫ r

0
M(z1, t +|z2 − z1|)d t = 1

r

∫ r+|z2−z1|

|z2−z1|
M(z1, t )d t

≤ 1

r

∫ r

0
M(z1, t )d t + 1

r

∫ r+|z2−z1|

r
M(z1, t )d t

≤ I (z1,r )+ 1

r
M(z1,r +|z2 − z1|) |z2 − z1| ≤ I (z1,r )+ 1

r
|z2 − z1|.

De manera análoga se obtiene que I (z1,r ) ≤ I (z2,r )+ 1
r |z1 − z2|, dando por resultado que

∣∣I (z2,r )− I (z1,r )
∣∣≤ 1

r
|z2 − z1|.

Una última observación. Del hecho de que u sea s.c.s. se tiene que M(z,r ) ↘ u(z) cuando r ↘ 0, por lo

que I (z,r ) ↘ u(z) cuando r ↘ 0. Así que juntando todo esto, basta tomar una sucesión {rn} ⊂ (0,∞) con

rn ↘ 0, para concluir que fn(z) = I (z,rn), n ∈N, define una sucesión decreciente de funciones continuas

en S con límite puntual u en S.

12 Como consecuencia de estas últimas propiedades obtenemos que si u es s.c.s. en S, entonces u es Borel-

medible en cada subconjunto boreliano de S.

13 Además, si D es abierto, u : D → [−∞,∞) es s.c.s. y K ⊂ es un subconjunto compacto de D , entonces u es

Borel medible en K y está acotada superiormente en K (de hecho alcanza el máximo en K ), por tanto, la

integral de u sobre K tiene perfecto sentido (aunque pueda ser igual a −∞).

Funciones subarmónicas (SH).

Definición 1.20. Sea D ⊂ C dominio. Sea u : D → [−∞,∞). Decimos que u es subarmónica en D , denotado

u ∈SH(D), si

(i) u 6≡ −∞.

(ii) u es s.c.s. en D .

(iii) u satisface la propiedad de la submedia local en D que, recordamos, significa que para cada z0 ∈ D existe

r0 > 0 tal que D(z0,r0) ⊆ D y

u(z0) ≤ L(z0,r,u) := 1

2π

∫ π

−π
u(z0 + r e iθ)dθ, para todo r ∈ [0,r0).

Notemos que considerar la integral en (iii) tiene perfecto sentido por la propiedad 13 de las funciones

semicontinuas. Dejamos abierta la posibilidad de que alguna de dichas integrales pueda ser −∞, aunque más

adelante veremos que esto no es posible.

A continuación enunciamos una serie de propiedades básicas.

1 Si u es subarmónica en un dominio D y z0 ∈ D , entonces existe R > tal que D(z0,R) ⊆ D y

u(z0) ≤ A(z0,r,u) := 1

πr 2

∫
D(z0,r )

u(z)dA(z), para todo r ∈ (0,R).

En efecto. Primero observamos que la integral sobre discos del tipoD(z0,r ), tiene sentido por lo anterior.

Ahora, de la propiedad de la submedia local, dado z0 ∈ existe R > 0 tal que D(z0,R) ⊆ D y

u(z0) ≤ L(z0,r,u) = 1

2π

∫ π

−π
u(z0 + r e iθ)dθ, para todo r ∈ (0,R).
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Por tanto, ∫ r

0
2ρu(z0)dρ ≤

∫ r

0

1

π

∫ π

−π
u(z0 +ρe iθ)dθρdρ, para todo r ∈ (0,R),

de donde se sigue que

r 2 u(z0) ≤ 1

π

∫
D(z0,r )

u(z)dA(z) = r 2 A(z0,r,u), para todo r ∈ (0,R),

que es lo que queríamos probar.

2 La subarmonicidad es una propiedad local.

3 Si u es subarmónica en un dominio D y D ′ ⊂ D es dominio también, entonces u es subarmónica en D ′.

4 Supongamos que u1,u2 son subarmónicas un dominio D y que λ1 y λ2 son números positivos, entonces

λ1u1 +λ2u2 es o bien subarmónica en D o bien ≡−∞. (Veremos que esto último es imposible).

5 Supongamos que u : D →R es de clase C 2. Entonces u ∈SH(D) si, y solo si, ∆u ≥ 0 en D .

Demostración. Para cada z ∈ D tomamos rz = dist(z,∂D). Entonces D(z,rz ) ⊆ D . Como u ∈ C 2(D), en-

tonces, para z ∈ D , la función de medias integrales L(z,ρ,u) está en C 1(0,rz ). Luego por el Teorema de

Green, para ρ ∈ (0,rz ),

d

dρ
L(z,ρ,u) = 1

2π

∫ π

−π
∂

∂ρ
[u(z +ρe iθ)]dθ

= 1

2π

∫ π

−π
[ux (z +ρe iθ)cosθ+uy (z +ρe iθ)senθ]dθ

= 1

2π

∫
|ξ−z|=ρ

ux (ξ)
d y

ρ
−uy (ξ)

d x

ρ

= 1

2πρ

∫
|ξ−z|≤ρ

(uxx (ξ)+uy y (ξ))d A(ξ) = 1

2πρ

∫
|ξ−z|≤ρ

∆u(ξ)dA(z).

Supongamos inicialmente que u ∈SH(D) y que, por reducción al absurdo, existe z0 ∈ D tal que ∆u(z0) <
0. Como u ∈ C 2(D), existe r0 > 0 tal que ∆u(z) < 0 para todo z ∈ D(z0,r0) ⊂ D . Por lo anterior tenemos

entonces que
d

dρ
L(z0,ρ,u) = 1

2πρ

∫
|z−z0|≤ρ

∆(z)dA(z) < 0, ρ ∈ (0,r0),

lo que implica que L(z0,ρ,u) es una función decreciente de ρ ∈ [0,r0]. En particular, tendríamos

u(z0) = L(z0,0,u) > L(z0,ρ,u) = 1

2π

∫ π

−π
u(z0 +ρe iθ)dθ, para todo ρ ∈ (0,r0),

lo cual contradice la propiedad de la submedia local.

Supongamos ahora que ∆u ≥ 0 en D . Entonces u satisface (i) y (ii) trivialmente. Para ver la propiedad de

la submedia local, tomamos z0 ∈ D y r0 > 0 tales que D(z0,r0) ⊂ D . Por la anterior fórmula tenemos

d

dρ
L(z0,ρ,u) = 1

2πρ

∫
|z−z0|≤ρ

∆u(z)dA(z) ≥ 0.

Esto nos dice que L(z0,ρ,u) es una función creciente de ρ ∈ [0,r0) y, por tanto, que

u(z0) = L(z0,0,u) ≤ L(z0,ρ,u) = 1

2π

∫ π

−π
u(z0 +ρe iθ)dθ, para todo ρ ∈ (0,r0).

6 Si h es armónica en D , entonces h, −h, |h| son subarmónicas en D .

7 Si u y −u son subarmónicas en D entonces u es armónica en D .
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8 Si f es holomorfa en D y no idénticamente igual a 0, entonces log
∣∣ f

∣∣ es subarmónica en D .

Claramente, log | f | aplica D en [−∞,∞), no es idénticamente igual a −∞, y es continua en el sentido

amplio, luego es s.c.s. en D . Finalmente, para comprobar la propiedad de la submedia local, fijamos z0 ∈
D . Si f (z0) = 0 entonces es log | f (z0)| = −∞ ≤ L(z0,r, log | f |) para todo r > 0 tal que D(z0,r ) ⊆ D . Si,

por el contrario, f (z0) 6= 0, entonces existe r0 > 0 tal que D(z0,r ) ⊆ D y f (z) 6= 0, cualquiera que sea

z ∈ D(z0,r0). Esto implica que existe una rama holomorfa de log f en D(z0,r0), de donde se sigue que

log | f | es armónica en D(z0,r0) y, consecuentemente, por la propiedad del valor medio para funciones

armónicas, log | f (z0)| = L(z0,r, log | f |) para todo r ∈ [0,r0).

9 Si u ∈SH(D) y φ :R→R es creciente y convexa (φ(−∞) = ĺımx→−∞φ(x)), entonces φ◦u ∈SH(D).

Claramente,φ◦u : D → [−∞,∞),φ◦u 6≡ −∞, yφ◦u es s.c.s. en D porqueφ es continua y u es s.c.s. en D .

Finalmente la propiedad de la submedia local: Sea z0 ∈ D , haciendo uso de que u satisface la propiedad

de la submedia local, encontramos r0 > 0 tal que D(z0,r0) ⊂ D y

u(z0) ≤ 1

2π

∫ π

−π
u(z0 + r e iθ)dθ, para todo r ∈ [0,r0).

Ahora usamos, en primer lugar, que φ es creciente, y seguidamente, que φ es convexa para aplicar la

desigualdad de Jensen:

φ◦u(z0) ≤φ
( 1

2π

∫ π

−π
u(z0 + r e iθ)dθ

)
≤ 1

2π

∫ π

−π
φ◦u(z0 + r e iθ)dθ, para todo r ∈ [0,r0).

10 Si h es armónica en D , entonces h+ := máx{h,0}, y h− = (−h)+ son subarmónicas en D , ya que φ(x) = x+

es creciente y convexa en R.

11 Si f ∈ Hol (D) y p > 0, entonces
∣∣ f

∣∣p = ep log| f | es subarmónica en D , ya que φ(x) = epx es creciente y

convexa en R.

12 Si u es subarmónica en D y p ≥ 1, entonces u+ y (u+)p son subarmónicas en D , ya que φ(x) = x+ y,

cuando p ≥ 1, φp (x) = (x+)p son crecientes y convexas en R.

A continuación enunciamos y probamos un principio del máximo para funciones subarmónicas. Recor-

demos la notación habitual: Si D es un dominio de C entonces ∂∞D denota a ∂D si D es acotado, y en caso

contrario, denota a ∂D ∪ {∞}.

Teorema 1.21 (Principio del Máximo). Sean u : D → [−∞,∞) subarmónica en un dominio D ⊆ C y M ∈ R.

Supongamos que

ĺımsup
D3z→ξ

u(z) ≤ M , para todo ξ ∈ ∂∞D .

Entonces u(z) ≤ M para todo z ∈ D. Además si se da igualdad para algún z0 ∈ D, entonces u es constante en D.

Demostración. Sea K = supz∈D u(z) ∈ (−∞,∞]. Por supuesto, K > −∞, pues u 6≡ −∞. Nuestra intención es

probar que K ≤ M . Sea {zn} una sucesión en D , que podemos suponer zn → z∗ ∈ D ∪∂∞D , tal que u(zn) → K .

Distinguimos entonces 2 casos.

Caso 1: z∗ ∈ ∂∞D . Entonces K = ĺımn u(zn) ≤ ĺımsup
D3z→z∗

u(z) ≤ M .

Caso 2: z∗ ∈ D . Entonces, usando la semicontinuidad superior de u y que K = supD u, tenemos

K = ĺım
n

u(zn) ≤ ĺımsup
D3z→z∗

u(z) ≤ u(z∗) ≤ K =⇒ K = u(z∗) <∞.

Consideremos ahora S = {z ∈ D : u(z) = K }, y observemos en primer lugar que S 6= ;, pues z∗ ∈ S.

Veamos que S es abierto. Sea z0 ∈ S y sea r0 > 0 tal que, por 1 , D(z0,r0) ⊆ D y u(z0) ≤ A(z0,r0,u). Como

u(z0) = K = máxD u, entonces

K = u(z0) ≤ 1

πr 2

∫
D(z0,r0)

u(z)dA(z) ≤ K ,
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de donde se sigue que u(ξ) = K para casi todo ξ ∈ D(z0,r0). Esto implica que para cada ξ ∈ D(z0,r0) existe

{ξn} ⊂D(z0,r0) con ξn → ξ y u(ξn) = K , luego, por la semicontinuidad superior de u,

K = ĺım
n

u(ξn) ≤ ĺımsup
D3z→ξ

u(z) ≤ u(ξ),

Como también es u(ξ) ≤ K , entonces la cadena anterior se convierte en igualdad, u(ξ) = K , lo que prueba que

D(z0,r0) ⊂ S, y así, que S es abierto.

Además S es cerrado en D . Sea {ξn} ⊂ S con ξn → ξ0 ∈ D . Entonces la semicontinuidad superior de u y el

hecho de que K = máxD u, da

K = ĺım
n

u(ξn) ≤ ĺımsup
D3z→ξ0

u(z) ≤ u(ξ0) ≤ K ,

lo que prueba que u(ξ0) = K , con lo que ξ0 ∈ S y, por tanto, prueba que S es cerrado en D .

Resulta que S 6= ;, abierto y cerrado en D . Luego, como D es conexo, S = D , o sea, u ≡ K en D y, por tanto,

se sigue de aquí que K ≤ M .

Este caso incluye también el caso de igualdad.

Como consecuencia del Principio del máximo, probamos fácilmente la siguiente propiedad sobre mayo-

rantes armónicas que, de hecho, se convertirá en una caracterización de funciones subarmónicas.

Teorema 1.22 (Principio de la mayorante armónica). Sea u ∈ SH(D), donde D es un dominio en C. Entonces

u satisface el Principio de la mayorante armónica. O sea, para cada subdominio D ′ de D tal que D ′ ⊂ D y cada

h : D ′ →R tal que h es armónica en D ′, continua en D ′, y satisface

ĺımsup
D ′3z→ξ

u(z) ≤ h(ξ), para todo ξ ∈ ∂∞D ′,

entonces se tiene que u < h en D ′ o u ≡ h en D ′.

Demostración. Sea D ′ un subdominio de D , y sea h armónica en D ′ y continua en D ′ con ĺımsupD ′3z→ξu(z) ≤
h(ξ) para todo ξ ∈ ∂D ′. Hemos de probar que u < h en D ′ o que u ≡ h en D ′. Para ello, consideramos v = u −h,

la cual es subarmónica en D ′ y, además, para todo ξ ∈ ∂∞D ′.

ĺımsup
D ′3z→ξ

v(z) = ĺımsup
D ′3z→ξ

u(z)−h(ξ) ≤ 0.

Luego, por el principio del máximo, v < 0 en D ′ o v ≡ 0 en D ′, o sea, u < h en D ′ o u ≡ h en D ′.

Teorema 1.23 (Caracterización de funciones subarmónicas por el principio de la mayorante armónica). Su-

pongamos que D ⊆C es un dominio y que u : D → [−∞,∞) es s.c.s. con u 6≡ −∞. Entonces u satisface la propiedad

de la submedia local si y solo si u satisface el principio de la mayorante armónica.

Demostración. Solo hay que probar que el principio de la mayorante armónica implica la propiedad de la

submedia local. Sean z0 ∈ D y R > 0 tales que D(z0,R) ⊂ D . Sea { fn} una sucesión decreciente de funciones

continuas en C acotadas superiormente por máx∂D(z0,R) u, tal que fn ↘ u en ∂D(z0,R). Sea hn la solución del

problema de Dirichlet en D(z0,R) con valores en la frontera dados por fn , o sea, hn es armónica en D(z0,R),

continua en D(z0,R), y hn |∂D(z0,R) = fn . Observamos que ĺımsupD(z0,R)3z→ξu(z) ≤ fn(ξ) = hn(ξ) para todo ξ ∈
∂D(z0,R), luego u ≤ hn en D(z0,R). En particular,

u(z0) ≤ hn(z0) = 1

2π

∫ π

−π
hn(z0 +Re iθ)dθ = 1

2π

∫ π

−π
fn(z0 +Re iθ)dθ.

Ahora, como máx∂D(z0,R) u ≥ fn y fn ↘ u, el Teorema de la Convergencia Monótona implica que

u(z0) ≤ 1

2π

∫ π

−π
u(z0 +Re iθ)dθ,

de donde se sigue que u satisface la propiedad de la submedia local.
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Como consecuencia de esta caracterización de funciones subarmónicas, obtenemos que la propiedad de

la submedia local se extiende a cualquier disco dentro del dominio de definición.

Corolario 1.24. Sea D un dominio deC y sea u ∈SH(D). Para cada z ∈ D sea dD (z) = dist(z,∂D). Entonces, para

cada z ∈ D,

u(z) ≤ L(z,r,u) := 1

2π

∫ π

−π
u(z + r e iθ)dθ, para todo r ∈ (

0,dD (z)
)
.

Veamos a continuación que las medias integrales de funciones subarmónicas son funciones crecientes.

Teorema 1.25. Sea D un dominio de C y sea u ∈SH(D). Para cada z ∈ D y cada r1,r2 con 0 < r1 < r2 < dD (z),

(a) L(z0,r1,u) ≤ L(z0,r2,u).

(b) A(z0,r1,u) ≤ A(z0,r2,u).

Demostración. Sea z ∈ D y sean r1,r2 tales que 0 < r1 < r2 < dD (z). Sea { fn} una sucesión decreciente de

funciones continuas en C acotadas superiormente por máx∂D(z,r2) u, tal que fn ↘ u en ∂D(z0,r2). Sea hn la

solución del problema de Dirichlet en D(z0,r2) con valores en la frontera dados por fn .

Como ĺımsupD(z0,R)3z→ξu(z) ≤ fn(ξ) = hn(ξ) para todo ξ ∈ ∂D(z,r2), entonces el principio de la mayorante

armónica nos dice que u ≤ hn en D(z,r2). Así,

L(z,r1,u) ≤ L(z,r1,hn) = hn(z) = L(z,r2,hn) = L(z,r2, fn),

De donde tomando límites y aplicando nuevamente el teorema de la convergencia monótona, obtenemos

L(z0,r1,u) ≤ L(z0,r2,u), lo que prueba (a).

Para probar (b), observamos primero que no hay nada que hacer si A(z,r1,u) =−∞ (un caso que nunca se

va a dar). Por otro lado, si A(z,r1,u) >−∞ (que siempre va a ser el caso) entonces, para r ∈ (0,r1),

−∞< A(z,r,u) = 1

πr 2

∫
D(z,r )

u(ξ)dA(ξ) = 1

πr 2

∫ r

0

∫ 2π

0
u(z +ρe iθ)ρdθdρ = 2

r 2

∫ r

0
L(z,ρ,u)ρdρ,

lo que implica que L(z,r,u) >−∞ para casi todo r ∈ (0,r1), y como es una función creciente de r , que entonces

es L(z,r,u) >−∞ para todo r ∈ (
0,dD (z)

)
. Así que para 0 < r1 < r2 < dD (z) tenemos,

A(z0,r2,u)− A(z0,r1,u) = 2

r 2
2

∫ r2

0
L(z0,ρ,u)ρdρ− 2

r 2
1

∫ r1

0
L(z0,ρ,u)ρdρ

= 2

r 2
2

∫ r2

r1

L(z0,ρ,u)ρdρ+
(

2

r 2
2

− 2

r 2
1

)∫ r1

0
L(z0,ρ,u)ρdρ

≥ 1

r 2
2

L(z0,r1,u)(r 2
2 − r 2

1 )+ r 2
1 − r 2

2

r 2
2 r 2

1

L(z0,r1,u)r 2
1

= L(z0,r1,u)

[
r 2

2 − r 2
1

r 2
2

+ r 2
1 − r 2

2

r 2
2

]
= 0.

Corolario 1.26. Sea D un dominio de C y sea u ∈SH(D). Entonces, para cada z ∈ D,

u(z) ≤ A(z,r,u) := 1

πr 2

∫
D(z,r )

u(ξ)dA(ξ), para todo r ∈ (
0,dD (z)

)
.

Corolario 1.27. Sea D un dominio de C y sea u ∈SH(D). Entonces,

u(z) = ĺım
r→0+

L(z,r,u) = ĺım
r→0+

A(z,r,u), para cada z ∈ D.

Demostración. Sea z0 ∈ D y sea α > u(z0). Por la semicontinuidad superior, ĺımsupz→z0
u(z) ≤ u(z0), luego

existe r0 > 0 tal que u(z) < α para todo z ∈ D(z0,r0), de donde se sigue que L(z0,r,u) ≤ α, y que A(z0,r,u) ≤ α,

para todo r ∈ (0,r0). Como también es u(z0) ≤ L(z0,r,u), y u(z0) ≤ A(z0,r,u), para todo r , concluimos entonces

que u(z0) = ĺımr→0+ L(z0,r,u) = ĺımr→0+ A(z0,r,u).
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Teorema 1.28. Sea D un dominio de C y sea u ∈SH(D). Entonces,

(a) L(z,r,u) >−∞ para todo z ∈ D y todo r ∈ (0,dD (z)).

(b) A(z,r,u) >−∞ para todo z ∈ D y todo r ∈ (0,dD (z)).

Demostración. Basta probar (b) porque esto ya implicaría que L(z,ρ,u) > −∞ para todo z ∈ D y casi todo

ρ ∈ (
0,dD (z)

)
, y como L es creciente en ρ, entonces sería L(z,ρ,u) >−∞ para todo z ∈ D y todo ρ ∈ (

0,dD (z)
)
.

Consideremos entonces el conjunto

E = {z ∈ D : existe r = r (z) > 0 tal que D(z,r ) ⊂ D y A(z,r,u) >−∞}.

Lo primero que observamos es que E 6= ; ya que, al ser u 6≡ −∞, existe z0 ∈ D tal que u(z0) >−∞, lo que implica

que A(z0,r,u) >−∞ para todo r ∈ (
0,dD (z0)

)
.

Por otro lado notemos que si z0 ∈ E, entonces A(z0,r,u) >−∞ para todo r ∈ (
0,dD (z0)

)
. En efecto. Sea r0 > 0

tal que D(z0,r0) ⊂ D y A(z0,r0,u) > −∞. Entonces, como u es está acotada superiormente en D(z0,r0) por

ser s.c.s., obtenemos que la integral de u sobre cualquier subdisco de D(z0,r0) es finita (> −∞), en particular,

A(z0,r,u) >−∞ para todo r ∈ (0,r0). Por otro lado, como A(z0,r,u) crece con r , obtenemos que A(z0,r,u) >−∞
para r ∈ (

r0,dD (z0)
)
.

Este mismo argumento muestra que E es abierto, pues si z0 ∈ E entonces A(z0,r,u) > −∞ para todo r ∈(
0,dD (z0)

)
, lo que implica que u tiene integral finita (> −∞) sobre cualquier subdisco de D

(
z0,dD (z0)

)
, pro-

bando que D
(
z0,dD (z0)

)⊆ E .

Finalmente, veamos que E es cerrado en D para concluir que E ≡ D , ya que D es conexo. En efecto. Supon-

gamos que {zn} es una sucesión en E con zn → z0 ∈ D . Dado r0 = d(z0)
4 > 0 existe n0 ∈ N tal que zn ∈ D(z0,r0)

para todo n ≥ n0. En particular, para n0, es fácil ver que se tiene

D(z0,r0) ⊂D(z0,r0) ⊂D(zn0 ,2r0) ⊂D(zn0 ,2r0) ⊂ D.

Como zn0 ∈ E entonces es A(zn0 ,2r0,u) > −∞ y, por tanto, u tiene integral finita sobre cualquier subdisco de

D(zn0 ,2r0), probando que A(z0,r0,u) >−∞, o sea, que z0 ∈ E .

Corolario 1.29. Sea D un dominio de C y sea u ∈ SH(D). Entonces u ∈ L1
loc(D,dA) y, por tanto, Área

(
{z ∈ D :

u(z) =−∞}
)= 0. Además, siempre que D(z0,r0) ⊂ D, se tiene que u ∈ L1

(
∂D(z0,r0)

)
.

Corolario 1.30. Sea D un dominio de C y sean u1,u2 ∈SH(D). Entonces u1 +u2 ∈SH(D).

Demostración. El caso u1 +u2 ≡−∞ queda excluido porque u1,u2 ∈ L1
loc(D,dA).

Corolario 1.31. Si f es holomorfa en D entonces las medias integrales

T (r, f ) = 1

2π

∫ π

−π
log+

∣∣ f (r e iθ)
∣∣dθ, Mp (r, f ) =

( 1

2π

∫ π

−π

∣∣ f (r e iθ)
∣∣p dθ

)1/p
, (0 < p <∞),

son finitas y, como funciones de r ∈ (0,1), son crecientes.

Teorema 1.32. Sea D un dominio de C y sea u ∈SH(D). Supongamos queD(z0,r0) ⊂ D. Sea h = P [u], la integral

de Poisson de u sobre ∂D(z0,r0). Entonces h es armónica en D(z0,r0), y u ≤ h en D(z0,r0).

Demostración. Como u ∈ L1
(
∂D(z0,r0)

)
, resulta entonces que h(z0 + r e iθ) := 1

2π

∫ π
−πu(z0 + r0e i t )Pr /r0 (θ− t )d t

es una función armónica en D(z0,r0).

Sea ahora { fn} una sucesión de funciones continuas enC acotadas superiormente por máx∂D(z0,r0) u, tal que

fn ↘ u en ∂D(z0,r0). Sea hn la solución del problema de Dirichlet en D(z0,r0) con valores en la frontera dados

por fn . Como u es s.c.s.,

ĺımsup
D(z0,r0)3z→ξ

u(z) ≤ u(ξ) ≤ fn(ξ), para todo ξ ∈ ∂D(z0,r0),

luego, por el principio de la mayorante armónica, tenemos que u ≤ hn en D(z0,r0). Ahora bien, hn(z0 + r e iθ) =
1

2π

∫ π
−π fn(z0 + r0e i t )dµθ,r (t ), donde dµθ,r (t ) = Pr /r0 (θ− t )d t , y fn ↘ u en ∂D(z0,r0) y las fn están acotadas

superiormente por máx∂D(z0,r0) u. Así que, nuevamente por el teorema de la convergencia monótona, obtene-

mos que hn(z0 + r e iθ) ↘ h(z0 + r e iθ) y, del hecho de que u ≤ hn en D(z0,r0), se sigue, tomando límites cuando

n →∞, que u ≤ h en D(z0,r0).
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Teorema 1.33. Sea u ∈ h1 y sea µ ∈M(T) tal que u = P [dµ]. Supongamos que θ0 es tal que existe

ĺım
h→0

µ
(
(θ0 −h,θ0 +h]

)
2h

= A.

Entonces ĺımr→1− u(r e iθ0 ) = A.

Demostración. Veamos en primer lugar que podemos suponer que θ0 = 0.

En efecto. Fijemos θ0 de manera arbitraria. Consideremos la medida µ0 ∈M(T) dada por µ0 =µ(θ0−E), E ⊂T,

con lo que, al ser µ0(E) = ∫
θ0−E dµ(t ) = ∫

Tχθ0−E (t )dµ(t ) = ∫
TχE (θ0 − t )dµ(t ), tenemos∫

T
f (t )dµ0(t ) =

∫
T

f (θ0 − t )dµ(t ), f ∈ L1(dµ).

Observemos que si ĺımh→0
µ((θ0−h,θ0+h])

2h = A, entonces

ĺım
h→0

µ0
(
(−h,h]

)
2h

= ĺım
h→0

µ
(
θ0 − (−h,h]

)
2h

= ĺım
h→0

µ
(
(θ0 −h,θ0 +h]

)
2h

= A.

Luego, si el resultado es cierto para θ0 = 0, entonces tenemos P [dµ0](r ) −−−−→
r→1−

A de donde se sigue que

P [dµ](r e iθ0 ) = 1

2π

∫ π

−π
Pr (θ0 − t )dµ(t ) = 1

2π

∫ π

−π
Pr (t )dµ0(t )

Pr (t )=Pr (−t )= 1

2π

∫ π

−π
Pr (−t )dµ0(t ) = P [dµ0](r ) −−−−→

r→1−
A.

Supongamos entonces que µ((−h,h])
2h −−−→

h→0
A. Hemos de probar que P [dµ](r ) −−−−→

r→1−
A. Para ello, fijamos ini-

cialmente ε> 0, y consideremos la función de variación acotada

F (θ) =µ(
(−π,θ]

)= ∫
(−π,θ]

dµ(t ), θ ∈ (−π,π],

extendida de forma periódica a R. Integrando por partes tenemos∣∣u(r )− A
∣∣= ∣∣∣ 1

2π

∫
T

Pr (t )dµ(t )− A
∣∣∣= ∣∣∣∣ 1

2π
Pr (t )F (t )

∣∣∣π−π+ − 1

2π

∫
T

F (t )P ′
r (t )d t − A

∣∣∣∣
=

∣∣∣ 1

2π
Pr (π)

=µ(T)

F (π)+ 1

2π

∫ π

0

[
F (t )−F (−t )

] ⊕
(−P ′

r )(t )d t − A
∣∣∣

≤ 1

2π
Pr (π)|µ(T)|+ 1

2π

∫ π

0

∣∣∣F (t )−F (−t )

2t
− A

∣∣∣(−P ′
r )(t ) 2t d t +

∣∣∣ 1

2π

∫ π

0
2At (−P ′

r )(t )d t − A
∣∣∣

= 1

2π
Pr (π)|µ(T)|+ 1

2π

(∫ δ

0
+

∫ π

δ

)∣∣∣F (t )−F (−t )

2t
− A

∣∣∣[−P ′
r (t )]2t d t +

∣∣∣ �2A

�2π

[
−tPr (t )

∣∣∣π
0
+

∫ π

0
Pr (t )d t

]
− A

∣∣∣
= Pr (π)

2π
|µ(T)|+Pr (π)|A|+ 1

2π

(∫ δ

0
+

∫ π

δ

)∣∣∣F (t )−F (−t )

2t
− A

∣∣∣[−P ′
r (t )]2t d t ,

donde δ ∈ (0,π) ha sido escogido de manera que
∣∣ F (t )−F (−t )

2t − A
∣∣< ε para todo t ∈ (0,δ]. Ahora observamos que

existe una constante C > 0 tal que
∣∣ F (t )−F (−t )

2t − A
∣∣≤C para todo t ∈ [δ,π]. Juntando todo esto, obtenemos

∣∣u(r )− A
∣∣≤ Pr (π)

( |µ(T)|
2π

+|A|
)
+ �2ε

�2π

∫ δ

0
−P ′

r (t )t d t + �2C

�2π

∫ π

δ
−P ′

r (t )t d t

≤ Pr (π)
( |µ(T)|

2π
+|A|

)
+ ε

π

[
−tPr (t )

∣∣∣π
0
+

∫ π

0
Pr (t )d t

]
+ C

π

[
−tPr (t )

∣∣∣π
δ
+

∫ π

δ
Pr (t )d t

]
≤ Pr (π)

( |µ(T)|
2π

+|A|
)
+

≤1(
1−Pr (π)

)
ε+ C

π

(
δPr (δ)−πPr (π)+πPr (δ)

)
≤ 2ε,

donde la última desigualdad es cierta para todo r ∈ (r0,1), para cierto r0, ya que

Pr (π)
( |µ(T)|

2π
+|A|

)
+ C

π
(δPr (δ)−πPr (π)+πPr (δ)) −−−−→

r→1−
0.

Con esto queda probado que u(r ) −−−−→
r→1−

A.
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Corolario 1.34. Sea u ∈ h1. Entonces existe ĺım
r→1

u(r e iθ) para casi todo θ ∈R.

Demostración. Sea µ ∈M(T) tal que u = P [dµ]. Es bien sabido que la función F (θ) =µ(
(−π,θ]

)= ∫
(−π,θ] dµ(t ),

θ ∈ (−π,π] y luego extendida de manera periódica a R, al ser de variación acotada, es derivable en casi todo

punto de R, en cuyo caso, para casi todo θ ∈R tenemos que

µ
(
(θ−h,θ+h]

)
2h

= F (θ+h)−F
(
(θ−h)

)
2h

−−−→
h→0

F ′(θ).

Por el teorema anterior tenemos entonces que, para casi todo θ ∈R, u(r e iθ) −−−−→
r→1−

F ′(θ).

Como consecuencia de la convergencia radial para funciones armónicas en h1, obtenemos este otro resul-

tado, ahora para funciones holomorfas en H 1 y, por consiguiente, en todos sus subespacios.

Corolario 1.35. Si f ∈ H 1, en particular si f ∈ H∞, entonces f tiene límite radial en casi todo punto e iθ ∈T.

Demostración. Si f ∈ H 1, entonces Re f , Im f ∈ h1, luego para casi todo θ ∈R, existen ĺım
r→1

f (r e iθ).

Definición 1.36 (Límite Radial). Para f ∈ H 1, denotamos por

f ∗(e iθ) = ĺım
r→1

f (r e iθ)

a la función, definida en casi todo e iθ, por el límite radial de f en e iθ (cuando exista, que es casi siempre).

La existencia de límite radial en casi todo punto puede extenderse a la clase de Nevanlinna. El caso es que

mucho más es cierto. La existencia de límite radial en un punto de la frontera e iθ ∈ ∂D va a implicar la existencia

de lo que vamos a llamar límite no tangencial en e iθ, esto es, la existencia de límite de la función cuando nos

aproximamos a e iθ a lo largo de una región que termina en ángulo en dicho punto.

se
n
α

cosα eiθ

Sα
(
eiθ)

α

Definición 1.37 (Ángulo de Stolz). Dado e iθ ∈ ∂D y α ∈ [
0, π2

)
, definimos el ángulo

de Stolz en e iθ de “aperturaα”, y lo denotamos Sα(e iθ) o Sα(θ), como la intersección

de D con la envolvente convexa cerrada del disco D(0,senα) y el punto e iθ. O sea,

z ∈ Sα(e iθ) ⇐⇒ z = (1− t )w + te iθ, para algún t ∈ [0,1) y algún w ∈D(0,senα).

Es claro que toda región de D que se “aproxime” a e iθ formando un ángulo está contenida dentro de un

ángulo de Stolz. Observemos que la idea de considerar la envolvente convexa cerrada de D(0,senα) y el punto

e iθ (excluyendo este último del conjunto Sα(θ)) es simplemente para poder decir que todo radio es un ángulo

de Stolz. A lo largo del texto, tendremos ocasión de volver a tratar este tipo de regiones y puede que, en alguna

parte, los ángulos de Stolz sean regiones abiertas. . . .

Definición 1.38 (Límite No Tangencial). Dada f analítica en D y e iθ ∈ ∂D, decimos que f tiene límite no tan-

gencial L ∈C en e iθ si para todo α ∈ (
0, π2

)
, tenemos

ĺım
Sα(θ)3z→eiθ

f (z) = L,

lo cual lo denotamos por ĺım
z→eiθ n.t.

f (z) = L, o f (z)
z
∠→eiθ

−−−−→ L.

Vamos a empezar probando que la existencia de límite radial para funciones en H∞ implica la existencia

de límite no tangencial para funciones en H∞ y, como consecuencia de esto y de una representación de las

funciones en la clase de Nevanlinna N como cociente de funciones en H∞, vamos a obtener la existencia de

límite no tangencial para funciones en N , lo que nos lleva a la existencia de convergencia no tangencial para

funciones en cualquier espacio de Hardy H p , cualquiera que sea p ∈ (0,∞].
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Teorema 1.39 (Fatou). Sean f ∈ H∞ y θ ∈R tales que existe f ∗(e iθ) = ĺımr→1 f (r e iθ) (casi todo θ vale). Entonces

f tiene límite no tangencial f ∗(e iθ) en e iθ.

Demostración. Sea α ∈ (
0, π2

)
. Hemos de probar la aserción∣∣ f (z)− f ∗(e iθ)

∣∣ z→eiθ

−−−−−→
z∈Sα(θ)

0.

Sea {zn} una sucesión en Sα(θ) con límite e iθ, entonces podemos escribir zn = (1− tn)wn + tne iθ, con tn ∈ [0,1)

y wn ∈D(0,senα), para todo n ∈N. Además como |e iθ−w | ≥ 1−senα> 0 para todo w ∈D(0,senα), obtenemos

que tn → 1 cuando n →∞:

tn = zn −wn

e iθ−wn
= zn −e iθ

e iθ−wn
+ e iθ−wn

e iθ−wn
−→ 1.

Para probar nuestra aserción basta mostrar, dada la arbitrariedad de {zn}, que f (zn) → f ∗(e iθ). Para ello, defi-

nimos, para cada n ∈N,

fn(z) = f
(
(1− tn)z + tne iθ), z ∈D.

Observamos que para n fijo, θ fijo, tenemos que tne iθ+(1− tn)z, z ∈D, describe el disco de centro tne iθ y radio

(1− tn), el cual está obviamente contenido en D. Por tanto fn es analítica en D, y acotada ya que

‖ fn‖H∞ = sup
z∈D

| fn(z)| = sup
z∈D(tn eiθ ,1−tn )

| f (z)| ≤ || f ||H∞ .

Todo esto nos dice que { fn} es una sucesión uniformemente acotada en D, luego es una familia normal y, por

tanto, contiene una subsucesión que converge uniformemente en cada subconjunto compacto de D.

Veamos que cualquier subsucesión de { fn} uniformemente convergente en subconjuntos compactos de D,

lo hace a la constantemente igual a f ∗(e iθ). Esto probará que la misma sucesión { fn} converge a la constante

f ∗(e iθ) uniformemente en cada compacto de D.

Sea { fnk } una subsucesión de { fn} que converge a F uniformemente en subconjuntos compactos de D.

Observemos que para r ∈ (0,1), y puesto que f (r e iθ)
r→1−−−−−→ f ∗(e iθ),

F (r e iθ) = ĺım
k→∞

fnk (r e iθ) = ĺım
k→∞

f
(
(1− tnk )r e iθ+ tnk e iθ)= ĺım

k→∞
f
(
[r + (1− r )tnk ]e iθ)= f ∗(e iθ),

Por tanto F es constante en el radio (0,e iθ), que es un conjunto con puntos de acumulación enD. Por tanto, por

el Teorema de la Identidad de Weierstrass, F es constante en D y dicha constante es f ∗(e iθ). Con esto tenemos

fn −→ f ∗(e iθ) uniformemente en subconjuntos compactos de D.

Ahora, probar que f (zn) −→ f ∗(e iθ) es lo mismo que probar que fn(wn) −→ f ∗(e iθ). Vemos esto último

entonces: Sea ε > 0. Como fn −→ f ∗(e iθ) uniformemente en subconjuntos compactos de D, en particular lo

hace en D(0,senα), existe nε ∈ N tal que
∣∣ fn(w)− f ∗(e iθ)

∣∣ < ε para todo n ≥ nε y todo w ∈ D(0,senα). Esto

implica que
∣∣ fn(wn)− f ∗(e iθ)

∣∣< ε para todo n ≥ nε.

Teorema 1.40. Sea f analítica en D, f 6≡ 0. Entonces f ∈N si, y solo si, f es cociente de dos funciones en H∞.

Demostración. Supongamos que f se escribe como cociente de dos funciones analíticas acotadas, f = f1
f2

, con

f1, f2 ∈ H∞. Sea N ∈N∪{0} el orden de 0 como cero de f2, entonces, como f es analítica enD, el orden de 0 como

cero de f1 ha de ser mayor o igual que N . Dicho esto, obtenemos que
f j (z)

zN , j = 1,2 son analíticas y, además,

acotadas. Por ello podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que f = f1
f2

, con f j analítica y acotada en D y

f2(0) 6= 0. Por otro lado, dividiendo arriba y abajo por M , donde M = máx{‖ f1‖H∞ ,‖ f2‖H∞ }, podemos suponer,

también sin pérdida de generalidad, que f = f1
f2

, con f j ∈ H∞, ‖ f j ‖H∞ ≤ 1, ( j = 1,2), y f2(0) 6= 0.

Con estas reducciones, tenemos, por la fórmula de Jensen,

T (r, f ) = 1

2π

∫ π

−π
log+

∣∣ f (r e iθ)
∣∣dθ = 1

2π

∫ π

−π
(
log

∣∣ f1(e i t )
∣∣− log

∣∣ f2(e i t )
∣∣)+ dθ

≤ 1

2π

∫ π

−π
log+

∣∣ f1(e i t )
∣∣+ (− log

∣∣ f2(e i t )
∣∣)+ dθ = 1

2π

∫ π

−π
− log

∣∣ f2(r e iθ)
∣∣dθ

F. Jensen= − log| f2(0)|− ∑
zn cero de f2

log+
r

|zn |
≤ − log| f2(0)|.
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Esto prueba que sup
0<r<1

T (r, f ) ≤− log| f2(0)|, luego f ∈N .

Supongamos ahora que f 6≡ 0 está en N . Hemos de probar que f puede escribirse como cociente de dos

funciones en H∞.

Para cada ρ ∈ (0,1) consideramos fρ(z) = f (ρz), |z| < 1
ρ . Observamos que fρ es holomorfa en D(0, 1

ρ ), en

particular en D, luego tiene una cantidad finita de ceros en D. Sea A = {ρ ∈ (0,1) : fρ tiene ceros de módulo

1} = {ρ ∈ (0,1) : f tiene ceros de módulo ρ}. Observemos que A es un conjunto de (0,1) a lo sumo numerable,

luego (0,1)à A es denso en (0,1). A partir de ahora consideraremos solo ρ ∈ (0,1)à A.

Para ρ ∈ (0,1)à A, sea Bρ el producto de Blaschke (finito) formado por los ceros de fρ en D. (Recordemos

que fρ no tiene ceros en ∂D). Entonces fρ/Bρ es una función holomorfa en D sin ceros en D. Así que podemos

tomar una rama holomorfa de log
fρ
Bρ

en D. Su parte real es armónica en D y coincide con log
∣∣ fρ (z)

Bρ (z)

∣∣. Además

podemos recuperarla a partir de la integral de Poisson de sus valores en la frontera, para z = r e iθ ,

log
∣∣∣ fρ(z)

Bρ(z)

∣∣∣= 1

2π

∫ π

−π
log

∣∣∣ fρ(e i t )

Bρ(e i t )

∣∣∣Pr (θ− t )d t
|Bρ (ei t )|=1= 1

2π

∫ π

−π
log

∣∣ fρ(e i t )
∣∣Re

(
1+ r e i (θ−t )

1− r e i (θ−t )

)
d t

= Re

[
1

2π

∫ π

−π

[
log+

∣∣ fρ(e i t )
∣∣− log−

∣∣ fρ(e i t )
∣∣](

1+ ze−i t

1− ze−i t

)
d t

]
.

Por compleción analítica tenemos entonces que existe β ∈R tal que

log
fp (z)

Bp (z)
= 1

2π

∫ π

−π

[
log+

∣∣ fρ(e i t )
∣∣− log−

∣∣ fρ(e i t )
∣∣](

1+ ze−i t

1− ze−i t

)
d t + iβ.

Tomando exponenciales, podemos escribir

fρ(z) = Bρ(z)e− 1
2π

∫ π
−π log−

∣∣ fρ (ei t )
∣∣ 1+ze−i t

1−ze−i t d t+iβ

e− 1
2π

∫ π
−π log+

∣∣ fρ (ei t )
∣∣ 1+ze−i t

1−ze−i t d t
= ϕρ(z)

ψρ(z)
.

Observamos que ϕρ , ψρ son funciones holomorfas en D y acotadas por 1, o sea, ‖ϕρ‖H∞ ≤ 1, ‖ψρ‖H∞ ≤ 1.

Además, como f ∈N , tenemos, para z = r iθ ,

Re

(
1

2π

∫ π

−π
log+

∣∣ fρ(e i t )
∣∣1+ ze−i t

1− ze−i t
d t

)
= 1

2π

∫ π

−π
log+

∣∣ f (ρe i t )
∣∣ 1− r 2

|1− r e i (θ−t )|2 d t

≤ 1+ r

1− r

1

2π

∫ π

−π
log+

∣∣ f (ρe i t )
∣∣d t ≤ 1+ r

1− r
sup

0≤ρ<1
T (ρ, f ),

luego, llamando T = sup0≤ρ<1 T (ρ, f ), tenemos para z ∈D,

|ψρ(z)| = e−Re 1
2π

∫ π
−π log+

∣∣ fρ (ei t )
∣∣ 1+ze−i t

1−ze−i t d t ≥ e
− 1+|z|

1−|z|T > 0,

independientemente de ρ ∈ (0,1)à A.

Observamos ahora que {ϕρ , ρ ∈ (0,1)à A}, {ψρ , ρ ∈ (0,1)à A} son familias normales en D. Por tanto, existe

una sucesión {ρk } ⊂ (0,1) à A, con ρk → 1, y existen ϕ, ψ holomorfas en D tales que ϕρk → ϕ y ψρk → ψ,

uniformemente en cada subconjunto compacto de D.

Como ϕρ , ψρ son funciones acotadas por 1, entonces ϕ y ψ son también funciones de H∞ acotadas por 1.

Además, el hecho de que, para cada ρ ∈ (0,1)à A y cada z ∈ D, tengamos que |ψρ(z)| ≥ e−
1+|z|
1−|z| T , implica que

también |ψ(z)| ≥ e−
1+|z|
1−|z| T > 0 para todo z ∈D. O sea,ψ nunca se anula enD. Por tanto, del hecho de que f (ρz) =

fρ(z) = ϕρ (z)
ψρ (z) , z ∈D, tenemos, tomando límites para cada z ∈D, que

f (z) = ϕ(z)

ψ(z)
, ϕ,ψ ∈ H∞, ‖ϕ‖H∞ ≤ 1, ‖ψ‖H∞ ≤ 1, y ψ nunca cero en D.

Con este teorema podemos obtener que toda función en N tiene límite no tangencial en casi todo punto

de ∂D. Sólo hace falta ver que los valores en la frontera no son cero en un conjunto de medida positiva.
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Teorema 1.41. Sea f ∈N . Entonces f tiene límite no tangencial f ∗(e iθ) en c.t.p. de T y, además, log
∣∣ f ∗(e iθ)

∣∣ ∈
L1(T) a menos que f ≡ 0. Si f ∈ H p , entonces f ∗(e iθ) ∈ Lp (T).

Demostración. Supongamos f ∈N y f 6≡ 0. Escribimos f = f1
f2

, con f j ∈ H∞, ‖ f j ‖H∞ ≤ 1, j ∈ { 1,2 }. Entonces f j

tiene límite no tangencial f ∗
j (e iθ) en casi todo punto de ∂D, y el cociente f1

f2
también tiene límite no tangencial

f ∗
1 (eiθ)

f ∗
2 (eiθ)

en casi todo punto de ∂D siempre que f ∗
2 (e iθ) 6= 0 también en casi todo punto de ∂D. Esta última aserción

se seguirá de que log | f ∗
2 | ∈ L1(T), así que probaremos que log

∣∣ f ∗
j (e iθ)

∣∣ ∈ L1(T), con lo que tendremos que

1) f ∗
2 6= 0 en c.t.p., 2) f ∗ = f ∗

1
f ∗

2
existe y es finito en c.t.p., y 3) log| f ∗| = log| f ∗

1 |− log| f ∗
2 | ∈ L1(T).

Escribimos f j (z) = cN zN +cN+1zN+1+. . . y denotamos por {an} la sucesión exacta de ceros no nulos de f j , para

obtener, por el lema de Fatou y la fórmula de Jensen:

1

2π

∫ π

−π

∣∣∣log
∣∣ f ∗

j (e iθ)
∣∣∣∣∣dθ ≤ ĺıminf

r→1

1

2π

∫ π

−π

∣∣∣log
∣∣ f j (r e iθ)

∣∣∣∣∣dθ = ĺıminf
r→1

[
− 1

2π

∫ π

−π
log

∣∣ f j (r e iθ)
∣∣dθ

]
= ĺıminf

r→1

[
− log |cN |− logr N −∑

n
log+

r

|an |
]
≤ ĺıminf

r→1

[− log|cN |− logr N ]=− log|cN | <∞,

lo que implica que log | f ∗
j | ∈ L1(T).

Observemos que si f ∈ H∞, entonces claramente f ∗ ∈ L∞(T). Por otro lado, si f ∈ H p , 0 < p <∞, veamos

que f ∗ ∈ LP (T). Para ello, usamos de nuevo el lema de Fatou:

1

2π

∫ π

−π

∣∣ f ∗(e iθ)
∣∣p dθ ≤ ĺıminf

r→1

1

2π

∫ π

−π

∣∣ f (r e iθ)
∣∣p dθ ≤ ‖ f ‖H p .

Nota. Como consecuencia de este resultado, es evidente que si f ∈N y f ∗(e iθ) = 0 sobre un subconjunto de T

de medida positiva, entonces log | f ∗| ∉ L1(T) y, por tanto, hemos de admitir que f ≡ 0.

Corolario 1.42. Sea f holomorfa en D con f (0) 6= 0. Entonces f ∈N si y solo si sup
0<r<1

1
2π

∫ π

−π

∣∣∣log
∣∣ f (r e iθ)

∣∣∣∣∣dθ <∞.

En particular, si f ∈N y no tiene ceros, entonces log | f | es armónica en D y, además, log | f | ∈ h1.

Demostración. Supongamos que f ∈N y que f (0) 6= 0. Escribamos f = f1
f2

con f j ∈ H∞, ‖ f j ‖H∞ ≤ 1 y f j (0) 6= 0.

Para probar la aserción basta mostrar que sup0<r<1

∥∥log| f j (r ·)|∥∥L1 < ∞. Repetimos entonces lo hecho en la

demostración del teorema, excepto la aplicación del lema de Fatou. Denotamos por {an} la sucesión exacta de

ceros de f j , para obtener, por la fórmula de Jensen, que
∥∥log| f j (r ·)|∥∥L1 ≤− log| f j (0)| para todo r ∈ (0,1):

1

2π

∫ π

−π

∣∣∣log
∣∣ f j (r e iθ)

∣∣∣∣∣dθ =− 1

2π

∫ π

−π
log

∣∣ f j (r e iθ)
∣∣dθ =− log | f j (0)|−∑

n
log+

r

|an |
≤ − log| f j (0)| <∞.

Como aplicación de todo lo que llevamos, ya podemos retomar el tema de los productos de Blaschke y

probar que tienen límite no tangencial de módulo 1 en casi todo punto de la frontera de D.

Teorema 1.43. Si B es un producto de Blaschke entonces, para casi todo θ ∈T,
∣∣B∗(e iθ)

∣∣= 1.

Demostración. Por supuesto, si el producto de Blaschke es finito,
∣∣B(e iθ)

∣∣= 1 en todo punto e iθ ∈ ∂D.

Cuando la sucesión de ceros de B , {an}, es infinita, consideramos, para cada N ∈N, el producto de Blaschke

finito, BN (z), asociado a los puntos
{

a1, a2, . . . , aN
}
, y el producto de Blaschke infinito B(z)

BN (z) asociado a la cola

de la sucesión {an}∞n=N+1. Así, usando que |BN (e iθ)| = 1 para todo θ, que las medias integrales son funciones

crecientes de r , que B∗(eiθ)
BN (eiθ)

∈ L∞(T) ⊂ L1(T) y, finalmente, que |B | ≤ 1, tenemos

∣∣∣ B(0)

BN (0)

∣∣∣= ∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π
B(r e iθ)

BN (r e iθ)
dθ

∣∣∣≤ 1

2π

∫ π

−π

∣∣∣ B(r e iθ)

BN (r e iθ)

∣∣∣dθ ≤ 1

2π

∫ π

−π

∣∣∣ B∗(e iθ)

BN (e iθ)

∣∣∣dθ = 1

2π

∫ π

−π

∣∣B∗(e iθ)
∣∣dθ ≤ 1.

Observemos ahora que BN (0)
N→∞−−−−→ B(0), luego B(0)

BN (0)
N→∞−−−−→ 1. Así obtenemos que 1

2π

∫ π
−π

∣∣B∗(e iθ)
∣∣dθ = 1, de

donde, usando que |B | ≤ 1, se sigue que, para casi todo θ ∈T,
∣∣B∗(e iθ)

∣∣= 1.
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1.6. Teoremas de factorización

Teorema 1.44 (Factorización de Riesz). Sea f holomorfa en D con f 6≡ 0 y {an} la sucesión exacta de sus ceros.

(i ) Si f ∈ H p para algún p > 0, entonces f = B g donde B es el producto de Blaschke asociado a {an}, g ∈ H p ,

no se anula en D, y ‖ f ‖H p = ‖g‖H p .

(i i ) Si f ∈N , entonces f = B g donde B es el producto de Blaschke asociado a {an}, g ∈N , no se anula en D, y

supr T (t , g ) = supr T (r, f ).

Demostración. Supongamos que f ∈ H p para algún p > 0, o que f ∈N , entonces {an} satisface la condición

de Blaschke y, por tanto, podemos considerar el producto de Blaschke, B , asociado a {an}.

Sea g (z) = f (z)
B(z) . Entonces g es holomorfa en D tras evitar todas las singularidades provocadas por los ceros

de B (que son los mismos que los de f ) y, además, g no se anula nunca y |g (z)| = ∣∣ f (z)
B(z)

∣∣≥ | f (z)|, z ∈D.

Sea ε> 0. Para cada N ∈N, sea BN (z) el producto de Blaschke asociado a
{

a1, a2, . . . , aN
}
. Como

∣∣BN (e iθ)
∣∣= 1

para todo θ, existe R = R(N ,ε) ∈ (0,1) tal que
∣∣BN (r e iθ)

∣∣> 1−ε para todo r ∈ [R,1), y todo θ.

Si ahora suponemos que f ∈ H p para algún p > 0, usamos que Mp (r, f ) es una función creciente de r , para

obtener, para r < R,

Mp

(
r,

f

BN

)
≤ Mp

(
R,

f

BN

)
≤ 1

1−εMp (R, f ) ≤ 1

1−ε‖ f ‖H p ,

mientras que para r ∈ [R,1),

Mp

(
r,

f

BN

)
≤ (1−ε)−1Mp (r, f ) ≤ 1

1−ε‖ f ‖H p .

En cualquier caso obtenemos que f
BN

∈ H p y que
∥∥ f

BN

∥∥
H p ≤ 1

1−ε‖ f ‖H p .

Ahora, como 1 ≥ |BN | ≥ |BN+1| para todo N , y |BN |↘ |B |, entonces | f | ≤ ∣∣ f
BN

∣∣≤ ∣∣ f
BN+1

∣∣ para todo N , y
∣∣ f

BN

∣∣↗∣∣ f
B

∣∣. Luego, tanto en el caso p =∞, como cuando p <∞ (usando el teorema de la Convergencia Monótona),

tenemos que g = f
B está en H p y que

‖ f ‖H p ≤
∥∥∥ f

BN

∥∥∥
H p

≤
∥∥∥ f

B

∥∥∥
H p

= ‖g‖H p ≤ 1

1−ε‖ f ‖H p .

Haciendo ahora que ε↘ 0, tenemos que, de hecho, ‖g‖H p = ‖ f ‖H p .

Si ahora suponemos que f ∈N , entonces usamos de manera análoga que T (r, f ) = 1
2π

∫ π
−π log+

∣∣ f (r e iθ)
∣∣dθ

es una función creciente de r , para obtener, para r < R,

T
(
r,

f

BN

)
≤ T

(
R,

f

BN

)
= 1

2π

∫ π

−π
log+

∣∣ f (Re iθ)
∣∣∣∣BN (Re iθ)
∣∣ dθ ≤ 1

2π

∫ π

−π
log+

( | f (Re iθ)|
1−ε

)
dθ

≤ log+
1

1−ε +
1

2π

∫ π

−π
log+

∣∣ f (Re iθ)
∣∣dθ ≤ log+

1

1−ε + sup
0<r<1

T (r, f ),

y para r ∈ [R,1),

T
(
r,

f

BN

)
= 1

2π

∫ π

−π
log+

∣∣ f (r e iθ)
∣∣∣∣BN (r e iθ)
∣∣ dθ ≤ log+

1

1−ε + sup
0<r<1

T (r, f ).

De aquí se sigue que supr T
(
r, f

BN

) ≤ log+ 1
1−ε + supr T (r, f ). Por otro lado, como | f | ≤ ∣∣ f

BN

∣∣ y
∣∣ f

BN

∣∣ ↗ ∣∣ f
B

∣∣ = |g |,
tenemos, de nuevo por el teorema de la Convergencia Monótona, que g = f

B ∈N y que

sup
r

T (r, f ) ≤ sup
r

T
(
r,

f

BN

)
≤ sup

r
T

(
r,

f

B

)
= sup

r
T (r, g ) ≤ log+

1

1−ε + sup
r

T (r, f )

Haciendo ahora ε↘ 0, tenemos que, de hecho, supr T (r, g ) = supr T (r, f ).

Este primer teorema de factorización constituye una herramienta de gran utilidad para probar muchos

resultados en los espacios H p . La factorización, en sí, nos ofrece la comodidad de trabajar con funciones que
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nunca se anulan y luego, de manera inmediata, pasar al caso general. Veamos a continuación algunas de estas

aplicaciones.

Observemos que lo que hemos estado llamando norma-H p es solo una verdadera norma si p ≥ 1, mientras

que si p < 1, ‖·‖H p no satisface la propiedad triangular, aunque ‖ f −g‖p
H p define una métrica invariante frente

a traslaciones. Esto último se debe al hecho de que (a+b)p ≤ ap +bp , para a > 0, b > 0 y p ∈ (0,1), (simplemente

hay que estudiar el crecimiento de la función (1+x)p −xp ). Nuestro propósito es probar que H p es completo.

Lema 1.45. Si f ∈ H p para algún p ∈ (0,∞), entonces

| f (z)| ≤ (1−|z|) −1
p ‖ f ‖H p , |z| < 1.

Nota. Si p =∞, obviamente | f (z)| ≤ ‖ f ‖H∞ para todo z ∈D.

Demostración. Supongamos primero que p = 1. Entonces por la fórmula de Cauchy, para |z| < R < 1, y tenien-

do en cuenta que, en este caso, |Re iθ− z| ≥ R −|z|,

| f (z)| =
∣∣∣∣ 1

2πi

∫
|ξ|=R

f (ξ)

ξ− z
dξ

∣∣∣∣= ∣∣∣ 1

2πi

∫ 2π

0

f (Re iθ)

Re iθ− z
i Re iθ dθ

∣∣∣≤ R

R −|z|
1

2π

∫ 2π

0
| f (Re iθ)|dθ ≤ R

R −|z| ‖ f ‖H 1 .

Haciendo tender ahora R a 1, obtenemos el resultado deseado.

Supongamos ahora que p 6= 1. Entonces usamos la factorización de Riesz, f = B g , donde B es el producto

de Blaschke asociado a los ceros de f , y g es una función en H p , sin ceros en D y con ‖g‖H p = ‖ f ‖H p . Resulta

entonces que | f | ≤ |g | y, como g no tiene ceros en D, podemos considerar una rama holomorfa de g p en D. De

esta manera g p ∈ H 1 con ‖g p‖H 1 = ‖g‖p
H p y, por lo anterior, para |z| < 1,

| f (z)|p ≤ |g (z)|p = ∣∣g (z)p ∣∣≤ 1

1−|z| ‖g p‖H 1 = 1

1−|z| ‖g‖p
H p .

Teorema 1.46. Si 0 < p ≤∞, H p es un espacio métrico completo.

Demostración. El caso p = ∞ es obvio. Así que suponemos que 0 < p < ∞. Consideremos una sucesión de

Cauchy { fn} en H p . Por el lema anterior,

| fn(z)− fm(z)| ≤ (1−|z|) −1
p ‖ fn − fm‖H p , para todo z ∈D y cualesquiera n,m ∈N.

Esto nos dice que { fn} es uniformemente de Cauchy en cada disco del tipo ∆(0,r ) con 0 < r < 1, luego es

uniformemente de Cauchy en cada subconjunto compacto de D, con lo cual existe f holomorfa en D tal que

fn → f uniformemente en cada subconjunto compacto de D.

Comprobemos que f ∈ H p . Observemos que, al ser { fn} de Cauchy en H p , { fn} es entonces acotada en H p ,

o sea, existe C > 0 tal que ‖ fn‖H p ≤C para todo n ∈N. Con ayuda de esto y el lema de Fatou,

M p
p (r, f ) = 1

2π

∫ π

−π
ĺım

n

∣∣ fn(r e iθ)
∣∣p dθ ≤ ĺıminf

n

1

2π

∫ π

−π

∣∣ fn(r e iθ)
∣∣p dθ ≤ ĺıminf

n
‖ fn‖p

H p ≤C .

Finalmente probamos que { fn} converge a f en H p , o sea, que ‖ fn − f ‖H p → 0 cuando n → ∞. Sea ε > 0.

Usamos que { fn} es de Cauchy en H p para encontrar n0 tal que ‖ fn − fm‖H p ≤ ε para cualesquiera n,m ≥ n0.

Así, si n ≥ n0, haciendo uso del lema de Fatou de nuevo,

M p
p (r, fn − f ) = 1

2π

∫ π

−π

∣∣ fn(r e iθ)− f (r e iθ)
∣∣p dθ = 1

2π

∫ π

−π
ĺım

m

∣∣ fn(r e iθ)− fm(r e iθ)
∣∣p dθ

≤ ĺıminf
m→∞

1

2π

∫ π

−π

∣∣ fn(r e iθ)− fm(r e iθ)
∣∣p dθ ≤ ĺıminf

m→∞ ‖ fn − fm‖p
H p ≤ εp .

Como esta estimación es válida para todo r ∈ (0,1), obtenemos

‖ fn − f ‖H p = sup
r

Mp (r, fn − f ) ≤ ĺıminf
m→∞ ‖ fn − fm‖H p ≤ ε.
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A continuación usamos la factorización de Riesz para probar un teorema de convergencia en media a los

valores frontera para funciones en H p .

Teorema 1.47. Sea f ∈ H p (0 < p <∞). Escribamos fr (e iθ) = f (r e iθ)
(∈ Lp (T)

)
, y f ∗(e iθ) = ĺımr→1 f (r e iθ) como

la función que se obtiene de aplicar límites radiales (no tangenciales) en casi todo punto de la ∂D. Entonces

f ∗ ∈ Lp (T) (cosa que ya sabemos) y además

ĺım
r→1

‖ fr ‖Lp = ‖ f ∗‖Lp y ĺım
r→1

‖ fr − f ∗‖Lp = 0.

Nota. Teniendo en cuenta este resultado y que las medias integrales de orden p son funciones crecientes de r ,

resulta que ‖ f ‖H p = supr Mp (r, f ) = ĺımr→1 Mp (r, f ) = ĺımr→1 ‖ fr ‖Lp = ‖ f ∗‖Lp . O sea, este resultado establece

una inyección isométrica de H p en Lp (T) para todo p ∈ (0,∞). Por otro lado, la inyección isométrica de H∞ en

L∞ es obvia.

Demostración. Veamos primero que el resultado es cierto para p > 1. Si f ∈ H p con p > 1, entonces u = Re f

y v = Im f son funciones armónicas en hp , luego vienen representadas por las integrales de Poisson de sendas

funciones de Lp (T), que las denominamos U y V . Por otro lado, al ser u = P [U ] y v = P [V ], entonces resulta que,

por los teoremas de convergencia en norma para funciones armónicas, ‖ur −U‖Lp → 0 y ‖vr −V ‖Lp → 0 cuando

r → 1, siendo ur (z) = u(r z) y vr (z) = v(r z). Esto implica que ‖ fr − (U + iV )‖Lp = ‖(ur + i vr )− (U + iV )‖Lp → 0

cuando r → 1. De este tipo de convergencia, sabemos que existe una sucesión {rk } ↗ 1 tal que frk → (U + iV )

en casi todo punto de T. Pero sabemos que f tiene límite radial en casi todo punto de ∂D, o sea, fr → f ∗ en

casi todo punto de T, por lo que ha de ser, esencialmente, f ∗ =U + iV . Y con esta igualdad queda probada la

aserción del teorema en este caso.

Nota. Además, en este caso, p > 1, también hemos probado que f = P [ f ∗], o sea, que f es la integral de Poisson

de sus valores en la frontera de D.
Supongamos ahora que p ≤ 1. Entonces empezamos factorizando la función f como f = B g , donde B es

un producto de Blaschke, que soporta los ceros de f , y g es una función en H p , sin ceros, que lleva la norma

de f , o sea, tal que ‖g‖H p = ‖ f ‖H p . Observemos que | f | ≤ |g | y, teniendo en cuenta que
∣∣B∗(e iθ)

∣∣= 1 para casi

todo θ, resulta que
∣∣ f ∗(e iθ)

∣∣ = ∣∣B∗(e iθ) g∗(e iθ)
∣∣ = ∣∣g∗(e iθ)

∣∣ para casi todo θ. Por otro lado, como g no tiene

ceros en D, entonces podemos definir una rama holomorfa de g p/2 en D, que la llamamos h. Además, es fácil

ver que h = g p/2 ∈ H 2. Por tanto, por lo anterior, h∗ ∈ L2(T) y ‖hr −h∗‖L2 → 0 cuando r → 1, lo que implica que

‖hr ‖L2 →‖h∗‖L2 , que traducido en términos de g significa que g∗ ∈ Lp (T) y que ‖gr ‖Lp →‖g∗‖LP . Esto último

nos indica que f ∗ ∈ Lp (T), ya que | f ∗| = |g∗| en casi todo punto, y que ‖ fr ‖Lp → ‖ f ∗‖LP , ya que, por un lado

tenemos

‖ fr ‖p
Lp = 1

2π

∫ π

−π

∣∣ f (r e iθ)
∣∣p dθ ≤ 1

2π

∫ π

−π

∣∣g (r e iθ)
∣∣p dθ

r→1−−−→ 1

2π

∫ π

−π

∣∣g∗(e iθ)
∣∣p dθ = 1

2π

∫ π

−π

∣∣ f ∗(e iθ)
∣∣p dθ = ‖ f ∗‖p

Lp ,

y por el otro lado, usando el Lema de Fatou, tenemos

‖ f ∗‖p
Lp = 1

2π

∫ π

−π

∣∣ f ∗(e iθ)
∣∣p dθ ≤ ĺıminf

r→1

1

2π

∫ π

−π

∣∣ f (r e iθ)
∣∣p dθ = ĺıminf

r→1
‖ fr ‖p

Lp .

Veamos ahora que ‖ fr − f ∗‖Lp → 0 cuando r → 1. Recordemos que, cuando 0 < p ≤ 1 y a y b son positivos,

se tiene que (a +b)p ≤ ap +bp . Entonces, para casi todo θ,∣∣ f (r e iθ)
∣∣p + ∣∣ f ∗(e iθ)

∣∣p − ∣∣ f (r e iθ)− f ∗(e iθ)
∣∣p ≥ 0,

lo que, por el Lema de Fatou, implica,

1

2π

∫ π

−π
ĺıminf

r→1

(∣∣ f (r e iθ)
∣∣p + ∣∣ f ∗(e iθ)

∣∣p − ∣∣ f (r e iθ)− f ∗(e iθ)
∣∣p

)
dθ

≤ ĺıminf
r→1

1

2π

∫ π

−π

(∣∣ f (r e iθ)
∣∣p + ∣∣ f ∗(e iθ)

∣∣p − ∣∣ f (r e iθ)− f ∗(e iθ)
∣∣p

)
dθ.

Ahora, en el lado izquierdo, basta usar la convergencia radial en casi todo punto y, en el lado derecho, la con-

vergencia de las normas ‖ fr ‖Lp →‖ f ∗‖Lp , para obtener,

2‖ f ∗‖p
Lp ≤ 2‖ f ∗‖p

Lp + ĺıminf
r→1

1

2π

∫ π

−π
−∣∣ f (r e iθ)− f ∗(e iθ)

∣∣p dθ = 2‖ f ∗‖p
Lp − ĺımsup

r→1
‖ fr − f ∗‖p

Lp ,
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de donde se sigue que ‖ fr − f ∗‖Lp → 0 cuando r → 1.

A continuación damos una consecuencia inmediata de este resultado basada en el hecho de que, para a y

b positivos y p ∈ (0,1], se tiene ∣∣log+ a − log+ b
∣∣≤ 1

p |a −b|p ,

desigualdad que se obtiene de estudiar el crecimiento de la función ϕ(x) = log x − 1
p (x −1)p , x ≥ 1.

Corolario 1.48. Si f ∈ H p para algún p > 0, entonces

1

2π

∫ π

−π

∣∣∣log+
∣∣ f (r e iθ)

∣∣− log+
∣∣ f ∗(e iθ)

∣∣∣∣∣dθ
r→1−−−→ 0.

Uno podría pensar que para obtener este corolario bastaría con pedir que f ∈N . Sin embargo, ni siquiera

se mantiene la convergencia de
∥∥log+ | fr |

∥∥
L1 a

∥∥log+ | f ∗|∥∥L1 . Como ejemplo, basta considerar la función f (z) =
e

1+z
1−z , la cual está en N à⋃

p>0 H p . (Se prueba de la misma manera que se hizo para e
1

1−z ) . Resulta que esta

función satisface log+ | f (z)| = Re 1+z
1−z , con lo que

1

2π

∫ π

−π
log+

∣∣ f (r e iθ)
∣∣dθ = 1

2π

∫ π

−π
Re

1+ r e iθ

1− r e iθ
dθ = 1, para todo r , mientras que

1

2π

∫ π

−π

=0 c.t.p.

log+
∣∣ f ∗(e iθ)

∣∣ dθ = 0.

Otra de las consecuencias de este teorema la encontramos en la nota que hay dentro de la demostración.

Además, la podemos completar para que incluya el caso p = 1.

Corolario 1.49. Si p ≥ 1 y f ∈ H p , entonces f = P [ f ∗]. O sea, f se recupera a partir de sus valores en la frontera

mediante su integral de Poisson.

Demostración. Basta probar el resultado para p = 1. Observemos que fρ(z) := f (ρz), ρ ∈ (0,1), satisface

fρ(r e iθ) := f (ρr e iθ) = Pr ∗ fρ (e iθ) = 1

2π

∫ π

−π
Pr (θ− t ) f (ρe i t )d t

ρ→1−−−→ f (r e iθ), para todo r e iθ ∈D.

Como f ∈ H 1, entonces f ∗ ∈ L1(T) y, por tanto, Φ= P [ f ∗] es una función armónica (compleja) en D. Para pro-

bar que f =Φ, nos basamos en que
∥∥ fρ− f ∗∥∥

L1 → 0, para obtener, para r e iθ ∈D fijo, y usando las estimaciones

usuales del núcleo de Poisson,

0 ≤ ∣∣ fρ(r e iθ)−Φ(r e iθ)
∣∣≤ 1

2π

∫ π

−π
Pr (θ− t )

∣∣ fρ(e i t )− f ∗(e i t )
∣∣d t ≤ 1+ r

1− r

∥∥ fρ − f ∗∥∥
L1 ,

de donde, tomando límites cuando ρ→ 1, concluimos que f =Φ.

Destaquemos de nuevo lo curioso de este resultado. Si f ∈ H 1, la teoría sobre funciones armónicas asegura

que Re f y Im f están en h1, luego se pueden representar como integrales de Poisson de medidas finitas con

signo con soporte en T. En otras palabras, f se representa como la integral de Poisson de una medida finita

(compleja) con soporte en T, f = P [dµ]. Esto es lo que nos da la teoría de funciones armónicas. Ahora bien,

el hecho de que f sea además analítica, nos está diciendo que la parte singular de la medida µ es nula, dando

lugar a que f se represente como la integral de Poisson de una medida absolutamente continua que, además,

resulta ser dµ(θ) = f ∗(e iθ)dθ.

Supongamos ahora que f es holomorfa enD, entonces log | f | es subarmónica enD y, según el Teorema 1.32,

para cada ρ ∈ (0,1), log
∣∣ f (ρr e iθ)

∣∣ queda mayorada por la función armónica 1
2π

∫ π

−π
Pr (θ− t ) log

∣∣ fρ(e i t )
∣∣d t . Si

ahora admitimos que f está en H p para algún p > 0, entonces tenemos límites radiales de f y cabe pensar en

la posibilidad de que la función subarmónica log | f (z)| quede mayorada por la integral de Poisson de log | f ∗|
en D. Este es el contenido del siguiente corolario.

Corolario 1.50. Si f ∈ H p para algún p > 0, entonces, para r e iθ ∈D,

log
∣∣ f (r e iθ)

∣∣≤ 1

2π

∫ π

−π
Pr (θ− t ) log

∣∣ f ∗(e i t )
∣∣d t .
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Demostración. Por los comentarios anteriores tenemos, para ρ ∈ (0,1) y r e iθ ∈D,

(1.1) log
∣∣ f (ρr e iθ)

∣∣≤ 1

2π

∫ π

−π
Pr (θ− t ) log

∣∣ f (ρe i t )
∣∣d t = 1

2π

∫ π

−π
Pr (θ− t )

(
log+

∣∣ f (ρe i t )
∣∣− log−

∣∣ f (ρe i t )
∣∣)d t .

Ahora por el Corolario 1.48, para r e iθ ∈D, usando la estimación Pr (θ) ≤ 1+r
1−r ,

0 ≤ 1

2π

∫ π

−π
Pr (θ− t )

∣∣∣log+
∣∣ f (ρe i t )

∣∣− log+
∣∣ f ∗(e i t )

∣∣∣∣∣d t ≤ 1+ r

1− r

1

2π

∫ π

−π

∣∣∣log+
∣∣ f (ρe i t )

∣∣− log+
∣∣ f ∗(e i t )

∣∣∣∣∣d t
ρ→1−−−→ 0,

luego
1

2π

∫ π

−π
Pr (θ− t ) log+

∣∣ f (ρe i t )
∣∣d t

ρ→1−−−→ 1

2π

∫ π

−π
Pr (θ− t ) log+

∣∣ f ∗(e i t )
∣∣d t .

Por otro lado, por el Lema de Fatou tenemos,

1

2π

∫ π

−π
Pr (θ− t ) log−

∣∣ f ∗(e i t )
∣∣d t ≤ ĺıminf

ρ→1

1

2π

∫ π

−π
Pr (θ− t ) log−

∣∣ fρ(e i t )
∣∣d t .

Todo esto nos indica que, al tomar límites cuando ρ→ 1 en (1.1), obtenemos el resultado deseado.

De nuevo, trabajando con la función f (z) = e
1+z
1−z , observamos que el resultado no es cierto para la clase de

Nevanlinna, ya que

log | f (z)| = Re
1+ z

1− z
> 0, para todo z ∈D, mientras que

1

2π

∫ π

−π
Pr (θ− t )

=0 c.t.p.

log
∣∣ f ∗(e i t )

∣∣ d t = 0.

Por otro lado, observamos que se puede dar la desigualdad estricta en el resultado, incluso cuando la fun-

ción en sí no tiene ceros (que hace que log | f | sea armónica y uno puede pensar que la igualdad sería plausible).

Esto se consigue trabajando con la inversa multiplicativa de la función anterior, h(z) = e−
1+z
1−z . Observamos que

h ∈ H∞, pues |h(z)| = e−Re 1+z
1−z ≤ e0 = 1, y, además, no tiene ceros. Sin embargo, para z ∈D,

log |h(z)| = −Re
1+ z

1− z
< 0 = 1

2π

∫ π

−π
Pr (θ− t )

=0 c.t.p.

log
∣∣h∗(e i t )

∣∣ d t .

Factorización canónica. A continuación nos preguntamos si hay alguna manera de “rellenar” la diferencia

que puede haber en la desigualdad del resultado anterior. Supongamos entonces que f ∈ H p para algún p > 0

y que f 6≡ 0. Iniciamos el proceso factorizando f como f = B g , donde B es el producto de Blaschke formado

por los ceros de f , y g es una función en H p que nunca se anula, con ‖g‖H p = ‖ f ‖H p . Además, debido a que

|B | < 1 en D y a que |B∗(e iθ)| = 1 para casi todo θ, se verifica que | f | ≤ |g | en D y que
∣∣ f ∗(e iθ)

∣∣ = ∣∣g∗(e iθ)
∣∣ para

casi todo θ. Podemos entonces considerar una rama holomorfa del log g en D, con lo que log |g | es armónica

en D y, por el Corolario 1.50, para r e iθ ∈D,

log
∣∣ f (r e iθ)

∣∣≤ log
∣∣g (r e iθ)

∣∣≤ 1

2π

∫ π

−π
Pr (θ− t ) log

∣∣g∗(e i t )
∣∣d t = 1

2π

∫ π

−π
Pr (θ− t ) log

∣∣ f ∗(e i t )
∣∣d t := u(r e iθ).

Observemos que la función u, así definida, es armónica en D, ya que es la integral de Poisson de la función

log| f ∗| que, por el Teorema 1.41, está en L1(T). Además, por ese mismo teorema, f ∗ ∈ Lp (T). Todo esto nos

indica que u ∈ h1 y, por tanto, tiene límite radial en casi todo punto de ∂D, que debe coincidir con la derivada

(en casi todo punto) de la función de variación acotada asociada a la medida que representa a u = P [log| f ∗|],
o sea, u∗(e iθ) := ĺımr→1 u(r e iθ) = log

∣∣ f ∗(e iθ)
∣∣ para casi todo θ. De aquí se sigue que la función

F (z) =e
1

2π

∫ π

−π
ei t+z
ei t−z

log
∣∣ f ∗(e i t )

∣∣d t

es analítica en D y satisface | f | ≤ |g | ≤ eu = |F |. Precisamente, como |F | = eu , resulta que |F | tiene límite radial

en casi todo punto de ∂D, que, abusando del lenguaje (!) lo denotamos por |F∗(e iθ)|, o sea, para casi todo θ,

|F∗(e iθ)| != ĺımr→1 |F (r e iθ)| = eu∗(eiθ) = |g∗(e iθ)| = | f ∗(e iθ)|. (Observemos que, en principio, no estamos dicien-

do que exista el límite radial F∗(e iθ), sino solamente el límite radial de su módulo).
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Una función F , analítica en D, que puede representarse como

(1.2) F (z) =e
1

2π

∫ π

−π
ei t+z
ei t−z

logψ(e i t )d t
, z ∈D,

donde ψ≥ 0, logψ ∈ L1(T) y ψ ∈ Lp (T), se llama función externa para H p .

Definamos ahora la función So(z) = g (z)
F (z) , z ∈ D. Claramente, es una función analítica en D que satisface, a

partir de las propiedades anteriores,

0 < |So(z)| ≤ 1, z ∈D; |S∗
o (e iθ)| = 1, c.t. θ.

(Ahora sí, S∗
o (e iθ) sí existe como límite radial en casi todo punto puesto que So es acotada, y, como consecuen-

cia, se obtiene la existencia del límite radial F∗(e iθ)).

Puesto que So es analítica en D y nunca se anula, podemos considerar una rama holomorfa − logSo en D,

con lo que Re[− logSo] = − log|So | es armónica y positiva en D, luego es la integral de Poisson de una medida

finita positiva dµ, y tiene límite radial en casi todo punto igual a µ′(θ) =− log
∣∣S∗

o (e iθ)
∣∣= 0, o sea, la función de

variación acotada asociada a dµ tiene derivada cero en casi todo punto. Esto implica que entonces dµ es una

medida finita positiva, singular con respecto a la medida de Lebesgue. Mediante compleción analítica, existe

γ ∈R, tal que

− logSo(z) = 1

2π

∫ π

−π
e i t + z

e i t − z
dµ(t )− iγ, o sea, So(z) = e iγe

− 1
2π

∫ π

−π
ei t+z
ei t−z

dµ(t )
:= e iγ S(z).

Una función S, analítica en D, que puede representarse como

(1.3) S(z) =e
− 1

2π

∫ π

−π
ei t+z
ei t−z

dµ(t )
, z ∈D,

donde dµ es una medida finita positiva singular, se llama función interna singular.

Recordemos que So = g
F = e iγ S y que f = B g . De esta manera obtenemos lo que llamamos la factoriza-

ción canónica de f ∈∈∈ H p como producto de una constante unimodular por un producto de Blaschke, por una

función interna singular, por una función externa para H p ,

(1.4) f = B g = B So F = e iγB S F.

Teorema 1.51 (Factorización Canónica). Cualquier función f 6≡ 0 de la clase H p (p > 0) tiene una única facto-

rización de la forma (1.4). Recíprocamente, si f admite una factorización como en (1.4), donde F es una función

externa para H p , entonces f ∈ H p y ‖ f ‖H p = ‖F‖H p .

Demostración. Ya hemos probado que toda función f 6≡ 0 de la clase H p (p > 0) tiene una factorización de la

forma (1.4), y la unicidad se sigue de la forma en que se ha construido la factorización.

Para el recíproco, probamos primero que toda función externa para H p es de hecho una función en H p .

Supongamos entonces que F es analítica en D y admite una representación de la forma (1.2) con ψ≥ 0, logψ ∈
L1(T) y ψ ∈ Lp (T). Entonces, por la desigualdad de Jensen,

∣∣F (r e iθ)
∣∣p =

∣∣∣∣ep 1
2π

∫ π

−π
ei t+r eiθ

ei t−r eiθ logψ(e i t )d t ∣∣∣∣=e
1

2π

∫ π

−π
Pr (θ− t ) log

(
ψ(e i t )

)p d t
≤ 1

2π

∫ π

−π
Pr (θ− t )

(
ψ(e i t )

)p d t .

Y ahora por el Teorema de Fubini, teniendo en cuenta que 1
2π

∫ π

−π
Pr (θ− t )dθ = 1 para todo t ,

1

2π

∫ π

−π

∣∣F (r e iθ)
∣∣p dθ ≤ 1

2π

∫ π

−π
1

2π

∫ π

−π
Pr (θ− t )dθ

(
ψ(e i t )

)p d t = 1

2π

∫ π

−π
(
ψ(e i t )

)p d t = ‖ψ‖p
Lp .

Lo que significa que F ∈ H p y que ‖F‖H p ≤ ‖ψ‖Lp . Es más, como logψ ∈ L1(T), es evidente que |F∗| =ψ, luego

‖F‖H p = ‖F∗‖Lp = ‖ψ‖Lp .

A continuación, supongamos que f admite una factorización de la forma (1.4), f = e iγB S F , con F una

función externa para H p . Entonces, dado que e iγB S es una función en H∞ acotada por 1, que tiene módulo 1

en casi todo punto de la frontera y que F ∈ H p , resulta evidente que f ∈ H p y que ‖ f ‖H p = ‖F‖H p .
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Definición 1.52 (Función interna). Decimos que una función I , holomorfa enD, es interna si I ∈ H∞ y
∣∣I∗(e iθ)

∣∣=
1 para casi todo θ.

Nota. Por el teorema de factorización canónica, tenemos que toda función interna I admite una representa-

ción de la forma

(1.5) I = e iγB S,

donde e iγ es una constante unimodular, B es un producto de Blaschke y S es una función interna singular.

Cabe decir que también hay una factorización canónica para funciones en la clase de Nevanlinna. En el

teorema de factorización canónica para funciones en H p es fundamental la desigualdad dada en el Corola-

rio 1.50. Cuando f ∈N , esta desigualdad no es necesariamente cierta, y esto provoca la aparición de un factor

singular que es cociente de dos funciones internas singulares. Antes de enunciar el siguiente Teorema, convie-

ne definir el concepto de función externa para la clase NNN como una función F , holomorfa en D que admite

una representación de la forma (1.2), con ψ≥ 0 y logψ ∈ L1(T) (no incluimos la condición ψ ∈ Lp ).

Teorema 1.53. Cualquier función f ∈N admite una factorización de la forma

(1.6) f (z) = e iγB(z)
S1(z)

S2(z)
F (z), z ∈D,

donde e iγ es una constante unimodular, B es un producto de Blaschke (el asociado a los ceros de f ), S1 y S2 son

funciones internas singulares y F es una función externa para la clase N (con ψ = f ∗). Recíprocamente, toda

función de la forma (1.6) pertenece a N .

Demostración. Sea f ∈N . Aplicamos su factorización de Riesz, f = B g . Sabemos que | f | ≤ |g | en D, que g ∈
N y no tiene ceros, que supr T (r, f ) = supr T (r, g ), y que | f ∗| = |g∗| (en casi todo punto). Además log | f ∗| =
log |g∗| ∈ L1(T). Como g no tiene ceros en D, podemos considerar una rama holomorfa del log g en D, y por el

Corolario 1.42, log |g | ∈ h1. Por tanto, por el teorema de representación de funciones armónicas en h1, existe

µ ∈M(T), tal que

log
∣∣g (r e iθ)

∣∣= P [dµ](r e iθ) = 1

2π

∫ π

−π
Pr (θ− t )dµ(t ), r e iθ ∈D.

También, log |g | tiene límite radial log |g∗| en casi todo punto, luego la descomposición de dµ(θ) en parte ab-

solutamente continua y parte singular, y esta última, en parte positiva y parte negativa, resulta ser del tipo

dµ(θ) = log
∣∣g∗(e iθ)

∣∣dθ+dσ+(θ)−dσ−(θ).

Así, por compleción analítica, existe γ ∈R tal que

log g (z) = iγ+ 1

2π

∫ π

−π
e i t + z

e i t − z
log

∣∣g∗(e iθ)
∣∣dθ+ 1

2π

∫ π

−π
e i t + z

e i t − z
dσ+(θ)− 1

2π

∫ π

−π
e i t + z

e i t − z
dσ−(θ).

Por tanto, como log |g∗| = log | f ∗|, tenemos la factorización anunciada en (1.6),

f (z) = B(z) g (z) = e iγB(z)
e

1
2π

∫ π

−π
ei t+z
ei t−z

log
∣∣ f ∗(e i t )

∣∣d t
e
− 1

2π

∫ π

−π
ei t+z
ei t−z

dσ−(t )

e
− 1

2π

∫ π

−π
ei t+z
ei t−z

dσ+(t )
≡ e iγB(z)

F (z)S1(z)

S2(z)
.

Supongamos ahora que f admite una factorización del tipo (1.6), entonces la parte F (z) S1(z)
S2(z) admite una

representación en términos de una medida finita con signo del tipo dµ(θ) = logψ(e iθ)dθ+dσ+(θ)−dσ−(θ),

con ψ> 0, logψ ∈ L1(T), y σ=σ+−σ− una medida singular. Esta representación es como sigue:

F (z)
S1(z)

S2(z)
=e

1
2π

∫ π

−π
ei t+z
ei t−z

dµ(t )
.
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Observemos que la descomposición en parte positiva y parte negativa, dµ = dµ+−dµ−, es del tipo dµ+(θ) =
log+ψ(e iθ)dθ+dσ+(θ), y dµ−(θ) = log−ψ(e i ,θ)dθ+dσ−(θ)dθ. Por tanto, teniendo en cuenta que log+(ab) ≤
log+ a + log+ b, que |B | ≤ 1, y que |ez | = eRe z , concluimos que f ∈N :

T (r, f ) = 1

2π

∫ π

−π
log+

∣∣ f (r e iθ)
∣∣dθ = 1

2π

∫ π

−π
log+

∣∣∣e iγB(r e iθ)F (r e iθ)
S1(r e iθ)

S2(r e iθ)

∣∣∣dθ

≤ 1

2π

∫ π

−π

=0

log+
∣∣B(r e iθ)

∣∣ + log+e
1

2π

∫ π

−π
Pr (θ− t )dµ(t )

dθ ≤ 1

2π

∫ π

−π
1

2π

∫ π

−π
Pr (θ− t )dµ+(t )dθ =µ+(T).





Capítulo 2

Integrabilidad de la derivada de los

productos de Blaschke

Este capítulo lo dedicamos, tal como hemos anunciado en la introducción, al estudio de las condiciones

que aseguren la pertenencia de las derivadas de los productos de Blaschke a determinados espacios de fun-

ciones clásicos en el disco unidad, en concreto a los espacios de Hardy H p y los espacios de Bergman Ap . El

capítulo, por tanto, contiene, aparte de una sección preliminar, dos secciones más con los resultados que se

obtienen a partir de restricciones sobre los ceros de los productos de Blaschke y hasta qué punto son precisos.

2.1. Resultados y conceptos preliminares

En esta sección vamos a introducir conceptos y resultados preliminares que nos van a servir como herra-

mientas para desarrollar las siguientes secciones.

2.1.1. Automorfismos del disco unidad y la métrica pseudo-hiperbólica

Sea B el conjunto de las funciones analíticas f :D→D, o sea, f ∈B si y solo si f es analítica enD y | f (z)| ≤ 1,

para todo z ∈D. Empezamos recordando el simple pero tremendemente útil lema de Schwarz:

Lema 2.1 (Schwarz). Si f ∈B, y si f (0) = 0, entonces

| f (z)| ≤ |z|, z ∈D,(2.1)

| f ′(0)| ≤ 1.(2.2)

Si se da la igualdad en (2.1) para algún punto z 6= 0, o bien en (2.2), entonces f (z) = e iγz, siendo γ ∈R.

La prueba consiste en observar que la función g (z) = f (z)
z es analítica enD, pues en 0 presenta una singula-

ridad evitable, y luego, dado que ĺımsup|z|→1|g (z)| ≤ 1, aplicar el principio del máximo.

Vamos a necesitar la forma invariante del lema de Schwarz debida a Pick. Sea a ∈ D. Denotemos por Ta la

transformación de Möbius

Ta(z) = z +a

1+a z
.

Observemos que Ta aplica el disco unidad en sí mismo, y 0 en a. Además, su inversa es T−a y, al tratarse de una

transformación de Möbius, Ta preserva circunferencias de la esfera de Riemann (esto es, circunferencias o rec-

tas del plano complejo son transformadas en circunferencias o rectas del plano complejo). También preserva

ángulos y simetrías con respecto a circunferencias de la esfera de Riemann.

35
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Lema 2.2 (Schwarz-Pick). Si f ∈B, entonces∣∣∣ f (z1)− f (z2)

1− f (z2) f (z1)

∣∣∣≤ ∣∣∣ z1 − z2

1− z2z1

∣∣∣, z1, z2 ∈D,(2.3) ∣∣ f ′(z)
∣∣

1− ∣∣ f (z)
∣∣2 ≤ 1

1− ∣∣z∣∣2 .(2.4)

Si se da la igualdad en (2.3) para algún par de puntos z1 6= z2, o bien en (2.4) para algún z ∈ D, entonces f (z) =
e iγTa(z) para algún γ ∈R y algún a ∈D.

La prueba consiste en aplicar el Lema de Schwarz a la función T− f (z2) ◦ f ◦Tz2 . Observemos que si en (2.3)

dividimos por |z1 − z2| y hacemos tender z1 a z2, obtenemos (2.4) en z = z2.

Con ayuda del lema de Schwarz, podemos probar que los automorfismos del disco unidad, o sea, las aplica-

ciones conformes del disco unidad sobre sí mismo, son únicamente del tipo e iγTa(z) para algún γ ∈ R y algún

a ∈ D. Dicho de otra manera, los automorfismos del disco unidad son las únicas funciones ϕ ∈ B tales que

satisfacen las igualdades en (2.3) y en (2.4):∣∣∣ ϕ(z1)−ϕ(z2)

1−ϕ(z2)ϕ(z1)

∣∣∣= ∣∣∣ z1 − z2

1− z2z1

∣∣∣, z1, z2 ∈D,(2.5) ∣∣ϕ′(z)
∣∣

1− ∣∣ϕ(z)
∣∣2 = 1

1− ∣∣z∣∣2 .(2.6)

En el caso de tratarse de T−a(z) = z−a
1−az , entonces (T−a)′(z) = 1−|a|2

(1−az)2 y, por tanto, (2.6) se transforma en

(2.7) 1−
∣∣∣ z −a

1−az

∣∣∣2 = 1−|T−a(z)|2 = ∣∣(T−a)′(z)
∣∣(1−|z|2) =

(
1−|a|2)(1−|z|2)

|1−a z|2 .

Recordemos que los factores que aparecen en un producto de Blaschke son precisamente automorfismos

del disco unidad. Por eso estamos interesados en sus propiedades.

En primer lugar observamos que, para cada a ∈D y cada r ∈ (0,1), tenemos que Ta
(
{|z| = r }

)
es una circun-

ferencia contenida en el disco unidad cuyos centro c y radio R son fáciles de calcular mediante argumentos

puramente geométricos a partir de las propiedades que cumple toda transformación de Möbius: la línea recta

que pasa por 0 y a queda invariante mediante Ta y además es ortogonal a la circunferencia Ta
(
{|z| = r }

)
. Por

tanto, el segmento

[α,β] :=
[

Ta
(−r a

|a|
)

, Ta
(
r a

|a|
)]= [ |a|−r

1−r |a|
a
|a| , |a|+r

1+r |a|
a
|a|

]
es un diámetro del disco Ta

(
D(0,r )

)
, con lo cual su centro c y su radio R vienen dados por

c = 1
2

(
Ta

(−r a
|a|

)+Ta
(
r a
|a|

))= 1− r 2

1− r 2|a|2 a, R = 1
2

∣∣∣ Ta
(−r a

|a|
)−Ta

(
r a
|a|

)∣∣∣= 1−|a|2
1− r 2|a|2 r .

Además, se sigue de todo esto que la circunferencia Ta
(
{|z| = r }

)
debe estar contenida en el anillo de centro 0 y

radios |α| = ∣∣Ta
(−r a

|a|
)∣∣ y |β| = ∣∣Ta

(
r a

|a|
)∣∣. Dicho de otra manera, escribiendo |z| en vez de r , tenemos

(2.8)

∣∣|z|− |a|∣∣
1−|a| |z| ≤

∣∣∣ z −a

1−a z

∣∣∣≤ |z|+ |a|
1+|a| |z| , z, a ∈D.

Definamos ahora

%(z1, z2) := |T−z2 (z1)| =
∣∣∣ z1 − z2

1− z2 z1

∣∣∣, z1, z2 ∈D,

y comprobemos que se trata de una métrica en D, conocida como la métrica pseudo-hiperbólica de D. Se ve

fácilmente que es simétrica y que %(z1, z2) = 0 si y solo si z1 = z2. Para probar la propiedad triangular obser-

vamos primero que, por el Lema de Schwarz-Pick, las funciones en B son no expansivas con respecto a %, y

son isometrías (se da la igualdad en la anterior desigualdad) con respecto a % en el caso, y solo en este caso, de

automorfismos del disco unidad, o sea,

para toda f ∈B, %
(

f (z1), f (z2)
)≤ %(

z1, z2
)
, z1, z2 ∈D,

dándose la igualdad en un (todo) par de puntos z1 6= z2 si, y solo si, f ∈B es un automorfismo del disco unidad.

Usamos esto último para probar la propiedad triangular de %, de hecho probamos algo un poco más fuerte.
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Lema 2.3. Para tres puntos cualesquiera z1, z2, z3 de D,

(2.9)

∣∣%(z1, z3)−%(z3, z2)
∣∣

1−%(z2, z3)%(z3, z1)
≤ %(z1, z2) ≤ %(z1, z3)+%(z3, z1)

1+%(z2, z3)%(z3, z1)
.

Demostración. El caso z3 = 0 es la desigualdad (2.8). La más general se sigue trivialmente de la invariancia de

% frente a automorfismos de D.

Una vez probado que % define una métrica en D, introducimos el conocido como disco pseudo-hiperbólico

de centro a ∈D y radio r ∈ (0,1):

∆(a,r ) = {
z ∈D : %(z, a) < r

}= {
z ∈D :

∣∣T−a z
∣∣< r

}= Ta
(
D(0,r )

)
,

2.1.2. Derivada angular en el sentido de Carathéodory

Diremos que f ∈B tiene derivada angular en el sentido de Carathéodory en ζ ∈T si f (ζ) existe (como límite

radial o no tangencial) y tiene módulo 1 y además existe f ′(ζ) := ĺımr→1 f ′(rζ). Si f no tiene derivada angular en

el sentido de Carathéodory en ζ, adoptamos el convenio de Ahern y Clark [5], y escribimos | f ′(ζ)| =∞, lo que

no necesariamente implica que | f ′(rζ)| →∞ cuando r → 1. El siguiente teorema recoge los resultados básicos

sobre la derivada angular:

Teorema 2.4 (Carathéodory [9]). Si f ∈B y ζ ∈T, entonces

(i ) | f ′(ζ)| = ĺım
r→1

1−| f (rζ)|
1−r ;

(i i ) Si f tiene una derivada angular en ζ, entonces f ′(ζ) = ζ f (ζ)
∣∣ f ′(ζ)

∣∣;
(i i i ) Si fn ∈B y fn → f uniformemente en subconjuntos compactos de D, entonces∣∣ f ′(ζ)

∣∣≤ ĺıminf
n→∞

∣∣ f ′
n(ζ)

∣∣.
Para una breve introducción al concepto de derivada angular y una prueba detallada de este resultado, nos

referimos a [28, Ch. 4].

Corolario 2.5. Si f y g pertenecen a B, y si φ= f g , entonces

(2.10) |φ′(ζ)| = | f ′(ζ)|+ |g ′(ζ)|, para todo ζ ∈T.

Demostración. Consideramos un primer caso en el que tanto f como g tienen derivada angular en el sentido

de Carathéodory en ζ ∈T. Entonces, claramente, φ(ζ) existe (como límite radial) y tiene módulo 1, y además

ĺım
r→1

∣∣φ′(rζ)
∣∣= ĺım

r→1
| f ′(rζ) g (rζ)+ f (rζ) g ′(rζ)| = f ′(ζ) g (ζ)+ f (ζ) g ′(ζ).

Por tanto, φ tiene derivada angular en el sentido de Carathéodory en ζ. Ahora solo falta comprobar la igualdad

(2.10). Para ello, usamos (ii ) del Teorema 2.4,

∣∣φ′(ζ)
∣∣= ∣∣ f ′(ζ) g (ζ)+ f (ζ) g ′(ζ)

∣∣= ∣∣∣ζ f (ζ)
∣∣ f ′(ζ)

∣∣g (ζ)+ f (ζ)ζg (ζ)
∣∣g ′(ζ)

∣∣∣∣∣= =1

|ζ f (ζ) g (ζ)|(∣∣ f ′(ζ)
∣∣+ ∣∣g ′(ζ)

∣∣).

La demostración del resultado quedaría completa considerando ahora solamente el caso en que f no tiene

derivada angular (en el sentido de Carathéodory) en ζ ∈T. Entonces tenemos, por (i ) del Teorema 2.4,

∞= ∣∣ f ′(ζ)
∣∣ (i )= ĺım

r→1

1− ∣∣ f (rζ)
∣∣

1− r
.

Como f , g ∈ B, resulta que |φ| = | f g | ≤ | f | y, por tanto, 1−| f (rζ)|
1−r ≤ 1−|φ(rζ)|

1−r , dando lugar a que
∣∣φ′(ζ)

∣∣ =∞ y, en

consecuencia, ∣∣φ′(ζ)
∣∣= ∣∣ f ′(ζ)

∣∣+ ∣∣g ′(z)
∣∣.
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Si f , g ∈B, diremos que g es un divisor de f si f = g h, para agún h ∈B.

Corolario 2.6. Supongamos queϕ, yϕn , n = 1,2, . . ., son funciones de B, y queϕn es un divisor deϕ para todo n.

Si ϕn →ϕ uniformemente en subconjuntos compactos de D, entonces |ϕ′
n(ζ)|→ |ϕ′(ζ)| para todo ζ ∈T.

Demostración. Observemos que, fijado ζ ∈T, el Teorema 2.4 (iii ) implica que |ϕ′(ζ)| ≤ ĺıminf|ϕ′
n(ζ)|, mientras

que el Corolario 2.5 implica que |ϕ′(ζ)| ≤ |ϕ′
n(ζ)|.

Podemos usar este Corolario para dar una representación de
∣∣B ′(ζ)

∣∣, ζ ∈T, siendo B un producto de Blasch-

ke infinito (para productos de Blaschke finitos, lo que vamos a probar es trivial). Si {an} es la sucesión exacta de

ceros de B , y escribimos B(z) = ∏
n bn(z), siendo cada bn el correspondiente automorfismo del disco unidad

que se anula en an , entonces observamos que BN =∏N
n=1 bn , N = 1,2, . . . , son divisores de B y que BN → B uni-

formemente en subconjuntos compactos deD. Por tanto, por el Corolario 2.6,
∣∣B ′

N (ζ)
∣∣→ ∣∣B ′(ζ)

∣∣, ζ ∈T. Además,

por el Corolario 2.5, resulta que
∣∣B ′

N (ζ)
∣∣=∑N

n=1

∣∣b′
n(ζ)

∣∣, ζ ∈T. De aquí se sigue que, para todo ζ ∈T,

(2.11)
∣∣B ′(ζ)

∣∣= ĺım
N→∞

∣∣B ′
N (ζ)

∣∣= ĺım
N→∞

N∑
n=1

∣∣b′
n(ζ)

∣∣= ∞∑
n=1

∣∣b′
n(ζ)

∣∣= ·· · =
∞∑

n=1

1−|an |2
|ζ−an |2

.

Observemos que para un producto de Blaschke B , la existencia de derivada angular en el sentido de Ca-

rathéodory en casi todo ζ ∈ T es equivalente a la existencia del límite radial
∣∣B ′(ζ)

∣∣ = ĺımr→1
∣∣B ′(rζ)

∣∣ en casi

todo ζ ∈ T. Esto es debido al hecho de que, al tratarse de un producto de Blaschke, ya tenemos asegurada la

existencia de límite radial de módulo 1 en casi todo ζ ∈T.

2.1.3. Productos de Blaschke interpolantes

Una sucesión {an} en D se dice uniformemente separada si existe δ> 0 tal que

(2.12) ı́nf
n

∏
m 6=n

%(am , an) = ı́nf
n

∏
m 6=n

∣∣∣ an −am

1−am an

∣∣∣≥ δ.

Observemos que toda sucesión uniformemente separada implícitamente satisface la condición de Blasch-

ke (pues cada producto infinito debe converger). Otra de las características de estas sucesiones es que real-

mente están bien separadas con respecto a la métrica pseudo-hiperbólica. De alguna manera nos dice que el

producto de Blaschke asociado a una sucesión uniformemente separada, al tener sus ceros bien separados,

debe presentar una “distorsión pequeña”, o sea |B ′| no debe ser “muy grande”, lo que, a fin de cuentas, debe

implicar una mejor integrabilidad de |B ′|.
Esta es una de las razones por las que estudiaremos la integrabilidad de la derivada de productos de Blaschke

interpolantes, los cuales los definimos como productos de Blaschke asociados a sucesiones uniformemente

separadas. Veremos que, en general, mejoran los resultados obtenidos para los otros productos de Blaschke.

Las sucesiones uniformemente separadas también suelen llamarse interpolantes. El término interpolante

proviene del problema de interpolación universal para H∞, planteado por el matemático norteamericano R.

Creighton Buck. Este consiste en caracterizar todas las sucesiones interpolantes para H∞, es decir, aquellas

{an} tales que, para cualquiera que sea la sucesión acotada {wn} en C, existe f en H∞ con la propiedad de que

f (an) = wn para todo n. Alrededor del año 1958, tras soluciones parciales dadas por Walter K. Hayman [23] y

por Donald J. Newman [31], el sueco Lennart Carleson [10] resolvió el problema: {an} es una sucesión univer-

salmente interpolante para H∞ si y solo si {an} es uniformemente separada.

La derivada de un producto de Blaschke interpolante evaluada en cada cero está íntimamente ligada a la

cercanía del cero a la frontera del disco unidad: cuanto más cerca, más grande es la derivada. La siguiente

Proposición da fe de ello.

Proposición 2.7. Sea {an} una sucesión uniformemente separada con constante de separación δ > 0, esto es,

δ := ı́nfn
∏

{n 6=k}%(an , ak ) > 0. Sea B el correspondiente producto de Blaschke asociado a {an}. Entonces

(2.13)
δ

1−|an |2
≤ |B ′(an)| ≤ 1

1−|an |2
, para todo n.
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Demostración. Observemos en primer lugar que la desigualdad de la derecha es cierta para cualquier función

en B. Esto es debido a que, por el Lema de Schwarz-Pick, para todo z ∈D, en particular para cualquiera de los

an , se tiene

|B ′(z)| ≤ 1−|B(z)|2
1−|z|2 ≤ 1

1−|z|2 .

Para probar ahora la desigualdad de la izquierda escribimos

B(z) =∏
n

bn(z), donde bn(z) =


−an

|an |
z −an

1−an z
, si an 6= 0,

z, si an = 0.

Entonces su derivada admite la siguiente representación

B ′(z) =∑
k

b′
k (z)

B(z)

bk (z)
.

Observemos que cada Bk := B
bk

=∏
{n 6=k} bn es un producto de Blaschke con sucesión exacta de ceros

{
an

}
{n:n 6=k},

o sea, Bk (an) = 0 para n 6= k, y además, para ak , usamos la constante de separación

(2.14)
∣∣Bk (ak )

∣∣= ∞∏
n=1,n 6=k

∣∣bn(ak )
∣∣= ∏

n 6=k

∣∣∣ ak −an

1−an ak

∣∣∣= ∏
n 6=k

%(an , ak ) ≥ δ.

Por tanto, evaluando |B ′| en an , podemos concluir el lema,

∣∣B ′(an)
∣∣= ∣∣∣∑

k
b′

k (an)Bk (an)
∣∣∣= ∣∣b′

n(an)
∣∣ ∣∣Bn(an)

∣∣≥ δ

1−|an |2
.

El caso es que esta relación se puede extender a discos pseudo-hiperbólicos de centro an y radio fijo.

Proposición 2.8. Sea {an} una sucesión uniformemente separada con constante de separación δ > 0 y sea B el

correspondiente producto de Blaschke asociado a {an}. Entonces,

(2.15)
δ

6

1

1−|an |2
≤ |B ′(z)| ≤ 2

1−|an |2
, para todo z ∈∆(

an , δ3
)

y todo n = 1, . . . .

Demostración. Empezamos probando una desigualdad como la de (2.15) con an reemplazado por z. Por un

lado, el Lema de Schwarz-Pick asegura que

(2.16) |B ′(z)| ≤ 1−|B(z)|2
1−|z|2 ≤ 1

1−|z|2 , z ∈D.

Por otro lado, fijamos n y escribimos, como viene siendo habitual, B = ∏
k bk = bnBn . Entonces su derivada,

B ′ = b′
nBn +bnB ′, queda acotada por abajo como sigue:

(2.17)
∣∣B ′(z)

∣∣= ∣∣b′
n(z)Bn(z)+bn(z)B ′

n(z)
∣∣≥ ∣∣b′

n(z)
∣∣ ∣∣Bn(z)

∣∣− ∣∣bn(z)
∣∣ ∣∣B ′

n(z)
∣∣, z ∈D.

Nos disponemos ahora a estimar cada uno de los términos que han aparecido. Para ello, restringimos z al disco

pseudo-hiperbólico ∆
(
an , δ3

)
.

En primer lugar, acotamos |b′
n(z)| con ayuda del Lema de Schwarz-Pick,

|b′
n(z)| = 1−|bn(z)|2

1−|z|2 = 1−%(z, an)2

1−|z|2 ≥ 1− (
δ
3

)2

1−|z|2 , z ∈∆(
an , δ3

)
.

Ahora, como pasaba en (2.14), tenemos |Bn(an)| ≥ δ por la propiedad de separación. Así que por la propiedad

triangular para la métrica pseudo-hiperbólica y el Lema de Schwarz-Pick de nuevo, tenemos

|Bn(z)| = %(
0,Bn(z)

)≥ %(
0,Bn(an)

)−%(
Bn(z),Bn(an)

)≥ |Bn(an)|−%(z, an) ≥ δ− δ

3
= 2δ

3
, z ∈∆(

an , δ3
)
.

El tercer término es fácil de acotar,

|bn(z)| = %(z, an) ≤ δ

3
, z ∈∆(

an , δ3
)
,
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al igual que el cuarto, de nuevo por Schwarz-Pick y la estimación del segundo término,

|B ′
n(z)| ≤ 1−|Bn(z)|2

1−|z|2 ≤ 1− ( 2δ
3

)2

1−|z|2 , z ∈∆(
an , δ3

)
,

Todo esto, metido en (2.17), nos da

(2.18)
∣∣B ′(z)

∣∣≥
[(

1− (
δ
3

)2
)

2δ
3 − δ

3

(
1− ( 2δ

3

)2
)]

1−|z|2 =
(
δ
3 + 2δ3

9

)
1−|z|2 ≥ δ

3

1

1−|z|2 , z ∈∆(
an , δ3

)
.

Juntando entonces (2.16) y (2.18), obtenemos

(2.19)
δ

3

1

1−|z|2 ≤ ∣∣B ′(z)
∣∣≤ 1

1−|z|2 , z ∈∆(
a, δ3

)
.

Ahora es cuestión de relacionar (1−|z|2) con (1−|an |2) cuando z ∈ ∆(
a, δ3

)
. Para ello, hacemos uso del hecho

que ∆
(
an , δ3

)
es el disco euclídeo Tan

(
D

(
0, δ3

))
, donde Tan (z) = z+an

1+an z , y que, por tanto, el punto de dicho disco

más cercano a la frontera de D es Tan

(
δ
3

an
|an |

)
y el más alejado de la frontera de D es Tan

(−δ
3

an
|an |

)
. Por tanto,

z ∈∆(
a, δ3

) =⇒


1−|z|2 ≤ 1−

∣∣∣Tan

(−δ
3

an
|an |

)∣∣∣2 =
(

1−
(
δ
3

)2)(1−|an |2
)∣∣1−an

δ
3

an
|an |

∣∣2 ≤ 1+ δ
3

1− δ
3

(
1−|an |2

) (δ≤1)≤ 2
(
1−|an |2

)
,

1−|z|2 ≥ 1−
∣∣∣Tan

(
δ
3

an
|an |

)∣∣∣2 =
(

1−
(
δ
3

)2)(1−|an |2
)∣∣1+an

δ
3

an
|an |

∣∣2 ≥ 1− δ
3

1+ δ
3

(
1−|an |2

) (δ≤1)≥ 1
2

(
1−|an |2

)
.

Introduciendo estas estimaciones en (2.19) llegamos a la conclusión deseada.

El siguiente resultado de Carleson es fundamental en la resolución del problema de interpolación universal,

y a la vez, va a mostrarse útil en nuestra tarea de dar condiciones necesarias y suficientes para que la derivada

de productos de Blaschke pertenezcan a los espacios de Hardy. Una demostración se puede encontrar en [13,

Chap. 9].

Teorema 2.9. Si {an} ⊂ D es una sucesión uniformemente separada y 0 < p <∞, entonces existe una constante

C > 0 tal que para toda f ∈ H p , ∑
n

(
1−|an |

)∣∣ f (an)
∣∣p ≤C‖ f ‖p

H p .

Construir sucesiones uniformemente separadas (interpolantes) puede no ser evidente, dada la condición

que se le impone. Sin embargo, hay una familia de sucesiones que vienen caracterizadas por condiciones fá-

ciles de verificar y que constituyen una subclase bastante importante dentro de la clase de las sucesiones in-

terpolantes. Diremos que una sucesión {an} ⊂ D es una sucesión exponencial en D si, una vez ordenada según

módulo creciente, existe q ∈ (0,1) tal que

(2.20) 1−|an+1| ≤ q
(
1−|an |

)
, n ≥ 1.

La siguiente relación entre sucesiones interpolantes y sucesiones exponenciales fue probada independiente-

mente por Hayman [23], Kabaila, y Newman [31] (ver también Duren [13, Thm. 9.2]).

Teorema 2.10. Toda sucesión exponencial es uniformemente separada. Al revés, si una sucesión uniformemente

separada está sobre un radio, entonces es exponencial.

Demostración. Sea {an} ⊂D una sucesión exponencial (la suponemos ya ordenada según módulo creciente),

y sea q ∈ (0,1) para el que se verifica (2.20). Por la desigualdad (2.8), tenemos, para n > k,∣∣∣ an −ak

1−ak an

∣∣∣≥ |an |− |ak |
1−|ak | |an |

= (1−|ak |)− (1−|an |)
(1−|an |)+|an | (1−|ak |)

≥ (1−qn−k )����(1−|ak |)
(1+qn−k )����(1−|ak |)

,

y análogamente para n < k. Por tanto,

∞∏
n=1, n 6=k

∣∣∣ an −ak

1−ak an

∣∣∣≥ ∏
n<k

1−qk−n

1+qk−n

∏ 1−qn−k

1+qn−k
≥

(∏
n

1−qn

1+qn

)2
,
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lo que probaría que {an} es una sucesión uniformemente separada, si es que somos capaces de probar que el

producto infinito
∏

n
1−qn

1+qn es, de hecho, absolutamente convergente. Pero esto es cierto, pues la serie asociada

a
(
1− 1−qn

1+qn

)= 2 qn

1+qn es absolutamente convergente.

Supongamos ahora que {an} es una sucesión uniformemente separada que está sobre un radio de D. Pode-

mos suponer sin pérdida de generalidad que dicho radio es el segmento abierto (0,1) y que la sucesión ya está

ordenada según módulo creciente. Sea δ ∈ (0,1) para el que se verifica

∞∏
n=1, n 6=k

∣∣∣ an −ak

1−ak an

∣∣∣≥ δ, para todo k ≥ 1.

Esto implica que, para k ≥ 1,
ak+1 −ak

1−ak ak+1
≥

∞∏
n=1, n 6=k

∣∣∣ an −ak

1−ak an

∣∣∣≥ δ,

de donde se sigue que {an} es una sucesión exponencial:

1−ak+1 ≤ 1− δ+ak

1+δak
= (1−δ) (1−ak )

1+δak
≤ (1−δ) (1−ak ).

Cabe destacar que Newman [31] también consideró el caso de una sucesión uniformemente separada y

contenida dentro de un ángulo de Stolz. En estas circunstancias puede probarse que dicha sucesión es unión

finita de sucesiones exponenciales.

2.1.4. Ángulos de Stolz

Recordemos que el ángulo de Stolz Sα(θ), de vértice e iθ ∈ ∂D y “aperturaα”, conα ∈ [
0, π2

)
, se define como la

envolvente convexa cerrada del discoD(0,senα) y el punto {e iθ}, excluyendo este último punto. Esta definición

puede resultar incómoda a la hora de trabajar con ella. Por ello, vamos a definir otro tipo de regiones, que

también vamos a llamar ángulos de Stolz, y que, en cierto modo, van a ser equivalentes entre sí: Para e iθ ∈
∂D y para σ ≥ 1, (re)definimos el ángulo de Stolz, denotado ahora como Ωσ(θ), o también Ωσ

(
e iθ

)
, o incluso

simplementeΩσ cuando e iθ = 1, como

(2.21) Ωσ(θ) := {
z ∈D :

∣∣e iθ− z
∣∣≤σ(

1−|z|) }
.

Observemos de nuevo que los radios son regiones de Stolz con σ= 1. Lo primero que hacemos ahora es com-

probar que ambas regiones son equivalentes.

Proposición 2.11. Sα(θ) ⊂Ωσ(θ) donde σ= 1+senα
1−senα .

Demostración. Escribamos z ∈ Sα(θ) como z = (1− t )w + te iθ, para algún t ∈ [0,1) y algún w ∈ D(0,senα).

Entonces∣∣e iθ− z
∣∣= ∣∣e iθ− (1− t )w − te iθ∣∣= (1− t ) |1−w | ≤ (1− t ) (1+ senα)

1−|z| = 1− ∣∣(1− t )w + te iθ|∣∣≥ (1− t )− (1− t ) |w | ≥ (1− t ) (1− senα)

}
=⇒ |e iθ− z|

1−|z| ≤ 1+ senα

1− senα
=:σ.

Proposición 2.12. Ωσ(θ) ⊂ Sα(θ), donde α= arccos( 1
σ ).

Demostración. Tomemos α = arccos 1
σ ∈ [

0, π2
)
, con lo cual cosα = 1

σ y senα =
p
σ2−1
σ . Podemos suponer sin

pérdida de generalidad que e iθ = 1. Para probar que z ∈ Sα, basta asumir que |z| ≥ senα y que al escribir z

como z = 1− (1− z) := 1− se iϕ, entonces debe ser s ≤ cosα y |ϕ| ≤α.

Empezamos viendo que s := |1− z| ≤ cosα. Como z ∈Ωσ y |z| ≥ senα, entonces

s = |1− z| ≤σ(
1−|z|)≤σ(

1− senα
)=σ(

1−
p
σ2 −1

σ

)
=σ−

√
σ2 −1 = 1

σ+
p
σ2 −1

≤ 1

σ
= cosα.

Ahora del hecho de que s = |1− z| ≤σ(
1−|z|) se sigue que

1− s cosϕ= Re
(
1− se iϕ)≤ ∣∣1− se iϕ∣∣= |z| ≤ 1− s

σ
,

de donde s cosϕ≥ s
σ = s cosα y, en consecuencia, |ϕ| ≤α.
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Esta definición de ángulo de Stolz resulta ser más cómoda de manejar. Observemos que si una sucesión de

Blaschke está contenida dentro de un ángulo de Stolz, Ωσ(θ), entonces, por el Teorema 1.13, el producto de

Blaschke B asociado a dicha sucesión admite una extensión meromorfa a todo Cà {e iθ}, lo cual induce a pen-

sar que, en comparación con otras situaciones más “normales”, que B ′ debe presentar una mejor integrabilidad

cerca de la frontera del disco unidad, ya que el único punto donde puede haber un comportamiento más caó-

tico es e iθ . Esta es una de las razones para estudiar la integrabilidad de derivadas de productos de Blaschke con

ceros en un ángulo de Stolz, que sin pérdida de generalidad, siempre supondremos que el vértice es 1.

Damos a continuación una serie de resultados que nos serán de utilidad en lo que queda de texto. En primer

lugar, observamos que, considerando un pequeño ángulo de Stolz
{

az : a ∈Ωσ

}
, con punta en un determinado

z ∈ D, entonces los puntos de esta región, az, son equiparables, en cuanto la distancia a 1 se refiere, con los

correspondientes puntos radiales, |a|z.

Proposición 2.13 (Vinogradov [39]). Si σ ∈ [1,∞) entonces

(2.22)
1

2+σ ≤
∣∣1−az

∣∣∣∣1−|a|z∣∣ ≤ 2+σ, para todo z ∈D y todo a ∈Ωσ.

Demostración. Sean |z| ≤ 1 y a ∈Ωσ, entonces a también está enΩσ y, por tanto,∣∣1−az
∣∣∣∣1−|a|z∣∣ =

∣∣1−|a|z + z
(|a|−a

)∣∣∣∣1−|a|z∣∣ ≤
∣∣1−|a|z∣∣+ ∣∣z (|a|−a

)∣∣∣∣1−|a|z∣∣ ≤ 1+
∣∣(|a|−1

)− (
a −1

)∣∣∣∣1−|a|z∣∣
≤ 1+

(
1−|a|)+ ∣∣1−a

∣∣
1−|a| |z| ≤ 1+

(
1−|a|)+ ∣∣1−a

∣∣
1−|a| ≤ 2+σ.

La desigualdad de la izquierda se prueba de la misma forma:∣∣1−|a|z∣∣∣∣1−az
∣∣ =

∣∣1−az + z
(
a −|a|)∣∣∣∣1−az
∣∣ ≤

∣∣1−az
∣∣+ ∣∣z (

a −|a|)∣∣∣∣1−az
∣∣ ≤ 1+

∣∣(a −1
)− (|a|−1

)∣∣∣∣1−az
∣∣

≤ 1+
∣∣1−a

∣∣+ (
1−|a|)

1−|a| |z| ≤ 1+
∣∣1−a

∣∣+ (
1−|a|)

1−|a| ≤ 2+σ.

Usamos este resultado para probar que todos los puntos de una pequeña región de Stolz con punta en z,{
az : a ∈Ωσ

}
, distan de 1 al menos tanto como el mismo z.

Proposición 2.14. Si σ ∈ [1,∞) entonces existe una constante Kσ > 0 tal que

(2.23)
∣∣∣ 1− z

1−az

∣∣∣≤ Kσ, para todo z ∈D y todo a ∈Ωσ.

Demostración. En primer lugar, consideramos el caso en que a es real y 0 < a < 1. Sea

S(z) = 1− z

1−az
.

Teniendo en cuenta que S es una transformación de Möbius con coeficientes reales, que aplica el disco unidad

conformemente sobre el disco D
( 1

1+a , 1
1+a

)
, el cual está incluido en el disco D

(
0, 2

1+a

)
, tenemos∣∣∣ 1− z

1−az

∣∣∣≤ 2

1+a
≤ 2, z ∈D, 0 < a < 1.

Ahora, para a ∈Ωσ arbitrario, usando la Proposición 2.13 y el caso anterior, obtenemos∣∣∣ 1− z

1−az

∣∣∣= ∣∣∣ 1− z

1−|a|z
∣∣∣ ∣∣∣1−|a|z

1−az

∣∣∣≤ 2(2+σ) =: Kσ, z ∈D.

A continuación vemos que si un ángulo de Stolz se agranda cambiando cada punto a de la región por todo

un disco pseudo-hiperbólico de radio fijo, ∆(a,δ), entonces la región obtenida sigue estando dentro de un

ángulo de Stolz.
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Proposición 2.15. Dados σ≥ 1 y 0 < δ< 1, existe σ>σ tal que⋃
a∈Ωσ

∆(a,δ) ⊆Ωσ,

de donde concluimos trivialmente que %(z,Ωσ) ≥ δ para cada z ∈DàΩσ.

Demostración. Fijemos a ∈Ωσ. Entonces tenemos que |1−a| ≤σ(
1−|a|). Recordemos que ∆(a,δ) es el disco

euclídeo de centro c = 1−δ2

1−δ2|a|2 a y radio r = 1−|a|2
1−δ2|a|2 δ. Por tanto, para z ∈ ∆(a,r ), consideraciones geométricas

muestran que |1− z| ≤ |1− c|+ r , y que 1−|z| ≥ 1−|c|− r , luego

|1− z|
1−|z| ≤

|1− c|+ r

1−|c|− r
=

∣∣∣1− 1−δ2

1−δ2|a|2 a
∣∣∣+ 1−|a|2

1−δ2|a|2 δ

1− 1−δ2

1−δ2|a|2 |a|−
1−|a|2

1−δ2|a|2 δ
=

∣∣1−δ2|a|2 −a +δ2a
∣∣+ (

1−|a|2)δ
1−δ2|a|2 −|a|+δ2|a|− (

1−|a|2)δ
=

∣∣(1−a)+δ2 a(1−a)
∣∣+ (

1−|a|2)δ(
1−|a|)(1+δ2|a|)− (

1−|a|2)δ ≤
(
1+δ2|a|) |1−a|+2(1−|a|)δ(
1+δ2|a|−δ−δ |a|)(1−|a|)

≤
(
(1+δ2)σ+2δ

)
(1−|a|)

(1−δ) (1−δ|a|) (1−|a|) ≤
(1+δ)2

(1−δ)2 σ.

Esto prueba que podemos tomar σ= (1+δ)2

(1−δ)2 σ.

2.2. Pertenencia de la derivada a los espacios de Hardy H p

2.2.1. ¿Qué podemos esperar?

La cuestión central es: Dado un producto de Blaschke B ,

¿Se verifica que B ′ ∈ H p , para algún p > 0?

Por supuesto, si B es un producto de Blaschke finito, entonces B es holomorfa en un entorno de D, luego B ′

también y, por tanto, B ′ está en todos los espacios H p . Así que esta cuestión solo tiene sentido preguntarla

cuando el producto de Blaschke es infinito.

En esta dirección, para empezar a dar respuesta a esta pregunta, recurrimos al siguiente Teorema de Priva-

lov (ver Duren [13, Thm. 3.11]), caracterizando las funciones holomorfas sobre el disco unidad cuya derivada

está en H 1.

Teorema 2.16 (Privalov). Sea f una función holomorfa en D. Son equivalentes:

(i) f ′ ∈ H 1.

(ii) f admite una extensión continua a D y, sobre la frontera ∂D, f
(
e iθ

)
es absolutamente continua.

Consecuencia inmediata de lo anterior es el siguiente resultado.

Teorema 2.17. Sea B un producto de Blashke infinito, entonces B ′ 6∈ H 1.

Demostración. Basta ver, por el Teorema de Privalov, que B no admite extensión continua a D. Para ello, su-

pongamos por reducción al absurdo que B admite una extensión continua a D, entonces, como B tiene límite

radial de módulo 1 en casi todo punto (Teorema 1.43), debe ser que
∣∣B(

e iθ
)∣∣ = 1 para todo θ. Por otro lado, B

tiene un número infinito de ceros, luego deben acumularse en al menos un punto de ∂D, luego, por la supuesta

continuidad de B en D, debería ser B = 0 en ese punto de la frontera, contradiciendo que |B | = 1 en todo punto

de ∂D.

Corolario 2.18. Para cualquier producto de Blaschke infinito, B, se tiene B ′ 6∈ ⋃
p≥1

H p .

Volvamos a formular la cuestión central con más precisión: Dado un producto de Blaschke infinito, B ,
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¿Se verifica que B ′ ∈ H p para algún p < 1?

La respuesta es que en general no se puede afirmar nada. Existen productos de Blaschke infinitos tales que

su derivada no está en la clase de Nevanlinna y, por tanto, en ningún espacio de Hardy. Este es un resultado

de Frostman [15]. Recordemos que la fórmula (2.11), y el comentario justo después, nos dice cómo calcular el

límite radial de |B ′| en un punto de ∂D,

∣∣B ′(ζ)
∣∣= ∞∑

n=1

1−|an |2
|ζ−an |2

, ζ ∈ ∂D.

Así que si {an} es una sucesión de Blaschke tal que
∑

n
1−|an |
|ζ−an |2 =∞ para casi todo ζ ∈ ∂D y B es el producto de

Blaschke asociado a {an}, entonces B ′ deja de tener límite radial finito en casi todo punto de ∂D, provocando

que B ′ no pueda estar en la clase de Nevanlinna, porque de estar en ella, tendría que tener límite radial finito en

casi todo punto de la frontera del disco unidad. Para dar un ejemplo más concreto nos basamos en el siguiente

resultado de Ahern [1].

Teorema 2.19 (Ahern, 1979). Sea E un subconjunto cerrado de T (identificado con [0,2π)). Sabemos que su

complemento es entonces unión a lo sumo numerable de intervalos disjuntos dos a dos, TàE = ⋃
n In , donde

cada In es del tipo In = (αn ,βn). Supongamos que se satisface

(2.24)
∑
n

(βn −αn) = 2π, y
∑
n

(βn −αn) log
1

βn −αn
=∞.

Entonces existe una sucesión {an} ⊂D satisfaciendo las siguientes propiedades:

(i) El conjunto de puntos de acumulación de {an} está contenido en
{
e iθ : θ ∈ E

}
.

(ii)
∑

n(1−|an |)α <∞, para todo α> 1
2 .

(iii) El producto de Blaschke B asociado a {an} es tal que B ′ ∉N .

Demostración. Escribamos `n := (βn −αn). Por (2.24), tenemos
∑

n `n = 2π, y
∑

n `n log 1
`n

= ∞. Esto último

implica que hay una cantidad infinita de In ’s y, por tanto, `n → 0, para que la suma sea finita. Además, podemos

encontrar una sucesión {δn} ⊂ (0,1], con ĺımδn = 0 y tal que

(2.25)
∑
n
δn `n log

1

`n
=∞.

Definamos ahora, para n ≥ 1,

an = (1−`2−δn
n )e iαn .

Observemos que (i) se verifica trivialmente ya que, al tener (1−`2−δn
n ) → 1 y al estar cada an en el radio que

termina en e iαn , el conjunto de puntos límite de {an} está contenido en el conjunto de puntos límite de {e iαn },

y éste está en
{
e iθ : θ ∈ E

}
, puesto que E es cerrado.

También se verifica (ii): Sea α ∈ ( 1
2 ,1

)
. Como (2−δn)α→ 2α> 1 y `n → 0, existe Nα ∈N tal que (2−δn)α> 1

y `n < 1 para todo n ≥ Nα, luego, ∑
n≥Nα

(1−|an |)α = ∑
n≥Nα

`
(2−δn )α
n ≤∑

n
`n = 2π.

Para probar (iii), escribimos an como an = rne iαn , con rn = 1−`2−δn
n , y recurrimos a la fórmula (2.11) y a la

estimación del Lema 1.8,∣∣e iθ−an
∣∣2 = ∣∣1−e−iθan

∣∣2 = (1− rn)2 +4rn sen2(αn−θ
2

)≤ (1− rn)2 + (αn −θ)2.

Entonces, para θ ∈ Ik , siendo k tal que `k < 1 (lo que ocurre siempre a partir de un k0 en adelante), tenemos

que (αk −θ)2 ≤ `2
k y, por tanto,

∣∣B ′(e iθ)
∣∣= ∞∑

n=1

1− r 2
n

|e iθ−an |2
≥ 1− rk

(1− rk )2 + (αk −θ)2 ≥
`

(2−δk )
k

`
2(2−δn )
k +`2

k

≥ 1

`
2−δk
k +`δk

k

≥ 1

2`δk
k

,
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de donde se sigue que ∫
Ik

log+
∣∣B ′(e iθ)

∣∣dθ ≥ (− log2)`k +δk`k log 1
`k

,

y, en consecuencia, como
∑

n `n = 2π y por (2.25), concluimos que B ′ ∉N :∫
T

log+
∣∣B ′(e iθ)

∣∣dθ ≥ ∑
k≥k0

∫
Ik

log+
∣∣B ′(e iθ)

∣∣dθ ≥ ∑
k≥k0

(− log2)`k +δk`k log 1
`k

=∞.

Corolario 2.20. Existe un producto de Blaschke infinito, B, con sucesión de ceros asociada,
{

an
}
, satisfaciendo:

(i) ĺım
n→∞an = 1,

(ii)
∑

n(1−|an |)α <∞, para todo α> 1
2 ,

(iii) B ′ ∉N .

Demostración. Dado que la serie de términos positivos
∑

{n≥2}
1

n log2 n
converge, definimos, para n ≥ 2, `n =

c
n log2 n

, donde c es una constante positiva para que
∑

{n≥2}`n = 2π. Estas van a ser las longitudes de los interva-

los In , definidos como In = (
αn ,αn +`n+1

)
, donde α1 = 0 y αn =∑

{k≤n}`k , n ≥ 2. Obviamente E =Tà⋃
n In es

un conjunto cerrado de T con un único punto de acumulación, 2π∼= 0 en T. Además,

`n log
1

`n
= c

n log2 n
log

n log2 n

c
= c

n logn
+ 2c loglogn − c logc

n log2 n
,

que claramente no tiene suma finita. Considerando ahora la sucesión {an} construida en el Teorema anterior,

obtenemos el resultado deseado.

2.2.2. La función fB

El resultado anterior liga, en cierto modo, la integrabilidad de la derivada de un producto de Blaschke, con

la integrabilidad de la función que aparece en la fórmula (2.11). En esta sección vamos a ver que efectivamente

esa relación es así.

Sea B un producto de Blaschke con ceros dados por an = rne iθn , donde θn han sido escogidos en la rama

principal del argumento, θn ∈ [−π,π). Siguiendo Ahern y Clark [5], definimos la función fB como

fB (θ) =∑
n

1− rn

(1− rn)2 + (θ−θn)2 , θ ∈ [−π,π),

la cual va a ser de gran ayuda más adelante para producir algunos ejemplos ilustrativos.

Lema 2.21 (Ahern-Clark, 1974). B ′ ∈ H p si, y solo si, fB ∈ Lp .

Demostración. Volvamos a usar la identidad (2.11), junto con la estimación del Lema 1.8, para obtener

fB (θ) =∑
n

1− rn

(1− rn)2 + (θ−θn)2 ≤∑
n

1− r 2
n

|e iθ−an |2
= |B ′(e iθ)|,

de manera que si B ′ ∈ H p , lo que equivale a decir que B ′(e iθ) ∈ Lp , entonces fB ∈ Lp .

Supongamos ahora fB ∈ Lp . Escribimos B = B0 ·∏4
i=1 Bi , donde B0 contiene los ceros de B de módulo menor

que 1
2 , y cada factor Bi , i = 1, . . . ,4, tiene sus ceros en un trapecio circular de apertura como mucho π

2 . Será

entonces suficiente demostrar que la derivada de cada uno de estos factores pertenece a H p . Con B0 no hay

ningún problema, ya que se trata de un producto de Blaschke finito. Para tratar con los otros cuatro factores

de manera unificada, suponemos, sin pérdida de generalidad, que B es un producto de Blaschke cuyos ceros,

an = rne iθ, se encuentran en el trapecio circular
{
r e iθ ∈ D : −π

4 < θ ≤ π
4 , r ≥ 1

2

}
. Hemos de probar que si
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fB ∈ Lp (−π,π], entonces B ′ ∈ H p , o, equivalentemente, haciendo alusión a la identidad (2.11) y al comentario

de después, hemos de probar que la siguiente integral es finita:∫ π

−π

∣∣B ′(e iθ)
∣∣p dθ =

∫ π

−π

(∑
n

1− r 2
n

|e iθ− rne iθn |2
)p

dθ =
∫
|θ|≤ 3

4π
+

∫
π≥|θ|≥ 3

4π
= (I )+ (I I ).

Para tratar la integral (I ), observamos que
∣∣e iθ − an

∣∣2 = ∣∣1− rne i (θn−θ)
∣∣2 y que, para |θ| ≤ 3

4π y |θn | ≤ π
4 ,

tenemos |θ−θn | ≤ |θ|+ |θn | ≤ 3
4π+ π

4 =π, lo que nos permite usar la siguiente estimación del Lema 1.8:

∣∣e iθ−an
∣∣2 ≥ (1− rn)2 + 4rn

π2 (θ−θn)2
(rn≥ 1

2 )
≥ 2

π2

[
(1− rn)2 + (θ−θn)2],

de manera que nos queda

(I ) =
∫ 3

4π

− 3
4π

(∑
n

(1+ rn)(1− rn)

|e iθ− rne iθn |2
)p

dθ ≤
∫ 3

4π

− 3
4π

(
π2

∑
n

1− rn

(1− rn)2 + (θ−θn)2

)p
dθ =π2p

∫ 3
4π

− 3
4π

fB (θ)p dθ <∞.

En cuanto a la integral (I I ), observamos que si π≥ |θ| ≥ 3
4π y |θn | ≤ π

4 , entonces

π

2
= 3

4
π− π

4
≤ |θ|− |θn | ≤ |θ−θn | ≤ |θ|+ |θn | ≤π+ π

4
< 3

2
π,

lo que implica que cos(θ−θn) ≤ 0 y, por tanto, que∣∣∣e iθ− rne iθn

∣∣∣2 = 1+ r 2
n −2rn cos(θ−θn) ≥ 1+ r 2

n ≥ 1.

De ahí que, usando que {an} es una sucesión de Blaschke,

(I I ) =
∫
π≥|θ|≥ 3

4π

(∑
n

1− r 2
n

|e iθ− rne iθn |2
)p

dθ ≤
∫
π≥|θ|≥ 3

4π

(
2
∑
n

(1−|an |)
)p

dθ <∞.

2.2.3. La condición C1−p implica B ′ ∈∈∈ H p

La restricción impuesta en esta sección sólo considera el valor absoluto de los ceros, en general este tipo de

restricciones nos da resultados unidireccionales, veremos en otras secciones que los resultados recíprocos se

obtienen añadiendo otras condiciones.

Para α> 0, diremos que una sucesión {an} ⊂D satisface la condición Cα si∑
n

(
1−|an |

)α <∞.

Notemos que si {an} es la sucesión de ceros de un producto de Blaschke entonces satisface
∑
n

(1−|an |) <∞, lo

que implica que para cualquierα≥ 1, se tiene necesariamente
∑
n

(1−|an |)α <∞. La propiedad Cα es interesante

cuando 0 < α < 1. Antes de usarla, veamos un lema previo que nos permitirá estimar las integrales que nos

encontraremos en esta sección. Su demostración, o parte de ella, puede encontrarse en muchos lugares, como

por ejemplo en [13, p. 65; 24, Thm. 1.7; 38, p. 226]

Lema 2.22. Para cada 0 < r < 1,

(2.26)
∫ π

−π
dθ

|1− r e iθ|γ ≤


C (γ) 1

(1−r )γ−1 , si γ> 1,

C log 1
1−r , si γ= 1,

C (γ), si γ< 1.

Demostración. Por simetría, tenemos∫ π

−π
dθ

|1− r e iθ|γ = 2
∫ π

0

dθ(
1+ r 2 −2r cosθ

) γ
2

= 2
∫ π

0

dθ(
(1− r )2 +4r sen2 θ

2

) γ
2

.
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En todos los casos usaremos las estimaciones que se encuentran en el Lema 1.8. Para γ ≤ 0, no hay nada que

hacer. Para 0 < γ< 1, tenemos∫ π

−π
dθ

|1− r e iθ|γ = 2
(∫ π

2

0
+

∫ π

π
2

) dθ

|1− r e iθ|γ ≤ 2
∫ π

2

0

dθ(p3
π θ

)γ +2
∫ π

π
2

dθ =C (γ).

Cuando γ≥ 1, tenemos∫ π

−π
dθ

|1− r e iθ|γ = 2
(∫ 1−r

0
+

∫ π
2

1−r
+

∫ π

π
2

) dθ

|1− r e iθ|γ

≤ 2
∫ 1−r

0

dθ

1− r
+2

∫ π
2

1−r

dθ(p3
π θ

)γ +2
∫ π

π
2

dθ ≤
C log 1

1−r , si γ= 1,

C (γ) 1
(1−r )γ−1 , si γ> 1.

El siguiente resultado se debe a Protas [34], y su demostración es sencilla, más aún si utilizamos la maqui-

naria de derivadas angulares en el sentido de Carathéodory introducida por Ahern y Clark en [5].

Teorema 2.23 (Protas, 1973). Supongamos que B es un producto de Blaschke con sucesión de ceros {an}.

(i) Si
∑

n
(
1 − |an |

)1−p < ∞ para algún p ∈ ( 1
2 ,1

)
, entonces B ′ ∈ H p . O sea, {an} satisface C1−p , para algún

p ∈ ( 1
2 ,1

)
, implica B ′ ∈ H p .

(ii) Si
∑

n(1−|an |) 1
2 log 1

1−|an | <∞, entonces B ′ ∈ H
1
2 .

Demostración. Según la identidad (2.11), el hecho de que p < 1 (para introducir el exponente dentro de la

suma), y el lema anterior (para el caso γ= 2p ≥ 1), tenemos∫ π

−π

∣∣B ′(e iθ)
∣∣p dθ =

∫ π

−π

(∑
n

1−|an |2
|e iθ−an |2

)p
dθ

≤∑
n

(
1−|an |2

)p
∫ π

−π
dθ

|1−an e−iθ|2p ≤


C

∑
n

(
1−|an |

)p(
1−|an |

)2p−1 , si p > 1
2 ,

C
∑
n

(
1−|an |

) 1
2 log 1

1−|an | , si p = 1
2 .

Las hipótesis se encargan de concluir el resultado deseado.

Cabe preguntarse cómo de preciso es el resultado que acabamos de probar, ¿es posible eliminar el factor

logarítmico en el apartado (ii)?. La respuesta es que no.

Teorema 2.24. Existe un producto de Blaschke B cuyos ceros {an} satisfacen
∑

n(1−|an |)1/2 <∞ y B ′ ∉ H 1/2.

Demostración. La forma de construir el ejemplo que damos a continuación se basa en el Lema 2 de Ahern y

Clark [6]. Empezamos fijando α ∈ (1,2). Nuestra sucesión {an}n≥2 va a venir dada por

an = (1−dn)e iθn , donde dn = 1

n2 log2αn
y θn =

∞∑
j=n

d 1/2
j .

En primer lugar observamos que la definición de la sucesión tiene perfecto sentido ya que

∞∑
n=2

d 1/2
n =∑

n

1

n logαn
<∞.

Por otro lado, observemos que an → 1 ya que dn → 0 y θn → 0. Además, lo anterior nos dice que la sucesión {an}

satisface
∑

n(1−|an |)1/2 <∞. Así que solo hemos de probar que el producto de Blaschke B , asociado a {an}, no

está en H 1/2, que es lo mismo que probar, según el Lema 2.21, que fB ∉ L1/2, donde

fB (θ) =
∞∑

n=2

dn

d 2
n + (θ−θn)2

.
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Para θN+1 < θ ≤ θN , tenemos∫ θN

θN+1

fB (θ)1/2 dθ =
∫ θN

θN+1

( ∞∑
n=2

dn

d 2
n + (θ−θn)2

)1/2
dθ

≥
∫ θN

θN+1

( dN

d 2
N + (θ−θN )2

)1/2
dθ =

∫ θN

θN+1

( 1/dN

1+ ( θ−θN
dN

)2

)1/2
dθ = d 1/2

N

∫ θN −θN+1
dN

0

1p
1+x2

d x

= d 1/2
N arcsenh

(θN −θN+1

dN

)
= d 1/2

N arcsenh
(
d−1/2

N

)= d 1/2
N log

(
d−1/2

N +
√

1+d−1
N

)
≥ d 1/2

N log
(
d−1/2

N

)= log
(
N logα N

)
N logα N

= 1

N logα−1 N

(
1+ α loglog N

log N

)
.

Ahora, como el paréntesis del último término tiende a 1 cuando N →∞, entonces existe N0 ∈ N que asegura

que 1+ α loglog N
log N > 1

2 para todo N ≥ N0. Con esto, obtenemos que, para N ≥ N0 y θN+1 < θ ≤ θN ,

∫ θN

θN+1

fB (θ)1/2 dθ ≥ 1

2

1

N logα−1 N
.

Así tenemos que, gracias a que α ∈ (1,2) y a que
∑ 1

n logα−1 n
=∞,

∫ 2π

0
fB (θ)1/2 dθ ≥

∞∑
N=N0

∫ θN

θN+1

fB (θ)1/2 dθ ≥
∞∑

N=N0

1

2

1

N logα−1 N
=∞.

2.2.4. Productos de Blaschke interpolantes para el recíproco

En este apartado vamos a conseguir el recíproco de la primera parte del Teorema 2.23, a condición de

asumir que la sucesión de ceros es uniformemente separada.

Teorema 2.25 (Cohn, 1983 [12]). Si {an} es la sucesión de ceros de un producto de Blaschke interpolante B tal

que B ′ ∈ H p para algún p ∈ ( 1
2 ,1

)
, entonces {an} cumple C1−p .

Demostración. Esto es inmediato a partir del Teorema 2.9 y la Proposición 2.7:

‖B ′‖p
H p &

∑
n

(
1−|an |

)∣∣B ′(an)
∣∣p &

∑
n

(
1−|an |

)(
1−|an |

)−p .

Nota. Cabría pensar que para un producto de Blaschke interpolante B , cuya sucesión de ceros satisface C1−p ,

con p ≤ 1
2 , podría darnos la pertenencia de B ′ en H p , siendo p ≤ 1

2 . Sin embargo, un resultado tan general

no puede ser cierto: Peláez [32, Thm. 3] probó que el ejemplo que se da en nuestro Teorema 2.24 es también

un producto de Blaschke interpolante, o sea, probó que existe un producto de Blaschke interpolante, B , con

sucesión de ceros satisfaciendo C 1
2

y tal que B ′ ∉ H
1
2 .

2.2.5. Ceros en un ángulo de Stolz implica B ′ ∈⋂∈⋂∈⋂
p< 1

2
H p

Aquí vamos a ver qué pasa cuando restringimos la ubicación de los ceros de un producto de Blaschke,

concretamente a un ángulo de Stolz. Según comentábamos en el apartado de Ángulos de Stolz, un producto de

Blaschke con ceros en un ángulo de Stolz con vértice en e iθ admite una extensión holomorfa a todo un entorno

de Dà {e iθ}. Luego es de esperar una mejora en la integrabilidad de la derivada del producto de Blaschke. Los

resultados siguientes están probados por Girela, Peláez y Vukotić en [20, Thm. 2.3], aunque ellos se lo atribuyen

a Ahern y Clark [5, Thm. 12 y Thm. 8].

Teorema 2.26. Sea B un producto de Blaschke con sucesión de ceros {an} contenida en un ángulo de Stolz. En-

tonces

B ′ ∈ ⋂
0<p< 1

2

H p .
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Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que el ángulo de Stolz tiene su vértice en z = 1 y

que es del tipo Ωσ para cierto σ ≥ 1. Tal como hemos visto en la prueba del Teorema 1.10, la función f 1
2

(z) =
1

(1−z)2 está en H p para todo p < 1
2 , y no está en H

1
2 . Así que basta probar que

|B ′(z)|. 1

|1− z|2 , z ∈D.

Utilizando la notación habitual, B =∏
n bn , Bn = B

bn
, tenemos

|B ′(z)| =
∣∣∣∑

n
b′

n(z)Bn(z)
∣∣∣≤∑

n
|b′

n(z)| =∑
n

1−|an |2
|1−an z|2 s ≤ 2

∑
n

1−|an |
|1−an z|2 .

Aplicamos ahora la Proposición 2.14, junto con que {an} es una sucesión de Blaschke, para obtener el resultado

deseado:

|(1− z)2B ′(z)| ≤ 2
∑
n

(1−|an |)
∣∣∣ 1− z

1−an z

∣∣∣2 ≤ 2Kσ

∑
n

(1−|an |) :=C .

El ejemplo que sigue nos asegura que este resultado es preciso.

Teorema 2.27. Existe un producto de Blaschke B, con ceros en el radio (0,1), tal que B ′ ∉ H
1
2 . Más concretamente,

el producto de Blaschke con ceros an = 1− 1
n log2 n

, n ≥ 2, no pertenece a H
1
2 .

Demostración. Según el Lema 2.21, basta ver que fB no pertenece a L
1
2 , donde fB es

fB (t ) =
∞∑

n=2

1/(n log2 n)

1/(n2 log4 n)+ t 2
=

∞∑
n=2

n log2 n

1+ t 2n2 log4 n
.

Dado que la función x log2 x, x ≥ 1, es creciente, podemos encontrar, para t > 0, el único número mayor que 1,

µt , con la propiedad de que

tµt log2µt = 1.

Entonces, tenemos

(2.27) fB (t ) ≥ 1

2

∑
2≤n≤µt

n log2 n ³µ2
t log2µt .

La segunda equivalencia necesita justificación. Por un lado, tenemos∑
2≤n≤µt

n log2 n ≤ (µt −1)µt log2µt ≤µ2
t log2µt ,

mientras que, por el otro lado, tenemos,

∑
2≤n≤µt

n log2 n ≥ ∑
µt
2 ≤n≤µt

n log2 n ≥ µ2
t

22 log2 µt

2
= log2 µt

2

4log2µt
µ2

t log2µt ≥C µ2
t log2µt .

Se puede escribir entonces

fB (t )
1
2 ≥Cµt logµt = C

t logµt
,

siendo C una constante positiva fija. Si consideramos la definición de µt , tenemos

logµt +2loglogµt = log
1

t
,

de donde se sigue que logµt ³ log 1
t , cuando t → 0. O sea, existen entonces constantes positivasα y t0 tales que

fB (t )
1
2 ≥ α

t log 1
t

, para todo t ∈ (0, t0].

Todo esto nos dice que fB ∉ L
1
2 : ∫ 2π

0
fB (t )1/2d t ≥α

∫ t0

0

1

t log 1
t

d t =∞.
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2.2.6. Ceros en un ángulo de Stolz e interpolantes implica B ′ ∈⋂∈⋂∈⋂
p<1H p

Vamos a ver a continuación qué pasa al combinar más de una restricción de las que acabamos de ver. Es de

esperar una mejoría en los resultados obtenidos por separado. Empezamos mezclando sucesiones interpolan-

tes dentro de un ángulo de Stolz. Este resultado también es de Girela-Peláez-Vukotić [20].

Teorema 2.28. Sea B un producto de Blaschke interpolante cuya sucesión de ceros está contenida en un ángulo

de Stolz. Entonces B ′ ∈ H p para todo p < 1.

Nota. El Teorema 2.17 nos dice que esto es lo mejor que se puede obtener para la derivada un producto de

Blaschke.

Demostración. Sea {an} una sucesión uniformemente separada y contenida en un ángulo de Stolz. En su ar-

tículo de 1959, Newman [31, a lo largo del Thm. 3] demostró que {an} es unión finita de sucesiones exponen-

ciales y, por tanto, {an} cumple C1−p , para todo p ∈ ( 1
2 ,1

)
. Esto, a su vez, nos dice por el Teorema 2.23, que

B ′ ∈⋂
p<1 H p .

2.2.7. Ceros en un ángulo de Stolz satisfaciendo Cα implica B ′ ∈⋂∈⋂∈⋂
p< 1

1+α
H p

Para terminar esta sección, mezclamos a continuación la condición Cα junto con la de estar en un ángulo

de Stolz.

Teorema 2.29 (Ahern-Clark, 1974 [5]). Sea B un producto de Blaschke cuya sucesión de ceros {an} satisface la

condición Cα para algún α ∈ (0,1]. Supongamos, además, que esos ceros están contenidos en un ángulo de Stolz.

Entonces

B ′ ∈ ⋂
0<p< 1

1+α

H p .

Nota. El caso α= 1 fue visto en la subsección 2.2.5.

Lema 2.30. Sea
{

an
}

una sucesión de Blaschke contenida en el ángulo de StolzΩσ (con vértice en 1). Si B y P son

los productos de Blaschke asociados a
{

an
}

y
{|an |

}
, respectivamente, entonces∣∣B ′(e iθ)

∣∣³ ∣∣P ′(e iθ)
∣∣, e iθ ∈ ∂Dà {1}.

Demostración. En primer lugar hemos de darnos cuenta que, por el Teorema 1.13, tanto B como P admiten

extensiones holomorfas a un entorno de Dà {1}. Escribamos ahora an = rne iθn ∈Ωσ. Por la Proposición 2.13,

tenemos, para todo θ y todo n,

(2.28) (2+σ)−1 ≤
∣∣1− rne i (θ−θn )

∣∣∣∣1− rne iθ
∣∣ ≤ 2+σ.

por otra parte, por la representación de
∣∣B ′(e iθ)

∣∣ obtenida en (2.11), tenemos

∣∣B ′(e iθ)
∣∣= ∞∑

n=1

1− rn
2∣∣e iθ− rne iθn

∣∣2 =
∞∑

n=1

1− rn
2∣∣1− rne i (θ−θn )

∣∣2 , y
∣∣P ′(e iθ)

∣∣= ∞∑
n=1

1− rn
2∣∣e iθ− rn
∣∣2 =

∞∑
n=1

1− rn
2∣∣1− rne iθ

∣∣2 .

Entonces, al juntar todo esto con la estimación (2.28), obtenemos el resultado deseado:

(2+σ)−1∣∣P ′(e iθ)
∣∣= ∞∑

n=1

(1− rn
2)(2+σ)−1∣∣1− rne iθ

∣∣2 ≤ ∣∣B ′(e iθ)
∣∣≤ ∞∑

n=1

(1− rn
2)(2+σ)∣∣1− rne iθ

∣∣2 = (2+σ)
∣∣P ′(e iθ)

∣∣.
Demostración del Teorema 2.29. Por el Lema 2.30, podemos permitirnos considerar que an ≥ 0. Hemos de

probar, según el Lema 2.21, que fB ∈ Lp para todo p < 1
1+α , donde fB viene dada en este caso por

fB (θ) =
∞∑

n=1

1− rn

(1− rn)2 +θ2 .
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Considerando la desigualdad x1−α ≤ 1+x2, tenemos

fB (θ) =∑
n

1− rn

θ2 + (
1− rn

)2 =∑
n

1− rn

θ2
[( 1−rn

θ

)2 +1
] ≤∑

n

1− rn

θ2
( 1−rn

θ

)1−α = 1

θ1+α
∑
n

(1− rn)α,

de donde se sigue, dado que
∑

n(1− rn)α <∞ (porque {an} cumple Cα), que fB ∈ Lp para todo p que satisfaga

(1+α)p < 1, o sea, para todo p < 1
1+α .

A continuación vemos que este resultado es también preciso.

Teorema 2.31 (Mashreghi [28, Example 8.18]). Dado 0 <α≤ 1, existe un producto de Blaschke con sucesión de

ceros {rn} en el radio (0,1), que satisface la condición Cα y, por tanto, B ′ ∈⋂
0<p< 1

1+α
H p , pero tal que B ′ ∉ H

1
1+α .

Demostración. Sea {εn} ⊂ (0,1) una sucesión positiva y decreciente tal que εn ³ εn+1 y
∑∞

n=1
1

log1+α 1
εn

<∞. Por

ejemplo, εn = 1
2n sirve. Sea mn la parte entera de 1

εαn log1+α 1
εn

, y escojamos mn elementos del intervalo [1−εn ,1−
εn+1), por ejemplo, todos ellos iguales a 1−εn . Construimos de esta manera la sucesión {rn}. Entonces

∞∑
n=1

(1− rn)α ³
∞∑

n=1
mnε

α
n ³

∞∑
n=1

1

log1+α 1
εn

<∞.

Sin embargo, cuando εN+1 < θ < εN , tenemos

fB (θ) =
∞∑

n=1

1− rn

(1− rn)2 +θ2
³

∞∑
n=1

mnεn

ε2
n +θ2

≥ mNεN

ε2
N +θ2

≥ mN

2εN
³ 1(

εN log 1
εN

)1+α ³ 1(
θ log 1

θ

)1+α ,

por lo que fB 6∈ L
1

1+α y, en consecuencia, por el Lema 2.21, B ′ 6∈ H
1

1+α .

2.3. Pertenencia de la derivada a los espacios de Bergman Ap

Igual que en el apartado anterior se considera la misma cuestión para los espacios de Bergman.

Definición 2.32 (Espacio de Bergman). El espacio Bergman Ap es el espacio de todas las funciones holomorfas

en D tales que

‖ f ‖Ap :=
(∫
D
| f (z)|p dA(z)

)1/p <∞, 0 < p <∞,

donde dA(z) = 1
πdx dy es la medida de área de Lebesgue normalizada en D.

Estos espacios también forman una sucesión decreciente de espacios conforme p aumenta. Un resultado

clásico de Hardy y Littlewood [22] nos dice que H p ⊂ A2p y que esta inclusión es continua con norma del

operador inclusión igual a 1, (ver Vukotić [40] para una demostración elemental de este hecho).

2.3.1. La situación inicial

De nuevo observamos que los productos de Blaschke finitos tienen derivadas en todos los espacios de Berg-

man. Así que los teoremas que veremos a continuación tienen su interés cuando el producto de Blaschke es

infinito. El primer resultado que vemos hace uso del Lema de Schwarz-Pick y nos dice que la derivada de un

producto de Blaschke siempre tiene un grado de integrabilidad con respecto a la medida de área.

Teorema 2.33. Sea B un producto de Blaschke. Entonces B ′ ∈ Ap para todo p < 1.

Demostración. Sea B un producto de Blaschke y sea p < 1. Por el Lema de Schwarz-Pick, tenemos∫
D
|B ′(z)|p dA(z) ≤

∫
D

( 1

1−|z|2
)p

dA(z) = 1

1−p
,

lo que nos dice que B ′ ∈ Ap .
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Nos podemos preguntar si existe algún producto de Blaschke B tal que B ′ 6∈ A1. Y efectivamente, en 1955

Rudin [36] probó la existencia de un tal producto de Blaschke, en 1968 Piranian [33] dio un ejemplo explícito, y

en 2007 Peláez [32, Thm. 1] dio un producto de Blaschke interpolante cuya derivada no está en A1.

También cabe preguntarse si hay exponentes prohibidos para la pertenencia de la derivada de productos

de Blaschke en Ap , como ocurría con H p , que ningún producto de Blaschke infinito tiene derivada en H 1,

(Teorema 2.17). En ese sentido tenemos el siguiente resultado de Kim [25, Thm. 1.1], en su versión particular.

Teorema 2.34 (Kim, 1984). B ′ 6∈ A2 para ningún producto de Blaschke infinito B.

Para la demostración necesitamos el siguiente resultado de Ahern que podemos encontrar, en su versión

generalizada, en [3, Thm. 6].

Teorema 2.35. Sea B un producto de Blaschke infinito, entonces B ′ ∈ A2 si, y solo si,

∫ 1

0

∫ 2π

0

(
1− ∣∣B(r e iθ)

∣∣
1− r

)2

dθdr <∞.

Demostración del Teorema 2.34. Sea B un producto de Blashcke infinito con sucesión de ceros dada por an =
rne iθn , n = 1,2, . . . . Vamos a probar que ∫

D

(1−|B(z)|
1−|z|

)2
dA(z) =∞,

de donde se deduce inmediatamente, mediante cambio a polares y el Teorema 2.35, que B ′ ∉ A2.

Fijemos ε ∈ (0,1). Consideremos, para cada n = 1,2, . . . , el disco pseudo-hiperbólico ∆(an ,ε) = {
z ∈ D :

%(z, an) < ε
} = Tan

(
D(0,ε)

)
, el cual es un disco euclídeo de centro cn = 1−ε2

1−ε2|an |2 an y radio rn = 1−|an |2
1−ε2|an |2 ε y,

por tanto, su área (normalizada) es

(2.29) Área
(
∆(an ,ε)

)= ( 1−|an |2
1−ε2|an |2

)2
ε2 ≥ 1

4

ε2

(1−ε)2

(
1−|an |

)2.

Dado que cada factor que aparece en el producto de Blaschke B tiene módulo menor que 1, resulta que

|B(z)| ≤
∣∣∣ an − z

1−an z

∣∣∣= %(z, an) < ε, para todo z ∈∆(an ,ε).

Por tanto, para z ∈∆(an ,ε), tenemos

1−|B(z)|
1−|z| ≥ 1−ε

1−|cn |+ rn
= ·· · = 1−ε

(1+ε) (1−|an |)
1−ε|an |

≥ (1−ε)2

1+ε
1

1−|an |
.

De aquí se sigue que∫
∆(an ,ε)

(1−|B(z)|
1−|z|

)2
dA(z) ≥

( (1−ε)2

1+ε
1

1−|an |
)2

Área
(
∆(an ,ε)

)≥ 1

4

(1−ε)2ε2

(1−ε)2 = δε > 0.

Así que para probar nuestra aserción solo hay que probar que hay infinitos de estos discos pseudo-hiperbólicos,

∆(an ,ε), disjuntos dos a dos.

Para ello, empezamos considerando n1 = 1. Entonces el disco pseudo-hiperbólico∆(an1 ,2ε), de radio pseudo-

hiperbólico 2ε, es un disco euclídeo con adherencia en D, luego contiene solo una cantidad finita de ceros

de B . Como B tiene infinitos ceros, entonces existe n2 > n1 tal que an2 ∉ ∆(an1 ,2ε). Resulta entonces que

∆(an1 ,ε)∩∆(an2 ,ε) =∅. Suponiendo ahora por inducción que hemos encontrado naturales nk > nk−1 > ·· · >
n2 > n1 = 1 tales que los discos∆(an j ,ε), j = 1, . . . ,k, son disjuntos dos a dos, observamos que

⋃
1≤ j≤k ∆(an j ,2ε)

es relativamente compacto enD, luego contiene solo una cantidad finita de ceros de B . Por tanto, como B tiene

infinitos ceros, existe nk+1 > nk tal que ank+1 ∉
⋃

1≤ j≤k ∆(an j ,2ε), lo que implica que∆(ank+1 ,ε) no tiene ningún

elemento en común con los discos anteriores, ∆(an j ,ε), j = 1, . . . ,k. Así, por inducción, construimos una sub-

sucesión {ank } de {an} tal que los discos ∆(ank ,ε), k = 1,2, . . . , son disjuntos dos a dos. Con esto queda probada

la aserción y, con ella, el teorema.
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Demostración alternativa del Teorema 2.34. Basta observar que la integral
∫
D|B ′(z)|2 dA(z) representa el área

de la imagen, con multiplicidades, de D mediante B . Entonces solo hay que tener una idea de cuánto cubre B

y cuántas veces.

Para saberlo, recurrimos a un conocido resultado de Frostman [14] (ver también Garnett [16, Thm. II.6.4]

que dice que si I (z) es una función interna, entonces para todo a ∈ Dà E, donde E es un conjunto de capa-

cidad logarítmica 0 (para nuestros propósitos podemos suponer E de área 0), se tiene que el llamado Shift de

Frostman,

Ia(z) = I (z)−a

1−aI (z)
,

es un producto de Blaschke.

Así que si partimos de un producto de Blaschke infinito entonces, para casi todo a ∈D, Ba = B−a
1−aB vuelve a

ser un producto de Blaschke y, además, infinito, porque de ser finito, resultaría que todos sus shifts volverían

a ser productos de Blaschke finitos, incluido el propio B = (Ba)−a . Ahora, decir que Ba es un producto de

Blaschke infinito implica que B toma el valor a infinitas veces. Por tanto, por el Teorema de Frostman, estamos

diciendo que un producto de Blaschke infinito cubre el disco unidadD (salvo un conjunto de área 0) un número

infinito de veces y, por consiguiente,
∫
D|B ′(z)|2 dA(z) =∞.

Corolario 2.36. Para cualquier producto de Blaschke infinito, B ′ 6∈⋃
p≥2 Ap .

Teniendo en cuenta la inclusión de Hardy y Littlewood, H p ⊂ A2p , podemos obtener resultados de perte-

nencia de la derivada de productos de Blaschke en Ap a partir de los resultados de pertenencia de la derivada

de los productos de Blaschke en H
p
2 . Sin embargo, en nuestras circunstancias, ya que trabajaremos con deri-

vadas de productos de Blaschke y con índices p entre 1 y 2, la situación puede mejorar, y mucho. La siguiente

proposición, basada en el Lema de Schwarz-Pick, nos lo dice. Recordemos que B es la bola unidad cerrada de

H∞.

Proposición 2.37. Sea ϕ una función de B. Si ϕ′ ∈ H p entonces ϕ′ ∈ Ap+1−ε para todo ε ∈ (0,1).

Nota. Observemos que p +1 > 2p si y solo si p < 1, lo que nos indica que, para p < 1, Ap+1−ε ⊂ A2p para todo ε

suficientemente pequeño.

Demostración. Para ε ∈ (0,1) y por el Lema de Schwarz-Pick, tenemos∫
D

∣∣ϕ′(z)
∣∣p+1−εdA(z) ≤

∫
D

∣∣ϕ′(z)
∣∣p

(1−|ϕ(z)|2
1−|z|2

)1−ε
dA(z) ≤ ‖ϕ′‖p

H p

∫ 1

0

2r

(1− r )1−ε dr = 1

ε
‖ϕ′‖p

H p .

El caso es que podemos deshacernos del ε que aparece en el resultado anterior. El siguiente es un caso

particular de un resultado de Ahern, probado en el artículo de 1984 de Kim [25, Thm. B].

Teorema 2.38 (Ahern, Kim 1984). Sea ϕ una función de B. Si ϕ′ ∈ H p entonces ϕ′ ∈ Ap+1.

Para probar este teorema haremos uso de un resultado de la teoría de espacios de Hardy, el Teorema Maxi-

mal Complejo de Hardy-Littlewood (ver, por ejemplo, Duren [13, Thm.1.9] para una demostración).

Teorema 2.39 (Hardy-Littlewood). Supongamos que f ∈ H p para algún p ∈ (0,∞]. Definamos la función ma-

ximal radial de f como

F (θ) = sup
0≤r<1

∣∣ f (r e iθ)
∣∣, θ ∈T.

Entonces F ∈ Lp y ‖F‖Lp ≤ Bp‖ f ‖H p .

Demostración del Teorema 2.38. SeaΨ(θ) = supr<1

∣∣ϕ′(r e iθ)
∣∣ la función maximal radial deϕ′, y consideremos,

para θ ∈T, λ(θ) = 1 siΨ(θ) ≤ 1 y λ(θ) = 1
Ψ(θ) siΨ(θ) ≥ 1.

Por el Lema de Schwarz-Pick tenemos
∣∣ϕ′(r e iθ)

∣∣≤ 1−|ϕ(r eiθ)|2
1−r 2 ≤ 1

1−r . Así, para θ ∈T,

∫ 1

0

∣∣ϕ′(r e iθ)
∣∣p+1 dr ≤

∫ 1−λ(θ)

0

1

(1− r )p+1 dr + (
Ψ(θ)

)p+1
∫ 1

1−λ(θ)
dr =

{
Ψ(θ)p+1, siΨ(θ) ≤ 1,
1
p

(
Ψ(θ)p −1

)+Ψ(θ)p , siΨ(θ) ≥ 1.
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En cualquier caso, lo anterior queda acotado por
( 1

p +1
)
Ψ(θ)p . Por tanto, haciendo uso del Teorema Maximal

Complejo de Hardy-Littlewood, dado que ϕ′ ∈ H p , obtenemos∫
D

∣∣ϕ′(z)
∣∣p+1 dA(z) =

∫ π

−π

∫ 1

0

∣∣ϕ′(r e iθ)
∣∣p+1 r dr dθ ≤ ( 1

p +1
)∫ π

−π
Ψ(θ)p dθ ≤ ( 1

p +1
)
B p

p ‖ϕ′‖p
H p .

2.3.2. La condición C2−p implica B ′ ∈∈∈ Ap

Las técnicas empleadas en el último resultado son bastante ilustrativas de lo que podemos conseguir. Em-

pezamos dando un resultado análogo al de Protas. En este caso, la primera parte se debe a Kim [25, Thm. 3.1],

quien probó algo más general en el mismo artículo de 1984 de antes, y la segunda parte se debe a Rudin [36],

(Kim también lo generaliza).

Teorema 2.40 (Kim, 1984). Supongamos que B es un producto de Blaschke con ceros an = rne iθn , n = 1, . . . .

(i) Si
∑

n
(
1−|an |

)2−p <∞ para algún p ∈ (1,2), entonces B ′ ∈ Ap .

(ii) Si
∑

n(1−|an |) log 1
1−|an | <∞, entonces B ′ ∈ A1.

Nota. Observemos que el ejemplo de producto de Blaschke que se da en el Teorema 2.24 tiene sucesión de

ceros satisfaciendo (ii), luego la derivada de dicho producto de Blaschke está en A1, pero no está en H
1
2 , por lo

que esto prueba que la inclusión de Hardy-Littlewood, H
1
2 ⊂ A1, es estricta.

Nota. Pero es que mucho más es cierto. Los ceros del mismo producto de Blashcke en el Teorema 2.24 satis-

facen
∑

n
(
1−|an |

) 1
2 <∞, o sea, satisfacen (i) con p = 3

2 , por lo que la derivada de dicho producto de Blaschke

está en A
3
2 (y no está en H

1
2 ), lo que nos dice que el Teorema 2.38 no tiene recíproco.

Demostración. Simplemente para justificar lo dicho antes del enunciado, veamos que en (i) es fácil probar que

B ′ ∈ Ap−ε para todo ε> 0 suficientemente pequeño. Usamos, como no, el lema de Schwarz-Pick y la estimación

(ya usada tantas veces antes) |B ′(z)| ≤∑
n |b′

n(z)| =∑
n

1−|an |2
|1−an z|2 , junto con que

∫ π
−π

1
|1−rn r ei (θ−θn )|2 dθ = 2π

1−(rn r )2 .

∫
D
|B ′(z)|p−εdA(z) ≤ 1

π

∫ 1

0

∫ π

−π

∣∣B ′(r e iθ)
∣∣p−1−ε ∣∣B ′(r e iθ)

∣∣dθdr

≤ 1

π

∫ 1

0

1

(1− r )p−1−ε

∫ π

−π

∑
n

1−|an |2
|1− rnr e i (θ−θn )|2 dθdr

≤ 4
∑
n

(1− rn)
∫ 1

0

1

(1− r )p−1−ε
1

1− rnr
dr

≤ 4
∑
n

(1− rn)
∫ 1

0

1

(1− r )p−1−ε(1− rn)p−1(1− r )2−p dr

= 4
∑
n

(1− rn)2−p
∫ 1

0

1

(1− r )1−ε dr <∞.

(2.30)

Para conseguir quitar el ε, tenemos que ser un poco más precisos en una integral de las que aparece arriba.

Lema 2.41. Sean q ∈ (0,1) y s ∈ (0,1). Entonces existe un constante Kq , que solo depende de q, tal que

(2.31)
∫ 1

0

1

(1− r )q (1− sr )
dr ≤ Kq

1

(1− s)q .

Demostración del Lema 2.41. Solo hay que dividir la integral de manera adecuada, parecido a lo que se hizo

en la demostración del Teorema 2.38.∫ 1

0

1

(1− r )q (1− sr )
dr ≤

∫ s

0

1

(1− r )q (1− r )
dr +

∫ 1

s

1

(1− r )q (1− s)
dr

= 1

q(1− r )q

∣∣∣s

r=0
− 1

1− s

(1− r )1−q

1−q

∣∣∣1

r=s

≤ 1

q

1

(1− s)q + 1

1−q

1

(1− s)q = 1

q(1−q)

1

(1− s)q .
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Usando este Lema en (2.30), pero empezando sin ε, obtenemos el resultado deseado en (i).∫
D
|B ′(z)|p dA(z) ≤ 1

π

∫ 1

0

∫ π

−π

∣∣B ′(r e iθ)
∣∣p−1 ∣∣B ′(r e iθ)

∣∣dθdr

≤ 1

π

∫ 1

0

1

(1− r )p−1

∫ π

−π

∑
n

1−|an |2
|1− rnr e i (θ−θn )|2 dθdr

≤ 4
∑
n

(1− rn)
∫ 1

0

1

(1− r )p−1

1

1− rnr
dr

≤ 4Kp−1
∑
n

(1− rn)
1

(1− rn)p−1

= 4Kp−1
∑
n

(1− rn)2−p <∞.

(2.32)

El apartado (ii) se prueba de manera similar.

2.3.3. Productos de Blaschke interpolantes para el recíproco

El siguiente Teorema prueba que el resultado de Kim, apartado (i), también admite un recíproco en el caso

de tratar con sucesiones de ceros que son interpolantes, esto es, que si B es un producto de Blaschke interpo-

lante con B ′ ∈ Ap , entonces su sucesión de ceros satisface C2−p .

Teorema 2.42 (Girela-Peláez-Vukotić [20, Thm. 3.4]). Si B es un producto de Blaschke interpolante con ceros

{an}, entonces

(2.33)
∫
D
|B ′(z)|p dA(z)&

∑
n

(1−|an |)2−p .

En particular, si la serie diverge entonces B ′ 6∈ Ap

Nota. El rango interesante de p’s para esta estimación es cuando 1 < p < 2. Si p ≤ 1 entonces siempre tenemos∑
n(1−|an |)2−p <∞ debido a que la sucesión debe satisfacer la condición de Blashcke. Por otro lado, si p ≥ 2

entonces la integral
∫
D|B ′(z)|p dA(z) en el caso de productos de Blashcke infinitos, porque ninguno de ellos

puede estar en Ap (Teorema 2.34).

Demostración. Sea δ la constante de separación de la sucesión {an}. Entonces los discos pseudo-hiperbólicos

∆n :=∆(
an , δ3

)
, n = 1, . . . , son disjuntos dos a dos, y por la Proposición 2.8,

|B ′(z)| ≥ δ

6

1

1−|an |2
, para todo z ∈∆n y todo n = 1, . . . .

Además, recordando cómo calcular el área de cada uno de estos discos (ver (2.29), tenemos∫
D
|B ′(z)|p dA(z) ≥

∞∑
n=1

∫
∆n

|B ′(z)|p dA(z)

≥ (
δ
6

)p ∑
n

( 1

1−|an |2
)p

Área(∆n) = (
δ
6

)p ∑
n

( 1

1−|an |2
)p( 1−|an |2

1− (δ3 )2|an |2
)2(

δ
3

)2

≥ Kδ,p

∑
n

(1−|an |)2−p .

Dada la naturaleza de los productos de Blaschke interpolantes, podemos preguntarnos si sus derivadas tie-

nen mejores exponentes de integrabilidad que la de productos de Blaschke normales. Con los productos de

Blaschke normales, lo más que se puede decir (sin imponer condiciones adicionales) es que B ′ ∈ Ap para todo

p < 1. Eso es también lo mejor que se puede decir para productos de Blaschke interpolantes. Un ejemplo de

producto de Blaschke interpolante cuya derivada no está en A1 fue dado por Peláez [32, Thm. 1] en 2007. La ba-

se de todo esto quizás la podamos encontrar en el sorprendente resultado de Naftalevič [29], que enunciamos

a continuación, una demostración detallada del cual puede encontrarse en Cochran [11]
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Teorema 2.43 (Naftalevič, 1956). Para cada sucesión de Blaschke {an}, existe una sucesión interpolante {zn} tal

que |zn | = |an | para cada n.

Este resultado da pie a este otro.

Teorema 2.44. Existe un producto de Blaschke interpolante B tal que B ′ ∉ ⋃
p>1

Ap .

Demostración. La sucesión an = 1− 1
n log2 n

satisface la condición de Blaschke. Por el Teorema 2.43, existe una

sucesión interpolante {zn} tal que |zn | = |an | para todo n. Ahora, para p > 1, tenemos

∞∑
n=1

(1−|zn |)2−p =
∞∑

n=1

1

n2−p log2(2−p) n
=∞,

lo que permite concluir, por el Teorema 2.42, que el producto de Blaschke B con sucesión de ceros dada por

{zn} es tal que B ′ ∉ Ap .

2.3.4. Ceros en un ángulo de Stolz implica B ′ ∈⋂∈⋂∈⋂
p< 3

2
Ap

En este apartado usamos la relación existente entre H p y A1+p , dada en la Proposición 2.37 y el Teore-

ma 2.38, para obtener el análogo al Teorema 2.26 de manera inmediata.

Teorema 2.45 (Girela-Peláez-Vukotić, 2007 [20]). Si los ceros de un producto de Blaschke B están todos en un

ángulo de Stolz, entonces

B ′ ∈ ⋂
p< 3

2

Ap .

Demostración. Sea B un producto de Blaschke con ceros en un ángulo de Stolz. Del Teorema 2.26 sabemos

que B ′ ∈⋂
p< 1

2
H p , luego por el Teorema 2.38, B ′ ∈⋂

p< 3
2

Ap .

2.3.5. La funciónϕB

El resultado anterior, tan sencillo, es, sin embargo, preciso.

Teorema 2.46 (Girela-Peláez [19]). El producto de Blaschke B con sucesión de ceros dada por an = 1− 1
n log2 n

,

n ≥ 2, todos ellos en el radio (0,1), verifica que B ′ 6∈ A
3
2 .

Para probar este resultado, haremos uso de una función ϕB , similar a fB , introducida por Vinogradov [39]

con otros propósitos, y reintroducida por Girela y Peláez [19] para dar un resultado análogo al Lema 2.21, de

caracterización de pertenencia de B ′ en Ap mediante la integrabilidad de la función ϕB .

Si B es un producto de Blaschke con sucesión de ceros dada por {an}, escribimos dn = 1−|an | y definimos

ϕB (θ) =∑
n

dn

(θ+dn)2 , θ ∈ (0,∞).

Es inmediato que ϕB es positiva y decreciente.

Teorema 2.47. Sea B un producto de Blaschke cuyo ceros están en un ángulo de Stolz. Supongamos que

(2.34) Existen constantes C > 0 y θ0 ∈ (0,π) tales que θϕB (θ) ≥C , para todo θ ∈ (0,θ0).

Entonces, para cualquier p ∈ (1,∞), tenemos B ′ ∈ Ap si, y solo si, ϕB ∈ Lp−1(0,1).

Antes de proseguir, veamos cómo probar el Teorema 2.46 a partir de este resultado.
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Demostración del Teorema 2.46. Según el Teorema 2.47, basta ver que la correspondiente función ϕB ,

ϕB (θ) =
∞∑

n=2

dn

(θ+dn)2 =
∞∑

n=2

n log2 n

(1+θn log2 n)2
, θ > 0,

satisface (2.34) y ϕB ∉ L
1
2 .

Dada la similitud de esta función con la función fB que aparece en el Teorema 2.27, los mismos argumentos

de allí prueban que existen constantes K1 > 0 y θ1 ∈ (0,1) tales que

ϕB (θ) ≥ K1
1

θ2 log2 1
θ

, 0 < θ < θ1.

Esto prueba queϕB ∉ L
1
2 . Para poder concluir que B ′ ∉ A

3
2 , hemos de comprobar todavía que existen constantes

C > 0 y θ0 ∈ (0,1) tales que

θϕB (θ) ≥C , para todo θ ∈ (0,θ0),

pero esto es evidente a partir del hecho que 1
θ log2 θ

→∞ cuando θ→ 0+.

A continuación dedicamos casi todo lo que queda de este apartado para probar el Teorema 2.47. Lo primero

que observamos es que éste es consecuencia inmediata del siguiente.

Teorema 2.48. Supongamos que 1 ≤ p <∞ y que B es un producto de Blaschke cuyos ceros, {an}, están en un

determinado ángulo de Stolz,Ωσ, para algún σ≥ 1. Entonces existen C1 > 0, C2 > 0, M > 0 y θ0 ∈ (0,π) tales que

(2.35) C1

∫ 2π

0
ϕ

p−1
B (θ)dθ ≥

∫
D
|B ′(z)|p dA(z) ≥C2

∫ θ0

0
ϕ

p−1
B (θ)(1−e−MθϕB (θ))dθ.

Vamos a necesitar ciertos resultados previos para la demostración del Teorema 2.48. El primero se debe a

Marshall y Saranson, y aparece probado en Li [27, Prop. 4].

Proposición 2.49 (Marshall-Sarason, 1992). Sea K un subconjunto convexo cerrado de D con 0 ∈ K . Sea B un

producto de Blaschke con ceros {an} contenidos todos en K . Si z ∈DàK y ε(z) = %(z,K ), entonces

|B ′(z)| ≥ 2ε(z)

1+ε2(z)

|B(z)|
1−|z|2

∞∑
n=1

(1−%2(z, an)).

Idea de la demostración. Escribamos B(z) =∏
n bn(z), donde bn(z) = z si an = 0, y bn(z) = −an

|an

z−an
1−an z , si an 6= 0.

Entonces para z ∈D, tenemos, tras usar algunas identidades ya conocidas,

(1−|z|2)
B ′(z)

B(z)
= (1−|z|2)

∑
n

b′
n(z)

bn(z)
=∑

n

(
1−|an |2

)(
1−|z|2)

(z −an) (1−an z)

=∑
n

1−an z

z −an

(
1−|an |2

)(
1−|z|2)

|1−an z|2 =∑
n

1−an z

z −an

(
1−%2(z, an)

)
.

Ahora todo consiste en probar, con argumentos geométricos, que existe un constante λ, con |λ| = 1, tal que

Re
(
λ

1−an z

z −an

)
≥ 2ε(z)

1+ε2(z)
, para todo n, y todo z ∈DàK ,

porque de esa manera tenemos, para z ∈DàK ,

(1−|z|2)
∣∣∣B ′(z)

B(z)

∣∣∣≥ Re
(
λ

∑
n

1−an z

z −an

(
1−%2(z, an)

))≥ 2ε(z)

1+ε2(z)

∑
n

(
1−%2(z, an)

)
.

Lema 2.50. Sea B un producto de Blaschke cuya sucesión de ceros viene dada por {an}. Sea δ ∈ (0,1) y suponga-

mos que z ∈D satisface %(z, an) ≥ δ para todo n. Entonces

(2.36) |B(z)| ≥e
− 1

2δ2

∞∑
n=1

(1−%2(z, an))
.
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Demostración. Escribimos de nuevo B(z) = ∏
n bn(z). Entonces haciendo uso de la desigualdad elemental

log x ≤ x −1, deducimos que

log
1

|B(z)| =
1

2

∞∑
n=1

log
1

%2(z, an)
≤ 1

2

∞∑
n=1

( 1

%2(z, an)
−1

)
≤ 1

2δ2

∞∑
n=1

(
1−%2(z, an)

)
,

lo que implica (2.36).

También vamos a necesitar el lema siguiente.

Lema 2.51. 1
2π

(
(1− r )+ (1−%)+|t |)≤ ∣∣1−ρr e i t

∣∣≤ (1− r )+ (1−ρ)+|t |, r,ρ ∈ [0,1), t ∈ [−π,π].

Demostración. El lado derecho se obtiene fácilmente a partir de la desigualdad a2 +b2 ≤ (|a|+ |b|)2,∣∣1−ρr e i t ∣∣=√
(1− rρ)2 +4rρ sen2 t

2 ≤ 1− rρ+2
p

rρ sen |t |
2 ≤ (1− r )+ r (1−ρ)+p

rρ|t | ≤ (1− r )+ (1−ρ)+|t |.

Para tratar el lado izquierdo, primero suponemos que rρ ≤ 1
6 , entonces

2π
∣∣1− rρe i t ∣∣≥ 2π(1− rρ) ≥ 2π

(
1− 1

6

)= 5π

3
≥ 2+π≥ (1− r )+ (1−ρ)+|t |.

Ahora supongamos que rρ > 1
6 , y empecemos con las estimaciones usuales,∣∣1−ρr e i t ∣∣2 = (1− rρ)2 +4rρ sen2 t

2 ≥ (1− rρ)2 + 4
π2 rρ|t |2.

Usamos ahora que a2 +b2 ≥ (a+b)2

2 , junto con el hecho de que rρ > 1
6 implica que mı́n{r,ρ} ≥ rρ > 1

6 y, además,

máx{r,ρ} > 1p
6

, porque lo contrario daría rρ ≤ 1
6 , que no puede ser. (Suponemos sin perder generalidad que es

r ≥ 1p
6

). Con esto, tenemos

2π
∣∣1−ρr e i t ∣∣≥ 2πp

2

(
(1− rρ)+ 2

π

p
rρ |t |)≥πp2

2

π

(
(1− r )+ r (1−ρ)+p

rρ |t |)
≥ 2

p
2
(
(1− r )+ 1p

6
(1−ρ)+ 1p

6
|t |)≥ 2

p
2p

6

(
(1− r )+ (1−ρ)+|t |)≥ (1− r )+ (1−ρ)+|t |.

Con esto queda probado el lema por completo.

Demostración del Teorema 2.48. Para simplificar escribiremos ϕ en vez de ϕB . Fijemos δ ∈ (0,1) y encontre-

mos σ > σ, por la Proposición 2.15, tal que %(z,Ωσ) ≥ δ para todo z ∈ DàΩσ. Utilizando la Proposición 2.49

con K = Ωσ y teniendo en cuenta que x 7→ 2x
1+x2 es creciente en (0,1), junto con la bien conocida identidad

1−%2(z, a) = (1−|a|2)(1−|z|2)
|1−az|2 , obtenemos, para cada z = r e i t ∈DàΩσ,

|B ′(z)| ≥ 2%(z,Ωσ)

1+%(z,Ωσ)2

|B(z)|
1−|z|2

∞∑
n=1

(1−%2(z, an)) ≥ 2δ

1+δ2 |B(z)|
∞∑

n=1

1−|an |2
|1−an z|2 .

A continuación seguimos con z = r e i t ∈ DàΩσ y, como an ∈ Ωσ, observamos que %(z, an) ≥ δ para todo n,

luego por el Lema 2.50,

|B ′(z)| ≥ 2δ

1+δ2

∞∑
n=1

1−|an |2
|1−an z|2 e

− 1

2δ2

∞∑
n=1

(1−|z|2)(1−|an |2)

|1−an z|2 .

Mediante la Proposición 2.13 y el Lema 2.51, tenemos
∣∣1−an z

∣∣³ ∣∣1−|an |z
∣∣³ (

(1− r )+ (1−|an |)+|t |),

(2.37)

|B ′(z)| ≥ 2δ

(1+δ2)(2+σ)2

∞∑
n=1

1−|an |2∣∣1−|an |z
∣∣2 e

− (2+σ)2

2δ2

∞∑
n=1

(1−|z|2)(1−|an |2)∣∣1−|an |z
∣∣2

≥ 2δ

(1+δ2)(2+σ)2

∞∑
n=1

1−|an |2(
(1− r )+ (1−|an |)+|t |)2 e

− (2+σ)2

2δ2

∞∑
n=1

(1−|z|2)(1−|an |2)
1

4π2

(
(1− r )+ (1−|an |)+|t |)2

≥ 2δ

(1+δ2)(2+σ)2 ϕ
(
(1− r )+|t |)e

−16π2(2+σ)2

2δ2 (1− r )ϕ
(
(1− r )+|t |)

= Aϕ
(
(1− r )+|t |)e−K (1− r )ϕ

(
(1− r )+|t |),
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donde A y K son constantes positivas que solo dependen de δ y de σ.

Ahora observemos que existe una constante positiva β, que podemos tomar β=
√
σ2 −1, tal que

|t | ≥β(1− r ), para todo z = r e i t ∈DàΩσ, con t ∈ [−π,π).

La razón de ello es que si z = r e i t ∈DàΩσ, con t ∈ [−π,π), entonces

σ2(1−|z|)2 ≤ |1− z|2 = (1−|z|)2 +4|z|sen2 t
2 ≤ (1−|z|)2 +|t |2,

de donde se sigue que |t | ≥
√
σ2 −1(1− r ).

Para continuar con nuestra tarea, tomamos r0 ∈ (0,1) tal que (β+1)(1−r0) ≤π. De esta maneraD⊃DàΩσ ⊃
E≡ {

r e i t : 1 > r ≥ r0, β(1−r0) ≥ |t | ≥β(1−r )
}
. Con esto, podemos integrar en (2.37) y, tras realizar el cambio de

variables θ = θ(t ) = 1−r + t y luego aplicar Fubini, obtenemos la segunda desigualdad de (2.35) con C2 = 2Ap r0
kp ,

θ0 = (β+1)(1− r0) y M = K p
β+1 :∫

D
|B ′(z)|p dA(z) ≥

∫
E
|B ′(z)|p dA(z)

≥ 2Ap r0

∫ 1

r0

∫ β(1−r0)

β(1−r )
ϕp (1− r + t )e−K p (1−r )ϕ(1−r+t ) dt dr

= 2Ap r0

∫ 1

r0

∫ (β+1)(1−r0)

(β+1)(1−r )
ϕp (θ)e−K p (1−r )ϕ(θ) dθdr

= 2Ap r0

∫ (β+1)(1−r0)

θ=0

∫ 1

r=1− θ
β+1

ϕp (θ)e−K p (1−r )ϕ(θ) dr dθ

= 2Ap

K p

∫ (β+1)(1−r0)

0
ϕp−1(θ)e−K p (1−r )ϕ(θ)

∣∣∣1

r=1− θ
β+1

dθ

=C2

∫ θ0

0
ϕp−1(θ)

(
1−e−M θϕ(θ))dθ.

En cuanto a la primera desigualdad, escribimos B =∏
n bn , y así tenemos,

(2.38) |B ′(z)| =
∣∣∣∑

n
b′

n(z)Bn(z)
∣∣∣≤∑

n

1−|an |2
|1−an z|2 |Bn(z)|.

Con la desigualdad elemental log(1−x) ≤−x, obtenemos

log |bn(z)| = 1

2
log(1− (1−|bn(z)|2)) ≤−1

2
(1−|bn(z)|2), z ∈D,

que, sumando en j 6= n y usando la identidad 1−|b j (z)|2 = 1−%2(z, a j ) = (1−|z|2)(1−|a j |2)

|1−a j z|2 , nos da

log|Bn(z)| ≤ −1

2

∑
j 6=n

(
1−|b j (z)|2)= 1

2

(
1−|b j (z)|2)− 1

2

∑
j

(
1−|b j (z)|2)≤ 1

2
− 1

2

∑
j

(1−|z|2)(1−|a j |2)

|1−a j z|2 ,

lo cual, introducido en (2.38), y usando las equivalencias
∣∣1−an z

∣∣³ ∣∣1−|an |z
∣∣³ (

(1−r )+ (1−|an |)+|t |), apor-

tadas por la Proposición 2.13 y el Lema 2.51, nos permite obtener la siguiente estimación.

|B ′(r e i t )| ≤∑
n

1−|an |2
|1−anr e i t |2 e

1

2
− 1

2

∑
j

(1− r 2)(1−|a j |2)

|1−a j r e i t |2

≤ e
1
2 (2+σ)2

∑
n

1−|an |2∣∣1−|an |r e i t
∣∣2 e

− 1

2(2+σ)2

∑
n

(1− r 2)(1−|an |2)∣∣1−|an |r e i t
∣∣2

≤ A
∑
n

1−|an |2(
(1− r )+ (1−|an |)+|t |)2 e

−K
∑
n

(1− r 2)(1−|an |2)(
(1− r )+ (1−|an |)+|t |)2

≤ Aϕ
(
(1− r )+|t |)e−K (1−r )ϕ

(
(1−r )+|t |

)
,
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donde A y K dependen sólo de σ.

Ahora, al integrar con respecto al elemento de área la desigualdad anterior, obtenemos, tras realizar el cam-

bio θ = θ(t ) = 1− r + t y aplicar Fubini, la primera desigualdad de (2.35) con C1 = 2Ap

K p .

∫
D
|B ′(z)|p dA(z) =

∫ 1

0

∫ π

−π

∣∣B ′(r e i t )
∣∣p r dtdr

≤ Ap
∫ 1

0

∫ π

−π
ϕp(

(1− r )+|t |)e−K p (1−r )ϕ
(

(1−r )+|t |
)

dtdr

= 2Ap
∫ 1

0

∫ π

0
ϕp (1− r + t )e−K p (1−r )ϕ(1−r+t ) dθdr

= 2Ap
∫ 1

0

∫ 1−r+π

1−r
ϕp (θ)e−K p (1−r )ϕ(θ) dθdr

≤ 2Ap
∫ 1

0

∫ 2π

0
ϕp (θ)e−K p (1−r )ϕ(θ) dθdr

= 2Ap
∫ 2π

0
ϕp (θ)

∫ 1

0
e−K p (1−r )ϕ(θ) dr dθ

= 2Ap

K p

∫ 2π

0
ϕp−1(θ)e−K p (1−r )ϕ(θ)

∣∣∣1

0
dθ

=C1

∫ 2π

0
ϕp−1(θ)

(
1−e−K pϕ(θ))dθ

≤C1

∫ 2π

0
ϕp−1(θ)dθ.

Dado el parecido entre ϕB y fB , observamos que la pertenencia en Ap de la derivada de los productos de

Blaschke con ceros en un ángulo de Stolz puede ser caracterizada tanto a través de la funciónϕB como a través

de fB .

Teorema 2.52. Sea B un producto de Blaschke cuyos ceros {an} están en un ángulo de Stolz. Supongamos que se

satisface la condición (2.34). Entonces

B ′ ∈ H p ⇐⇒ B ′ ∈ Ap+1.

Nota. La posibilidad de quitar la hipótesis de que los ceros estén en un ángulo de Stolz no es viable ya que,

según la segunda nota tras el Teorema 2.34, el producto de Blaschke B que se construye en el Teorema 2.24 es

tal que B ′ ∈ A
3
2 àH

1
2 .

Demostración de Teorema 2.52. La implicación (⇒) es el Teorema 2.38 y no hace falta ni que los ceros estén

en un ángulo de Stolz ni que se satisfaga (2.34). Para probar la otra implicación, (⇐), suponemos sin pérdida

de generalidad que el ángulo de Stolz es Ωσ, con σ ≥ 1 y vértice en 1. Observamos, por el Teorema 2.47, que

B ′ ∈ Ap+1 ⇐⇒ ϕB ∈ Lp (0,1), donde

ϕB (θ) =∑
n

1−|an |(
(1−|an |)+θ

)2 , θ ∈ (0,∞).

Observemos ahora que, para todo n y todo θ con |θ| > 0,(
(1−|an |)2 +θ2)≤ (

(1−|an |)+|θ|)2 ≤ 2
(
(1−|an |)2 +θ2).

Luego la pertenencia en Lp (0,1) de ϕB es equivalente a la pertenencia en Lp (−π,π) de fB , donde

fB (θ) =∑
n

1−|an |
(1−|an |)2 +θ2 , θ ∈ (−π,π).

Esto, a su vez, equivale a la pertenencia en H p de P ′, donde P es el producto de Blaschke con sucesión de ceros

dada por
{|an |

}
. Ahora bien, por el Lema 2.30, tenemos

∣∣B ′(e iθ)
∣∣ ³ ∣∣P ′(e iθ)

∣∣, para todo θ con e iθ 6= 1, de ahí la

equivalencia con que B ′ ∈ H p .
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2.3.6. Ceros en un ángulo de Stolz e interpolantes implica B ′ ∈⋂∈⋂∈⋂
p<2 Ap

Cerramos el capítulo estudiando los productos de Blaschke interpolantes con ceros en un ángulo de Stolz,

en analogía a lo visto en el correspondiente apartado 2.2.6.

Teorema 2.53. Sea B un producto de Blaschke interpolante cuya sucesión de ceros está contenida en un ángulo

de Stolz. Entonces B ′ ∈ Ap para todo p < 2.

Nota. Este resultado es preciso gracias al Teorema 2.34, debido a Kim, que asegura que ningún producto de

Blaschke infinito tiene derivada en A2.

Demostración. Por el Teorema 2.28, tenemos que B ′ ∈ H p para todo p < 1. Ahora, por el Teorema de Hardy-

Littlewood, H p ⊂ A2p , concluimos que B ′ ∈ Ap para todo p < 2.
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