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RESUMEN.

En el presente trabajo pretendemos relacionar la teoria de la probabilidad (TP) con la teoria de
las categorias (TC). Desde luego no de un modo absoluto -seria dificil con las condiciones del
trabajo.

Antes se hace un breve repaso por ambas teorias. Aunque la esencia del trabajo se concreta en
la altima parte, que exhibe el titulo. Se intentara dar una vision matematica y filoséfica.

ABSTRACT.

In the present work we intend to relate the probability theory (TP) with the categoty theory
(TC). Certainly not in absolute way, but in part. Before doing so, a brief review of both teories
is made although the essence of the work is specified in the last part, as the title shows. It will
try to give a mathematical and philosophical view.
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1. PREFACIO.

Si no aparece la palabra filosofia en el titulo (filosofia de la probabilidad) es por dos motivos
principales®. El primero, es que ya el hecho de decir teorias de la probabilidades, sugiere su
filosofia. Y esto se puede ver en la mayoria de los libros matematicos que tratan el tema.

1 Mientras que la teoria de las categorias no es necesario esta advertencia, puesto que esta teoria, la tratamos
de una forma mas matematica (sin renuncias).



Algunos, comienzan sobre consideraciones sobre el azar, los juegos; cuando no, sobre el
concepto mismo de probabilidad a lo largo de la historia cientifica de la teoria.

Nosotros iremos mas lejos, porque lo que generalmente no se dice, salvo en libros muy
especificos de matematicas y filosofia y viceversa?, es que hay distintos tipos de probabilidad,
con sus consecuencias respectivas. Y aunque daremos un panorama general, no podemos
referirnos a todas ellas. Asi, de un modo genérico, hablaremos de las probabilidades objetivas
y subjetivas. Incluyendo aqui, la bayesiana y, parte de la teoria de la decision (TD). Por otro
lado, el segundo motivo, es que no renunciamos a una cierta vision matematica. No debemos
olvidar que la Estadistica®, estd formada por la estadistica descriptiva, calculo de
probabilidades y estadistica inferencial (Garcia, 2010, p.37). Y, por tanto, a nuestro juicio es
mas provechoso que no se den como cosas separadas. Por lo demas, el trabajo se centra en
relacionar dos teorias matematicas -lo que significa que excluir lo matematico es imposible-
con una densidad filoséfica* evidente, pero, al fin y al cabo, teorias matematicas. Ademas,
hemos de introducir una tercera teoria, que es la teoria de la medida, que no sélo sirve de enlace
para las otras dos, sino que nos ayudara a conocer mejor la TP.

La vision matematica puede resultar reducida (entre otras cosas, p.ej., hablamos de teorias de
la probabilidad no de célculo de probabilidades, aunque se toque el tema) pero si fuésemos
rigurosos y precisos, ahogariamos el trabajo en definiciones, teoremas (también en lo
correspondiente en la TC). Para subsanar en parte esta carencia; vamos a utilizar dos apéndices,
uno para la TP y otro para el de la TC: al que nos referiremos como [1] y [2], respectivamente.

Habra sugerencias, comentarios y ramales que se abrirdn, pero que -algunos- no se
desarrollaran, por las propias limitaciones del trabajo. Sin embargo, creemos que esas
sugerencias, son provechosas y fructiferas, aunque no se desarrollen. Puesto que marcan un
camino, recorta lindes, deja entrever las profundidades a las que nos asomamos. Un ejemplo lo
tenemos en la teoria de la informacion. Y esto es asi, porque la teoria de la informacién esta
relacionada con la probabilidad —se ve v.gr., en la entropia de Shannon- y mucho mas comun
es la relacion de la probabilidad con la fisica (aunque no sea el ambito del trabajo) y, aun, la
TC.

Con todo, nuestro interés se retne en el ambito filos6fico y en menor medida —no despreciable,
quizas- matematico. Para algunos matematicos puede resultar peregrino hablar de las diversas

2 Pongamos a un De Finetti, a un Savage, a un Ramsey, a un Russell, a un Carnap, etc.

3 Aunque no siempre fue asi <<lLas dos ciencias, probabilidad y estadistica, se desarrollaban
independientemente. Un ejemplo ilustrativo lo tenemos en la carta que el estadistico Ludwig Huygens escribia
en 1669 a su hermano el probabilista Cristian: <<He estado construyendo una tabla para mostrar cudnto tiempo
tiene de vida la gente de una edad dada... Segun mis cdlculos tu vivirds alrededor de 56 afios y medio y yo sobre
55>>>> (Gutierrez, 1992, p.123)

4 Véase el ejemplo en TC, que probablemente, sera la parte que se conozca menos <<La teoria de categorias
desafia de dos maneras, que no son necesariamente excluyentes entre si. Por un lado, es ciertamente tarea de
la filosofia clarificar el estatus epistemoldgico y ontoldgico general de las categorias y los métodos categdricos,
tanto en la practica de las matematicas como en el paisaje fundacional. Por otro lado, los filésofos y los |6gicos
filoséficos pueden emplear la teoria de categorias y a la logica categdrica para explorar problemas filosoficos y
légicos>> (Marquis, 2021).



interpretaciones® (en sentido filosofico) que se le den a la probabilidad®. Al fin y al cabo,
partiendo de las bases axiomaticas <<nada cambia cuando se parte de otra interpretacion’>>
(Gutiérrez, 1992, p.62). Pero aln los mas puristas deben aceptar que minusvalorar la
interpretacion, va en detrimento de la propia teoria, cuando no la anula, pues una TP puede
diferenciarse de otras —de hecho, asi sucede- en su interpretacion, incluso, de los propios
axiomas®. Item mas, renegar de las distintas apreciaciones, empobrece (si han nacido nuevas
ramas de las matematicas y, la TP es una prueba de ello, es porque se han planteado nuevas
coyunturas. Las vemos desde Pascal a Kolmogorov, pasando por Laplace —valga el itinerario-
la disciplina y no deja que crezca y, por otro lado, los propios matematicos son intérpretes sin
saberlo, en la mayoria de los casos. En otros casos si: p.ej., Emile Borel%n su libro Las
probabilidades de la vida, afirma lo que él llama ley de la probabilidad: <<Los acontecimientos
cuya probabilidad es suficientemente escasa, nunca se producen; o por lo menos, en todas las
circunstancias, deben ser tratados como imposibles'®>>. No podemos aceptar, que un suceso
altamente improbable, sea determinado como un suceso imposible!. Pero dejemos, en este
caso nuestras opiniones a un lado, pues nos basta mencionar el titulo del libro de David Hand
The improbability principle. En este libro, del que hacemos menciones mas adelante, se nos
dice lo contrario. El subtitulo es: porqué las coincidencias, milagros y eventos raros ocurren
todos los dias*?.

5 Mucho peor de estilos, como hace Javier de Lorenzo en su libro Introduccién al estilo matemadtico.

También es cierto, que la introduccién de la teoria de la medida relacionada con la teoria de la probabilidad, por
ser mas formalizada, piensan que son menos filoséfica. Esto es falso, pues la LOGICA, es una disciplina filoséfica,
no matemdtica. La Logica matematica, es una subdisciplina de la LOGICA, lo mismo que la intucionista.

6 Lo mismo pudieran pensar los filésofos, que ven en algunos matematicos, ciegos inutiles, cuyo hacer, se limita
a dar clases y de cuando en cuando hacer recopilatorios de los verdaderos matematicos, que son los que se
arriesgan, interpretan, en definitiva: crean matematicas.

7 Esto no es del todo cierto. Véase en [1], apartado primero.

8 Aungue en este caso, lo que denominamos interpretacidn no sea estrictamente lo mismo, aunque si filosdfico,
quizas mas cercano a la légica matematica y/o a la teoria de la prueba. P.ej., la axiomatica mas aceptada es la
de Kolmogorov. Sin embargo, esta axiomatica no estuvo —ni estd- exenta de critica y se dieron otras
axiomatizaciones. P.ej. <<KAWADA (en 1943) construye una fundamentacion del tipo de la de KOLMOGOROQV,
pero sin utilizar el concepto de evento, de primera intencidn; pues la multivocidad del mismo le resulta ser
inconveniente. Parte, en cambio de la nocion primitiva de la variable estocastica. Pues éstas reconocen una
relacion de orden parcial [teoria de reticulos], KAWADA se sirve de la teoria de los reticulados vectoriales
completados en espacios lineales, o <<dominios de probabilidad>>.

Si estos espacios fuesen medibles o integrables, ya estariamos en la teoria de KOLMOGOROV [recordar que a
Kolmogorov, se sirve de la teoria de conjuntos como modelo y que Tornier, le rebate el axioma 6 [1], por no ser
intuitivo ni necesario]>> (Bustos, 1955).

9 Matematico de primer orden y especialista en probabilidad. Baste decir que las sigmas dlgebras que suelen ser
algebras, llamadas de Borel.

10 Cursiva nuestra. <<Sucesos improbables e imposibles: Si lanzamos una moneda un nimero infinito de veces,
podemos preguntarnos por la probabilidad de obtener una sucesién infinita de caras. Dicho evento se diferencia
de manera fundamental de otros, como obtener una cara o una cruz al mismo tiempo: el primero resulta muy
improbable, pero el segundo resulta imposible. Sin embargo, la teoria clasica asigna una probabilidad nula. ¢Es
por ello una teoria incompleta? << Pérez, 2013>>

11 A menudo no se suele mencionar (también se deberd tener en cuenta cuando se lea el ejemplo propuesto en
la hipdtesis del continuo y la probabilidad) la ley <<cero-uno>> [1]. ¢En este caso podria aplicarse tal Ley?
Deberian cumplirse las hipdtesis como es ldgico, pero esto aplicado a la “vida”, es muy complejo.

12 La cursiva es nuestra.



Sin embargo, si hay alguna persona que duda de esta propuesta, y sélo se convenceria de ello,
de un modo pragmatico -que tenga sentido la interpretacion bayesiana, o sea, subjetivista y no
objetiva'®- basta poner dos ejemplos: el primero sobre Alan Turing y la maquina Enigma®*:
<<...Turing lograria inventar un método manual para reducir el volumen de calculos que tenian
que efectuar los bombes. El hallazgo consistia en un sistema bayesiano que requeria la
colaboracion de un elevado niimero de personas...!*>> (Bertsch, 2012, p.127). El segundo caso,
citado en el mismo libro, pag. 401:

<< Gracias a algunos precursores como Robert Schlaifer y Howard Raiffa, los
bayesianos serian la fuerza preponderante en el &mbito de los estudios empresariales y
la economia tedrica, mientras que los departamentos de estadistica estaban dominados
por los frecuentistas -técnicos que preferian centrarse en grupos de datos con escasas
incdgnitas a volcarse en el examen de hechos que implicaran el manejo de un gran
namero de ellas>>.

El &mbito a tratar es amplio. Lo vemos en TP, pero sumamos la TC. En ésta ultima, algunos
no ven tanto, una teoria de fundamentacién de las matematicas -aunque también los hay- como
la teoria de conjuntos, sino relacionada (que a nada que nos pongamos espléndidos, podriamos
relacionar lo dicho, con la fundamentacién) con la teoria de tipos o el sistema de Fraenkel-
Neumann- Bernays (Kus’ and Showron, 2019)%.

Puede que este trabajo defraude a filosofos y matematicos -0 peor aun, defraude a todo lector-
porque para los unos es demasiado matematico y para otros demasiado filosofico -para el resto
es una basura y punto. Esperamos que ello no suceda, porque no creyendo que debiera existir
la diferenciacion entre ciencias y letras (la filosofia es una muestra viva de ello, no s6lo como
disciplina sino por la propia vida y formacién de los filésofos, fuera ya ésta reglada o
autodidacta, académica o de “buhardilla™), pero si creyésemos por un momento en tal
distincidn, en ese breve instante, diriamos que las matematicas son las ciencias mas de letras —
axiomas, algebra, topologia- y la filosofia, las letras mas de ciencias- baste la espacialidad de
este trabajo. Para el tercer grupo de lectores, esperamos que algo en limpio puedan sacar,
aunque sélo sea, como no deben hacerse las cosas. Aungue honestamente, creemos, que algo
positivo puede sacarse.

Nota: Todas las traducciones son nuestras.

13 Pues objetiva debe ser la ciencia matemdtica. Aprovechemos esto para decir, que cuando se habla de
subjetivismo, no estamos hablando en sentido filoséfico, en tanto que, el subjetivismo sea un idealismo. Siendo
el caso, que muchos matemadticos son platonistas, y no cabe, a nuestro mayor idealismo. Para ser honestos,
nuestro “ideal” de las matemdticas es el de Lakatos junto con el de Hilary Putnam y Quine, junto con cierto
aristotelismo referido a la abstraccién. Creemos que somos bastante especificos para los fildsofos que sepan de
lo que hablamos.

14 Maquina de cddigos que usaban los alemanes, y cuyos primeros trabajos sobre ella, no fueron los ingleses,
sino los polacos.

15 La negrita es nuestra.

16 Esto lo veremos mas adelante. No obstante, la TC tiene un” cierto aire de familia” con la teoria de conjuntos.
De hecho, se suele partir de la segunda para explicar la primera.



2. INTRODUCCION.

El trabajo se divide en tres partes, que parecen obvias: la primera, sobre la teoria de la
probabilidad; la segunda, sobre la teoria de las categorias y, por altimo, la tercera; la unién de
ambas. Ayudados por la teoria de la medida: porque es imposible anudar, probabilidad con
categorias, sin pasar por espacios medibles.

Divisiones:

En la primera parte, trataremos de contestar entre otras consideraciones, a las preguntas:
¢cudles son las teorias de la probabilidad mas significativas? Y daremos unas pinceladas sobre
ellas ¢Es la teoria subjetiva de la probabilidad lo suficientemente fructifera, tanto para el
matematico como para el filésofo, para tenerlas, de un modo estricto!’ en cuenta? ;Por qué esta
tan presente la teoria de la decisién? ¢ Qué importan las creencias en probabilidad? Por ultimo,
en este apartado daremos razones por las que, a nuestro juicio, las probabilidades son
interesantes introducirlas en las categorias y sus problematicas mas evidentes para nosotros.

Una vez que hayamos desarrollado la primera parte, hablaremos sobre la TC ;Qué importancia
se le pueden atribuir a las categorias, tanto en las matematicas como en la filosofia? ;Qué
ventajas tiene la TC frente a la teoria de conjuntos? ;Como podemos acercarnos desde esta
teoria hacia la TP? Esta segunda parte, sera autocontenida, es decir, quién no sepa nada de
dicha teoria, procuraremos dar la informacion suficiente para entender las afirmaciones del
trabajo. En el apartado 3.2 se dara algunas justificaciones de eleccion del tema.

Por ultimo, la tercera parte, es como conceptualizar ambas teorias. Intentando ‘anudar’ una en
otra, incluyendo la probabilidad subjetiva®® (Como podemos relacionar la TC con la
probabilidad? ¢Qué relacion podemos establecer con la I6gica intucionista (en contra posicion
de la légica clésica o logica, que nosotros llamamos del sentido comiin®®) y la probabilidad?,
etc. Lo interesante del trabajo, ademas de las ideas propias, es el propio enfoque del tema -que,

17 Con estricto queremos decir, que formen parte del corpus matematico y filoséfico. Con Corpus, queremos
decir, no tanto una bibliografia extensa, sino, sustancial. Y con sustancial -podriamos dar nuestra versién
matematica: es un axioma- pero queremos decir, lo suficientemente relevante para las teorias de las que
hablamos. Y con relevantes volveriamos a sustancial. Salvo, que, relevante, tiene un sentido propio e histérico
¢Ambos subjetivos? Seguramente. Pero no por ello irrelevantes.

En este pie de pagina, que creemos que viene al caso, una experiencia personal: un profesor de matematicas,
en un examen nos dijo...” parad, en algin momento, tendréis que dar sin demostracion un teorema, o partir de
un axioma”.

Que os cuenten el chiste: en un tren van un matematico, un fisico y un informatico...

18 La teoria de categorias es una teoria altamente formal y abstracta. Por ello, introducir la probabilidad
subjetiva, podria ser dificil, aunque, altamente interesante.

19 | a légica clasica o de lo que llamamos del sentido comUn, es aquella que tiene los tres principios basicos:
principio de no contradiccidn, principio de identidad y el tercio excluso. Somos aprendices de la l6gica
paraconsistente, que en este trabajo no viene al caso, pero queremos decir, que somos conscientes de la
riqueza de la légica, para no afiorar la pobreza de nuestra “realidad”.



no siendo original ni novedosa, es reciente- y se concentra en esta tercera parte, sin obviar las
dos anteriores y, sobre todo, la segunda.

3. PARTE PRIMERA.
3.1 Panorama general sobre las diversas interpretaciones de la teoria de la probabilidad.

No vamos a entrar aqui en un debate sobre lo que es una teoria y sus interpretaciones?°, porque
no es el tema del trabajo. Supondremos como la sugerencia de Max Black (1970), segun el cual
<<ninguna definicion de probabilidad es posible o necesaria>> (Citado en Gutiérrez 1992,
p.160). Y, hablamos de teorias, sobre todo referente a la probabilidad, como teorias ya dadas.
Podemos entrar en sus conceptos, en sus métodos. Pero no discutimos, el estatus de Teoria [ver
referencia pie de pag. 6, asi como el pie de pag. 821].

Antes de comenzar con las diversas teorias, debemos aclarar, que generalmente utilizamos mal
tanto el concepto de probabilidad, como el de probabilidades, cuando con este plural,
vinculamos, inconscientemente —acaso- con una teoria de la probabilidad. Por supuesto, esta
vinculacion es espontanea y sin fundamento??. Pongamos dos ejemplos. El primero: en una
discusion entre amigos, uno de ellos afirma que las preguntas de un examen de una asignatura
de tal o cual grado; los temas de la asignatura tienen las mismas probabilidades de aparecer.
Esto es, desde luego, falso. Porque cada profesor tiene sus sesgos (sesgo de disponibilidad,
v.gr.). Asi, por ejemplo, en un examen de anatomia, no es lo mismo que las preguntas las realice
un poddlogo que un neurélogo. Puesto que, el poddlogo tendera? a preguntar mas, sobre la
anatomia del pie que el neurdlogo. Otro ejemplo que podemos mencionar, mucho mas”
trabajado” es el problema de Linda que propuso Kahneman (con su colega Amos) en su libro
Pensar lento, pensar despacio donde se pretende introducir la heuristica, asi como los juicios
de probabilidad y su relacién con la logica. Una joven, Linda, estudiante de filosofia, brillante,
treintafiera, ...Los investigadores hacen una serie de items, para acabar en los aditamentos
problematicos. Asi, se preguntan: ¢parece Linda mas una cajera de banco o una cajera de banco
militante feminista? (de hecho, los primeros items se manipularon para que, a la mayoria de las
personas, les cuadrase mejor la historia de ser cajera y feminista). Sin embargo, refiriendonos
a la pregunta antedicha y, analizado desde los juicios de probabilidad, la mayoria de las
personas se equivocan: [la teoria que se toma como modelo es la teoria de conjuntos, algo en
lo que Kahneman, no profundiza, pero lo deja claro a nuestro juicio, cuando habla de los
diagramas de Venn], que una cajera de banco sea feminista, es menos probable que sea una
cajera de banco. En primer lugar, porque el conjunto de cajeras de banco y feministas esta
contenido en el conjunto de cajeras de banco. Es decir, que, si A esta incluido en B, entonces
P(A) < P(B). Pero, ademas, y principalmente, | ...a probabilidad de que dos sucesos ocurran

20 Esto es, sobre epistemologia. De hecho, la epistemologia subyace en parte del texto.

21 Todo lo dicho en ese articulo, no refuta, en absoluto el teorema central del limite, entre otras cosas, porque
la varianza de un nimero infinito de lanzamientos, en los que todos salga cara, es nula. Valdria también que
fuese infinita, pero en este caso concreto, la varianza es cero. Supongamos, v.gr., la funcidon degenerada tipo
delta de Dirac.

22 No desarrollaremos estas ideas, porque aqui si, estariamos inflando el trabajo innecesariamente. Quede, sin
embargo, el remite al articulo de Hertwing and Gigerenzer (1999), para mayor comprension y profundizacion en
el tema.

23 Aclararemos ese “tenderd” mas adelante.



no puede ser nunca mayor que la probabilidad de que cada uno ocurra individualmente?*, Esto
altimo, es también conocido como la falacia de la conjuncion (Conjunction Fallacy). Esta falla
inferencial tiene graves repercusiones dependiendo a qué campos se aplique (Hertwig and
Gigerenzer, 1999)%,

Pues bien, vayamos aclarando estas y otras consideraciones, describiendo los tipos de
probabilidad, que nosotros consideramos mas relevantes, haciendo hincapié al final, en la
probabilidad subjetiva. En este primer apartado, daremos un breve resumen. Mas
pormenorizado, sera el siguiente, porque en €l, se daran aportaciones que nos ayuden ya, en el
colofon del trabajo. Esto es, en la ultima parte del trabajo. Por ejemplo, aqui no hablaremos de
espacios métricos: conceptos imprescindibles a nuestro juicio para relacionar TPy TC.

Iremos poco a poco, pero aumentando la complejidad, segin vayamos avanzando.
3.1.1 Probabilidad frecuentista

La teoria frecuentista de la probabilidad tiene un arraigo en la teoria de Laplace?, aunque bien
es cierto, que la teoria frecuentista moderna, es mas compleja que la de Laplace. Ahora bien,
los cimientos, por decirlo asi, del frecuentismo, apenas han cambiado desde Laplace?’. El
principal, que sigue siendo definicion -incluso con ciertas variantes, como veremos, para otras
teoria- es el primer principio:

<< (...) Primer principio

El primero de estos principios es la definicion misma de probabilidad que, como hemos visto,
es la razén entre el numero de casos favorables y el de todos los casos posibles.

Segundo principio.

Pero esto supone que los distintos casos son igualmente posibles [equiprobables diriamos hoy].
Si no lo son, habra que determinar primero sus posibilidades respectivas, cuya justa valoracion
constituye uno de los puntos mas delicados de la teoria del azar >> (Laplace, 1985, p. 31).

24 <<...porque si las posibilidades de <<Linda es cajera de banco y una activista del movimiento feminista>>
fueran mayores que las posibilidades de <<Linda es cajera de banco>>, esto violaria nuestra primera ley de
probabilidades, y una de las mas basicas: la probabilidad de que dos sucesos ocurren no puede ser nunca mayor
que la probabilidad de que cada uno ocurra individualmente ¢Por qué no? Simple aritmética: las posibilidades
de que el suceso A ocurra son las mismas de que las posibilidades de que el suceso A y el B ocurran, mas la
posibilidad de que el suceso A ocurra y el suceso B no ocurra>> (Mlodinov, 2008, p.33)

% En este articulo se habla de inferencia semantica (semantics inference) y del significado de frecuencia,
ademads de otros contenidos. El articulo es digno de interés.

26 En su famosos libro: Ensayo filoséfico sobre probabilidades.

27 <<LAPLACE ha afirmado muchas cosas sobre la probabilidad. No menos de once conceptos diferentes, a veces
incompatibles, hemos hallado en sus Ensayos. Ocurrié que uno de esos conceptos —por su poder operacional-
tuvo mas fortuna que los otros. Enunciado mds concreta y explicitamente, devino la definicién <<clasica>> usada
hasta por POINCARE; a saber <<la relacién entre nimero de casos favorables y nimero total de casos igualmente
posibles>>. O <<igualmente probables>>; porque lo probable no es mas que la normalizacidn de lo posible.

La peticion de principio es fatal, aclara POINCARE.>> (Bustos, 1955). <<Podemos no tener en cuenta las
objeciones logicas que se han planteado frente a tal definicidn, tales como la que <<igualmente posibles>> es
otra manera de expresar <<igualmente probables>>>> (Popper, 2008, p.175).
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Las teorias frecuentistas estan incluidas —abusando del término, a nuestro juicio- en el grupo
de teorias objetivas empiricas?®. Puesto que esto Gltimo, en general, siguiere que el azar forma
parte de la naturaleza de un modo intrinseco. Si bien, esto Gltimo puede interesar a los fisicos
y a los filésofos (qué cosa no les causa curiosidad a los filésofos), pues cabe plantearse un
modo ex ante de experimentar y un modo ex post después de la experimentacion® y que no
tiene una relacion directa, en la probabilidad bayesiana, con la probabilidad a priori o la
probabilidad a posteriori. En fin, que este estudio sobre la ontologia de la probabilidad no lo
haremos.

En todo caso, las interpretaciones frecuenciales, vienen por centrarse en las frecuencias:

Las teorias de la probabilidad basadas en las frecuencias pueden contemplar, o no, experiencias
repetidas, pueden definir probabilidades directamente, como limites de esas frecuencias (tal es
el caso de von Mises®) o pueden introducirlas axiomaticamente (como hacen Kolmogorov,
Cramér, y Frechet, por citar los nombres mas importantes). (Guierrez, 1992, p. 180).

En la interpretacion susodicha, podemos distinguir dos clases: la primera basada en una clase
finita de datos y la segunda en una sucesion infinita de frecuencias. En este ultimo caso, es el
mas interesante, pues en los experimentos sugieren que las frecuencias relativas de datos, se va
estabilizando cuanto mayor sean las pruebas experimentales

(i) En muchos fendmenos importantes, y hechos de la vida, las frecuencias relativas parecen
converger o estabilizarse, cuando los fendmenos o hechos se repiten suficientemente y son
abandonados a la libre intervencion del azar: esta convergencia es un hecho empirico y un
sorprendente ejemplo de orden en el caos.

(i) La aparente convergencia empirica, sugiere la hipdtesis de convergencia extrapolada a
resultados de experimentos no ejecutados aun [se aclara aqui, lo que deciamos mas arriba

28 iPor qué un abuso de los términos? Porque empirista reduce la teoria estadistica (entiéndase este ejemplo
en el conjunto, de que la teoria de la probabilidad es una parte —y teéricamente no menor- de la Estadistica) a
una especie de cubilete, que Ia” mano invisible” [rememorando a Smith] mueve al ritmo de alguna ley de la
naturaleza. Alguien dira, y con razén: la ley de los grandes nimeros es una ley empirica... ¢ Cierto?: A medias.
Por el teorema central del limite [<<la formalizacidn de la relacidn entre frecuencia relativa y probabilidad segun
Bernoulli, y en expresién de Borel, es P |lim n-->c0 (1/n 3i-1;" X; )=p | =1 donde las X; sélo pueden tomar los valores
1y 0 (Gutierrez, 1992)>>] que es la base de la ley de los grandes nimeros, no se puede sostener con una varianza
nula. Es decir, como cualquier logico sabe, un teorema se cumple, siempre y cuando se cumplan las condiciones
qgue hacen cierto al teorema. Y si lanzamos una moneda una infinidad de veces, es improbable que salga siempre
cara, pero no imposible. (Pérez, 2013).

Para comprenderlo mejor, un breve apunte: <<Vamos a aumentar el tamafio del experimento hasta 1.000
lanzamientos. Se trata ahora de que salga entre 490 y 510 caras, lo cual sucede en un 50% de los casos. Con
10.000 lanzamientos, el intervalo aceptable se situa entre 4.900 y 5.100, y el éxito nos acompafia en mas del
95% de los casos. Con un millén de lanzamientos, la familia Romanov recuperard su poder absoluto en Rusia
antes de que la proporcién de caras caiga fuera del intervalo entre el 49% y el 51%>> (Haigh,2008, p.24)

2% Como nuestro interés no es el de hablar de las propiedades” propias”, valga la reiteracion, de las teorias, no
desarrollamos estos conceptos. Decir si acaso, que uno se fija mas en la estructura del azar y el otro, en la
observacion. Aunque esto es problematico, porque separar una cosa de la otra, entrariamos en terrenos
metafisicos de largo alcance.

30 <<Su teoria fue la primera donde el principio de estabilizacién de frecuencias estadisticas se realizé a nivel
matematico. De hecho, este principio se usé como definicién de probabilidad. Recordamos las principales
nociones de la teoria frecuencial de la probabilidad [169-171] de Richard von Mises (1919]. Esta teoria se basa
en la nocion de colectivo>> (Krennikov, 2009, p. 4). Hablaremos del concepto colectivo de R. von Mises en el
texto.
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sobre los experimentos antes de y después de], y, en consecuencia, la interpretacion de la
probabilidad como limite frecuencial, valorada por las frecuencias relativas de los datos.
(Ibidem, p.182)

3.1.2 Frecuencialismo en Richard von Mises.

Uno de los tedricos del frecuencialismo fue el hermano de Ludwig von Mises, Richard. Para
él, la probabilidad es una doctrina de origen empirico <<cuyo objeto (andlogo al de la
estadistica) es describir ciertos fendmenos naturales particulares: los fenémenos masa>>
(Bustos, 1955, p.6). Este introdujo el concepto de colectivo [1] [apartado 4], para estudiar la
convergencia de sucesiones [ver pie de pagina 27, la expresion de Borel] de pruebas en el
conjunto de frecuencias. Estas, tenian fuertes restricciones, v.gr., la ley fuerte de los grandes
numeros, donde pasamos del experimento a una esperanza de que las frecuencias relativas
seran estables. Mises introdujo dos supuestos para el estudio del colectivo: la aleatoriedad y
la convergencia (la teoria se fundamenta en dos axiomas principales, el axioma de
convergencia o axioma del limite y el axioma de aleatoriedad o Ilamado <<a veces, <<el
principio de exclusion de los sistemas de jugar>>>> (Popper, 2008)).

Para una formulacién mads precisa de aleatoriedad, Mises introduce <<seleccion local de una
subsucesién [ver en [1] apartado 4]>> como parte de otra sucesidn3L. El concepto de colectivo
es basico en las teorias de Mises <<como una larga sucesion de observaciones o pruebas
experimentales. Cada una de las cuales conduce a un resultado numérico definido, que cumple
estas dos condiciones: existencias de limite de frecuencias y aleatoriedad>> (Citado en
Gutierrez, 1992, p.187). Los enunciados de probabilidad estan conectados con fendmenos de
agregacion, mas que la idea de hecho o sucesos individuales.

3.1.3 Probabilidad como propension.

Uno de los pensadores que plantearon la probabilidad como propensién fue Popper. Aunque
podemos ver sus antecedentes en

Los trabajos de Pierce, Cramér y Hempel. Escudriiando en la historia y asimilando
<<proclividad>> a propensién, encontramos el <<aequae proclives>>, o la raiz latina
<<facile>>, en el memorandum de Galileo, en los libros de Cardano y Huygens, y en el tratado
sobre utilidad de Daniel Bernouilli.

Pierce escribia (...) <<El enunciado significa que el dado tiene un cierto <<Would-
be>>...andlogo a algun hdbito que un hombre puede tener>> (Citado en Gutierrez, 1992, p.
210).

Popper lo plantea como una disposicidn, una <<propension fisica>>. Popper, al igual que
Mises, concibe la probabilidad como una interpretacién objetiva (empirica).

31 para verlo de un modo mas matemadtico, diriamos, que no estamos hablando de un recubrimiento -como se
entiende en andlisis matematico, topologia o métrica- puesto que el colectivo de Mises es una idealizacién
infinita de una muestra finita. Los recubrimientos, para decirlo brevemente, son la unién de elementos de una
coleccién de subconjuntos de A, p.ej., cuya union esta contenida en el conjunto mayor; X, p.ej.
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Popper esta muy interesado en los fundamentos de la probabilidad; basta ver su libro La
I6gica de la investigacion cientifica donde dedica, un apartado extenso a la probabilidad de
modo directo y en otros apartados del libro de un modo indirecto. Valga el ejemplo de un
epigrafe: Probabilidad de una hipdtesis y probabilidad de eventos: critica de la ldgica
probabilitaria. Sin embargo, Popper esta mas interesado en la relacion entre probabilidad y
experiencia y, de hecho, de los autores que hemos mencionado (quedan muchisimos
obviamente3?), el aplica esa idea de probabilidad a la mecénica cudntica. Asimismo, en su
interpretacidn probabilistica, rondan ideas sobre el determinismo e el indeterminismo

Hoy comprendo por qué tantos deterministas, e incluso exdeterministas, que creen en el
caracter determinista de la fisica cldsica, creen seriamente en una interpretacién subjetiva de
la probabilidad: es de algiin modo, /a unica posibilidad razonable que pueden aceptar; porque
las probabilidades fisicas objetivas son incompatibles con el determinismo; y, sila fisica clasica
es determinista, tiene que ser incompatible con una interpretacién objetiva de la mecanica
estadistica clasica (Popper,2011, p. 125)

3.1.4 Probabilidad l6gica.

La probabilidad I6gica es una interpretacion que relaciona dos enunciados, bajo la idea del azar
subjetivo®. La probabilidad légica viene de modo directo -quizéas simplificado- de las teorias
clésicas, en particular de Bernouilli y Laplace, como se vera en el siguiente ejemplo:

Cualquier interpretacion de la probabilidad tiene derecho al titulo de teoria logica si su autor
sostiene que un enunciado de probabilidad basico, de la forma <<lIa probabilidad de P, sobre
S, es p>>, es verdadero a priori (Citado en Gutierrez, 1992)

Otro ejemplo de lo que podriamos sefialar de error de razonamiento 16gico®*

Debemos al erudito victoriano Francis Galton (...). Si lanzan tres monedas iguales al aire, ;cual
es la probabilidad de obtener tres caras o tres cruces? Consideremos un razonamiento carente
de sentido como el siguiente: Por lo menos dos de las tres monedas han de dar el mismo
resultado, ya sea dos caras 0 dos cruces. La tercera moneda tiene la misma probabilidad de salir
cara o cruz, con lo cual la mitad de las veces saldrd como las otras dos y la mitad saldra distinta.
Por consiguiente, la probabilidad de que las tres sean iguales es de la mitad.

Para detectar el error (...) se requiere un enfoque logico [para resumir], si tomamos los
resultados {CCC, CC+, C+C, +CC, C++, +C+, ++C, +++} (...). La probabilidad de que las tres
monedas caigan del mismo lado es de dos de ocho o, lo que es lo mismo, un cuarto.

32 Cabe aclarar, que hemos citado a Kolmogorov vy, éste, tratd la probabilidad cuantica de un modo formal: <<We
consider now Kolmogorov's (ensemble-frequency) interpretation of '‘quantum probabilities'. If we use the
abstract measure-theoretical formalism, then we migh identify some probabilities related to different
probability spaces>> (Khrennikov, 2009, p. 54).

33 No lo ponemos en el apartado de probabilidad subjetiva, porque es una teoria suficientemente compleja,
como para aseverar que tiene solo y claramente, una interpretacién subjetiva, de hecho, algunos la toman como
probabilidad objetiva, basada en la consecuencia légica. Aqui es donde viene la critica de Ramsey con su creencia
parcial. Por no hablar de la probabilidad Iégica e inferencia inductiva

34 Aunque este ejemplo no es estrictamente una referencia a la probabilidad Iégica, es un buen ejemplo donde
el razonamiento es importante.
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En general, diremos, que esta probabilidad esta considerada en relacién con la evidencia y un
conjunto de conocimientos. Podemos ver, que esto no es exclusivo, puesto que Kolmogorov y
otros, escribian lo siguiente en su libro La matemaética: su contenido, métodos y significado,
vol.2

...bajo las cuales algln suceso de interés para nosotros ocurrird, 0 no ocurrira, pero en ambos
casos con certeza; estas condiciones se pueden expresar en una de las formas siguientes:

1. Si un sistema (un conjunto o coleccién) de condiciones S se realiza, entonces el suceso A
ocurre con certeza,;

2. Si un sistema de condiciones S se realiza, entonces el suceso A no puede ocurrir.

En el primer caso, el suceso A, con respecto al sistema de condiciones S, se dice que es un
suceso <<cierto>> o <<necesario>>, y en el segundo, un suceso <<imposible>> ...

Fue Keynes (Leibniz antes ya propuso <<una escala continua de los <<valores de verdad>>
y la <<aceptacion de la probabilidad como una rama de la légica>>>>) quien plantea que
las proposiciones —enunciado de probabilidad légica, cuando evaluamos con consideraciones
de probabilidad, cuando una segunda proposicion dada, la relacion de evidencia con la primera-
primarias, dice él; debe haber una conexion entre dichas proposiciones. Una vez fijado el
contenido en dichas proposiciones, son cuestiones de significado, y no de hecho <<Por eso,
preferimos llamar a esa relacion, de naturaleza inferencial, <<argumento>> cuya
<<conclusividad>> se encarga de medir la probabilidad légica>>. Para ver esto més claro, es
bueno citar aqui las explicaciones de Ramsey

El Sr. Keynes da cuenta de esto suponiendo que, entre cualesquiera dos proposiciones, tomadas
como premisa y conclusion, se da una relacién; y que si, en cualquier caso, dado la relacion de
la creencia completa en la premisa es de grado a, deberiamos, si fuésemos racionales, proceder
a una creencia de grado a en la conclusion. (Ramsey,2005, p. 255)

El propio Ramsey fue muy critico con las ideas de Keynes (fue un subjetivista de la
probabilidad). Ramsey en Verdad y probabilidad (1926) plantea sus tesis, sumamente
interesantes para nosotros, sobre la creencia parcial, que él desarrolla con una pulcritud
filosofica, a nuestro parecer, brillante (queremos decir, que intenta no dejar ningin vacio en
sus reflexiones). En Ramsey pivota el grado de creenciay hace un esfuerzo para poder medirla.
Después de hablar de Einstein sobre intervalos de tiempo, Ramsey dice: <<Trataré de
argumentar mas tarde que el grado de una creencia es exactamente como un intervalo de
tiempo>> (Ramsey, 2008, p. 263). En Probabilidad y creencia parcial (1929), clarifica las
posiciones del articulo de 1926.

Observacion: Somos conscientes que, al hablar de probabilidad 1dgica, deberiamos mencionar
la I6gica inductiva —al menos- por su importancia con este tipo de probabilidad. Sin embargo,
no es tema de este trabajo. Ocurrira, sin embargo, que si hablaremos de logica categorial y
I6gica intucionista, en los apartados posteriores. Pero ello se debe a que nos es dificil explicar
—0 se entienden mejor las explicaciones- si recurrimos a estas l6gicas para hablar de TC. Algo,
creemos, gque no sucede en el caso antes citado. En todo caso, este trabajo pretende ser una
vision de un paisaje mas que un mapa de carreteras.
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3.1.5. Probabilidad negativa

La probabilidad negativa fue propuesta por Dirac y Feymann, -propuesta por el primero,
desarrollada por el segundo- en fisica cuantica. Si la traemos aqui a colacion, es porque la
mayoria de las probabilidades tienen como expresion los reales entre cero y uno, cosa que no
ocurre aqui. Pero, ademas, con la introduccion de la teoria de la medida se diluye ciertas
problematicas filosoficas, pero no en este caso, al menos, en la filosofia que mas nos interesa
a nosotros, que es la de la filosofia de la préactica matematica. Desde luego, también problemas
ontoldgicos, entre otros, que en ciertas distribuciones las probabilidades negativas son
inobservables. Asimismo, también nos plantea otros problemas: podemos tratar en la “realidad”
menos algo de cosas (¢como la nube de probabilidad puede ser negativa? Sin olvidar, que
Dirac, postulo la antimateria)®. Desde luego, podemos poner trabas a que existan menos cuatro
coches, pero no, a que tengamos en nuestra cuenta bancaria menos trescientos euros. Por lo
que, podemos dar acomodo a este tipo de probabilidades sin que surjan impedimentos légicos.
Lo que redunda a su vez, en la metodologia (practica).®

3.1.6 Breve revision sobre las teorias subjetivas, bayesianas, de la evidencia, y teoria de
la decision, etc.

Nos preguntabamos en la introduccion si las teorias subjetivas®’ eran fructiferas y si tienen un
aporte sustancial a las matematicas. Desde luego esto es subjetivo y no somos los indicados
para contestar, pues ni somos matematicos, ni filésofos de la matematica. Sin embargo, nos
atrevemos a decir, que desde luego no son una nota al pie de pagina en los libros —en este caso
de probabilidad-, sino que son muchos los matematicos que han debatido y profundizado en el
tema ¢Qué hay controversias? Si. Pero incluso en las teorias mas matematizadas y/o objetivas
también las hay.

Cabe también preguntarse, por qué metemos en este capitulo la teoria bayesiana si ésta puede
interpretarse tanto de un modo objetivo, como una extension de la probabilidad légica o de un
modo subjetivo como opinién dada de un individuo o individuos. La respuesta es que, como
quiera que sea la teoria bayesiana una teoria conocida, no es mayoritaria en los primeros cursos
del grado de matematicas. Si lo es el teorema de Bayes, pero no la extension de éste. Lo que
gueremos decir, es que, en el capitulo anterior dimos un breve repaso sobre las teorias mas

35 <<El propio Dirac diagnosticé correctamente la fuente de esos de esos estados adicionales del electron:
ademas de los estados del electrén con energia positiva, existen dos estados con energia negativa, y no sélo
para el electrdén sino parta cualquier particula cuantica, puesto que su ecuacion de ondas relativistas debera
formularse teniendo en cuenta la definicidn de energia relativista:

E? = m?c* + p%c? o bien

R

¢Qué hacer con las soluciones negativas? Dirac contestoé:

Uno soluciona la dificultad en la teoria cldsica simplemente excluyendo de modo arbitrario las soluciones de
energia negativa. Pero uno no puede hacer esto en la teoria cudntica puesto que, en general, una perturbacion
puede causar una transicion de un estado con energia positiva a un estado con energia negativa>> (Baselga,
2008, pp.63-64).

36 Las referencias en la Wikipedia, tanto en espafiol como en inglés son sumamente Utiles.
37 Aqui nos referimos también, a las teorias del titulo, como la de la evidencia o de Dempster-Shafer, y otas.
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conocidas, en éste, seran las mas minoritarias, desde nuestra experiencia. No hablamos de
cursos de master en estadistica, donde el temario puede ser variado. Pero en los cursos de grado,
v.gr., el del grado de matemaéticas de la UNED, tiene una asignatura titulada Estadistica Basica,
dos de calculo de probabilidades: Calculo de Probabilidades | y 11 y, por supuesto, otras dos
asignaturas dedicadas a la teoria de la decision y la teoria de juegos. En ninguna de ellas se
desarrolla o tiene un capitulo la bibliografia la teoria bayesiana. Siendo, a nuestro juicio
importante, como ejemplificAbamos en el prefacio y, teniendo un nuevo predicamento en los
ensayos clinicos® y en filosofia de la medicina y ética, estudiamos p.ej., por David Teira®®.

Daremos una primera aproximacion a que se entiende por probabilidad subjetiva

El concepto de probabilidad subjetiva, llamada también personal por algunos autores, abandona
el criterio del grado de confirmacion como grado de creencia objetiva y racional, expresando,
por el contra, el grado de confirmacion como grado de creencia real de una persona, tal y como
lo manifestaria en una apuesta de juego (Mateos-Aparicio, 1985, p. 129).

Esta probabilidad, goza de buena salud, hay axiomaticas desde De Finetti, a Koopman, pasando
por Savage, Suppes, etc. Hablaremos de los dos autores principales a nuestro juicio y en cierto
modo precursores 0 los que mas han desarrollado estas teorias: De Finetti y Savage. Sin
perjuicio de mencionar a otros de un modo menos concreto.

Asi, hablando de De Finetti:

Bruno de Finetti [1906-1985], es unanimemente considerado como una de las figuras
més relevantes en la estadistica del siglo XX. Desde nuestro punto de vista, sus
aportaciones mas trascendentales para el desarrollo de la estadistica contemporanea han
sido (i) la formalizacion del concepto de probabilidad como grado de creencia, que
permite un tratamiento riguroso del concepto de probabilidad que se deduce a partir de
la teoria de la decision; (ii) el concepto de intercambiabilidad que, a través de los
teoremas de representacion, permite integrar en un paradigma unificado los conceptos
estadisticos frecuencialistas asociados a modelos paramétricos con el concepto de
probabilidad como grado de creencia; y (iii) el desarrollo de las funciones de
evaluacion, que permite calibrar la asignacion de probabilidades y, en particular,
contrastar la idoneidad de un modelo probabilistico. (Bernardo, 1997)

La cita anterior ya nos adelanta una aproximacion a las ideas de De Finetti que, en un principio
pueden resultar paraddjicas cuando Robert F. Nau, afirma citando al estadistico <<De Finetti
estaba en lo cierto: la probabilidad no existe>> (Nau, 2001). Esta afirmacién provocadora,
pronto cobra sentido, cuando a lo que se refiere Finetti es que <<aqui sélo la probabilidad

38 Ver las conferencias del profesor David Teira:

https://www.youtube.com/watch?v=M70luozR6hc

https://www.youtube.com/watch?v=k33yJ-KIyTM

39 Ademas, en el articulo de Marta Garcia Alonso y David Teira Serrano: <<Hoy, sin embargo, se estdn
proponiendo ensayos clinicos apoyados sobre una concepcién subjetiva de la probabilidad, en la que, con
independencia del disefio experimental, basados nuestras conclusiones en la revisién bayesiana de nuestras
probabilidades a priori (grados de creencia) a la vista de los datos.>> [la negrita es nuestra). (Garcia and Teira,
2006)

16



subjetiva existe>> (De Finetti, 2017, p. 4). Aunque De Finetti no estaba sélo -y su visién fue
aceptada- fue en cierta medida precursor de la teoria de la utilidad*® y TD

La teoria subjetiva de la probabilidad, que ahora es ampliamente aceptada como la
visibn moderna, se atribuye conjuntamente a De Finetti (1928/1937), Ramsey
(1926/1931) y Savage (1954). Ramsey y De Finetti desarrollaron sus teorias de manera
independiente y Savage luego sintetizé su trabajo incorporando caracteristicas de la
utilidad esperada de von Neumann y Morgenstern (1944/1947) (Nau, 2001)

Para De Finetti, inscrito en la tradicion del positivismo l6gico, sus definiciones son operativas.
<<En particular la definicion de probabilidad P; (E | H) es el m&ximo precio que el individuo i
estaria dispuesto a pagar por un ticket de una 'rifa’, jugada en las condiciones H, en la que
obtendria un premio unidad si, y solamente si, E tiene lugar>> (Bernardo, 1997). Esta
interpretacion que da el autor, con respecto al juego, es coherente con su vision de la
probabilidad como precio <<De Finetti usd 'Pr’ para referirse indistintamente a Probabilidad,
Precio y Precision y los tratd como etiquetas alternativas para un solo concepto*'>> (Nau,
2001).

En lo referente a Savage, muy proximo a De Finetti*? y, muy cerca a la teoria de la decision,
su postura es personalista e introduce tres conceptos principales: <<en terminos de "estados del
mundo" preferencia entre "actos" y "consecuencias” de esos actos*>>> (Shapiro, 1956) y
eventos que es un conjunto de estados (Savage, 1972, p.7). Estos conceptos los plantea Savage,
después de discutir sobre logica e introducir una idea idealizada de persona (The person) dentro
de una teoria del comportamiento para las decisiones <<Estoy a punto de construir una teoria
muy idealizada del comportamiento de una persona "racional” con respecto a las decisones>>
(Savage, 1972). El primer teorema de Savage en el libro referido, es un teorema utilizado de
forma ordinaria en la teoria de la decisién. Se dice generalmente, que la relacion de preferencia
es transitiva o que la relacion de preferencia es de orden. De hecho, Savage postula esto <<P1
La relacion < es una simple relacidn entre actos>> (Ibidem, p.18). En cuanto al primer teorema
y su relevancia, en sus palabras:

THEOREM 1 Si F es un conjunto finito de actos, y existe fy h en F tal que para todo g
enF

f<g<h.

El teorema 1 es especialmente relevantes para la aplicacion de la teoria de la decision,
porque interpreto que la teoria implica que, si F es finito, la persona decidira sobre un

40 La rama de la teoria de la decision que estudia las funciones de utilidad es la teoria de utilidad
41 Es comuUn aun hoy utilizar términos como loteria, premio, pérdida, etc.

42 De hecho, en su libro The foundations of statistics sus agradecimientos son para De Finetti y curiosamente,
también para Carnap, entre otros muchos.

43 <<Decir que se va a tomar una decision, es decir que se va a elegir o decidir uno de dos o mas actos. Al
decidir sobre un acto, se deben tener en cuenta los posibles estados del mundo y, también, las consecuencias
implicitas en cada acto para cada posible estado del mundo. Una consecuencia es cualquier cosa que le pueda
pasar a la persona>> (Savage, 1972, p.13)
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acto h en F al que no se exige ningln otro acto en F, la existencia de al menos uno de
tales h esta garantizado por el teorema.

Savage desarrolla de una forma axiomatica (basdndose en la teoria de conjuntos) y con
consideraciones filosoficas (sobre racionalidad, pesimismo y otras reflexiones).

La teoria de la evidencia o de Dempster-Shafer, introduce dos conceptos, si bien uno de ellos,
el de creencia (belief) ya estaba incardinado en otras teorias, en grado de creencias, etc. su
desarrollo matematico es mas preciso. El otro concepto, que se vincula con el anterior es el
plausabilidad. Asi, la creencia es menor o igual a la plausabilidad (belief < plausability). Esto
parece bastante intuitivo, por poner un caso extremo, mi creencia en dios sera menor o igual a
su plausabilidad. Sea esta la que sea. Dicho de otro modo, menos preciso, mi creencia estara
condicionada por su plausabilidad. De nuevo, esa esta la que sea. En todo caso, lo que se
pretende con la teoria es formular estos conceptos y sus relaciones, amén de otros.
Plausabilidad (PI) aqui, es el grado de verosimilitud y, esta se define como: v A tal que A€ P
0):PIA)=1-D (A)=zxN a# ® u(X). Donde D (A)= Bel (-A) que es el grado de duda.
El grado de creencia (llamada a veces funcién masa) por tanto, se escribe Bel (A) (Salas y
Sanz). Asimismo, se define la funcidn de creencia bayesiana (bayesian belief function) y la
funcion de creencia formalizada ([1] apartado cinco).

La teoria subjetiva de la probabilidad es mucho mas amplia de lo que aqui se sugiere, pues hay
una amplia axiomatizacion, v.gr.. axiomatizacion de Koopman (1940), de Anscombe y
Aumann (1963), Scott (1964), Fishburn (1967), Suppes (1974), French (1982), etc. (Mateo-
Aparicio, 1985).

Ya hemos introducido el teorema de Bayes, de una forma simple, sin embargo, el desarrollo de
la teoria bayesiana es mucho mas compleja. Por ejemplo, hay que introducir la integral de
lebesgued4 (que definimos en [1] apartado seis, de la forma mas sencilla con un ejemplo. Y
esto lo hacemos, porque quien vea esas notaciones sabra de un modo "conceptual™ de lo que se
habla, aunque no lo sepa calcular. Este tampoco ha sido nuestro propoésito -el calculo decimos)
y otras consideraciones que también son relevantes en la teoria de la decision.

El caso del bayesianismo también es interesante desde la filosofia de la ciencia:

El paradigma bayesiano es un medio natural de implementar el método cientifico donde
ladistribucion a priori representa sus creencias iniciales acerca del modelo, usted recoge
los datos adecuados, y la distribucion posterior representa sus creencias actualizadas
después de ver los datos. (Correa y Barrera, 2018).

En cuanto a la teoria de la decision incluye funciones de ganancia o pérdida y se le atribuye
una extension de la teoria de juegos cuando uno de los jugadores es la naturaleza (estados de
naturaleza). El otro jugador es el decisor con un conjunto de acciones. La teoria de la decision
se tiene tan en cuenta, porque sus formulaciones han hecho tener una vision matematizada,

44 Que ademas tiene mucha importancia en la teoria de la medida. En particular la medida de lebesgue que
también definimos de una forma sencilla en [1] apartado seis
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pero menos platonista de la probabilidad y el estudio del comportamiento humano y
empresarial.

3.2 Problematicas de las teorias de la probabilidad y justificacion del uso de las categorias.

Menciondbamos arriba el libro de David Hand El principio de improbabilidad (The
improbability principle) que se confrontaba con la idea de Borel de lo que es muy improbable
no sucede o para ser mas prudentes no debe tenerse en cuenta o debe rechazarse. Pero qué
sucede si lo aplicamos al grado de creencia es elevado. Supongamos, que el coche accidentado
es igual al de mis padres y que, el lugar del accidente es un trayecto que mis padres hacen a
menudo. Si algin conductor lo identifica y transmite a mis amigos que mis padres estan heridos
(no es descabellado pensar una situacion asi, de hecho, vivi algo parecido) y estos lo toman
como cierto, asi me lo transmiten. Vuelvo a casa y me encuentro a mis padres. Con esta
evidencia, mi creencia de que mis padres estan ilesos pasa de una creencia infima a una certeza.
Vemos que estoy mezclando teorias de probabilidades y esto resulta capcioso, pero lo pongo
como ejemplo para visualizar lo que queremos decir. Algo parecido plantea Ramsey en su
critica a Keynes* [ver en 3.1.4. cita de Ransey]. Aqui podemos plantearnos si la probabilidad
es algo propio de la naturaleza o esta en nuestras cabezas <<Debemos, por tanto, intentar
desarrollar un método puramente psicoldgico de medir la creencia>> (Ramsey, 2005, p.262).
Esto es algo que se le critica a las teorias subjetivistas, pues apelan a la psicologia de las
personas y, por tanto, en cierto modo, también a la cultura y, por tanto, a la época en que
vivimos, dénde vivimos y cdmo vivimos (se intenta superar estas carencias diciendo que
tratamos con personas racionales)“®. Pero no pretendemos aqui dar respuesta a estas preguntas
ni tampoco, si el azar o las probabilidades tienen un caracter objetivo o subjetivo, o si desde un
punto de vista ontoldgico es de tal o cual manera. Ni tampoco hacer una arqueologia como
plantea Mauricio Suarez o lan Hacking en libros como El surgimiento de la probabilidad o
Domesticando el azar. ElI primero mas historico el segundo mas filos6fico. Tampoco es
analizar de un modo profundo la relacién de probabilidad objetiva o subjetiva de un modo
netamente filoséfico y mucho menos aclarar sus consecuencias ontolégicas (se da un breve
repaso por las principales teorias a modo de fotografia) aplicadas a la fisica o la filosofia de las
matematicas. Nuestro proposito es metodoldgico de un modo indirecto. Esto no quita para
hablar del subjetivismo y objetivismo, pues <<los aspectos ’objetivo’ y ’subjetivo’ de la
probabilidad se encuentran de manera fundamental (ver Gelman y Henning (2017)) asi como
mi respuesta Suérez (2017b) para una descripcion de tal fusion en la practica>> (Suérez, 2020).
Esto dltimo que dice Suarez, es en parte lo que queremos hacer, no como él lo hace, méas
profundo en sus revelaciones filoséficas e historicas. En nuestro caso, es recurrir a las
categorias para formalizar en parte y conceptualizar las distintas divergencias de la
probabilidad. Por supuesto que podriamos tomar otros caminos y, profundizar mucho mas tanto
en TP como en la TC, pero esto seria mas extenso. La manera como trata Suarez el problema,

4> <<Perosi, el Sr. Keynes mantiene estas cosas no siempre pueden expresarse mediante niUmeros, entonces no
podemos darle a su enunciado de que el grado de creencia de uno es el mismo que el grado de creencia del otro
una interpretacién tan simple, sino que debemos suponer que él quiere decir sélo que hay una correspondencia
uno-a-uno entre las relaciones de probabilidad y los grados de creencia que ellas justifican>> (Ramsey, 2005, p.
255-256)

46 <<Sin embargo, no hay nada de arbitrario en eta ”subjetividad”>> (Suérez, 2020)
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siendo mucho mas explicito y desarrollado, ademéas de las ideas propias y como trata <<el
método tripartito>>, y sus consideraciones sobre si las probabilidades objetivas y subjetivas
puedan ser “subsumidas” o no, unas en otras. Nuestro interés es otro, si bien, hay algunas
coincidencias que hemos expuesto arriba que coinciden superficialmente por lo dicho por
Suérez.

No creemos que este objetivo sea inutil, puesto que la formalizacién, v.gr. en teoria de
conjuntos ha tenido éxito probado en la filosofia: por poner dos ejemplos de filésofos en el
idioma espafiol, tenemos a Mario Bunge, que hace ternas y cuaternas en sus Semanticas, por
ejemplo, y Jesus Mosterin en sus Conceptos utiliza particiones de conjuntos, relaciones de
equivalencia®’, etc. Y puestos a mencionar y a presumir del pensamiento patrio (Bunge patrio
en el idioma) también citar a José Ferreirds, estudioso de la teoria de conjuntos y teoria
avanzada de conjuntos, asi como el conocimiento matematico y la interaccion practica
(Mathematical knowlege and the interplay of practices), de las que nos sentimos mas
proximos*. De hecho, podemos justificar nuestra perspectiva en al libro antedicho de Ferreiros.
Por ejemplo, la utilizacion de diagramas <<diagramas conmutativos que son fundamentales en
la teoria de categorias del siglo XX>>, o <<tematizando>> a través de teorias matematicas.
Pero tampoco, desarrollamos esto, porque seria un trato general de las matematicas.

4. SEGUNDA PARTE.

Aclaracién: Nos hemos esforzado en buscar en la bibliografia (no podemos leer toda la
existente) las notaciones mas intuitivas y menos aparatosas, asi como las definiciones mas
claras y menos pomposas. Asimismo, estamos con Zalamea (Zalamea, 2009) que la filosofia
de las matematicas no debe excluir las matematicas avanzadas (la teoria de categorias, si bien
en su formulacion inicial es simple, se vuelve muy elaborada y farragosa al profundizar en ella
y dependiendo en que rama se aplique). Queremos decir, que a menudo (el ejemplo de
Wittgenstein que proporciona Zalamea es bueno) se hablan de proposiciones matematicas de
2+2=4 o las clases visto de una forma conjuntista como Quine (estamos reduciéndolo mucho)
0 de otros objetos matematicos, etc. P.ej., esto se parece cuando hablamos de la teoria de
conjuntos ingenua vs teoria avanzada de conjuntos. Un buen ejemplo, lo volvemos a tener en
Ferreiros, cuando trata los transfinitos o cardinales inaccesibles, que poco tienen que ver, o al
menos las explicaciones deben ser mas sesudas, que preguntarse por la entidad de los nimeros
naturales. Esto visto de un modo ontoldgico y epistemolégico. No profundizaremos en las
matematicas y la filosofia de las categorias (seria propio de una tesis, creemos) sino que, por
la via de los hechos, tratamos, en cierta medida estas cuestiones del “hacer” matematico como
lo planteaba Javier de Lorenzo®. Pareciese que este trabajo es el trabajo del no. Porque nos
pasamos parte de él, diciendo lo que no vamos a hacer, pero humildemente creemos que esto

47 No solo él, por citar otro libro fundamental, Fundamentos de la filosofia de la ciencia de José A. Diazy C.
Ulises.

48 New perspective on mathematical practices. Bart Van Kerkhove.

The philosophy of mathematical practice. Edited by Paolo Mancosu, etc.

4 En su libro Filosofia de la matemadtica fin de siglo XX. Valladolid. Universidad de Valladolid.
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seria injusto, porque, aungue no resaltemos lo que si hacemos, algo se hace y en las directrices
gue modestamente hemos marcado. Y, podriamos no decir nada, pero como tenemos la
aspiracion, quizas idealizada y no probada, de que todo debe justificarse, por claridad, método
y honestidad (nos hemos puesto un tanto estupendos que escribia Valle-Inclan).

4.1. Categorias y filosofia de las matematicas.

Ya nos hemos pronunciado sobre la filosofia de las matematicas que a nosotros mas nos
interesa, que es la filosofia de la practica matematica (Imre Lakatos, fue <<una fuerte
reaccion>> (Mancosu, 2016) a la filosofia basada en los fundamentos y, creemos que su libro
Pruebas y refutaciones, donde en forma de dialogo los alumnos van proponiendo soluciones a
problemas sobre poliedros, etc., fue un gran acierto para la nueva filosofia de la practica
matematica, pero no se menciona en el articulo antes citado un libro de 1966, de George Polya,
Matematica y razonamiento plausible, tan importante como el de Lakatos y mucho anterior a
libros de esta tematica, como el de Kitcher, The nature of mathematics knowlwdge, de 1984)
que no tiene porqué anular la reflexién sobre los objetos matematicos o sobre los
fundamentos®. La TC nos proporciona un buen marco y un cambio de perspectiva frente, por
ejemplo, a la teoria de conjuntos. Un ejemplo: en teoria de conjuntos, para relacionar a dos
conjuntos tenemos, entre otras cosas, las aplicaciones. P.ej., una aplicacion f: X -> R,”
relaciona” un conjunto X con el conjunto de los reales. En categorias tenemos el funtor [ver en
[2] apartado dos] (no decimos que sean equivalentes), asi F: Top ->Top, [ver en [2] apartado
siete] que quiere decir que F” relaciona "a las dos categorias, en este caso de espacios
topoldgicos con sus morfismos: todas las funciones continuas entre ellos. Esto no es exclusivo
de las matematicas. Un lingiista no trata igual a un sustantivo que aun verbo y sus relaciones
con la oracion son distintas. Por ello, cuando hablamos de dominio y codominio en las
categorias [ver en [2] apartado uno], no deben verse como se trata en funciones.

Menciondbamos arriba, el cambio de perspectiva y los objetos matematicos, que es donde mas
se ha fijado la filosofia "clasica" de las matematicas (de Leibniz a Quine, por poner un intervalo
concreto al azar de la memoria). Asi, la TC da una vision externa en contra de una vision mas

interna (de los elementos) de la teoria de conjuntos:

<<Existe una disputa en filosofia, que se remonta al menos a Leibniz sobre si es posible
concebir el mundo como una red de relaciones y relaciones entre relaciones con el rol de
objetos, entre los cuales estas relaciones se mantienen, enteramente eliminadas. La teoria de
categorias parece ser la teoria matematica correcta para aclarar las posibilidades conceptuales
a este respecto. En esta teoria, los objetos adquieren su identidad ya sea por definicion, cuando
al definir categorias postulamos la existencia de objetos o formalmente por la existencia de
morfismo de identidad. Mostramos que es perfectamente posible deshacerse de la identidad de
los objetos por definicién, pero la identidad formal de los objetos permanece como elemento
esencial de la teoria. Esto se puede lograr definiendo categorias exclusivamente en términos de
morfismos y morfismos de identidad (sin objetos, u objetos libres, categéricos) y de forma
analoga, definiendo la teoria de categorias enteramente en términos de funtores y funtores de

50 p.ej., nuevas perspectivas como en Homotopy type theory: Univalent foundations of
mathematics.
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identidad (teoria de categorias sin categorias o libre de categorias [category free category].
Eliminados los objetos y las categorias nos centramos en la "filosofia de las flechas” (...)

Esta perspectiva elucida (elucides) un contraste entre “la ontologia de conjuntos" y la "ontologia
categorica"...>> (Heller, 2016).

Hemos dicho que no nos interesa aqui la ontologia, pero debemos hacer un breve comentario
al articulo susodicho. En primer lugar, hablar de contrastes ontoldgicos es problemaético, porque
podriamos adscribir, con ciertas reticencias si se quiere, a ambas teorias en el estructuralismo
matematico (de hecho, no Bourbakista, porque en los Eléments no aparece un libro sobre
categorias, aunque no deja de ser resefiable, que uno de los que méas impulsaron esta teoria, fue
uno de sus miembros mas inclitos y mas inconformista®!, Alexander Grotendick) porque los
morfismos son, de hecho, otras estructuras matematicas, pero estructuras. Cuando Heller habla
en su articulo de prescindir de todo objeto e incluso de la categoria misma, puede verse como
una postura ontoldgica pero también practica <<la comprensién conceptual surge de la
interaccion de los diferentes estructuras y los recursos cognitivos involucrados>> (Ferreirs,
2016, p.102). Ahora, justificando la idea del estructuralismo y con cierta apelacion a la légica

Asi, parece que el sentido no determina la referencia en un contexto categdrico. Es dificil resistir
la tentacion de pensar que la teoria de categorias encarna una forma de estructuralismo que
describe los objetos matematicos como estructuras®.

Por supuesto que nuestra pretension es afirmar nuestra postura, aunque nunca hemos dicho de
las categorias no sirvan para un estudio ontolégico, epistemoldgico y, aunque algunos se
resistan, se podria aplicar a los fundamentos (creemos que falta mucho desarrollo para llegar
al nivel de la fundamentacion conjuntista y todo el desarrollo en cada rama de la matematica)
nosotros nos aplicamos a la practica o metodolégico-epistemoldgico

<<La afirmacién aqui es que la teoria de categorias te permite ver y comprender lo que hace
posibles ciertas construcciones y resultados, de la misma manera que la fisica, por ejemplo, te
hace comprender por qué los edificios pueden mantenerse en pie y otros no. De hecho, los
universales que Lawvere tiene en mente son las flechas universales de la teoria de categorias>>
(Marquis, 1995).

Ya Putnam planteaba una matematica sin objetos (como en categorias hace Heller):

...su version modal de las matematicas -de Putnam- sin objetos, considera que la
matematica se hace empirica en el sentido de que estd permitido plantear alternativas
en ella, y considera que el tratamiento fundacional en matematica es tan provechoso
como la concepcion fundacionalista del conocimiento empirico, llegando a decir casi
que es insostenible la distincién matematico-empirico (Otero, 1991).

51 Se autoexilié a una aldea, donde ademas de seguir trabajando en matematicas, escribié un libro filoséfico,
entre autobiografico y reflexivo: Las cosechas y las siembras.

52 No hay que menospreciar al fildsofo de las matematicas, Javier de Lorenzo, que, en su obra, especifica el”
hacer” matematico (lo hemos mencionado en este trabajo) y, al menos, desde la falacia de evidencia anecdética,
podemos decir, que él, nos ha llevado a la filosofia de la practica matematica. Es decir, que sin fundamentar
nada, describimos cierto itinerario intelectual, salvaguardandonos de los filésofos mas estrictos.

3 Marquis, Jean-Pierre, "Category Theory", The Stanford Encyclopedia of Philosophy.
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Nosotros planteamos desde el marco filoséfico antedicho, un punto de vista distinto del que se
ha dado, que no vamos a desarrollar aqui, pero valga el ejemplo: los espacios de Hilbert no los
“ve” igual un matemético que un fisico, ni trabaja del mismo modo con ellos. La topologia>*
se esta utilizando en biologia y la teoria de grupos en quimica. Pero lo que interpreta un
quimico, con la rotacion de moléculas de los cristales, que cumplen las condiciones de grupo,
v.gr. Pero con eso no trabaja un matematico, aunque pueda imaginarse en su desarrollo cuerpos
rotando, como un tridngulo distinguiendo los vértices. Aqui se podria mencionar como objeto
de estudio la propia abstraccién, queremos decir cuando se aplica a las matematicas, porque si
lo tomamos como una generalizacion mayor en los conceptos —cosa discutible- la TC seria mas
abstracta que la teoria de conjuntos. Por lo demas, y unido a la abstraccion, podria ser de interés
el razonamiento abducivo, del que el trabajo de la filésofa Atocha Aliseda es interesante, con
su libro traducido La l6gica como herramienta de la razon. Razonamiento ampliativo en la
creatividad, la cognicion y la inferencia, asi como el trabajo de Gregory Chaitin, aplicando las
matematicas a la biologia (metabiologia lo Illama él). Méas que eso, identifica la evolucién
bioldgica con la creatividad matematica en su libro Demostrando a Darwin. Valgan estas
sugerencias.

4.2 Introduccién a la teoria de las categorias.

Aclaracion: cuando hablemos de conjuntos nos referiremos a sus relaciones como funciones
o aplicaciones. En cambio, con las categorias diremos mapeos.

Si son ciertas las palabras de Laudan, en su mas famoso libro El progreso y sus problemas de
que es

...un enorme error pensar que el progreso cientifico y la racionalidad consisten solamente en la
resolucion de problemas empiricos. Hay un segundo tipo de actividad de resolucion de
problemas que ha sido al menos tan importante para el desarrollo de la ciencia como la
resolucion de problemas empiricos. Este ultimo tipo de problemas, a los que Ilamaré problemas
conceptuales.

Si son ciertas —deciamos- para las ciencias lo son alin méas para la ciencia matematica®. Los
primeros en introducir conceptos nuevos que fueron luego introducidos en la TC, fueron
Eilenberg y Mac Lane, que llamaron a su teoria de equivalencias naturales (luego veremos,
v.gr., el concepto de transformacion natural, pero vemos que hay cierta cohesion en los
términos)

Fue solo después de algun tiempo de desarrollo que se llego a un corpus de conceptos, métodos
y resultados que merecen el nombre de teoria (que va mas alla de la "teoria de las equivalencias
naturales” en el sentido de Eilenberg y Mac Lane). Por ejemplo, la introduccion de funtor
adjunto fue importante ya que genera preguntas no triviales para ser respondidas dentro de la
teoria (a saber, ¢cuales son las condiciones para que el funtor dado tenga un adjunto? y similares
(Krémer, 2007, p. xvi)

54 Los matematicos definen espacios y tienen su propio desarrollo, como la topologia algebraica y tratan
cuestiones como la homologia [ ver [2] apartado seis] y cohomologia.

55 Incluso en algunos problemas practicos, como lo podemos ver en el concepto de limite y su aritmetizacién con
Cauchy, Abel, Weirstrass, etc. Con ello no queremos decir, que no haya en la matematica otros problemas.
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Aqguellos mismos, introdujeron los conceptos de categoria, funtor y transformacién natural
durante los primeros afios de 1940, con el objetivo de resolver problemas conceptuales en
topologia algebraica (Kromer, 2007). La combinacion de talentos, por un lado el algebraico de
Mac Lane y por el otro, el topologico de Eienberg (Kus$ and Skowron, 2019, p.2) lo hicieron
posible.

en la primavera de 1941, Michigan me invitd a dar una serie de cinco o seis conferencias, asi
gue hablé de extensiones de grupo. Este era un tema en el que habia trabajado un poco y surgi6
de mi trabajo anterior sobre valoraciones con [O.F.G.] Schilling, habia calculado una extensién
de grupo particular para solenoides p-adicos. Eilenberg estuvo en la audiencia, excepto en la
altima conferencia y le hizo dar la ultima conferencia antes de tiempo. Luego dijo: "Bueno,
ahora ese calculo huele a algo que hacemos en topologia, en un articulo de [Norman] Steenrod".
Asi que nos quedamos despiertos toda la noche tratando de averiguar cual era la conexion y
descubrimos una. Escribimos nuestro primer articulo conjunto sobre extensiones de grupo en
homologia, que explotd precisamente esa conexién. Dio la casualidad de que este era un
momento en que las técnicas algebraicas mas sofisticadas estaban entrando en la topologia
algebraica. Sammy sabia mucho mas que yo sobre el trasfondo topoldgico, pero yo sabia sobre
las técnicas algebraicas y tenia practica en célculos algebraicos elaborados. Asi que nuestros
talentos encajaron juntos. Asi fue como comenzo nuestra colaboracion. Y asi continud durante
quince articulos importantes. ( Citado en Ku$ and Skowron, p.2)

La teoria fue desarrollando en los afios 50 y 60 y <<volviéndose una importante estructura
conceptual en muchas areas de la investigacion matematica como la topologia algebraica
[como veiamos arriba] y la geometria algebraica>> (Kroner, 2007, p. xxi).

Por tanto;

La teoria de categorias, al igual que la teoria de conjuntos y a diferencia de la topologia
algebraica, desperto el interés de los filésofos desde un principio. Ya en el articulo clasico[10,
p.247%¢] hay comentarios sobre los fundamentos de la teoria de categorias (jpero ain no los
fundamentos de las matematicas!), en particular hay referencias a una teoria de tipos no
ramificada o al Fraenkel-von Neuman -Sistema de Bermays- (...)

Pero si bien, en la crisis de los fundamentos, los fildsofos y 16gicos (no es ningln reproche,
hicieron su trabajo) se quedaron en la teoria basica de conjuntos y algebra conjuntista, asi como
en el estudio de los objetos matematicos (conjuntos, clases, proposiciones, etc.) y problemas
como el de Benacerraf <<En 1965 Benacerraf elabor6 una critica centrada en el problema del
reduccionismo logicista y, consecuentemente, una critica a la concepcion fregeana>>
(Lorenzo, 2000,p.31-32) no dieron con un analisis a la mateméatica mas avanzada, como asi
pretende la filosofia de la practica. Sabemos que estamos haciendo un reduccionismo estipido
puesto que se hicieron mas contribuciones (entre otras l6gicas, como los estudios de la l6gica
de primer orden o las grandes aportaciones de Godel -caso aparte-, y las aportaciones a la teoria
de la verdad. Que seriamos imbéciles si las desdefiaramos) pero creemos que en lo esencial
esto es cierto: el no prestar mas atencion a los avances matematicos (cosa que nosotros tampoco

56 The general theory natural equivalences.
https://www.ams.org/journals/tran/1945-058-00/50002-9947-1945-0013131-6/S0002-9947-1945-0013131-
6.pdf
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haremos aqui, en este caso si que desborda el interés de este trabajo). Sin menospreciar a nadie
(somos admiradores de Quince, v.gr., nuestro TFG, verso sobre la logica de éste). En fin, en
todo caso no nos parece descabelladas las palabras —desde luego no estamos tan escandalizados
como deja entrever- de Fernando Zalamea:

(...) la matematica moderna (mediados del siglo XIX-mediados del siglo XX) y, a fortiori, a
los avances de la matemética contemporanea (mediados del siglo XX-hoy), logra obviarse
detrds de la supuesta invariabilidad ontolégica y epistemoldgica de la disciplina. EI dejar
deliberadamente de observar el panorama (técnico, tematico, creativo) de la disciplina es una
situacion que podria considerarse escandalosa en la filosofia de otras disciplinas cientificas
[una filosofia de la fisica que no tenga en cuenta los avances técnicos de la fisica seria
impensable], pero en la filosofia de las matematicas parece poder sobrellevarse con taxativa
seguridad y sin el menor pudor.

Dos grandes extrapolaciones —a nuestro modo de ver equivocados, como intentamos
demostrarlo a lo largo del ensayo- sostienen la idea, ubicua en filosofia de las matematicas, de
que es innecesario observar los avances en curso de la disciplina. Por un lado, se considera que
los objetos y los métodos de las matematicas elementales y de las matematicas avanzadas no
difieren esencialmente entre si (...)

(Zalamea, 2009, p.22) [No solo hay que culpar de esto a los filésofos, sino también a los
matematicos que hacen filosofia, a nuestro juicio]

Llevando esto a nuestro tema en categorias tiene que ver, creemos, con el propio nacimiento
de la teoria (como hemos dicho nace en el seno de la topologia y geometria algebraica, distinto
periplo -mucho més largo y arduo- que la teoria de conjuntos).

Hagamos un pequefio paréntesis para ir introduciendo ya algunos esquemas de la teoria. Para
ello, en primer lugar nos referiremos al maravilloso libro Matematicas conceptuales de
Lawvere y Schannel (LS), el cual, con minuciosidad nos va introduciendo de un modo casi
quirdrgico -en todo caso cirugia no invasiva- los temas de las categorias, desde los niveles mas
superficiales a los mas profundos. Si bien, uno se maravilla de la perspectiva de la simplicidad,
pero a la vez, del cambio de registro, como se maravillé Hobbes, la primera vez que vio los
Elementos de Euclides.

Vamos a resolver el primer ejercicio del libro, para luego volver sobre él. Creemos que esto es
mas didactico. Se nos pide combinar dos objetos para encontrar un tercero con ciertas
restricciones. Veamos, podemos relacionar —se nos ocurre- lo siguiente:

10 - 5 Lo que queremos representar aqui, es que 10 divido entre 5

) da 2, y 10 dividido entre 2, da 5. Es decir, la division entera

2 (con resto cero). Esto es, 10— (5*2). Esto se cumple para
todos los numeros naturales. Por tanto, podemos escribir a—» b

N
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C.

Ahora bien, estas flechas que aun no podemos Ilamarlas morfismos representan la
division entera, y a la vez la multiplicacién. a= b*c, de donde se sigue que a/b=c y que
a/c=b. La division es la operacion inversa de la multiplicacién. Ahora podemos
preguntarnos, ¢se cumplira para otros objetos el esquema, si las flechas cumplen la
condicidn anterior, de que una operacion sea la inversa de la otra? Téngase en cuenta,
que como venimos diciendo, en categorias lo que importa son los morfismos (las
flechas), no tanto los objetos. Por ello, hay que tener cuidado. Supongamos que ahora
en vez de numeros naturales tenemos funciones, y ain mas, funciones Riemann
integrales (para no introducir las de Lebesgue [ ver [1] apartado seis]). Como sabemos,
que la integral (hablamos de las indefinidas, para mayor simplicidad) es la inversa de
la derivada ¢podemos aplicar el esquema anterior? La respuesta es que depende®’.
Podriamos hacer un artificio y ampliar el contenido de las flechas, pero no se adaptaria
bien. Porque, al integrar una funcién f(x) buscamos aquellas funciones F(x) que al ser
derivadas nos dé f(x) (F’(x)=f(x)) y, llamamos a F(x) su primitiva. Ahora bien, si una
funcion tiene primitiva, entonces tiene infinitas primitivas, esto es, [F’(x) + constante]
= F(x)+0 = f(x). Lo que queremos mostrar aqui, es el cuidado®® que hay que tener con
la generalizacion, la utilizacion de objetos y la utilizacion de los morfismos. Algo que
se adapta bien al esquema anterior es la relacion l6gica de la conjuncion. Asi si tenemos
que A: Pedro tiene el pelo corto y Pedro tiene el pelo verde. Y decimos que B: Pedro
tiene el pelo corto, y C: Pedro tiene el pelo verde. Entonces, A-» (B ™ C).
A- B

\)
C

En el libro se plantea el problema de Galileo y el vuelo de un ave de la siguiente
manera (que como en nuestro ejemplo

Galileo comprendi6 que un movimiento es mas que un camino. EI movimiento de un
ave contiene, para cada instante, la posicion del ave en ese instante; para registrarlo se
necesita una pelicula, mas que una fotografia de exposicion prolongada. Decimos que
el movimiento es un “morfismo” (o una “funcioén") del tiempo al espacio. (...).

57 De hecho, podemos escribir f(x) = F'(x) + C. Pero el esquema no es el mismo.

)
£

Tiene la misma forma, pero no podemos cambiarlos, pero antes teniamos a,b,c y ahora tenemos, a,b. Todo
esto hay que tenerlo en cuenta.

58 <<En general, para especificar completamente una categoria debo especificar qué son los objetos, qué son los
morfismos, qué objeta es el dominio de cada morfismo, qué objeto es el codominio de cada morfismo, qué
morfismo es la identidad de cada objeto y qué morfismo es la composicion de cualesquiera dos morfismos
”compatibles” -seis cosas por especificar. Es claro que no puede hacerse de manera arbitraria>> (Lawvere and
Schanuel, 2002, p.164)

26



TIEMPO ESPACIO

Esquematicamente:

Arriba utilizamos de manera intuitiva las flechas, de igual modo que podemos
implementar una flecha imaginando <<que el sol cae de manera vertical; para cada
punto en el espacio obtendremos un punto de sombra en el plano horizontal>>. Si
hemos insistido en establecer ciertas diferencias entre diagrama, esquema, etc., €s
porgue cuando se avanza en la teoria estos conceptos también se definen. Un diagrama
es << 1.Un diagrama en una categoria A es un funtor D: I- A con codominio A. El
dominio, 1, es llamado el esquema®® (scheme) del diagrama. 2. Un diagrama con un
pequefio esquema (small scheme) o finito, se dice que es pequefio o finito>> (Adamek
et al. 2004, p.193)

Otro concepto importantisimo es el concepto de haz®, introducido por Grothendieck.
Este, en su articulo algebra homolégica

...explora el uso efectivo de la teoria de categorias en la matematica y, segin Mac Lane
el fundador de la teoria emerge entonces "la nocion de teoria de categorias como un
tema propio de estudio” bajo la influencia de Grothendieck. (Zalamea, 2019)

Pues bien, el concepto fue usado, tambien por Grothendieck, para topologia y geometria
algebraica, pero la introduccion de Grothendieck en categorias abelianas, los hizo més
destacables. De este concepto basico, se siguen desarrollos complicados, como las
fibraciones.<< En topologia un fibrado (o haz fibrado) es una funcion continla
suprayectiva 7 de un espacio topoldgico E en otro espacio topolégico B, satisfaciendo
otra condicién que lo hace particularmente simple localmente>>. [ ver en [2] apartado
siete para ver una lista breve de categorias clasificadas].

Para una vision mas completa con sus particularidades filosoficas conviene acudir a
especialistas

la nocién de haz, [sheaf en inglés. En algunos paises latinoamericanos lo denominan
gavillas] sobre la cual Grothendieck se refiere asi en Cosechas y siembras: "(...) la idea
novadora esencial fue aquella de haz (...) Fue esa la idea maestra de una transformacion
profunda en nuestra aproximacion de los espacios de todo tipo, y con seguridad una de
las ideas mas cruciales aparecidas a lo largo del siglo™. Los haces, inventados por Jean
Leray en un campo de concentracion, en 1942, constituyen de hecho la nocién
matematica mas simple posible para poder hablar de transferencias y obstrucciones
entre lo local y lo global. Un haz consiste de dos espacios topolégicos, un espacio alto
gue se proyecta sobre un espacio bajo, de tal manera que el alto se vea desplegado sobre
el bajo, o el bajo se encuentre plegado desde el alto (esto se asegura postulando que la
proyeccion es un homeomorfismo local). El entendimiento del haz se reduce a
comprender su comportamiento vertical (estudio de las preimagenes de un punto en el

59 Podria traducirse por plano, pero hemos preferido traducirlo como esquema, para evitar errores con otras
ramas de las matematicas, como la geometria.

https://www.youtube.com/watch?v=bkg4XfEPgZ0&t=40s
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espacio bajo, denominadas fibras) y su comportamiento horizontal (estudio de las
preimagenes de una vecindad en el espacio bajo, denominadas secciones). El problema
basico consiste entonces en preguntarse cuando es posible (o imposible) pegar distintas
secciones locales (sobre vecindades acotadas) para llegar a una seccién global (sobre
todo el espacio, 0, al menos, una parte amplia del mismo). Los haces ocurren por
doquier: en variable compleja, geometria diferencial, topologia, grupos y anillos,
conjuntos ordenados, categorias. Los haces coherentes de Serre (1955) fueron en
particular una gran inspiracion para Grothendieck: la idea consiste en iterarla nocion
de haz, y tomar un haz de médulos sobre un haz de anillos, donde todas las conexiones
son lo mas suaves posibles (médulos de tipo finito sobre las fibras, nicleos de tipo
finito para los morfismos entre las fibras) (Zalamea, 2019).

Ahora veremos un ejemplo mas avanzado, con el teorema del punto fijo de Brouwer.
Veamos como se enuncia en topologia®* y luego como lo enuncian LS y un ejemplo
clarificador.

<< (8.14) Teorema del punto fijo de Brouwer. Toda aplicacién de B™ en si mismo
tiene, por lo menos, un punto fijo.>> [Desde luego no son equivalentes, porque aqui
estamos en espacios superiores y LS, lo afirman para un intervalo, pero enuncian que, Si
una funcion f verifica ciertas propiedades, entonces existe un punto Xo tal que f(xo) = Xo,
es decir, un punto fijo de la funcién. En realidad, la medida del intervalo se puede
generalizar en una bola, en este caso cerrada (contiene los extremos).]

Ahora el libro de LS.

<<Comencemos enunciando los teoremas de Brouwer y tratando de ver si nuestra
intuicion sobre morfismos continuos los hace parecer posibles. Primero describiremos
los teoremas de del punto fijo de Brouwer.

(1) Sea I un segmento de linea, incluyendo los extremos (I por Intervalo) y suponga que
f:1 — Iesunendomorfismo [un morfismo para el que el dominio y el codominio son
el mismo objeto] continuo. Entonces este morfismo debe tener un punto fijo: un punto
x en | para el cual f(x)=x.

Ejemplo.

Supongamos que | es un intervalo de tiempo y que R es un intervalo de camino, digamos
la carretera de Oaxaca a Puebla. Supongan que dos automdviles circulan por este
camino. El primer automovil viaja a velocidad constante de Oaxaca a Puebla, de manera
que su movimiento estd descrito por I -#— R (upor movimiento “uniforme”).
Mientras tanto, el segundo auto comienza en cualquier lugar de la carretera y se mueve
erraticamente, quizas estacionandose por un rato, regresando después en el sentido en
el que lleg6 y terminando su recorrido en cualquier lugar del camino. Denotemos el
movimiento de este segundo auto mediante I -»™— R. Ahora bien, y es un morfismo

invertible, asi es que obtenemos un morfismo R SET S yseal — I el morfismo
compuesto f = u~1°m. El teorema de Brouwer nos dice que debe existir un tiempo t

61 Topologia Bdsica. Armstrong, A. M. Editorial Reverté, S.A.
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en | en el cual f(t)=t; esto es, u~tmt = t; por lo que mt = ut, que dice que hay un
tiempo t en el cual los dos automoviles estan en el mismo punto de la carretera. Esto no
parece sorprendente: si el primer auto de Oaxaca a Puebla y el segundo siempre esta en
la carretera, entonces, por supuesto, el primer auto debe encontrarse con el segundo en
algn momento.

El siguiente teorema es similar pero acerca de un disco [es mucho mas intuitivo que el
de bola], en lugar de un intervalo y lo encuentro mucho menos obvio.

(2) Sean D un disco cerrado (la figura plana que consiste de todos los puntos dentro de
una circunferencia incluyendo la frontera [si pensamos en una circunferencia, la frontera seria
la linea de la circunferencia] y f un endomorfismo de D. Entonces f tiene un punto fijo.

Ejemplo.

Rotar el disco un cierto &ngulo nos da un endomorfismo continuo del disco; f podria
ser el proceso "girar 90 grados" [ pensemos en un circulo flechas en el interior].
ALICIA: ;Qué tal el centro? !Exactoj Ese es un punto fijo. Para este morfismo fue facil
ver que tiene un punto fijo, pero para otros morfismos puede no ser tan fécil; aun asi,
el teorema dice que, porque f es continua, tiene al menos un punto fijo. Este teorema
me parece mucho més sorprendente que el anterior. (pp. 118-119).

Cerramos paréntesis.

Pero la TC tiene mas extensibilidad o potencia®? (se puede generalizar a mas ambitos,
este es el sentido que le damos a extensibilidad y potencia) que la de conjuntos (aunque
los conjuntos se han extendido, a veces de forma incorrecta —otras no-, para hacer en
filosofia con ternas, cuaternas, etc., v.gr., en seméantica o como ya vimos en filosofia de
la ciencia). P.ej., cuando Quine en La relatividad ontoldgica y otros ensayos en su
articulo Objetos proposicionales habla de sentencia eterna, pero Quine no repara que
tan eterna puede ser -y metafdrica-: la recta es un conjunto de puntos alineados que
“Juventud divino Tesoro/ te vas para no volver”, porque lo que Rubén Dario expresa,
de forma poeética, es que el ser humano envejece. Pero aqui la TC también nos da
herramientas para este estudio (que en el capitulo de la TP y TC veremos aplicado a
nuestro caso, con la probabilidad subjetiva. Esto es una introduccion muy valida, a
nuestro juicio y sumamente didactica, ya no solo para nuestro caso, que también, sino
para una vision mas panoramica, aunque se hable de procesos epistémicos y poéticos)

Creemos que explorar la relevancia de la teoria de categorias para el proceso epistémico
y poético de la teoria puede proporcionarnos una perspectiva algo diferente, sobre el
papel de la teoria, a la que surge cuando se considera en relacién con las matematicas,
16gica, fisica e informética. En particular, esto es una consecuencia del énfasis puesto
en la interrelacion del proceso epistémico y poético, que, segun nuestro mejor
conocimiento, rara vez se advierte o analiza. (Luback, J. en Kus’ and Skowron, 2019,
p.46)

62 <<esto demuestra, por asi decirlo, el poder conceptual y el potencial TC, que parecen haber sido previstos
por los padres fundadores de la teoria en su articulo seminal [1]>> (Lubacks en Kus$ and Skowron, 2019). El
articulo seminal es Eilenberg & MaclLane (1945).
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Asimismo, podriamos plantearnos el estudio de la abstraccion que mencionamos arriba,
con la filosofia del proceso (process philosophy), que, al menos, nominalmente
rememora la idea de la practica matematica. Lo que se intenta es la blsqueda de
procesos donde se puedan describir e interpretar cambios tanto en las entidades como
en los fendmenos. Tales cambios deben ser observables y distinguirse de algin modo.
Esas caracteristicas distinguibles el autor del anterior articulo, lo llamara estados de un
proceso. Estos pueden considerarse como una sucesion de estados en momentos de
tiempo, tanto discretos como continuos. Necesitariamos entonces, distinguir algin
momento especial del tiempo y asociarlo con algunas condiciones, especiales tanto
internas como externas, del proceso. Ello conceptualiza la dindmica del proceso. Las
caracteristicas dindAmicas de un proceso, que pase de un estado a otro, siguen un patrén
(pattern), el cudl es considerado como algo estatico dentro del proceso. Lo dicho puede
verse en los conceptos de la filosofia clasica, por ejemplo, las potencias y
actualizaciones de Aristoteles. Con la idea anterior podemos organizar el esqueleto
conceptual de los procesos dindmicos y estaticos de los procesos epistémicos y poéticos
(ya hemos dicho que esto nos interesa para entender mejor los intereses subjetivos,
creencias, elecciones, etc.). Primero hay que introducir y aclarar términos. Un patron
estatico (PP) <<da como resultado una sucesién dada de transformaciones de estado,
denominandose como actualizacion de proceso (PA)>> (Ibidem). Ahora bien, si no se
supone ninguna accion exogena o <<intervencion divina>> entonces un (PP) provoca
un (PA) como efecto de alguna intervencion humana, directa o indirecta. Y esta
intervencion se denomina animacién de un proceso (AP). Dicho de otro modo, el (PA)
resulta de (PP), como efecto del (AP), o (PP) --- > (PA) vy, ---- es (AP) (este esquema
no aparece en el articulo, lo hemos escrito nosotros para una visualizacion mejor de lo
dicho). La animacion, esto es, (AP) sera el nexo entre lo dindmico y estatico de los
procesos epistémicos y poeticos. Se centran primero —en el articulo citado- en el proceso
poético. La actualizacién de un proceso, pueden dividirse en dos fases: la fase del disefio
y la fase de implementacién (términos sacados de la ingenieria]. La fase de la
implementacion es donde la descripcion (fase de disefio) se convierte en objeto.
Acertado es a nuestro juicio -aunque suene a teologia- el ejemplo <<las palabras se
vuelven carne>>. Antes de como explican el proceso poético, hay que aclarar, que
utilizan los términos griegos episteme y poiesis. Aunque no los consideran con su
significado original, no nos queda claro cuales son sus definiciones precisas. De hecho,
no las dan. << sin embargo, hemos optado por emplearlos porque no hemos encontrado
una alternativa mejor, especialmente en lo que se refiere al término poiesis (de modo
que estaria a la par con la mejor establecida episteme)>>. No entraremos a definir ni
episteme ni poiesis, porque son términos bien conocidos en la literatura filosofica®. No
obstante, dejamos un pie de pagina.

OP- descripcidn de objetos de la poiesis, i.e. de lo que se va a implenentar.

63 https://plato.stanford.edu/entries/episteme-techne/
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PO- descripcién de como la implementacién de objetos es percibido (directa o
indirectamente con la algo de observacion y/o ayudas experimentales.

QC- descripcion de los criterios evaluativos y cualitativos del proceso poética,
pertenecientes a OP y POy a la relacién requerida entre OP y PO.

No se asume ninguna forma particular de las descripciones, ya que la forma puede
depender, y en realidad lo hace, del tipo de objeto de la poesia y de la metodologia del
disefio adoptado.

El OP juega el papel de una prescripcion para el objeto de la poiesis.

PO sirve como punto de referencia con respecto al cual se evalla el objeto
implementado utilizando criterios de control de calidad (es decir, la evaluacion es
indirecta)

La transformacion de estado del proceso se interpreta como el cambio de OP, PO y
QC: individualmente, por pares o los tres juntos.

Cuando se inicia el proceso de disefio, la PO esta vacia (no contiene informacion) hasta
gue se implementa el objeto disefiado. Las transformaciones de OP en este intervalo de
tiempo (por ejemplo, agregar, en efecto, nuevos aspectos y detalles a la descripcion) se
evallan con respecto a criterios cuyo papel es monitorear las caracteristicas requeridas
de OP de acuerdo con algun paradigma metodolégico predefinido; dichos criterios
forman un subconjunto de QC, denominado en adelante QC de disefio (d-QC). Los
criterios de control de calidad también estan activos cuando la orden de compra no esta
vacia.

El resto del QC pertenecen a la relacion requerida de OP y PO, que para un proceso
poético establece algunos, preferimos interpretaciones de qué tan bien el objeto
implementado satisface el OP, es decir, la prescripcién. El Ultimo criterio se
denominaré satisfaccién- poética -OC (satisfaccion-poetic - OC) (s-OC).

El OP se construye durante la evaluacion del proceso junto con la actividad de evaluar
el objeto que se implementa (como resultado intermedio y/o final de la
implementacion). En algunos dominios de aplicacion de procesos poéticos (y también
procesos epistémicos), la actividad de evaluacién se refiere en términos de prueba
(activa y pasiva) verificacién y validacion.

Estas descripciones, se iteran, para esclarecer los procesos. Creemos, que esto no formaliza
COmo un poeta, crea un poema, su fase mas creativa (aungue nos refiriéramos a la poiesis como
creatividad). Ahora, que puede conceptualizar el proceso y/o las partes, si. De hecho, no es
ajeno a ello el autor del articulo.

...teniendo esto en cuenta, para la practicidad de TC sea aplicable los constituyentes no
formalizados de OP, PO y QC deben distinguirse, al menos, de los tipos y aspectos que
puedan formalizarse. Otro problema es que algunos aspectos diversos de los artefactos
(artefacts) pueden requerir un lenguaje y una forma de formalizacion diferentes: p.gj.,
los aspectos fisicos y funcionales que no pueden unificarse en un formalismo comun y
uniforme. En este caso, el formalismo TC debera aplicarse por separado a cada aspecto.

Durante la transicion de un proceso poético de estado, la prescripcion OP de la entidad
designada sufre transformaciones consecutivas e.g.;
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OP; 5>, 0P, 5—>,- 0P; 5—>3—-— - ;Las versiones consecutivas de OP
describen la misma entidad? Este es un caso especial de la cuestion de la identidad, que
tiene una larga tradicion en la filosofia. si todos los instantes de OP; son expresados
como categorias y las flechas son funciones (morfismos), entonces la respuesta a la
cuestion podria ser como sigue: lo que se conserva en la secuencia son algunas
caracteristicas estructurales determinados por OP; y el tipo de mapeo entre ellos
determinado por -»—;——. La respuesta se refiere solo a las caracteristicas estructurales
de las entidades disefiadas; por lo que la siguiente pregunta podria ser: ¢es suficiente la
preservacion de las caracteristicas estructurales para una respuesta positiva a la
pregunta de identidad? Bueno, la respuesta puede depender del tipo de entidad que se
disefia. Consideremos, p.ej., entidades que son comunes en la tecnologia de la
informacién y la comunicacidn: es decir, objetos que son composicién de software y
hardware. El componente de software determina las funcionalidades de la entidad,
mientras que el hardware es el componente que habita la animacion de la funcionalidad.
Muchos aspectos de la funcionalidad pueden expresarse en términos de relaciones
estructurales entre morfismos especificos de una categoria. Por lo tanto, la pregunta de
identidad puede potencialmente responderse positivamente con respecto a la
funcionalidad con la ayuda de una conceptualizacién en TC. (...)

En cuanto a los procesos epistémicos las relaciones son similares. Pueden interpretarse
como hipotesis en teoria de modelos, conjunto de sentencias, etc. dependiendo a los
procesos a los que pertenezcan. No insistiremos mas en ello, puesto que nuestro interés
era mostrar un ejemplo de como conceptualizar algunos procesos donde intervienen
procesos subjetivos, con la intencion que hemos reiterado arriba. Desde luego,
pensamos nosotros, las categorias no pueden sustituir ni describir de un modo preciso
la vida mental de una persona y a fortiori de un artista. No porque los artistas sean
superiores —0 quizas en cierto modo si lo sean- sino porque como podemos precisar la
ideacion de una metafora poética (porque metéforas las hacemos todos los dias, es mas,
recordando a Ortega, el lenguaje es una gran metafora, algo que suscribimos) si ni
siquiera es algo que se pueda ensefiar, o incluso a menudo, el propio artista no puede
precisar de donde saca sus creaciones. Pero queda claro, como podemos implementar
laTC, no sélo a las matematicas, y en ello, hemos puesto el énfasis, aunque no sea algo
automatico ni sencillo. Puesto que hay muchas valoraciones que hacer, tanto de tipo
filosofico como técnico. En el mismo libro Wojtowicz®, donde plantea algo que ya
dejabamos entrever arriba, que las categorias teoricas, no pueden explicar fenémenos
fisicos (y para nosotros los mentales son fisicos, aunque distintos del movimiento de un
péndulo, por decir algo) para él, tiene sentido en niveles mas abstractos de la
matematica. Y, por ello mismo, contribuye a la comprension -su estudio- de la TC en
fisica y en otras ciencias. El, no niega su influencia en fisica, habla de explicacion de
fendmeno fisico, que es distinto. El problema es todavia mas general y, a nuestro juicio,
una pregunta filosofica de primer orden, que ya se preguntaba Einstein y dejaba la
pregunta a los filésofos (aunque en distinta formulacion) y es que <<si hay alguna
explicacion matematica en la ciencia, es decir, si son las matematicas las que
proporcionan el poder explicativo>>. Si bien es cierto, que el autor se centra en la teoria

64 <<Capitulo 3 ¢Existen categorias tedricas que expliquen los fenémenos fisicos?
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cuantica de topos [ ver en [2] apartado ocho] (topos quantum theory) [en plural de Topos
en inglés es Topoi 0 Toposes].

Ahora, nos volvemos a encontrar en la explicacion de arriba en cierta postura
ontolégica, de la que hemos prescindiendo por demasiado compleja en favor de la
metodoldgica- epistemoldgica. Si bien es cierto, que el articulo de Luback plantea
problemas ontologicos, como identidad (también logicos), “hacer carne de las
palabras”™, nos parece, y en cierto modo ¢l también lo hace, pues no da una respuesta
completa sobre el tema, que puede prescindirse de ese aspecto y, sin embargo, sacar
conclusiones valiosas. Y siguiendo esta justificacion; también uno de los mejores
filésofos (segun Zalamea) contemporaneos, Lautman, a pesar de ser un platonismo
matematico, no fue ajeno a la practica <<Para Lautman, “las nociones" y las “ideas” se
sitian en un nivel "superior”, donde el intelecto puede imaginar la posibilidad de una
problematica, que, sin embargo, solo adquiere su sentido al encarnar inmediatamente
en las matematicas reales>> (Zalamea, 2009). Lautman, también plantea una idea
original sobre la I6gica matematica, <<la logica requiere una matematica para existir>>,
cosa discutible. Lo que queremos decir, con todo ello, es que no es imprescindible, y
que podemos prescindir de ella sin quitarle interés -al menos totalmente- al trabajo.

4.3 . Breve introduccién a la teoria de la medida y algunos conceptos esenciales.

Daremos un breve introduccion a la teoria de la medida y proponer definiciones que seran
imprescindibles para comprender la tercera y Gltima parte del trabajo. Haremos una breve
introduccién histdrica para entender al gunas ideas matematicas que subyacen a ésta.

Los primeros trabajos en sobre la teoria de la medida fue la generalizacion de la integral, con
la integral de lebesgue [Ver en [1] apartado seis]. El estudio de conjuntos de puntos de
discontinuidad de funciones, planteo el problema de como medir la extension o <<longitud>>
de esos conjuntos, porque la extension de dichas discontinuidades es lo de determina la
integrabilidad de la funcion [Ver en [1] apartado seis, la medida de Lebesgue]

La teoria del contenido, y mas tarde la teoria de la medida, fueron introducidas precisamente
para extender la idea de longitud a conjuntos de puntos que no sean simples intervalos a la recta
usual.

El concepto de contenido se basa en la siguiente idea: considérenos, un conjunto E de puntos
distribuidos de alguna manera sobre el intervalo [a, b]. En términos un poco imprecisos por el
momento, supongamos que es posible encerrar o recubrir estos puntos mediante subintervalos
pequefios de [a, b] de manera que los puntos de E sean o bien interiores a uno de los intervalos
o en el peor de los casos uno de los extremos. Reduzcamos las longitudes de estos subintervalos
cada vez mas, afiadiendo otros si es necesario para seguir recubriendo los puntos de E, a la vez
gue reducimos la suma de las longitudes de todos ellos. Al extremo inferior de las sumas de
estos subintervalos que recubren los puntos de E se llama el contenido (exterior) de E. Esta
formulacion un poco vaga no es la del concepto adoptado finalmente de manera definitiva,
pero nos puede servir para entender lo que estaban intentando hacer los matematicos.

Una definicién de contenido (exterior) fue dada por du Bois- Reymond en su obra Die
allgemeine Funktionentheorie (1982), por Axel Harnack (1951-1888) en su Die Elemente der
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Differential-und Intergralrechnung (1881), por Otto Stolz y por Cantor. Stolz y Cantor
extendieron ademas la nocién de contenido a conjuntos de dos y de mas dimensiones utilizando
rectangulos, paralelepipedos, etc. en lugar de intervalos. (Kline, 2012, pp. 1373-1374)

La utilizacion de contenido, no fue lo satisfactoria que se hubiese esperado, pero reveld, no
obstante otro tipo de problemas, como la existencia de conjuntos no densos en ninguna parte®
<<( es decir, contenidos en un intervalo pero no densos en ninguno de sus intervalos>>
(Ibidem) de contenido positivo y, lo que fue mas importante, que las funciones de tales
conjuntos no eran integrales en el sentido de Riemann. Aun con todo, muchos matematicos
pensaron que la integral de Riemann no se podia generalizar. Un paso importante, fue dado por
Peano, que introduce las nociones de contenido interior y exterior (también en teoria de medida,
medida exterior e interior) de una region. Para Peano, el valor del area de unaregion era, cuando
le region interior —o extremo superior de la region dada- y el exterior — o extremo inferior de
todas las areas de la region- coincidan. Peano, no se aleja de la manera de pensar de Riemann,
aunque su trabajo es distinto. Luego Jordan dio un empuje sustancial a la teoria. Otro
matematico (vayamos avanzado) Borel, hizo hallazgo en la teoria de la medida -asi la Ilamé él-
, trabajando con conjuntos de puntos en que convergen series que representan funciones de
variable compleja. Pero fue Lebesgue, basandose en las ideas de los anteriores el que formul6
la idea de medida e integral que hoy conocemos

La generalizacion de la idea de medida e integral de que se considera hoy como definitiva se
debe a Henri Lebesgue (1875-1941), discipulo de Borel y mas tarde profesor del Collége de
France. Sigueindo las ideas de Borel y también de Jordan y Peano, presentd por primera vez
sus propias ideas sobre la medida y la integral en su tesis <<Intégrale, longuer, aire>>. Su obra
vino a reemplazar todas las creaciones del siglo XIX y, en particular, mejoré la teoria de la
medida de Borel.

La teoria de integracion de Lebesgue se basa en su definicion de medida de conjuntos de puntos,
y ambas ideas se aplican a conjuntos del espacio n-dimensional. Como ejemplo®® , nos
limitaremos al caso unidimensional. Sea E un conjunto de puntos contenidos en el intervalo [a,
b]. Los puntos de E pueden encerrarse como puntos interiores de una familia finita o infinita
numerable de intervalos dl, d2,... contenidos en [a, b.]. (Los extremos de [a, b] pueden
considerarse, en su caso, como extremos de algin di.) Puede demostrarse que la familia de
intervalos {di} se puede sustituir por otra formada por los intervalos 61, 62, ... no rampantes
tales que todo punto de E o es punto interior de uno de estos intervalos o el extremo comun de
dos intervalos adyacentes. (Ibidem).

Hasta aqui, creemos que queda —ciertamente escasa- suficiente para entender la historia de la
teoria de media. No obstante, fue el gran Kolmogorov, el que refind para la teoria de
probabilidades.

Vamos a lo sustancial, la definicion de espacios medibles y algebras (o — 4dlge bra).

<<Definicion. Llamamos anillo @, a una coleccion no vacia A c g(Q), para que:

5 Un conjunto es denso en ninguna parte, si para un subconjunto A de un espacio topoldgico X, el interior de
su clausura es vacio.
66 negrita nuestra.
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AB€EA = AUB, A\BEA

Lo cual implicaque AN B € A . Observemos que ¢ = A\A € A pero O no esta necesariamente
en A . Llamaremos algebra a un anillo A para el que Q € Ay por tanto cerrada por paso al
complementario y por uniones o intersecciones finitas.

Llamaremos o — 4lge bra a una algebra A cerrada para uniones numerables, por lo tanto con
las siguientes propiedades:

AL EA
b) Si A € A entonces A€ € A
C) Si Ay, 4y, ..., Ay, ... € Aentonces Ug_; A, €A

[Un ejemplo trivial de sigma algebra es la partes del conjunto de ©, que es la mayor sigma
algebra de Q. Otro ejemplo, {¢, Q}, que es la menor sigma algebra de Q1.

(..)

Definicion: Llamaremos espacios medibles al par (Q,A), donde Q es un conjunto y A es una
o —algebra de Qy conjuntos medibles a los elementos de A .

Definicion: Diremos que una aplicacion entre espacios medibles F: (Q4,A4,) = (Qy,A5), €S
una aplicacion medible, si F~1(B) € A, paratodo B € A,, es decir F~1(A,) € A, >>

(Apuntes, 2018).

Téngase en cuenta, que la teoria de la medida que hemos dado es moderna y compleja. Sin
embargo, el hecho de la medida viene desde el papiro de Moscu de 1800 a.c. donde se calcula,
dep.ej., el volumen del tronco de una piramide.

<<Definicion. Llamaremos espacio de medida a toda terna (Q,A, u) donde u es una medida
sobre la o — alge bra A de O .>> (Ibidem). [ Ver en [2] apartado siete Mes].

4.4 Categorias e Intuicionismo.

La teoria de categorias y a fortiori los topos [ver en [2] apartado ocho] se “sustenta” en la
I6gica intuicionista.

En primer lugar, la légica intuicionista es la lo6gica adecuada a los topos (reiteramos®’). La
I6gica intuicionista es constructivista y, de un modo ingenuo, podriamos definirla como la
l6gica, que para conjuntos infinitos, no acepta el principio de tercio excluso®. Y como
consecuencia, para las demostraciones de conjuntos infinitos, no aceptaria la demostracion por

67 https://www.youtube.com/watch?v=bkg4XfEPgZo

68 <<CLAS. Gracias. Estoy seguro de que ha estado trabajando sobre esa diversidn suya, el rechazo del tercio
excluso y todas esas cosas. Nunca he comprendido por qué podriamos fiarnos de la logica en todo lo demas,
pero no en las matematicas.

IN. (...) exige una forma distinta de la légica, a saber, la construccién mental matematica [ L.E.J. Brouwer, 1908];
y la razéon es que, en matematicas, desde el comienzo mismo tratamos de lo infinito, mientras que la logica
corriente esta hecha para razonar acerca de colecciones finitas>> ( Heyting, 1976).
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reduccidn al absurdo (el condicional lo ponemos por el modo ingenuo en el que hablamos y no
desarrollamos, p.ej., las algebras de Heyting, asi como el estudio de Godel, sobre la l6gica
intuicionista y, también por la cautela, de que lo que estamos haciendo no es un estudio
16gico®®, como si lo hace Godel, en Una interpretacion del calculo conectivo intuicionista™. Y
como somos respetuosos con la disciplina, no queremos afirmar nada que no sea cierto o que
pueda generar algin malentendido, por falta de explicacion o negligencia propia).

La propia idea del intucionismo esta vinculado, segun Zalamea, a una nueva filosofia de la
matematica, que recordemos el llama sintética, que incluye lo que venimos diciendo (nosotros
no estamos de acuerdo con esa filosofia sintética porque nos causa varias dudas, siguiendo a
Quine, la diferenciacién entre analitico y sintético. Aunque si nos sentimos inclinados en
muchas de sus posturas, llevadas a la filosofia de la practica matematica):

Las disociaciones y las exclusiones clésicas (del tipo o...0..., al estilo del dilema de Benacerraf
[15] han hecho excesivo e innecesario dafio en la filosofia de las matematicas, y es tiempo de
empezar a superarlos. Para ello, contamos ya con al menos tres grandes tendencias dentro de
las matematicas contemporaneas -donde se rechazan los posicionamientos binarios y donde se
abren perspectivas de continuidad entre redes diversas- que merecen empezar a ser seriamente
consideradas en la reflexion filosofica: (i) la comprensién de lo "positivo" (clésico,
conmutativo, lineal, elemental, estructurado, etc.) como limite de mediaciones “negativas”
(intucionismo, no conmutativo, no linealidad, no elemental, cuantizacién, etc.); (ii) la teoria de
haces, con sus manejos continuos de coherencia y pegamiento entre lo local y lo global; (iii) la
teoria matematica de categorias con sus manejos de diferenciacion y reintegracién entre lo
particular y lo universal. (Zalamea, 2009, p.159)

En todo caso, la justificacion de este apartado, vendria ser la utilizacion de la logica
intucionista, y por tanto: <<Un resultado de Caicedo’ demuestra que la logica clasica es una
fibra "genérica” de un haz de estructuras de primer orden no es mas que un limite adecuado
de la logica intucionista en las fibras “reales” del haz. Esta notable situacién muestra que las
construcciones de lo clasico y lo positivo como "idealizaciones limite" exhibidas (...) reflejan
también, exactamente de la misma manera, en el ambito de la l6gica>> (Ibidem). La légica de
Caicedo es una <<franja intermedia>> entre modelos de Kripke y topos de Grothendieck.

Por supuesto:

El intucionismo solo acepta los sistemas formales como herramientas imperfectas para la
descripcion y la comunicacion. deja abierta la posibilidad de que sus deliberaciones intuitivas
algin dia revelen principios de razonamiento aln inauditos. Segun Heyting, "en prioncipio es

69 <<Respecto al sistema H de la l6gica conectiva intucionista construido por A. Heiting valen los siguientes
teoremas:

I. No hay modelo alguno con un nimero finfito de elementos (valores veritativos) que satisfaga todas y solas las
formulas deducibles en H (es decir, donde todas y solas estas férmulas reciban el valores sefialados en cualquier
asignacion de valores del modelo a las variables)

IIl. Entre H y el sistema A de la Iégica conectiva usual se encuentran infinitos sistemas, es decir, hay una sucesion
monotona decreciente de sistemas, tales que todos ellos incluyen H y estan incluidos en A.

La prueba resulta de los siguientes hechos (...)>> (Godel, 1989).

70 Godel, K. (1989). Obras completas. Introduccion y traduccion de Jestds Mosterin. Madrid. Alianza Editorial.

71 Xavier Caicedo. "Ldgica de los haces de estructuras”. Revista de la Academia Colombiana de Ciencias
Exactas, Fisicas y Naturales XIX (74) (1995), 569-585
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imposible establecer un sistema formal que sea equivalente a las matematicas
intucionistas...Nunca se puede probar con rigor matematico que el sistema de axiomas
realmente abarque todos los métodos validos de demostracion™ ( Goldblatt, 1984, 178).

Esto no significa que no mejore y que los resultados no sean relevantes, sobra decir.

5. TERCERA PARTE.

5.1 Introduccion.

La teoria de probabilidad se ha expandido para abarcar ejemplos tan diversos de procesos
estocasticos como la teoria de la codificacion, las matematicas actuales, el modelo biolégico y
fisico y la teoria de la decisién. Un uso particular que ha ganado prominencia en los Ultimas
décadas con la creencia centralidad de las computadoras (el programa Haskell esta basado en
el lenguaje de teoria de categorias) en la sociedad moderna es el uso de la TP como una
herramienta para la toma de decisién racional automatizada y el descubrimiento de
conocimiento. En términos generales, la mayoria de la informacion procesada por la mente
humana trata con cierto grado de incertidumbre y, aunque la teoria de la I6gica discreta se ha
desarrollado ampliamente una sélida comprension del razonamiento estocastico eficiente y
efectivo es en cierto modo ilusorio. Dichos estudios estdn profundamente conectadas con el
avance de la inteligencia artificial y los campos de la l6gica formal y la informatica tedrica. El
lenguaje y las construcciones de la teoria de categorias han demostrado ser Utiles para unificar
campos de estudios dispares (Orion, 2014). Asimismo, se ha utilizado para el estudio de la
cognicién humana, lo que nos vendria bien para el estudio de la teoria de la decisiéon y las
habilidades cognitivas que se puedan realizar. Por ejemplo, en casos de inferencia, ain en los
casos mas basicos, como para el analisis de la computacion para la revolucion cognitiva,
computacionalismo’? (Phillips and Wilson, 2010).

Como se podra entender facilmente, el grado de formalizacion y notacion es netamente
matematico. Sin embargo, no creemos que se aporte mucho con una formulacion engorrosa y
una notacién que embarulle (aunque en este caso en particular la notacion suele ser mas
clarificadora, pero se necesita conocer la notacion y los conceptos) mas cuando nos apoyamos
en los apéndices. En ellos se encuentran todos los conceptos para la comprension, al menos
somera, de todos los términos del texto y, en particular, el de este apartado. Por tanto, aunque
no explicitemos el apartado del apéndice del concepto, es casi seguro que se encuentra en
alguno de ellos.

5.2 Probabilidad y categorias.

72 No se quiere decir, que, con la TC, se cierre de la controversia cerebro vs maquina. En todo caso, y siguiendo
las propuestas de Penrose sobre la utilizacién de los teoremas de Godel, para demostrar que el cerebro no es
computacional. Asimismo, se podrian utilizar ciertas propuestas de la TC y la teoria de topos, con la légica
intucionista para éste propdsito.
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Las categorias tienen la ventaja que son matematicas y la matemética de la metamatematica
(siendo honestos, esto también podria atribuirse, en cierto modo, a la teoria avanzada de
conjuntos, pero ésta menos expresiva), lo cual hace de las categorias un lenguaje apropiado
para, en este caso, acercarnos de forma distinta a la probabilidad y, por otro lado, la utilizacion
de categorias ya se viene dando para simplificar, aunar o generalizar procesos de la lo6gica
tomando los cuantificadores como funtores adjuntos. Y lo méas interesante para nosotros

Este para de “cuantificadores como adjuntos” se puede aplicar a la categoria de Kleisi de la
monada de Giry [ ver en [2], apartado cinco], denotado por Meast [ver en [2] apartado cinco y
siete], cuyos objetos son espacios medibles y las flechas X->Y son funciones medibles X->T
asignando una medida de probabilidad en Y para cada xe X. Al conceptualizar los
cuantificadores como adjuntos, los cuantificadores existenciales y universales deterministas se
amplian para incluir el no determinismo.

Lo que plantea un analisis filoséfico distinto, al unir conceptualmente los cuantificadores
probabilisticos con los deterministas, convirtiendo categorias Mes en Mest y aplicando los
mapeos convenientes. Por supuesto esto no es automatico, hay que hacer ciertos encajes, pero
pueden definirse sin ningln problema, aunque sea complejo por la cantidad de teoria requerida.
Por ejemplo:

<<Mapa determinista y no determinista Todo mapeo mesurable en la categoria de espacios
mesurables X -/ — Y in Meas puede ser regenerado como el morfismo

Meast X =% —Y en Meast definida por la medida de dirac (o un punto)

S () [B] = { s o s .} Asi, & asigna a x la medida de dirac en Y que

0 en otro caso

se concentra en f(x).>> (Sturtz, 2012).

Lo que queremos decir, y creemos que es palpable, aunque no se entiendan los conceptos del
todo y uno solo se pueda entrever lo que se sugiere; es la fructifera esfera de las categorias y,
como traslada los problemas filosoficos y/o metamatematicos. Nos parece, que de un modo
natural, plantea la filosofia de la practica matematica, como ideacion (génesis y proceso). Lo
dicho arriba, puede inscribirse en la probabilidad objetiva. Esto es, en la probabilidad sobre la
naturaleza; que no quiere decir, que el estudio categorico, fulmine, por poner por caso, a las
estructuras disipativas de llya Priogine. La filosofia, sigue latente, pero su revelacion es mas
nitida. O por mejor decir, la conceptualizacién, mejora. Y si mejoran los conceptos, clarifican
las hipotesis. Y si se clarifican las hipotesis, las tesis seran menos problematicas.

En fin, siguiendo el discurso del trabajo, debemos mencionar la influencia de las categorias
sobre la probabilidad subjetiva y bayesiana. Mencionamos arriba, tanto el trabajo de David
Teira como sus videos, donde nos hablaba, de una nueva interpretacion en analisis de
medicamentos, con la estadistica bayesiana. Un breve ejemplo a este respecto, aunque el mapeo
se puede generalizar, es el siguiente

Consideremos el problema de mapear el riesgo de una enfermedad [se analizan datos sobre la
incidencia del cancer de labio en Escocia] de utilizando una serie de conteos regionales de casos
observados y esperados e informacion sobre factores de riesgo potenciales. Para analizar este
problema desde un punto de vista bayesiano, proponemos una metodologia que extiende un
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modelo de particién espacial al incluir informacidn de covariables categéricas. Tal extensién
permite detectar conglomerados en la variacion residual que refleja mas covariables
posiblemente no observadas. La metodologia se implementa por medio de salto reversible de
cadenas de Markov en el método Monte Carlo. Se presenta una aplicacion para ilustrar y
comparar extensiones propuestas con un modelo de particién puramente espacial ~ (Gudici, et
al. 1999).

Para entender una moénada T [ver en [2] apartado cinco] en cualquier categoria, es conveniente
entender sus T-algebras. No nos vamos a extender, pero como venimos diciendo el trabajo es
filosofico y matematico. En ambos caso, de forma no especializada y, por tanto, creemos
necesario esta aclaracion. No es sencillo, en general, encontrar estas T-algebras. La descripcion
dada por Eilenberg-Moore. Su definicion fue descriptiva y no constructiva.

Un esquema para tener una representacion Util de T-algebras es encontrar una subcategoria
densa de T-algebras y reconocer que los objetos y morfismos en esa subcategoria puede ser
vista también como una estructura diferente. De ese modo la subcategoria, llamada Q ,es una
subcategoria de otra categoria R, y cuando es una subcategoria densa en Ry consistente de
objeto categdricamente compacto [en R ], entonces Q es llamada subcategoria densa compacta
de R.

Recordemos, que un objeto A en una categoria R es llamada categéricamente compacta si
tenemos (1) R (A, colimD) =colim; R(A,D; ) paratodo diagrama filtrado D: I —
— R tal que colimit existe. [ ver en [2] apartado nueve].

En todo caso, como ya hemos dicho, el volumen de conceptos, definiciones, etc., es
abrumadora para un trabajo de estas caracteristicas y tampoco —seguimos estudiando- nosotros
la conocemos al detalle y en su auténtica profundidad. Asimismo, también hemos expuesto en
al capitulo 4.2 la manera de utilizar las categorias como conceptualizacion de “procesos
subjetivos”.

Si continuamos con estas explicaciones, deberiamos introducir mas literatura de las categorias
y, mas formalizaciones; las cuales son mucho mas complejas. El desarrollo en la filosofia de
las matematicas, no es el tema del trabajo y, creemos, que hemos satisfecho las preguntas de la
introduccién y, pensamos, que hemos respetado y satisfecho el titulo del trabajo.

Nosotros mismos, necesitariamos mas horas de estudio (cosa que haremos, no quepa duda)
para entender las nuevas propuestas. Puede que el trabajo, parezca que se cercena, creemos que
no, pero puede parecerlo. En todo caso, por lo dicho anteriormente, lo terminamos aqui.

[1]. APENDICE SOBRE PROBABILIDAD.

Las traducciones son nuestras.

1.INTERPRETACION ELEMENTAL DEL TEOREMA DE BAYES.

<<Regla de Bayes: Si Ay B son dos sucesos, la probabilidad de que A haya ocurrido,
supuesto que B ha ocurrido, se puede calcular mediante la formula:
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P (A|B) = P(A)* [ P(B|A) / P(B)] denominada regla de Bayes.

Aparentemente, la regla de Bayes no es mas que otra forma de calcular la probabilidad
condicionada y, de hecho, asi es. Su importancia radica en su interpretacion. Para poner
de relieve esa interpretacion, conviene emplear unos términos peculiares. La
probabilidad P(A) se denomina probabilidad previa [en algunos libros, a priori],
mientras que P(A|B) se denomina probabilidad posterior [en algunos textos, a
posteriori]. Estos términos sugieren el marco en el que se aplica la regla. Se trata de
valorar como se modifica la probabilidad del suceso A, cuando poseemos una nueva
evidencia, la informacion de que B ha ocurrido. La probabilidad previa, P(A), es el
resultado de valorar la probabilidad de que A ocurre, antes de disponer de la nueva
evidencia. La probabilidad posterior P(A|B) es el resultado de la nueva evaluacion de
la probabilidad de que A ocurra, después de disponer la nueva evidencia. La férmula
de Bayes, P(A|B) = P(A)* {P(B|A) / P(A)} [llamaremos al cociente entre Ilaves factor]
muestra que la probabilidad posterior es igual a la probabilidad previa, multiplicada por
un factor que valora la nueva evidencia. Analicemos ese factor, el numerador es P(A|B),
lo que indica que, si P(B) esta fija, cuanto mas verosimil sea B supuesto que A ha
ocurrido, mas verosimil serd A, supuesto que B ha ocurrido [supongamos el caso donde
el factor sea 1. En ese caso P(A|B) = P(A)]. El denominador es P(B), esto significa que
fijo el numerador, cuanto menos probable sea B, méas verosimilitud afiade a que A haya
ocurrido>> (Vélez et al. 2006, p.165).

2. AXIOMATICA DE KOLMOGOROV EN BUSTOS (1955).

Si E es el conjunto de eventos a, B, 7, ... consideremos los subconjuntos de E
que llamaremos eventos fortuitos caracterizados porque toda clase F de esos
subconjuntos de E goza de las siguientes propiedades:

Ax1. F es un <<cuerpo>>; es decir: la suma, producto y diferencia de subconjuntos de
F, pertenecen a F.

AX2. F contiene a E.

Ax3. Si el conjunto A pertenece a F, existe un numero P(A), real y no negativo, que se
Ilama probabilidad de A.

Ax4. P(E) = 1.
AX5. Si A'y B no tienen elementos comunes, P(A+B) = P(A) + P(B).

Ax6. Si An contenido en ...A2, contenido en Al es una sucesion de F tal que la
interseccion A1*¥A2*...* An*...= 0, Lim P(A) = 0 si n--->infinito. (El Ax6. Es
independiente de los cinco anteriores).

3.LEY <<CERO-UNO>>.

<<4.4.1. Teorema Si X1, X2, ... son variables aleatorias independientes, Yy el suceso A
estd determinado sélo por el comportamiento de los términos infinitamente alejados de
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la sucesion X1, X2, ... y no depende de los valores X1, X2, ..., Xn para todo n finito,
entonces: o0 bien P {A}=0 o bien P {A}= 1.>> (Boss, 2008)

4. ESTA ES LA NOCION DE COLECTIVO

Consideremos un experimento aleatorio S y denotamos por L= {sl, s2, ...,sm} el
conjunto de todos los resultados del experimento. Se dice que el conjunto L es el
conjunto de etiquetas o el conjunto de atributos. Consideramos L sélo como conjunto
finito. Consideremos N realizaciones de S y escribimos xj después de cada realizacion.
Entonces obtenemos la muestra finita:

(3.1) x=(x1,...,xN),xj€ L.

Un colectivo es una idealizacion infinita de esta muestra finita:
(3.2) x=(x1,...,xN,...), xj€ L,

Para lo cual son validos los siguientes dos principios de von Mises.

El primero es la estabilizacion estadistica de las frecuencias relaticas de cada atributo o
€ Sen lasecuencia (3.2). Calculamos las frecuencias Vn (a; x)= nn (a; X)/ N donde nn
(o ; x) es el naimero de realizaciones de los atributos o en las primeras N pruebas. El
principio de estabilizacion estadistica de las frecuencias relativas dice: la frecuencia Vi
(a.; x) se acerca aun limite cuando N se acerca al infinito para cada etiqueta a€ L. Este
limite P(a)=1im V (o ; X) se dice que es la probabilidad de la etiqueta « en la teoria de
frecuencias de la probabilidad. A veces, esta probabilidad se denotara por P («) (para
mostrar una dependencia de colectivo x). (Khrennikov, 2009, p. 5)

5. CREENCIA BAYESIANA

THEOREM 2.9. Una funcion Bel: 220 — [0,1] es una funcion de creencia bayesiana si y solo
si, existe una funcion p: ® — [0,1] tal que

Zgeo P(6) =1 y
Bel (A) =Zgc4 p(8) paratodo A c © . (Si Bel es una funcion de creencia bayesian, entonces
la funcion p es por supuesto Unica; esta dada por p (8) =m ({6}).

THEOREM 2.8. Supongamos Bel: 2° - [1,0] es una funcién de creencia con superior P*,
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) Bel es Bayesiana.

(2) Todos los elementos focales de Bel son singletones [conjunto con un Unico elemento]

(3) Bel otorga un numero de similitud cero a cualquier subconjunto que contenga mas de
un elemento.

(4) Bel=P*
(5) Bel (A) + Bel (A%) =1 para todo Ac 0 . (Shafer, 1976, p. 45)
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6. MEDIDA DE LEBESGUE INTEGRAL DE LEBESGUE PARA FUNCIONES SIMPLES
MEDIBLES NO NEGATIVAS.

Definicion 2.1.1. Sean A < R un conjunto medibleys: A ¢ R — R una funcion simple medible
tal que s(x) >0 Vx € E. Escribamos S(A)= {al, ..., an} y A1 = {x € E : s(x)=al}. Entonces se
define la integral de Lebesgue de s sobre A, fA a dm, por el nimero extendido

J, adm=Z;_;ai m(Ai).

Ejemplo. Sea E= [-1,1] y sea s: E— R la funcion definida por: s(x)=5 vx € [—1,—%], s(x)=0
Vx € (—%ﬂ s(x)= 2 Vx € G 1]. Por consiguiente, s es una funcién simple no negativa y

medible, y se tiene que:
. adm= 5*m([-1,-¥2])+ 0*m((-Y2,Y2])+2*m((¥2 ,1])= 5*%+0*1+2*%;
=7/2.

[Los m es una medida [medida de lebesgue que definimos de manera sencilla como: u(s) =
T (by — ap)] y se calcula (—2) -(-1)=Y%2 , %2-(-%2)=1y 1-¥2=%.] (Gatica, 1977, p.45)

[2]. APENDICE SOBRE TEORIA DE LAS
CATEGORIAS.

1. DEFINICION DE CATEGORIA.
<<Una categoria C consiste de
-Una coleccidn Obj entidades llamado objectos

-Una coleccién Arw de entidades llamadas flechas (arrows) [llamados de forma mas extensa
morfismos. Es bueno tenerlo presente porque utilizaremos éstos ultimos, en detrimento de
flechas]

-dos asignaciones Arw 337175 =3 Obj [source: fuente, target: objetivo]

-una asignacién Obj »%— Arw
-una composicién parcial Arw x Arw -»— Arw
(Simons, 2011)>>.

[Pero esto es incompleto, como ya hemos dicho queremos ser claros y simplificar lo mas
posible, por ello introducimos otra definicién donde se incluye los morfismos, lo que falta en
la definicidn anterior]

<<Una categoria consiste de la IMFORMACION:

(1) OBJETOS
(2) MORFISMOS
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(3) Para cada morfismo f, un objeto como DOMINIO de fy un objeto como CODOMINIO
de f.

(4) Para cada objeto A un morfismo IDENTIDAD, el cual tiene dominio A y codominio A.

(5) Para cada par de morfismos: A -/ — B =9 € un morfismo compuesto A -/ °9 - ¢

Sujetos a las siguientes reglas:

(i) LEYES PARA LA IDENTIDAD: si A »f— Bentonces Iz°f = fy fol, = f
(ii) LEY ASOCIATIVA:

A —»f— B -9 C -"> D, entonces (h°g)°f = h°(g°f). Podemos omitir los paréntesis por la
ley asociativa.

En los incisos (4) y (5) estan escondidas las reglas de CONTABILIDAD. Explicitamente, estas
son: -el dominio y codominio de I, son ambos A.

-g°f solo esta definida si el dominio de g es el codominio de f;

-el dominio de g°f es el dominio de fy el codominio de g°f es el codominio de g.>> (Lawvere
and Schanuel, 2009)

2. DEFININICION DE FUNTOR Y FUNTOR CONTRAVARIANTE.

<<3.17 DEFINICION: Si A y B son categorias, entonces un funtor [algunos lo llaman functor] F
de A a B es una funcion que asigna a cada A-objeto A a un B-objeto F(A), y a cada A-morfismo
A == A‘un B-morfismo F(4) »F¥) = F(4") de tal manera que

(1) F preserva la composicion;i.e., F(f°g) = F(f)°F(g)
(2) F preserva la identidad de morfismos; i.e., F(id,) = idp4) para cada A-objeto A.>>
(Adamek et al., 2004, p.29-30)

<< DEFINICION 3. un funtor contravariante T de una categoria  en una categoria £ es un par
de aplicaciones (anotadas ambas con el mismo simbolo T). La primera, aplicacion de objetos,
transforma los objetos de H en los de £, y la segunda, aplicacion de morfismos, aplica los
morfismos de H en los de £, mediante las siguientes condiciones:

1) Sif € Homy (X, Y), entonces T(f) € Homy(T(X),T(Y))
2) Sif eHomy(X,Y)yg € Hom,(Y, Z), entonces T(gf)=T(g)T(f).
3) Paratodo objeto Xde H', T(Ix) = Ir(x)-

Se dice que el funtor T es contravariante si satisface las siguientes versiones de las condiciones
1)y 2).

1')Si f € Homy (X, Y) entonces T(f) € HomL(T(Y),T(X))

2’) Si f € Homy(X,Y)y g € Hom(Y,Z) entonces T(gf) = T(f)T(g). >>(Keese, 1971, p. 55-
56).

4) DEFINICION DE FUNTOR ADJUNTO.
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{{Definicién 7.1.1.1. Sea B y A categorias. Una adjuncion entre B y A es un

par de funtores
L:B—->Ay R:A-B

Junto con un isomorfismo natural cuyos componentes para cada objecto A€

0bj(A) v B € 0bj(B) es [no confundir objetos con categorias]
ag 4t Homy(L(B), A) >=— Homg(B,R(4))

Este morfismo es llamado el isomorfismo de adjunciéon para la (L, R) adjuncién
y para algin morfismo f: L(B) » A de A [A es la categoria], nos referimos a
apa(f):B = R(A) como el adjunto de f.

El funtor L es llamado adjunto izquierdo (adjunto por la izquierda) y el
funtor R adjunto derecho (adjunto por la derecha). Nosotros podemos decir
que L es el adjunto izquierdo de R o que R es el adjunto dereche de L. A

menudo lo denotamos

>> (Spivak, 2014, p.377).

5. DEFINICION DE MONADA Y MONADA DE GIRY.

Definicion: Una monada (monad) T= < T, n, u > en una categoria X consiste en un funtor
T: X— Xy dos transformaciones naturalesn: Iy > T, wT?->T 1)

Que hacen los siguientes diagramas conmutativos [por motivos de escritura pondremos las
transformaciones entre paréntesis, en vez de encima de las flechas]

IT »Te— T? IT-> (T) > T? « (nT) « TI
uT Lu | Lp | )
\) l T = T = T

T2 > K T
(Mac Lane, 1971, p. 133).

<<La ménada de Giry (Giry 80, siguiendo Lawvere 62) es la ménada en una categoria de
espacios adecuados gue envia cada espacio adecuado (suitable spaces) X al espacio de medida
de probabilidad en X.

Definicion. La ménada de Giry se define sobre la categoria de espacios medibles asignando a
cada espacio de medida X el espacio de todas las probabilidades sobre X, G(X), dotado
(endowed) con la sigma-algebra generada por el conjunto de todos los mapas evaluados

evy: G(X) »- [0, 1]
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Enviando un espacio de medida P a P(U), donde U oscila sobre todos los conjuntos medibles
de X. La unidad de la monada envia un punto x € X a la medida de Dirac en x, &,, mientras la
multiplicacion de las ménadas estéa definida por la transformacion natural

iyt G(G(X)) —»— [0, 1] dado por

L (@) = [ evy(q)dQ.

{gecx)

Esto convierte el endofuntor P en una ménada, y esta es la ménada Giry en un espacio medible
tal y como lo definié Lawvere.

[Una forma alternativa es utilizando espacios polacos (Polish spaces) P: Pol — Pol, que no
desarrollamos aqui] >> (nLab, Giry monad ")

6. DEFINICION DE HOMOLOGIA

<<Definicion 2.1 Dada una variedad de dimensidon n V y r subvariedades de dimensién p
conexas vl, ..., vr, se dice que existe una homologia entre ellas, v1+. . .+vr ~ 0, si para alguin
entero k, el conjunto de k copias de cada subvariedad vi, forma la frontera de otra
subvariedad conexa de dimension (p+1) W de V.

Poincairé entiende por variedad el conjunto de ceros de un sistema adecuado de funciones,
es decir, es la generalizacidon a dimensiones superiores del concepto de curva en dimension 1
o superficie en dimensién 2>> (Stadler, 2000).

7. ALGUNAS CLASIFICACIONES DE CATEGORIAS.

<<Ejemplo 1:

La categoria Set de conjuntos

Obj es la clase de todos los conjuntos

hom (A, B) es el conjunto de todas las funciones deA a B [Hom son los morfismos]
La categoria Mon de Monoides

Obj es la clase de todos los monoides

hom (A, B) es el conjunto de todos los homomorfismos monoidales (monoid homomorphisms)
deAaB

La categoria Grp de grupos

Obj es la clase de todos los grupos

73 https://ncatlab.org/nlab/show/Giry+monad
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hom (A, B) es el conjunto de todos los homomorfismos de grupo de A a B
La categoria AbGrp de grupos abelianos [grupos conmutativos]

Obj es la clase de todos los grupos abelianos

hom (A, B) es el conjunto de todos los homomorfismos de grupo de A a B
La categoria Modr de R-mddulos, donde R es un anillo

Obj es la clase de todos los R-médulos

Hom (A, B) es el conjunto de todos los R-mapas [funciones] de A a B

La categoria Vecte de espacios vectoriales sobre un cuerpo [también se denomina campo]
(field) F

Obj es la clase de todos los espacios vectoriales sobre F

Hom (A, B) es el conjunto de todas las transformaciones lineales de A a B

La categoria Rng de anillos

Obj es la clase de anillos (con unidad)

Hom (A, B) es el conjunto de todos los homomorfismos de anillos de A a B

La categoria Field de cuerpos (campos)

Obj es la clase de todos los cuerpos (campos)

Hom (A, B) es el conjuto de todos los anillos embebidos (ring embeddings) de A a B
La categoria Poset de conjuntos parcialmente ordenados

Obj es la clase de todos los conjuntos parcialmente ordenados

Hom (A, B) es el conjunto de todas las funciones monétonas de A a B. que son las funciones
f: P- Q satisfaciendop < p = f(p) < f(q)

La categoria Rel de relaciones
Obj es la clase de todos los conjuntos

Hom (A, B) es la relacion binaria de A a B, esto es, un subconjunto del producto cartesiano
AxB

La categoria Top de espacios topoldgicos

Obj es la clase de todos los espacios topologicos

Hom (A, B) es el conjunto de todas las funciones continuas de A a B

La categoria SmoothMan de variedades (manifolds) con mapas suaves (smooth maps)

Obj es la clase de todas las variedades
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Hom (A, B) es el conjunto de todos los mapeos suaves de A a B>> (Roman, 2010).

<<Esta construccion basica se puede generalizar a la categoria de espacios medibles Meas, de
modo que una medida de probabilidad P puede verse como una funcién P € Meas (2%, I)
donde I= [0, 1] dotado de la o—

alge bra de Borel generada por los intervalos abiertos, y 2% = Meas (X, 2) donde 2 tiene la
sigma- algebra discreta>> (Sturtz, 2015)

8. DEFINICION DE TOPO.

<<F. W. Lawrence y M. Terney [LN], [TV] introdujeron la definicién de topos elementales
principalmente en respuesta al sentimiento de que deberia ser posible caracterizar una clase de
categorias, que se comparten “internamente” en la forma en que esperamos que se comporten
los topos de Grothendick, pero que estan definidas por axiomas "elementales” que sean
independientes de la teoria de conjuntos.

1.11 DEFINICION. Una categoria € es llamada un (elemental) topos si
(i) & tiene limites finitos (Equivalentemente, £ tiene un pullback y un objecto terminal)

(ii) es un cerrado cartesiano, i.e., para cada objeto X tiene un funtor exponencial (-=)*: &€ »— &
el cual es un adjunto derecho para el funtor (-) x X.

(iii) £tiene un clasificador de subobjetos, i.e., un objeto Qy un morfismo 1 -»t— Q (llamado
“verdad” (true)) tal que, para cada morfismo Y »%~ X en £, hay un Unico ¢,: X »— Q (el
mapa clasificatorio de ¢ ) marcado un diagrama pullback

Y --1
lo lt
X—%s— 0 >> (Johnstone, 2014).

<<Sea M una clase de morfismos en una categoria A. Entonces A es llamada un M-topos
siempre que:

(1) Tiene un M-morfismo parcial
(2) Es cerrada cartesian, y
(3) Es finitamente cocompleta.

Los Mono-topoi son llamados topoi y los ExtrMono-topoi son llamados quasitopoi>>
(Adamek et al., 2019, p.445)

9. DEFINICION DE LIMITE EN CATEGORIAS.

<<2.24 Definition (i) definimos un funtor Lim_:cat (£)-»- Epor lim C= coeq
(€, 3%=4,3 C,) (Notar que el par (d,, d,) es reflexivo con la division comin i) [common
splitting].

(iif) Definimos un funtor  lim_,  : € —-¢&por lim, (F-"-C)=Ilim_- F.>>

(Johnstone, 2014).
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