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Resumen

El uso de Internet y las nuevas tecnologías ha traído consigo nuevas posi-
bilidades en el acceso a la información por parte de los usuarios. Los usuarios
acceden a la web para la búsqueda de recursos con un objetivo claramente
educativo. No sólo cuentan con el material disponible en el aula, sino que In-
ternet les abre un campo de posibilidades con multitud de recursos y puntos
de vista distintos de los diferentes usuarios.

Desde que a �nales de los 80, surgen los sistemas hipermedia, los alumnos
pueden evaluarse vía web de una forma mucho más productiva para el pro-
ceso de enseñanza-aprendizaje a la que se tenía con información meramente
textual y en papel. Un tipo de sistemas hipermedia son los sistemas hiper-
media adaptativos, que se componen de páginas web y desarrollan técnicas
para mostrar al usuario en cada momento un material u otro en función de
sus acciones con dichas páginas.

Las técnicas de adaptación que incorporan los sistemas hipermedia adap-
tativos pueden ser simples (un conjunto de reglas de navegación) o ser mo-
tores de decisión que implementen técnicas de la Inteligencia Arti�cial. Los
tests adaptativos inteligentes (TAI) utilizan estas técnicas y centran nuestro
trabajo porque los consideramos e�caces en la evaluación de los alumnos y
en la propia instrucción.

Una parte fundamental de los TAI es el módulo del estudiante que tiene
como objetivo que el sistema sea capaz de adaptar la instrucción de forma
individualizada a cada estudiante. El modelo del estudiante, como veremos
más adelante, contiene información sobre el estudiante como el conocimiento
que tiene del sistema y sus gustos y preferencias.

El presente trabajo realiza un estudio del arte de los distintos métodos y
técnicas utilizadas en el modelado del estudiante en cada uno de estos siste-
mas. Partiendo de un sistema TAI que implementa el modelado del estudiante
con el uso de redes bayesianas, el presente trabajo realiza una propuesta de
sistema que también se basa en las redes bayesianas pero presenta, como
novedad, una nueva forma de considerar las probabilidades implicadas en la
red, con el objetivo de mejorar la precisión de la estimación en el nivel de
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conocimiento del alumno.
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Capítulo 1

INTRODUCCIÓN AL
TRABAJO

1.1. Introducción

El trabajo presentado tiene como objetivo de�nir un sistema de tests adap-
tativos capaz de determinar con la mayor exactitud posible cuáles son los
conocimientos de un alumno en una determinada materia.
Para abordar el problema, se ha visto esencial la necesidad de hacer una

revisión de los distintos modelos existentes para entender qué modelo de
estudiante es el que mejor puede modelar un test adaptativo.
Después de ver las características y ventajas e inconvenientes de los méto-

dos de modelado del estudiante, hemos escogido para el modelado del estu-
diante, un modelo basado en redes bayesianas.
Tras hacer un estudio del arte de los modelos de redes bayesianas aplicados

a los sistemas de enseñanza de tests adaptativos, hemos visto la idoneidad
de este modelo en estos sistemas por ser una estructura que además de re-
�ejar los conceptos de la materia y las relaciones entre ellos, permite hacer
razonamientos sobre la propia estructura, con el �n de conocer los conceptos
de la materia que el alumno domina y los que no domina. Este conocimiento
de los conceptos, es uno de los objetivos de nuestro trabajo, puesto que se
considera una información muy útil de cara a insistir con el estudiante en el
aprendizaje de aquellos conceptos que la red bayesiana diagnostica que no
han quedado lo bastante claros.
El modelo de red bayesiana de este trabajo se basa en uno que ya se había

propuesto y probado anteriormente que se puede consultar ampliamente en
[37], y que hemos elegido como trabajo de partida por considerar que el
modelo es preciso en la estimación del nivel de conocimiento del alumno y
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1.2. OBJETIVOS DEL TRABAJO

también por su e�cacia computacional en cuanto a los cálculos necesarios
para determinar los parámetros de la red bayesiana.
Debido a que el modelo de red bayesiana de este trabajo realiza solamente

una modi�cación en el cálculo de los parámetros de la red, de ahora en
adelante, en este trabajo, haremos referencia a nuestro modelo como �modelo
de red bayesiana con pesos propuesto� y al modelo de Millán [37], �modelo
de red bayesiana de Millán�, con el único �n de diferenciar cuando hablamos
de uno y de otro.
Es sabido que los tests adaptativos informatizados (TAI) basados en la Teo-

ría de Respuesta al Ítem (TRI) proporcionan una herramienta de diagnóstico
�able y e�ciente porque dan una medida cuantitativa del conocimiento del
alumno sobre el sistema [11].
La TRI es una teoría de los tests adaptativos que sustituye a la teoría

clásica de tests y que presenta varias posibilidades de modelos matemáticos
de cada ítem de un test adaptativo, donde cada modelo permite caracteri-
zarlo con una serie de parámetros y adaptarlo al nivel de conocimiento del
estudiante.
Como el modelo de red bayesiana se corresponde con el de un test adap-

tativo informatizado TAI en el que se busca la mayor precisión en el nivel
de conocimiento del alumno, dicho modelo ya incorporaba en Millán [37] el
modelo TRI como modelo de respuesta al ítem. El �modelo de red bayesiana
con pesos propuesto� incorpora el mismo modelo de TRI que el �modelo de
red bayesiana de Millán�.

1.2. Objetivos del trabajo

El modelo de tests adaptativos informatizados que se propone en el si-
guiente trabajo pretende alcanzar los siguientes objetivos:

1. Determinar el nivel de conocimiento del alumno en cada uno de los con-
ceptos en que se divide una materia de estudio con la mayor precisión
posible mejorando un modelo bayesiano basado en la TRI ya existente.

2. Ofrecer un modelo bayesiano con un método sencillo y rápido para el
cálculo de los parámetros de la red.

El primer objetivo se lleva a cabo intentando mejorar la precisión de la
estimación del nivel de conocimiento de los modelos de redes bayesianas
presentados hasta el momento. La mejora se centra en el �modelo de red ba-
yesiana de Millán� basado en la TRI antes comentado que se puede consultar
en [37] y que se desarrolla en la sección 4.4.1

2



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN AL TRABAJO

El segundo objetivo se centra en presentar un modelo de red bayesiana
que además de mejorar la precisión del �modelo de red bayesiana de Millán�
es una solución e�caz computacionalmente. El cálculo más importante de un
modelo de red bayesiana reside en el cálculo de los parámetros de la red. Pues
bien, en ambos modelos bayesianos se persigue que la determinación de los
parámetros sea un proceso sencillo y automático.

1.3. Avance del trabajo

El �modelo de red bayesiana con pesos propuesto� tiene la misma estructura
grá�ca o cualitativa que el �modelo de red bayesiana de Millán�, que es una
red bayesiana donde los nodos son de dos tipos: los nodos concepto en que se
divide el conocimiento y los nodos pregunta que componen el test adaptativo.
Como nuestro trabajo tiene como objetivo principal determinar el nivel de
conocimiento del alumno en cada uno de los conceptos, y un test adaptativo
muestra al usuario una serie de preguntas, serán las relaciones entre preguntas
y conceptos las que nos interesen para determinar la parte cuantitativa de la
red.
La parte cuantitativa de la red serán las probabilidades condicionadas de

cada pregunta al conjunto de conceptos que están relacionados con esa pre-
gunta, o lo que es lo mismo, que se consideran que el alumno debe dominar
para contestar correctamente la pregunta. Los nodos de tipo concepto de
la red son binarios, es decir, adoptan dos posibles estados que denotaremos
como �conocido� y �desconocido�, de modo que un nodo concepto en estado
�conocido� implica que el alumno domina el concepto asociado, y un nodo
concepto en estado �desconocido� signi�ca lo contrario. Así, por cada pre-
gunta del test adaptativo hay que especi�car el conjunto de probabilidades
correspondiente a todas y cada una de las combinaciones de estado de cada
uno de sus conceptos relacionados. En mi opinión, el hecho de que las re-
des bayesianas empleen probabilidades para caracterizar la incertidumbre, la
convierte en una estructura que puede representar la incertidumbre que se
tiene sobre el conocimiento del alumno de forma sencilla con un conjunto de
probabilidades.
Como acabamos de comentar, son las probabilidades condicionadas de cada

pregunta dados sus conceptos, las que la persona que entrene la red, que en
nuestro caso, será un profesor, las que el profesor debe especi�car al principio
del sistema y que se consideran que son los parámetros de la red bayesiana.
Dada la característica de que los nodos de tipo concepto son binarios, el
número de probabilidades condicionadas por cada nodo de tipo pregunta
de la red es un número exponencial con base binaria 2 elevado al número

3



1.3. AVANCE DEL TRABAJO

de conceptos de la pregunta. Otro de los objetivos fundamentales de este
trabajo es determinar un proceso de cálculo de estos parámetros que sea lo
más sencillo posible y e�ciente computacionalmente.
Parece razonable pensar que los conceptos que intervienen en una pregun-

ta, no tienen todos la misma importancia sobre la pregunta; este hecho se
considera en el �modelo de red bayesiana de Millán� presentando este modelo
un método sencillo y rápido para el cálculo de la probabilidad de respon-
der correctamente a una pregunta dados los conceptos que conoce y los que
desconoce, teniendo en cuenta su importancia sobre la pregunta. El �modelo
de red bayesiana de Millán� lo consigue con una simple ordenación de los
conceptos dentro de la pregunta, de forma que el primer concepto será el
menos importante de la pregunta, el segundo el siguiente más importante y
así sucesivamente hasta llegar al último concepto que será el más importante
sobre la pregunta. Por su parte, el �modelo de red bayesiana con pesos pro-
puesto� ordena los conceptos mediante un factor peso, que habrá que indicar
para cada concepto dentro de una pregunta, y que no es otra cosa que una
proporción del concepto sobre la pregunta, un número entre 0 y 1.
Después de calcular para los dos modelos, �modelo de red bayesiana de

Millán� y �modelo de red bayesiana con pesos propuesto�, el conjunto de pa-
rámetros de la red, en este trabajo se concluye que los dos modelos permiten
calcular una probabilidad de responder correctamente la pregunta distin-
ta para cada caso del conjunto exponencial de probabilidades. Y además, el
cálculo es sencillo en los dos casos y por tanto, computacionalmente e�ciente.
Una vez visto que los dos modelos permiten un cálculo rápido y sencillo de

las probabilidades de la red, el siguiente y objetivo �nal de nuestro trabajo
es demostrar que el �modelo de red bayesiana con pesos propuesto� obtiene
una estimación del nivel de conocimiento del alumno cometiendo un menor
error. Voy a explicar este punto.
El conocimiento del sistema que tiene el alumno se divide en una serie de

conceptos. Pues bien, el conocimiento de cada concepto o en términos estadís-
ticos hablando, la certeza que se tiene sobre cada concepto, lo calcula la red
bayesiana como la probabilidad a posteriori de ese nodo. Existen algoritmos
que actualizan la información que se tiene sobre los nodos de la red y cuya
salida es la probabilidad a posteriori de cada nodo dada la información que
in�uye directamente en él; son los algoritmos de propagación de evidencia
de las redes bayesianas. Dependiendo del algoritmo seleccionado, también se
puede mejorar la e�ciencia en los cálculos. El �modelo de red bayesiana de
Millán� utiliza un algoritmo de agrupamiento de los nodos de la red orientado
a objetivo, cuyo propósito es reducir el subconjunto de la red sobre el que
hay que propagar la información. Como la información en una red bayesiana
veremos que se propaga hacia adelante y hacia atrás con respecto a cada no-
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do, el algoritmo orientado a objetivo, empleará en cada momento, los nodos
de tipo concepto que se estén considerando.
Nuestro trabajo también parte de este algoritmo, tras hacer un estudio

del estado del arte en los distintos algoritmos de propagación existentes para
redes bayesianas.
Pasamos a comentar, en el siguiente apartado, la estructura del trabajo.

1.4. Estructura del trabajo

El trabajo presentado se divide en ocho capítulos. Pasamos a ver una
introducción de cada uno de ellos.

En este primer capítulo, hemos comenzado con un resumen que sinte-
tiza los objetivos y temática del presente trabajo y el estado del avance
en cada uno de los objetivos marcados. Termina con una descripción
breve del contenido de cada capítulo.

En el segundo capítulo, se presentan las características principales de
un sistema hipermedia adaptativo. Se explican las características que
de�nen un sistema hipermedia y lo distinguen del resto de sistemas de
aprendizaje. También se explica la arquitectura de un sistema hiper-
media haciendo especial hincapié en el módulo del alumno como uno
de los componentes que merecen su estudio. En este mismo capítulo, se
introducen los sistemas de tests adaptativos informatizados TAI, como
un caso especial de los sistemas hipermedia. Se da la de�nición de un
TAI y de sus componentes esenciales.

El tercer capítulo está dedicado al problema del modelado del estu-
diante por ser el componente más importante de un sistema tutorial y
del que más depende las características de adaptación de un TAI. Se
introduce el problema del modelado del estudiante y se destaca el trata-
miento de la incertidumbre sobre el conocimiento que del alumno tiene
el sistema como una característica que deben incluir todas las técnicas
de modelado del estudiante. A continuación, se repasan las principales
técnicas de modelado del estudiante y su método de tratamiento de la
incertidumbre. Y en la última sección del capítulo, se revisan las dife-
rentes aplicaciones en el contexto de los sistemas tutoriales que de las
técnicas de modelado presentadas se han realicado hasta el momento.

El cuarto capítulo hace un estudio del estado del arte en los tests adap-
tativos informatizados TAI. Se presentan los antecedentes de los siste-
mas de tests desde la teoría clásica de tests hasta los tests adaptativos
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de hoy en día. Se explican las bases de la Teoría de Respuesta al Ítem
como un fundamento teórico sólido que permite caracterizar un test
adaptativo en base a un nivel de rasgo del alumno. Acto seguido, se
hace un estudio del arte de los sistemas de tests adaptativos informa-
tizados haciendo una clasi�cación en: sistemas de TAIs modelados con
la TRI, sistemas de TAIs modelados con sistemas de reglas y sistemas
de TAIs modelados con redes bayesianas.

En el capítulo quinto, se presentan las características de una red ba-
yesiana, por ser el modelo probabilístico seleccionado en el modelo del
estudiante de un test adaptativo informatizado que proponemos en este
trabajo. El capítulo comienza con algunos conceptos sobre grafos y las
características fundamentales de una red bayesiana, que son importan-
tes conocer, para adentrarnos después en los algoritmos de propagación
de redes bayesianas que han sido útiles para de�nir el algoritmo de pro-
pagación propuesto para el modelo de red bayesiana presentado en este
trabajo.

En el capítulo seis, se propone un modelo de red bayesiana, al que
haremos referencia a lo largo del presente trabajo como �modelo de red
bayesiana con pesos propuesto�, que basándose en un modelo de red
bayesiana sobre tests adaptativos informatizados con base en la TRI,
pretende mejorar la precisión de la información sobre el alumno que se
obtenía en relación al número de conceptos no dominados, dominados y
no diagnosticados por el sistema bayesiano. El �modelo de red bayesiana
con pesos propuesto� consiste en una modi�cación de los valores que se
asignan a los parámetros de la red bayesiana del modelo bayesiano de
partida.

En el capítulo siete, se presentan los resultados de los experimentos
realizados con alumnos simulados, y después con alumnos reales. Los
resultados de los experimentos consisten en el número de conceptos que
cada una de las redes diagnostica como dominados o no dominados.
Nuestro interés siempre va a estar en obtener información acerca de los
conceptos que el alumno aún no es capaz de dominar completamente
para poder insistir en su aprendizaje, pero también se trata de ver qué
red da la información positiva o negativa sobre los conceptos con el
menor error de precisión.

Por último, en el capítulo ocho, se proponen trabajos futuros que a
partir de este modelo de red bayesiana con pesos propuesto, se pueden
desarrollar con vistas a obtener más información sobre los alumnos y
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también propuestas orientadas a realizar una futura investigación sobre
las ventajas de estos sistemas de redes bayesianas frente a las especi�ca-
ciones estándares de�nidas para la creación de tests adaptativos como
es la especi�cación IMS Question and Test Interoperability.
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Capítulo 2

LOS TESTS ADAPTATIVOS
INFORMATIZADOS

2.1. Introducción

El trabajo presentado se centra en el estudio del modelo del estudiante de
los tests adaptativos informatizados que se pueden englobar dentro de los
llamados sistemas hipermedia educacionales, que son los sistemas educacio-
nales que suscitan mayor interés en la actualidad debido al avance de las
tecnologías en la web.
En la primera sección, hacemos una breve introducción general a los sis-

temas hipermedia para pasar ya en la segunda sección a hacer un repaso
histórico y la de�nición de un test adaptativo informatizado.

2.2. Los sistemas hipermedia

Como explican Boticario y Gaudioso en [4], una de las áreas de desarrollo
de los sistemas interactivos de enseñanza/aprendizaje que surgieron a �nales
de los años 80, son los sistemas hipermedia adaptativos.
Los sistemas adaptativos en educación son sistemas que tratan de suplir

las carencias de los sistemas tradicionales de tests mediante la adaptación
de su comportamiento a las metas, tareas, intereses y otras características
individuales de los usuarios y de grupos de usuarios como explica Brusilovsky
en [3]. Muy importante en estos sistemas, será, por tanto, su capacidad de
adaptación.
Un sistema hipermedia se basa en presentar al usuario los contenidos en

forma de material hipertexto. El hipertexto es básicamente un método de
organización de la información de naturaleza no lineal, cuya estructura con-
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siste en una red de nodos y enlaces. El usuario del sistema puede acceder a la
información de forma interactiva navegando a través de los nodos de la red.
Los enlaces de un sistema hipertexto son las conexiones entre un nodo ori-

gen y un nodo destino. En un sistema hipertextual, la información contenida
en los nodos es de tipo texto. En un sistema hipermedia, la información con-
tenida en los nodos puede ser de tipo multimedia (imágenes, secuencias de
imágenes, sonidos, vídeos).

2.2.1. Arquitectura de un sistema hipermedia

La arquitectura de un sistema hipermedia se divide en varios niveles [4].
En el primer nivel, están los dos tipos de usuarios: el usuario que accede

consultando el material disponible y el autor del hiperdocumento. El primero
puede consultar y navegar por la base de la información.
El software para estructuras del tipo hipertexto está formado, por un lado,

por un módulo de búsqueda y, por otro lado, por un módulo de operaciones
de mantenimiento, diseñados especí�camente para los dos tipos de usuarios.
A estos módulos se les denomina, respectivamente, módulo del alumno y
módulo del profesor.
Es necesario el módulo del alumno que se construye con las características

personales de cada estudiante y se actualiza durante la interacción del sistema
con el mismo. Gracias a este modelo, será posible adaptar el contenido y el
recorrido por el sistema a las necesidades y preferencias de cada usuario [4].
Según Boticario y Gaudioso [4], la información contenida en un sistema

hipertexto puede ser recuperada por navegación o interrogación, siendo la
navegación considerada como la forma primaria de acceso a la información.
Una herramienta importante de la navegación es el navegador.
En una navegación por la red, la posibilidad de la desorientación es impor-

tante. Con el �n de solventar este problema, se introdujeron en estos sistemas
capacidades de adaptación, de manera que pudieran guiar al alumno en su
navegación por los contenidos disponibles.

2.2.2. Características de adaptación de un sistema hi-

permedia

Según Brusilovsky en [3], en los distintos sistemas adaptativos los efectos
de adaptación pueden ser distintos. Por ejemplo, en los sistemas adaptativos
web, la adaptación se divide en tres tipos: adaptación del contenido, adap-
tación de la navegación de contenidos y adaptación en la presentación al
usuario.
Los tipos de adaptación que se consideran principalmente son dos [4]:
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Adaptación del contenido.

Adaptación de la navegación.

En la adaptación del contenido, la idea es adaptar tanto el tipo de mate-
riales multimedia utilizados para construir las páginas presentadas en cada
momento a un estudiante como los contenidos de las mismas, teniendo en
cuenta las características personales del estudiante, incluidas en el modelo
del estudiante.
En la adaptación de la navegación, se trata de ofrecer ayuda a los usuarios

de forma que puedan guiarse por sí mismos por los enlaces, adaptando la pre-
sentación de los enlaces a los objetivos, conocimientos y otras características
de los estudiantes.
Boticario y Gaudioso en [4] citan 4 técnicas de adaptación de contenido:

Texto condicional: la información relacionada con un concepto se divide
en varias porciones de texto, cada una de ellas lleva asociada una con-
dición relacionada con el nivel de conocimiento requerido para acceder
a ella y que está representado en el modelo del usuario (como permite
con�gurar el sistema AHA (Adaptive Hipermedia for All).

Texto expansible: cuando se selecciona una palabra resaltada o una
frase, ésta se reemplaza por una porción de texto. Este texto puede
volverse a comprimir y viceversa.

Variantes de fragmentos y páginas: el sistema mantiene variaciones del
mismo documento o fragmento con distintas presentaciones del mismo
contenido. Cada presentación es válida para cada uno de los posibles
estereotipos de usuarios.

Técnica basada en marcos: la información de un concepto se presenta
como un marco.

En resumen, el modelo del estudiante debe incluir toda la información
necesaria sobre el mismo, y posteriormente, esta información se utiliza pa-
ra generar cursos adaptativos utilizando (si se desea) distintas técnicas de
adaptación.

2.3. Los tests adaptativos informatizados (TAI)

En esta sección, mostramos los tests adaptativos informatizados (TAI)
como un caso particular de los sistemas hipermedia adaptativos. Los TAI
son sistemas hipermedia que presentan una serie de preguntas o ítems a un
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alumno para que las responda. Veremos en esta sección, la importancia de
determinar una secuencia adecuada de los ítems con el objetivo de adaptar
el nivel de di�cultad de las preguntas al nivel de habilidad del alumno y así
orientarlo y mejorar su aprendizaje.

2.3.1. Antecedentes de los sistemas de tests

Según I. Béjar [46], que es Investigador Cientí�co Principal (Principal Re-
search Scientist) y Director del Centro para el Diseño de Evaluación y Siste-
mas de Puntuación (Center for Assesment Design and Scoring), perteneciente
a la Divisón de Investigación (Research Division) del Servicio de Medición
Educativa (Educational Testing Service, a partir de ahora ETS), y que es
reconocido dentro del campo de los TAI como una de las �guras más impor-
tantes y que trabajan actualmente en ello, los primeros TAI se remontan a
Frederick Lock en el ETS, quien en los años 80 empezó un amplio programa
de investigación sobre los tests adaptativos.
Los primeros sistemas de tests fueron obra de Catell en el 1980 [42]. Según

los autores, los tests tradicionalmente han sido utilizados por psicólogos como
herramienta de trabajo. Se denomina �psicometría� a la ciencia que estudia
la medición de los tests, además de otros aspectos.
La relación entre la psicología y los sistemas de tests se debe a que los

tests permiten medir múltiples variables que además de con la habilidad del
individuo están relacionadas con la personalidad y la genética. Asimismo,
debido a la importancia de que las medidas resultado de los tests sean precisas
y contengan el mínimo error, surgen las teorías estadísticas de los tests, lo
cual es imprescindible para poder usar los tests de forma rigurosa y cientí�ca.
Hay dos grandes teorías que sirven de base a la construcción y análisis de los
tests, que son la Teoría Clásica de los tests (TCT) y la Teoría de Respuesta
por Ítem (TRI).
La teoría clásica tiene sus orígenes en los primeros años del siglo XX y fue

propuesta por Spearman [50]. Actualmente muchos tests psicológicos funda-
mentalmente se basan en esta teoría, por lo que se llevan utilizando apro-
ximadamente 100 años; de ahí que sea necesario su estudio. Durante esta
época, la evolución de los tests es rápida.
La elaboración de tests de acuerdo a la teoría clásica consistía en pre-

sentar los tests como un conjunto de preguntas consistentes entre sí y nada
más, es decir, no se tenían en cuenta factores relativos a cada alumno. La
consecuencia inmediata de la teoría clásica es que no existía una evaluación
individualizada para cada alumno.
Se denomina Teoría Clásica de Tests, al conjunto de principios y técnicas

de evaluación cuantitativa para la elaboración de tests que son aplicables de
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forma estándar a una población.
Los principios en los que se basa la teoría clásica son relativamente sim-

ples y los tests clásicos han ido evolucionando en los métodos de análisis
cuantitativos que empleaban.
En una primera etapa, conocida como �itemetría�, el foco de atención es-

taba en que los ítems tuvieran ciertas propiedades estadísticas hasta el pun-
to de que si los ítems no cumplían con estas características, no se incluían
en los tests. En esta etapa, se tomaba como medida estadística de un test
su con�abilidad. Al principio, la con�abilidad estaba relacionada con la que
correlación existente entre los ítems; si la correlación era alta, entonces se
concluía que los ítems que componían el test eran adecuados. Esta forma de
medida llevaba a errores por lo que se necesitaban otras técnicas para me-
dir la con�abilidad. Un ejemplo de otras formas de medidas son las pruebas
paralelas y la división por mitades. Surgieron también otras técnicas cuan-
titativas para la medida del error estándar, la fórmula Alfa de Cronbach, y
en general, estadísticos basados en la correlación y curvas estadísticas. No
obstante, todas estas medidas eran meramente cuantitativas y no tenían en
cuenta las características de personalidad que distinguen a un individuo de
otro y que afectan a la realización de los tests. Los psicólogos utilizan los tests
para medir los atributos de las personas. Los tests son muestras de conducta
que permiten llevar a cabo inferencias relevantes sobre el comportamiento de
las personas.
En una segunda etapa, se utilizan otras herramientas estadísticas como el

análisis factorial y las que se buscaban una relación entre los rasgos de perso-
nalidad y también poder explicar los distintos comportamientos del usuario.
El resultado de esta etapa son tests estructurados que trataban de explicar
mediante datos cuantitativos la relación entre componentes psicológicos del
usuario, como por ejemplo, explicar cómo pueden afectar los factores ambien-
tales a las respuestas del individuo, y también la in�uencia de la genética.
En un test de esta etapa, cada pregunta del test estaba orientada a medir un
rasgo psicológico.
Se puede a�rmar, por tanto, que los tests clásicos evolucionaron desde

medidas de correlación que medían la relación entre las respuestas del usuario
hacia tests más elaborados que se usaban de una forma experimental para
medir rasgos de la personalidad.
En cuanto a la calibración de los ítems, en el caso de los tests que medían

la habilidad del alumno, se seleccionaban los ítems de acuerdo a su contenido,
su nivel de di�cultad y poder de discriminación. Los ítems que se buscaban
eran los que poseían un mayor nivel de discriminación.
El nivel de di�cultad de los ítems se elegía en función del propósito de

la prueba y de la población o conjunto de individuos destino. La forma de
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construir los ítems era seleccionarlos inicialmente a partir de una población
inicial, lo que implicaba que si los ítems eran administrados a individuos
con rasgos diferentes de la población inicial, no servían para determinar su
comportamiento ante el test. Dicho de otra manera, los estadísticos que em-
pleaba la Teoría Clásica de Tests eran dependientes de la población sobre
la que se aplicaba el test. Para paliar este problema de dependencia de la
población de prueba, se podía construir un banco de ítems procedente de la
evaluación de grupos distintos de personas, pero esta solución no garantiza
que los tests sean administrados a personas de grupos equivalentes, por lo
que los estadísticos considerados en un principio no pueden extrapolarse a
los nuevos grupos de personas. Por ejemplo, si los sistemas de medición de
tests para dos estudiantes no tienen la misma escala, ¾cómo se puede ha-
cer una comparación?. Será necesario para poder comparar las dos medidas,
contrastar la di�cultad del test con el nivel aproximado de habilidad de los
examinados.
Otra limitación de la Teoría Clásica de los Tests está en la precisión de la

medición. Y es que en esta teoría, se mide la con�abilidad de un test como
la correlación entre las puntuaciones obtenidas en el mismo. En la práctica,
los valores de con�abilidad son más bajos de lo esperado y contienen error de
medida, porque se supone que es una medida equivalente para un conjunto de
examinados, cuando en realidad, las puntuaciones son distintas para alumnos
con diferente nivel de habilidad.
Por otro lado, un ítem, en ocasiones, depende del resto de ítems, no estando

esta relación re�ejada en la teoría clásica con las medidas de con�abilidad
y del error estándar. Por tanto, en el modelo clásico, no es posible aislar la
contribución del ítem a la con�abilidad del test, y por consiguiente, no es
posible medir su participación en la medida del error estándar.
Se concluye que a pesar de que los tests habían evolucionado con nuevos

métodos estadísticos que iban más allá de la medida cuantitativa del ítem en
el total del test, se hacía necesario un nuevo marco conceptual que se obtuvo
con la Teoría de Respuesta por Ítem.
A continuación, vamos a ver en qué consiste un test adaptativo y la Teoría

de Respuesta por Ítem como uno de sus fundamentos teóricos.

2.3.2. De�nición de test adaptativo informatizado

Un TAI (Test Adaptativo Informatizado) o en inglés, un CAT (Compu-
ter Adaptive Test), es un test administrado por un ordenador, en el que la
selección de la siguiente pregunta y la decisión de terminar el test se desa-
rrollan dinámicamente en base al per�l del alumno que se crea y se actualiza
durante la interacción con el sistema [42]. La principal ventaja de un TAI es
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la disminución signi�cativa en la longitud del test con las mismas y mejores
estimaciones del nivel de conocimiento del alumno. Otra ventaja está deri-
vada del uso del ordenador para la realización de los tests. De este modo,
cualquiera que tenga acceso a Internet desde cualquier ordenador se podrá
conectar al test. No podemos olvidar la gran capacidad de cómputo y al-
macenamiento de los ordenadores que pueden trabajar intensivamente con
grandes conjuntos de datos.
Se puede de�nir un TAI como un algoritmo iterativo que comienza con un

nivel inicial de estimación de conocimiento del alumno y que consta de los
siguientes pasos:

1. Todas las preguntas (que aún no han sido presentadas en el test) se
examinan para determinar cuál será la siguiente que se corresponda
con el nivel actual de conocimiento del alumno.

2. La pregunta es presentada y el alumno responde.

3. De acuerdo a la respuesta dada por el alumno, se calcula para él un
nuevo nivel estimado de conocimiento.

4. Los pasos 1 a 3 se repiten hasta que se cumple el criterio de parada.

De todos los pasos mostrados, se deduce que es importante determinar la
respuesta del alumno a una pregunta en función de su nivel de habilidad.
No sería justo evaluar la pregunta sin tener en cuenta cuál es el nivel de

conocimiento del alumno. También es importante calibrar bien la di�cultad
de la primera pregunta del test porque de ella derivan todas las demás. En
este punto, se pueden usar distintos criterios como, por ejemplo, tomar el
nivel medio de alumnos con un per�l similar que hayan pasado el test con
anterioridad. Igualmente que es importante de la selección del primer ítem,
será la selección de todos los demás por lo que será necesario un método para
la selección de los ítems.
Por último, hay que decidir cuál es el criterio para terminar el test, es

decir, para no mostrar más preguntas al alumno. También se pueden usar
diferentes criterios de terminación en función del propósito del test. El test
se puede terminar cuando al alumno haya alcanzado un determinado nivel de
habilidad, cuando se haya presentado un número �jo de preguntas del test,
etc.
Una de las teorías más sólidas usadas como fundamento en este tipo de

tests es la Teoría de Respuesta por Ítem [12] que describimos en la sección
4.2 y de que puede consultarse más ampliamente en [22].
Ejemplos de TAIs usadas actualmente y que nos citan Olea y Ponsoda en

[42] son: el Test of English as a Foreign Language (TOEFL), el Graduate
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Management Admissions Tests (GMAT), el Graduate Record Exam (GRE),
el Di�erential Aptitude Tests (para la medición de aptitudes), tests para la
selección de personal como el CAT-ASVAB para la selección de pilotos y con-
troladores aéreos, tests para la admisión en centros educativos como el Law
School Admission Test, para la evaluación educativa de niños y jóvenes como
el COMPASS, el NWEA y el CARAT, para la evaluación de conocimientos
de matemáticas de personas adultas como la prueba MATHCAT y también
tests que se aplican para la obtención �nal de un certi�cado o incluso una
licenciatura como medicina o enfermería.
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Capítulo 3

EL MODELADO DEL
ESTUDIANTE

3.1. Introducción

En el presente capítulo, se trata en primer lugar el problema del modelado
del estudiante para así poder diseñar tests adaptativos que sean e�caces en
su capacidad de adaptación al alumno y en la mejora de su aprendizaje.
Después se introduce la necesidad de modelar la incertidumbre relativa al
alumno en el modelo para tener una información completa que nos permita
saber con mayor detalle su nivel de conocimiento.
Tras estas dos introducciones en las secciones 3.2 y 3.3, en la sección 3.4,

se presentan las formas de modelado del estudiante más comunes que tratan
con la incertidumbre del alumno, cada una de ellas de manera distinta y con
menor o mayor e�cacia. Dentro de cada forma de modelado del estudiante, se
hace un estudio del arte de los distintos sistemas educacionales que utilizan
el modelo. Los modelos del estudiante considerados son: reglas, lógica difusa,
mapas cognitivos y redes bayesianas. La separación entre mapas cognitivos y
redes bayesianas se hace para mostrar que hay modelos con redes conceptua-
les que para manejar la incertidumbre utilizan otros métodos distintos a las
probabilidades de Bayes (modelo de factores de certeza, lógica difusa, otros
heurísticos).

3.2. Introducción al modelado del estudiante

El modelado del estudiante tiene como objetivo principal proporcionar
información acerca del objeto que está siendo modelado, en este caso, el es-
tudiante que utiliza el sistema de enseñanza/aprendizaje, como a�rma Self
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[48]. Como dice este autor, el sistema usa el modelo del alumno para deter-
minar las acciones más apropiadas para ese estudiante. Se puede deducir,
por tanto, que es un proceso dinámico que se va construyendo con el tiempo,
según Self [48], en tiempo de ejecución, durante el cual el alumno va dando
datos de entrada al sistema.
Sin un modelo de estudiante [48], un sistema de aprendizaje se comportaría

del mismo modo para todos los estudiantes. Nosotros sabemos que cada es-
tudiante tiene un per�l distinto en cuanto a su nivel de conocimiento previo,
sus aptitudes o habilidades, etc.
El modelo del estudiante debe tener acceso al conocimiento previo del

alumno como se indica en [47]. Según este texto, la experiencia del alumno
en una herramienta in�uye en su conocimiento en otras similares. También se
a�rma en este trabajo que no sólo es importante el conocimiento previo del
alumno sino también el contexto de aprendizaje, así como sus habilidades,
intereses, etc. En el �modelo bayesiano propuesto� del capítulo 6 presentado
en este trabajo, el modelado del alumno va a contener inicialmente única-
mente el conocimiento previo del alumno que va a ir cambiando a lo largo
del proceso de enseñanzaaprendizaje.
Se puede deducir de esta complejidad, que el modelado del alumno es una

tarea ardua que implica el conocimiento de aspectos personales del alumno,
más bien cognitivos [47].
El modelo del estudiante puede ser enriquecido con los posibles pasos que

el alumno debe dar para la solución de un problema y estos pasos pueden
mostrarse en una estructura en forma de árbol. Con este tipo de sugerencias,
el alumno va a estar mejor tutorizado lo que redundará positivamente en su
aprendizaje. El estudiante va a ser quien aporte la información de cómo va
realizando el trabajo a medida que interactúa con el sistema.
Para obtener mejoras en el aprendizaje del alumno, Self [47] propone que

se incluya también en la resolución de un problema información al alumno
sobre los objetivos que debe ir cumpliendo para guiarle mejor en lo que
está haciendo. El autor presenta una herramienta que es un tutor lógico
que presenta al usuario como información operadores que son las reglas de
inferencia del sistema y una ventaja con las metas.
En el problema del modelado del estudiante, hay que tener en cuenta las

interacciones que tienen lugar entre el conocimiento del sistema y el conoci-
miento que el sistema cree que tiene el alumno, como apunta Self [48]. Según
el autor, el sistema no trata directamente con el conocimiento del alumno,
sino que hace suposiciones acerca de lo que sabe y va aprendiendo.
Un sistema colaborativo como GUIDON (Clancey, 1979 citado en [9]) de-

bería ser capaz de dar explicaciones desde la tarea de más bajo nivel a una
explicación de mayor nivel de abstracción. Los autores comentan que es im-
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portante también de�nir bien el nivel de �granularidad� del dominio, o lo
que es lo mismo, la parte más pequeña representable del conocimiento del
dominio. Y continúan diciendo que para permitir que el sistema sea capaz de
dar explicaciones que se corresponden con las necesidades de los usuarios, es
preciso conocer también sus metas.
Un problema que existe también en el modelado del estudiante es el mo-

delado de los errores de concepto en el alumno. Por un lado, hay sistemas
basados en el enfoque de reglas erróneas que tratan de distinguir los errores
simples de los más graves como se hace en Brown y Burton, 1978 (citado en
[9]). Hay muchas formas de modelar los malentendidos (Ridway, 1988, citado
en [9]).
Vamos a hacer una revisión de las distintas técnicas de modelado del es-

tudiante desarrolladas hasta la actualidad.

3.3. Tratamiento de la incertidumbre en el pro-

blema del modelado del alumno

Pearl [43] a�rma que todos los hechos que no conocemos y situaciones
que no consideramos constituyen la incertidumbre. La autora presenta los
modelos probabilísticos como capaces de calcular los cambios en un hecho o
evidencia al cambiar información parcial y no relevante gracias a la teoría
de la probabilidad. Los modelos probabilísticos se basan en dos propiedades
fundamentales:

Relevancia: es una relación que indica un posible cambio en una variable
debido al cambio de otra. La relevancia no es necesario cuanti�carla
numéricamente.

Causalidad: es la representación de la relevancia mediante probabilida-
des.

Pearl [43] concluye que además de permitir los modelos probabilísticos
representar la relevancia entre las variables de�nen un esquema de prioridades
entre ellas para poder hacer predicciones.
De entre los modelos probabilísticos existentes, Castillo et al., [5] desta-

can las redes de Markov y las redes bayesianas como los dos modelos más
importantes. Según los autores, con la aparición de las redes probabilísticas,
la probabilidad es hoy en día, la medida de incertidumbre más intuitivia y
aceptada. También señalan que las redes bayesianas presentan ventajas sobre
las redes de Markov porque la factorización de la función de probabilidad se
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obtiene de forma sencilla a partir del grafo dirigido considerando un conjunto
de funciones de probabilidad condicionada que involucran a cada nodo con
sus padres, mientras que en una red de Markov son necesarios más pasos.
A continuación mostramos cómo tratan la incertidumbre los distintos mé-

todos de razonamiento que se aplican al problema del modelado del alumno.
Damos mucha importancia a la incertidumbre presente en el conocimiento
sobre el alumno, porque nos interesa en todo momento, saber con la mayor
exactitud posible cuál es su grado de avance en la materia y los motivos por
los que puede acertar o fallar una pregunta.

3.4. Paradigmas de modelado

3.4.1. Modelado del estudiante con reglas de inferencia

Self [50] a�rma que se distinguen entre proposiciones de alto nivel que son
aquéllas que a�rman hechos que el sistema desea que el alumno aprenda y
otras proposiciones que representan el supuesto conocimiento que del siste-
ma tiene el alumno. Si las proposiciones no son independientes entre sí, es
posible representar las relaciones entre ellas para deducir conocimiento. Es-
tas relaciones serán un conjunto de reglas de inferencia, que puestas en un
determinado orden son e�caces para determinar el nivel de conocimiento del
alumno.
Las restricciones en los sistemas de reglas son de la forma if e then h,

que representa que dada la evidencia e la hipótesis h es verdadera. A cada
regla del sistema se le asigna un factor de certeza CF, que no es un valor de
probabilidad, sino un grado de creencia en la hipótesis dada la evidencia. Los
valores del factor de certeza pueden ser negativos y positivos; un valor de -1
a 0 indica un factor bajo en la creencia de que dada la evidencia la hipótesis
sea verdadera y un valor de 0 a 1 indica por el contrario una creencia alta.
Cuando tenemos más de una regla en el sistema, pueden combinarse sus

factores de certeza para obtener un factor de certeza �nal como resultado
de analizar todas las reglas. Por ejemplo, si dos reglas comparten la misma
hipótesis, se combinan mediante la que se denomina función de combinación.
Y si la consecuencia de una regla es la causa de otra se combinan mediante
la función de serialización.
En el problema del modelado del alumno, podemos tener, por ejemplo las

reglas:
Si el alumno responde correctamente a la pregunta P1 entonces el alumno

conoce el concepto C1. (CF = 0.9) Si el alumno responde correctamente a la
pregunta P2 entonces el alumno conoce el concepto C1. (CF = 0.5)

20



CAPÍTULO 3. EL MODELADO DEL ESTUDIANTE

Como ambas reglas comparten la misma hipótesis, podemos combinarlas
mediante la función:

CF = CF1 + CF2 − CF1CF2 = 1,4− 0,45 = 0,95 (3.1)

En este caso, hemos deducido que las respuestas correctas las preguntas P1
y P2 respectivamente producen un factor de creencia alto en que el alumno
conozca el concepto C1.
También es posible combinar evidencia mediante las operaciones de con-

junción y disyunción del tal manera que en la conjunción de hipótesis, se
toma como factor de creencia �nal el factor de la regla multiplicado por el
mínimo de los valores y en la disyunción, el factor de la regla multiplicado
por el máximo de los factores de las hipótesis.
Pasamos a analizar el estado del arte.
El conocimiento del sistema MYCIN [9] se ha construido a lo largo de

cuatro años mediante interacciones con físicos. Este conocimiento es una
colección de sentencias condicionales llamadas �reglas de producción�. Hay
un total de 450 reglas. Cada regla contiene un conjunto de precondiciones
llamado premisa que, en caso de ser cierta, se lleva a cabo la conclusión que
aparece en la parte acción de la regla.
En MYCIN, el hecho de utilizar reglas de producción para tener una base

de conocimiento rica y completa para resolver problemas complejos, lleva a
pensar en las ventajas que puede tener la forma de representar el conoci-
miento del dominio con un sistema de reglas de inferencia. El formalismo de
reglas de producción se puede aplicar a otros dominios aparte del médico por
ser un lenguaje universal. GUIDON es un programa tutorial multidominio.
El sistema NEOMYCIN [8] basado en MYCIN que no solamente enriquece

la base de reglas de MYCIN sino que de�ne reglas de inferencia a distintos
niveles del proceso de diagnóstico de una enfermedad, añade taxonomía y per-
mite navegar por las reglas de�nidas hacia adelante y hacia atrás en función
de la nueva información que recibe el sistema de consulta. MYCIN realiza
esta exploración por las reglas de forma aleatoria.
Otro sistema que modela el estudiante con reglas de inferencia es el SQL-

Tutor [41]. El autor presenta la herramienta SQLTutor que de�ne un modelo
del estudiante basado en restricciones. El modelado basado en restricciones
se explica en (Ohlsson, 1994, citado en [41]).
En SQLTutor, el conocimiento del dominio se representa con un conjun-

to de restricciones donde una restricción de�ne un conjunto de problemas
equivalentes o clase de problemas ante los cuales el tutor devuelve la misma
acción. Los estados en un problema son pedagógicamente equivalentes.
En este sistema, una restricción es un par ordenado (Cr, Cs) donde Cr es
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la condición relevante y Cs es la condición de satisfacción. Cr representa los
estados del problema donde Cr es relevante y Cs identi�ca la clase de estados
relevantes en los que Cs se satisface. En otras palabras, si Cr se cumple en
el estado de un problema, para concluir que el problema es correcto, debe
cumplirse también Cs. Las condiciones de cumplimiento deben ser expresiones
lógicas.
El funcionamiento del modelado del estudiante en el SQLTutor es el si-

guiente: En un primer momento, todos los patrones relevantes son compara-
dos con el patrón que de�ne el estado del problema. En un segundo paso, el
patrón de satisfacción de las restricciones cuyas condiciones relevantes coinci-
dan con el patrón del problema se considera que se cumplen también. Por lo
tanto, si un patrón de satisfacción mapea el estado, la restricción se cumple
y el ITS no toma ninguna acción; por el contrario, la restricción es violada.
El modelo del estudiante va a contener todas las restricciones violadas.
La base de restricciones del SQLTutor es de 352 restricciones. Cada res-

tricción tiene asignad un único número y se compone de los patrones de
relevancia (parte izquierda de la restricción) y de satisfacción (parte derecha
de la restricción). Por cada restricción, se guarda información de cuántas ve-
ces se encontró relevante para resolver un problema, cuántas veces la usó el
alumno y cuántas veces la usó correctamente. Esta información se almacena
en forma de tres indicadores (relevante, usada, correcta) que es utilizada por
el módulo pedagógico del sistema para seleccionar nuevos problemas para el
estudiante.
El módulo pedagógico selecciona los problemas para el alumno y lleva a

cabo acciones de instrucción (realimentación) de acuerdo con el modelo del
estudiante.
El nivel de realimentación indica cuánta información se proporciona al

alumno. Hay 5 niveles de realimentación: positiva/negativa, de error, de pista,
de solución parcial y de solución completa.
Puede suceder que la solución de un alumno viole varias restricciones a la

vez. En este caso, el tutor examina las restricciones y selecciona la que al ser
violada hacer referencia a una confusión de concepto, que será aquélla que
tenga la mayor diferencia entre los indicadores �usada� y �correcta�. La razón
de seleccionarla de esta manera es que esta restricción habrá sido usada de la
misma forma errónea varias veces, y por tanto, la instrucción debe comenzar
por esa restricción.
Al alumno se le informa de todas las restricciones que ha violado pero

sólo se le indica el error de una de ellas con el criterio pedagógico de que
será capaz de corregir un error en ese momento y no varios errores al mismo
tiempo.
Otro criterio para seleccionar restricciones es elegir la que parezca que el
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alumno por su comportamiento no está seguro de ella, que será aquélla con
el valor máximo en el indicador �correcta�. Otro criterio seguido es presentar
al alumno un problema que requiere una restricción que no ha sido usada
todavía. En este punto, el tutor permite al estudiante seleccionar el problema
por sí mismo, lo cual introduce aleatoriedad en el proceso de aprendizaje de
las restricciones del sistema.
El modelado basado en restricciones se usa también en el sistema KERMIT

[51], un tutor para el aprendizaje de los modelos entidadinterrelación en
los sistemas de bases de datos. Este tutor utiliza un modelado basado en
restricciones para modelar el conocimiento del dominio y generar los modelos
de los estudiantes.
Los tutores basados en restricciones modelizan los dominios de aprendizaje

en un nivel de abstracción que simpli�ca el desarrollo de los sistemas tuto-
riales inteligentes [52]. Se han desarrollado sistemas basados en este enfoque
que se han comercializado con éxito debido a su efectividad para ser entornos
de aprendizaje adaptativos.
Las reglas de producción han funcionado bien en varios dominios como

a�rma Feigenbaum, 1977 (citado en [52]). Sin embargo, los autores seña-
lan que otros enfoques para construir sistemas basados en conocimiento son
posibles. Y además el enfoque basado en reglas presenta inconsistencias en
el razonamiento debido a que corrompe los principios de unión y localidad,
como señala Heckerman [23].

3.4.2. Lógica difusa

En la sección anterior, hemos tratado la representación del conocimiento
en forma de hechos y relaciones, es decir, en la certidumbre o de lo que se
tiene constancia del conocimiento del sistema y del alumno.
Los �conjuntos difusos� fueron introducidos por Zadeh [55] para tratar con

la incertidumbre y datos no conocidos o imprecisos.
Para entender la necesidad de disponer de una lógica difusa, Mendel [36]

comienza distinguiendo entre dos tipos de conocimiento que se pueden dar
en cualquier problema en el mundo real: conocimiento objetivo y el conoci-
miento subjetivo. El conocimiento objetivo es aquél que podemos cuanti�car
numéricamente porque no hay duda de su valor, por ejemplo, en una variable
numérica que toma valores discretos o continuos, el valor que tenga la varia-
ble en cada momento es único. En cambio, el conocimiento subjetivo hace
referencia a aquellos valores que se aproximan o acercan a cada uno de los
valores certeros que toma una variable en la lógica clásica. Este conocimiento
subjetivo suele expresarse con lenguaje natural y se le conoce también como
lingüístico. Un ejemplo es si consideramos la variable �altura� de una perso-
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na, podemos decir expresiones del tipo: �María es lo bastante alta�, �María es
muy alta�, para comparar su altura con una situación del mundo real como
puede ser que María llegue a ser jugadora de baloncesto. Se usan, por tanto,
variables lingüísticas para analizar y modelar sistemas.
En el ejemplo del baloncesto, será necesario también un método que permi-

ta asociar los valores lingüísticos con los valores numéricos que forman parte
del dominio original de la variable. Tal asociación la realiza un componente
fundamental en un sistema de lógica difusa que es la función de membresía.
Dicho de una forma general, la función de membresía o de pertenencia,

asigna a cada elemento de un conjunto su grado de pertenencia a uno de los
valores del conjunto. El rango de pertenencia de cada elemento al conjunto
puede variar en el intervalo [0,1], es decir, no se sabe con exactitud si el
elemento pertenece o no al conjunto difuso, como sucedía en la teoría clásica
de conjuntos. Es por esto que podemos considerar un conjunto más grande
que contiene al subconjunto difuso.
Los conjuntos sobre los que se de�nen las funciones de membresía se les

denomina conjuntos difusos. Un conjunto difuso F en otro U se representa
con un conjunto ordenado de pares de un elemento genérico x y su función
de pertenencia: F = (x, µF (x)) | x ∈ U . Por tanto, no todos los elementos x
forman parte del conjunto F sino que solamente los que veri�can la función
de pertenencia muF (x).
Análogamente a la teoría clásica de conjuntos, se de�nen operadores para

los conjuntos difusos. Entre las operaciones más importantes destacan la
unión, la intersección y el complemento, que se pueden de�nir de manera
distinta en función del dominio de aplicación y que no coinciden con las
operaciones de los conjuntos clásicos.
La función de membresía la de�ne el usuario del sistema de lógica difusa

según sus necesidades, aunque las más habituales son: triangular, trapezoidal,
lineal a trozos y gaussiana.
Además, las funciones de membresía pueden ser traducidas directamente

a reglas de producción en las que el antecedente y consecuente contienen
respectivamente, el valor numérico y el valor difuso. Por ejemplo, una regla
difusa puede ser la siguiente: SI la persona mide 1.80 ENTONCES la persona
es una persona ALTA
que se corresponde con el valor muF (0,8).
Por lo que hemos comentado, los elementos fundamentales que son nece-

sarios de�nir en un sistema de lógica difusa son:

Variables lingüísticas. En realidad, es una fase de conversión de varia-
bles numéricas a difusas.

Conjuntos difusos. Los conjuntos difusos son los elementos del dominio
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de cada variable lingüística.

Reglas difusas. Las reglas difusas permiten relacionar los conjuntos nu-
méricos con los conjuntos difusos.

Método de conversión de conjuntos difusos a conjuntos numéricos. Nor-
malmente la salida de los sistemas es numérica, aunque también puede
asociársele otro valor que no sea difuso.

En el problema del modelado del alumno, podríamos considerar como va-
riable difusaX = niveldeconocimientodelalumnoenunconceptodelamateria,
que puede tomar como valores X = bajo,medio, alto. La variable X se de-
termina en función del porcentaje sabido del concepto por el alumno, por lo
que la función de membresía es: µ(porcentajeconcepto) = bajo,medio, alto.
Con esta función de membresía, podemos tener como regla difusa:
SI el conocimiento del alumno en el concepto i es bajo ENTONCES se

presenta al alumno con casi seguridad otra pregunta del concepto i
Las reglas difusas contienen dos o más a�rmaciones difusas. Se pueden

aplicar diferentes técnicas de inferencia sobre las reglas difusas como la téc-
nica máx-min o la técnica del producto máximo que dan como resultado un
conjunto difuso. Es necesario transformar el conjunto difuso en un conjunto
nítido como salida del sistema, para lo que se pueden emplear varias técnicas
como el método del máximo (que selecciona el punto del dominio donde la
función de membresía alcanza su valor máximo) y el método del centroide
(que selecciona el punto del dominio que divide verticalmente por la mitad
al conjunto).
Pasamos a analizar el estado del arte.
KNOME [7] es el módulo de usuario del sistema UC, un sistema de consulta

de lenguaje natural sobre el sistema operativo UNIX. El propósito del sistema
es ofrecer un sistema adaptativo que detecte el nivel del usuario y sea capaz
de adaptar sus respuestas al nivel.
El autor discute distintas formas de modelado del usuario para concluir

que el modelo del usuario de un sistema de consulta como es UC, no puede
ser un subconjunto del modelo del dominio (modelo de superposición), ni
un sistema que tome acciones en base a las preferencias y/o necesidades del
usuario que se indican al principio de la sesión, ni un sistema que siga planes
de acción y metas en función de las acciones del usuario, sino que debe ser
un sistema capaz de inferir lo que el usuario conoce y no conoce de UNIX,
en este caso, en cada momento en el tiempo.
KNOME representa lo que cree que sabe el usuario. Para ello, utiliza una

categoría o prototipo para el usuario y así después poder hacer inferencias
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según su valor. La categoría de usuario es una variable lingüística que toma
como valores: novicio, principiante, intermedio y experto.
Además de categorizar a los usuarios, KNOME clasi�ca la información en

niveles de di�cultad. De este modo estereotipa los comandos, los formatos
de los comandos, la terminología en función de su nivel de di�cultad. El
nivel de di�cultad es otra variable lingüística que toma como valores: simple,
mundano, complejo y esotérico. El nivel simple incluye las características
que se suponen que se aprenden de forma rápida cuando se ve por primera
vez el sistema UNIX. El resto de valores representan un valor de di�cultad
mayor que el inmediato anterior, excepto el valor esotérico que se utiliza
para usuarios con necesidades especiales; por ejemplo, que necesiten el uso
especí�co de un comando que tenga una aplicación especí�ca como es el
comando spice usado en simulación de circuitos.
Una vez que la información se clasi�ca con un nivel de di�cultad, las in-

ferencias basadas en los niveles se representan como relaciones entre la cate-
goría del usuario y el nivel de di�cultad.
El uso de un doble sistema de estereotipado le permite a KNOME agrupar

las inferencias que van por defecto para cada grupo juntas y de este modo,
se ahorra tener que representar cada modelo de usuario individual junto con
sus inferencias especí�cas, lo que es e�ciente computacionalmente.
Además, para tratar con la incertidumbre, KNOME utiliza variables lin-

güísticas para indicar las medidas de certeza de sus inferencias en lugar de va-
riables numéricas. Son valores de certeza: problablemente, improbablemente,
muy problablemente, muy improbablemente, algo probable, algo improbable,
verdadero, falso. Dentro de las inferencias pueden haber los predicados: unos
pocos, la mayor parte, todos y ninguno. Por ejemplo, si un alumno conoce
todos los conceptos asociados con un nivel de di�cultad, entonces el sistema
in�ere como verdadero cualquier hecho de este mismo nivel que se le presente.
El tutor de matemáticas MDF que trata de guiar al alumno en el apren-

dizaje de números mixtos, fracciones y decimales. Cada tipo de problema
del dominio es considerado un tópico. Hay 14 tópicos en el tutor y cada tó-
pico tiene asociado una lista de pretópicos que deben ser dominados por el
alumno antes de presentarle un problema del tópico. Además cada tópico tie-
ne asociado una lista de habilidades que son los pasos en la resolución de un
problema del tópico considerado. Por ejemplo, para sumar matrices, el estu-
diante debe saber calcular el mínimo común múltiplo, convertir las fracciones
en equivalentes, sumar numeradores, simpli�car y formatear el resultado.
El modelo del estudiante del tutor MDF almacena la variable rendimiento

(pro�ciency) por cada tópico del dominio. Los autores de la herramienta
consideran que un valor numérico para el rendimiento del alumno no aporta
su�ciente información sobre su progreso en cada uno de los tópicos. MD

26



CAPÍTULO 3. EL MODELADO DEL ESTUDIANTE

utiliza elige para representar la incertidumbre vectores de certeza por cada
tópico. Cada vector contiene 7 puntos y todos ellos suman 1. El valor de cada
punto indica la probabilidad aproximada de que el estudiante tenga ese nivel
de rendimiento. De este modo, el valor más bajo del vector es (1000000) y el
más alto (0000001).
Para actualizar los vectores de creencia, el tutor utiliza otros factores como

son las pistas que se han mostrado al alumno y los factores de adquisición y
de retención. Cada pista tiene asociado un índice de información que describe
cuánta información da al alumno. Para índices menores que el índice de la
pista de mayor información presentada al alumno hasta el momento, se usa
como regla de actualización la regla de aumento con C = A, donde A es
función del factor de adquisición, y para índices mayores que el índice de la
pista, se usa la regla de disminución con C = B, donde B es función del
factor de retención.
El tutor también determina por cada tópico el número de habilidades impli-

cadas y su nivel de di�cultad en función del nivel de rendimiento del alumno.
Así el tutor proporciona contenido adaptado al nivel del alumno y selecciona
los temas objetivo.
A pesar de estar resuelto el problema de la adaptación, los autores en

reconocen que el esquema de vectores propuesto no tiene ninguna base teórica
sólida, con lo que su validez está pendiente de comprobar. Más aún, el tutor
internamente en lugar de emplear el vector de creencias lo colapsa en un
único valor numérico que se calcula multiplicando cada índice del vector por
su componente y después se suman todos los valores. Es después este valor
numérico el que se usa para medir el nivel de rendimiento del alumno en
cada tópico. Parece razonable pensar que se podría aprovechar mejor tener
un vector como medida del rendimiento.
En cuanto a la efectividad de los sistemas basados en lógica difusa, hemos

de comentar que no han sido probados de forma rigurosa lo cual puede llevar
a situaciones imprevisibles. Además, solamente se ha demostrado que sola-
mente son más e�caces cuando se trata de un sistema completo que trabaja
además de con conocimiento difuso con reglas difusas [38].

3.4.3. Redes conceptuales

Hemos podido encontrar literatura extensa acerca de sistemas que mode-
lan el conocimiento del alumno y las estrategias de aprendizaje en una red
conceptual que contiene relaciones causales entre los distintos elementos del
dominio relacionados. Desde mi punto de vista, todos los sistemas basados
en esta estructura pretenden representar más situaciones que pueden darse
durante el aprendizaje y también mejorar la toma de decisiones. En la im-
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plementación de más bajo nivel de estos sistemas, puede que utilicen algún
heurístico para evaluar la información disponible, factores de certeza e inclu-
so lógica difusa. A continuación presentamos ejemplos de redes conceptuales
para el modelado del alumno con una lógica subyacente en algunos casos
distinta, con la intención de resaltar los mapas cognitivos como una técnica
propia de modelado.
Weiss, Kulikowski y Sa�r [52] presentan el sistema CASNET como un

sistema que utiliza una red con relaciones causales y de asociación para re-
presentar las situaciones de un paciente con el objetivo de determinar la
diagnosis y mejor terapia recomendada en cada visita al médico.
El objetivo del sistema CASNET es la mejora el sistema de reglas MYCIN

en cuanto a que la red causal proporciona un método capaz de razonar más
allá de la mera asignación de un paciente a una categoría de enfermedad en
un proceso dinámico que cambia el estado del paciente a medida que se va
teniendo nueva información.
Según el estudio de CASNET, el modelo de una red causal es muy adecuado

en la representación de las posibles causas de un glaucoma y las terapias a
aplicar porque se conocen muy bien. El dominio está muy bien determinado.
El conocimiento del sistema se representa con tres tipos de datos: obser-

vaciones del paciente, estados de la red causal y categorías de la enfermedad
(diagnóstico, prognóstico y terapia). Cada diagnóstico está asociado con un
conjunto de terapias ordenadas como una lista de preferencias de tal modo
que cada terapia en la lista está asociada con un grado más avanzado de la
enfermedad.
Así tenemos que las observaciones son la evidencia directa obtenida de

un paciente. Los estados �siopatológicos son constructos intermedios que
describen las condiciones que resultan de las observaciones. Y en un nivel de
abstracción mayor están las categorías. Se dan las siguientes relaciones entre
elementos: observacionesestado, estadoestado y estadocategoría.
En CASNET interesan dos tareas fundamentales: la interpretación del

diagnóstico y la recomendación de una terapia.
El diagnóstico es interpretado mediante las observaciones de un paciente

referidas a los estados �siológicos que le corresponden. Cada estado puede
tomar tres valores (con�rmado, denegado, indeterminado) y este valor se
toma como hipótesis. Los diagnósticos son activados por la con�guración de
varios estados y denegados dentro de la red causal. La evaluación del estado
de un paciente es un proceso dinámico. En este modelo no se especi�can
pesos a pesar de que cada hipótesis puede tener varias medidas.
En cuanto a la recomendación de una terapia, para elegir una terapia

especí�ca se tienen en cuenta los detalles de cada paciente. Cada terapia es
asignada un peso derivado de las observaciones, indicando una medida de la
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con�anza en el éxito del tratamiento. El tratamiento con el peso más alto es
seleccionado de la lista de tratamientos. Este esquema permite la codi�cación
de condiciones para seleccionar una terapia.
En mi opinión, en el caso de CASNET, la representación en forma de árbol

permite aunar en una representación única todas las posibles situaciones
que pueden darse entre un paciente y sus posibles diagnósticos así como la
in�uencia de las terapias seleccionads en los estados de los pacientes.
Hay sistemas que organizan el conocimiento en una red jerárquica. Tal es

el caso de un sistema tutorial inteligente de aprendizaje colaborativo como es
LCS (Learning Companion System) [6] cuyo conocimiento es más complejo
porque modela dos agentes de aprendizaje: el propio alumno y un agente de
compañía que interactúa con el alumno con el objetivo de motivarle en una
tarea de colaboración y competición al mismo tiempo.
En este sistema, cada agente es un conjunto de reglas, que se representan

como reglas de producción. Sin embargo, las actividades de aprendizaje del
dominio se pueden describir en tres niveles de abstracción:

Nivel global, que es el nivel del curriculum. El curriculum es el conjun-
to entero de actividades que se corresponden con el conocimiento del
dominio y los objetivos de aprendizaje.

Nivel de protocolo, que organiza las actividades en un determinado
formato.

Nivel de episodio. Un episodio es una unidad básica de las actividades.

En resumen, un curriculum contiene un conjunto de protocolos, un pro-
tocolo es un conjunto de episodios y un episodio es una unidad básica de
conocimiento. Se puede representar esta estructura en un árbol, donde cada
nodo es un conjunto de reglas.
En el momento de aprendizaje de un episodio, las reglas de los diferentes

agentes relacionadas con ese nodo se ejecutan. Después de ejecutar el episo-
dio, se ejecutan las reglas de plani�cación que deciden qué nodo �episodio�
se visita a continuación.
El árbol se llama también �mapa de situación�. Chan [6] de�ne un mapa

de situación como un grafo donde cada nodo representa una situación en la
resolución de un problema y se rellena con los detalles de esa situación. Un
enlace del grafo relaciona dos situaciones de un problema y por tanto cuál
es la situación previa a la otra dada en el problema. El agente de compañía
toma el grafo como guía para elegir una acción entre diferentes situaciones.
El estudio del sistema LCS concluye que un mapa de situación representa

explícitamente las situaciones implícitas en la resolución de un problema con
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lo que se puede aplicar de forma general a diferentes problemas. El mapa es
capaz de capturar además la historia de situaciones pasadas.
No obstante, según Chan ningún problema del estado del arte es capaz de

representar situaciones complejas (que LCS sí lo hace) e intuiciones humanas
(que está pendiente) al mismo tiempo.
Esta organización jerárquica del conocimiento en forma de árbol se lleva a

cabo en los cursos de aprendizaje web elearning.
El modelado del estudiante que se utiliza en los sistemas de aprendizaje

web es el modelado de superposición multicapa [37]. En este método, a�rma
Weber [53] que el conocimiento de las unidades a ser aprendidas se organi-
zan en una red conceptual. Las unidades se organizan jerárquicamente en
lecciones, secciones, subsecciones y páginas terminales. Las páginas termina-
les pueden introducir nuevos conceptos, presentar listas de ítems y ofrecer
problemas para su resolución. Cada unidad es un objeto que contiene tro-
zos de texto de la unidad con la correspondiente página e información para
relacionar las unidades y los conceptos.
El modelo de usuario se representa con un modelo multicapa. La primera

capa describe si el usuario ya ha visitado la página asociada al concepto. La
segunda capa contiene información sobre qué ejercicios e ítems de test relacio-
nados con el concepto el usuario ya ha trabajado y si lo hizo bien. La tercera
capa describe si un concepto puede inferirse mediante links de referencia des-
de otros conceptos que dominó previamente. La última y cuarta capa describe
si el usuario ha marcado el concepto como ya sabido. La información en cada
una de las capas es actualizada independientemente. Este modelo multicapa
soporta la anotación adaptativa de links y el secuenciamiento del curriculum
individualizado.
Un concepto es anotado como �ya aprendido� si se han realizado su�cientes

ejercicios o ítems de test relacionados con el concepto. Un concepto es anotado
como �inferido� si el concepto no está todavía aprendido o si fue inferido
como aprendido a partir de otros conceptos. Un concepto es anotado como
�marcado como sabido por el usuario� si el usuario lo marcó como sabido y no
hay información de que el concepto es �ya aprendido� o �inferido�. Finalmente,
un concepto es anotado como �no preparado para ser visitado� si ninguno de
los anteriores estados del concepto se cumple.
En este sistema, la anotación adaptativa de links es sólo usada como una

pista desde el punto de vista de que un alumno puede visitar una página
incluso cuando no es recomendable que lo haga. El secuenciamiento de con-
tenidos signi�ca que la página calculada por el sistema para ser mostrada
a continuación se calcula dinámicamente en función del objetivo general de
aprendizaje y del estado de los conceptos aprendidos. La siguiente página
sugerida pertenecerá al concepto al que no se le asignan los tres primeros
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estados y que será el siguiente preparado para ser aprendido.
Además de este conocimiento del dominio usado para el secuenciamien-

to de contenidos, la herramienta ELM-ART [53], utiliza un modelo llamado
episódico del alumno para poder explicar los errores cometidos. La represen-
tación del conocimiento en el modelo episódico consiste en conceptos y reglas.
Los conceptos se re�eren a conocimientos del lenguaje de programación LISP
(en concreto, procedimientos y conceptos semánticos). Las reglas describen
diferentes formas de solucionar el problema planteado por el concepto. En
el modelado episódico de Weber no se emplea un modelo de factores de cer-
teza, sino que según Millán [37] en un correo electrónico Weber explicó que
utilizaba un heurístico que habían desarrollado ellos mismos.
Así, el modelo del estudiante se compone de una colección de episodios que

son descripciones de cómo el alumno ha resuelto el problema. Estas descrip-
ciones son estructuras de explicación de cómo una tarea de programación ha
sido resuelta por el alumno.
Los episodios no se almacena como un todo, sino en fragmentos llamados

snippets. Cada snippet describe un concepto y una regla. Estos snippets se
almacenan como trozos con respecto a los conceptos del conocimiento del
dominio. De este modo, el modelo episódico del alumno está interrelacionado
con el conocimiento del dominio. Para construir el modelo del alumno, el
código es analizado para determinar los conceptos y las reglas empleadas en
la solución de un problema.
Según Weber y Spetcher [54], en los sistemas tutoriales web, los sistemas

más avanzados son aquéllos que se basan en el modelo del estudiante episódico
y también los que ofrecen ayuda individualizada. No realiza un diagnóstico del
problema continuamente, sino que solamente cuando el usuario lo solicita, lo
que hace el modelo más adecuado para entornos web. Esta última a�rmación
de Weber se re�ere a que en un entorno web lo más importante es el tiempo de
respuesta del sistema y si se estuvieran calculando enlaces de forma continua,
el tiempo de respuesta aumentaría.
Un ejemplo de mapa cognitivo que utiliza lógica difusa es el tutor de quí-

mica ML-Modeler [21], que se apoya en una red de conceptos abstractos, sus
relaciones y estrategias para resolver problemas. En una única red, en reali-
dad hay representadas más de una, denominándose cada una de ellas MOP.
La nueva información que se añade a la red es en forma de MOP, extendiendo
y contrayendo aquellas partes de la red que no son necesarias en cada momen-
to. Cada MOP representa un problema, su solución y los conceptos usados
para resolverlo y para ello contiene proposiciones de la materia, ecuaciones
y procedimientos.
Los enlaces de la red conceptual indican estado de un atributo, conoci-

miento factual y conceptos de química.
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El sistema ML-Modeler representa la incertidumbre con variables difusas
que con valores de probabilidad. Gürer, desJardins y Schlager [21] descartan
el uso de una red bayesiana por motivos de simplicidad y porque en un futuro
el paso de una estructura a la otra es casi directo.
El sistema lógico usado por ML-Modeler se basa en las funciones de pro-

babilidad difusas (fpds) que se utilizaron en el sistema Sherlock II. Estas
funciones están asociadas a variables que se corresponden con conceptos de
la red. También se asignan fpds a los enlaces y se usan los enlaces para
calcular fpds.
ML-Modeler utiliza 7 valores (de�nitivamente, probablemente, posiblemen-

te, quizás, posiblemente no, probablemente no, de�nitivamente no) en las
fpds que están asociadas a cada concepto y enlace en la red. Una fpd se re-
presenta como una tupla (p1, p2, p3, p4, p5, p6, p7) donde p1 es la probabilidad
de masa asociada con el valor de�nitivamente no y p7 es la probabilidad de
masa asociada con el valor de�nitivamnete. Estos valores se actualizan con
la información inicial del alumno y con la aplicación de hipótesis, utilizando
funciones de actualización �upgrading� y �downgrading� para aumentar un
valor de probabilidad de masa o disminuirlo respectivamente. Las funciones
de �upgrading� y �downgrading� se muestran a continuación:

pi = pi − pic+ pi−1c (3.2)

pi = pi − pic+ pi+1c (3.3)

Por ejemplo, la hipótesis de que el alumno ha utilizado una determinada
ecuación para resolver un problema haría que todos los conceptos y enlaces
relacionados se actualizaran con la función �upgrading� y el resto se degra-
daran con la función �downgrading�.

3.4.4. Modelado del estudiante con redes bayesianas

Una red bayesiana [5] es un par (D,P ), donde D es un grafo dirigido ací-
clico, P = p(Xi|pa(Xi)), con i = 1, ..., n, es un conjunto de n funciones de
probabilidad condicionada, una para cada variable, y pa(Xi) es el conjunto
de padres del nodo Xi en D. Los parámetros de la red son p(Xi|pa(Xi)). El
conjunto P de�ne una función de probabilidad asociada mediante la factori-
zación:

p(x) =
∏

(1,n)∈i

p(xi|pa(Xi)) (3.4)
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El conjunto de la red bayesiana será la probabilidad condicionada conjunta
de todas las variables aleatorias del grafo. Existen diversos tipos de redes
bayesianas dependiendo del tipo de variables que contenga el grafo (discretas,
continuas o ambas) y del tipo de distribución que se considere para cada
variable.
Por tanto, para de�nir una red bayesiana, hay que especi�car:

Un conjunto de variables X1, X2, ..., Xn.

Un conjunto de enlaces entre esas variables, de forma que la red formada
con estas variables y enlaces sea un grafo acíclico dirigido.

Para cada variable Xi, su probabilidad condicionada al conjunto de sus
padres.

En el problema del modelado del alumno, las variables de la red bayesiana
puede representar el grado de conocimiento del alumno en un determina-
do concepto de la materia o también, por ejemplo, si el alumno ha sido
capaz de responder correctamente una pregunta o un ejercicio. Pueden to-
mar valores binarios (conocido/desconocido), (correcto/incorrecto), discretos
(mal/regular/bien) o continuos donde el valor es un número entre 0 y 1.
Dadas las características de las redes bayesianas de representar todas las

relaciones existentes entre las variables, son un mecanismo que permiten
hacer deducciones (razonar sobre las variables que in�uyen en otras) y sacar
conclusiones(razonar sobre los efrectos producidos en unas variables debido
a otras) a medida que se va obteniendo nueva información o evidencia acerca
del alumno.
Pasamos a analizar el estado del arte.
La primera propuesta de usar redes bayesianas en el modelado del alumno

aparece en Villano (1992, citado en [38]). En [33] se explica la necesidad
de tener un modelo del estudiante probabilístico para poder representar la
incertidumbre sobre el nivel de conocimiento del alumno. La incertidumbre
está causada por errores de descuido o aciertos aleatorios en las respuestas
del alumno y otras respuestas inesperadas por el sistema.
Vamos a ver los modelos basados en redes bayesianas de tres sistemas que

están relacionados entre ellos: sistemas OLAE, ANDES y POLA.
El sistema OLAE [36] es una herramienta de evaluación que recopila datos

de los estudiantes en la resolución de problemas en clases de física, analiza los
datos con métodos probabilísticos que calculan el conocimiento del alumno
y presenta los resultados del análisis de una forma muy �exible.
Por cada problema, OLAE crea automáticamente una red bayesiana que

relaciona el conocimiento representado como reglas de primer orden hacia
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acciones particulares, como pueden ser, la presentación de ecuaciones escritas
por parte del sistema. El conocimiento del dominio en OLAE es un conjunto
de reglas.
El modelo del estudiante es el conjunto de reglas que indican lo que el

estudiante conoce del dominio. Cada regla se corresponde con una parte
del dominio y pueden ser correctas e incorrectas. Varias reglas se pueden
agregar para componer el modelo del alumno y el sistema tomar decisiones
posteriormente en base a esas reglas.
Pero con este esquema simple de reglas, hay situacines del aprendizaje no

contempladas. En primer lugar, el alumno puede cometer errores no intencio-
nados que simulan una regla del sistema que no debería haberse producido.
En segundo lugar, el alumno puede acertar por azar respuestas. Y por últi-
mo y en tercer lugar, en el caso de que haya varios caminos posibles para la
solución de un problema, es muy difícil diagnosticar cuál es el camino que ha
seguido que explica su conocimiento.
Para poder tratar con esta incertidumbre, el sistema OLAE utiliza las redes

bayesianas. El enfoque bayesiano además de permitir una clasi�cación de las
reglas, permite decidir en función de la frecuencia de las reglas.
OLAE presenta al alumno cinco tipos de actividades basadas en ordenador,

una de las cuales es la resolución de problemas de física, que es en la que se
centra el modelado de la red bayesiana. En base a estas actividades, OLAE
recopila las acciones del alumno y la duración de las acciones.
Para poder razonar sobre el conocimiento del alumno en un nivel de abs-

tracción superior a las reglas, el sistema de�ne factores. Un factor es una
función de las probabilidades de un conjunto especí�co de reglas y represen-
ta el dominio del alumno sobre ese conjunto. Por ejemplo, un factor puede ser
el conjunto de reglas necesarias para apostolar que se tiene un subconjunto
del conocimiento. Entonces, el factor hace referencia a ese subconjunto.
En la red bayesiana de OLAE, hay cuatro tipos de nodos:

Nodo de tipo regla, que representa si el alumno conoce una regla del
dominio.

Nodo de tipo aplicación, que representa que el alumno ha utilizado una
regla en la resolución de un ejercicio.

Nodo de tipo hecho, que representa si el alumno sabe un determinado
hecho o concepto acerca del problema.

Nodo de tipo acción, que representa que el alumno ha realizado una
acción.
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Los nodos de tipo hecho incluyen ecuaciones. Estos nodos se conectan con
enlaces directos en la red. Los caminos que determinan los enlaces son las
distintas vías que un alumno sigue en la resolución de un problema. Una vez
que el alumno responde a un ejercicio, los algoritmos de propagación de la
red utilizan los pesos de los enlaces para calcular la probabilidad a posteriori
de que el alumno conozca una determinada regla del dominio. Así es como
se lleva a cabo el proceso de inferencia en la red bayesiana.
La red bayesiana de OLAE tiene 150 nodos. Cada vez que una regla es

aplicada por el alumno para dar una solución, se introduce una regla de
aplicación en el grafo y un enlace que une el nodo de tipo aplicación y el nodo
de tipo hecho implicado. Por cada antecedente (el hecho cuyo conocimiento
dispara la regla), se introduce un enlace desde el nodo de tipo hecho al
nodo de tipo aplicación. Si además un hecho tiene asociado directamente
una acción, se añade un nodo de tipo acción y un enlace desde el nodo de
tipo hecho al nodo de tipo acción. Los nodos de tipo acción son, por tanto,
nodos terminales de los que no sale ningún enlace.
Las probabilidades a priori de la red son valores de una distribución unifor-

me, que para un conjunto grande de datos, se pueden estimar empíricamente.
Las probabilidades condicionadas se construyen a partir de funciones de

puertas lógicas conocidas como AND y XOR que operan con las entradas de
las reglas. La puerta AND representa que una regla se aplica si se cumplen
todos y cada uno de sus antecedentes. Por su parte, la parte XOR se asocia
con un nodo de tipo hecho para representar que un mismo hecho puede ser
conocido a partir de reglas distintas que siga el alumno en su proceso de
aprendizaje.
El modelo del estudiante en OLAE es una red que se genera a partir de

la información de evaluaciones anteriores del alumno. El tamaño de esta red
puede ser enorme y poco factible computacionalmente, por lo que se queda
con una pequeña parte. El modelo del conocimiento del problema actual
se utiliza para determinar el conjunto de ecuaciones que un alumno puede
aplicar en la solución del problema. Estas ecuaciones se almacenan junto con
los hechos a los que hacen referencia en una tabla hash.
Cuando el alumno introduce una ecuación como entrada en la interfaz del

sistema, dicha ecuación es buscada en la tabla hash para recuperar el nodo
de tipo hecho. Un nodo de tipo acción que representa la acción del usuario
se añade a la red del dominio con un enlace que viene desde el nodo de tipo
hecho. Al enlace que une ambos nodos se le asigna una probabilidad de 1.0.
La red del dominio se ve, por tanto, aumentada como consecuencia de las
acciones del alumno. El algoritmo de propagación de la red se ejecuta y se
recalculan las probabilidades de cada nodo, dada la nueva evidencia o hecho
conocido por el alumno.
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El sistema OLAE tiene como principal ventaja que genera una red auto-
máticamente con todas las características necesarias para llevar a cabo un
proceso de evaluación. Pero tiene como inconveniente que está limitada al
dominio cientí�co ya que es capaz de tratar solamente con ecuaciones. Y �-
nalmente, sólo permite diagnosticar el conocimiento del alumno con respecto
al dominio pero no otras características del alumno como son sus hábitos de
estudio.
Un sistema que está basado en OLAE es el sistema POLA [13] que además

de mantener información probabilística del conocimiento del alumno, guarda
la información del proceso seguido por el alumno en la resolución de un
problema también de física.
Para que POLA sea capaz de saber los pasos del alumno, por cada ecua-

ción que él introduce en el sistema como solución al problema, POLA debe
inferir las reglas que se han utilizado y los hechos derivados de esas reglas
que han llevado a esa ecuación. De hecho, para encontrar todas las reglas y
conclusiones que se han usado para generar la ecuación, será su�ciente con
localizar el nodo de tipo hecho que se corresponde con la ecuación y todos
sus nodos antecesores.
Para el caso de reglas incompletas, consideradas aquéllas que no tienen

asignaciones de valores en todas sus variables implicadas, POLA calcula por
cada ecuación introducida por el alumno, todas las reglas derivadas de la
ecuación y selecciona los nodos de tipo aplicación afectados en la red.
La topología de la red OLAE tiene embebidos todos los posibles caminos

que el alumno puede realizar al resolver el problema, por lo que es una es-
tructura idónea para este tipo de problemas de seguimiento del progreso de
los alumnos. Pero esta topología no es adecuada en POLA, porque cada vez
que se instancia un nodo de tipo acción debido a que el alumno ha introdu-
cido una ecuación, la propagación de las probabilidades de la red se lleva a
cabo a través de todos sus enlaces. Esto implica que aumentará el valor de
las probabilidades en los nodos descendientes, indicando de forma errónea,
las acciones y hechos derivados de las acciones de los alumnos.
Una revisión de la red bayesiana de OLAE es la adición de los nodos

denominados �nodos de derivación�, cuyo signi�cado es un posible camino
de resolución a partir de un nodo de tipo acción. De esta manera, cada vez
que el alumno introduce una nueva ecuación, la red bayesiana se extiende
añadiendo el �nodo acción� asociado a la ecuación y un �nodo derivación� por
cada camino alternativo que lleva la ecuación. Los nodos de tipo derivación
son conectados con el nodo de tipo acción a través de una matriz leaky-
XOR. Cada nodo de derivación es conectado con el conjunto de nodos de
aplicación asociados con una matriz de enlaces AND. Asimismo, cada nodo
aplicación es conectado con el correspondiente nodo de tipo regla con una
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matriz leaky-AND.
Al tener los nodos de derivación, las alternativas para cada ecuación están

representadas de forma separada en la red, con la subsiguiente propagación
de la evidencia independiente para cada camino. El proceso de propagación
se simpli�ca debido a que la red se construye incrementalmente.
A pesar de haber conseguido esta mejora en la e�cacia del proceso de

propagación, la red con los nodos de derivación se vio que tiene de�ciencias
en cuanto a la distribución de la última evidencia debido a esta separación en
caminos. Por ejemplo, como cada camino de derivación tiene una estructura
distinta en cuanto al número de nodos ancestrales que lo forman, la evidencia
de cada nodo de derivación se distribuye inversamente proporcional al número
de padres; esto conlleva que ante una evidencia, siempre se in�era como nodo
de derivación aquel con el número menor de padres.
Estos problemas estructurales se resuelven con la adición de �nodos solu-

ción� que representan las soluciones diferentes para un problema. Además
de los nodos de solución, se añaden �nodos de redundancia�, que indican la
probabilidad de que el alumno esté siguiendo una solución o más de una. Ca-
da nodo aplicación de una derivación se conecta con el correspondiente nodo
solución y también con el nodo de tipo regla asociado, como puede apreciarse
en la siguiente �gura:

Figura 3.1: Red POLA con nodos solución y redundancia [13]

Con esta nueva red, se consigue dar más importancia a las acciones realiza-
das por el alumno porque cuando tiene lugar una acción del alumno, cuando
la regla es conocida y el conjunto de soluciones a las que la aplicación per-
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tenece es probable, entonces se dedude que las regla ha sido aplicada con
e�cacia. Con esto queda representada la intención del alumno de aplicar una
regla que pertenece a un conjunto especí�co de soluciones. Dicho con otras
palabras, se inferirá que una regla es probable que la haya elegido el alumno,
solamente si es parte de una solución altamente probable o si existe evidencia
explícita de que se haya aplicado esa regla.
El conocimiento del proceso llevado a cabo por el alumno en la resolución

del problema es procesado por el sistema para proporcionar ayudas adecuadas
al alumno, y también pistas y realimentación oportunas.
La ventaja principal de la red POLA es que es dinámica, en el sentido

de que se construye con cada nueva acción que realiza el alumno, y no es
necesario guardar información de las inferencias realizadas en el pasado y
de las que pudieran ocurrir en el futuro. Una consideración así en una red
estática implicaría una representación explícita del tiempo en la red.
Estos dos sistemas, OLAE y POLA, además de aplicarse al área de física,

pueden ser aplicados a otros dominios que se caracterizan por tener un espacio
de soluciones muy grande para los problemas, como es el caso del álgebra, la
geometría y la programación. La ventaja de estos sistemas es que no limitan
el conjunto de soluciones a un problema, sino que se consideran todas las
soluciones que el alumno da al problema.
Una evolución del sistema POLA viene con el sistema ANDES [14], que

utiliza un sistema de colaboración entre el alumno y el tutor dando como
resultado un aprendizaje colaborativo. Esta colaboración consiste en que por
cada paso que da el alumno, el tutor le expresa su conformidad. Del mismo
modo, cuando el alumno duda en un paso, el tutor le ayuda suministrándole
las pistas necesarias.
La diferencia de ANDES con respecto a POLA está en que mientras que

POLA proporciona diagnóstico en función de las acciones realizadas por el
alumno, ANDES calcula las posibles inferencias generadas por el alumno pero
que no ha expresado explícitamente en su solución y aquéllas que pueden
contener errores.
El modelado del alumno en ANDES se basa también en una red bayesiana,

con concreto, la red de POLA, pero con la adición de todos los que se con-
sideran los �planes abstractos� para la resolución de un problema, que son
los pasos que explican cómo se llega a las soluciones. La red resultante se
denomina �red de solución de problema�.
Otro autor posterior que trata las redes bayesianas dinámicas es Reye [45],

según el cual, en redes bayesianas ordinarias, se asume que las propiedades
modeladas por la red no cambian, a pesar de que la red reciba información
de entrada relacionada con ellas. Esto es útil, por ejemplo, en un entorno
médico, porque la causa de una enfermedad no cambian durante un examen
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médico.
Este enfoque estático es inadecuado para el modelado del estudiante en un

sistema tutorial, que Reye [45] justi�ca con dos razones:

La evolución dinámica del conocimiento del estudiante a lo largo de un
período en el tiempo en el que se recolecta información del estudiante.

Las características de incertidumbre asociadas con las acciones del es-
tudiante.

Las redes bayesianas dinámicas contienen nodos con un estado que dura
un período de tiempo. En los sistemas tutoriales, es más útil que los estados
representen las interacciones del alumno con el sistema [47].
De forma general, se intuye que una interacción del alumno con el sistema

producirá que cambie su estado de conocimiento. En la realidad, con cada
interacción, son necesarias dos fases para actualizar el modelo del estudiante:

Una fase de recolección de evidencia, que consiste en incorporar la evi-
dencia (si la hay) al conocimiento previo a la interacción del estudiante.

Una fase de actualización de los cambios esperados en el estado de
conocimiento del estudiante como resultado de la interacción.

La red bayesiana de Reye [45] se muestra en la siguiente �gura:

Figura 3.2: Red bayesiana dinámica en cada interacción del alumno con el
sistema [45]

En la �gura 3.2 tenemos:
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On es un elemento del conjunto de posibles salidas de una interac-
ción con el sistema, por ejemplo, el conjunto de todas las respuestas
correctas/incorrectas del estudiante sobre un tópico del dominio.

p(Ln−1) es la probabilidad de que el estudiante conoce un tópico del
dominio dado antes de la interacción con el sistema, con n = 1,2,...

p(On|Ln−1) es la probabilidad de que la salida On tendrá lugar cuando
el estudiante ya conoce el tópico del dominio.

p(On|¬Ln−1) es la probabilidad de que la salida On tendrá lugar cuando
el estudiante no conoce el tópico del dominio.

Las últimas dos probabilidades son las probabilidades condicionadas que
de�nen el enlace entre Ln−1 y On.
Para calcular el conocimiento en Ln−1 dada la salida On, el sistema aplica

el teorema de Bayes del siguiente modo:

p(Ln−1|On) =
p(On|Ln−1)p(Ln−1)

p(On|Ln−1)p(Ln−1) + p(On|¬Ln− 1)p(¬Ln− 1)
(3.5)

Con el cálculo de esta probabilidad estamos condicionando el resultado al
valor p(Ln−1) que se tenía antes de la evidencia. Es por ello, que es necesario
realizar la fase 2 de actualización de las probabilidades, que consiste en cal-
cular p(Ln|On). Es decir, es preciso añadir dos enlaces desde el nodo Ln−1 y
On al nodo Ln. Estos dos enlaces requieren para su de�nición las siguientes
dos probabilidades:

p(Ln|Ln−1, On). Es la probabilidad de que el estudiante permanezca en
el estado anterior después de la salida. Es una tasa de recuerdo. Tendrá
el valor máximo 1 cuando la salida On sea correcta.

p(Ln|¬Ln−1, On). Es la probabilidad de que el estudiante haga la tran-
sición desde el estado en el que no sabe nada hasta el estado de cono-
cimiento. Es una tasa de aprendizaje.

La probabilidad que nos interesa p(Ln|On) vendrá dada por la expresión:

p(Ln|On) = p(Ln|Ln−1, On)p(Ln−1|On) + p(Ln|¬Ln−1, On)p(¬Ln−1|On)
(3.6)

En esta fórmula, se simpli�ca la notación de�niendo:
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ρ(On) = p(Ln|Ln−1, On) (3.7)

y

λ(On) = p(Ln|¬Ln−1, On) (3.8)

La ecuación 3.6 queda así simpli�cada:

p(Ln|On) = λ(On) + [ρ(On)− λ(On)p(Ln−1|On)] (3.9)

Al combinar las ecuaciones 3.5 y 3.11 tenemos:

p(Ln|On) = λ(On) +
[ρ(On)− λ(On)]γ(On)p(Ln−1)

1 + [γ(On)− 1]p(Ln−1)
(3.10)

que puede reescribirse como:

p(Ln|On) =
λ(On) + [ρ(Onγ(On)− λ(On)]p(Ln−1)

1 + [γ(On)− 1]p(Ln−1)
(3.11)

En esta ecuación, cuando p(Ln−1) = 1, se cumple que p(Ln|On) = ρ(On).
En esta caso, se considera que la probabilidad de conocer el concepto cuando
ya lo conocía es igual a la tasa de recuerdo.
También sucede que cuando p(Ln−1) = 0, se cumple que p(Ln|On) =

λ(On). En este caso, se considera que la probabilidad de conocer el concepto
cuando el alumno no lo conocía es igual a la tasa de aprendizaje.
Un ejemplo de red bayesiana adaptativa dinámica que es el tutor ACT

(Programming Languages Tutor) [15].
El tutor ACT es un sistema tutor para el aprendizaje del lenguaje LISP

que pretende presentar un nuevo método de diagnóstico del alumno. Está
basado en reglas, derivando en acciones del sistema. El objetivo de ACT es
diagnosticar el nivel de conocimiento, modelando el conocimiento del alumno
de las reglas y modelar los cambios en el nivel de conocimiento del alumno
con el tiempo.
El modelo de aprendizaje del sistema asigna a cada regla uno de dos posi-

bles estados: aprendida y no aprendida. Una regla puede pasar del estado �no
aprendida� al estado �aprendida� pero no a la inversa. Como se contempla
la situación de que el estudiante ante una regla aprendida pueda fallarla y
también adivinar una regla no aprendida, el sistema estima la probabilidad
de que el alumno haya aprendido cada regla. Cada vez que el alumno aplica
una regla del sistema, se actualiza la probabilidad de que el alumno conozca
la regla, dependiendo de que la haya aplicado correctamente o no.
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El modelo de aprendizaje utilizado es una red bayesiana que contiene dos
parámetros de aprendizaje y dos parámetros de rendimiento. Las probabili-
dades empleadas son:

p(L0). Es la probabilidad de que una regla esté en el estado �aprendida�
previamente a su aplicación. Es la probabilidad a priori de la regla.

p(T ). Es la probabilidad de que una regla pase del estado �no aprendida�
al estado �aprendida� después de aplicarse.

p(G). Es la probabilidad de que el estudiante adivine correctamente
una regla si está en el estado �no aprendida�.

p(S). Es la probabilidad de que el estudiante cometa un error si una
regla está en el estado �aprendida�.

De esta manera, la probabilidad de que un estudiante realice una acción
correcta con respecto a un objetivo g, es la suma de dos productos:

La probabilidad de que una regla adecuada r está en el estado �apren-
dida� por la probabilidad de que una respuesta sea correcta estando en
el estado �aprendida�.

La probabilidad de que una regla adecuada r no esté en el estado �apren-
dida� por la probabilidad de que una respuesta se adivine estando en
el estado �no aprendida�.

Las probabilidades calculadas son la probabilidad de que cada regla esté
en el estado �aprendida� después de que el alumno proporciona una respuesta
correcta (Cn) o incorrecta (En), en la nésima oportunidad.
Según Reye [45], las ecuaciones que permiten el cálculo de estas probabi-

lidades se pueden derivar de su red dinámica argumentando que aunque los
autores Corbett y Anderson [15] no utilizan el concepto de red dinámica, sí
emplean teoría de probabilidades que, por tanto, puede ser comparada con
las probabilidades asociadas con una red bayesiana dinámica.
Reye [45] hace una serie de suposiciones sobre su propio modelo para poder

deducir las del tutor ACT, que son más simples. Las restricciones supuestas
son:

El conjunto de posibles salidads tiene sólo dos valores: Cn (respuesta
correcta) y En (respuesta incorrecta).

p(Ln|Ln− 1, On) = ρ(On), que es la tasa de recuerdo.
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p(Ln|¬Ln−1, On) = λ(On), que es la tasa de aprendizaje. Esta tasa es
una constante, lo que signi�ca que la probabilidad de que el estudiante
haga una transición desde el estado �no aprendido� hacia el estado
�aprendido� es independiente de la salida o respuesta del usuario. En
ACT, se usa el símbolo p(T ) para esta tasa.

No hay probabilidades condicionadas entre las distintas reglas.

Considerando estas restricciones, la ecuación 3.11 se puede reescribir del
siguiente modo:

p(Ln|On) = p(T ) + [1− p(T )]p(Ln−1|On) (3.12)

que resolviendo paréntesis, queda:

p(Ln|On) = p(Ln−1|On) + p(T )(1− p(Ln−1|On)) (3.13)

De esta ecuación, se deducen otras dos, sustituyendo On por sus dos posi-
bles valores, Cn y En que son:

p(Ln|Cn) = p(Ln−1|Cn) + p(T )(1− p(Ln−1|Cn)) (3.14)

p(Ln|En) = p(Ln−1|En) + p(T )(1− p(Ln−1|En)) (3.15)

que son las ecuaciones que deducen los autores.
Del mismo modo, las probabilidades estáticas calculadas en la primera fase

de Reye [45], con la nueva notación, tendrán la expresión:

p(Ln−1|Cn) =
p(Cn|Ln−1)p(Ln−1)

p(Cn|Ln−1)p(Ln−1) + p(¬Ln−1)p(Cn|¬Ln−1)
(3.16)

que es la misma expresión usada en ACT para calcular p(Ln−1|Cn) que es:

p(Ln−1|Cn) =
p(Ln−1) ∗ p(C|L)

p(Ln−1)p(C|L) + p(Un−1)p(C|U)
(3.17)

Del mismo modo, el tutor ACT calcula la probabilidad en el caso de que
el alumno haya respondido incorrectamente con la expresión:

p(Ln−1|En) =
p(Ln−1) ∗ p(E|L)

p(Ln−1)p(E|L) + p(Un−1)p(E|U)
(3.18)

En estas dos ecuaciones 3.17 y 3.18, los autores de�nen:
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p(Ln−1. Es la probabilidad de que una regla esté en el estado �aprendi-
da� tras la nésima oportunidad de aplicar la regla.

p(Ln−1. Es la probabilidad de que una regla esté en el estado �aprendi-
da� previamente a la nésima oportunidad de aplicar la regla.

p(Un−1). Es la probabilidad de que una regla esté en el estado �no
aprendida� previamente a la nésima oportunidad de aplicar la regla.

p(C|L). Es la probabilidad de que el alumno responda correctamente
si la regla está en el estado �aprendida�.

p(E|L). Es la probabilidad de que el alumno se equivoque si la regla
está en el estado �aprendida�.

p(C|U). Es la probabilidad de que el alumno adivine la respuesta si la
regla está en el estado �no aprendida�.

p(E|U). Es la probabilidad de que el alumno se equivoque si la regla
está en el estado �no aprendida�.

p(T ). Es la probabilidad de que una regla pase del estado �no aprendida�
al estado �aprendida� dada la oportunidad de aplicar la regla.

La probabilidad dinámica de la segunda fase de Reye [45] viene dada por
las siguientes dos ecuaciones:

p(Ln|Cn) = p(Ln−1|Cn) + [1− p(Ln−1|Cn)] ∗ p(T ) (3.19)

p(Ln|En) = p(Ln−1|En) + [1− p(Ln−1|En)] ∗ p(T ) (3.20)

Para comprobar la validez del modelo, el sistema calcula la tasa de error que
comete cada alumno en cada objetivo de aprendizaje para después obtener
la correlación de las tasas entre los distintos objetivos.
Otro ejemplo de red dinámica es la del sistema SMART [47], que utiliza

un número de funciones para actualizar el modelo del estudiante.
En el contexto del modelo del estudiante con redes bayesianas y los tests

adaptativos está la red bayesiana de preguntas y conceptos de Millán y Pérez
de la Cruz [38]. Este modelo bayesiano lo denominamos en el presente trabajo
como �modelo de red bayesiana de Millán� y lo describimos ampliamente en
la sección 4.4.1.
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3.4.5. Comparativa entre formas de modelado

Desde mi punto de vista, las restricciones son una forma estándar para
re�ejar el conocimiento de un sistema. Esta forma de modelado permite re-
presentar las relaciones entre los hechos de un problema de manera sencilla.
Las reglas después pueden codi�carse en forma de condiciones para la toma
posterior de decisiones. El primer inconveniente que se ve a priori es lo que su-
cede cuando el número de reglas a manejar es ingente, lo que podemos tener
en cualquier sistema donde el conocimiento es amplio independientemente
del dominio de aplicación.
En cuanto a las inferencias de hipótesis y predicciones de las causas que dan

como resultado una hipótesis, hemos visto en la sección 3.4.1 cómo un modelo
basado en reglas lleva a cabo una serie de operaciones sobre los factores de
certeza asignados a las reglas que se pueden considerar sencillas.
No obstante, a pesar de la facilidad de operación con los sistemas de re-

glas, Heckerman [23] ya demostró las incoherencias que podemos tener en
un sistema de este tipo. Hay dos tipos de inferencia de información según
Heckerman que son diagnóstica y predictiva. La inferencia diagnóstica está
relacionada con la deducción de la hipótesis dada primeramente la causa o
evidencia. Y la inferencia predictiva con la inferencia de la causa o evidencia
dado el efecto o hipótesis. La situación anómala que puede darse se produce
cuando tenemos reglas de diagnóstico y de predicción mezcladas en el mis-
mo sistema porque no se combinan de manera adecuada teniendo factores
de certeza que no son coherentes. Sucede también que cuando varias hipó-
tesis comparten distintas causas, la creencia en la hipótesis �nal disminuye
al tener evidencia procedente de más de una de las causas, lo cual no es ló-
gico desde del punto de vista del razonamiento humano. Heckerman [23] lo
enuncia diciendo que debido al principio de separación (detachment) en la
combinación de los factores de creencia, la creencia �nal está sobrevalorada
cuando las causas están positivamente correlacionadas y está subestimada
cuando la correlación entre las causas es negativa.
Además de estas anomalías de los sistemas de reglas, debido a la forma de

interpretar las reglas de izquierda a derecha, es decir, dada una evidencia,
deducir posteriormente una hipótesis, en los dominios sobre todo médicos
esta forma de razonar no es la más cercana al mundo real ya que en medicina
se suele deducir a partir de una enfermedad cuáles son sus síntomas.
En cuanto al modelado basado en redes, esta representación es más rica

porque es capaz de realizar operaciones más complejas sobre el dominio de
forma más directa y sencilla a como se haría con el modelado basado en reglas.
Las relaciones entre los nodos en un sentido y en otro llevan implícitas los
dos tipos de operaciones de abducción y de predicción.
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En este tipo de representaciones en forma de red, hemos visto cómo se
puede tener un modelo de factores de certeza y lógica difusa en el trata-
miento de la incertidumbre del alumno, con contraposición con los valores de
probabilidad que utilizan las redes bayesianas.
Si comparamos un sistema de reglas y de lógica difusa con probabilidades,

tenemos que el paso de unos sistemas a otros es más o menos directo y que
aunque los factores de certeza y la lógica difusa se aproximan en sus valores
a los de las probabilidades, no acaban de tener la misma precisión. Es cierto
que el cálculo de los factores en un modelo de factores de certeza y en la lógica
difusa son más sencillos, pero en muchas ocasiones interesa la complejidad
del teorema de Bayes para tener resultados mejores.
Asimismo, en los sistemas de redes bayesianas, el cálculo de las probabi-

lidades con el Teorema de Bayes, dan lugar a resultados más coherentes, a
pesar de las suposiciones de independencia que se hacen sobre las variables
del modelo.
Tras esta comparativa de modelos, en el presente trabajo optamos por el

modelado con redes bayesianas debido a su mayor validez para la represen-
tación de la incertidumbre y la existencia de trabajos desarrollados en el
modelado del estudiante con redes bayesianas que presentan resultados muy
aceptables y que describiremos en la sección 4.4.1.
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Capítulo 4

ESTADO DEL ARTE DE LOS
TESTS ADAPTATIVOS

4.1. Introducción

En este capítulo, hacemos un estudio de las formas de modelado empleadas
hasta el momento en el modelado de los tests adaptativos informatizados. Se
trata de ver los modelos de estudiante presentes en los tests adaptativos
informatizados que permiten que cada pregunta de un test sea adaptada al
nivel de conocimiento del alumno.

4.2. Tests adaptativos modelados con la Teoria

de Respuesta por Item

Una de las teorías más sólidas utilizadas como fundamento en los tests
adaptativos informatizados es la Teoría de Respuesta por Item [22].
La Teoría de Respuesta por Item estima el nivel de rasgo del usuario del

test mediante la de�nición de cada ítem haciéndolo depender de la variable
Θ, que representa el nivel de rasgo.
Esta teoría asume que usando como entrada un conjunto de respuestas de

los alumnos a un conjunto de preguntas, el nivel de conocimiento del alumno
es estimado con algún método estadístico. Estos pasos se repiten hasta que
se cumple un criterio de parada. Dependiendo de los métodos estadísticos
utilizados para estimar Θ y para seleccionar la siguiente pregunta del test,
tendremos diferentes modelos de TRI [22].
Además de los modelos TRI que hacen depender el rendimiento de cada

ítem con el nivel de conocimiento Θ, denominados �unidimensionales�, tam-

47



4.2. TESTS ADAPTATIVOS MODELADOS CON LA TEORIA DE
RESPUESTA POR ITEM

bién existen modelos TRI que dependen de uno o más rasgos denominados
�multidimensionales�. Por otra parte, si el modo de cuanti�cación de las pre-
guntas es dicotómico, el modelo es dicotómico y en el caso de considerarse
más de dos categorías de respuesta, el modelo es politómico [42].
Vamos a centrar nuestra revisión en los modelos unidimensionales dicotó-

micos, debido a que son los utilizados por la mayoría de los TAIs existentes
en la actualidad.
Todos los modelos TRI tienen algunas características comunes:

Suponen la existencia de aptitudes en el alumno.

La relación entre la aptitud y las respuestas de una persona a los ítems
del test se puede describir con una función exponencial monotónica
creciente llamada Curva Característica del Ítem (CCI).

Hay tres tipos de modelos TRI dependiendo del tipo de parámetros que
intervienen en la fórmula que de�ne la probabilidad de respuesta correcta.
Hambleton y Rogers [22] comentan los tres modelos:

Modelo logístico de un parámetro. Este modelo se le conoce también
como modelo Rasch. Los autores Hambleton y Rogers [22] recomiendan
Rasch (1960) y Wright y Stone (1917) para ampliar información acerca
del modelo Rasch.

Modelo logístico de dos parámetros. Este modelo fue deducido según
los autores por Lord (1952) a partir de una función que describía una
distribución normal. Según los autores, esta evolución desde un modelo
normal a un modelo logístico fue ventajosa porque el modelo logístico
dependiente de dos parámetros no necesita operaciones como la inte-
gración y además presenta propiedades estadísticas.

Modelo logístico de tres parámetros. Este modelo es el más completo
porque cada ítem queda mejor caracterizado.

Grá�camente, el funcionamiento de cualquier ítem descrito por un modelo
dicotómico unidimensional puede representarse mediante la curva caracterís-
tica del ítem (CCI), que pone en relación los niveles Θ con sus correspon-
dientes P (Θ) [42].
Olea y Ponsoda [42] nos presentan el modelo logístico de un parámetro (1P)

o modelo de Rasch como el modelo unidimensional dicotómico más sencillo
que tiene la expresión:

p(Θ) =
expD(Θ− bj)

1 + expD(Θ− bj)
(4.1)
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En este modelo P (Θ) es la probabilidad de acertar el ítem j cuando la per-
sona tiene un nivel de rasgo Θ. El parámetro Θ normalmente asume valores
entre -4 y +4, bj es el parámetro de di�cultad del ítem (normalmente asume
valores entre -4 y +4, pues se mide en la misma escala que Θ), D es un valor
constante (si D=1 se habla de escala logística; si D=1.7, de escala normal),
y e es la base de los logaritmos naturales (e=2.718).
Con el modelo 1P se está asumiendo en realidad que el rendimiento de un

ítem depende únicamente del nivel de rasgo del alumno y de la di�cultad del
ítem.
Olea y Ponsoda [42] listan una serie de inconvenientes del modelo 1P:

Si el nivel de rasgo Θ coincide con la di�cultad del ítem, la probabilidad
de acertarlo es igual a 0.5.

Si el nivel de rasgo Θ es muy pequeño, la probabilidad de acierto se
aproxima a certo. Es decir, este modelo considera que no se producen
aciertos por azar.

La pendiente que tiene la CCI es la misma independientemente del
valor de b que hayamos asignado a cada ítem. Esto signi�ca que todos
los ítems tienen la misma discriminación o capacidad para diagnosticar
el nivel de rasgo del usuario.

La dependencia del rasgo Θ únicamente de la di�cultad del ítem se
muestra grá�camente en que la curva CCI esté desplazada hacia la
izquierda (bj pequeño) o a la derecha (bj alto).

Una ventaja destacada del modelo 1P es que a la hora de calibrar los ítems
o lo que es lo mismo, decidir los valores de los parámetros, se necesita un
banco pequeño de ítems a diferencia de los modelos 2P y 3P.
El modelo logístico de dos parámetros (2P) incorpora a la función logística

un parámetro de discriminación del ítem (aj) que tiene la expresión:

p(Θ) =
expDaj(Θ− bj)

1 + expDaj(Θ− bj)
(4.2)

donde aj es proporcional a la pendiente de la CCI en el valor Theta = bj.
Este parámetro de discriminación, que suele oscilar entre 0 y 3, indica el
grado en que el ítem discrimina entre los niveles Θ superiores e inferiores a
la di�cultad del ítem.
Los inconvenientes del modelo 2P son:

Si la pendiente de la curva CCI es baja (aj es pequeño), el ítem resulta
poco discriminativo. Por el contrario, si la pendiente es alta, el ítem

49



4.2. TESTS ADAPTATIVOS MODELADOS CON LA TEORIA DE
RESPUESTA POR ITEM

sirve para diferenciar los niveles de rasgo por encima y por debajo de
su di�cultad.

Este modelo tampoco considera la probabilidad de acertar por azar.

El modelo logístico de tres parámetros (3P) añade al modelo 2P un nuevo
parámetro (cj) denominado factor de azar que puede oscilar aproximadamen-
te entre 0 y 0.5 y que representa la probabilidad de acertar el ítem cuando
el nivel Θ es muy bajo. Su expresión matemática es:

p(Θ) = cj + (1− cj) expDaj(Θ− bj)
1 + expDaj(Θ− bj)

(4.3)

Hambleton y Rogers [22] de�nen las propiedades fundamentals que cum-
plen los tres modelos logísticos:
La primera propiedad es la que se conoce como independencia local, que

se enuncia de la siguiente manera: una vez que se de�ne el conjunto de habi-
lidades de los alumnos que se someten a un test, las respuestas a los ítems de
los alumnos son estadísticamente independientes. Además de la independen-
cia local, está la propiedad de invarianza, que según los autores es la piedra
angular que la distingue de la teoría clásica. La invarianza implica que los
parámetros que caracterizan a un ítem no dependen de la distribución de ha-
bilidad de los examinados y el parámetro que caracteriza a un examinado no
depende tampoco del conjunto de ítems del test. Grá�camente, esta propie-
dad supone que las curvas CCI correspondientes a diferentes distribuciones
de habilidad de un conjunto de alumnos son equivalentes. Hay que destacar
que valores distintos de los parámetros de la CCI da lugar a formas diferentes
en las curvas. A continuación, se muestran las curvas CCI con 4 niveles de
habilidad distintos en un modelo logístico 3paramétrico:

Figura 4.1: Curvas CCI de 3 parámetros para 3 ítems realizadas con ELVIRA
[18]
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Para poder emplear un modelo TRI, hay una serie de tareas que hay que
resolver previamente [42]:

Ajuste al modelo.

Estimación del nivel de rasgo.

Calibración de los ítems.

1. Ajuste al modelo El ajuste al modelo TRI elegido a los datos expe-
rimentales con los que contamos, es una ventaja de la teoría TRI frente a
la clásica TCT. Como primera medida de ajuste, se comprueba el grado de
unidimensionalidad que tiene un test para lo que según los autores en [42] se
pueden aplicar métodos de análisis factorial. También se puede comprobar
la varianza de los parámetros.
Olea y Ponsoda en [42] se introducen los modelos multidimensionales y

politómicos, los cuales son una ampliación de los modelos unidimensionales.

1. Estimación del nivel de rasgo Para la estimación del nivel de rasgo,
pueden aplicarse varios métodos. El más utilizado es la función de máxima
verosimilitud condicionada, dado que consiste en buscar el valor Θ asocia-
do al valor máximo de la fúnción de verosimilitud, tomados los parámetros
de los ítems como conocidos. La función de verosimilitud tiene la siguiente
expresión:

L(u|Θ) =
∏

(1,n)∈j

P
uj

j Q
1−uj

j (4.4)

donde u es el vector de respuestas (ui=1 cuando se ha acertado la respuesta
y ui=0 cuando no se ha acertado) a los ítems, Pj es la probabilidad de acertar
el ítem j dado un nivel de rasgo Θ y Qj es la probabilidad de fallar el ítem.
La ecuación 4.5 demuestra que, dado un determinado patrón de resuestas

a los ítems que forman el test, el valor L asociado a un nivel de rasgo Θ se
obtiene multiplicando las correspondientes probabilidades de acierto y error
obtenidas mediante el modelo TRI que se haya escogido.
En el problema de la estimación del nivel de rasgo, hay que destacar que

para tener buenos resultados (con mayor precisión), se necesita un gran nú-
mero de ítems y un tamaño de población de usuarios para disponer de muchos
valores del nivel de rasgo Θ). El tamaño de las muestras necesarias será mayor
cuanto mayor es también el número de parámetros a estimar.
Para estimar el nivel de rasgo y los parámetros del modelo TRI, será ne-

cesario maximizar la función de verosimilitud. La primera forma de hacerlo
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es derivando la función L con respecto a Θ y a los parámetros obteniendo
un conjunto de ecuaciones e igualándolas a 0 para obtener las soluciones del
sistema. Como se apunta en [41], el problema no tiene solución analítica y
se recurre a procedimientos numéricos para encontrar sus soluciones. Otra
alternativa es maximizar la función logaritmo neperiano de L puesto que es
más sencilla y las soluciones en ambos casos son equivalentes.
Este método de máxima verosimitud tiene el inconveniente de que no es

capaz de calcular el valor máximo de L cuando los patrones en la respuesta
del usuario son constantes, por ejemplo, acertar todas las preguntas o fallarlas
todas.
Para solucionar este problema, están los procedimientos de estimación ba-

yesianos que consisten en incorporar a la función de verosimilitud informa-
ción sobre la distribución a priori del rasgo en la población. Así, por ejemplo,
podemos tener procedimientos que establecen que el estimador de Θ será la
moda (estimación bayesiana MAP) o la media (estimación bayesiana EAP)
de la distribución de probabilidad posterior de Θ, cuya expresión es:

P (Θ|u) = g(Θ)L(u|Θ) (4.5)

donde g(Θ) es la función de densidad de Θ y L(u|Θ) es la función de
verosimilitud.
La estimación de los parámetros en TRI es asunto complejo. Los procedi-

mientos de estimación vistos pueden combinarse con tres estrategias distintas
y dan lugar a los métodos de estimación conjunta, marginal o condicionada.
En el primer caso, se estiman simultáneamente los parámetros de los ítems y
de los niveles de rasgo. En el segundo, a partir de la distribución conjunta de
los ítems y de los niveles de rasgo, se obtiene la distribución marginal de los
estimadores de los parámetros de los ítems, y a partir de esta información se
obtienen los parámetros de las personas. En los métodos condicionados, los
parámetros de los ítems se obtienen a partir de su distribución condicionada,
en vez de la marginal.
En cuanto a la precisión en la estimación de los parámetros, se utilizan

medidas sencillas como son el error típico de medida (Se) que se calcula
bajo la suposición de que la distribución que sigue la variable Θ es normal
con media µ y varianza igual a:

σ2 =
1∑

(1,n)∈i
P 2
i

PiQi

(4.6)

El denominador de la expresión se denomina información del test o infor-
mación de Fisher y que puede simbolizarse por I(Θ).

52



CAPÍTULO 4. ESTADO DEL ARTE DE LOS TESTS ADAPTATIVOS

Se =
1√
I(Θ)

(4.7)

A partir de la expresión anterior, donde el valor de la función I se sustituirá
por el valor adecuado para el modelo 1P, 2P o 3P, puede deducirse que
la información de un test, y por tanto el error típico de medida, para un
determinado nivel de rasgo Θ, depende fundamentalmente de: los parámetros
de discriminación de los ítems (cuanto mayores sean los valores de a, mayor
será el valor de la información), del parámetro de azar c (cuanto más bajos
sean los valores de c, mayor será el valor de la información), de la cercanía
entre los valores del parámetro de di�cultad b y el nivel de rasgo Θ (cuanto
más próximos sean los valores, mayor es el producto de PiQi y por último,
del número de ítems del test porque suponemos que a mayor número de ítems
tenemos más información.
En el caso de la estimación bayesiana MAP, la varianza del estimador es

el inverso de la función de información, que en este caso tiene la expresión:

Se =
1

σ2
+ I(Θ) (4.8)

Vemos que cuantitativamente es mayor esta varianza que en el error típico
de medida de la estimación de la máxima verosimilitud, por lo que el método
bayesiano arroja estimaciones más precisas.

1. Calibración de los ítems La calibración de los ítems consiste en esti-
mar sus parámetros la primera vez antes de aplicarse. También es necesario
estimar los parámetros Θ de los usuarios. Una vez que el test está calibrado,
el problema estadístico de los modelos TRI se reduce a estimar los niveles de
rasgo de los usuarios.
A la hora de elaborar un banco de ítems, puede resultar un proceso muy

costoso en función del número de ítems del banco y también de las caracte-
rísticas que deben cumplir los ítems en función de su tipo. Aunque lo más
usual es utilizar un formato de respuesta de elección múltiple [42], también
es posible otro tipo de ítems más elaborados, lo cual di�culta y ralentiza su
construcción.
Una posibilidad para facilitar la tarea, es la generación automática de

ítems, que consiste en construir el banco de ítems mediante un algoritmo.
Según Olea y Ponsoda en [42], es un método del cual no se ha comprobado
aún su validez. No obstante, los autores nos recomiendan programas para tal
efecto como son la versión para Windows del programa BILOG que emplea
el método de máxima verosimilitud marginal y los métodos bayesianos EAP
y MAP para estimar los parámetros de los tres modelos logísticos. Están
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también los programas ASCAL (modelos 2P y 3P) y RASCAL (modelo 1P)
que utilizan conjuntamente los métodos de máxima verosimilitud y el proce-
dimiento MAP. Además, está el programa MULTILOG que permite estimar
los parámetros de los tres modelos logísticos y de la mayoría de los modelos
politómicos. Por último, también hay programas para estimar el modelo 1P
como WINSTEPS y FACETS.

4.2.1. Modelo logístico TRI de un parámetro

A pesar de los inconvenientes que hemos comentado del modelo 1P, hay
que destacar que el número de parámetros que son necesarios estimar en este
modelo es mucho menor que en los modelos 2P (2*número de ítems) y modelo
3P (3*número de ítems).
Olea y Ponsoda [42] indican que bastantes de los TAIs operativos que más

se usan como el CAT-GRE o pruebas adaptativas para la certi�cación de la
profesión de especialistas médicos se basan en un modelo 1P.

4.2.2. Modelo logístico TRI de dos parámetros

Hambleton y Rogers [22] informan que además de los modelos logísticos
de tres parámetros se han desarrollado otros modelos TRI. Los autores nos
citan como ejemplo el de Bock (1972), que desarrolló un modelo logístico de
dos parámetros que se puede aplicar a todas las respuestas en un ítem de
respuesta múltiple.
El propósito del modelo de respuesta nominal de Bock era maximizar la

precisión de la estimación del nivel de habilidad utilizando para ello toda la
información contenida en las respuestas de los examinados, no sólo si el ítem
era o no respondido correctamente.
Bock de�ne los parámetros a y b para cada opción de respuesta de un ítem

de respuesta múltiple. De este modo, se calcula la probabilidad de responder
correctamente cada una de las opciones, cumpliéndose que la suma de las
probabilidades de las opciones es igual a uno. En mi opinión, esta solución es
muy informativa sobre cada ítem, pero demasiado farragosa si tenemos que
especi�car los parámetros para cada una de las posibles respuestas de cada
ítem.
A priori, Bock no establece un orden entre las opciones, lo que sí realiza

Samejina(1969) según los autores estableciendo un orden entre las opciones
con un escala numérica.
Un ejemplo de TAI basado en el modelo 2P que citan Olae y Ponsoda [42]

es el sistema MATHCAT para la evaluación de conocimientos matemáticos
de personas adultas. Este TAI se acomoda muy bien al modelo 2P porque
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dispone de un procedimiento de respuesta (teclear una solución numérica)
que hace mínima la probabilidad de acierto aleatorio.
A continuación, vamos a revisar el sistema SIETTE, que se basa en el

modelo logístico de tres parámetros y que hemos considerado un sistema
e�caz y completo que modela perfectamente los sistemas de tests adaptativos
informatizados.

4.2.3. Modelo logístico TRI de 3 parámetros. El sistema

SIETTE

SIETTE es un sistema de tests adaptativos basado en el modelo 3paramétrico
de la teoría TRI. Es una herramienta web desarrollada para apoyar a alumnos
y profesores en el proceso de evaluación [11]. Forma parte del proyecto TREE
(Training of European Environment Trainers and Technicians), fundado por
el programa europeo Leonardo cuyo propósito principal es la clasi�cación e
identi�cación de diferentes especies vegetales con un sistema inteligente.
Los tests son generados en función de las especi�caciones del profesor y

son adaptativos, es decir, las preguntas se seleccionan de modo que se corres-
pondan con el nivel de conocimiento del alumno en cada momento.
Los autores a�rman que una de las ventajas de SIETTE es que se obtienen

estimaciones más precisas del nivel de conocimiento del alumno con tests
signi�cativamente más cortos.
El sistema SIETTE cuenta con el uso de applets de Java que pueden incluir

tanto preguntas de respuesta múltiple como preguntas con respuesta abierta.
En la presente sección, nos centraremos en el uso de SIETTE aplicado al
ámbito de las preguntas de respuesta múltiple puesto que, desde mi punto de
vista, constituyen los tests adaptativos más fáciles de evaluar en el conjunto
de un test y de calibrar los parámetros IRT. Por ejemplo, para el parámetro
c se le puede asignar el valor 1/n siendo n el número de respuestas posibles
del ítem.

Arquitectura de SIETTE

Los módulos de los que se compone el proyecto TREE [11] son:

Un sistema experto (ES), que se utiliza para clasi�car e identi�car
especies.

Un sistema tutorial inteligente (ITS), para ayudar a los alumnos en el
proceso de aprendizaje del dominio.
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Un sistema de generación de tests (TGS), para mostrar a los alumnos
como apoyo si han alcanzado un adecuado nivel de conocimiento.

Una base de conocimiento del dominio (KB) que utilizan los tres mó-
dulos anteriores y que contiene información sobre el dominio botánico.
Esta base es actualizada continuamente por expertos vía web.

El sistema SIETTE se puede emplear de dos modos:

El profesor o experto del dominio puede usar SIETTE para desarrollar
los tests, es decir, de�nir los tópicos, las preguntas, los parámetros y
especi�caciones.

Los alumnos pueden usar SIETTE para pasar los tests.

En el �modelo bayesiano propuesto� del presente trabajo, nos centrare-
mos en la segunda funcionalidad de SIETTE y dedicaremos el estudio a los
resultados de los alumnos en los tests.
Vamos a ver los módulos más importantes de SIETTE.

El modelo del estudiante en SIETTE

El modelo del estudiante es un modelo temporal, que SIETTE crea y ac-
tualiza para cada estudiante que pasa el test [11]. El modelo de estudiante
se compone de un vector de k probabilidades (p0, p1, ..., pk−1), donde pi re-
presenta la probabilidad de que el alumno alcance el nivel de conocimiento i
sobre el dominio siendo 0 el nivel más bajo y k − 1 el nivel experto.
El módulo generador de tests es el módulo principal de SIETTE que selec-

ciona la siguiente pregunta a ser presentada en el test y que dependerá del
modelo temporal del estudiante y de las especi�caciones del test.

Base de conocimiento en SIETTE

En SIETTE, los tests tienen una estructura basada en el currículum. Cada
test de una determinada materia se estructura en tópicos y preguntas. La
estructura permite que una pregunta pueda pertenecer a varios tópicos y un
tópico a diferentes tests.
SIETTE no hace uso intensivo de esta estructura en el sentido de que al

terminar el test, el sistema devuelve una estimación del nivel de conocimiento
del alumno, pero no una respuesta relacionada con los tópicos del test [11].
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Diseño de tests en SIETTE

En SIETTE, en el diseño de preguntas de un test, hay que especi�car los
siguientes parámetros:

El título y número de posibles respuestas.

El texto de la pregunta, que debería ser simple y nunca ambiguo.

Como hemos comentado en la sección 4.2.3, SIETTE se basa en el modelo
TRI 3paramétrico, o más concretamente cada ítem de un test SIETTE, va
a estar modelado por una función CCI de 3 parámetros a, b y c. En esta
función, el nivel de conocimiento del alumno se mide con una variable alea-
toria discreta Θ que toma valores enteros en [0, k − 1] en vez de la aleatoria
continua que se usa en la teoría TRI.
Esta a�rmación signi�ca que una CCI en SIETTE es un conjunto pi de k

valores, que se corresponden con la probabilidad de responder correctamente
a una pregunta dado que el nivel de habilidad del alumno es i. Por ejemplo,
si U es la variable aleatoria que representa la respuesta del alumno al ítem,
el conjunto CCI estaría formado por pi = p(Ui = 1/Θ = i); i = 1...k − 1.
En esta función de distribución, hay que especi�car los valores de los tres

parámetros a, b y c.
El factor c es determinado por SIETTE en función del número de diferentes

respuestas que se muestran al alumno c = 1/n. Los valores de a deben ser
un número entero entre 0,5 y 1,5. El parámetro b puede tomar valores entre
0 y k − 1.

El módulo generador de tests.

En SIETTE, el algoritmo que genera los tests se basa en el algoritmo de
cualquier sistema TAI y consiste de los siguientes procedimientos:

1. Selección de los ítems.

2. Estimación del nivel de conocimiento.

3. Criterio de terminación.

Vamos a ver cada uno de ellos.
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1. Selección de los ítems. SIETTE suministra tres posibles procedimien-
tos para la selección de los ítems:

Un procedimiento bayesiano, que selecciona el ítem que minimiza la
posterior desviación estándar.

Un procedimiento basado en la di�cultad, que selecciona el ítem que
minimiza la distancia entre la media de la CCI y la media del nivel de
habilidad actual del alumno.

Un procedimiento aleatorio, que selecciona el ítem aleatoriamente.

Además de usar estos procedimientos, el sistema se amplía con las siguien-
tes posibilidades:

Selección aleatoria de ítems. Si hay un empate al elegir entre dos pre-
guntas, el ítem se selecciona aleatoriamente.

Equilibrio de contenido. SIETTE utiliza los pesos que se especi�can
para cada uno de los tópicos en el diseño de los tests. Los pesos de-
terminan el porcentaje de preguntas de cada tópico. SIETTE compara
los porcentajes de las preguntas que ya han sido presentadas con los
porcentajes deseables, y selecciona el tópico que tenga una mayor dife-
rencia entre ambos porcentajes.

Tests longitudinales. SIETTE evita que las mismas preguntas de un
test se le muestren al alumno si ya ha realizado el test con anterioridad.
Para conseguirlo, se consulta la información del modelo del estudiante
sobre los ítems ya pasados en tests previos. Una de las características
del sistema es la capacidad de proporcionar realimentación inmediata.
Mientras un estudiante está pasando el test, el sistema le puede mostrar
la solución a la pregunta que acaba de contestar.

2. Estimación del nivel de conocimiento Una vez que el alumno ha
respondido una pregunta, SIETTE calcula el nuevo nivel de habilidad del
alumno actualizado en base a sus respuesta. Para calcular la probabilidad,
SIETTE aplica el Teorema de Bayes, que calcula la probabilidad de que el
alumno responda correctamente dado un nivel de habilidad Θ = k.
El Teorema de Bayes necesita las probabilidades a priori, que en este caso

son todos los valores de la función distribución de probabilidad p(Θ = k),
con k = 0...k−1, que se asume que es uniforme porque p(Θ = k) = 1/k y las
probabilidades condicionadas calculadas por la CCI, p(Ui = 1/Θ = k), con
i = 0...k − 1.
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Y con estas probabilidades Bayes calcula la probabilidad a posteriori de
que el alumno tenga un nivel de conocimiento Θ dada la respuesta al ítem:

p(Θ = k|Ui) =
p(Ui| = k)p( = k)∑

(0,k−1)∈i p(Ui| = i)p( = i)
(4.9)

que se puede interpretar como que la probabilidad de que el alumno tenga
un nivel de habilidad k en función de la respuesta Ui es el cociente entre
la probabilidad de CCI dado que el alumno tiene un nivel de habilidad k
dividido entre la suma de las probabilidades de CCI para los casos en que
el alumno tiene todos los niveles de habilidad anteriores a k (desde 0 hasta
k-1). Dicho en otras palabras, es la probabilidad de que el alumno responda
bien el ítem de di�cultad k del conjunto total de ítems.
El nivel de habilidad del alumno Θ se puede obtener con la función de

máxima verosimilitud [8] que tiene la siguiente expresión:

L(u|Θ) = L(u1, ..., un|Θ) =
∏

(1,n)∈i

pi(Θ)ui(1− pi(Θ))(1−ui) (4.10)

donde u = (u1, ..., un) es el vector de respuestas del alumno y cada ui puede
tomar valor 1 si el alumno ha respondido correctamente el ítem i y 0 si no
ha respondido correctamente.
Por ejemplo, para un test de tres ítems, un estudiante responde bien el

primer ítem (u1 = 1), incorrectamente el segundo, (u2 = 0) y correctamente
el tercero (u3 = 1). Su habilidad se obtendría maximizando:

P 1
1Q

0
1 × P 0

2Q
1
2 × P 1

3Q
0
3 = P1 ×Q2 × P3 (4.11)

Basta con encontrar los valores de Θ para los cuales la ecuación es máxima.

3. Criterio de terminación SIETTE también da posibilidades para con-
�gurar este criterio que son:

La desviación estándar de la distribución del nivel de conocimiento
del alumno es menor que un valor �jado (es decir, la estimación es lo
bastante precisa).

La probabilidad de que el conocimiento del alumno sea mayor (menor)
o igual a un nivel de conocimiento sea a su vez mayor que un valor
umbral �jado.

El sistema ha presentado todas las preguntas del test.
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El sistema ha mostrado al menos el mínimo número de preguntas de
cada tópico especi�cado en el test.

4.3. Modelos de regla de inferencia para tests

adaptativos

Hay sistemas hipermedia de tests adaptativos que utilizan este tipo de
reglas, como es el caso de AHA [1]. En AHA, el modelado del estudiante está
formado por conceptos y atributos.
Este modelo está in�uido por la estructura de los conceptos y las reglas de

adaptación. La estructura de los conceptos en AHA contiene los conceptos y
los atributos que contienen los conceptos.
La adaptación en AHA es a través de los contenidos. En concreto, se mues-

tran páginas con ítems de test en función de los cambios que se producen en
el modelo del estudiante. El sistema proporciona una herramienta de autoría
llamada graph author tool para la de�nición de los conceptos y las reglas. Un
ejemplo de regla adaptativa es la siguiente:
tutorial.enduser.knowledge >50 and tutorial.concepts.knowledge <40
En la regla anterior, se deduce que hay un objeto llamado tutorial que

representa a un test, una variable enduser que representa al usuario que
está realizando el test y una variable knowledge que signi�ca el nivel de
conocimiento inicial del usuario. El objeto concepts representa el conjunto
total de conceptos del sistema conocidos por el usuario. Por tanto, la regla
anterior codi�ca la condición de que el conocimiento inicial del alumno en el
sistema sea mayor del 50% y el total de conceptos aprendidos sea menor del
40%.
Una peculiaridad de AHA es que distingue entre tipos de conceptos, pu-

diendo de�nirse conceptos asociados a páginas y también conceptos abstrac-
tos que no tienen página asociada. Los tipos de sistemas de aprendizaje web
que permite diseñar las arquitectura AHA son los sistemas de test de res-
puesta múltiple.
Según el tutorial de AHA, hay que seguir los siguientes pasos para el diseño

de un test con opciones de respuesta múltiple:

1. De�nición de los conceptos.

2. De�nición de un conjunto de ítems para un test. La creación del ítem
va asociada con la elección de un concepto que evaluará ese ítem.

3. De�nición de un conjunto de respuestas del ítem.

60



CAPÍTULO 4. ESTADO DEL ARTE DE LOS TESTS ADAPTATIVOS

4. Añadir respuestas al ítem.

5. De�nir parámetros de la Item Response Theory como son la discrimi-
nación y di�cultad del ítem.

Figura 4.2: Graph Author Tool de un curso adaptativo AHA [1]

En mi opinión, las herramientas AHA son un método fácil e intuitivo para
diseñar un test por parte de un profesor aunque obliga a de�nir una red de
conceptos y sus relaciones. Las reglas adaptativas las calcula el sistema AHA
automáticamente. Deduzco que para un test de pocas preguntas, las red de
conceptos puede ser más o menos sencilla de diseñar pero para el caso tener
muchas preguntas y tener muchos conceptos, el diseño de la red se complica.

4.4. Modelos de red bayesiana para tests adap-

tativos

4.4.1. Redes bayesianas con modelo respuesta del ítem

Millán en [37] de�ne una red bayesiana para modelar los conceptos de una
materia y las preguntas de un test adaptativo sobre la materia.
El modelo estructural de la red de Millán [37] se compone de dos tipos de

nodos:
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Nodos concepto

Nodos evidencia

Los nodos concepto representan cada concepto indivisible en que dividi-
mos la materia de estudio. Estos nodos son binarios, es decir, pueden tomar
valores 0 y 1 solamente. Cada nodo concepto hace referencia, por tanto, a
una variable concepto, que denotamos por C y que tiene una distribución de
Bernouilli, según la cual C tomará el valor 1 cuando el alumno conoce ese
concepto y valor 0, cuando el alumno no lo conoce.
La distribución de probabilidad de la variable C se de�ne como:

p(C = x) = px(1− p)1−x (4.12)

Los nodos evidencia recolectan información sobre el estado de conocimiento
del alumno. Millán [37] los clasi�ca en dos tipos:

Preguntas tipo test multirespuesta. Son preguntas tipo test en las que
el alumno tiene que elegir entre varias posibles respuestas, y en las que
sólo una de ellas es correcta. Los nodos de tipo pregunta también son
binarias y las variables P a las que representan siguen una distribución
de Bernouilli ya que tomarán valor 1, cuando el alumno seleccione la
respuesta correcta y valor 0, en caso contrario.

La distribución de probabilidad de la variable P es:

p(P = x) = px(1− p)1−x (4.13)

Tareas, problemas o ejercicios que se le asignan al alumno para que
los resuelva. Se utilizará una variable aleatoria E que tomará el valor
0 si el ejercicio se resuelve incorrectamente y el valor 1 si se resuelve
correctamente.

La distribución de probabilidad de la variable E es:

p(E = x) = px(1− p)1−x (4.14)

donde p es la probabilidad de que el alumno resuelva correctamente el
ejercicio E, y x toma los valores 0 y 1.

Hay dos tipos de relaciones entre los nodos de la red de Millán que son:
relaciones de agregación y relaciones causales.
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Relaciones de agregación. Son las relaciones que se dan entre los no-
dos concepto y otros nodos que modelan también el conocimiento del
alumno, que se corresponden con los temas y asignaturas. Las relacio-
nes unen los nodos concepto con los nodos tema y los nodo tema con
los nodos asignatura. Son relaciones de agregación porque el conoci-
miento de un nodo tema supone el conocimiento del alumno en todos
los conceptos de los que se compone y lo mismo sucede con los nodos
tema y asignatura. La distribución de probabilidad de una variable es
la suma de las variables de las que consta.

Relaciones causales. Son las relaciones que se dan entre los nodos con-
cepto y los nodos evidencia, que acabamos de comentar que pueden ser
generalmente de dos tipos: nodos ejercicio y nodos de pregunta multi-
respuesta. Las relaciones causales son distintas dependendiendo de si
el nodo evidencia es un ejercicio o una pregunta multirespuesta.

En el �modelo bayesiano propuesto� del capítulo 6 no consideramos las
relaciones de agregación al obviar el modelado de los nodos tema y asignatura
por una sencilla razón: nuestro interés es determinar el grado de conocimiento
que el alumno adquiere en los distintos conceptos, y en base a estos conceptos
asignarle un nivel de conocimiento, que puede ser un simple valor numérico.
No obstante, me parece una solución muy e�ciente y aplicable en los casos
en que el profesor necesita evaluar al alumno por temas.
El modelado de relaciones entre nodos de conocimiento y nodos de evi-

dencia se puede hacer con un modelo estático y un modelo dinámico. La red
bayesiana es la misma en ambos casos y la diferencia fundamental está en
que como a�rma Reye [45], la red dinámica permite que los nodos evidencia
puedan modi�car dinámicamente la información del resto de la red.
El modelo estructural de la red bayesiana de Millán es el siguiente:

Figura 4.3: Relaciones entre conceptos y preguntas en Millán [37]

Dadas las relaciones de dependencia causal del modelo estructural, los
parámetros a especi�car en esta red son las �probabilidades a priori� de los
conceptos y las �probabilidades condicionadas� de las preguntas dados los
conceptos.
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Las probabilidades condicionadas de las preguntas dados los conceptos se
modelan con el modelo matémico IRT 3-parámetrico, que es una función
exponencial monotónica creciente también denominada Curva Característica
del Ítem (CCI).
La CCI del ítem i indica la probabilidad de que el alumno responda co-

rrectamente (ui = 1) supuesto que x = Θ y tiene la expresión:

pi(x) = p(ui|θ = x) = ci +
1− c

1 + exp(−1, 7ai(x− bi)))
(4.15)

donde ai es el índice de discriminación del ítem, bi es el grado de di�cultad
del ítem y ci es el factor de adivinanza o azar.
En el modelo de Millán, que considera los conceptos como unidades del

conocimiento θ, rede�ne la ecuación 4.15 en base a los conceptos del sistema.
Por cada pregunta del sistema, si está relacionada con p conceptos, hay

un total de 2p probabilidades condicionadas. En su cálculo intervienen 4
parámetros:

c: es el factor de azar, que representa la probabilidad de adivina la res-
puesta correcta. Su valor es de 1/n, donde n es el número de respuestas
posibles.

a: es el factor de discriminación, que según SIETTE, se puede �jar en
un valor comprendido entre 0.5 y 1.5.

b: nivel de di�cultad del ítem.

s: factor de descuido, que representa la probabilidad de fallar el ítem
aún conocidos todos los conceptos que en ella intervienen.

Millán aplica una transformación lineal a la ecuación 4.15 para trabajar
�nalmente con la función G(x):

G(x) = 1− (1− c)(1 + exp(−1,7ab))

1 + exp(−1, 7ai(x− bi)))
(4.16)

En esta función G(x) la variable x queda rede�nida por el número de
conceptos que el alumno conoce. G(x) tiene como valor mínimo para x = 0 el
valor c. De este modo, se puede contemplar que la probabilidad de responder
correctamente la pregunta cuando el número de conceptos conocidos es 0 es
el factor de azar c. Además el valor máximo de esta función es 1− s para así
considerar la situación de que aunque el alumno conozca todos los conceptos,
puede fallar la pregunta con un factor de descuido s.
Las probabilidades condicionadas tienen por el momento los siguientes va-

lores:
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G(0) = c, que indica que en caso de que no se conozca ningún concepto,
el alumno puede responder a la pregunta y adivinarla con un factor de
azar c, que es 1/n, donde n es el número de opciones de respuesta
posible.

G(x∗) = 1 − s, que indica que en caso de que se conozcan todos los
conceptos de la pregunta, es posible fallarla con un factor de descuido
s.

El resto de probabilidades Millán las calcula con la función G(x) del si-
guiente modo: Se calcula un factor k por cada probabilidad, que permite
ordenar las probabilidades en función de la importancia del concepto o
conceptos implicados en la pregunta.

Este factor k se multiplica por el valor x∗ asociado con el valor máximo
de G(x) y después se divide el resultado por el número de probabili-
dades totales 2p − 1 de la pregunta, para así tener un total de valores
de probabilidad (hasta 2p − 1) y que cada valor de probabilidad esté
interpolado entre c y G(x∗).

Cada probabilidad condicionada contiene una combinación de posibles es-
tados de los conceptos de una pregunta de modo que además del estado del
concepto (�dominado� o �no dominado�) se tiene en cuenta la importancia de
cada concepto en la pregunta. Para asignar este orden, Millán simplemente
ordena los conceptos por orden de importancia formando una palabra binaria
con los estados 1 (dominado) y 0(no dominado) con los conceptos de menor
importancia en la parte más baja de la palabra binaria. Cada palabra binaria
obtenida se corresponde entonces con un valor de probabilidad condicionada.
Sin considerar la palabra binaria formada por todo ceros (caso de no conocer
el alumno ningún concepto), para el resto de palabras binarias, el valor de k
se asigna desde 1 hasta 2p − 1, ambos valores incluidos.
Para ilustrar bien el cálculo de las palabras binarias y la asignación poste-

rior de un valor de probabilidad condicionada G(x) a cada palabra binaria,
vamos a verlo con un ejemplo.
Ejemplo 1.
Sean C1, C2, C3 y C4, los conceptos necesarios para responder la pregunta

P. Supongamos que los conceptos están ordenados de acuerdo a su importan-
cia en la pregunta, de manera que C1 es el concepto más importante y C4 el
menos importante. En este ejemplo, los valores de los parámetros IRT son:
c = 0,25, s = 0,01, b = 5 y a = 0,3. Lo primero que se calcula es x∗ tal que
G(x∗) = 1− s = 0,99. Se obtiene para x∗ = 13,716. Para 4 conceptos, hay un
total de 24 = 16 combinaciones binarias. Las probabilidades condicionadas
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asignadas a cada una de las combinaciones se calculan evaluando x en G(x)
con la expresión: kx/15, para k = 0, ..., 15.

C1 C2 C3 C4 x G(x) = p(P = 1)
0 0 0 0 0 0.25
0 0 0 1 0.914 0.233
0 0 1 0 1.829 0.280
0 1 0 0 2.743 0.345
1 0 0 0 3.658 0.427
0 0 1 1 4.572 0.522
0 1 0 1 5.487 0.622
0 1 1 0 6.401 0.717
1 0 0 1 7.316 0.797
1 0 1 0 8.230 0.861
1 1 0 0 9.145 0.907
0 1 1 1 10.059 0.939
1 0 1 1 10.973 0.961
1 1 0 1 11.888 0.975
1 1 1 0 12.802 0.984
1 1 1 1 13.717 0.99

Tabla 4.1: Tabla de probabilidades condicionadas de la red bayesiana de
Millán

Las probabilidades se asignan de forma creciente como se muestra en la
siguiente �gura:
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Figura 4.4: Valores de la función G(x)

En la �gura 4.4 puede apreciarse cómo el valor mínimo de la función es
el valor de c = 0,25 y el valor máximo es de 0,99 que coincide con el valor
1− s para s = 0,01 que habíamos �jado inicialmente. De este modo, quedan
representadas en la función los aciertos de un alumno por el factor de azar c
y la posibilidad de fallo con el factor de descuido s.

4.5. Conclusiones

Tras hacer un estudio del estado del arte de los tests adaptativos existentes
hasta el momento, se ha decidido que el modelo del estudiante del �modelo
de red bayesiana con pesos propuesto� del capítulo 6 que se presenta en este
trabajo, sea una red bayesiana de preguntas y conceptos. Asimismo, dada la
efectividad comentada y sabida probada del sistema SIETTE, nos ha parecido
que cada nodo pregunta de la red bayesiana puede modelarse con una CCI
de 3 parámetros, siendo solamente necesario especi�car para cada ítem, el
valor de los parámetros a, b y c.
De esta manera, el �modelo bayesiano propuesto� aprovecha las caracte-

rísticas de una red bayesiana en cuanto a su capacidad de representar las
relaciones entre sus nodos pregunta y concepto y además la teoría TRI nos
permite calibrar y seleccionar un ítem del test que sea conforme al nivel de
habilidad actual del alumno, característica fundamental de los tests adapta-
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tivos.
Antes de comentar las consideraciones que nos han llevado a utilizar las

redes bayesianas para el modelado del estudiante que pueden encontrarse en
la sección 5.4, presentamos las características básicas de las redes bayesianas
en el siguiente capítulo.
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Capítulo 5

LAS REDES BAYESIANAS

5.1. Introducción

En este capítulo, presentamos en primer lugar en la sección, unas nociones
básicas que son necesarias conocer para la comprensión del funcionamiento
de las redes bayesianas, y en la sección, los conceptos de las redes que hemos
aplicado en el modelo bayesiano centro de nuestro trabajo, que hemos re-
nombrado al principio del trabajo como �modelo de red bayesiana con pesos
propuesto�.

5.2. Nociones básicas

Tal y como se introduce en [19], dados un conjunto de datos observados,
las redes bayesianas capturarán las relaciones de dependencia existentes en-
tre los atributos de los datos observados. Las redes bayesianas describen la
distribución de probabilidad que gobierna un conjunto de variables.
Existen distintas aplicaciones de interés para las redes bayesianas: clasi�-

cación, predicción, diagnóstico, etc. Entre las características que poseen las
redes bayesianas se puede destacar que permiten aprender relaciones de de-
pendencia y causalidad, combinar conocimiento con datos y manejar bases
de datos incompletas.
Vamos a ver una de�nición formal matemática de red bayesiana.

5.2.1. Teoría de grafos

Las redes bayesianas son un tipo especial de grafo, por lo que antes de
de�nir formalmente una red bayesiana, vamos a ver unos conceptos sobre
grafos.
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5.2.2. Conceptos básicos

Supóngase un conjunto de objetos X = X1, X2, ..., Xn que pueden rela-
cionarse entre sí. El conjunto X puede ser representado grá�camente por
una colección de nodos o vértices, asociando un nodo a cada elemento de
X. Estos nodos pueden conectarse por aristas, indicando las relaciones exis-
tentes entre los mismos. Una arista entre los nodos Xi y Xj se denota-
rá mediante Lij. Se tiene también que el conjunto de todas las aristas es
L = Lij|XiyXjestnconectados.
Por tanto, un grafo queda determinado por el conjunto de nodos X, y las

relaciones entre ellos, L.
El concepto de grafo puede de�nirse de una forma más general. Por ejem-

plo, puede permitirse que dos nodos estén conectados por más de una arista
o incluso que un nodo esté conectado consigo mismo. Sin embargo, como se
a�rma en [5], en el campo de los sistemas expertos, los grafos se utilizan
para representar un conjunto de variables proposicionales (nodos), y unas
relaciones de dependenca entre ellos (aristas).
Algunos conceptos adicionales sobre grafos son:

Arista dirigida. Dado un grafo G = (X,L), si Lij ∈ L y Lij 3 L, la
arista Lij entre los nodos Xi y Xj se denomina dirigida y se denota
mediante Xi −→ Xj.

Arista no dirigida. Dado un grafo G = (X,L), si Lij ∈ L, la arista Lij

se denomina no dirigida y denota mediante Xi \Xj o Xj \Xi.

Grafo dirigido. Un grafo en el cual todas las aristas son dirigidas se
denomina grafo dirigido.

Grafo no dirigido. Un grafo en el cual todas las aristas son no dirigidas
se denomina no dirigido.

Conjunto adyacente. Dado un grafo G = (X,L), y un nodo Xi, el
conjunto adyacente del nodo Xi es el conjunto de nodos que son di-
rectamente alcanzables desde Xi, es decir, Ady(Xi) = Xj ∈ X|Lij ∈ L.
Este concepto nos permite de�nir un grafo como un conjunto de nodos
y de los conjuntos adyacentes de cada uno de los nodos.

Camino entre dos nodos. Un camino del nodo Xi al nodo Xj es una
sucesión de nodos (Xi1, ..., Xir), comenzando enXi1 = Xi y �nalizando
en Xir = Xj, de forma que existe una arista del nodo Xik al nodo
Xik+1, k = 1...r − 1, es decir, Xik+1 ∈ Ady(Xik, k = 1...r − 1
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Longitud de camino,r − 1, se de�ne como el número de aristas que
contiene.

Camino cerrado. Un camino (Xi1, ..., Xir) se dice que es cerrado si el
nodo inicial coincide con el �nal, es decir, Xi1 = Xir.

5.2.3. Características de los grafos dirigidos

Debido al tipo de red bayesiana que vamos a utilizar para modelar el
conocimiento del �modelo de red bayesiana con pesos propuesto�, donde hay
una estructura clara de dependencia entre los elementos del conjunto X,
deducimos que el tipo de grafo en el que se basa es dirigido. Es por ello,
que vamos a citar algunas características de los grafos dirigidos, dejando los
grafos no dirigidos para investigación del lector, que puede profundizar en
ellos en [5].

Padre e hijo. Cuando exista una arista dirigida, Xi −→ Xj, del nodo
Xi al nodo Xj, entonces se dice que el nodo Xi es un padre del nodo
Xj, y que el nodo Xj es un hijo de Xi.

Familia de un nodo. El conjunto formado por un nodo y sus padres se
denomina familia del nodo.

Ascendientes de un nodo. Un nodo Xj se denomina ascendiente del
nodo Xi si existe un camino de Xj a Xi.

Conjunto ascentral. Un conjunto de nodos S se denomina un conjunto
ancestral si contiene los ascendientes de todos sus nodos.

Descendientes de un nodo. Un nodo Xj se denomina descendiente del
nodo Xi si existe un camino de Xi a Xj.

Ordenación. Dado un conjunto X = X1, ..., Xn de nodos, una ordena-
ción, α, es una biyección que asigna un número del conjunto 1, ..., n a
cada nodo: α : 1, ..., n −→ X1, ..., Xn. Por tanto, αi denota el i-ésimo
nodo de la numeración.

Ciclo. Un ciclo es un camino cerrado en un grafo dirigido.

Grafos cíclicos y acíclicos. Un grafo dirigido se denomina cíclico si con-
tiene al menos un ciclo; en caso contrario, se denomina grafo dirigido
acíclico. Los grafos dirigidos acíclicos son precisamente la base para
construir las redes bayesianas.
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Grafos simples y poliárboles. Un árbol dirigido se denomina un árbol
simple si cada nodo tiene como máximo un padre; en caso contrario, se
denomina un poliárbol.

Las siguientes de�niciones sirven para los grafos de tipo multinivel como
se explica en el siguiente apartado. Se trata de de�niciones que afectan a un
tipo de representación de los grafos.

Profundidad ascendente. La profundidad ascendente de un nodo Xi en
un grafo dirigido acíclico, PA(Xi, es la longitud máxima de los caminos
del grafo que terminan en el nodo Xi.

Profundidad descendente. La profundidad descendente de un nodo Xi

en un grafo dirigido acíclico, PD(Xi, es la longitud máxima de los
caminos del grafo que comienzan en el nodo Xi.

Niveles de profundidad de un grafo. Dado un grafo dirigido, el ni-
vel k de profundidad ascendente, NAk, es el subconjunto de nodos
Xi ∈ X|PA(Xi) = k. De forma similar, el nivel k de profundidad des-
cendente, NDk, es el subconjunto Xi ∈ X|PD(Xi) = k.

5.2.4. Formas de representación de un grafo

Como se explica en [5], un grafo puede ser representado de varias formas
equivalentes que pongan de mani�esto en mayor o menor medida determina-
das características.
Las formas de representación más comunes son:

De forma simbólica. Un grafo se puede representar como un par (X,L),
donde X es un conjunto de variables y L es un conjunto de aristas entre
pares de variables.

De forma grá�ca. Un grafo puede pintarse en un diagrama formado por
un conjunto de nodos(uno por cada variable) y un conjunto de líneas o
�echas(una por cada arista del conjunto L).

De forma numérica, utilizando matrices.

De todas estas representaciones, la que mejor explica la topología de un
grafo es la grá�ca, porque permite observar las distintas relaciones que existen
entre las variables, pero tiene la desventaja de que para un número de nodos
y de aristas muy elevado, se vuelve demasiado compleja. Por su parte, la
representación numérica permite obtener características del grafo mediante
la aplicación de operaciones algebraicas sobre una matriz.
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Entre los dos tipos de representacíón de un grafo, destacan dos formas muy
utilizadas como son:

Representación circular.

Representación multinivel.

En mi opinión, la que mejor modela una jerarquía entre padres e hijos a
distintos niveles es, como su propio nombre indica, la representación multi-
nivel. Según [5], la idea de representación multinivel es organizar los nodos
en distintos niveles, o capas, de tal forma que no existan aristas entre nodos
del mismo nivel y que todo nodo en un nivel esté conectado con algún nodo
del nivel previo.

5.2.5. Teorema de Bayes

Un sistema experto basado en probabilidades es un tipo de sistema ex-
perto cuya base de conocimiento está formada por elementos de un espacio
probabilístico y el motor de inferencia se basa en el marco de inferencia ba-
yesiano a través de la estrategia conocida como razonamiento probabilístico
o inferencia probabilística [5].
En un sistema experto basado en probabilidades, se asume la probabilidad

como una medida intuitiva de incertidumbre, en la que la distribución de
probabilidad conjunta de las variables se usa para describir las relaciones de
dependencia entre ellas y se sacan conclusiones con fórmulas muy conocidas
de la teoría de la probabilidad.
Vamos a de�nir el teorema de bayes que se aplica en los modelos probabi-

lísticos para el cálculo de la distribución de probabilidad conjunta.
Se denota por p(A) a la probabilidad de que ocurra el suceso A. Asimismo,

se denota por p(AB) a la probabilidad de que ocurran los sucesos A y B.
Por último, se denota por p(A|B) a la probabilidad de que ocurra A cuando
sabemos que ha ocurrido B y se la denomina probabilidad condicionada del
suceso A dado el suceso B.
Se ha determinado por teoría de la probabilidad[4], que la probabilidad de

ocurrencia de A y B es igual al producto de multiplicar la probabilidad de
B por la de A una vez ocurrido B:

p(AB) = p(B)p(A) (5.1)

Supongamos que el conjunto A lo dividimos en 2 subconjuntos (A1, A2).
Estos sucesos son mutuamente excluyentes y constituyen todas las posibles
situaciones. Se cumple:
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p(A1) + p(A2) = 1 (5.2)

El suceso B se puede producir en cualquiera de las dos situaciones que se
pueden dar en el conjunto A. Se cumple:

p(A1B) = p(B)p(A1|B) (5.3)

Si en esta ecuación, despejamos p(A1|B) tenemos:

p(A1|B) =
p(B|A1)

p(B)
(5.4)

De esta ecuación, p(B) es igual a la suma de todas las ocurrencias de A:

p(B) = p(B|A1) + p(B|A2) + p(B|A3) =
∑

(1,3)∈i

p(B|Ai) =
∑

(1,3)∈i

p(B|Ai)p(Ai)

(5.5)
Por tanto:

p(A1|B) =
p(B|A1)∑

(1,3)∈i p(B|Ai)
(5.6)

Esta expresión es el Teorema de Bayes que se ha deducido a partir de un
ejemplo para hacerlo más comprensible.

5.2.6. De�nición formal de red bayesiana

Una red bayesiana [4] es un par (D,P ), donde D es un grafo dirigido
acíclico, P = p(Xi|pa(Xi)), con i = 1, ..., n, es un conjunto de n funciones de
probabilidad condicionada, una para cada variable, y pa(Xi) es el conjunto
de padres del nodoXi enD. El conjunto P de�ne una función de probabilidad
asociada mediante la factorización:

p(x) =
∏

(1,n)∈i

p(xi|pa(Xi)) (5.7)

Como se explica en [19], el grafo dirigido de las redes bayesianas está
formado por nodos donde cada nodo se corresponde con una variable aleatoria
y los arcos que unen los nodos son las probabilidades condicionadas que
expresan las relaciones entre las variables. De este modo, un arco que vaya
del nodo A al nodo B signi�ca que A in�uye a B, o lo que es lo mismo B
depende condicionalmente de A.
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Por cada nodo de la red se escribe su tabla de probabilidad condicionada
que contiene los valores de las probabilidades condicionadas de la variable
dados todos los valores de sus padres en el grafo.
El conjunto de la red bayesiana será la probabilidad condicionada conjunta

de todas las variables aleatorias del grafo. La probabilidad conjunta de n
variables se puede expresar utilizando una tabla de tamaño O(2n). Debido a
los factores de la forma factorizada, es su�ciente con almacenar n tablas de
tamaño O(2k) donde k es el número máximo de arcos que entran en un nodo
(sus padres).
Existen diversos tipos de redes bayesianas dependiendo del tipo de varia-

bles que contenga el grafo (discretas, continuas o ambas) y del tipo de distri-
bución que se considere para cada variable. Dos tipos importantes de redes
bayesianas son las redes multinomiales y las redes normales o gaussianas.

Redes bayesianas multinomiales. En una red bayesiana multinomial, se
supone que todas las variables son discretas, es decir, que cada varia-
ble puede tomar valores dentro de un conjunto �nito. La función de
probabilidad condicionada asociada a cad variable también es de tipo
multinomial. En el apartado 5.2.7 vemos un ejemplo de red bayesia-
na multinomial. Estas funciones de probabilidad se describen mediante
tablas con valores.

Redes bayesianas gaussianas. En una red bayesiana gaussiana (también
denominada normal) se supone que las variables del conjunto X están
distribuidas por medio de una distribución normal N(µ,σ) dada por la
función de densidad de una distribución normal.

5.2.7. Construcción de redes bayesianas

En [5] se explica que la base de conocimiento de un sistema experto proba-
bilístico está formada por un conjunto de variables y un modelo probabilístico
(una función de probabilidad conjunta) que describe las relaciones entre ellas.
Castillo et al., a�rma en [5] que el funcionamiento de un sistema experto de-
pende de la correcta de�nición de la función de probabilidad conjunta.
Para la de�nición del modelo, es conveniente seguir los siguientes pasos:

1. Planteamiento del problema. El primer paso en el desarrollo de un
sistema experto es la de�nición del problema a resolver. Por ejemplo,
dado que un alumno es capaz de resolver una serie ejercicios planteados
sobre una materia de estudio, el eje del problema será determinar cuáles
son los conceptos de la materia que el alumno domina.
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2. Selección de variables. El segundo paso consiste en la de�nición de
variables que sean relevantes para la de�nición del problema. Por ejem-
plo, las variables relevantes en el aprendizaje de una materia de estudio,
serán los conceptos de los que consta. Las variables relevantes deben
seleccionarse de forma que se eviten las redundancias y son de�nidas
por el experto.

3. Adquisición de datos. Una vez de�nidas las variables en el paso anterior,
hay que analizar los valores que van a tomar en el modelo. Los valores
pueden ser cuantitativos o cualitativos.

4. Construcción del modelo probabilístico. Una vez que están perfecta-
mente de�nidas las variables y los valores que pueden tomar, el si-
guiente paso consiste en expresar las relaciones que se hay entre las va-
riables mediante la de�nición de una función de probabilidad conjunta.
Las funciones de probabilidad conjunta también están supeditadas a
las relaciones de dependencia y de independencia que se den entre las
variables. La estructura de la función de probabilidad depende de un
número de variables o parámetros.

La parte cuantitativa de la red está formada por las siguientes proba-
bilidades:

a) Una tabla de probabilidad por cada una de las variables que no
tienen hijos.

b) Una tabla de probabilidad condicionada por cada variable dados
los valores de sus padres.

Para la construcción del modelo, se puede utilizar un grafo para repre-
sentar las relaciones entre las variables. Según Cooper and Herskovits
en [16], la propiedad principal de las redes bayesianas se expresa di-
ciendo que un nodo es condicionalmente independiente de sus nodos no
descendientes, dados los valores de sus padres inmediatos.

Las condiciones de independencia entre las variables de la red bayesiana
se pueden determinar con el criterio de separación grá�ca separaciónd
[19].

Gyftodimos and Flach [19] enuncia el criterio dseparación del siguien-
te modo: Sean X,Y ,Z tres conjuntos de vértices en un grafo acíclico
dirigido. Se dice que Z separa a X de Y si para cada camino indirecto
entre cualquier x ∈ X e y ∈ Y existe un nodo w ∈ Z en ese camino.
Se cumple que p(X|Y, Z) = p(X|Z), es decir, X es independiente de Y
dado Z.
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Como resultado de este criterio, se podría eliminar la variable Y del
grafo. Veremos en el apartado que el criterio dseparación permite sim-
pli�car la estructura de una red bayesiana, y como consecuencia, el
algoritmo de propagación que implementa la red.

5.2.8. Inferencia en redes bayesianas

Propagación de evidencia

Como a�rma Castillo et al., en [5], la propagación de evidencia es una
de las tareas más importantes de un sistema experto porque permite obte-
ner conclusiones cuando se dispone de nueva información. Vamos a explicar
el proceso de propagación de evidencia en cualquier modelo probabilístico
formado por un conjunto de variables discretas X = X1, X2, ..., Xn, y una
función de probabilidad p(x) en X.
Cuando no se dispone de ninguna información, es decir, cuando no existe

evidencia, el proceso de propagación consiste en calcular las probabilidades
marginales p(Xi = xi), también denotadas por p(xi), para cada Xi ∈ X.
Estas probabilidades se denominan �a priori� porque dan una primera infor-
mación sobre los valores que pueden tomar las variables. Por contra, cuando
se dispone de cierta evidencia, es decir, cuando se conoce un conjunto de
variables E ⊂ X que tienen asociados los valores Xi = ei, para Xi ∈ E, el
proceso de propagación debe tener en cuenta esta nueva información.
Se de�ne la evidencia como un conjunto de variables E ⊂ X cuyos valores

son conocidos, E = e.
La propagación de evidencia consite en calcular las funciones de probabi-

lidad condicionada p(xi|e) para cada variable Xi 3 E, dada la evidencia e.
Las funciones de probabilidad condicionada miden el efecto producido por la
evidencia en cada variable. Cuando no se dispone de evidencia (E = ∅), las
funciones de probabilidad condicionadas se corresponden con las probabili-
dades a priori p(xi).
Para calcular las probabilidades condicionadas, para cuando hay evidencia,

se puede utilizar el teorema de Bayes del siguiente modo:

p(xi, e) =
p(xi, e)

p(e)
(5.8)

donde 1/p(e) es una constante de proporcionalidad. Por tanto, se pue-
de obtener p(xi|e) calculando y normalizando las probabilidades marginales
p(xi, e). De esta forma se tiene:
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p(xi, e) =
∑

(xi,e)3x

pe(x1, ..., xn) (5.9)

donde pe(x1, ..., xn) es la función de probabilidad obtenida sustituyendo en
p(x1, ..., xn) las variables con evidencia E, por sus valores e. Por consiguiente,
para calcular p(xi, e) ha de sumarse pe(x1, ..., xn) para todas las posibles
combinaciones de valores de las variables que no estén contenidas en E,
excepto la variable Xi. Cuando no se dispone de evidencia, esta ecuación
se convierte en:

p(xi) =
∑

(xi,e)3x

p(x1, ..., xn) (5.10)

Este método involucra un número elevado de combinaciones de valores por
lo que resulta muy ine�ciente, incluso en redes con un reducido número de
variables. Por ejemplo, en el caso de variables binarias, hay un total de 2n−1

probabilidades que se suman en la ecuación.
El problema de estas dos ecuaciones es que no tienen en cuenta ningún

tipo de independencia entre las variables implicadas.
En el caso de las redes bayesianas que ocupan el presente trabajo, las fac-

torización de la función de probabilidad se obtiene de forma sencilla a partir
del grafo dirigido considerando un conjunto de funciones de probabilidad
condicionada que involucran a cada nodo con sus padres.
Hay varios algoritmos de propagación que tienen en cuenta esta estructura

de independencia entre las variables que se aplican a redes con una estructura
especí�ca.
Conviene estudiar estos algoritmos, para estudiar sus ventajas e inconve-

nientes y poder decidir el más adecuado para �el modelo de red bayesiana
con pesos propuesto�.
El primer algoritmo que revisamos es el algoritmo de propagación de paso

de mensajes, que se utiliza en redes con una estructura grá�ca arbitraria.

Algoritmo de paso de mensajes

El algoritmo de paso de mensajes se considera un mecanismo muy e�ciente
en el cálculo de las probabilidades de la red [5].
En el paso de mensajes, a cada nodo de la red se le asocia un �estado de

certeza� que es un vector cuyos elementos suman 1 y que se corresponden
con la proporción de cada valor en el dominio de valores de la variable de ese
nodo.
La probabilidad de un nodo puede calcularse a partir de las probabilidades

de sus padres e hijos. Siempre y cuando se produce un cambio en el valor de
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la probabilidad de un nodo, directamente en él o indirectamente debido al
cambio de un nodo vecino, se recalcula su valor de probabilidad y se propaga
a los nodos padres e hijos. Este proceso es repetido hasta que la red alcanza
un nivel de equilibrio.
La actualización de probabilidades se realiza siguiendo los pasos:

1. Actualización de la probabilidad. Consiste en el cálculo del vector de
probabilidades de un nodo usando la información de los nodos vecinos.

2. Propagación bottom-up (de abajo a arriba). Consiste en calcular los
mensajes λ que los nodos hijos envían a sus padres.

3. Propagación top-down (de arriba a abajo). Consiste en calcular los
mensajes π que los nodos padres envían a sus hijos.

En este procedimiento de propagación de evidencia [33], se distingue entre
probabilidades �jas que etiquetan los enlaces de la red, por ejemplo, p(y|x),
y los valores dinámicos de las probabilidades de los nodos actualizados, por
ejemplo, p(x|e) donde e es una evidencia o valor que se asigna a una varia-
ble de la red. Esta última probabilidad, Pearl [43], la denomina BEL(X) o
certeza de la variable X dada la evidencia recibida e. Por tanto:

BEL(x) = p(x|e) (5.11)

Cuando trabajamos con variables discretas las funciones λ(x), π(x) yBEL(x)
pueden considerarse listas, o vectores, donde cada componente se corresponde
con un valor diferente de la variable X. Pearl [43] muestra el vector BEL(x)
para una variable X cuyo dominio de valores es Hot,Medium,Cold:

BEL(x) = (BEL(X = Hot), BEL(X = Medium), BEL(X = Cold)) = (0,1, 0,2, 0,7)
(5.12)

Se de�ne BEL(x) de un nodo como:

BEL(x) = απ(x)λ(x) (5.13)

donde π(x) y λ(x) son los vectores que un nodo recibe de sus nodos vecinos.
Vamos a de�nir las variables λ y π como sigue:

λ(x) = p(ex|x) (5.14)

π(x) = p(x|ex+) (5.15)
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λ(x) representa el diagnóstico que el nodo X = x recibe de sus descendien-
tes y λ(x) representa la predicción que el nodo X = x aporta a sus nodos
descendientes.
Para calcular estas probabilidades, se aplica la generalización de la regla

del Bayes así:

p(x|e) = α ∗ p(e|x) ∗ p(x) (5.16)

Para ver la información procedente de los descendientes de X que se fusiona
en el nodo X, se particiona el conjunto ex− en subconjuntos distintos, uno
por cada hijo de X.
El proceso de actualización de un nodo X de la red puede verse en la

siguiente �gura:

Figura 5.1: Paso de mensajes entre un nodo X y sus vecinos [43]

Algoritmos de propagación en poliárboles

En [5], se de�ne el poliárbol como uno de los modelos grá�cos más simples
para construir redes bayesianas.
Los algoritmos basados en poliárboles tienen la característica fundamental

de que son lineales respecto al tamaño de la red (número de nodos y aristas
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que la componen) a diferencia del método de fuerza bruta que requiere un
número exponencial de operaciones para realizar la propagación.
En un poliárbol dos nodos cualesquiera están unidos por un único camino,

lo cual implica que cada nodo divide el poliárbol en dos poliárboles inconexos:
uno que contiene a sus padres y a los nodos a los que está conectado pasando
por sus padres, y otro que se compone de sus hijos y de los nodos a los que
está conectado pasando por sus hijos.
El proceso de propagación puede realizarse en este tipo de grafos de un mo-

do e�ciente combinando la información procedente de los distintos subgrafos
mediante el envío de mensajes de un subgrafo a otro.
Vamos a indicar las probabilidades que son necesarias calcular durante la

propagación de evidencia en un poliárbol.
Suponiendo que se conoce una cierta evidencia E = e y que se quieren

calcular las probabilidades p(xi|e) para todos los valores xi de un nodo cual-
quiera Xi que no esté contenido en E. Para facilitar el cálculo de estas pro-
babilidades, gracias a la división en subgrafos, el conjunto de evidencia E
se puede descomponer en dos subconjuntos distintos, cada uno de los cuales
está contenido en uno de los subgrafos separados el nodo Xi en el poliárbol
original. Por tanto E puede descomponerse como:

E+
i , que es el subconjunto de E accesible desde Xi a través de sus

padres.

E−i , que es el subconjunto de E accesible desde Xi a través de sus hijos.

Para calcular la probabilidad condicionada p(xi|e) se aplica la regla de
Bayes del modo:

p(xi|e) =
p(xi, e)

p(e)
(5.17)

donde 1/p(e) es una constante de proporcionalidad. Para el cálculo del
numerador p(xi, e), se podría calcular y normalizar las probabilidades margi-
nales p(xi, e), pero este cálculo en una red con demasiadas variables, implica
un elevado número de combinaciones de variables, resultando ine�ciente.
Como sucede en el algoritmo de paso de mensajes (ver 5.2.8), la e�ciencia

puede mejorarse aplicando el teorema de Bayes para el cálculo de la proba-
bilidad condicionada así:

p(xi|e) =
1

p(e−i , e
+
i )
p(e−i |xi)p(e‘+i |xi)p(xi) = kλi(xi)ρi(xi) (5.18)

donde k = 1
p(e−i ,e+i )

es una constante de normalización.
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Es decir, en la ecuación 5.18, λi(xi) es la probabilidad p(e
−
i |xi, es decir, la

información que un nodo recibe de sus nodos hijos y ρi(xi) es la probabilidad
p(xi, e

+
i ), que es la información que un nodo envía a sus padres.

Según el algoritmo de propagación en poliárboles que consultarse en [4],
las funciones λ y ρ de cada nodo se calculan en distintas etapas. Por tanto,
si sólo interesa una variable objetivo Xi, el algoritmo puede detenerse una
vez que se conozan las funciones ρi(xi) y λi(xi) de ese nodo.
Para la implementación del algoritmo, puede distribuirse de forma paralela

el cálculo en cada uno de los nodos de la red, encargados cada uno del cálculo
de los mensajes ρi(xi) y λi(xi).
La complejidad del algoritmo es lineal en el número de nodos y aristas

(tamaño de la red). Por tanto, cuando una red bayesiana tiene estructura
de poliárbol, el proceso de propagación puede ser llevado a cabo de forma
e�ciente mediante este algoritmo.
A diferencia de las redes bayesianas con una estructura arbitraria, el pro-

blema de la propagación en redes bayesianas es un problema NP-complejo
[5], lo que signi�ca que no puede resolverse en un tiempo lineal.
Vamos a analizar en la siguiente sección, los tipos de algoritmos que pueden

aplicarse en estos casos de redes con estructura arbitraria.

Algoritmos de propagación para redes múltiples

Las redes simples [2], consideradas aquéllas que sólo contienen un camino
entre cada par de nodos, no suponen gran cantidad de cómputo si nos limita-
mos a calcular la probabilidad de cada nodo de la red aplicando el teorema de
bayes y propiedades básicas de la teoría de probabilidad. No sucede lo mismo
en las redes múltiples que serán aquéllas que contienen más de un camino
entre cada par de nodos. Para poder tratar con estas redes, se desarrollan
algoritmos de propagación que factorizan el espacio de estados para permi-
tir cálculos más e�cientes. Básicamente, se pueden clasi�car en dos tipos:
algoritmos de condicionamiento y algoritmos de agrupamiento, que pueden
consultarse en [5] y pasamos a describir a continuación.

1. Algoritmo de condicionamiento. Un árbol es múltiplemente conexo cuan-
do contiene algún ciclo.

La idea básica del algoritmo de condicionamiento es cortar las vías
alternativas de comunicación contenidas en los bucles asignando un
valor arbitrario a un conjunto de nodos.

El problema de encontrar un conjunto de corte minimal es también
un problema NP-duro, aunque hay heurísticos que permiten obtener
conjuntos de corte aunque no con todos los nodos necesarios.
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2. Algoritmo de agrupamiento. El método de agrupamiento se basa en
la construcción de subconjuntos de nodos (aglomerados) de tal modo
que el proceso de propagación de evidencia se realiza calculando pro-
babilidades locales (que dependen de un número reducido de variables)
evitanto así calcular probabilidades globales (que dependen de todas
las variables).

El algoritmo de agrupamiento otbiene, en primer lugar, el conjunto de
conglomerados del grafo; a continuación obtiene la función de probabi-
lidad condicionada de cada nodo marginalizando la función de probabi-
lidad de cualquier conglomerado en el que esté contenido. Este método
de agrupamiento se aplica tanto a las redes de Markov como a las redes
bayesianas.

En [38], se explica un algoritmo basado en técnicas de agrupamiento
que consiste en crear grupos, con cada grupo con un conjunto de no-
dos, de forma que la propagación de evidencia se limita a cada grupo
consiguiendo con ello una disminución del tiempo computacional del
algoritmo.

El algoritmo empleado en [38], se basa en el algoritmo HUGIN, que da
nombre a la herramienta comercial HUGIN [25]. Dicho algoritmo con-
siste en hacer una serie de transformaciones sobre el grafo de partida
y con los grupos obtenidos, de�nir las fórmulas de propagación en sen-
tido ascendente y descendente, que serán similares a las del algoritmo
de propagación de paso de mensajes.

En [32], se explica el esquema de inferencia seguido por HUGIN para la
propagación de evidencia en redes con conexiones múltiples acíclicas.

En el algoritmo de HUGIN, el proceso de inferencia no se hace directa-
mente sobre la estructura de la red, sino que el dominio se particiona
en un conjunto de subdominios llamados �belief universes�, más común-
mente conocidos como �cliques�.

La tabla de probabilidad de cada nodo de la red es un conjunto de
probabilidades conjuntas �no� normalizadas.

Según [32], la construcción de un sistema de �cliques�, que sea equiva-
lente al dominio del sistema, se hace en los siguientes pasos:

a) Construir un grafo moral. Para cada nodo de la red, se añaden
enlaces entre todos sus padres y se eliminan, posteriormente, las
direcciones de los arcos.
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b) Triangular el grafo moral. Un grafo es triangulado si todos los
ciclos de longitud mayor de 3 están relacionados. Se añaden enlaces
al grafo moral hasta que esté triangulado.

c) Construir el sistema de cliques. Los conjuntos de nodos son los cli-
ques de un grafo triangulado. Las tablas de probabilidad iniciales
se calculan con el producto de las probabilidades condicionadas.

d) Organizar el sistema en una estructura de árbol. El árbol se cons-
truye teniendo en cuenta que para cada par de cliques U y V,
cada clique en el camino entre U y V contiene |C|

⋂
|V |, es decir,

siempre hay un elemento común entre un clique y el siguiente.

Todos los pasos excepto el segundo dedicado a triangular el grafo son
siempre iguales. A partir de un grafo moral, se determina un conjunto
de cliques asociado y después se organizan en forma de árbol.

En cuanto a la propagación de evidencia, Jensen et al., en [32], describe
el procedimiento seguido de la siguiente manera:

HUGIN considera que una red casual probabilística se construye sobre
un universo, que es el conjunto de nodos donde cada nodo tiene un
conjunto �nito de estados. Los nodos se llaman variables y el universo
está organizado en un grafo acíclico dirigido. El conjunto de padres de
un nodo se denota por pa(A). Cada variable tiene asociada una tabla
de probabilidad condicional denotada por p(A|pa(A)).

Sea V un conjunto de variables. El espacio de V es el producto carte-
siano de los conjuntos de estados de V denotados por Sp(V ). Las tablas
de probabilidad condicional se denotan por las letras griegas Φ y Ψ. Si A
es una variable, entonces ΦA = p(A|pa(A)) que mapea Sp(pa(A)

⋃
A)

en el intervalor [0,1]. Es conveniente usar funciones que no estén nor-
malizadas y valores arbitrarios no negativos. Estas funciones serán Φ y
Ψ.

Una tabla de probabilidad es un conjunto no normalizado de probabi-
lidades conjuntas de un nodo. Si S ⊂ V , entonces el conjunto no nor-
malizado de probabilidades conjuntas para el espacio de estados Sp(S)
o todos los valores de S, puede obtenerse a partir de Φv mediante una
operación llamada �marginalización� que se de�ne así:

Φv =
∑
(s)3v

Φv) (5.19)
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La evidencia se transmite por toda la red mediante la operación de
absorción (U,Φu) desde un nodo U a sus vecinos V y V a partir de las
funciones

∑
(s)3v Φv),...,

∑
(u)3w Φw).

A partir de esta operación local de absorción, se de�nen dos operaciones
de propagación denominadas CollectEvidence y DistributeEvidence que
son dos métodos que existen en cada nodo de la red.

Cuando el método CollectEvidence de V es invocado desde un
nodo vecino W , entonces V invoca el método CollectEvidence en
todos sus nodos vecinos (excepto el del propio W) y V absorbe
después la evidencia de los nodos vecinos.

Cuando la función DistributeEvidence del nodo V es invocada
por un vecino W, entonces V absorbe desde W e invoca al método
DistributeEvidence de todos sus vecinos.

Para calcular la probabilidad a posteriori de un nodo U se aplica la
siguiente fórmula:

Φ
′

u = Φ
′

u ∗
∑

(u)3v Φv)∑
(v)3u Φu)

∗ ... ∗
∑

(u)3w Φw)∑
(w)3u Φu)

(5.20)

Figura 5.2: Propagación de evidencia en HUGIN [32]

En [5], se describe el algoritmo propagación de [32], de una forma más
general, denominándolo algoritmo de agrupamiento para redes de Mar-
kov descomponibles. A cada clique se le llama �conglomerado� y se
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de�ne para cada clique dos conjuntos, conjunto separador y conjunto
residual.

En el caso de tener una red bayesiana, no es necesario de�nir estos dos
conjuntos aunque sí de�nir el conjunto de conglomerados de la red y
asociando a cada nodo de la red la función de probabilidad que de�ne
la familia del nodo1.

5.3. Algoritmos del modelo de red bayesiana

con pesos propuesto

En la sección 5.2, se han expuesto los algoritmos de propagación utilizados
en las redes bayesianas con una estructura de poliárbol y también con una
estructura más general.
En la presente sección, vamos a revisar los algoritmos que seleccionamos

como más adecuados para la propagación de evidencia en la estructura de
red bayesiana de la que se caracteriza el �modelo de red bayesiana con pesos
propuesto�.

5.3.1. Algoritmo de agrupamiento para redes bayesia-

nas

Vamos a detallar los pasos del algoritmo de propagación de redes bayesia-
nas de [4] y a demostrar con un ejemplo cómo funciona con un subconjunto
de la red bayesiana del �modelo de red bayesiana con pesos propuesto� del
capítulo 6.

1Se considera familia de un nodo al propio nodo y sus padres
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Algoritmo 1 Algoritmo de agrupamiento para redes bayesianas
entrada: red bayesiana (D,P ) de�nida en un conjunto de variables Xi

1: MoralizargrafoD
2: TriangulargrafoD
3: ObtenerelconjuntoCdelosconglomeradosdeG
4: para i← 1, n hacer
5: Ci ← familia(Xi)
6: �n para
7: Aj el conjunto de nodos asociados al conglomerado Ci

8: para j ← 1, n hacer
9: φj(ci)←

∏
(xj)∈Aj

p(xi|πj)
10: �n paradevolver: P (xi|e)

Este algoritmo de agrupamiento para redes bayesianas es muy importante
en el presente trabajo, puesto que demuestra que dada una red bayesiana, es
posible expresar la probabilidad de cada nodo factorizándola con los nodos
de su familia y que no hace falta ningún nodo más de la red en este cálculo.
Sea la siguiente red de ejemplo, un subconjunto de la red bayesiana del

�modelo de red bayesiana con pesos propuesto�:

Figura 5.3: Red bayesiana de conceptos y preguntas realizada con ELVIRA
[18]

Paso 1. Moralizar el grafo. Para moralizar el grafo, es necesario añadir la
arista C1 −→ C2. El grafo resultante es triangulado, por lo que no necesita
ninguna transformación adicional.
Paso 2. Obtener los conglomerados del grafo. Los conglomerados del grafo

son C1 = C1, P1 y C2 = C1, C2, P2.
Paso 3. Asignar cada nodo a un conglomerado. Cada uno de los nodos ha

de ser asignado a un conglomerado que contenga a su familia. Por ejemplo,
los nodos C1, C2 y P2 se asignan al conglomerado C2, y el nodo P1 al
conglomerado P1.
Paso 4. De�nir las funciones potenciales. Tenemos las siguientes funciones

potenciales:
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φ1(C1, P1) = p(P1|C1) (5.21)

φ2(C1, C2, P2) = p(P2|C1, C2) (5.22)

Paso 5. Devolver las p(xi|e) Una vez calculadas las funciones potenciales,
ya tenemos los valores de las probabilidades condicionadas deseadas.
Por consiguiente, vemos que es posible calcular cada probabilidad condi-

cionada con�nada al subconjunto de nodos con el que está relacionada, que
será por cada pregunta del sistema Pi, el propio nodo Pi y sus nodos padre.

5.3.2. Algoritmo de HUGIN

Vamos a aplicar ahora el algoritmo de agrupamiento, pero considerando
ahora que nuestra red bayesiana es un modelo descomponible de Markov.
Este algoritmo aunque también puede consultarse en [5] lo mostramos a
continuación porque es muy importante la información que aporta sobre el
modo de propagar la evidencia.

Algoritmo 2 Algoritmo de agrupamiento para modelos descomponibles de
Markov.
entrada: red bayesiana (D,P ) de�nida en un conjunto de variables X y una

evidencia E = e
Moralizar y triangular el grafo D, obteniendo un grafo no dirigido G.

2: C ← elconjuntodelosconglomeradosdeG
para i← 1, n hacer

4: Ci ← familia(Xi)
�n para

6: Ai ← Ci

para Ci ← 1, n hacer
8: φi(ci)←

∏
(xi)∈Ai

p(xi|πi)
�n paradevolver: P (xi|e)

Tras examinar los algoritmos 5.3.1 y algoritmo 2, concluimos que el al-
goritmo que va a utilizar el �modelo de red bayesiana con pesos propuesto�
para la propagación de la evidencia por la red es una mezcla de los dos del
siguiente modo: el algoritmo del �modelo de red bayesiana con pesos propues-
to� propaga la evidencia solamente en el conglomerado del nodo del que se
tiene evidencia como hace el algoritmo 2 pero tomando como conglomerado
de un nodo su familia como hace el algoritmo 5.3.1.
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Sea la siguiente red bayesiana, un subconjunto de la red bayesiana del
�modelo de red bayesiana con pesos propuesto�:

Figura 5.4: Red bayesiana de conceptos y preguntas

Si aplicamos el algoritmo ?? a esta red de ejemplo tenemos:
Paso 1. Obtener los conglomerados de la red. En este caso, la red es sencilla

con un único conglomerado C1 formado por los nodos C y P1. Sus conjunto
separador y residual son los siguientes:

S1 = ∅ (5.23)

R1 = C1, P1 (5.24)

Paso 2. Calcular la probabilidad conjunta. Como sólo hay un conglomera-
do, tenemos directamente que la expresión de la probabilidad conjunta es:

p(P1, C1) = φ(P1, C1) (5.25)

Por tratarse de una red bayesiana, sabemos el valor de la función potencial:

φ(P1, C1) = p(P1|C1)p(C1) (5.26)

El valor de m1() es:

m1() =
∑

(P1,C1)∈Ai

p(P1|C1)p(C1) (5.27)

La expresión �nal de la probabilidad conjunta es:

φ∗1(P1, C1) =
φ1(P1, C1)

m1()
(5.28)

Esta expresión se corresponde con las probabilidades condicionadas de la
siguiente tabla:

Una vez que se tienen las probabilidades conjuntas, para calcular la pro-
babilidad de una variable, hay que marginalizar la probabilidad conjunta del
siguiente modo:
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P1 C1 p(P1,C1)
0 0 (p(P1=0|C1=0)p(C1=0))∑

(P1,C1)∈Ai
p(P1|C1)p(C1)

0 0 (p(P1=0|C1=1)p(C1=1))∑
(P1,C1)∈Ai

p(P1|C1)p(C1)

0 1 (p(P1=1|C1=0)p(C1=0))∑
(P1,C1)∈Ai

p(P1|C1)p(C1)

0 1 (p(P1=1|C1=1)p(C1=1))∑
(P1,C1)∈Ai

p(P1|C1)p(C1)

Tabla 5.1: Tabla probabilidades conjuntas calculadas por el algoritmo de
HUGIN

Ante una nueva evidencia, por ejemplo, P1 = 1, que representa que el
alumno ha respondido correctamente la pregunta P1, tenemos que particu-
larizar esta expresión a los casos de P1 = 1, o lo que es lo mismo, absorber
la evidencia dando como resultado:

p(C1|P1 = 1) =
p(P1 = 1|C1 = 1)p(C1 = 1)

p(P1 = 1|C1 = 0)p(C1 = 0) + p(P1 = 1|C1 = 1)p(C1 = 1)
(5.29)

Si seguimos simpli�cando la ecuación 5.31:

p(C1|P1 = 1) =
p(P1 = 1|C1 = 1)p(C1 = 1)

p(P1 = 1)
(5.30)

que será el valor de la probabilidad del nodo C1.
Cabe destacar que el denominador P1 = 1 actúa como constante de nor-

malización, que será el valor de α de la ecuación 5.13 que normaliza la certeza
o BEL(x) de un nodo X en el algoritmo de propagación de paso de mensajes
(ver 5.2.8). Con esto deducimos que el algoritmo 2 se corresponde con una
propagación de mensajes en cada nodo de la red. La diferencia es que hemos
reducido la propagación de mensajes a cada conjunto conglomerado.
Si ahora para esta misma red de ejemplo con los nodos C1 y P1, utiliza-

mos la herramienta software HUGIN LITE [25], asignando como valores de
probabilidades p(C1 = 1) = 0,5, p(C1 = 0) = 0,5, p(P1 = 1|C1 = 1) = 0,7
y propagando la evidencia P1 = 1, tenemos que devuelve como resultado de
p(C1)∗ = 0,1892, que se obtiene también con la ecuación 5.31 así:

p(C1|P1 = 1) =
p(P1 = 1|C1 = 1)p(C1 = 1)

p(P1 = 1)
=

0,7 ∗ 0,5

0,1850
(5.31)

Por tanto, podemos concluir que la herramienta HUGIN Lite o el algoritmo
que la implementa conocido por algoritmo de HUGIN se corresponde con el
algoritmo 2 para modelos de redes de Markov descomponibles.
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En el caso de utilizar la herramienta HUGIN LITE, esta herramienta dis-
pone de un API en varios lenguajes de programación (C++, Visual Basic,
Java) con funciones para lo que llama �propagar la evidencia� y después
�adaptar� la red, que consiste en asegurarse de que la red alcance un estado
de equilibrio.
Un ejemplo de código de la API de Java de HUGIN LITE que se puede

consultar en el manual de su API [26] es el siguiente:

h_domain_t d = h_kb_load_domain(.Asia.hkb",NULL);
h_node_t n = h_domain_get_node_by_name(d, "S");

h_node_select_state(n,0);
h_domain_propagate(d,h_equilibrium_sum,h_mode_normal);

h_domain_adapt;

Tabla 5.2: Ejemplo de código para propagación de evidencia con API JAVA
de Hugin Lite [26]

Estas mismas funciones para propagar la evidencia las tiene HUGIN LITE
en una versión en coma �otante, que en lugar de utilizar el valor de la cons-
tante de normalización utilizan una versión logarítmica de la constante para
casos en los que las probabilidades obtenidas sean muy pequeñas.
Este algoritmo de HUGIN será el que se aplica también en el �modelo de red

bayesiana con pesos propuesto� del presente trabajo, pero con un matiz más,
que será que sólo se calculen las probabilidades conjuntas para los nodos
de los que interesa calcular su probabilidad, que convierte al algoritmo de
HUGIN es un �algoritmo orientado a objetivo�.

5.3.3. Algoritmo orientado a un objetivo

Hasta ahora, hemos visto cómo se propaga la evidencia en todos los no-
dos no evidenciales de la red Xi dada una evidencia E = e. Este proceso es
correcto, pero supongamos que sólo estamos interesados en conocer la pro-
babilidad de un único nodo. Según el algoritmo orientado a un objetivo, este
nodo será el nodo objetivo.
Lo que hace este algoritmo, es reducir el grafo de partida, considerando

únicamente el conjunto de nodos relevantes, y a continuación, realizar la
propagación en el grafo reducido. El proceso para la obtención de los no-
dos relevantes puede consultarse en [5]. De este algoritmo, sacamos como
conclusión fundamental que el conjunto de nodos relevantes de un nodo lo
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conforman él mismo y sus nodos ascendientes, que en el caso de cualquier su-
bred del �modelo de red bayesiana con pesos propuesto� 6.3.2 será el conjunto
formado por el propio nodo y sus nodos padre.
En el Anexo I, puede consultarse la implementación �nal del algoritmo de

HUGIN orientado a un objetivo que utiliza el �modelo de red bayesiana con
pesos propuesto� del capítulo 6.

5.4. Justi�cación del uso de Redes Bayesianas

Las redes bayesianas proporcionan un buen método para representar y ra-
zonar acerca de la incertidumbre presente en el modelado del estudiante [47].
Las redes bayesianas son una manera de estructurar estos modelos y permiten
de�nir un tratamiento sistemático de la información que se va recopilando
en un sistema de aprendizaje.
En un sistema de este tipo, según Reye [45], es necesario el conocimiento

del alumno en cualquier momento en el tiempo. Los sistemas que son ca-
paces de medir cada nuevo ítem de evidencia en conjunción con el resto de
evidencias previas que se tengan del estudiante, permiten tomar decisiones
pedagógicas, y por consiguiente, son más adecuados para este contexto edu-
cativo. Otro enfoque que puede tratar con la información sobre el estudiante
son los sistemas de reglas, pero los sistemas de reglas que manejan incer-
tidumbre, hemos razonado en la sección 3.4.1 que, a menudo, producen un
conjunto de reglas inconsistentes.
Parece más adecuado utilizar un modelo probabilístico para manejar la

incertidumbre que contenga en su representación la relación entre las varia-
bles del modelo. Las opciones disponibles son las redes de Markov y las redes
Bayesianas.
Castillo et. al., [5] nos dan la clave para distinguir entre las redes de Mar-

kov y las redes bayesianas asegurando que en el caso de las redes bayesianas,
la factorización de la función de probabilidad se obtiene de forma sencilla
a partir del grafo dirigido considerando un conjunto de funciones de pro-
babilidad condicionada que involucran a cada nodo con sus padres. Y que
además, la factorización de una red de Markov requiere varios pasos previos
como: construir los conglomerados del grafo, ordenar este conjunto de modo
que satisfaga la propiedad de intersección dinámica, encontrar los conjuntos
separadores y residuales de cada conglomerado, etc. Por ello, en este trabajo
hemos considerado que el uso de las redes bayesianas resulta más sencillo y
como hemos visto en los algoritmos de agrupamiento explicados, las probabi-
lidades condicionadas de la red bayesiana ya de�nen los conglomerados para
poder aplicar estos algoritmos de agrupamiento de una forma muy directa.
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Las redes bayesianas tienen el inconveniente de que es necesario especi�car
las probabilidades condicionadas de la red inicialmente antes de propagar la
evidencia por la red, que serán los parámetros de la red. Es un problema
trabajar con redes bayesianas cuando el número de parámetros a especi�car
es muy elevado. Pero nuestro trabajo se centra en los trabajos anteriormente
desarrollados hasta el momento que han tratado de simpli�car la forma de
calcular los parámetros de la red, utilizando métodos sistemáticos para cal-
cularlos de forma sencilla. En el presente trabajo, se propone otro método
sencillo de cálculo de los parámetros de la red que era el segundo objetivo
principal del trabajo puesto que el primario es que el valor de las probabi-
lidades calculadas represente con mayor precisión las relaciones reales entre
las variables de la red.
Otra ventaja de utilizar las redes bayesianas es que existe software comer-

cial para diseñar y operar redes bayesianas como es HUGIN LITE [25] y
NETICA [41]. Además existen librerías desarrolladas en diferentes lenguajes
de programación que pueden ser integradas en un sistema nuevo desarrolla-
do, como por ejemplo, las API de C++, Visual Basic y Java de HUGIN [26],
JAVABAYES [33] y SMILE [49].
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Capítulo 6

MODELO BAYESIANO DEL
ALUMNO CON PESOS
PROPUESTO

6.1. Introducción

En este capítulo describiremos un modelo del alumno basado en redes
bayesianas. Este modelo del alumno presentado es el que hemos renombrado
al principio del trabajo como �modelo de red bayesiana con pesos propuesto�.
Este modelo es una modi�cación del que hemos también renombrado �modelo
de red bayesiana de Millán� que se de�ne en [38]. A lo largo del capítulo,
iremos citando los dos modelos para destacar las diferencias existentes entre
ambos.

6.2. Modelado del dominio

Antes de de�nir el modelo del estudiante, es importante de�nir el modelado
del dominio del sistema del test adaptativo en el que está embebido, para ver
los puntos coincidentes, ya que como hemos comentado en el capítulo 2, hay
sistemas en los que el modelo del dominio y del estudiante son el mismo y
otros, en los que hay difeferencias.
El modelo del dominio, como en cualquier sistema de enseñanza_aprendizaje,

es con el que trata el sistema, es decir, es su base de conocimiento.
El conocimiento es el una materia de estudio de la rama de Informáti-

ca, Sistemas Operativos. Esta asignatura pertenece al primer curso del ciclo
formativo de formación profesional de grado superior denominado �Adminis-
tración de Sistemas Informáticos en Red�.
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El conocimiento de la materia �Sistemas Operativos� se divide en una serie
de �tópicos� o áreas de conocimiento:

1. Introducción a los Sistemas Informáticos.

2. Introducción a los Sistemas Operativos.

3. Gestión de procesos.

4. Gestión de memoria.

5. Gestión de entrada y salida.

Al de�nir estos cinco tópicos, se pretende que el conocimiento del sistema
sea variado y equilibrado, porque el banco de preguntas del test va a contener
preguntas de todos los tópicos y en el mismo número (o casi el mismo) en
cada uno. El test adaptativo que contiene el �modelo de red bayesiana con
pesos propuesto� no se va a preocupar, no obstante, de tener un equilibrio de
contenido, cuestión que plantearemos como una futura línea de investigación
en el capítulo 8.
El conocimiento del sistema se va a dividir en �conceptos� que son las

unidades mínimas en las que lo dividimos para tratar con él de una forma
más precisa y manejable.
El profesor, al igual que hace el sistema SIETTE, va a de�nir los conceptos

que él considera en que se descompone la materia de �Sistemas Operativos�
en cada uno de los tópicos considerados.

6.3. Modelo del estudiante

El módulo del estudiante debe contener toda la información del estudian-
te que recaba el sistema para poder evaluarle y guiarle en sus proceso de
aprendizaje.
La información del modelo del estudiante son un subconjunto de �concep-

tos�, que se corresponden con las unidades de aprendizaje �conceptos� de las
que se compone el modelo del dominio. El modelo del estudiante de�nido
es, por tanto, un modelo de superposición [38], en el que el conocimiento del
estudiante es un subconjunto del conocimiento del sistema.

6.3.1. Nodos de la red bayesiana

El conocimiento del sistema se va a modelar con una red bayesiana que
está formada por dos tipos de nodos:
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Nodos que representan el conocimiento del alumno. Son nodos �concep-
to�.

Nodos que permiten recolectar evidencia, con los que se pretende re-
coger todo aquello que proporcione información sobre el conocimiento
del alumno. Son nodos �pregunta�.

En cuanto a los �nodos concepto�, hay un nodo por cada �concepto� del
sistema, que representa el conocimiento del alumno sobre el concepto. Estos
nodos son binarios, es decir, toman valor 1 cuando el alumno �conoce� el
concepto, y valor 0 cuando lo desconoce.
En cuanto a los nodos pregunta, hay un nodo pregunta por cada �pregunta

del sistema, que representa el total de pregunta que �conoce� el alumno dados
los conceptos relacionados con ella que el alumno domina.
Al ser la red bayesiana un modelo probabilístico, cada nodo de la red

tendrá asociado un valor de probabilidad, que será el valor de conocimiento
del alumno en cada nodo.
A diferencia del �modelo de red bayesiana de Millán� descrito en el apartado

?? y cuya descripción más completa puede encontrarse en [38], sólo vamos
a considerar estos nodos de la red porque el objetivo del presente trabajo es
la estimación del conocimiento del alumno en cada uno de los conceptos del
sistema, que se hará a partir de las respuestas �correctas� o �incorrectas� a
las preguntas del test que se le presenten.

6.3.2. Relaciones entre los nodos

Las relaciones de la red bayesiana son: relaciones concepto-pregunta. Son
relaciones causales que representan que el conocimiento de partes del siste-
ma (conceptos) tiene in�uencia causal en que las preguntas del sistema se
respondan correcta o incorrectamente.
Las relaciones entre nodos concepto y nodos pregunta se representan en la

siguiente red bayesiana:

Figura 6.1: Relaciones entre conceptos y preguntas realizada con ELVIRA
[18]
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Hay que señalar que este modelo bayesiano es un modelo dinámico, en el
sentido de que el conocimiento del alumno sobre los nodos pregunta puede
cambiar a lo largo del tiempo, pudiendo variar también el conocimiento sobre
el resto de nodos de la red.

6.4. Proceso de diagnóstico

La parte de diagnóstico de la red, es la que determina, a partir de las
respuestas del alumno, el conjunto de conceptos que conoce y desconoce.
El algoritmo de diagnóstico funciona del siguiente modo:

Paso 1. Determinar el nivel de conocimiento inicial del alumno. El
alumno tiene un conjunto de conceptos que inicialmente conoce.

Paso 2. Se selecciona una pregunta del sistema para mostrar al alumno
cuyo nivel de di�cultad se corresponde con su nivel de habilidad. Des-
pués comentaremos el algoritmo de selección de pregunta utilizado.

Paso 3. El alumno responde a la pregunta. Independientemente de tener
evidencia positiva (la respuesta a la pregunta es correcta) o evidencia
negativa (la respuesta a la pregunta es incorrecta), se actualiza el grado
de conocimiento del alumno en los conceptos que están exclusivamen-
te relacionados con la pregunta. Más tarde, comentaremos también el
algoritmo de propagación de evidencia utilizado en esta red bayesiana.

Paso 4. Se examina el grado de conocimiento del alumno en todos y
cada uno de los conceptos del sistema. Si el alumno conoce todos los
conceptos o bien se ha mostrado hasta un número �jado de preguntas
del sistema, el algoritmo termina calculando el nivel de habilidad �nal
del alumno en base al número de conceptos conocidos. Si el alumno
no conoce todos los conceptos del sistema o todavía no se ha llegado
al máximo número de preguntas a mostrar, se selecciona una pregunta
del sistema volviendo al Paso 2.

Este algoritmo realiza dos pasos fundamentales, que es esencial examinar
con mayor detalle: determinación del grado de conocimiento del alumno y
selección de la pregunta.

1. Determinación del grado de conocimiento. Este proceso consiste en cal-
cular para cada concepto del sistema, el tanto por ciento de conocimien-
to que tiene el alumno. Esto es equivalente a calcular las probabilidades
a posteriori de cada concepto del sistema, que podemos representar por
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p∗(C1), p∗(C2), p∗(C3), ..., p∗(Cp). Estas probabilidades son diferentes
a las probabilidades a priori que se �jan inicialmente para el alumno y
se denotan por p(C1), p(C2), p(C3), ..., p(Cp).

El cálculo de las probabilidades p∗(Ci) se realizar tras la respuesta del
alumno a la pregunta que se le presenta en cada momento, de tal modo
sólo se actualizar las p∗(Ci) que in�uyan directamente en la pregunta
recién respondida. Así, si denotamos por P la pregunta contestada, se
calcula alternativamente p(Ci|Pcorrecta) o p(Ci|Pincorrecta) dependiendo
de que la respuesta a la pregunta haya sido correcta o incorrecta. Todo
este proceso de determinación del grado de conocimiento del alumno
se describe en el algoritmo.

2. Selección de la pregunta. Todo test adaptativo consta de un elemento
básico que lo de�ne que es el método de selección de preguntas. Para
este test adaptativo bayesiano, se sigue el algoritmo que se describe en
el apartado.

6.5. Diagnóstico de cada ítem

El diagnóstico de la red bayesiana consiste en decidir si el alumno en base
a un conjunto de conceptos que se han evaluado como que �conoce�, es capaz
de responder correctamente a cada ítem del test. Este valor es, por tanto, la
probabilidad de responder correctamente una pregunta dados los conceptos
conocidos.
La probabilidad de cada nodo pregunta, o lo que es lo mismo, el modelo

de respuesta asociado a cada pregunta del test adaptativo bayesiano, viene
dado por la fórmula de ICC de la TRI 3-paramétrica que modi�camos al
igual que en el �modelo de red bayesiana de Millán� explicado en el apartado
de la siguiente manera:
Sean C1, ..., Cq el conjunto de conceptos del sistema que están relacionados

(por relaciones de causalidad) con un ítem recién respondido que denotaremos
por P1, se modi�ca la ICC con la siguiente expresión:
p(P1correcta|C1, C2, ..., Cq) = G(x|C1, C2, ..., Cq) que es la probabilidad

de responder correctamente la pregunta dados todos los conceptos padre
implicados con sus posibles estados �conocido� y �desconocido�.
Por tanto, para calcular la probabilidad de responder correctamente a una

pregunta dada una combinación de estados de los conceptos que in�uyen
directamente en la pregunta, se calcula una probabilidad condicionada eva-
luando la función G(x) en un valor. A continuación, explicamos la procedencia
de la función G(x) y los valores que puede tomar.
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El modelo IRT de 3-parámetros calibra cada pregunta del test con 3 pará-
metros con el �n de adaptar cada ítem al nivel de conocimiento que tiene el
alumno en cada momento. Los tres parámetros son:

a: factor de discriminación. Este factor que permite medir lo que in�uye
la pregunta en el total del test, en este modelo bayesiano se le asignado
un valor igual para todos los ítems y de esta manera estaríamos diciendo
que todas las preguntas de un test tienen la misma importancia, no
sobresaliendo ninguna sobre las demás. Esto se ha decidido así porque
uno de los parámetros que más ha interesado medir en este estudio
es la precisión del modelo de red bayesiana en la estimación del nivel
de conocimiento del alumno y el parámetro IRT que está directamente
relacionado con el grado de conocimiento es el factor b o el nivel de
di�cultad de cada pregunta.

b: nivel de di�cultad. Este factor mide el grado de di�cultad de la
pregunta. Se considera, igual que sucede en SIETTE, que toma la mis-
ma escala de valores que el parámetro nivel de conocimiento Θ. Estos
valores son discretos y varían en el rango [0...Θ].

c: factor de azar. Este factor mide la posibilidad de que el alumno escoja
cualquier respuesta al azar al responder la pregunta. Su valor, al igual
que sucede en SIETTE, depende del número de posibles respuestas y
es igual a 1/n, siendo n el total de posibles respuestas.

La expresión que sigue cada ítem es la curva característica de ítems ICC.
Esta curva contiene los valores de probabilidad de respuesta correcta del ítem
para todos los posibles valores de habilidad del alumno. La curva ICC del
modelo 3-paramétrico de la IRT tiene la siguiente expresión:

F (x) = c+
1− c

1 + exp(−1, 7a(x− b)))
(6.1)

Esta función F(x) se convierte en la función G(x) mediante una transfor-
mación lineal, para que el valor mínimo de la probabilidad no sea 0, sino el
factor de azar c, y asimismo, el valor máximo de la probabilidad sea 1 − s
(donde s es el factor de descuido) y no el valor máximo 1.

G(x) = 1− (1− c)(1 + exp(−1, 7ab))

1 + exp(−1, 7a(x− b)))
(6.2)

Esta misma función G(x) se había considerado en el �modelo de red baye-
siana de Millán� descrito en el apartado.
Los valores de probabilidad que toma la función G(x) son:
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G(0) = c. G(0) es la probabilidad de responder correctamente la pre-
gunta cuando el alumno no tiene ningún nivel de conocimiento Θ sobre
la materia de estudio. Como el nivel de habilidad del alumno en el mo-
delo bayesiano se mide en función de los �conceptos� del sistema, en
esta función G(x), consideraremos que x es la variable que contiene el
número de conceptos dominados por el alumno. G(0), será por tanto, la
probabilidad de responder correctamente la pregunta cuando el alumno
no sabe ningún concepto.

G(x) = 1 - s. G(x) es la probabilidad de responder correctamente la
preguntta cuando el alumno conoce todos los conceptos. El alumno
hace todo lo contrario a �adivinar� la pregunta, que es lo que indica el
factor de adivinanza s.

El resto de probabilidades se calculan teniendo en cuenta los conceptos que
va conociendo el alumno durante la ejecución del test bayesiano, con lo que se
han de considerar todas las posibles combinaciones de estados de los concep-
tos (�conocido� o �desconocido�) que estén relacionados con la pregunta. Hay
un total de 2p combinaciones de estados de los conceptos para p conceptos.
Al �nal, por cada pregunta del sistema, habrá un total de 2p probabilidades
condicionadas a los conceptos de la misma.
En el �modelo de red bayesiana de Millán� del apartado, se mostraba un

método de cálculo de las 2p probabilidades. Este modelo de Millán asigna a
cada probabilidad, el valor de G(x) evaluada en un �factor� que se calcula,
para cada probabilidad, como:

factor =
(k ∗ x∗)
2p − 1

(6.3)

donde x∗ es el valor de x∗ para el que G(x∗) tiene el valor máximo de
probabilidad para el valor s de descuido del alumno. Los valores de las pro-
babilidades del �modelo de red bayesiana de Millán� va desde c hasta 1 -
s.
En el �modelo de red bayesiana con pesos propuesto�, este factor en lugar de

calcularse de este modo, se calcula con el parámetro �peso� de cada concepto
en la pregunta. El �peso� se asigna a cada concepto, no teniendo por qué
coincidir el peso de un concepto con el de otro, y se mide con una proporción
del concepto en la pregunta, por lo que es un valor entre 0 y 1. El factor
contiene en su fórmula los �pesos� sumados de todos los conceptos de la
pregunta con una doble consideración:

1. Si en la combinación de conceptos, un concepto está en el estado �co-
nocido�, interviene en la suma de los pesos con el valor del peso del
concepto.
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2. Si en la combinación de conceptos, un concepto está en el estado �des-
conocido�, interviene en la suma de los pesos con el valor 1 menos el
peso del concepto, es decir, con el complementario del peso.

El factor en el �modelo de red bayesiana con pesos propuesto� tendrá la
expresión:

factor =
(pesotodosconceptos ∗ x∗ ∗ (2p − 1)

2p − 1
(6.4)

Comparando las ecuaciones 3.3 y 3.4, deducimos que:

Kpropuesta = (pesotodosconceptos ∗ (2p − 1)) (6.5)

Para obtener la probabilidad de responder correctamente la pregunta se
aplicará la fórmula �nal:

G(x|C1...Cp) = G(
pesotodosconceptos ∗ x∗ ∗ 2p − 1

2p − 1
) (6.6)

donde �pesotodosconceptos� es la suma de los pesoi (para los conceptos
�conocidos�) y 1− pesoi (para los conceptos �desconocidos�).
Vamos a explicar los componentes de esta fórmula:

1. pesotodosconceptos ∗ 2p. Esta multiplicación se hace para obtener un
número que será siempre menor o igual a 2p, que es justo el valor
máximo del factor k que se utiliza en el �modelo de red bayesiana de
Millán�. Este producto, será, por tanto, el factor k correspondiente al
�modelo de red bayesiana con pesos propuesto�.

2. pesotodosconceptos ∗ x∗ ∗ 2p. Esta multiplicación del factor por el valor
x∗ es el mismo producto que se realiza en el �factor� del �modelo de red
bayesiana de Millán�. Se obtiene un número proporcional al valor x∗.

3. pesotodosconceptos∗x∗∗2p
2p−1 . Este cociente se hace para que el valor del factor

esté distribuido en el rango de valores 1 y 2p − 1, que son los límites
máximo y mínimo del número de combinaciones posibles de los concep-
tos de la pregunta, o el número de probabilidades condicionadas de la
pregunta a calcular.

Para ilustrar mejor el método propuesto de cálculo de las probabilidades
condicionadas de la red, vamos a verlo con un ejemplo:
Para ilustrar mejor el método propuesto de cálculo de las probabilidades

condicionadas de la red, vamos a verlo con un ejemplo:
Sean C1 y C2 dos conceptos asociados a la pregunta P del sistema que se

presenta al alumno en el test. Para saber el conocimiento del alumno en la
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pregunta, pueden darse las siguientes situaciones: desconoce C1 y desconoce
C2, desconoce C1 y conoce C2, conoce C1 y desconoce C2, conoce C1 y C2.
El conjunto de probabilidades condicionadas que tenemos son:

p(Pcorrecta|C1desconocidoC2desconocido) = G(
((1− peso1) + (1− peso2)) ∗ x∗ ∗ 2p

2p − 1
)

(6.7)

p(Pcorrecta|C1desconocidoC2conocido) = G(
((1− peso1) + peso2) ∗ x∗ ∗ 2p

2p − 1
)

(6.8)

p(Pcorrecta|C1conocidoC2desconocido) = G(
(peso1 + (1− peso2)) ∗ x∗ ∗ 2p

2p − 1
)

(6.9)

p(Pcorrecta|C1conocidoC2conocido) = G(
(peso1 + peso2) ∗ x∗ ∗ 2p

2p − 1
) (6.10)

donde peso1 es el peso del concepto C1 y peso2 es el peso del concepto
C2.
La última probabilidad p(Pcorrecta|C1conocidoC2conocido) en realidad no haría

falta calcularla, porque sabemos que es igual a 1− s.
En este punto, falta calcular las probabilidades a posteriori para los con-

ceptos, p∗(C1) y p∗(C2). Para ello, supongamos que tenemos la evidencia de
que la pregunta P se ha respondido correctamente, entonces tenemos:

p∗(C1) = (
p(C1conocido|Pcorrecta

p(Pcorrecta)
) (6.11)

En esta ecuación, p(C1conocido|Pcorrecta) puede calcularse aplicando el Teo-
rema de Bayes así:

p∗(C1conocido|Pcorrecta) = p(Pcorrecta|C1conocido) ∗ p(C1conocido) (6.12)

Con lo que sustituyendo en la ecuación 3.9 tenemos:

p∗(C1) = (
p(Pcorrecta|C1conocido) ∗ p(C1conocido)

p(Pcorrecta)
(6.13)

donde 1/Pcorrecta se calcula como una constante de normalización dividien-
do p(C1conocido|Pcorrecta) por la suma de Pcorrecta y de Pincorrecta.
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En el caso de tener la evidencia de que la pregunta se ha respondido inco-
rrectamente, la ecuación 3.9 quedaría del modo:

p∗(C1) = (
p(Pincorrecta|C1conocido) ∗ p(C1conocido)

p(Pincorrecta)
(6.14)

Las probabilidades p(Pcorrecta|C1conocido) y p(Pincorrecta|C1conocido) son com-
plementarias y suman 1.
Análogamente, el proceso seguido para calcular p∗(C1) se sigue para cal-

cular p∗(C2). Veremos en el algoritmo, que si las probabilidades p∗(C1) y
p∗(C2) superan un valor �jado por el sistema de 0.7, se concluye que el
alumno �conoce� los conceptos C1 y C2.

Algoritmo 3 Propagación de evidencia en red bayesiana propuesta.
1: p(Ci) = 0,7; para todos aquellos conceptos que en la simulación se hayan

deducido como dominados inicialmente por el alumno.
2: Se selecciona una primera pregunta P con el algoritmo 2.
3: para Ci ← 1, p hacer
4: p(P |C1C2...Cp) = G(x|C1...Cp)← G(pesotodosconceptos∗x

∗∗2p−1
2p−1 )

5: �n para
6: si pi es evidencia positiva then
7: p(pi|C)← p(+pi|C)
8: else si thenp(pi|C)← p(−pi|C)
9: �n si . Calcular el factor de propagación λ

10: λ←
∏

(1,k)∈i p(pi|C)

11: P ∗(C) = α ∗ λ ∗ P (C) devolver: P ∗(C)

Este algoritmo se muestra con todo detalle en el algoritmo 0 del Anexo I.

6.6. Criterio de selección de preguntas

Existen varios criterios a considerar par seleccionar el siguiente ítem al
alumno, tal como sucedía en SIETTE.
En el �modelo de red bayesiana con pesos propuesto� del presente trabjao,

al igual que se hacía en el �modelo de red bayesiana de Millán�, utilizaremos
un criterio adaptativo.
Tomando como base el �modelo de red bayesiana de Millán� descrito en [37],

la selección de la siguiente pregunta la haremos en base al rendimiento que
haya mostrado el alumno en las preguntas anteriores, y más concretamente,
en la estimación del nivel de conocimiento que se tenga del alumno en base
a las preguntas anteriores. La autora explica que podemos adoptar dos tipos
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de criterios adaptativos diferentes: los criterios basados en la cantidad de
información que aporta cada pregunta y los criterios condicionados, que se
basan en potenciar el comportamiento que ha demostrado el alumno hasta
el momento.
Parece más lógico utilizar el segundo criterio condicionado dado el carácter

dinámico de la red.
En [38], se presentan dos de�niciones para la �cantidad de información� que

aporta una pregunta, también denominada �utilidad de la pregunta�. En la
primera de las de�niciones, se de�ne la utilidad de la pregunta en función del
cambio que se produce en la probabilidad de un concepto dada la respuesta a
la pregunta. Y en la segunda de�nición, se de�ne la utilidad de la pregunta en
función del cambio que se produce en la probabilidad de la propia pregunta
al responderla.
La expresión de la �utilidad de la pregunta dado el cambio en la pregunta

es el siguiente:

U(P,C) = (p(C = 1|P = 1)∗p(P = 1)+(p(C = 0|P = 0)∗p(P = 0) (6.15)

La expresión de la �utilidad de la pregunta dado el cambio en un concepto
de la pregunta es el siguiente:

U(P,C) = (p(P = 1|C = 1)∗p(C = 1)+(p(P = 0|C = 0)∗p(C = 0) (6.16)

Elegimos �nalmente el criterio de utilidad de la pregunta dado la pregunta
porque según los experimentos descritos en [31], es el criterio que obtiene
mejores resultados en la estimación del nivel de habilidad del alumno.
Una vez de�nida la utilidad de una pregunta para cada uno de los conceptos

implicados en ella, falta por de�nir la utilidad global de una pregunta. Hay
también varias de�niciones, que son:

1. Criterio de la suma: la utilidad global de una pregunta se de�ne como
la suma de las utilidades de la pregunta para cada uno de los conceptos
con ella relacionados.

2. Criterio del máximo: la utilidad global de una pregunta se de�ne como
el valor máximo de todas las utilidades de la pregunta de entre todos
los conceptos de la pregunta con ella relacionados.

En el presente trabajo, optamos por el criterio del máximo de la pregunta,
tanto en el algoritmo de diagnóstico del �modelo de red bayesiana con pesos
propuesto� 0 como en el algoritmo de diagnóstico del �modelo de red bayesia-
na de Millán� 0. Este algoritmo de selección de la siguiente pregunta aparece
implementado con todo detalle en el Anexo I en A.
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Algoritmo 4 Selección de la siguiente pregunta.
para Pi ← 1, s hacer

2: para Ci ← 1, p hacer
max(p(P |C))←MAXp(P |C)

4: �n para
�n paradevolver: maxp(P |C)

6.7. Comparación de dos modelos bayesianos

En esta sección, vamos a comparar los valores de las probabilidades con-
dicionadas de la red bayesiana en los dos modelos bayesianos, �modelo de
red bayesiana de Millán� y �modelo de red bayesiana con pesos propuesto�
de�nido en este capítulo, porque como habíamos comentado al principio del
capítulo, el �modelo de red bayesiana con pesos propuesto� está basado en el
�modelo de red bayesiana de Millán� y pretende ser una mejora con respecto
al anterior.
Vamos a ilustrar el cálculo de las probabilidades condicionadas en ambos

modelos bayesianos a través de un ejemplo.
Sean C1, C2 y C3 con pesos w1 = 0,7, w2 = 0,2 y w3 = 0,1. Sea una

pregunta del sistema P cuyos parámetros de IRT son a = 0,3, c = 0,25, b = 5
y s = 0,25. Con estos parámetros a, b, c y s, tenemos que G(x∗) = 1 − s =
1− 0,25 = 0,99 y x∗ = 13,716.
En la siguiente tabla, mostramos los valores de los factores k de ambas

redes y de las probabilidades condicionadas G(x).

C1 C2 C3 k(Millán) k(propuesta) G(Millán) G(propuesta)
0 0 0 0 0 G(0) G(0)
0 0 1 1 1.47 G(1.95) G(2.88)
0 1 0 2 2.24 G(3.91) G(4.38)
0 1 1 3 6.09 G(5.87) G(4.52)
1 0 0 4 6.09 G(7.83) G(11.93)
1 0 1 5 6.16 G(9.79) G(12.07)
1 1 0 6 6.93 G(11.75) G(13.57)
1 1 1 7 7 G(13.716) G(13.716)

Tabla 6.1: Valores de las probabilidades condicionadas de G(x) en ambos
modelos bayesianos
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Siguiendo la ecuación 3.5 y teniendo en cuenta que el parámetro k en el
�modelo de red bayesiana de Millán� va desde 0..,2p−1 para cada probabilidad
condicionada, vamos a detallar el cálculo de los valores del factor k en ambas
redes:
Para la combinación de estados de conceptos 001:

kmillan = 1 (6.17)

kpropuesto = ((0,1) +
(1− 0,2)

10
+

(1− 0,7)

10
) ∗ 7 = (0,1 + 0,08 + 0,03) ∗ 7 = 1,47

(6.18)
Para la combinación de estados de conceptos 010:

kmillan = 2 (6.19)

kpropuesto = ((0,2) +
(1− 0,7)

10
+

(1− 0,1)

10
)∗7) = (0,2 + 0,03 + 0,09)∗7 = 2,24

(6.20)
Para la combinación de estados de conceptos 011:

kmillan = 3 (6.21)

kpropuesto = ((0,2)+(0,1)+
(1− 0,7)

10
)∗7 = (0,2+0,1+0,03)∗7 = 2,31 (6.22)

Para la combinación de estados de conceptos 100:

kmillan = 4 (6.23)

kpropuesto = ((0,7) +
(1− 0,2)

10
+

(1− 0,1)

10
) ∗ 7 = (0,7 + 0,08 + 0,09) ∗ 7 = 6,09

(6.24)
Para la combinación de estados de conceptos 101:

kmillan = 5 (6.25)

kpropuesto = ((0,7) +
(1− 0,2)

10
+ 0,1)∗7 = (0,7 + 0,08 + 0,1)∗7 = 6,16 (6.26)
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Para la combinación de estados de conceptos 110:

kmillan = 6 (6.27)

kpropuesto = ((0,7)+(0,2)+
(1− 0,1)

10
)∗7 = (0,7+0,2+0,09)∗7 = 6,93 (6.28)

Para las combinaciones 000 y 111, sabemos que las probabilidades será
G(0)= 0.25 y G(13.716) = 0.99 en ambas redes.
Si hacemos una comparativa de los valores de x en G(x) en cada una de

las dos redes, podemos ver que en la mayoría de los casos, no en todos, el
valor de x en el �modelo de red bayesiana con pesos propuesto� es mayor que
el valor de x en el �modelo de red bayesiana de Millán�. Es por este motivo
que el valor de G(x) conducirá a mayores valores de las probabilidades a
posteriori de los conceptos. Los resultados de las probabilidades en ambas
redes se detallan en el capítulo 7.
Puede deducirse también que tanto el �modelo de red bayesiana de Millán�

como �el modelo de red bayesiana con pesos propuesto� realizan un cálculo de
un total de 2p probabilidades condicionadas, donde p es el número de concep-
tos del sistema. De este modo, cumplimos con el segundo objetivo planteado
al principio del trabajo que consistía en de�nir un modelo bayesiano con un
método sencillo y rápido de los parámetros de la red. Este orden exponencial
coincide en los dos modelos bayesianos y no se puede disminuir ya que en un
principio, antes de poner en funcionamiento la red para inferir conocimiento
a través de las evidencia(s) disponibles, se necesitan todos sus parámetros.
La probabilidad de respuesta correcta se puede obtener igualmente utili-

zando cualquier software especializado en redes bayesianas, como puede ser
ELVIRA [18] o HUGIN LITE [25].
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Capítulo 7

EXPERIMENTACIÓN DEL
MODELO Y RESULTADOS

7.1. Objetivos de los experimentos

El objetivo de los experimentos es comparar la e�cacia en la estimación del
nivel de conocimiento del alumno en las dos redes bayesianas correspondiente
a los modelos, �modelo de red bayesiana de Millán� del que parte nuestro
trabajo y �modelo de red bayesiana con pesos propuesto�, presentado en este
trabajo.
Para poder hacer esta comparación, es preciso considerar una o varias

medidas de evaluación que determinen la bondad de la estimación de cada
sistema. Como medidas de evaluación, vamos a considerar los mismos pará-
metros que usa el �modelo de Millán� en [38], que son:

Número de conceptos dominados: es el número de conceptos que la red
bayesiana diagnostica como que el alumno domina. Para determinar si
un concepto es "dominado", el algoritmo compara si la probabilidad a
posteriori del concepto supera un valor umbral, que hemos �jado en 0.7
en la realización de los experimentos.

Número conceptos no dominados: es el número de conceptos que la red
bayesiana diagnostica como que el alumno no domina. Para determinar
si un concepto es "no dominado", el algoritmo compara si la probabili-
dad a posteriori del concepto es menor que un valor umbral, que hemos
�jado en 0.3 para la realización de los experimentos.

Número conceptos no diagnosticados: es el número de conceptos que
la red bayesiana diagnostica como no diagnosticados. Para determi-
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nar si un concepto es "no diagnosticado", el algoritmo compara si la
probabilidad a posteriori del concepto es mayor de 0.3 y menor de 0.7.

El número de conceptos dominados nos permitirá saber con certeza que
el alumno conoce perfectamente los conceptos y así concluir con que no es
necesario reevaluar al alumno constantemente en ellos.
El número de conceptos no dominados nos permitirá saber con certeza qué

conceptos el alumno no domina, y poder así, insistir en su aprendizaje, por
ejemplo, con preguntas relacionadas con esos conceptos.
El número de conceptos no diagnosticados nos permite dudar de que los

conceptos sean con cierta certeza �dominados�, o por el contrario, �no do-
minados�, aunque después de examinar los resultados de los experimentos,
veremos que los conceptos no diagnosticados se acercan más a los dominados.
La realización de los experimentos se ha llevado a cabo en dos escenarios:

1. Experimentación con alumnos simulados.

2. Experimentación con alumnos reales.

Pasamos a describir cada uno de los escenarios.

7.2. Experimentación con alumnos simulados

Para la evaluación del algoritmo de diagnóstico de cada red, se han utili-
zado alumnos simulados. La simulación [38] permite evaluar el algoritmo sin
necesidad de de�nir un test para una asignatura concreta y de disponer de
un grupo de alumnos a los que aplicar dicho test.
En el presente trabajo, el funcionamiento de un alumno simulado es el

siguiente: sean C1,...,Cn los conceptos de la red de diagnóstico. Dado un valor
s ∈ (0, 1), se de�ne el alumno simulado tipo s como un alumno que conoce
el 100%s de los conceptos. Para este alumno, dado el valor de s obtenido de
forma aleatoria, se genera también aleatoriamente el conjunto de conceptos
que inicialmente va a conocer.
Una vez generado el alumno simulado, se utiliza cada modelo para cal-

cular las probabilidades de responder correctamente a cada pregunta que se
selecciona para simular su respuesta. Dicha probabilidad se utilizará para
simular el comportamiento del alumno en el test de la siguiente forma: su-
pongamos que la probabilidad de responder correctamente a una pregunta
P es p. Fijado un valor umbral próximo a 1, comparamos esta probabilidad
p con el valor umbral. Si p > umbral se considera que el alumno ha res-
pondido correctamente la pregunta, y si p < umbral, que la ha respondido
incorrectamente.
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Tras la respuesta simulada del alumno, el algoritmo de diagnóstico la uti-
liza para actualizar las probabilidades de los conceptos y elige la siguiente
pregunta para presentarle al alumno.
En esta simulación, se ha utilizado una red bayesiana de 100 preguntas,

que denotamos por P1,P2,...,P100 y 33 conceptos, C1,C2,...,C33.
A continuación, mostramos las relaciones entre conceptos y preguntas. Co-

mo puede observarse, cada pregunta está relacionada con uno, dos o tres
conceptos. Para una mayor legibilidad, las preguntas se han agrupado de 20
en 20.

Figura 7.1: Preguntas de la 0 a la 9

Figura 7.2: Preguntas de la 10 a la 19

Figura 7.3: Preguntas de la 20 a la 29

En las �guras 7.1, 7.2, 7.3, 7.4, 7.5, 7.6, 7.7, 7.8, 7.9 y 7.10, puede observarse
cómo la red de pruebas utilizada no sigue un criterio especí�co a la hora de
asociar las distintas preguntas y conceptos. Se trata de una red del mundo
real en la que puede haber preguntas que comparten conceptos y también
conceptos que están representados por una única pregunta.
Cada una de las preguntas tiene 4 respuestas posibles, por tanto, un factor

de azar de c = 1/4. Para todas las preguntas hemos escogido como valores
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Figura 7.4: Preguntas de la 30 a la 39

Figura 7.5: Preguntas de la 40 a la 49

Figura 7.6: Preguntas de la 50 a la 59

Figura 7.7: Preguntas de la 60 a la 69

Figura 7.8: Preguntas de la 70 a la 79
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Figura 7.9: Preguntas de la 80 a la 89

Figura 7.10: Preguntas de la 90 a la 99

de factor de discriminación a = 0,3 y los factores b se corresponden con el
nivel de di�cultad de las preguntas. El algoritmo de diagnóstico selecciona
las preguntas siguiendo el criterio de utilidad máxima de la pregunta.
Para comparar los resultados de simulación de ambas redes, vamos a de�nir

el parámetro Tipo de alumno que se de�ne como el número de conceptos que
inicialmente conoce el alumno siendo el valor de este parámetro un porcentaje
sobre el total de conceptos. De este modo, tenemos los siguientes valores
para Tipo de alumno: 0.2 (el alumno conoce el 20% de los conceptos), 0.4
(el alumno conoce el 40% de los conceptos), 0.6 (el alumno conoce el 60%
de los conceptos), 0.8 (el alumno conoce el 80% de los conceptos), 0.9 (el
alumno conoce el 90% de los conceptos) y 1 (el alumno conoce el 100% de
los conceptos).
En los experimentos se generaron 50 alumnos de los 6 tipos anteriores con

un valor Tipo de alumno asignado a cada uno de forma aleatoria. Es decir,
no se ha tenido el mismo número de alumnos de Tipo de alumno 0.2 que de
cualquier otro tipo.
Cada alumno se sometió a la simulación de las dos redes bayesianas, obte-

niéndose los resultados mostrados en la siguiente �gura:
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Figura 7.11: Número de conceptos dominados, no dominados y no diagnos-
ticados por ambas redes

Las medidas que nos interesan de estos resultados son: el número de con-
ceptos dominados por cada alumno, el número de conceptos no dominados y
�nalmente el número de conceptos no diagnosticados.
Vamos a analizar cada medida una a una.
En cuanto al número de conceptos no dominados, puede observarse cómo es

menor en el �modelo de red bayesiana con pesos propuesto� que en el �modelo
de red bayesiana de Millán�, y en cuanto al número de conceptos dominados
por el alumno, es mayor en el �modelo de red bayesiana con pesos propuesto�
que en el �modelo de red bayesiana de Millán�. A priori, dado que a nosotros
nos debe preocupar más los conceptos clasi�cados como no dominados, que
era uno de los objetivos de nuestro trabajo, parece que el �modelo de red
bayesiana de Millán� nos proporciona más datos acerca de los conceptos no
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dominados, deducción que no tiene por qué ser cierta. Por tanto, para poder
evaluar la efectividad de cada una de las dos redes, habrá que analizar qué
red se acerca más al número de conceptos dominados y no dominados reales
del alumno. Para poder cuanti�car la proximidad de cada red a la realidad,
trabajamos con el error estándar que ya se empleaba en [38] para medir la
diferencia entre el número de conceptos no dominados diagnosticados por
cada red y el número de conceptos no dominados realmente por el alumno.
Para calcular el número de conceptos no dominados en el mundo real por

cada alumno, se parte del número de preguntas que ha respondido correcta-
mente el alumno en la simulación, de tal modo que si responde correctamente
todas las preguntas que in�uyen en un mismo concepto, se deducirá que este
concepto es dominado por el alumno. Entonces, en el momento que el alumno
no responde correctamente una pregunta relacionada con el concepto, ya se
deduce que no domina el concepto. Para la realización de los experimentos
con alumnos simulados, se ha pasado un test de 10 preguntas a cada uno de
los 50 alumnos para así poder comparar los resultados de los conceptos do-
minados/no dominados por cada alumno simulado con los que dominaría/no
dominaría un alumno con el per�l de alumno que indica su atributo Tipo de
alumno.
Siguiendo los resultados de la �gura 7.11, tenemos que en el �modelo de

red bayesiana de Millán� para por ejemplo, el primer alumno de tipo 0.4, el
número de conceptos diagnosticados como �no dominados� es de 18 y de 17 en
el �modelo de red bayesiana con pesos propuesto�. En la simulación se tiene
que el alumno ha respondido correctamente a 4 preguntas sobre 10. Teniendo
en cuenta que las preguntas respondidas correctamente tienen asociados con-
ceptos que no están en el conjunto de los conceptos inicialmente conocidos
por el alumno y que estas 4 preguntas (0,1,2,3) se re�eren a los mismos 4
conceptos (0,4,1,2), podemos restar al conjunto de conceptos inicialmente no
conocidos por el alumno 4 conceptos para tener el número de conceptos reales
no dominados por el alumno. El número de conceptos iniciales no dominados
para un alumno de tipo 0.4 es el 60% de 33 conceptos, que son 19.8, que
restándoles 4 conceptos, es un total de 15.8 conceptos reales no dominados.
El error estándar será:

Error estándar en modelo de red bayesiana de Millán: |15.8 reales - 18
simulados| = 2.2

Error estándar en modelo de red bayesiana con pesos propuesto: |15.8
reales - 17 simulados| = 1.2

Asimismo, para el mismo alumno de tipo 0.4 de la �gura 7.11, tenemos que
en el �modelo de red bayesiana de Millán�, el número de conceptos dominados
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es de 15 y de 16 en el �modelo de red bayesiana con pesos propuesto�. En la
simulación se tiene que el alumno ha respondido correctamente a 4 preguntas
sobre 10. Teniendo en cuenta que las preguntas respondidas correctamente
tienen asociados conceptos que no están en el conjunto de los conceptos
inicialmente conocidos por el alumno y que estas 4 preguntas (0,1,2,3) se
re�eren a los mismos 4 conceptos (0,4,1,2), podemos sumar a este conjunto
de conceptos inicialmente conocidos por el alumno 4 conceptos para tener el
número de conceptos reales dominados por el alumno. El número de conceptos
iniciales para un alumno de tipo 0.4 es el 40% de 33 conceptos, que son 13.2,
que sumándoles 4 conceptos, es un total de 17.2 conceptos reales dominados.
El error estándar será:

Error estándar en el modelo de red bayesiana de Millán: |17.2 reales -
15 simulados| = 2.2

Error estándar en modelo de red bayesiana con pesos propuesto: |17.2
reales - 16 simulados| = 1.2

Según el valor del error estándar, el �modelo de red bayesiana de Millán�
diagnostica con el mismo error el número de conceptos dominados y el número
de conceptos no dominados. Por otro lado, el �modelo de red bayesiana con
pesos propuesto� diagnostica con el mismo error estándar que el �modelo de
red bayesiana de Millán� el número de conceptos dominados y el número de
conceptos no dominados.
Para tener una mayor seguridad de que estas conclusiones sean las co-

rrectas, será fundamental realizar experimentos con alumnos reales, cuyos
errores cometidos en el test se correspondan con su per�l de alumno. Estos
experimentos se desarrollan en el siguiente apartado.

7.3. Experimentación con alumnos reales

Además de realizar los experimentos con alumnos simulados, ha sido posi-
ble utilizar alumnos reales, por disponer de una aplicación web, que presenta
visualmente las preguntas al usuario y cuya lógica interna es la misma que
en el caso simulado de las dos redes, dándole al usuario la opción de ejecutar
el test siguiendo el mecanismo del �modelo de red bayesiana de Millán� o
siguiendo el algoritmo del �modelo de red bayesiana con pesos propuesta�.
Remitimos al lector al detalle de los algoritmos de diagnóstico utilizados por
cada una de las dos redes y que se han utilizado tanto en el caso simulado
(aplicación batch) como en el real (aplicación interactiva), que están en el
Anexo I.
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En mi opinión, es muy interesante realizar experimentos con alumnos reales
porque en un entorno real, es como se puede examinar el funcionamiento de
un sistema en base a los aciertos o errores de los alumnos con el test.
Los experimentos se han realizado con una clase de 6 alumnos reales, que

son estudiantes del primer ciclo de grado superior de Formación Profesional
titulado Administración de Sistemas Informáticos en Red. Cada alumno tiene
asociado un per�l según el número de conceptos dominados inicialmente por
el alumno. Este per�l se corresponde con el atributo Tipo de alumno de
un alumno en el caso simulado y se ha conseguido, proporcionando a cada
alumno la lectura de material del módulo de Sistemas Operativos adaptado a
cada nivel. Como el material debe ser entendible y coherente con los conceptos
tratados, en cada per�l de un nivel superior al inmediato anterior, se va
ampliando y enriqueciendo. Lo que quiero decir es que en la confección del
material no se ha buscado que los conceptos iniciales que un alumno conoce
sean más sencillos que los de otro de un per�l superior, aunque sí se supone
que un material de estudio didáctico avanza hacia conceptos cada vez de
mayor di�cultad. Ninguno de los alumnos tenía conceptos previos de Sistemas
Operativos antes de la lectura del material de estudio adaptado a cada uno
de ellos.
En el experimento, a cada alumno se le suministran primero 10 ítems,

después 20 ítems, 30 ítems y por último 40 ítems, y se miden el número de
conceptos dominados, número de conceptos no dominados y número de con-
ceptos no diagnosticados, cuyos valores se muestran en las siguientes tablas:

Tipo de alumno D.prop D.Mill ND.prop ND.Mill ND.prop ND.Mill
0.1 3 2 30 31 0 0
0.9 2 1 31 32 0 0
0.8 2 1 31 31 0 0
0.6 2 2 31 32 0 0
0.4 2 1 31 32 0 0
0.2 1 1 31 32 1 0

Tabla 7.1: Resultados de 6 alumnos reales tras administrarles 10 ítems
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Tipo de alumno D.prop D.Mill ND.prop ND.Mill ND.prop ND.Mill
0.1 5 3 28 30 0 0
0.9 4 5 29 28 0 0
0.8 6 5 26 28 1 0
0.6 5 5 28 28 0 0
0.4 3 4 30 29 0 0
0.2 3 3 30 30 0 0

Tabla 7.2: Resultados de 6 alumnos reales tras administrarles 20 ítems

Tipo de alumno D.prop D.Mill ND.prop ND.Mill ND.prop ND.Mill
0.1 8 9 25 24 0 0
0.9 6 6 27 27 0 0
0.8 7 7 26 26 0 0
0.6 6 6 27 27 0 0
0.4 5 5 28 28 0 0
0.2 4 3 29 30 0 0

Tabla 7.3: Resultados de 6 alumnos reales tras administrarles 30 ítems

Tipo de alumno D.prop D.Mill ND.prop ND.Mill ND.prop ND.Mill
0.1 12 12 21 21 0 0
0.9 10 10 23 23 0 0
0.8 11 9 22 24 0 0
0.6 10 12 23 21 0 0
0.4 8 6 25 27 0 0
0.2 5 6 28 27 0 0

Tabla 7.4: Resultados de 6 alumnos reales tras administrarles 40 ítems

Para poder decidir qué red (�modelo de red bayesiana de Millán� o �modelo
de red bayesiana con pesos propuesto�) diagnostica mejor el número de con-
ceptos que el alumno domina, los que no domina y de los que aún no se tiene
su�ciente información, es preciso medir la precisión de estimación de cada
modelo de red bayesiana. Como medida de evaluación, utilizamos el error es-
tándar, que se de�ne como la diferencia entre el valor real y el valor estimado
por cada red, en cada uno de los dos parámetros: número de conceptos do-
minados y número de conceptos no dominados. Del número de conceptos no
diagnosticados no calculamos el error estándar, puesto que en el mundo real,
un concepto estará catalogado siempre como no dominado o como dominado,
aunque este dato del número de conceptos no diagnosticados por las redes,
puede ser útil para sacar conclusiones, como haremos posteriormente.
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De este modo, calcularemos el error estándar en el número de conceptos
dominados en la realidad por el alumno y el número de conceptos que cada
red estima como dominados. En concreto, el error estándar será la diferencia
del porcentaje del número de alumnos dominados realmente por el alumno
y el porcentaje de conceptos dominados por el mismo. La razón de restar
los porcentajes en lugar del número de conceptos, es porque en una serie de
preguntas de test que se presentan al alumno, no intervienen todos los con-
ceptos del sistema y por su parte, cada red hace una estimación del número
de conceptos dominados sobre el total de conceptos del sistema. El error es-
tándar será, por tanto, una cantidad comprendida entre 0 y 1, y se calculará
para cada red, el error estándar en el porcentaje de conceptos dominados, el
error estándar en el porcentaje de conceptos no dominados, y �nalemnte, el
error estándar en el número de conceptos no diagnosticados.
Vamos a mostrar los resultados del error estándar en cada modelo para la

muestra completa de 40 ítems. Hay que destacar, que cada red elige como
ítem siguiente a mostrar en el test, aquél cuya probabilidad del ítem sea má-
xima dados todos y cada uno de los conceptos del sistema. Esta probabilidad
de pregunta, ya hemos visto que tiene un valor distinto en cada red, por lo
que la secuencia de preguntas que administra cada red es distinta. A conti-
nuación mostramos los resultados clasi�cados por Tipo de alumno y después
los explicamos.

Para un alumno de Tipo 1.0, la secuencia de ítems que calcula el �modelo
de red bayesiana con pesos propuesto� comparte un total de 22 conceptos
distintos. En un alumno con Tipo de alumno igual a 1.0, 22/22 es el porcen-
taje de alumnos realmente conocidos por el alumno, es decir, el 100% de los
conceptos de los ítems que se le han presentado. El �modelo de red bayesiana
con pesos propuesto� estima 12 conceptos como dominados, con lo que 12/33
es el porcentaje de conceptos dominados que estima el modelo. Tenemos, por
tanto: El error estándar en el número de conceptos dominados es:

Error estándar conceptos dominados = |21/21 real - 12/33 estimado|
= |1 real - 0.36 estimado| = 0.64.
En cuanto al número de conceptos no dominados, el �modelo de red baye-

siana con pesos propuesto� estima 21/33 como el porcentaje de conceptos no
dominados. El error estándar en el número de conceptos no dominados es:
Error estándar conceptos no dominados = |0 real - 21/33 estimado|
= | 0 real - 0.63 estimado| = 0.63.
Si a un alumno con Tipo de alumno igual a 1.0, le presentamos 40 ítems

calculados con el �modelo de red bayesiana de Millán�, obtenemos que la
secuencia de ítems comparte un total de 22 conceptos distintos. El �modelo
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No ítems Tipo de alumno
40 1.0 conceptos

dominados
conceptos
no domi-
nados

Preguntas modelo red
bayesiana propuesto

0-1-3-5-7-21-23-
25-26-82-97-9-
11-13-15-17-18-
30-32-34-40-42-
44-46-48-50-52-
67-69-71-73-75-
77-79-81-84-86-
88-90-91

0.64 0.63

Preguntas modelo red
bayesiana de Millán

0-2-4-6-20-22-
23-25-27-29-95-
97-8-10-12-14-
16-18-30-32-34-
38-40-42-44-46-
48-50-52-66-67-
69-71-75-78-80-
83-85-87-89

0.64 0.63

Tabla 7.5: Error estándar para un alumno con Tipo de alumno 1.0 tras 40
ítems

de red bayesiana de Millán� estima 12/33 como el porcentaje de conceptos
dominados. El error estándar en el número de conceptos dominados es:
Error estándar conceptos dominados = |1 real - 12/33 estimado|
= |1 real - 0.36 estimado| = 0.64.
En cuanto al número de conceptos no dominados, el �modelo de bayesiana

de Millán� estima 21/33 como el porcentaje de conceptos no dominados por
el alumno. El error estándar en el número de conceptos dominados es:
Error estándar conceptos no dominados= |0 real - 21/33 estimado|
= |0 real - 0.64 estimado| = 0.64.

Para un alumno de Tipo 0.9, la secuencia de ítems que calcula el �modelo
de red bayesiana con pesos propuesto� comparte un total de 23 conceptos
distintos. En un alumno con Tipo de alumno igual a 0.9, el 90%23, que es
20.7, son los conceptos realmente conocidos por un alumno de este tipo. El
�modelo de red bayesiana con pesos propuesto� estima 10 conceptos como
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No ítems Tipo de alumno
40 0.9 conceptos

dominados
conceptos
no domi-
nados

Preguntas modelo red
bayesiana propuesto

0-2-4-6-8-21-23-
25-27-95-97-12-
14-16-18-30-32-
34-38-41-43-45-
47-49-53-65-67-
69-73-75-77-79-
81-84-86-88-90-
92-94-90

0.60 0.59

Preguntas modelo red
bayesiana de Millán

0-2-3-5-7-21-23-
25-27-29-95-10-
12-14-16-18-30-
32-34-36-38-40-
41-43-45-47-49-
51-65-67-71-74-
76-78-80-83-85-
86-88-90

0.60 0.59

Tabla 7.6: Error estándar para un alumno con Tipo de alumno 0.9 tras 40
ítems

dominados, con lo que 10/33 es el porcentaje de conceptos dominados que
estima el modelo. Tenemos, por tanto: El error estándar en el número de
conceptos dominados es:

Error estándar conceptos dominados = |20.7/23 real - 10/33 estima-
do|
= |0.9 real - 0.3 estimado| = 0.60.
En cuanto al número de conceptos no dominados, son 2.3/23 los conceptos

que el alumno realmente no domina. El �modelo de red bayesiana con pesos
propuesto� estima 23/33 como el porcentaje de conceptos no dominados. El
error estándar en el número de conceptos no dominados es:
Error estándar conceptos no dominados = |2.3/23 real - 23/33 esti-

mado|
= | 0.1 real - 0.69 estimado| = 0.59.
Si a un alumno con Tipo de alumno igual a 0.9, le presentamos 40 ítems

calculados con el �modelo de red bayesiana de Millán�, obtenemos que la
secuencia de ítems comparte un total de 27 conceptos distintos, de los cuales
conoce el 90%, que son 24.3 conceptos. El �modelo de red bayesiana de
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Millán� estima 10/33 como el porcentaje de conceptos dominados. El error
estándar en el número de conceptos dominados es:
Error estándar conceptos dominados = |24.3/27 real - 10/33 estima-

do|
= |0.9 real - 0.3 estimado| = 0.60.
En cuanto al número de conceptos no dominados, que son 2.7/27, el �mo-

delo de bayesiana de Millán� estima 23/33 como el porcentaje de conceptos
no dominados por el alumno. El error estándar en el número de conceptos
dominados es:
Error estándar conceptos no dominados= |2.7/27 real - 23/33 esti-

mado|
= |0.1 real - 0.69 estimado| = 0.59.
Hasta el momento, no se ha apreciado ninguna diferencia en cuanto al error

estándar obtenido en cada una de las dos redes.

No ítems Tipo de alumno
40 0.8 conceptos

dominados
conceptos
no domi-
nados

Preguntas modelo red
bayesiana propuesto

0-2-4-6-8-21-23-
25-27-29-95-9-
11-13-15-17-31-
35-37-39-41-43-
45-47-49-51-65-
67-69-71-74-76-
78-80-83-85-89-
91-93-96

0.47 0.46

Preguntas modelo red
bayesiana de Millán

0-2-4-6-20-22-
24-26-28-30-82-
97-11-13-15-17-
19-32-34-36-38-
40-42-44-46-48-
50-52-66-68-70-
74-76-78-79-81-
84-88-90-91

0.53 0.52

Tabla 7.7: Error estándar para un alumno con Tipo de alumno 0.8 tras 40
ítems
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Para un alumno de Tipo 0.8, la secuencia de ítems que calcula el �modelo
de red bayesiana con pesos propuesto� comparte un total de 21 conceptos
distintos. En un alumno con Tipo de alumno igual a 0.8, el 80%21, que es
16.8, son los conceptos realmente conocidos por un alumno de este tipo. El
�modelo de red bayesiana con pesos propuesto� estima 11 conceptos como
dominados, con lo que 11/33 es el porcentaje de conceptos dominados que
estima el modelo. Tenemos, por tanto: El error estándar en el número de
conceptos dominados es:

Error estándar conceptos dominados = |16.8/21 real - 11/33 estima-
do|
= |0.8 real - 0.33 estimado| = 0.47.
En cuanto al número de conceptos no dominados, son 4.2/21 los conceptos

que el alumno realmente no domina. El �modelo de red bayesiana con pesos
propuesto� estima 22/33 como el porcentaje de conceptos no dominados. El
error estándar en el número de conceptos no dominados es:
Error estándar conceptos no dominados = |4.2/21 real - 22/33 esti-

mado|
= | 0.3 real - 0.66 estimado| = 0.46.
Si a un alumno con Tipo de alumno igual a 0.9, le presentamos 40 ítems

calculados con el �modelo de red bayesiana de Millán�, obtenemos que la
secuencia de ítems comparte un total de 21 conceptos distintos, de los cuales
conoce el 80%, que son 16.8 conceptos. El �modelo de red bayesiana de
Millán� estima 9/33 como el porcentaje de conceptos dominados. El error
estándar en el número de conceptos dominados es:
Error estándar conceptos dominados = |16.8/21 real - 9/33 estimado|
= |0.8 real - 0.27 estimado| = 0.53.
En cuanto al número de conceptos no dominados, que son 4.2/21, el �mo-

delo de bayesiana de Millán� estima 24/33 como el porcentaje de conceptos
no dominados por el alumno. El error estándar en el número de conceptos
dominados es:
Error estándar conceptos no dominados= |4.2/21 real - 24/33 esti-

mado|
= |0.2 real - 0.72 estimado| = 0.52.

Para un alumno de Tipo 0.6, la secuencia de ítems que calcula el �modelo
de red bayesiana con pesos propuesto� comparte un total de 22 conceptos
distintos. En un alumno con Tipo de alumno igual a 0.6, el 60%22, que es
13.8, son los conceptos realmente conocidos por un alumno de este tipo. El
�modelo de red bayesiana con pesos propuesto� estima 10 conceptos como
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No ítems Tipo de alumno
40 0.6 conceptos

dominados
conceptos
no domi-
nados

Preguntas modelo red
bayesiana propuesto

0-2-6-8-21-23-
25-27-29-95-9-
11-13-15-17-19-
31-33-35-37-39-
41-43-45-47-49-
51-67-69-73-75-
77-79-81-84-86-
88-90-92-94

0.47 0.46

Preguntas modelo red
bayesiana de Millán

0-2-4-6-8-21-23-
25-27-95-9-11-
13-15-17-19-31-
33-35-37-38-40-
42-44-46-48-50-
52-66-68-74-76-
78-80-83-85-87-
89-91-93

0.53 0.52

Tabla 7.8: Error estándar para un alumno con Tipo de alumno 0.6 tras 40
ítems

dominados, con lo que 10/33 es el porcentaje de conceptos dominados que
estima el modelo. Tenemos, por tanto: El error estándar en el número de
conceptos dominados es:

Error estándar conceptos dominados = |13.8/22 real - 10/33 estima-
do|
= |0.6 real - 0.30 estimado| = 0.30.
En cuanto al número de conceptos no dominados, son 8.8/22 los conceptos

que el alumno realmente no domina. El �modelo de red bayesiana con pesos
propuesto� estima 23/33 como el porcentaje de conceptos no dominados. El
error estándar en el número de conceptos no dominados es:
Error estándar conceptos no dominados = |8.8/22 real - 23/33 esti-

mado|
= | 0.4 real - 0.69 estimado| = 0.29.
Si a un alumno con Tipo de alumno igual a 0.6, le presentamos 40 ítems

calculados con el �modelo de red bayesiana de Millán�, obtenemos que la
secuencia de ítems comparte un total de 26 conceptos distintos, de los cuales
conoce el 60%, que son 15.6 conceptos. El �modelo de red bayesiana de
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Millán� estima 12/33 como el porcentaje de conceptos dominados. El error
estándar en el número de conceptos dominados es:
Error estándar conceptos dominados = |15.6/26 real - 12/33 estima-

do|
= |0.6 real - 0.36 estimado| = 0.24.
En cuanto al número de conceptos no dominados, que son 10.4/26, el �mo-

delo de bayesiana de Millán� estima 21/33 como el porcentaje de conceptos
no dominados por el alumno. El error estándar en el número de conceptos
dominados es:
Error estándar conceptos no dominados= |10.4/26 real - 21/33 esti-

mado|
= |0.4 real - 0.63 estimado| = 0.23.

No ítems Tipo de alumno
40 0.4 conceptos

dominados
conceptos
no domi-
nados

Preguntas modelo red
bayesiana propuesto

0-2-3-5-7-21-23-
25-83-97-8-10-
12-14-16-30-32-
34-38-40-42-44-
46-48-50-52-66-
68-70-74-76-77-
79-81-85-87-89-
91-93-96

0.16 0.15

Preguntas modelo red
bayesiana de Millán

0-2-3-5-7-21-23-
25-27-95-10-12-
14-16-18-30-32-
34-36-38-40-41-
43-45-47-49-51-
65-67-71-74-76-
78-80-83-85-86-
88-90-91

0.22 0.21

Tabla 7.9: Error estándar para un alumno con Tipo de alumno 0.4 tras 40
ítems

Para un alumno de Tipo 0.4, la secuencia de ítems que calcula el �modelo
de red bayesiana con pesos propuesto� comparte un total de 25 conceptos
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distintos. En un alumno con Tipo de alumno igual a 0.4, el 40%25, que es
10, son los conceptos realmente conocidos por un alumno de este tipo. El
�modelo de red bayesiana con pesos propuesto� estima 10 conceptos como
dominados, con lo que 8/33 es el porcentaje de conceptos dominados que
estima el modelo. Tenemos, por tanto: El error estándar en el número de
conceptos dominados es:

Error estándar conceptos dominados = |10/25 real - 8/33 estimado|
= |0.4 real - 0.24 estimado| = 0.16.
En cuanto al número de conceptos no dominados, son 15/25 los conceptos

que el alumno realmente no domina. El �modelo de red bayesiana con pesos
propuesto� estima 25/33 como el porcentaje de conceptos no dominados. El
error estándar en el número de conceptos no dominados es:
Error estándar conceptos no dominados = |15/25 real - 25/33 esti-

mado|
= | 0.6 real - 0.75 estimado| = 0.15.
Si a un alumno con Tipo de alumno igual a 0.4, le presentamos 40 ítems

calculados con el �modelo de red bayesiana de Millán�, obtenemos que la
secuencia de ítems comparte un total de 18 conceptos distintos, de los cuales
conoce el 40%, que son 7.2 conceptos. El �modelo de red bayesiana de Millán�
estima 6/33 como el porcentaje de conceptos dominados. El error estándar
en el número de conceptos dominados es:
Error estándar conceptos dominados = |7.2/18 real - 6/33 estimado|
= |0.4 real - 0.18 estimado| = 0.22.
En cuanto al número de conceptos no dominados, que son 10.8/18, el �mo-

delo de bayesiana de Millán� estima 27/33 como el porcentaje de conceptos
no dominados por el alumno. El error estándar en el número de conceptos
dominados es:
Error estándar conceptos no dominados= |10.8/18 real - 27/33 esti-

mado|
= |0.6 real - 0.81 estimado| = 0.21.

Para un alumno de Tipo 0.2, la secuencia de ítems que calcula el �modelo
de red bayesiana con pesos propuesto� comparte un total de 25 conceptos
distintos. En un alumno con Tipo de alumno igual a 0.2, el 20%25, que es
5, son los conceptos realmente conocidos por un alumno de este tipo. El
�modelo de red bayesiana con pesos propuesto� estima 5 conceptos como
dominados, con lo que 5/33 es el porcentaje de conceptos dominados que
estima el modelo. Tenemos, por tanto: El error estándar en el número de
conceptos dominados es:
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No ítems Tipo de alumno
40 0.2 conceptos

dominados
conceptos
no domi-
nados

Preguntas modelo red
bayesiana propuesto

0-2-4-6-20-22-
24-26-28-83-97-
9-11-13-15-17-
32-34-38-40-42-
44-46-48-50-52-
66-68-70-74-76-
78-80-84-86-88-
89-91-93-96,

0.05 0.04

Preguntas modelo red
bayesiana de Millán

1-3-5-7-21-23-
25-27-29-95-8-
10-12-14-16-32-
38-40-42-44-45-
47-49-51-53-67-
69-71-73-75-77-
79-81-84-86-88-
89-91-93

0.02 0.01

Tabla 7.10: Error estándar para un alumno con Tipo de alumno 0.2

Error estándar conceptos dominados = |5/25 real - 5/33 estimado|
= |0.2 real - 0.15 estimado| = 0.05.
En cuanto al número de conceptos no dominados, son 20/25 los conceptos

que el alumno realmente no domina. El �modelo de red bayesiana con pesos
propuesto� estima 18/33 como el porcentaje de conceptos no dominados. El
error estándar en el número de conceptos no dominados es:
Error estándar conceptos no dominados = |10/25 real - 18/33 esti-

mado|
= | 0.8 real - 0.84 estimado| = 0.04.
Si a un alumno con Tipo de alumno igual a 0.2, le presentamos 40 ítems

calculados con el �modelo de red bayesiana de Millán�, obtenemos que la
secuencia de ítems comparte un total de 22 conceptos distintos, de los cuales
conoce el 20%, que son 4.4 conceptos. El �modelo de red bayesiana de Millán�
estima 6/33 como el porcentaje de conceptos dominados. El error estándar
en el número de conceptos dominados es:
Error estándar conceptos dominados = |4.4/22 real - 6/33 estimado|
= |0.2 real - 0.18 estimado| = 0.02.
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En cuanto al número de conceptos no dominados, que son 17.6/22, el �mo-
delo de bayesiana de Millán� estima 27/33 como el porcentaje de conceptos
no dominados por el alumno. El error estándar en el número de conceptos
dominados es:
Error estándar conceptos no dominados= |17.6/22 real - 27/33 esti-

mado|
= |0.8 real - 0.81 estimado| = 0.01.
Hasta aquí, hemos detallado el cálculo del error estándar en una ejecución

de 40 ítems del test. Para poder comparar mejor el desempeño de una red
con respecto a la otra y entender también su funcionamiento, será interesante
conocer la evolución del valor del error estándar a lo largo de la ejecución
de los 10 primeros ítems, 20 ítems, 30 ítems, hasta llegar a los 40 ítems. A
continuación, mostramos los valores del error estándar obtenido tras ejecutar
cada grupo de 10 ítems.

10 ítems 20 ítems 30 ítems 40 ítems
domin. no

do.
domin. no

do.
domin. no

do.
domin. no

do.
Modelo
de red
bayesiana
propuesto

0.94 0.93 0.85 0.84 0.75 0.75 0.64 0.63

Modelo
de red
bayesiana
de Millán

0.94 0.93 0.91 0.90 0.72 0.72 0.64 0.63

Tabla 7.11: Evolución del Error estándar para un alumno con Tipo de alumno
1.0

En la tabla 7.11, aparece el error estándar cometido por cada una de las
dos redes bayesianas para un alumno con Tipo de alumno igual a 1.0, a lo
largo de la ejecución de 10 ítems, 20 ítems, 30 ítems y 40 ítems del test.
En los 10 primeros ítems, puede observarse cómo el error no varía entre los
dos modelos de redes bayesianas, siendo el error estándar estimado por el
�modelo de red bayesiana con pesos propuesto� de 0.94 en cuanto al número
de conceptos dominados por el alumno, y de 0.93 en cuanto al número de
conceptos no dominados. Después de la ejecución de 10 ítems más (20 ítems),
puede observarse cómo el error es ligeramente mayor en el �modelo de red
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bayesiana de Millán� que en el �modelo de red bayesiana con pesos propuesto�.
Esta situación corresponde a un caso lógico por la forma de calcular las
probabilidades ambas redes, como comentaremos más adelante, en el que el
número de conceptos dominados por el alumno es algo mayor en el �modelo
de red bayesiana con pesos propuesto� que en el �modelo de red bayesiana
de Millán�. Tras 30 ítems, se aprecia que el error es por 3 centésimas mayor
en el �modelo de red bayesiana con pesos propuesto� que en el �modelo de
red bayesiana de Millán�. Este segundo caso, a diferencia del anterior, se
corresponde con una situación en la que el número de conceptos dominados
por el �modelo de red bayesiana de Millán� es algo mayor que por el �modelo
de red bayesiana con pesos propuesto�. Este caso no es consistente con los
valores que toman las probabilidades de los conceptos en ambas redes, como
veremos, pero puede darse debido a la posibilidad de tener una secuencia de
ítems diferente en ambas redes y donde pueda aparecer un ítem asociado con
único concepto que nada más responderse correctamente incremente en una
unidad el número de conceptos dominados estimados por �el modelo de red
bayesiana de Millán�. En cualquier caso, es más común el caso en el que es
mayor el número de conceptos dominados por el �modelo de red bayesiana con
pesos propuesto� que en el �modelo de red bayesiana de Millán�. Finalmente,
después de 40 ítems, el error vuelve a ser el mismo en las dos redes.

10 ítems 20 ítems 30 ítems 40 ítems
domin. no

do.
domin. no

do.
domin. no

do.
domin. no

do.
Modelo
de red
bayesiana
propuesto

0.84 0.83 0.77 0.77 0.72 0.71 0.60 0.59

Modelo
de red
bayesiana
de Millán

0.87 0.86 0.75 0.74 0.72 0.71 0.60 0.59

Tabla 7.12: Evolución del Error estándar para un alumno con Tipo de alumno
0.9

En la tabla 7.12, aparece el error estándar cometido por cada una de las
dos redes bayesianas para un alumno con Tipo de alumno igual a 0.9, a lo
largo de la ejecución de 10 ítems, 20 ítems, 30 ítems y 40 ítems del test.
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En este caso, el error cometido es el mismo en ambas redes, excepto tras 20
ítems, donde el error es ligeramente menor por 2 y 3 centésimas en el �modelo
de red bayesiana de Millán� que en el �modelo de red bayesiana con pesos
propuesto�. Otra vez es la situación en la que la secuencia de ítems produce
un concepto dominado más en el primer modelo que en el segundo.

10 ítems 20 ítems 30 ítems 40 ítems
domin. no

do.
domin. no

do.
domin. no

do.
domin. no

do.
Modelo
de red
bayesiana
propuesto

0.74 0.73 0.62 0.58 0.59 0.58 0.47 0.46

Modelo
de red
bayesiana
de Millán

0.77 0.76 0.65 0.64 0.59 0.58 0.53 0.52

Tabla 7.13: Evolución del Error estándar para un alumno con Tipo de alumno
0.8

En la tabla 7.13, aparece el error estándar cometido por cada una de las dos
redes bayesianas para un alumno con Tipo de alumno igual a 0.8, a lo largo
de la ejecución de 10 ítems, 20 ítems, 30 ítems y 40 ítems del test. En este
caso, siempre es o igual o ligeramente superior en el �modelo de red bayesiana
de Millán� que en el �modelo de red bayesiana con pesos propuesto�.

En la tabla 7.14, aparece el error estándar cometido por cada una de las dos
redes bayesianas para un alumno con Tipo de alumno igual a 0.6, a lo largo
de la ejecución de 10 ítems, 20 ítems, 30 ítems y 40 ítems del test. Aquí el
error es el mismo, excepto en el caso de 40 ítems, en el que el error vuelve a
ser ligeramente superior en el �modelo de red bayesiana de Millán� que en el
�modelo de red bayesiana con pesos propuesto� por la secuencia de ítems.

En la tabla 7.15, aparece el error estándar cometido por cada una de las dos
redes bayesianas para un alumno con Tipo de alumno igual a 0.4, a lo largo
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10 ítems 20 ítems 30 ítems 40 ítems
domin. no

do.
domin. no

do.
domin. no

do.
domin. no

do.
Modelo
de red
bayesiana
propuesto

0.54 0.53 0.45 0.44 0.42 0.41 0.30 0.29

Modelo
de red
bayesiana
de Millán

0.54 0.53 0.45 0.44 0.42 0.41 0.24 0.23

Tabla 7.14: Evolución del Error estándar para un alumno con Tipo de alumno
0.6

10 ítems 20 ítems 30 ítems 40 ítems
domin. no

do.
domin. no

do.
domin. no

do.
domin. no

do.
Modelo
de red
bayesiana
propuesto

0.54 0.53 0.45 0.44 0.42 0.41 0.30 0.29

Modelo
de red
bayesiana
de Millán

0.54 0.53 0.45 0.44 0.42 0.41 0.24 0.23

Tabla 7.15: Evolución del Error estándar para un alumno con Tipo de alumno
0.4

de la ejecución de 10 ítems, 20 ítems, 30 ítems y 40 ítems del test. Aquí
puede observarse que el error es igual o ligeramente superior en el �modelo
de red bayesiana con pesos propuesto� que en el �modelo de red bayesiana
de Millán�, excepto tras 20 ítems, donde volvemos a tener un caso en el que
el �modelo de red bayesiana con pesos propuesto� tiene un error ligeramente
mayor que en el �modelo de red bayesiana de Millán�.

En la tabla 7.16, aparece el error estándar cometido por cada una de las dos
redes bayesianas para un alumno con Tipo de alumno igual a 0.2, a lo largo
de la ejecución de 10 ítems, 20 ítems, 30 ítems y 40 ítems del test. En este
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10 ítems 20 ítems 30 ítems 40 ítems
domin. no

do.
domin. no

do.
domin. no

do.
domin. no

do.
Modelo
de red
bayesiana
propuesto

0.17 0.13 0.11 0.10 0.08 0.07 0.05 0.04

Modelo
de red
bayesiana
de Millán

0.17 0.16 0.11 0.10 0.11 0.10 0.02 0.01

Tabla 7.16: Evolución del Error estándar para un alumno con Tipo de alumno
0.2

último caso, puede observarse cómo el error cometido es igual o ligeramente
superior en el �modelo de red bayesiana de Millán� que en el �modelo de red
bayesiana con pesos propuesto�.
Antes de exponer las conclusiones extraídas de este estudio, y que justi�can

este trabajo y el uso del �modelo de red bayesiana con pesos propuesto� en
lugar del �modelo de red bayesiana de Millán�, vamos a explicar los tres
casos que hemos citado previamente que pueden darse en el cálculo del error
estándar. Se trata de 3 casos:

Caso 1: Error estándar igual en los dos modelos: Este caso es la
situación en la que el error estándar es el mismo en las dos redes, tanto
en la estimación del número de conceptos dominados por el alumno
como en el número de conceptos no dominados. Después de analizar la
secuencia de ítems y de conceptos implicados en las dos redes, este caso
se ha observado que se da cuando ambas redes diagnostican el mismo
número de conceptos dominados y el mismo número de conceptos no
dominados. Esto hemos analizado, que se produce también cuando la
secuencia de ítems en ambas redes es muy similar en cuanto a los ítems
presentados.

Caso 2: Error estándar superior en el modelo de Millán que
en el modelo propuesto: Este caso es el que nos sirve para justi�-
car la consideración del �modelo de red bayesiana con pesos propuesto�
sobre el �modelo de red bayesiana de Millán� y el que parece más con-
sistente tras examinar los valores que van tomando las probabilidades
de los conceptos en ambas redes tras la ejecución de los ítems. Estas
probabilidades las mostramos a continuación.
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Caso 3: Error estándar superior en el modelo propuesto que
en el modelo de Millán: Este caso lo hemos catalogado como un caso
excepcional que puede deberse a dos motivos fundamentales: en primer
lugar, por asignar a los conceptos del ítem unos valores de los pesos
iguales o que el peso del concepto menos importante de la pregunta sea
un valor muy bajo, y en segundo lugar, cuando hay muchas diferencias
en la secuencia de ítems ejecutada por cada red. Puede suceder, que al
tratarse de una aplicación web, haya que recargar, en alguna ocasión
una página y se muestre una pregunta distinta, que por casualidad, esté
asociada con un único concepto, y que al responderse correctamente,
aumente en una unidad el número de conceptos dominados por el �mo-
delo de red bayesiana de Millán� que por el �modelo de red bayesiana
con pesos propuesto�. También, como comentaremos en la sección 8.2.1,
en las aplicaciones web los objetos que se almacenan en sesión a veces
presentan problemas, no eliminándose bien entre una sesión de usuario
y la siguiente. Tal es el caso de la secuencia de preguntas mostradas en
cada red que se almacenan en la sesión. El primer motivo lo analizamos
a continuación.

Con el �n de entender mejor estos tres casos, se muestran los valores de
las probabilidades que van tomando los conceptos de los ítems implicados en
las dos redes.
Se ha escogido un ejemplo en el que las dos redes calculan la misma se-

cuencia de ítems. Puede verse, por ejemplo, para el ítem P0 del banco de
preguntas, cómo la probabilidad del concepto C0 es de 0.067 en el �modelo
de red bayesiana con pesos propuesto� y de 0.003 en el �modelo de red ba-
yesiana de Millán�. Este caso donde la probabilidad del concepto es mayor
en el �modelo de red bayesiana con pesos propuesto� que en el �modelo de
red bayesiana de Millán� es el que hemos observado que se da en la mayo-
ría de los casos a lo largo de la ejecución de los ítems. En esta situación, el
número de conceptos diagnosticados como dominados por el �modelo de red
bayesiana con pesos propuesto� es mayor que en el �modelo de red bayesiana
de Millán�. No obstante, puede observarse cómo la probabilidad del concepto
C4 es de 0.217 en el �modelo de red bayesiana con pesos propuesto� y de
0.11 en el �modelo de red bayesiana con pesos propuesto�. Este valor en el
�modelo de red bayesiana de Millán� se obtiene porque tenemos los siguientes
valores de probabilidades condicionadas, teniendo en cuenta que la pregunta
P0 tiene asociados los conceptos C0 y C4, con los pesos w0 = 0,5 y w4 = 0,5
respectivamente.
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Figura 7.12: Probabilidades de los conceptos tras 2 ítems. Parte izquierda
(modelo de red bayesiana de Millán). Parte derecha (modelo de red bayesiana
con pesos propuesto)

p(P0|C4)propuesta = G(xpropuesta) =
G((pesoC4 ∗ 3) ∗ 13,716)

3
= G(7,5438) = 0,8

(7.1)

p(P0|C0)millan = G(xmillan) =
G((2 ∗ 13,716)

3
= G(9,144) = 0,9 (7.2)

Es decir, cuando los pesos de los conceptos son �iguales� para los conceptos
de la pregunta, podemos tener este caso en el que la probabilidad condicio-
nada es mayor en el �modelo de red bayesiana de Millán� que en el �modelo
de red bayesiana con pesos propuesto�, lo que produce un valor mayor en la
probabilidad del concepto del primero. Sin embargo, este caso lo considera-
mos especial puesto que al igual que hacía Millán en [38], cada concepto tiene
un �orden� distinto al resto dentro del mismo ítem, no existiendo situaciones
de igualdad la mayor parte de las veces. En esta última situación, el núme-
ro de conceptos diagnosticados como dominados es superior en el �modelo
de red bayesiana de Millán� que en el �modelo de red bayesiana con pesos
propuesto�.
Otro caso donde puede suceder que la probabilidad condicionada sea mayor

en el �modelo de red bayesiana de Millán� que en el �modelo de red bayesia-
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na con pesos propuesto� tiene lugar cuando generalmente para 2 conceptos,
estamos calculando la probabilidad condicionada en el supuesto de conocer
solamente el concepto menos importante de la pregunta y este concepto tiene
asignado un peso de 0.1 o de 0.2. Para una pregunta P con dos conceptos C0
y C1 con pesos w0 = 0,1 y w1 = 0,9, tendríamos los siguientes valores:

p(P0|C0)propuesta = G(xpropuesta) =
G((pesoC0 ∗ 3) ∗ 13,716)

3
= G(2,60)

(7.3)

p(P0|C0)millan = G(xmillan) =
G((1 ∗ 13,716)

3
= G(4,572) (7.4)

Lo mismo ocurre para los valores w0 = 0,2 y w1 = 0,8 cuando se conoce
únicamente el concepto C0. Pero, con 3 o más conceptos, se ha observado que
ya no se da esta situación para por ejemplo, 3 conceptos con pesos w0 = 0,1,
w1 = 0,1 y w2 = 0,8. Como resultado, este caso sigue siendo poco ocasional.

p(P0|C0)propuesta = G(xpropuesta) =
G((pesoC0 ∗ 7) ∗ 13,716)

7
= G(2,88)

(7.5)

p(P0|C0)millan = G(xmillan) =
G((1 ∗ 13,716)

7
= G(1,95) (7.6)

Además, como veíamos en la tabla 6.1, los valores de las probabilidades
condicionadas y, como consecuencia directa, de las probabilidades de los con-
ceptos, son mayores en el �modelo de red bayesiana con pesos propuesto� que
en el �modelo de red bayesiana de Millán� para valores distintos asignados a
los pesos de los conceptos del ítem.
Desde mi punto de vista, los resultados obtenidos son mejores en el �modelo

de red bayesiana con pesos propuesto� que en el �modelo de red bayesiana de
Millán� por los siguientes motivos:

En primer lugar, el hecho de que el �modelo de red bayesiana con pe-
sos propuesto� diagnostique con menor error el número de conceptos
dominados y no dominados por el alumno, es bene�cioso debido a que
uno de los objetivos �nales de nuestro trabajo es estimar con la mayor
precisión posible el nivel de conocimiento del alumno, en especial el
número de conceptos no dominados por el alumno. Este objetivo es-
taría cumplido con un nuevo modelo de red bayesiana que realiza una
estimación mejor.
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En segundo lugar, el hecho de que el aprendizaje del alumno se divida,
claramente en base a los resultados, entre el número de conceptos no
dominados y el número de conceptos dominados, viene a con�rmar que
ambos modelos distinguen sin ninguna ambigüedad para cada concep-
to del sistema, si está dominado o no por el alumno. En mi opinión,
este punto fortalece la decisión de haber optado por un modelo de red
bayesiana de conceptos para el modelo del alumno.

En tercer lugar y no menos importante, el número de conceptos no
diagnosticados es un dato muy interesante que nos permite conocer
qué conceptos están en el límite entre ser considerados como no domi-
nados o por el contrario, dominados. Dada la evolución de los valores
cuantitativos que van tomando las probabilidades de la red también
examinadas en nuestro trabajo, se ha observado que los conceptos no
diagnosticados tienen un valor de probabilidad más próximo al valor
0.7 (límite superior) que al valor de 0.3 (límite inferior). A partir del
valor 0.7, el concepto ya es considerado como dominado. Y el hecho de
que solamente el �modelo de red bayesiana con pesos propuesto� sea el
que en algunas ocasiones, al determinar que un concepto es no diag-
nosticado, ponga en duda de si, con la administración de más ítems en
un futuro, pueda ser un concepto dominado, es una forma de asegurar-
nos con la evolución del test, de que el alumno ha a�anzado con total
seguridad ese concepto.

A pesar de haber sacado estas conclusiones positivas que apoyan el �mo-
delo de red bayesiana con pesos propuesto�, debemos comentar que estos
resultados han sido extraídos a partir de una muestra pequeña de 100 ítems
y 33 conceptos. En un futuro, como comentaremos en el siguiente capítulo,
puede ser muy interesante volver a aplicar el estudio en una red con mayor
número de ítems, y también con mayor número de conceptos. También es
preciso tener en cuenta lo qué sucede cuando un concepto está relacionado
al mismo tiempo con muchos ítems y viceversa.
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Capítulo 8

CONCLUSIONES Y TRABAJOS
FUTUROS

8.1. Principales aportaciones

En el presente trabajo, el foco de estudio han sido los modelos bayesianos
para el modelado del estudiante en los sistemas de tests informatizados. El
centro de atención ha sido la mejora de la precisión en la estimación del nivel
de conocimiento del alumno.
Se ha partido de un modelo de red bayesiana ya de�nido en [38]. Este

modelo realizaba un cálculo de las probabilidades condicionadas de la red
bastante sencillo asignando los valores estas probabilidades distribuidos uni-
formemente en un rango de valores que iba desde el valor del azar c hasta
el valor máximo de probabilidad cuando se conocen todos los conceptos de
la pregunta. El número de probabilidades va desde 1 hasta el número de
combinaciones de estados de los conceptos de la pregunta.
Sucedía que como la probabilidad calculada representa la probabilidad de

respuesta correcta condicionada a una combinación de conceptos, donde los
conceptos están ordenados por orden de importancia en la pregunta, en este
trabajo, nos hemos planteado la duda de si la asignación uniforme en los
valores de probabilidad a lo largo de un rango, en realidad, lo que hace es
considerar que cada concepto tiene una importancia proporcional al siguiente
concepto de la pregunta, sin considerar la diferencia de importancia entre un
concepto y el siguiente o entre el concepto y cualquier otro de la pregunta.
En este trabajo, hemos modi�cado los valores de las probabilidades condi-

cionadas de una pregunta dada la combinación de conceptos asociados, de tal
modo que el valor de la probabilidad condicionada esté directamente relacio-
nado con el peso real del concepto en la pregunta, siendo este parámetro peso
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de cada concepto un parámetro que ha que de�nir antes de ejecutar la red y
que como representa una proporción de la pregunta, es un valor entre 0 y 1.
El número de estas probabilidades también es un valor comprendido entre 1
y el número de combinaciones de los conceptos de la pregunta menos 1. El
peso del concepto, por tanto, será el factor que ordene el concepto dentro de
la pregunta.
La razón por la que hemos considerado que el peso de los conceptos es

clave en el cálculo de las probabilidades condicionadas, es porque nos parece
lógico pensar que si el alumno conoce un concepto con peso grande sobre la
pregunta, la probabilidad de responder correctamente la pregunta será mayor
si la hacemos depender de este peso, y en caso contrario, si peso del concepto
que conoce el alumno es pequeño, la probabilidad de responder correctamente
la pregunta será menor si depende a su vez del concepto.
Para referirnos indistintamente a los dos modelos de redes bayesianas des-

critos, desde el principio del trabajo hemos renombrado los dos sistemas como
�modelo de red bayesiana de Millán� al modelo de red bayesiana de�nido en
[37] y del que partimos, y �modelo de red bayesiana con pesos propuesto� al
modelo de red bayesiana que presentamos en este trabajo como una propues-
ta de mejora del de Millán.
Con el propósito de evaluar los dos sistemas y comparar su e�cacia en

la estimación del nivel de conocimiento del alumno, se han desarrollado los
algoritmos de diagnóstico de ambas redes, que calculan los valores de las
probabilidades a posteriori de los conceptos del sistema, para tener al �nal
de la ejecución de un test de preguntas, información sobre el conocimiento
del alumno en cada uno de los conceptos.
Se han realizado experimentos tanto con alumnos simulados como con

alumnos reales en ambas redes, y nos ha parecido fundamental la comproba-
ción con alumnos reales, puesto que dan una idea más �dedigna del desem-
peño de ambas redes, ya que la respuesta del alumno a cada ítem del test no
se simula, sino que se adecúa a su per�l. Tras los experimentos, hemos obser-
vado que el �modelo de red bayesiana con pesos propuesto� obtiene, por regla
general, valores mayores en las probabilidades a posteriori de los conceptos y
se ha podido comprobar que estos mayores numéricos más altos, son debidos
a que los valores de las probabilidades condicionadas en este modelo también
superan a las que se tenían en el �modelo de red bayesiana de Millán�.
Para cuanti�car con medidas de evaluación cercanas a la realidad educa-

tiva los valores de las probabilidades de los conceptos, hemos de�nido como
medidas de evaluación que dependen de estas probabilidades: el número de
conceptos dominados por el alumno, el número de conceptos no dominados
por el alumno y el número de conceptos no diagnosticados.
Como resultado, hay un mayor número de conceptos diagnosticados como
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dominados por el alumno en el �modelo de red bayesiana con pesos propues-
to�, y hemos examinado, que este número se aproxima más al número real de
conceptos dominados por el alumno que en el �modelo de red bayesiana de
Millán�. Se ha calculado el error estándar de la estimación en los dos modelos
y se ha podido ver que, en la mayoría de las ocasiones, el error estándar es
menor en el �modelo de red bayesiana con pesos propuesto� que en el �modelo
de red bayesiana de Millán�. Análogamente, también es mejor la estimación
en el número de conceptos no dominados por el alumno en el �modelo de red
bayesiana con pesos propuesto�.

8.2. Trabajos futuros

A partir de este trabajo, se planteán varias líneas de investigación, que
pasamos a comentar.

8.2.1. Mejora del entorno real

Después de la realización de los experimentos con alumnos reales, se nos ha
planteado como posible punto de mejora la búsqueda de un contexto web más
óptimo. La aplicación web que hemos implementado en este trabajo, utiliza
el objeto sesión del usuario para almacenar la lista de las preguntas que se le
van administrando, de tal manera, que siguiendo el algoritmo que selecciona
la siguiente pregunta del Anexo I, nunca se le presenta el mismo ítem para
responder. El resultado del algoritmo de selección de pregunta es el buscado,
pero como las páginas web adolecen, en ocasiones, de ser recargadas, se puede
perder una pregunta que sin haberse cargado adecuadamente en la página,
ya había sido eliminada de la sesión del usuario. Pensamos, por tanto, que
puede ser muy útil investigar qué modo de almacenamiento se podría utilizar
para optimizar la aplicación web. Insistimos en este punto porque debemos
recordar que la secuencia de los ítems que se presentan al alumno puede in�uir
sobre el número �nal conceptos dominados y no dominados deducidos por la
red bayesiana, desde el punto de vista de que si el algoritmo selecciona para
mostrar un ítem en lugar de otro, el valor de las probabilidades a posteriori
de los conceptos puede variar si los conceptos relacionados son diferentes o
en menor número entre un ítem y otro. En caso de darse esta situación, la
diferencia no es muy signi�cativa resultando de un concepto más estimado
como dominado en una red con respecto a la otra, pero dado también que
la estimación del nivel de conocimiento es casi similar en ambas redes, es un
factor a considerar en una futura línea de investigación.
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8.2.2. Uso de estándares

En el presente trabajo, se han utilizado las redes bayesianas como forma de
modelado del estudiante en un test informatizado adaptativo, de tal manera
que las preguntas que se le muestran al alumno se adaptan al conocimiento
que va adquiriendo sobre los conceptos del sistema. Se trata, por tanto, de
una adaptación del contenido.
Pero en el campo de los tests adaptativos informatizados, no podemos ob-

viar la existencia de estándares que permitir de�nir tests con la posibilidad de
un doble objetivo de adaptación del contenido y adaptación de la navegación.
Tras hacer un estudio del arte de los estándares actuales existentes, hemos

deducido que la especi�cación IMS QTI: ASI Information Model [27], es la
que merece más nuestro interés por dos motivos:

La capacidad de diseñar tests adaptativos capaces de evaluar y ofrecer
alimentación automática al usuario.

La característica de interoperabilidad, que hace factible transportar los
tests de�nidos entre distintos sistemas de e-learning que soportan la
especi�cación, o entre diferentes unidades de aprendizaje de�nidas con
la misma especi�cación.

El modelo IMS QTI se puede utilizar para crear un test adaptativo donde
cada pregunta tiene un nivel de complejidad asociado. Esta característica es
fundamental considerarla en este trabajo, debido a que el eje principal del
trabajo es el modelado del alumno en un test adaptativo en base a su grado
de conocimiento.
El proceso de adaptación con respecto al nivel de complejidad busca pre-

sentar la siguiente pregunta al usuario tomando en consideración el resultado
obtenido y dicho nivel de complejidad. De este modo, si la pregunta contes-
tada es incorrecta, la nueva habilidad estimada del alumno es menor que la
que tenía, y por el contrario, si la respuesta es correcta, la siguiente pregunta
se elige adecuada a un nivel de habilidad superior.
En el caso de necesitar el diseño de un test con ítems adaptados al nivel de

complejidad del alumno o cualquier otra característica está la especi�cación
IMS QTI: ASI Selection and Ordering [28].
La especi�cación IMS QTI ASI: Selection and Ordering es parte de la es-

peci�cación IMS QTI: ASI Information Model porque es posible integrar el
elemento más alto de la jerarquía Selection and Ordering, es decir, selec-
tion_ordering dentro de un elemento Assesment o Section, que son objetos
para de�nir un test de evaluación en IMS QTI: ASI Information Model.
Un test adaptativo que sigue la especi�cación ASI Selection and Ordering,
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es una etiqueta XML con nombre questestinterop, que es la raíz de QTI y
contiene un conjunto de assessments, sections e items.
Podemos de�nir dentro de un elemento questestinterop una sección con

una etiqueta section. Dentro de un elemento de tipo section, hay un elemento
selection_ordering que de�ne la forma en la que se seleccionan para mostrarse
los ítems del tests, mediante un conjunto de reglas de ordenación y selección
que se aplican a los ítems.
Un ejemplo de de�nición de un questestinterop se muestra en la siguiente

�gura:

Figura 8.1: Estructura ASI Selection and Ordering [28]

En la �gura 4.1, la abreviatura md hace referencia a que dentro del ele-
mento al que apunta, se pueden de�nir metadatos.
Los elementos que aparecen en la estructura tienen las siguientes funciones:

qtimetadata: contiene la de�nición de metadatos especí�ca del obje-
to, que es la információn usada posteriormente por los algoritmos de
selección y ordenación.

precondition: de�ne las precondiciones que deben ser �true� para que
los objetos sean procesados por el motor QTI.

selection_ordering: de�ne las reglas de ordenación que se aplicana los
hijos contenidos en un objeto.

Se puede ver también que los ítems y las secciones puede hacerse referencia
a ellas si están de�nidas en un �chero XML aparte.
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El elemento selection_ordering tiene un atributo que es el tipo de secuencia
(sequence_type), que hace referencia a la regla de selección que se puede
de�nir para los ítems del test y que puede ser de dos tipos:

Normal (Normal): cada objeto solamente se puede mostrar una vez, sin
ninguna repetición.

Repetición (Repeat): cada objeto se puede mostrar un número deter-
minado de veces.

Si no se especi�ca el atributo sequence_type, la selección por defecto es del
tipo Normal.
Dentro del elemento selection_ordering, se de�ne el subelemento order,

que hace referencia a la regla de ordenación que se puede de�nir para los
ítems del test y que puede ser de tres tipos:

Fijas(Fixed): los ítems siguen la ordenación de�nida por la estructura-
ción y combinación de secciones e ítems dentro de un test. Se de�ne
usando el atributo order_type=Fixed.

Secuenciales(Sequential): los ítems se muestran en el orden en el que
son seleccionados. Se de�ne usando el atributo order_type=Sequential.

Aleatorias(Random): los ítems seleccionados se muestran en orden alea-
torio, que cambia con cada instanciación del test. Se de�ne usando el
atributo order_type=Random.

La regla de ordenación que se aplica por defecto es la secuencial. El orden
aleatorio se aplica sobre los ítems que no han sido de�nidos con un orden.
El elemento selection_ordering también puede contener subelementos con

nombre selection, donde cada elemento selección es una regla de selección de
los ítems. Estas reglas pueden combinarse entre sí mediante las estructuras
and_selection, or_selection, not_selection.
Un subelemento fundamental dentro del elemento selection_ordering, es

el elemento selection_metadata, que representa un atributo que se de�ne
posteriormente en los ítems, para seleccionarlos en función del valor que le
asignemos. Este elemento selection_metadata, tiene un atributo md_name
que contiene el nombre del atributo y un atributo mdoperator que es un
operador de comparación utilizado para aplicar la regla de selección de cada
ítem.
Tras examinar todos los estándares de la especi�cación IMS QTI, con-

sideramos como especi�cación muy e�caz para la de�nición de tests adap-
tativos la especi�cación QTILite [29], puesto que puede contener ítems de
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distintos tipos (preguntas con opciones múltiples, preguntas de asociación de
ideas...) para la confección de un test rico y variado, y también porque esta
especi�cación puede interactuar con el elemento selection_ordering de la
especi�cación QTI Selection and Ordering recién explicada.
En este trabajo, consideramos como futura línea de investigación muy in-

teresante, la de�nición de un test adaptativo de tipo questestinterop, que
presente al alumno ítems sobre los conceptos que se han deducido como no
dominados por el modelo de red bayesiana. El test questestinterop puede
de�nirse con reglas de selección y ordenación de los ítems en función de los
conceptos que se necesiten reforzar en el aprendizaje. El objetivo será, por
tanto, utilizar esta especi�cación para de�nir un test que sirva de apoyo en el
aprendizaje del alumno. En este test, por ejemplo, se puede de�nir cada ítem
asociado con un determinado concepto, y asociar a cada ítems los siguientes
dos atributos:

qmd_topic: hace referencia al área o tópico al que pertenece el ítem.

qmd_levelofdi�culty: hace referencia al nivel de di�cultad del ítem,
que en este caso es el nivel de di�cultad del concepto. Dado el sistema
de preguntas y conceptos de la red bayesiana cuyo cálculo de proba-
bilidades sigue el modelo IRT, es fácil saber el nivel de di�cultad de
un concepto, que puede calcularse como el nivel de di�cultad más bajo
de todas sus preguntas relacionadas. Recordamos, en este punto, que
el modelo IRT calibra las preguntas del test con un parámetro b de
di�cultad del ítem.

Una �gura de un test futuro que podría diseñarse como sistema de refuer-
zo del aprendizaje para alumno que acaba de ejecutar un test que sigue el
�modelo de red bayesiana con pesos propuesto� es el siguiente:
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Figura 8.2: Ejemplo de test de�nido con la especi�cación QTI LITE [29]

En este trabajo, se han identi�cado como tópicos: sistemas, procesos, me-
noria, periféricos y archivos.
En el ejemplo del test de la �gura 4.2, la etiqueta selection_ordering con�-

gura que los ítems seleccionados del test sean los que cumplan que el atributo
qmd_topic tenga como valor �sistemas� y que el atributo qmd_levelofdi�culty
sea igual a �advanced�.
Como acabamos de comentar, los ítems de los que se compone un ques-

testinterop siguen la especi�cación IMS QTILite. Esta especi�cación es un
subconjunto de IMS QTI: ASI Information Model [27], lo que implica que
QTILite no soporta todas las características de la especi�cación completa
de QTI, pero una instancia que cumple con QTILite también será compati-
ble con la especi�cación QTI. Un ejemplo de característica que no soporta
QTILite son los metadatos.
Un ítem dentro del elemento questestinterop lo de�nimos para que con-

tenga un elemento itemmetadata (especi�cación IMS QTI: ASI Information
Model) que contiene a su vez tantos subelementos qtimetadata�eld como atri-
butos por los que queremos que el algoritmo de selección elija los ítems para
mostrarse en el orden que se haya de�nido en el test. Para el resto de ele-
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mentos que son necesarios para de�nir un ítem relativos a su tipo y material
de presentación sí seguimos la especi�cación QTILite.
La estructura de un ítem QTILite se muestra en la siguiente �gura:

Figura 8.3: Estructura XML de un ítem QTILite [29]

En esta estructura, puede verse que un ítem QTILite se compone de 5
elementos:

objectives.

rubric.

presentation.

reprocessing.

itemfeedback.

Dentro de estos elementos, el que permite de�nir el tipo de ítem es el de
presentation, que contiene las instrucciones para la presentación del ítem en
el test. Dentro de presentation, está el elemento response_lid, que contiene
las instrucciones para las respuestas de cada ítem en caso de ser el ítem selec-
cionado por el alumno. Y a destacar, dentro del elemento response_lid, está
el elemento render_choice, que de�ne a un ítem de tipo respuesta múltiple
y cuya estructura se muestra en la siguiente �gura:

Figura 8.4: Estructura de un ítem de respuesta múltiple en QTILite [29]
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Asimismo, dentro de un ítem, están los elementos resprocessing, que in-
cluyen los subelementos outcomes y respcondition. El subelemento outcomes
de�ne las variables que se van a utilizar en la �cali�cación� del ítem por el
algoritmo de �scoring� (cali�cación). Por su parte, el elemento respcondition
permite determinar la realimentación que se presenta al usuario en función
de su respuesta al ítem, porque permite discriminar si el usuario ha respon-
dido correctamente o no y asignar un valor a las variables que intervienen en
la cali�cación. Un ejemplo de ítem QTILite de tipo respuesta múltiple (ren-
der_choice) con sus elementos feedback en función de la opción seleccionada
por el usuario es el siguiente:

Figura 8.5: Estructura de un ítem con realimentación feedback en la especi-
�cación QTILite [29]

La segunda forma de uso de IMS QTI es la de�nición de reglas de navega-
ción de unos ítems hacia otros en función de la respuesta que haya dado el
alumno a cada ítem. La de�nición de estas reglas de adaptación se ha seguido
en el desarrollo de la herramienta ADASAT [20] que genera cursos que siguen
la especi�cación IMS QTI: Assessment Test, Section and Item Information
Model [30].
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Un test adaptativo en la especi�cación IMS QTI: ASI Information Model es
un conjunto de ítems de evaluación (assessment) que muestra información a
un usuario junto con información sobre cómo se evalúa el ítem. La evaluación
o cali�cación del usuario en el sistema QTI tiene lugar cuando las respuestas
del usuario se procesan por unas reglas de procesamiento. Además, puede
con�gurarse que se puntúen de forma distinta.
Los ítems de evaluación (assessmentItem) pueden ser de dos tipos: ítems

adaptativos e ítems no adaptativos. Los ítems adaptativos son capaces de
adaptar su apariencia su puntuación en función de la respuesta del usuario.
Se da la posibilidad de mostrar el mismo ítem varias veces. Cada ítem y el
test en su totalidad tienen un tiempo de sesión y el resultado de evaluación
del usuario se muestra cuando se agota la sesión del test, independientemente
de que el usuario haya respondido a todas las preguntas.
Para la de�nición del test adaptativo con reglas de navegación, se puede

seguir la especi�cación IMS QTI: Assesment Test, Section and Item Infor-
mation Model.
Siguiendo esta especi�cación, un test comprende la de�nición de un elemen-

to assessmentTest que incluye las secciones de attributs, outcomeDeclaration,
timeLimits, testPart, outcomeProcessing y testFeedback.
Además, un assesmentItem contiene un elemento llamado itemBody. El

itemBody contiene un objeto interaction, y dentro de la interacción está el
objeto response_variable que representa la respuesta del usuario, tiene, por
ejemplo, como atributo si la respuesta ha sido correcta o incorrecta.
El cuerpo de un ítem contiene texto, imágenes, objetos multimedia, e in-

teracciones que describen su contenido y estructura. Estos elementos pueden
combinarse con plantillas de estilo a partir de reglas de estilo por defecto que
ofrece el sistema. La especi�cación IMS QTI usa una plantilla XHTML de
manera que sólo algunos elementos de XHTML se permiten en un ítem de
evaluación (assessmentItem). Además de los ítems, un test se puede estruc-
turar en secciones y subsecciones y establecer una navegación entre ellas, me-
diante una serie de reglas que se de�nen mediante elementos pre-condiciones
(pre-conditions) y reglas de rami�cación (branching rules). Por otro lado, la
unidad más grande que representa el ítem en su totalidad se modela con la
clase de objetos testPart que tiene como atributos las precondiciones (pre-
Condition) y las reglas (branchRule). Por tanto, las etiquetas de precondición
y de bifurcación pueden de�nirse en los niveles de testPart, sectionPart, as-
sessmentSection y assessmentItemRef. También existen los fragmentos (frag-
ments) que son partes de dentro de un ítem que pueden ser tratadas de forma
independiente.
Un elemento precondición es un elemento opcional en cada uno de estos

niveles que es evaluado justo antes de entrar a cada nivel. Más de una pre-
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condición puede ser asociada a la misma unidad del test. Un elemento de
bifurcación determina el siguiente elemento o sección que será procesado a
continuación dependiendo el resultado de una comparación lógica. Al igual
que sucede con las precondiciones, más de una bifurcación lógica puede aso-
ciarse a una unidad del test.
Siguiendo la especi�cación IMS QTI: Assessment Test, Section and Item

Information Model, se podría plantear como otra línea de trabajo futura, la
de�nición de un test que de�na ítems correspondientes a los conceptos del
sistema. Este test de tipo testPart diferiría del test de�nido como questes-
tinterop que seguía la especi�cación QTILite, en que el ítem que muestra en
cada momento, se presenta de forma adaptativa a la respuesta a cada ítem
administrado. Con el questestinterop ya de�níamos un test con un orden ya
determinado de los ítems asociados a los conceptos que el �modelo de red
bayesiana con pesos propuesto� diagnosticaba como conceptos no dominados
por el alumno. Como resultado, sería un test de�nido tras cuya ejecución,
tendríamos una puntuación para el alumno que podría ser comparada con el
número de conceptos deducidos como dominados y no dominados por la red
bayesiana.
Para construir un test adaptativo en la navegación con la especi�cación

IMS QTI: Assessment Test, Section and Item Information Model, se pueden
seguir los siguientes pasos:

1. Se de�ne un testPart para un test.

2. Dentro del testPart, se de�nen secciones assessmentSection para agru-
par los ítems de acuerdo a su grado de complejidad (alto, medio o alto),
más un ítem especial de nivel medio que podría presentarse inicialmen-
te al alumno con el �n de determinar el nivel de conocimiento inicial del
alumno en función de su respuesta correcta o incorrecta, para mostrarle
posteriormente una sección de nivel de complejidad inferior o superior
(bajo o alto).

3. Se de�nen las instrucciones de bifurcación branchRule que evalúan la
condición dada y dirigen el procesamiento del siguiente elemento de
acuerdo al resultado (falso o verdadero) de la condición. Esta condición
representa si la respuesta al ítem ha sido correcta o incorrecta. La
condición se especi�ca con la estructura match usando el valor de la
variable �rstNormalitem.uni�edResult. Si el resultado de la condición
es negativo (valor de �rstNormalItem.uni�edResult = N), entonces se
producirá una bifurcación a la sección que presenta una información de
retroalimentación al estudiante.
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La herramienta ADASAT [20] ya de�ne un testPart, donde por cada ítem
dentro de cada sección, de�ne el siguiente ítem XML a desplegar en función
de la respuesta correcta o incorrecta del alumno al ítem anterior. Un extracto
de testPart de ADASAT se muestra en la siguiente �gura:

Figura 8.6: testPart de la herramienta ADASAT [20] con precondiciones y
reglas de bifurcación

En resumen, hemos presentado dos posibles futuras líneas de investigación
que utilizan estándares para la de�nición de tests adaptativos que son:

La de�nición de un test questestinterop que siga la especi�cación QTI-
Lite. Este test se compone de preguntas de respuesta múltiple (ren-
der_choice) con unas reglas de selección y ordenación de ítems, me-
diante el elemento selection_ordering de la especi�cación IMS QTI:
ASO Selection and Ordering. Este test se presenta al alumno después
de ejecutar un test modelado con el �modelo de red bayesiana con pe-
sos propuesto� que se presenta en este trabajo. El objetivo es reforzar
aquellos conceptos que la red bayesiana ha diagnosticado como no do-
minados por el alumno. Es por ello que los ítems del test, se de�nen
de modo que su material de presentación o texto, hace referencia a un
concepto no dominado por el alumno. Puede haber varios ítems que
estén relacionados en su contenido con el mismo concepto. Esta línea
de investigación nos parece útil por la posibilidad de diseñar tests que
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sean interoperables y capaces de presentación realimentación al usuario
para reforzar su aprendizaje.

La de�nición de un test testPart que siga la especi�cación IMS QTI:
Assessment Test, Section and Item Information Model, que a priori,
no conozca la secuencia de ítems que se le van a presentar al alumno,
porque se decidirá dinámicamente con cada respuesta del alumno a
cada ítem del test. Un test de este tipo contiene, por tanto, reglas
de navegación que determinan en función de la respuesta a cada ítem
(precondition) el siguiente ítem que se muestra al alumno. Esta línea de
investigación, a diferencia de la anterior, no aprovecha los resultados
de la red bayesiana en cuanto a que ya conoceríamos el conjunto de
conceptos no dominados por el alumno, pero en contra, sí puede servir
para comparar el nivel de conocimiento del alumno con un testPart con
el de un test adaptativo bayesiano.

Para la ejecución de los tests que siguen la especi�cación IMS, se necesitan
herramientas que la soporten. Hay varias herramientas de e-learning precisa-
mente debido al estándar que se pueden utilizar (QTITools, Moodle...). Cada
una de ellas, además de los �cheros XML que de�nen el test, llevan a cabo
un empaquetado de un conjunto de �cheros de con�guración del test dando
como resultado un �chero .zip. Esta forma de agrupación y estructuración de
los recursos de un test o curso educativo siguen la especi�cación IMS Con-
tent Packaging [31]. En el caso de la herramienta qplayer [44],el �chero desde
donde se hace referencia a cada test de�nido es el Qmanifest.xml. Además,
en qplayer hay una subcarpeta con el nombre XML donde se almacenan los
�cheros de test de tipo XML. Desde la página web de la herramienta qplayer,
es posible descargarse una versión gratuita que consiste en un �chero .zip con
los archivos de un curso adaptativo que ya viene creado. El contenido de la
carpeta qplayer_demo descargada es el siguiente:

1. Qmanifest.xml: es un �chero de mani�esto con la descripción general
del curso y que contiene las referencias a los �cheros de tests que serán
archivos XML.

2. Qplayer_con�g.xml: es un �chero de con�guración del curso, en el que
se da valor a propiedades generales como: el lenguaje del curso, el modo
de navegación, la posibilidad de mostrar las respuestas, la realimenta-
ción, el modo de presentación de las preguntas y entre otras propieda-
des, una referencia a la URL del �chero mani�esto.

3. Una subcarpeta XML, que contiene los archivos XML que corresponden
a cada test de tipo questestinterop.
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4. Una subcarpeta IMG que contiene los archivos de tipo imagen incluidos
en los tests.

5. Un �chero index.html que es el �chero principal del curso. Este �chero
es esencial porque para ejecutar los tests, basta con hacer doble click
sobre él.

8.2.3. Relaciones de prerrequisito

Las relaciones de prerrequisito se establecen entre los conceptos de la red
bayesiana[37].
Sería interesante partir de la estructura de red bayesiana del �modelo de red

bayesiana con pesos propuesto� que se compone de relaciones de dependencia
causal entre los nodos concepto y los nodos pregunta y añadirle relaciones
entre los conceptos.
Estas relaciones entre los conceptos simbolizarían que para conocer un con-

cepto dado es preciso conocer los nodos concepto que in�uyen directamente
en él. De este modo, se puede deducir más rápidamente el conocimiento de
un concepto dado porque podemos suponer que se conoce una vez que se
conocen todos sus conceptos prerrequisito. Análogamente, una vez que se
ha diagnosticado que el alumno no conoce un concepto dado, ya no haría
falta seguir investigando si conoce los conceptos de los que el concepto es
prerrequisito.
Sin embargo, la introducción de estas relaciones complica la estructura de

la red bayesiana y la cambia por completo, por lo que es un problema que
habría que estudiar detenidamente.

8.2.4. Equilibrio de contenido

En el banco de ítems que hemos de�nido, nos hemos preocupado de que
fueran variados y de que pertenecieran a áreas del dominio diferenciadas,
para que el conjunto fuera lo más equilibrado posible, sin embargo, no hemos
utilizado ningún método teórico para controlar la exposición de los ítems del
test como el criterio de Sympson-Hetter [34].
Como la red bayesiana selecciona como siguiente ítem a ser presentado al

alumno aquél que maximice la probabilidad de que se responda correctamente
dados los conceptos conocidos que se tengan hasta el momento (criterio de
máxima utilidad de la pregunta [38] y cuyo algoritmo A se incluye en el
Anexo I), se propone como futuro trabajo, de�nir los conceptos de tal modo
que pertenezcan a diferentes áreas y re�nar el algoritmo Apara que añada al
criterio de selección como segunda prioridad, el equilibrio de los conceptos.
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Esta red podría compararse con un sistema de tests adaptativos informa-
tizados que tratan el equilibrio de contenido como SIETTE [11].
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Apéndice A

Anexo I

A continuación, mostramos los algoritmos de diagnóstico implementados
en el presente trabajo para poder comparar los dos modelos bayesianos, �mo-
delo de red bayesiana propuesta� y �modelo de red bayesiana de Millán�.
Ambos algoritmos utilizan un procedimiento común que se ocupa de se-

leccionar la siguiente pregunta del test, que hemos nombrado �obtenerSi-
guientePregunta� y que se muestra a continuación de los dos algoritmos de
diagnóstico.
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Algoritmo 5 Algoritmo de diagnóstico del modelo de red bayesiana de Mi-
llán.
entrada: red bayesiana (D,P ) de�nida en un conjunto de variables X
1: para i← 1, 50 hacer
2: dominados = 0
3: nodominados = 0
4: nodiagnosticados = 0
5: mientras numpreguntas ≤ 100anddominados ≤ 33 hacer
6: idpregunta← obtenerSiguientePregunta()
7: subconceptos← idconceptosdeidpregunta
8: probabilidadesconceptos← probconceptosdeidpregunta
9: si idpregunta es correcta then

10: preguntasbiencontestadas[idpregunta] = −1
11: else si pregunta no es correcta then
12: preguntasbiencontestadas[idpregunta] = −2
13: �n si
14: total←Math.pow(2,0, subconceptos.size())
15: para c← 1, total − 1 hacer
16: Stringbinario← Integer.toBinaryString(c)
17: x← (c ∗ 13,716)/(total − 1)
18: probabilidad← 1− ((1− ci) ∗ (1 +Math.exp((−1,7 ∗ ai) ∗ (x−

bi))))/(1 +Math.exp((1,7 ∗ ai) ∗ (x− bi))) . almacenar la probabilidad
de la pregunta condicionada al concepto p(P/C)

19: conceptospreguntas[c][idpregunta]← probabilidad
20: �n para
21: �n mientras
22: �n para
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23: para j ← 1, subconceptos.size() hacer
24: para k ← 1, 100 hacer
25: si p(Cj) = 0,0 then
26: p(P |C)← p(P |C) ∗ 0,03
27: p(P |¬C)← p(P |¬C) ∗ 0,97
28: else si p(Cj)! = 0,0 then
29: p(P |C)← p(P |C) ∗ p(Cj)
30: p(P |¬C)← p(P |¬C) ∗ p(Cj)
31: �n si . Si la pregunta se ha contestado correctamente
32: si preguntasbiencontestadas[k] = −1 then
33: p(P |C)← p(P |C) ∗ conceptospreguntas[j][k]
34: p(P |¬C)← p(P |¬C) ∗ (1− conceptospreguntas[j][k]
35: sumaprob← p(P |C) + p(P |¬C)
36: p∗(Cj)← p(P |C)/sumaprob
37: �n si . Si la pregunta no se ha contestado correctamente
38: si preguntasbiencontestadas[k] = −2 then
39: p(¬P |C)← p(¬P |C) ∗ conceptospreguntas[j][k]
40: p(¬P |¬C)← p(¬P |¬C) ∗ (1− conceptospreguntas[j][k]
41: sumaprob← p(¬P |C) + p(¬P |¬C)
42: p∗(Cj)← p(¬P |C)/sumaprob
43: �n si
44: �n para
45: �n para
46: para p← 1, p∗(Cp) hacer
47: si p(Cj) ≤ 0,3 then
48: nodominados← nodominados+ 1
49: �n si
50: si p(Cj) ≥ 0,7 then
51: dominados← dominados+ 1
52: �n si
53: si p(Cj) > 0,3andp(Cj) < 0,7 then
54: nodiagnosticados← nodiagnosticados+ 1
55: �n si
56: �n paradevolver: dominados, nodominados, nodiagnosticados
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El algoritmo de diagnóstico del �modelo de red bayesiana de Millán� descri-
to en el algoritmo 0 tiene como centro principal un bucle programado While
que se ejecuta siempre y cuando el número de conceptos dominados por la
red sea menor de 33 conceptos (total de conceptos del sistema) o bien, se
haya mostrado el total de 100 ítems del test. Lo primero que hace el algorit-
mo es seleccionar una pregunta para mostrarse en el test que se obtiene tras
la llamada a la función obtenerSiguientePregunta cuyo algoritmo aparece al
�nal de este Anexo. Una vez que el alumno responde la pregunta, en función
de su respuesta (correcta o incorrecta) los conceptos que estén relacionados
con la pregunta actualizan su valor. Los dos casos que pueden darse son:

Si la respuesta a la pregunta ha sido correcta, es decir, tenemos una
evidencia positiva, entonces se calcula la probabilidad de tener una
respuesta correcta condicionada a conocer el concepto, p(p+|C).

Si la respuesta a la pregunta ha sido incorrecta, es decir, tenemos una
evidencia negativa, entonces se calcula la probabilidad de tener una
respuesta incorrecta condicionada a conocer el concepto, p(p−|C).

Estas probabilidades condicionadas se calculan con el modelo logístico de
3 parámetros de la TRI evaluando la función G(x) (ver ecuación 4.16) con el
valor c ∗G(x∗)/2p− 1, para p conceptos de la pregunta. En esta expresión el
factor c toma los valores desde 0.,2p − 1. De este modo, el valor de c se co-
rresponde con cada una de las posibles combinaciones binarias (conocido=1,
desconocido=0) de los conceptos de la pregunta.
Como hay que tener en cuenta todos los conceptos padre de la pregunta, se

calculan un total de probabilidades condicionadas igual a 2p. Tras calcularse
todas las probabilidades condicionadas de la pregunta, se almacenan para
poder se utilizadas por el penúltimo proceso del algoritmo.
El penúltimo proceso del algoritmo consiste en actualizar los valores de las

probabilidades a posteriori de todos los conceptos del sistema. Para calcular
la probabilidad de cada concepto, se aplica la expresión de la ecuación 6.13.
Después de este proceso, todos los conceptos tendrán un valor de probabilidad
entre 0 y 1.
Por último, se consulta la probabilidad calculada para concepto, dando

lugar a tres situaciones:

Si la probabilidad a posteriori del concepto es menor de 0,3, entonces
se suma una unidad al número de conceptos no dominados del sistema.

Si la probabilidad a posteriori del concepto es mayor de 0,7, entonces
se suma una unidad al número de conceptos dominados del sistema.
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Algoritmo 6 Algoritmo de diagnóstico del modelo de red bayesiana con
pesos propuesto.
entrada: red bayesiana (D,P ) de�nida en un conjunto de variables X

para i← 1, 50 hacer
2: dominados← 0

nodominados← 0
4: nodiagnosticados← 0

mientras numpreguntas ≤ 100anddominados ≤ 33 hacer
6: idpregunta← obtenerSiguientePregunta()

subconceptos← idconceptosdeidpregunta
8: probabilidadesconceptos← probconceptosdeidpregunta

si idpreguntaescorrecta then
10: preguntasbiencontestadas[idpregunta]← −1

�n si
12: si idpreguntanoescorrecta then

preguntasbiencontestadas[idpregunta]← −2
14: �n si

total←Math.pow(2,0, subconceptos.size())
16: para c← 1, total − 1 hacer

Stringbinario← Integer.toBinaryString(c)
18: cont← binario.length()− 1

para b← 1, binario.length() hacer
20: si binario[b] == 1 then

pesoconcepto← probabilidadesconceptos[cont]
22: else si binario[b] == 0 then

pesoconcepto← (1−probabilidadesconceptos[cont])/10
24: pesofinal← pesofinal + pesoconcepto

cont = cont− 1
26: �n si

�n para
28: x← (pesofinal ∗ (total − 1) ∗ 13,716)/(total − 1)

probabilidad← 1− ((1− ci) ∗ (1 +Math.exp((−1,7 ∗ ai) ∗ (x−
bi))))/(1 +Math.exp((1,7 ∗ ai) ∗ (x− bi)))

30: conceptospreguntas[c][idpregunta]← probabilidad;
�n para

32: �n mientras
�n para
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34: para j ← 1, subconceptos.size() hacer
para k ← 1, 100 hacer

36: si p(Cj) = 0,0 then
p(P |C)← p(P |C) ∗ 0,03

38: p(P |¬C)← p(P |¬C) ∗ 0,97
else si p(Cj)! = 0,0 then

40: p(P |C)← p(P |C) ∗ p(Cj)
p(P |¬C)← p(P |¬C) ∗ p(Cj)

42: �n si
si preguntasbiencontestadas[k] = −1 then

44: p(P |C)← p(P |C) ∗ conceptospreguntas[j][k]
p(P |¬C)← p(P |¬C) ∗ (1− conceptospreguntas[j][k]

46: sumaprob← p(P |C) + p(P |¬C)
p∗(Cj)← p(P |C)/sumaprob

48: �n si
si preguntasbiencontestadas[k] = −2 then

50: p(¬P |C)← p(¬P |C) ∗ conceptospreguntas[j][k]
p(¬P |¬C)← p(¬P |¬C) ∗ (1− conceptospreguntas[j][k]

52: sumaprob← p(¬P |C) + p(¬P |¬C)
p∗(Cj)← p(¬P |C)/sumaprob

54: �n si
�n para

56: �n para
para p← 1, p∗(Cp) hacer

58: si p(Cj) ≤ 0,3 then
nodominados← nodominados+ 1

60: �n si
si p(Cj) ≥ 0,7 then

62: dominados← dominados+ 1
�n si

64: si p(Cj) > 0,3andp(Cj) < 0,7 then
nodiagnosticados← nodiagnosticados+ 1

66: �n si
�n paradevolver: dominados, nodominados, nodiagnosticados
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Algoritmo 7 Algoritmo de selección de la siguiente pregunta.
entrada: red bayesiana (D,P ) de�nida en un conjunto de variables X

para i← 1, 100 hacer
obtener los conceptos de la pregunta i �>array subconceptos y array

probabilidadesconceptos
3: para c← 1, subconceptos.size() hacer

peso← probabilidadesconceptos[c]
peso← peso ∗ (subconceptos.size()− 1)

6: x← (peso ∗ 13,716)/(subconceptos.size()− 1)
probabilidad ← 1 − ((1 − ci) ∗ (1 + Math.exp((−1,7 ∗ ai) ∗ (x −

bi))))/(1 +Math.exp((1,7 ∗ ai) ∗ (x− bi)))
probabilidadcorrecta← probabilidad ∗ p(Cc) + probabilidad ∗ (1−

p(Cc))
9: probabilidadincorrecta← (1− probabilidad) ∗ (1− p(Cc)) + (1−
probabilidad) ∗ p(Cc)

si probabilidadcorrecta > probabilidadincorrecta then
probabilidadespregunta[c]← probabilidadcorrecta

12: �n si
�n para

�n para
15: probabilidadmaxima← 0,0

para p← 1, probabilidadespreguntas.size() hacer
si probabilidadespreguntas[p] > probabilidadmaxima then

18: probabilidadmaxima← probabilidadespreguntas[p]
idpregunta← preguntas[p]

�n si
21: �n paradevolver: idpregunta
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Si la probabilidad a posteriori del concepto es mayor de 0,3 y menor de
0,7, entonces se suma una unidad al número de conceptos no diagnos-
ticados del sistema.

El algoritmo devuelve el número de conceptos no dominados, dominados
y no diagnosticados.
El algoritmo de diagnóstico del �modelo de red bayesiana con pesos pro-

puesto� descrito en el algoritmo 0 tiene como centro principal un bucle pro-
gramado While que se ejecuta siempre y cuando el número de conceptos
dominados por la red sea menor de 33 conceptos (total de conceptos del sis-
tema) o bien, se haya mostrado el total de 100 ítems del test. Lo primero
que hace el algoritmo es seleccionar una pregunta para mostrarse en el test
que se obtiene tras la llamada a la función obtenerSiguientePregunta cuyo
algoritmo aparece al �nal de este Anexo. Una vez que el alumno responde
la pregunta, en función de su respuesta (correcta o incorrecta) los conceptos
que estén relacionados con la pregunta actualizan su valor. Los dos casos que
pueden darse son:

Si la respuesta a la pregunta ha sido correcta, es decir, tenemos una
evidencia positiva, entonces se calcula la probabilidad de tener una
respuesta correcta condicionada a conocer el concepto, p(p+|C).

Si la respuesta a la pregunta ha sido incorrecta, es decir, tenemos una
evidencia negativa, entonces se calcula la probabilidad de tener una
respuesta incorrecta condicionada a conocer el concepto, p(p−|C).

Estas probabilidades condicionadas se calculan con el modelo logístico de
3 parámetros de la TRI evaluando la función G(x) (ver ecuación 4.16) con
el valor peso ∗ G(x∗) ∗ (2p − 1)/2p − 1, para p conceptos de la pregunta. En
esta expresión el peso se calcula como la suma del peso de cada concepto
considerado en una combinación lineal de los conceptos de la pregunta de la
siguiente forma:

Si la posición del concepto en la combinación binaria es un 1, entonces
a la variable peso se suma la probabilidad del concepto en la pregunta.

Si la posición del concepto en la combinación binaria es un 0, entonces
a la variable peso se suma el complementario de la probabilidad del
concepto en la pregunta dividiendo el resultado por 10. La decisión de
dividir por 10 es arbitraria y se corresponde con el peso de no conocer
el concepto en la pregunta.

Como hay que tener en cuenta todos los conceptos padre de la pregunta, se
calculan un total de probabilidades condicionadas igual a 2p. Tras calcularse

160



APÉNDICE A. ANEXO I

todas las probabilidades condicionadas de la pregunta, se almacenan para
poder ser utilizadas en el penúltimo proceso del algoritmo.
El penúltimo proceso del algoritmo consiste en actualizar los valores de las

probabilidades a posteriori de todos los conceptos del sistema. Para calcular
la probabilidad de cada concepto, se aplica la expresión de la ecuación 6.13.
Después de este proceso, todos los conceptos tendrán un valor de probabilidad
entre 0 y 1.
Por último, se consulta la probabilidad calculada para concepto, dando

lugar a tres situaciones:

Si la probabilidad a posteriori del concepto es menor de 0,3, entonces
se suma una unidad al número de conceptos no dominados del sistema.

Si la probabilidad a posteriori del concepto es mayor de 0,7, entonces
se suma una unidad al número de conceptos dominados del sistema.

Si la probabilidad a posteriori del concepto es mayor de 0,3 y menor de
0,7, entonces se suma una unidad al número de conceptos no diagnos-
ticados del sistema.

El algoritmo devuelve el número de conceptos no dominados, dominados
y no diagnosticados.
El algoritmo de selección de la siguiente pregunta descrito en el algoritmo A

recorre en un bucle programado for todas las preguntas del sistema. Por cada
pregunta, obtiene para todos los conceptos de la pregunta, la probabilidad de
la pregunta condicionada al concepto p(P |C). De las probabilidades p(P |C)
correspondientes a cada pregunta, seleccionamos la probabilidad máxima.
Y de todas las probabilidades máximas, nos quedamos con la probabilidad
máxima, es decir, con la pregunta cuyo valor máximo de p(P |C) es el valor
mayor.
El algoritmo devuelve esta pregunta como el siguiente ítem a mostrar en

el test.
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