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Resumen

En este trabajo se ha llevado a cabo el estudio del problema de
Fermi-Pasta-Ulam recopilando informacién sobre su origen y formula-
cion asi como simulaciones numéricas para su analisis.

Este problema que, a priori, parecia sencillo, de ahi que fuese se-
leccionado para realizar la primera simulacion numérica de la historia de
la Fisica, sigue al cabo de los anos aportando nuevas ideas y despertan-
do nuevas lineas de investigacion en multiples ambitos de la Fisica tanto
tedrica como experimental y es por ello que su estudio sigue a dia de hoy
siendo un tema apasionante para los amantes de la Fisica.

Para el analisis numérico se ha partido de un cédigo en Matlab
que se ha modificado para permitir la simulacién del problema obtenien-
do los mismos resultados que en su dia obtuvieron Fermi, Pasta, Ulam (y
Tsingou) en el laboratorio de Los Alamos, y también incluyendo desarro-
llos posteriores. De esta manera se ha creado una herramienta que sirve
para analizar el problema y para ilustrar varias de las teorias surgidas a
partir del problema FPU.

Ademas se han recopilado los articulos originales sobre el proble-
ma FPU para que puedan usarse como referencias para futuros analisis,
y también se han incluido articulos sobre los nuevos desarrollos. De esta
manera se ha creado una base bibliografica que puede consultarse para
el estudio del problema FPU, tanto en sus origenes como en la época
actual.

Descriptores

FPU, Fermi-Pasta-Ulam, FPUT, Fermi-Pasta-Ulam-Tsingou

10



Apuntes

Este trabajo se ha estructurado siguiendo las secciones de un
articulo cientifico, con introduccién, formulacion, desarrollos, resultados,
conclusiones, bibliografia y apéndices. En los apéndices se ha incluido una
parte sobre la Planificaciéon y el Presupuesto necesario para completar
el trabajo para asi explicitar la metodologia que se ha utilizado.
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cAaPiTuLO 1

Introduccion

El problema de Fermi-Pasta-Ulam, conocido también como FPU,
tiene unos interesantisimos origenes. Como su nombre indica los tres
cientificos que descubrieron este fenomeno fueron Enrico Fermi, John
Pasta y Stanislaw Ulam tras la publicaciéon de un informe en el labora-
torio de Los Alamos en 1955 ([1]). Este informe fue el precursor de dos
novedosas ramas cientificas: la Fisica no lineal y el calculo computacional
para la simulacién y resoluciéon de problemas.

1.1 El problema original

Tras la Segunda Guerra Mundial Fermi solia visitar con frecuencia
Los Alamos ([2]), el laboratorio fundado durante la guerra para coordi-
nar el desarrollo de las armas nucleares del Proyecto Manhattan, y, al
principio de la década de los cincuenta, Fermi empezé a considerar el
enorme potencial de las computadoras no sélo para la realizacion de
calculos sino también para la simulacién de problemas fisicos. Ese fue el
origen de los experimentos numéricos.

En 1952 se habfa instalado en Los Alamos una de las primeras

computadoras, conocida como MANIAC I (Mathematic Analyzer, Nu-
merical Integrator And Computer). En aquel entonces précticamente
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nadie sabia programarla y su uso principal era para realizar calculos so-
bre armas (nucleares) pero, de vez en cuando, en especial durante los
fines de semana, podia usarse para otras tareas. La programacién de
estas primeras computadoras era algo extremedamente complejo. Una
de las primeras personas en hacerlo fue Mary Tsingou ([3]). De hecho
Tsingou y Pasta fueron los primeros en crear graficos en la computadora.
El algoritmo que disen6 Tsingou para la simulacién de lo que acabaria
conociéndose como el problema FPU puede verse en la figura a conti-
nuacion ([3]).
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Figura 1.1: El algoritmo de Mary Tsingou para el primer experimento numérico en el MANTAC I, con
fecha de 20 de mayo de 1955

Como puede comprobarse la programacion de entonces no tiene
nada que ver con la de ahora, siendo aquélla de una complejidad muy
elevada, aunque Ulam indicase ([2]) que Fermi fue capaz en un verano
de aprender a programar en esa computadora, no solo disenando la es-
tructura general del algoritmo sino también el codigo en detalle, lo cual
evidencia el genio del fisico italiano.
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Fermi tenia el convencimiento que las nuevas teorias fundamen-
tales de la Fisica contendrian operadores y ecuaciones no lineales y que
por lo tanto podia ser extremedamente 1til adquirir los conocimientos
matematicos necesarios para entender el comportamiento de sistemas no
lineales ([2]). Por ello el objetivo era realizar simulaciones numéricas de
problemas sin soluciones analiticas explicitas para asi poder estudiar si
esas soluciones permitian entender mejor el comportamiento del siste-
ma, en especial en lo tocante a la conducta asintotica o a largo plazo de
problemas no lineales.

Para ello, Fermi, Pasta y Ulam decidieron seleccionar el modelo
fisico mas sencillo que cumpliese estos requisitos y simular su compor-
tamiento a largo plazo, que resulté ser el estudio de la evolucién de un
cristal hacia el equilibrio térmico modelizado por medio de una cadena
de particulas u osciladores de masa unitaria unidos por un potencial de
interaccién cuadratico (esto se corresponderia con un sencillo problema
que puede resolverse analiticamente) pero también con una interaccién
débil no lineal (lo que impide la resolucién analitica del problema). De
esta manera se pasa de un modelo continuo (el cristal con los extremos
fijos) a un modelo discreto (las masas unitarias o puntos) lo cual permite
transformar la ecuacion diferencial del sistema por un conjunto de ecua-
ciones diferenciales que a su vez se convierte en ecuaciones de diferencias
para la simulacién numérica.

Tomando esto como punto de partida, un problema unidimen-
sional, el objetivo era continuar después con problemas mas complejos
como, por ejemplo, el mismo problema pero bidimensional, para después
pasar a modelos de sistemas con mezcla y con turbulencias. De hecho se
menciona explicitamente ([1]) que ese informe iba a ser el primero de una
serie de informes sobre el comportamiento de sistemas no lineales en los
que la caracteristica no lineal se ha introducido como una perturbacion
de un problema original lineal.

Las primeras conversaciones tuvieron lugar durante el verano del
ano 1952 y las primeras simulaciones un ano después en el verano de
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1953. El informe ya estaba casi completado en 1954 pero en noviembre
de ese ano fallecié Fermi y los ultimos célculos los terminaron sin él
publicando el informe secreto en mayo de 1955; de ahi que la serie de
informes no llegase a completarse.

En el modelo lineal la solucién del problema es una vibracion
periddica de la cuerda (o las masas). Si la posicién inicial es una uni-
ca curva sinusoidal entonces la cuerda oscilara siempre en ese modo. El
objetivo de la simulacién era ver como se comportaria el sistema con el
componente no lineal. El resultado esperado por Fermi era que la cuerda
adquiriria formas cada vez mas complejas y con el paso del tiempo to-
dos los modos adquiririan cada vez mas importancia. Si, por ejemplo, el
punto de partida era un tinico modo entonces la cuerda derivaria poco a
poco hacia los deméas modos hasta que se obtuviese la equiparticién de
la energia que predice la Mecanica Estadistica.

Al principio de las simulaciones numéricas escitando primero un
modo y después otro los resultados numéricos obtenidos parecian con-
firmar esta hipotesis. En la simulacion original en la computadora MA-
NIAC I la simulaciéon se hacia con 64 puntos. Los céalculos tardaban
mucho en completarse y los resultados que se observaban antes de de-
tener el experimento parecian confirmar la equiparticién, pero un dia
que se dejo la computadora funcionando por error y al comprobarse los
resultados obtenidos en esa simulaciéon mas larga de lo previsto se ob-
servé algo inesperado: aparecia un comportamiento casi peridédico en el
que practicamente toda la energia original regresaba al modo inicial y
casi se recuperaba el estado inicial. Tras 157 periodos del modo k£ =1 el
97 % de la energia regresaba al modo original ([4]).

Por lo tanto, contrariamente a lo esperado por Fermi, Pasta y
Ulam el reparto de la energia del modo original entre los demas modos no
ocurre. Este sorprendente resultado es lo que se conoce como la paradoja
de FPU: la no linealidad no es condicion suficiente para garantizar la
equiparticién de la energia.

16
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1.2 Los estudios posteriores

Tras la publicacién de sus resultados en 1955 el informe empezé a
circular pero de forma restringida a causa del fallecimiento de Fermi y
al tratarse de un informe del laboratorio de Los Alamos. En 1965 al pu-
blicarse la obra completa de Fermi el problema FPU resurgié con mas
fuerza y empezaron a realizarse méas estudios sobre el tema, aunque ya
en 1961 Tuck y Menzel utilizaron computadoras méas modernas y mas
potentes para investigar el comportamiento del problema FPU al cabo
de mas tiempo. De esta manera se dieron cuenta de que tras la primera
recurrencia que conllevaba una pérdida de energia de alrededor del 1%
del modo principal, si se continia el calculo, el modo principal sigue
perdiendo energia hasta que al cabo de 8 ciclos va recuperando energia
ciclo a ciclo y finalmente a los 16 ciclos se obtiene un pico cuya energia
en el modo principal es practicamente igual a la original. Esto pasé a
denominarse como superciclo ([5]).

También en 1961, Zabusky se interesé por la resolucién del pro-
blema de forma analitica ([6]) consiguiendo resultados para el problema
continuo que concordaban con los resultados numéricos hasta que se al-
canzaba una singularidad. Zabusky continué estos trabajos con Kruskal,
trabajando en la resolucion en el espacio real en vez del espacio de Fourier
([7]). En ese trabajo, para explicar el comportamiento periédico, intro-
dujeron el concepto de soliton, es decir de ondas no lineales, estables,
localizadas o solitarias que se comportan como particulas y que apare-
cen en la ecuacién de Korteweg-de Vries (KdV), habiendo demostrado
que esta ultima constituye una aproximacion continua de primer orden
del problema FPU. Ese descubrimiento fue el punto de partida de lo que
ahora se conoce como la Fisica de solitones ([3]).

Ademas de estos trabajos sobre solitones también se trabajo sobre
la dinamica de los modos de Fourier. En especial con el descubrimiento
del teorema de Kolmogorov-Arnold-Noser que demostré que en general
las érbitas de sistemas hamiltonianos integrables que han sido ligeramen-
te perturbados son casi-periddicas. Pero si la perturbacion es demasiado
fuerte entonces la recurrencia desaparece y la equiparticion de la energia

17
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se establece rapidamente como queda reflejado en [3].

En paralelo a todo este trabajo en Japon se estaba desarrollando
una investigacién similar pero sin tener acceso a los documentos publi-
cados en Occidente. En especial Nobuhiko Saito y su estudiante Hajime
Hirooka trabajaban en la tésis del segundo titulada “Acercamiento al
equilibrio térmico en una red no linealrealizando sus propias simulacio-
nes numéricas entre 1964 y 1965 sin conocer los resultados obtenidos
por Fermi, Pasta y Ulam ([4]). Dada la paradoja de sus resultados no se
decidieron a publicarlos hasta 1967 ([8] y [9]), una vez habian leido los
trabajos de Fermi, Pasta, Ulam de 1955 ([1]) y de Ford de 1961 ([10]).
Al mismo tiempo Morikazu Toda tuvo acceso en Japén a los trabajos
sobre la paradoja FPU y empez6 a interarse por el problema publicando
también en 1967 un trabajo sobre una red con interacciones exponen-
ciales conocida en la actualidad como red de Toda ([I1]). Ademas en
1968 Zabusky viajé a Kioto para una conferencia y presenté su trabajo
sobre la ecuacion KdV y justo en aquella época Toda publicé su féormula
analitica para la estimacién del periodo de recurrencia, Tk, cuyo valor
era muy préximo a la férmula empirica obtenida por Zabusky ([4]).

Asi pues tanto en EE.UU. como en Japén el problema FPU pronto
se convertiria en un tema con amplios desarrollos. La paradoja de Fermi-
Pasta-Ulam es pues el punto de partida de la Fisica computacional, de
la teoria de los solitones y de la teoria del caos, y también uno de los
primeros ejemplos de estudio de la teoria de KAM, y fue por lo tanto un
trabajo clave para el desarrollo de la Fisica moderna.

18
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1.3 Resolucion Numérica del problema FPU en Matlab

En este trabajo de fin de Master reproduciremos los resultados
originales y también trabajaremos sobre preguntas y respuestas que sur-
gieron con posterioridad. Para ello utilizaremos como punto de partida
las preguntas formuladas por T. Dauxois, M. Peyrard y S. Ruffo en [4].
En ese articulo también aparece un cdédigo en MATLAB para obtener los
resultados del problema FPU. Ese cédigo ha sido modificado y ampliado
considerablemente para facilitar la ejecucién, la comprensién y para la
obtenciéon de resultados y gréficas.

Como puede verse en el apéndice, que contiene el cédigo modifi-
cado, con las actuales herramientas informaticas lo que en los anos 50
requeria un complejo algoritmo con ejecuciones que duraban horas o dias,
ahora puede conseguirse con un ordenador personal y con un programa
relativamente corto y manejable.

Si nos referimos a [4], las preguntas planteadas son las siguientes:

= En primer lugar, reproducir los resultados originales del experimento
de Fermi, Pasta y Ulam. Hay que ser cuidadoso con la amplitud a
puesto que el término ciibico se vuelve inestable con niveles altos de
energia.

= Analizando el campo de diferencias de desplazamiento de dos masas
consecutivas, (u;+1 — u;), pueden apreciarse estructuras que se pro-
pogan, que se corresponden con los solitones del analisis de Zabusky-
Krustal que puede leerse en [7].

= Para amplitudes entre a = 1 y a = 10, el modelo FPU con 32 masas,
N = 32, se relaja hasta el equilibrio ([12]). Puede verificarse que no
se dan las recurrencias del modelo FPU y que la energia se reparte
entre los modos normales.

» Puesto que la onda sinusoidal inicial forma solitones ([7]) es l6gico
plantear el problema usando como condicién inicial una red de soli-
tones. La solucion exacta de solitones tipo kink para la red de Toda
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([13]) es

1
(1) =+ —1
u;(t) 5 08

1+ exp[2k(i — 1 — g = tsin(hk)]
( 1 + exp[2k(i — ip = tsin(hk)] ) ’ (1.1)

con k la inversa del ancho. Esta solucién es solamente aproximada
para la red FPU, y a causa de las condiciones fijas de frontera, debe
ponerse una solucién kink (4) y una solucién antikink (—), centradas
en lados opuestos de la red. Para poder simular este problema se
recomienda el uso de una red fina, por ejemplo N = 128. La evolucion
temporal del campo diferencial u;,1 — u; muestra la propagacion de
estructuras regulares, su interacciéon mutua y el retorno al alcanzar
las fronteras.

= Seguidamente, confirmar que efectivamente el periodo de recurren-
cia, Tr, se comporta como indica la férmula de Toda que aparece en
[13], con el periodo del primer modo 77 = 2N,

3 N3/2 N5/2

Tr = Ty ~ 0,76—— 1.2
B mryavaa ' Vaa! (12)

es decir que el periodo de recurrencia evoluciona como una potencia

del nimero de osciladores en N%/2. Esta férmula ha sido modificada
con respecto a [3] para solventar un error numeérico.

» Finalmente, usar la condiciéon inicial de Zabursky-Deem que aparece
en [14], u; = asin[in N/(N + 1)], y que se corresponde con el modo
de frecuencia mas alta. En este caso se observan oscilaciones de los
modos de energia similares a las de longitudes de onda grandes. Se
intentara caracterizar estas recurrencias.

Con esta serie de preguntas por responder el trabajo utilizara la
bibliografia existente y las simulaciones numéricas para conseguir los
resultados.
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1.4 Los descubridores

En esta seccion se incluyen pequenas biografias de los investiga-
dores principales que participaron en el descubrimiento de la paradoja
FPU, es decir Fermi, Pasta, Ulam y también Tsingou.

1.4.1 Enrico Fermi

Enrico Fermi (Roma, 29 de septiembre de 1901-Chicago, 28 de
noviembre de 1954) fue uno de los fisicos més relevantes del siglo XX.
Tuvo contribuciones relevantes en multiples areas como la Fisica Cuanti-
ca, Fisica Nuclear, Fisica de Particulas y Mecanica Estadistica. Se doc-
toré por la Scuola Normale Superiore de Pisa en 1922 convirtiéndose en
1927 en profesor de la Universidad de Roma “La Sapienza”. Recibi6 el
premio Nobel de Fisica en 1938, por sus contribuciones sobre nuevos
elementos radioactivos, circunstancia que aproveché para dejar la Italia
de Mussolini y emigrar a EE.UU. convirtiéndose en profesor de la Uni-
versidad de Columbia en Nueva York y de la Universidad de Chicago,
trabajando principalmente en fisica nuclear. En este periodo llevé a cabo
la construccion de la primera pila nuclear y consiguio la primera reaccion
en cadena controlada en Chicago en 1942. Durante el resto de la Segunda
Guerra Mundial trabajé en el proyecto Manhattan en el laboratorio de
Los Alamos desarrollando la primera bomba atdémica.

Si bien es cierto que su trabajo en el origen de la Fisica no lineal
y el calculo computacional no ha tenido tanta relevancia como sus otras
contribuciones, con el paso del tiempo el problema FPU se ha convertido
también en algo fundamental que agranda mas si cabe su leyenda como
una de los fisicos principales del siglo XX, junto a Einstein, Born, Dirac,
Schrodinger, Pauli y Feynman entre otros. Su importancia en la Fisica
del siglo XX queda patente por la gran cantidad de elementos dedicados
a Fermi, como los fermiones, el Fermilab, el elemento quimico Fermio, la
estadistica de Fermi-Dirac o la paradoja de Fermi-Pasta-Ulam.
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1.4.2 John R. Pasta

John Robert Pasta (Nueva York, 22 de octubre de 1918-Chicago,
5 de junio de 1984) fue un fisico computacional americano. Tras comenzar
sus estudios en el City College de Nuevay York tuvo que abandonarlos
a causa de la depresion de los anos 30 y se puso a trabajar primero co-
mo agente inmobiliario y después como agente de policia. En 1942 fue
reclutado por el ejército de EE.UU. y trabajé como oficial de senales.
Tras la Segunda Guerra Mundial terminé sus estudios universitarios y
completd su doctorado en la Universidad de Nueva York. En 1951 se
incorpord al laboratorio de Los Alamos.

En Los Alamos trabajé en la computadora MANIAC I y formé par-
te del equipo que descubrié la paradoja FPU. Tras este proyecto si-
guié trabajando con ordenadores en la Comision para la Energia Atémica
de EE.UU. y después como profesor en la Universidad de Illinois.

1.4.3 Stanislaw M. Ulam

Stanislaw Marcin Ulam (Lviv, 13 de abril de 1909-Santa Fe, 13
de mayo de 1984) fue un matemaético polaco-americano conocido por
el desarrollo de las armas termonucleares, el método de Monte Carlo y
la paradoja FPU. Nacido en el seno de una rica familia judeo-polaca,
estudié matematicas y se doctord en el Instituto Politécnico de Lwow,
trabajando con el gran matematico polaco Stefan Banach. En 1935 John
von Neumann, a quien habia conocido en Varsovia, le invité a traba-
jar unos meses en Princeton. Posteriormente entre 1936 y 1939 pasé el
curso académico en Harvard trabajando en la teoria ergédica para final-
mente establecerse en los EE.UU. como profesor en la Universidad de
Wisconsin-Madison, convirtiéndose en estadounidense en 1941.

En 1943 se incorpora al proyecto Manhattan, y tras el fin de la
guerra se incorpora como profesor a la Universidad de Southern Cali-
fornia pero un ataque de encefalitis en 1946 que necesité una cirugia
cerebral hace que deje ese puesto y decida volver al laboratorio de Los
Alamos para trabajar en el desarrollo de las armas termonucleares, co-
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laborando asi con varias de las personas que le habian visitado durante
su convalecencia; en 1951 ided el conocido como diseno de Teller-Ulam
que constituye la base de las armas termonucleares. Empezo6 a trabajar
con computadoras en Los Alamos y de hecho el método de Monte Carlo
fue desarrollado por él y por Nicholas Metropolis (su nombre proviene
del hecho que el tio de Stanislaw, Michael Ulam, pasaba largas estan-
cias en Monte Carlo) y poco después participé en el descubrimiento de
la paradoja FPU que fue el gérmen de la fisica no lineal. Sigui6é traba-
jando en Los Alamos hasta 1965 y después se convirtié en profesor de
matematicas en la Universidad de Colorado.

1.4.4 Mary Tsingou

Mary Tsingou (Milwaukee, 14 de octubre de 1928) es una fisica
y matematica americana. Se gradudé por la Universidad de Wisconsin
en 1951 completando sus estudios en la Universidad de Michigan. En
aquella época era poco habitual que las mujeres trabajaran como ma-
tematicas pero a causa de la falta de hombres por la guerra de Corea y
los fallecimientos en la Segunda Guerra Mundial consiguié un puesto en
1952 en el laboratorio de Los Alamos para realizar calculos.

Fue entonces cuando comenzé su trabajo con la MANTAC I y par-
ticipo en la creacién de los algoritmos y la codificacion de la paradoja
de FPU. Posteriormente trabajo en multiples problemas computaciona-
les, siendo una de las primeras personas en aprender Fortran, lenguaje
inventado por IBM en 1955. En los 70 volvié a estudiar con Tuck el
problema FPU con simulaciones més largas, también trabajo en la so-
lucién numérica de las ecuaciones de Schrodinger y colaboré con John
von Neumann en el estudio de la mezcla de dos fluidos con densidades
diferentes. En los 80 trabajo en el proyecto Star Wars, sobre armas en
satélites. Se jubil6 en 1991 y aun reside cerca de Los Alamos.

Recientemente han surgido voces que propugnan que el proble-
ma FPU deberia rebautizarse como problema FPUT, por Fermi, Pasta,
Ulam y Tsingou, para que su participacién en el estudio original quede
claramente reflejada, pero todavia no se ha popularizado este nombre.
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cAPiTULO 2

Formulacion del Problema Lineal

En esta seccion introduciremos las nociones principales del pro-
blema lineal a partir del cual surgi6 el problema de Fermi-Pasta-Ulam.

2.1 Definicion del Problema Lineal

Supongamos que tenemos una cadena de N particulas de masa
m, en linea, estando cada particula atada a las dos particulas que la
preceden y suceden por una fuerza de Hooke de constante x. Supon-
gamos que las particulas so6lo pueden desplazarse en una direccion y al
desplazamiento de la particula ¢ a partir de la posicion de equilibrio lo
denominaremos u;; ademas supondremos que los extremos estan fijos lo
cual modelizaremos estableciendo que los desplazamientos ug y uy 1 son
nulos para las particulas 0 y N + 1.

Figura 2.1: Cadena de osciladores
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La ecuacion de movimiento de la particula ¢ se escribiria como

d2
mosui(t) = k(Ui (t) = wi(t)) =k (wi(t) — uiea(t))
d2 (21)
mﬁuz(t) =K (Ui+1(t) — 2ul(t) + ui_l(t))
y en términos de hamiltoniano la ecuacion se escribiria como
N p2 N K
H = d — (Ui — wi)?, 2.2
con
. OH
pi m (2.3)
: OH ( o + )
;= — = KR \U; — 2U; U;—
p O +1 1
Estas ecuaciones pueden reescribirse en forma matricial como
d? 5
ﬁu(t) = —wiKul(t) (2.4)
con wi = k/m y K una matriz tridiagonal
F o .
-1 2 -1
K = : (2.5)
-1 2 -1
-1 2

Si ahora hacemos un cambio de variable (o una transformada de
Fourier) y escribimos

u(t) = vcos(wt + ¢), (2.6)

entonces obtenemos un problema de autovalores que se escribe como

Kv =\v (2.7)

25



Investigacion del problema de Fermi-Pasta-Ulam Memoria
UNED Formulacién del Problema Lineal
Victor Borrero Mayora Definicién del Problema Lineal

con A = w?/wi. Con la matriz tridiagonal de este sistema es posible cal-
cular los autovalores y autovectores de forma analitica. Los autovectores
seran las columnas de la matriz de transformaciéon V cuyos coeficientes

2 ik
Vi, = ; 2.
ik N—i—lsm<N—|—1>7 (2.8)

- 2\/% sin (%) . (2.9)

Esta matriz de transformacion es ortogonal y diagonaliza la ma-
triz K. Asi pues se pueden introducir coordenadas normales

se escribiran como

y los autovalores seran

A =/mVTuy, (2.10)
con la relacion inversa
u=—VA, (2.11)

y el momento se escribira

P=——V'p, (2.12)
y por lo tanto

= V/mVP. (2.13)

Con esta nueva notacién podemos reescribir el hamiltoniano en
forma matricial como

I K T
= — —u' K 2.14
H 2mpp—|—2u v ( )

que puede reescribirse como

N
1
=3 Z P +wiA (2.15)
=1

o teniendo en cuenta la rela(:lon entre p; v u; perfilada anteriormente
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1Nl ;
2 A2
H = 5 Z [EA% + kak] : (2.16)
k=1

y en términos de energia se escribiria

N
"= E,
k=1

con

171
Ek:5 [EA%—I—(U,%A%] k=1,2,---,N.

Las ecuaciones de movimiento se escribirian

2
T+ RAD) = 0k =12, N

cuya solucion es

, 1
Ai(t) = Ax(0) cos(wyt) + Ak(O)w— sin(wyt),
k
y los modos normales se escribiran

N .

2 ikm

Ay = Vi | —— 3 sin(— 2
k= v N+1;USIH(N+1)

N .
1 2 ik
i = Aj si

Y \/m\/N+1k§::1 ksm(N+1>

1 5 ik
Po=——/ ;i
kT N+1;psm(N+1)
N .
2 ik
i =vVmy\| == ) Dsl
D m N-I—lkz:; k81n(N+1)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

De esta manera vemos que se consiguen soluciones analiticas y
que se corresponden a la suma de los modos normales de oscilacion.
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Ahora podemos reescribir la solucion en términos de la Transfor-
mada de Fourier Discreta, DJF. Para ello vamos a transformar la ecuacién
de los factores A;. Asi pues tenemos

N .
2 ) ik
Ak:\/m\/—N_FlZuism(—N_'_l)
1k2m
= /my/ +1Zulsm 1))

con lo cual introducimos el valor 27 que aparece en la Transformada
de Fourier y usamos el hecho de que uyg = 0 para anadir el indice O.
Ahora podemos introducir la parte imaginaria para transformar el seno.

(2.23)

Tenemos

Ay =+vm —\s [ U; 2V ] : (2.24)

Ahora vamos a utilizar una propiedad de la exponencial. La ex-

ponencial es simétrica conjugada con respecto al punto central en la
ik2mj

transformada de Fourier. Eso es facil de ver puesto que J[e?™+D0]| =
~ (2(N+1)—i)k2mj ik
S[—e 2@ | puesto que €™ = 1 si el producto ik es un nimero

entero. Esto nos permite escribir que

k27 1 ik2mj (2(N+1)—i)k27j
\s[u 62(N+1)] = 5\3[u eZNFD — g 2(NHD) } (2.25)
Finalmente en este punto podemos reescribir la ecuacion anterior
como

N

ik2mj (2(N+1)—i)k27mj
E (uieﬂNH)—uie 2N+ ) (2.26)

=0

Ap = V/m N+1

Si ahora separamos la suma tenemos

N
ik2mj (2(N+1 —i)k27j

u;eZNFD 4 Z —ue 2NFD ] (2.27)

A =+vm

(N+1) —
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y con un cambio de variable en la segunda suma, puesto que el coeficiente
2(N+1)—i varia entre N+2y 2(N+1) y teniendo en cuenta que ug = 0
y que uy.1 = 0, obtenemos

2N+1
ik2mj . ik2mj

;€N —Ug(N41)—i €2V | (2.28)
i=N+1

A =+vm

y si ahora creamos el nuevo vector us de longitud 2(N + 1) y definido
por

usg =0
us; =u;, parat=1a N
b (2.29)
usyy1 =0
USN1; = —UNs2_4, parat=2a N + 1.

finalmente llegamos a la ecuacién con la Transformada Discreta de Fou-
rier, es decir

1 2N +1 o
\/_ S USZB?(N“)]
2N 41 =0 (2.30)
=/m (N gy S[DF (us)].

Aparte de esta férmula que nos resultara 1til para programarla en
MATLAB, también vamos a desarrollar otra formula para expresar u; que
nos permitira simplificar el término no lineal. Empecemos por escribir

k 1 ikmj ikmj
sin< T > = > (eﬁl . ezﬁl) (2.31)

N +1 2
Con esta ecuacion podemos transformar como se escribe u; a par-
tir de la definicién en funcién de A; y tendremos
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N .
1 2 1k
w; = Aj. sin
T /m N+1]; esin( =)
- (2.32)

o1 1 iA ( L _mj>
:—] ]{ e 1 — € 1
v\ 2(N + 1) &

En este punto también podemos extender la definicion de Ay para
valores negativos y es facil comprobar que A, = —A_; basandonos en
la férmula (2.23). Ademds, baséndonos en esta misma férmula también
tenemos que A(0) = 0y que A(N +1) = A(—(N + 1)) = 0. Ahora
podemos transformar la ecuacién anterior sumando sobre k£ desde —(N +
1) hasta N + 1 y obtendremos

N+1

— Apeni 2.33
¢— Z (2.33)

=—(N+1)

2.2 Resultados Graficos

Para mostrar graficamente como se comportan las soluciones po-
demos utilizar el programa elaborado para el problema FPU para mos-
trar la dinamica lineal. Basta con usar un valor nulo para el factor no
lineal, es decir a = 0, para que el programa resuelva las ecuaciones de
movimiento y calcule la energia. Como hemos indicado en el cédigo del
programa en MATLAB esta opcion se corresponde con el valor g=0 que
anula el componente no lineal y permite obtener las graficas del proble-
ma lineal.

Si utilizamos la condicién inicial del problema FPU para el pro-
blema lineal obtenemos las siguientes graficas. Como podemos ver la
energia se mantiene constante y se concentra en un tnico modo y en las
diferencias se ve como la oscilacion sigue la pauta inicial.
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Figura 2.3: Las diferencias oscilan siguiendo la condicién inicial
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CAPITULO 3

Formulacion del Problema de
Fermi-Pasta-Ulam

3.1 Hamiltoniano de Fermi-Pasta-Ulam

Ahora que ya hemos encontrado la solucién del problema lineal
retomamos el problema de FPU. Basicamente el problema FPU parte
del problema lineal y anade un término no lineal, en este caso cubico,
para alterar el hamiltoniano inicial. Ademas supondremos que tanto las
masas como el coeficiente de Hooke son unitarios, esdecirm =1y x =1,
lo cual no hace desaparecer la generalidad del problema.

Con estas condiciones (m = 1, k = 1 y término no lineal), la
ecuacién del hamiltoniano que hemos visto en el capitulo anterior (2.2) se

escribird (empezamos todos los sumatorios desde cero teniendo en cuenta
que py = 0 puesto que se supone que la primera particula estd anclada):

N N N
1 . ;
H = Z ]92 + Z §(Ui+1 —ui)® + — : (i1 — ui)?, (3.1)

con a < 1 el coeficiente que mide la contribucion no lineal al hamilto-
niano. Vemos que hemos obtenido la misma ecuacién que aparece en [4].
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Con este hamiltoniano es facil deducir las ecuaciones de movi-
miento correspondiente que seran:

i = (i = ) = (s = i) + @ | (i1 — )’ = (s = wi1)’] (3.2)

Al tener términos no lineales ya no puede obtenerse una solucién
analitica pero el procedimiento habitual es transformar la ecuacién me-
diante el uso de los modos normales para estudiarla. Recordemos que los
modos normales se asocian a los desplazamientos mediante la ecuacion
(2.21]), es decir (teniendo en cuenta que m = 1)

[ & ikm
E= N—_|_]_ ;UZ Sln(N—H) (33)

con las frecuencias de los autovalores presentes en (2.9)), que con m = 1,
k = 1y poniendo al cuadrado es igual a

w? = 4sin? (%) , (3.4)

lo cual nos permite escribir el hamiltoniano como

N N
— %Z ( + wiA ) + % Z Crim Ak A Amwrwiwn,, (3.5)
h—1

k,lm=1

pudiendo determinar los coeficientes ¢y, a partir de [I5]. De hecho en
[15] se explicita como calcular los coeficientes cuando el término no lineal
es cubico o de cualquier potencia superior, pero para ser completos en
el desarrollo vamos a desarrollar el resultado utilizando nuestra formu-
lacién puesto que en el articulo no se muestran los detalles paso a paso.
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3.1.1 Los factores no lineales

Lo primero que haremos para determinar los factores no lineales
serd usar la ecuacién (22.33)). Recordemos el resultado

| N+1 .
U = —J 2( Z Apen+t, (3.6)
—(N+1)

Con este resultado vamos a calcular los valores de los términos
no lineales. Estos términos se escriben como Y (u;11 — ui)" siendo n el
exponente del factor no lineal en el hamiltoniano, cuyo valor era 3 en el
problema FPU pero pudiendo tener valores superiores también. Vamos a
desarrollar una féormula general para después aplicarla al potencial ciibico
y explicitar asi la interaccién no lineal en el problema FPU. Escribamos
ese término no lineal como S, = > . (u;41 — ui)", y calculamos esa suma
como

) 1 SRS (i+1)krj ik !
Sn = Z -] m Z Ak (e N+1  — eN+1)

i | k=—(N+1)
1 n [ N+1 s - "
= —j R AkeNH (61\+1 _ ]_)
) | 2
LY NZ e I Y
— i T _ N _ N .
i 2(N T 1) k=—(N+1)

—(N+1)

r n
( 1 > ! NZH A (i+}1\]/2)1k7r]
= K€ Nt Wi
i 2(N + 1) | k=—(N+1)

Llegados a este punto tenemos que desarrollar la potencia en n.
Normalmente el desarrollo de ese tipo férmula se efectiia con el teorema

1 "o (i+1/2)kr; km !
2(N+1)> Z Ape N+ 2sin <2(N+1)>

multinomial que establece

(21 + 2o+ +ay) = Z " , fol (3.8)
n mJ =1

[ T 1, 2, )
Pero en este caso esta formula no nos resulta 1til porque no nos
permite agrupar los términos de forma sencilla. Por este motivo vamos

34



Investigacion del problema de Fermi-Pasta-Ulam Memoria
UNED Formulacién del Problema de Fermi-Pasta-Ulam
Victor Borrero Mayora Hamiltoniano de Fermi-Pasta-Ulam

a escribir la expansién de otra manera. Lo que vamos a necesitar es la
expansion en funcion de los términos de la suma. Tendremos pues el
resultado

(:El +Zo+ -+ ZEm)n = Z Ty Ty -+ - Tk, (3.9)
kv ke kin
con cada k; variando, de forma independiente, entre los valores 1 y m.
Ahora con esta férmula podemos expandir los términos y si partimos del
punto anterior tendremos

) ) n
e NI wy,
2(N +1) k k

| k=—(N+1)

n
1 (+1/Dky ) (i+1/Dkgmj (i+1/2)knnj
= E E Ap Apy o A W W,y W € N @ NFT g N+l
(( 2(N + 1) 1 v2 n 1 2 n

_k:l‘kz,...,kn

: M (i41/2)(ky +hgtethn)mj
2(]\[ + 1)) Z AklAkz e Ak,,ywklwkz <o W, € N+1 ‘| ) (3' 10)

L F1skzse ko

i+1/2) (k1 +ko+--+kn)mj
N+1

¢
= A A, .. A W, -+ ¢
( 2(N+ 1)) |; klg k14t ko Why Wy Wi, €
(i+1/2) <A1+A2+ k)7
( Z Al.lAkz o A W Wiy - - W, Z ( >]

y puede verse que en el ultimo paso hemos intercambiado el sumando
sobre ¢ con los sumandos sobre k; puesto que son independientes. De esta
manera podemos sumar sobre los términos en exponencial al tratarse de
una suma geométrica. De esta manera tendremos

N N
(i+1/2) (k1 +ko+-+kn)mj (kq+ko+---+kn)mj i(k1+ko+-+kn)Tj
§ (6 N+1 ) = e 2(N+1) E (6 N+1 ) (311)

Si llamamos (N +1)D(k1 + ko + - - -+ k) a esta suma tendremos
lo siguiente

0

—_ =

D(
D(+4k(N +1 (3.12)
+ 1 '

D(£2(2k + 1)(N

N’ N N N

)
)
D(
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Finalmente llegamos al valor de la suma

S, = (N + 1) (1 /m)’ﬂ [Zkl,kz,wkm Ap, Ag, - .Aknwklka .. .wknD(kl +ky -+ ]ﬂn)] (3 13)

Si ahora usamos este resultado para el problema original FPU
con n = 3y teniendo en cuenta que aqui la suma es de —(N+1) a N+1
yque Axy1 = A_(ny41) = 0, que Ag = 0y que Apwy = A_jw_y, podemos
escribir los coeficientes ¢y, de la siguiente manera

3
1
CklmIQ(N—l-l) < —) D(k—l—l-i—m)
1 2(N +1) (3.14)
=————Dk+1+m)
2(N +1)
Resultados de este mismo tipo aparecen en [16], [I7] y en [15],
pero aqui hemos detallado los resultados y mostrado el paso a paso para
facilitar la comprension.

3.2 Equiparticiéon de la Energia

Para un sistema lineal, puesto que tenemos modos normales, la
distribucién inicial de la energia de cada modo seguira asi de forma in-
definida puesto que no hay intercambio de energia entre ellos. Fermi
pensaba que cualquier término no lineal por débil que fuese generaria
un intercambio de energia entre los modos y finalmente se obtendria la
equiparticién de la energia. Al no poder conseguir una solucién analiti-
ca, Fermi, Pasta y Ulam usaron la simulacién numérica para estudiar el
problema.

El teorema de equiparticion de la energia en la mecanica clasica
estadistica establece que el valor medio de cada término cuadratico del
hamiltoniano es igual a kpT /2, siendo T la temperatura del sistema.
Este resultado se deriva usando los valores medios sobre el conjunto.
Esto significa que
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1 . 1 kgT
<%A%>ens = <§w2Az>ens = —2 ,Vk (315)
y por lo tanto
(E)ens = kiT, k. (3.16)

La hipdtesis de ergodicidad establece que la media sobre el con-
junto (- - - )ens y la media temporal (- - - )siempo S0n iguales y la media sobre
el conjunto puede obtenerse efectuando una media temporal, calculando
la evolucién del sistema. Como sabemos la equiparticién de la energia
no ocurre para el problema lineal y el experimento de Fermi-Pasta-Ulam
demostré que aunque al principio parecia que efectivamente la energia
se repartia entre los modos al pasar el tiempo la energia volvia a concen-
trarse casi totalmente en el modo inicial, dando lugar a una recurrencia
temporal (y también a una super recurrencia), contradiciendo la hipdte-
sis de la equiparticion de la energia para el problema no lineal como se
pensaba originalmente.

3.3 Creacion del algoritmo

Ahora que tenemos la ecuacién del nuevo problema podemos crear
un algoritmo en MATLAB para resolver el problema numéricamente, co-
mo hicieron Fermi, Pasta, Ulam y Tsingou en su experimento original.
Gracias a las herramientas actuales la resolucion computacional sera bas-
tante mas sencilla que antano.

Partiremos de la ecuacion de movimiento resolviéndola numéri-
camente y a partir de ahi calcularemos la energia del sistema para ver
como se reparte la energia inicial entre los modos. Puesto que usaremos
MATLAB como lenguaje de programacion construiremos el algoritmo pa-
ra adaptarse a esta herramienta y sacar partido de sus posibilidades de
resolucion.

La herramienta principal de resolucién de ecuaciones diferencia-

les es la funcién de MATLAB ode45. Esta funcion se usa para resolver
sistemas de ecuaciones del tipo y' = f(t,y), siendo ¢ la variable que
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normalmente representa el tiempo, y siendo y el vector de valores a re-
solver. En caso de tener una ecuacién newtoniana del tipo i = f(t,u)
se construye un sistema de ecuaciones con @ = v y 0 = f(t,u) y asi se
puede crear un sistema vectorial con y; = v e yo = u lo cual nos da que

y/ = f(t7Y>'

En este caso tenemos N incdégnitas, que se corresponden con las
posiciones u; de las N particulas. Si transformamos esto en un sistema
vectorial lo primero sera tener en cuenta las condiciones iniciales. Si
llamamos b a las posiciones y las velocidades iniciales tendremos que

Tl
b; = ui(t =0) = asin , parat=1a N
(t=0) <N+1> P (3.17)
bN+i ZUZ'<t=0) IiLi(t: 0) =O, paraz'z 1 aN,
y esto quiere decir que en MATLAB las condiciones iniciales son
a=1; b(I)=a*sin(pi*I/(N+1)); b(I+N)=0; (3.18)

es decir las primeras N componentes del vector de valores iniciales son
las posiciones iniciales y las componentes N +1 a 2N son las velocidades
iniciales. Aunque parezca extrano para el uso de la funciéon ode45 en
MATLAB la funcién f(¢,y) usa el vector y de forma inversa, es decir que
internamente las componentes 1 a N son para las velocidades (como en
el sistema explicado anteriormente cuando se ha convertido la ecuacion
diferencial de segundo grado en un sistema de primer grado) y las com-
ponentes N + 1 a 2N son para las posiciones.

Teniendo en cuenta esto para determinar las posiciones u; de cada
particula nos queda por establecer el sistema de ecuaciones basandonos
en la de movimiento establecida anteriormente. Es decir, para las pri-
meras N componentes tendremos las velocidades que se corresponderan
con los valores N +1 a 2N del vector y, y para las N +1 a 2N tendremos
la ecuaciéon de movimiento de las posiciones, y por lo tanto si escribimos

; =u;, parat=1a N
Y P (3.19)

YN+ =V =u;, parat=1a N
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y teniendo en cuenta que los extremos estan inmoviles, es decir que
ug = Uy =0y uyiq = uys1 = 0, tendremos

i = (i1 +uim1 — 2u;) + o [(u1 — ui)? — (u; — ui_l)ﬂ . (3.20)

Lo cual en MATLAB si llamamos D al vector conjunto tendremos
que el algoritmo se escribird

D(I) = y(N+I), paral=1aN
D(N+1) = y(2)-2xy(1)+alphax*((y(2)-y(1))"2-y(1)"2)
D(N+I) = y(I+1)+y(I-1)-2*y(I)+alpha*((y(I+1)-y(I)) 2-(y(I)-y(I-1))"2), paral=2a N-1

D(2xN) = y(N-1)-2%y(N)+alpha* (y(N) 2-(y(N)-y(N-1))"2).

(3.21)

De esta manera tenemos definida la funcién que usaremos para
resolver la ecuacion de movimiento gracias a ode45 en MATLAB, que nos
devolvera tanto las posiciones (en las primeras N componentes) como las
velocidades (en las componentes N + 1 a 2N). Es decir que si llamamos
Y(IT,1:N) al resultado de ode45, con IT el vector de tiempo, y definimos
YX(IT,J) como el vector de posiciones, y YV(IT,J) como el vector de
velocidades, y considerando que el primer punto es fijo, tendremos

YX(IT,1:N+1) = [0 Y(IT,1:N)]

(3.22)
YV(IT,1:N+1) = [0 Y(IT,N+1:2%N)]

Si queremos obtener también la derivada espacial de los despla-
zamientos (diferencias entre la particula ¢ e i + 1) a lo largo del tiempo
crearemos una matriz de diferencias que en MATLAB denominaremos
DifY(IT,:) y cuyo calculo serd

DifY(IT,J)=Y(IT,J+1)-Y(IT,J), para J =2a N — 1; (3.23)

Ademas de esto también tenemos que especificar las opciones
de la funcién ode45 lo cual se hace con la funcién odeset. En esta
funcién especificaremos la tolerancia de la resolucién numérica (con la
opcién Reltol’), la manera de mostrar los resultados (con la opcién

39



Investigacion del problema de Fermi-Pasta-Ulam Memoria
UNED Formulacién del Problema de Fermi-Pasta-Ulam
Victor Borrero Mayora Creacién del algoritmo

’OutputFen’) y qué componentes de la solucién deben pasar a la funcién
de salida (con la opcién ’OutputSel’). Esto en MATLAB se escribira

options=odeset (’Reltol’,le-4,’OutputFcn’,’odeplot’, ’OutputSel’, [1,2,N]); (324)

Si queremos calcular la energia tendremos que calcular los coefi-
cientes de los modos normales. Como hemos establecido anteriormente
la féormula para los coeficientes es

2 N ik
A== wsi 2
k N+1““’SIH<N+1> (3.25)

que como hemos visto también puede escribirse mediante la parte ima-
ginaria, &, de la Transformada Discreta de Fourier DF como:

Ay = mg[l?}_(us)], (3.26)

con us definido por (recordemos que uy =0y uyy1 = 0)

usy =0
us; = u;, parat=1a N
b (3.27)
usy+1 =0
USN1; = —UN+2_4, parat=2a N + 1.

Para calcular el valor de la parte imaginaria de la Transformada
Discreta de Fourier de los deplazamientos u; utilizaremos la Transforma-
da Rapida de Fourier o FFT en MATLAB. Con esto podremos calcular
tanto el coeficiente del modo normal Ay en funcién de los desplazamien-
tos como su derivada Ak en funcion de las velocidades. En MATLAB
usaremos sXF (IT, :) para los coeficientes A, y sVF(IT, :) para Ay, con
lo cual tendremos

sXF(IT,:) = imag(fft([YX(IT,1:N+1) O -YX(IT,N+1:-1:2)1))/sqrt(2x(N+1)); (3 QEQ

sVF(IT,:) = imag(fft([YV(IT,1:N+1) O -YV(IT,N+1:-1:2)1))/sqrt(2x(N+1));
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Con estos valores podremos resolver la calcular la energia de cada
modo, definida por E, = % <Ai +w,%Al2€) lo cual en MATLAB se escri-
bird como

Energ(IT,1:N) = (omegak2(1:N).*(sXF(IT,2:N+1)."2)+sVF(IT,2:N+1)"2)/2. (329)

Con todos estos resultados ya podemos crear el programa de re-
solucién que dependiendo de las condiciones iniciales (FPU, Zabusky-
Deem, Toda) nos permitira responder a las preguntas planteadas como
veremos en los siguientes capitulos.
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cariTUuLO 4

Desarrollos del Problema FPU

4.1 Los desarrollos iniciales a partir del problema FPU

En este capitulo expondremos los desarrollos que surgieron en los
anos posteriores a la publicacion de los resultados del problema FPU.
Tras la presentacién de los resultados numéricos que contradecian lo es-
perado por Fermi el problema FPU se convirtio en un foco de interés
para fisicos y matematicos que intentaban explicar los resultados obte-
nidos numéricamente. En el esquema que presentamos a continuacion
([18]) vemos los principales articulos que trataban sobre los problema
FPU o que tenian relacién con él.

En la columna de la izquierda se ven los articulos principales del
problema FPU que ya hemos mencionado:

= las simulaciones originales de 1954 publicadas de forma restringida
en Los Alamos en 1955 pero cuyos resultados fueron circulando en el
interin entre fisicos y matematicos y que después fueron publicadas
abiertamente en 1965 ([1]),

= las simulaciones de mayor duracién de 1961 publicadas internamente
en Los Alamos en 1968 y postermiente de forma abierta en 1972 ([5]).
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Figura 4.1: Cadena de osciladores

Como vemos en la imagen tras surgir los resultados originales y
en paralelo a estos analisis surgieron varias vias de investigacion. Las
ramas principales que podemos resenar en estos anos posteriores a los
resultados del problema FPU son:

» El descubrimiento de los solitones y la relacion del problema FPU
con la ecuacion KAV por parte principalmente de Zabusky, con la
colaboracion de Kruskal, Deem y Tappert.

» La red discreta por parte principalmente de Ford, con la colaboracién
de Waters, Walker, Lunsford, Stoddard, Turner y las aportaciones
de Jackson.

» La teoria de Kolmogorov-Arnold-Moser también conocida como KAM
aplicada a los sistemas dinamicos que fue desarrollada a partir del
trabajo de estos tres investigadores y que esclarece ciertos puntos del
problema FPU mediante el uso de la teoria de la perturbacién del

hamiltoniano (y posteriormente de la teorfa de la estabilidad débil
de Nekhoroshev).
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Basandonos en estas 3 areas vamos a revisar los resultados y
articulos principales de cada una de ellas en relacién con el proble-
ma FPU y asi estableceremos también la conexién con las simulaciones
numéricas efectuadas como parte de este trabajo. Ademas también con-
sideraremos la red de Toda que también fue parte de las simulaciones
numeéricas y cuyos articulos principales seran revisados.

4.2 La teoria de los solitones

Como hemos senalado anteriormente el descubrimiento de las on-
das solitarias como soluciones del problema no lineal, que pasarian a
llamarse solitones, se debe principalmente al trabajo de Norman J. Za-
busky ([6], [19], [20])y de sus colaboraciones con Kruskal primero ([21]
y [7]), con Deem ([14]) y con Tappert ([22]). En este apartdo vamos
a presentar los resultados principales sobre solitones incluidos en estos
articulos y como se relacionan con el problema FPU y con las simulacio-
nes numéricas efectuadas.

El método empleado por Zabusky para analizar el problema fue
utilizar el limite continuo, es decir en vez de usar el modelo discreto de
particulas empleado en el problema FPU (lo cual se hizo para utilizar
las posibilidades computacionales del MANIAC I que necesitaba un pro-
blema discreto para realizar los caculos) se plantea el problema de una
cuerda o hilo continuo que oscila con una componente no lineal.

En su primer articulo sobre el tema en 1962 ([6]), Zabusky cal-
cula las soluciones exactas de las vibraciones de una cuerda continua no
lineal. Las ecuaciones en derivadas parciales se obtienen haciendo que
el nimero de particulas aumente al infinito (N — o0), el espacio entre
particulas tiende hacia cero (h — 0), el producto de estos dos valores
permanece constante y finito (L = Nh) y el término no lineal (a/N)
también es finito no nulo con valor %6. Para el problema FPU con un
término cuadratico la ecuacion de diferencias se convierte en

0%u ou\ 0*u
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Mediante una transformaciéon para invertir las variables depen-
dientes e independientes, Zabusky consigue obtener un sistema de ecua-
ciones lineales que mediante el método de integracion de Riemann permi-
te obtener soluciones analiticas de las variables dependientes que después
han de desinvertirse para obtener las posiciones y las velocidades. De es-
ta manera se consigue mostrar que u,,. se vuelve singular, es decir que u,
tiene una discontinuidad. Pero en el problema FPU, que se correspon-
de con una discretizacién, no aparece esta discontinuidad por lo que el
modelo lineal no describe correctamente el comportamiento del proble-
ma FPU y para ello hay que anadir términos que modelicen el caracter
discreto lo cual se puede conseguir introduciendo derivadas superiores
COMO Ugygy Y Utttt-

Tras esta primera aproximacion al problema en 1962, Zabusky
lo retomé con Kruskal en 1964 y 1965 ([21] v [7]) introduciendo, como
habia mencionado en sus articulos anteriores, derivadas parciales de or-
den superior. Lo primero fue anadir un término de orden 4 para simular
que el problema FPU era discreto. La ecuacion se escribia entonces

h2
% = (1 + euy) uzy + <E> (T— (4.2)
con ¢ = h%*w? la velocidad de onda en el limite lineal. Llegados a este
punto Zabusky introdujo el cambio de variable

y = % (é (1+eu,)¥? 1] - %) , (4.3)

que se trata de una cantidad no variable de la ecuaciéon anterior. Con
esta sustitucion y poniéndose en unas coordenadas moviles (x — = — ct),
la ecuacion se convierte en la ecuacién de Korteweg-de Vries (KdV), es
decir

Yr + YYz + 52933:61: =0, (4-4)

con T = ect/2 y 6* = h?/12¢. Analizando esta ecuacién Zabusky y Krus-
kal descubrieron la existencia de ondas solitarias no dispersivas que bau-
tizaron con el nombre de solitones. La caracteristica principal de los
solitones es que varios pueden coexistir simultaneamente en un mismo
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medio y pueden propagarse los unos a través de los otros sin dispersar-
se, recomponiéndose tras atravesarse mutuamente. Asi pues el soliton es
una onda no lineal con las propiedades de una particula. El solitén puede
escribirse como

xr—Xx
Y =Yoo + (yO - yoo) SeCh2 ( A 0) (4.5)

con Yo, Yso Y To constantes arbitrarias y

Yo — Yoo _%
A=g | Ix
]
_ Yo — Yoo (46)
C= Yoo T+ 3
y=Y(x—ct).

La principal diferencia entre el problema FPU y el analisis de
Zabusky era que en el problema FPU original las condiciones de fron-
tera eran dos puntos fijos, uno a cada extremo, y sin embargo Zabusky
utilizaba condiciones de frontera periddica para facilitar los célculos y
para que se propagasen los solitones. Esto concuerda con los resultados
de nuestra simulacién numérica para g=4 cuando se introducian los soli-
tones sobre la red de Toda, con las ondas rebotando en las fronteras.

Ademas, Zabusky también realizé simulaciones numéricas con
Deem ([I4]) para analizar el comportamiento del modelo continuo versus
el modelo discreto, y analizando como se comportaba el sistema depen-
diendo del tipo de excitacién inicial, comprobado asi que incluso si se
excitaban los modos superiores no se alcanzaba la equiparticién de la
energia sino que con el paso del tiempo el sistema todavia mostraba co-
rrelacién entre los desplazamientos de grupos de particulas en vez de un
comportamiento aleatorio, como puede verse en la simulacion numérica
para q=6.

Posteriormente Zabusky publicaria articulos adicionales sobre el

tema ([22] y [20]), profundizando en el analisis de los solitones en el
problema continuo y en especial para la ecuacion KdV.
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4.3 La red discreta y la teoria de la perturbacion

Antes de la popularizacion de la teoria KAM, la explicacién del
problema FPU tenia dos vertientes: la primera, formulada principalmen-
te por Zabusky mediante la utilizaciéon de un modelo continuo, y la se-
gunda centrada en la teoria de la perturbacion, formulada por Ford en
primer lugar ([10]) y que después seria seguida por Jackson ([23] y [16])
y Waters ([24] y [25]), y finalmente ampliada con la teorfa KAM por el
propio Ford con Walker ([26]) y Lunsford ([27] vy [28]).

En el primer articulo de Ford ([10]), publicado en 1961, se utili-
zaba la teoria de perturbacién pero sin el apoyo de la teoria KAM por
lo que Ford sélo podia conjeturar que los diferentes modos comportian
energia sélo si eran linealmente dependientes, y éste no era el caso puesto
que los modos definidos por las frecuencias wy = 2sin(knw /(N + 1)) son
independientes.

Dos anos después en 1963, Jackson publicé dos articulos ([23] y
[16]) con un nuevo acercamiento a la teoria de la perturbacién para el
problema FPU. En estos articulos Jackson mostraba que la energia ini-
cial de los modos inferiores tenia que propagarse primero a los modos
intermedios antes de llegar a los superiores. Ademas utilizando el con-
cepto del tiempo de recurrencia de Poincaré calculaba una aproximacion
sobre el tiempo necesario para que el sistema retorne al estado inicial
que, en caso de considerar el problema FPU como un caso de acopla-
miento fuerte, se acercaba a los resultados numéricos de la simulacion

FPU.

A los pocos meses, Ford en colaboracién con Waters ([24]) pre-
senté otro articulo con una continuacién posterior en 1966 ([25]). En
estos articulos Ford ya consideraba que los modos podian compartir
energia a diferencia de en su primer acercamiento. Sin realmente utilizar
los resultados de la teoria KAM estos articulos conseguian explicar el
comportamiento de estos sistemas mediante la teoria de la perturbacion
dentro de una region de estabilidad.
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4.4 La teoria de Kolmogorov-Arnold-Moser

La teoria de Kolmogorov-Arnold-Moser o teoria KAM es una
teoria matematica sobre el comportamiento de sistemas dinamicos. Par-
tiendo de una conjetura de Kolmogorov en 1954 ([29]), Moser primero
en 1962 ([30] y [31]) y en paralelo Arnold en 1963 ([32] y [33]) demostra-
ron el teorema que seria el punto de partida para lo que se denominaria
la teoria KAM. Esta teoria, que después tendria otras dos aportaciones
principales, una de Arnold en 1964 ([34]) con lo que se denominaria la
difusién de Arnold, y otra de Nekhoroshev en 1971 ([35]) con su esti-
mado (que también es sujeto de estudio en [30]), era la respuesta a un
problema que llevaba practicamente parado desde los trabajos de Poin-
caré a finales del siglo XIX ([37]). Basicamente en las ecuaciones de la
mecdanica clasica o dinamica una vez vamos mas alla del problema de los
dos cuerpos y pasamos al problema de tres o mas cuerpos las ecuacio-
nes de movimiento no pueden resolverse de forma analitica. Es por ello
que la técnica de resolucion consiste en usar la teoria de la perturbacion
expandiendo las funciones de fuerza alrededor de un parametro e. El pri-
mer término es la parte lineal y puede resolverse pero a medida que se
anaden términos el problema se vuelve més complejo y adicionalmente
al truncar la expansion se pierde precision a medida que pasa el tiempo.

No fue hasta 1954 cuando Kolmogorov postulé su conjetura ([29]),
que presentarfa en un congreso en 1957 ([38]), afirmando que la mayoria
de toros periddicos (trayectorias confinadas a un toro en el espacio de
fases) permanecian estables tras afiadir una pequena perturbacién al
hamiltoniano integrable, obteniendo trayectorias cuasi periddicas. Es-
ta conjetura fue probada posteriormente por Moser y Arnold de forma
independiente. El primer uso directo de estos resultados para realizar
un estudio numérico fue llevada a cabo por Hénon y Heiles ([39]) pa-
ra sus calculos sobre la tercera integral del movimiento galactico, que
después fueron utilizados por Gustavson ([40]). Desde el punto de vis-
ta matematico numerosos cdlculos numéricos fueron llevados a cabo por
Greene ([41]) para estimar los limites de estabilidad de los mapas pre-
sentados por Moser en su demostracion del teorema.
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Llegados a este punto podemos preguntarnos por la relacion entre
la teoria KAM y el problema FPU. El primer trabajo que relacioné el
problema FPU con la teoria KAM fue el articulo de Izrailev y Chirikov
en 1966 ([12]). En ese trabajo Izrailev y Chirikov daban por hecho que
la teoria KAM era aplicable al problema FPU, siendo el término en «
equivalente a una perturbacion del hamiltoniano, sin por ello demostrar
que se daban las condiciones necesarias. Su objetivo era encontrar el
punto a partir del cual el sistema ya no se comportaria como un sistema
KAM sino que el sistema FPU se convertiria en ergddico. Si tomamos
por bueno el hecho de que el problema FPU cumple con las condiciones
de la teoria KAM (de hecho no existe todavia una prueba mateméatica
completa de este hecho) entonces es de suponer que siendo la perturba-
cion pequena el sistema FPU tendrd un comportamiento cuasi-peridodico
y por lo tanto existird un periodo de recurrencia con respecto a los modos
lineales. De ahi que la teoria KAM permita explicar de forma intuitiva
los resultados el problema FPU.

4.5 La red de Toda

Aunque la red de Toda que expuso Morikazu Toda en 1967 ([I1])
no es en si una teoria fisica como la teoria KAM o como los solitones sino
simplemente un tipo de interacciéon que permite resolver las ecuaciones de
movimiento, el hecho de que puedan integrarse las ecuaciones de forma
analitica hace que sea muy interesante estudiarla porque permite obtener
soluciones exactas y estudiar su comportamiento de forma sencilla. En
este problema Toda estudiaba un sistema de una cadena de particulas
con una interaccién no lineal (exponencial como se vera a continuacién)
en vez de con un término cuadratico o cibico. La ecuacién de movimiento
de este sistema se escribe

mul = —%(uz — ui_l) + %(Ui_ﬂ — uz-), (47)
con r el desplazamiento entre dos particulas, es decir que por definicion
tenemos r; = u; —u;_1, y ¢(r) es el potencial de interaccién (equivalente
al coeficiente del muelle en el caso FPU) definido por Toda para que sea
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integrable, y definida por

o(r) = %e_br +ar, con a,b > 0, (4.8)

con la condicién inicial d¢/dr(0) = 0.

Con este potencial se pueden obtener soluciones analiticas del
problema y eso hace que este problema constituya una manera accesible
de estudiar estructuras no lineales del tipo FPU con soluciones en forma
de solitones calculadas tanto de forma numérica como analiticas. Véase
el libro de Toda, [13], para una referencia completa sobre el problema.
Ademaés en el limite continuo también puede describirse por la ecuacion
KdV como el problema FPU. Es por ello que esta misma red fue estu-
diada por Ford, Stoddard y Turner ([42]) y por Henon ([43]) desde el
punto de vista de su integrabilidad.

Ahora que hemos repasado los principales desarrollos iniciales tras
conocerse el problema FPU y como se relacionan con otras disciplinas de
la Fisica como la teoria KAM, vamos a pasar a las simulaciones numéricas
del problema mediante el programa en MATLAB.
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CAPITULO D

Resultados de la Simulacion del Problema
FPU

Como presentamos al principio, la resolucion numeérica del pro-
blema se hara usando como punto de partida un programa en MATLAB
presente en [4] que ha sido ampliado para responder a los preguntas
planteadas anteriormente mediante la creacién de gréaficas y animacio-
nes. Este programa, fpu.m, junto con una funcién asociada, fpul.m,
contiene el codigo de todas las ejecuciones con una variable interna (q)
que permite elegir entre las ejecuciones para cada una de las preguntas.
De esta manera se simplica su manejo y se facilita su presentacion.

Ademas en la version antigua era necesario especificar los parame-
tros tanto en el programa principal como en la funcién asociada lo cual
podia causar errores en caso de discrepancia. Para que esto no sucediese
se ha modificado el programa y la funcién para que los parametros se
conviertan en variables que puedan pasarse a la funcién dindmicamente
desde el programa principal y asi evitar errores. Dicho esto, podemos
pasar a presentar cual es el objetivo del programa y a analizar como
estd estructurado para llevar a cabo los calculos.
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5.1 El programa en Matlab

5.1.1 Objetivo del programa

Para entender qué calculos realiza el programa en MATLAB lo mas
sencillo es revisar los comentarios incluidos en éste, que explican para
qué se cred. Veamos estos comentarios y las declaraciones de variables
iniciales.

o /
% Main code for carrying out the numerical experiment

% Based on the code provided by Thierry Dauxois in

% http://perso.ens-lyon.fr/thierry.dauxois/fpu.html

% This code will solve the differential equation for the FPU problem

% Based on the value of q the code will resolve different questions

e %

% Clear workspace
clear

% Activation of variables based on the question
q=6;

% Initial variables from original FPU problem

N=32; % Number of particles must be a power of 2
alpha=0.25; % Non linear parameter

TMAX=10800; % Lattice time for FPU recurrence

amax=1; % Amplitude

DT=20; % Time Step (delta t)

%
%
%
%
h
%
%
h

Variables for the different scenarios to be test

= 0 - we remove the non linear term

- original FPU simulation

- superrrecurrence

- increasing amplitude to observe energy equipartition
Toda lattice

- Recurrence period follows N~ (5/2)

- Zabusky-Deem initial condition

L 0 0 0 0 Qa0
mn
DO W N

I

Como explican estos comentarios, el programa realiza la resolu-
cion numérica de las ecuaciones del problema de Fermi-Pasta-Ulam para
un sistema de N masas interactuando de forma lineal mas una pertur-
bacién no lineal de pardmetro a.. En la cuestion cero (q=0) resolvemos el
problema puramente lineal puesto que el coeficiente o es nulo. En este
caso sera facil ver como la energia se mantiene en el modo de la condicion
inicial (resultado que en este caso puede comprobarse analiticamente).
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5.1.2 Estructura del programa

Dejando de lado el problema lineal, nos interesaremos principal-
mente por el programa no lineal. Para simular los experimentos compu-
tacionales de Fermi, Pasta y Ulam (y Tsingou) que dieron pie al problema
FPU (esto se corresponde con la cuestién 1 es decir g=1), la resolucion
se hace en varias etapas, usando esta misma metodologia para las demas
cuestiones:

= Primero, el programa define los diferentes modos de frecuencia, w,%,,
que se corresponden con los modos del problema lineal antes de ser
perturbado; ademas se definen las condiciones iniciales, normalizan-
do la amplitud a la unidad, a = 1, anclando los extremos como
condiciones de frontera y definiendo los valores iniciales, b;, para las
particulas o masas que definen el sistema y que para el experimento
FPU se corresponde con una onda sinusoidal del primer modo

= Segundo, el programa resuelve la ecuacion diferencial no lineal con
las condiciones iniciales especificadas utilizando la funcion de MATLAB
ode45 disenada para este tipo de problemas

= Tercero, con la solucion de la ecuacion diferencial calcularemos la
transformada discreta de Fourier (funcién £ft en MATLAB) y toma-
remos la parta imaginaria (funcién imag en MATLAB) que se corres-
ponde con los modos sinusoidales (la parte real serfan los cosenos).

» Cuarto, al tener ya las posiciones calculamos la energia y la diferen-
cias en desplazamientos

» Finalmente, ya podemos generar las graficas para los modos de la
energia

53



Investigacion del problema de Fermi-Pasta-Ulam Memoria
UNED Resultados de la Simulacion del Problema FPU
Victor Borrero Mayora El programa en MATLAB

5.1.3 Parametros del programa

Para hacer mas clara la lectura del programa hemos incluido en los
comentarios las descripciones de los parametros utilizados. Los parame-
tros iniciales son

% Initial variables from original FPU problem

N=32; % Number of particles must be a power of 2
alpha=0.25; % Non linear parameter

TMAX=10800; % Lattice time for FPU recurrence

amax=1; % Amplitude

DT=20; % Time Step (delta t)

Como se puede ver, los parametros iniciales del programa son:

= N: el nimero de osciladores, que en este caso ha de ser una potencia
de dos

alpha: el coeficiente de no linealidad

TMAX: tiempo de simulacion

DT: paso temporal (delta t)

amax: amplitud, por defecto igual a la unidad

Estos parametros son los elementos principales con los que juga-
remos para obtener diferentes resultados. Con el coeficiente de no linea-
lidad separamos el comportamiento lineal del no lineal, con el niimero de
osciladores podemos estudiar el compartamiento de diferentes cadenas y
su tiempo de recurrencia, con el tiempo de simulacién podemos buscar
la recurrencia y la super recurrencia, y con la amplitud podemos ver
como para valores altos desaparece la recurrencia y se obtiene un estado
de equiparticion de la energia. Ademas tenemos el parametro q que usa-
mos para simular diferentes modelos y fijar diferentes valores para estos
parametros principales.
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5.2 Ejecucion del programa

5.2.1 Tipos de ejecucion

Como vimos anteriormente en el apartado sobre los parametros de
entrada del programa, cinco son los parametros sobre los que jugaremos
para obtener los resultados. Esos parametros son:

= el nimero de osciladores N, que debe ser una potencia de 2

= el coeficiente de no linealidad que en el experimento FPU era igual
a 0,25 de ahi que usemos ese valor por defecto

= el tiempo maximo de ejecuciéon para constatar la apariciéon de la
recurrencia y de la super recurrencia

= el paso delta de tiempo para la simulacion

= ]la amplitud que por defecto normalizamos con valor unidad y que al
aumentar hace desaparecer la recurrencia

Estos cinco parametros tienen como valor por defecto los valores
que se usan para simular el experimento FPU. Como ya mencionamos
al principio de la memoria se efectuaran simulaciones para intentar res-
ponder a varias preguntas presentes en [4] mas otras que hemos anadido
como el problema lineal o la superrecurrencia. Cada una de estas pre-
guntas se correspondera a un valor de la variable q que se utilizara para
ejecutar el codigo necesario para cada pregunta y también para modifi-
car los valores de los cinco parametros mencionados anteriormente.

Vamos a volver a listar las preguntas que simularemos y los valores
que utilizaremos para los parametros. Basicamente, las ejecuciones seran
las siguientes

= g=0. Antes de empezar, simularemos el problema lineal. En este caso
co_nq=O se especificara un valor o = 0, dejando los demas parametros
intactos. Con este valor el modo inicial sinusoidal que se ha usado
deberia conservarse a lo largo de la ejecucién como queda reflejado
en la solucion analitica que puede obtenerse para este problema
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» g=1. Para g=1 simularemos el problema FPU, con los valores que
se presentaban en el experimento original de [I]. Esto quiere decir
que tendremos 32 osciladores, una amplitud de 1, un parametro de
no linealidad de 0,25 y que tanto el tiempo de ejecucién y el paso
estan ajustados para que aparezca la primera recurrencia. Para este
punto se generaran graficos adicionales para que se puedan ver los
solitones en movimiento.

» g=2. Para q=2 simularemos el problema FPU pero sélo para 16 os-
ciladores (N=16) y para un tiempo superior para asi ver la super re-
currencia que se investigé por primera vez numéricamente por Tuck

y Menzel en 1972 ([5]).

» g=3. Para q=3 aumentaremos la amplitud subiendo de 1 a 10, pa-
;comprobar como para valores altos de la amplitud no aparece
la recurrencia y la energia se reparte entre los modos dandose la
termalizacion.

= g=4. Para q=4 usaremos como condicion inicial los solitones con kink
caracteristicos de la red de Toda para ver como se comporta el sis-
tema de FPU. Para obtener resultados numéricos elegiremos una
cadena de 128 osciladores y modificaremos el tiempo de ejecucion.

= g=5. Para g=5 intentaremos demostrar que el periodo de recurrencia
se comporta como N°/2. Para comprobar este resultado realizaremos
simulaciones variando el nimero de osciladores de 8 a 16, a 32, a 64,
a 128 y hasta 256, modificando para cada uno el tiempo de ejecu-
cién y el paso temporal. Con estas simulaciones encontraremos 1so
tiempos de recurrencia y presentaremos los resultados en un grafico
logaritmico comprobando que efectivamente el periodo de recurren-
cia se comporta como N%/2.

= g=6. Para q=6 usaremos la condicion inicial de Zabusky-Deem ([14])
ﬁle corresponde a excitar el modo superior en vez del primer modo.
En este caso se esperaba que se observaria la equiparticién de la
energia pero como ya se vio en el articulo de Zabusky y Deem en
realidad se ven comportamientos con estructura en vez de una simple
equiparticion de la energia. Esto lo podremos ver graficamente en la
ejecucion.
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5.3 Presentacion de los resultados

En esta secciéon vamos a incluir los resultados de las simulaciones
para las diferentes cuestiones (valores de q) que hemos relatado anterior-
mente. Como hemos visto anteriormente para el problema lineal corres-
pondiente a q=0 las graficas ya fueron incluidas en la memoria, por lo
que empezaremos directamente con el problema FPU, es decir g=1.

5.3.1 El Problema FPU (g=1)

Mostramos a continuaciéon las graficas de los resultados para el
problema FPU inicial que se corresponden con el parametro q=1. En este
caso las condiciones iniciales concordaran con las del problema FPU ori-
ginal, es decir que utilizaremos N = 32 particulas, con un coeficiente de
no linealidad a = 0,25, con una amplitud inicial @ = 1 y con una condi-
cion inicial b; = sin(im /(N 4+ 1)) que se corresponde con el primer modo
(k =1). Lo primero que vamos a mostrar es el grafico de la energia, Ej
de los diferentes modos.

008 T T T T T T T T
007 F .
0.06 F .
0.05} E, H
E2
L 0.04F =
—E
003} E“ i
5
002 F .
0.01F .

0 | | | 1
0 20 40 B0 80 100 120 140 160 180

co,lb‘Qﬂ

Figura 5.1: En el problema FPU la energia se reparte entre los modos y después vuelve al modo inicial
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Esta figura se corresponde exactamente con la grafica del proble-
ma FPU ([4]). Como podemos apreciar al cabo de 157 o 158 pasos la
energia vuelve practicamente en su totalidad al primer modo (en torno
al 97 % ). Esto es exactamente lo que descubrieron Fermi, Pasta y Ulam
cuando realizaron su experimento numérico ([44]). Se aprecia claramente
la recurrencia y como no se obtiene la equiparticion de la energia.

También podemos mostrar la grafica de las diferencias espaciales.

600

w2z Modo k

Figura 5.2: En las diferencias espaciales se aprecia la aparicién de solitones en el problema FPU

En esta grafica se aprecia como parece que una onda arranca a
cada lado de los modos, y que se encuentran a medio camino y después
reaparecen tras interactuar. Si queremos apreciar mejor los solitones po-
demos extraer unicamente los picos lo cual nos permite obtener una
grafica con mayor claridad, como vemos a continuacion.
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Figura 5.3: Extraccién de los solitones en el problema FPU

Adicionalmente se puede también crear un video con los solitones
en movimiento. A continuacién podemos verlo haciendo click sobre el
borde la imagen y lanzando la aplicacion de video. Se aprecia con claridad
como las ondas arrancan en extremos opuestos, se cruzan y después se
recomponen.

01r R

006 b

0041 b

002f b

002} R

004} f

006} R

_008 1 1 | | 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35

Figura 5.4: Video de los solitones en el problema FPU
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5.3.2 La super recurrencia en el Problema FPU (q=2)

Como se expuso anteriormente ademds de la recurrencia que se
descubrié originalmente en el problema FPU, simulaciones numéricas
més largas efectuadas posteriormente, como se expone en [5], mostraron
que también existia una recurrencia de periodo mas largo que se deno-
mind super recurrencia. A continuacion mostramos el resultado grafico
de la simulacién numérica donde se aprecia este fenémeno. Las condicio-
nes iniciales y los parametros son los mismos que anteriormente.

e
T T

a

1400

Figura 5.5: Aparicién de la super recurrencia en el problema FPU

Como vemos en la gréafica se observa la super recurrencia a los 969
pasos y recuperando practicamente toda la energia original, superando
el 98 % . Esto se corresponde con los resultados de Tuck y Menzel pre-
sentados en [5] que obtuvieron una grafica semejante.

5.3.3 Aumento de la amplitud inicial en el problema FPU (g=3)

Para este problema vamos a aumentar la amplitud de la condicién
inicial pasando de una amplitud de a = 1 hasta a = 10. Cuando la
amplitud aumenta la energia se reparte entre los modos y se alcanza
la equiparticién de la energia sin recurrencias del tipo FPU (ni super
recurrencias). Ahora mostraremos las graficas de la energia para valores
crecientes de a para comprobar como se alcanza el equilibrio. Aqui vemos
las gréficas.
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Como se puede comprobar en la evolucion de las graficas con
respecto a la amplitud a medida que ésta aumenta la recurrencia se diluye
hasta que para a = 10 ya no se aprecia que el modo inicial recupere casi la
totalidad de la energia sino que se reparte entre varios modos, mostrando
asi que se va hacia la equiparticién de la energia.

5.3.4 La red de Toda (q=4)

En este problema utilizamos como condicién inicial los solitones
con kink de la red de Toda. En este caso se pueden conseguir resultados
analiticos y la simulaciéon numérica permite comprobar que efectivamente
el sistema se comporta asi. Basicamente se ve en la grafica de diferencias
de las posiciones como los ondas de solitones se propagan y rebotan al
llegar al modo superior o inferior.

150

Figura 5.7: Los solitones en la red de Toda
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5.3.5 El periodo de recurrencia (q=5)

Para estudiar el periodo de recurrencia vamos a hacer simulacio-
nes cambiando el nimero de particulas, partiendo de N = 8, pasando
por N =16, N = 32, N = 64, N = 128 y finalmente N = 256. Puesto
que sabemos que el perfodo de recurrencia se comporta como N*2, he-
mos creado una grafica logaritmica con los valores del periodo en funcién
de wit/2mw. Como hemos explicado anteriormente la férmula presente en
[4] es incorrecta, puesto que se dice que con T} = 2N

3 N3/2 N5/2
T = Ty ~ 0,38—— 5.1
R 13/2,/2 \/Jao 1 ) (5.1)
siendo a la amplitud y o la constante del término no lineal. Pero si

revisamos esta férmula vemos que con 77 = 2N el tiempo de recurrencia
es

3 N3/2
Ir= 73/2,/2 \/@Tl
B 3\/§N5/2
~ 132 \Jaa
~0 76N5/2
~ 076 7.

es decir que multiplicamos por 0,76 en vez de por 0,38.

(5.2)

Puesto que en las simulaciones numéricas usamos como medida
temporal wyt/27, si ponemos el tiempo de recurrencia calculado anterior-
mente en esta escala y teniendo en cuenta que wy = 2sin(w/2(N +1)) y
llamamos 7 a este periodo de recurrencia tendremos

wlTR

Th= 2
3v2 T N/
= ——sin )
2(N+1)/) ax

(5.3)

5/2

Ahora podemos construir una tabla con los resultados esperados
para los valores numéricos utilizados en nuestras simulaciones, con a = 1
y a = 0,25 para los diferentes valores de N, lo cual nos dara
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N TR TR
8 276 15
16 1560 45
32 8827 133

64 49933 384
128 282466 1094
256 1597870 3108

Tabla 5.1: Tiempo de recurrencia analitico con a =1y a = 0,25

Ahora presentaremos las graficas obtenidas para los diferentes

valores de N en el programa de MATLAB. Tenemos lo siguiente

Neg =15

. ‘f V\M’\,\ / WM/VVVE

%

02 Wv\ ff\
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0004

0002f AN

W a0 6o

(e) Particulas N = 128 (f) Particulas N = 256

Figura 5.8: Tiempos de recurrencia para diferentes valores de N

Con estas graficas podemos recrear la tabla anterior pero con los

valores numeéricos.
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Tendremos en forma de tabla

N TR TR
8 434 24
16 2043 60
32 10432 158

64 56425 434
128 312188 1210
256 1744527 3394

Tabla 5.2: Tiempo de recurrencia numérico con a =1y a = 0,25

Es importante recalcar que los valores analiticos se calculan con la
hipotesis del limite continuo y por lo tanto cuanto mayor es el nimero de
particulas, es decir cuanto mas crece [N, mas nos acercamos a ese limite
continuo y mas certera sera la férmula para el periodo de recurrencia.

Si representamos estos datos de forma logaritmica apreciamos
como los valores analiticos se van aproximando a los valores numéricos.
Veamos la gréfica.

Periodo de Recurrencia

—&— Numerical
—#— Analytic b

Figura 5.9: Estudio logaritmico del periodo de recurrencia

Como se aprecia en la grafica logaritmica el periodo de recurren-
cia analitico se va acercando cada vez mas al periodo de recurrencia
numérico a medida que aumenta N, y ademas se ve que la pendiente
también es equivalente. Asi pues la formula de calculo para el periodo
de recurrencia nos permite obtener una aproximaciéon cada vez mejor del
valor a medida que N crece.
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5.3.6 Condicidn inicial de Zabusky-Deem (q=6)

En este caso estudiaremos el comportamiento del sistema para
la condicién inicial de Zabusky-Deem que se corresponde con la exci-
tacion del modo superior en vez del primer modo, es decir que b, =
sin(Nim/(N+1)). El resultado esperado era la equiparticion de la energia
pero como veremos en la grafica de diferencias se observa un comporta-
miento con estructuras. Veamos el resultado de la ejecucion.
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Figura 5.10: Estructuras con la condicién inicial de Zabusky-Deem
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5.3.7 Conclusiones

Como se ha podido ver con los resultados obtenidos, podemos
extraer varias conclusiones para los casos estudiados

= En el problema FPU se comprueba claramente la apariciéon de soli-
tones introducidos por Zabusky y Kruskal ([7])

» La recurrencia aparece con claridad y es proporcional a N%2, con
un periodo de super recurrencia posterior ([5])

» Para amplitudes muy altas con respecto al término no lineal la recu-
rrencia desaparece y nos acercamos a la equiparticiéon de la energia
que esperaba Fermi originalmente ([12])

= Para otro tipo de condiciones iniciales, como la Zabusky-Deem ([14]),
el comportamiento no es de equiparticién pero tampoco se obtiene
una recurrencia estable sino que varios modos se excitan y se van
desplazando ([18]).

Asi pues hemos podido comprobar que el programa en MATLAB
reproduce fielmente los principales resultados de las preguntas formula-
das, empezando por el problema lineal, pasando por el problema FPU
original, mostrando la super recurrencia, procesando los solitones kink
de Toda, comprobando que el periodo de recurrencia se comporta como
una potencia N%? y proporcionando los resultados con una condicién de
inicio de Zabusky-Deem.
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Conclusion

Para concluir este Proyecto de Fin de Master vamos a repasar
la metodologia seguida y los resultados obtenidos. Como hemos visto,
el problema de Fermi-Pasta-Ulam-Tsingou constituyo la primera simu-
lacion numérica de la historia de la Fisica. Se trata por lo tanto de un
hito fundamental que no sélo demostro la utilidad de las simulaciones
numeéricas como una nueva y potente herramienta al servicio de la cien-
cia sino que ademas fue el punto de partida de varias teorias que con
el tiempo se convirtieron en nuevas ramas de investigacién de la Fisica,
como los solitones o la teoria de Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM).

Para la modificacién del programa en MATLAB primero se ha
analizado el programa basico partiendo de la formulacion del problema
FPU para asi poder modificar el cédigo y facilitar su ejecucién, asi co-
mo la comprensién de las diferentes problematicas, como los solitones,
la recurrencia y la super recurrencia, la amplitud creciente, la red de
Toda o la excitacién del modo superior. Asi pues con este programa
se puede estudiar el programa original y los desarrollos posteriores que
constituyeron los inicios del analisis y la comprensién del problema FPU.

El hecho mas evidente para demostrar la importancia del pro-
blema FPU, no ya en sus inicios como punto de partida de la fisica
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computacional sino hoy en dia, es que a pesar de haber transcurrido mas
de medio siglo desde entonces siguen escribiéndose articulos al respecto,
no sélo recopilatorios en forma de articulos ([44], [45], [46], [47], [48],
[49], [4], [3] ¥ [50]) o de libros ([18] y [51]), sino también nuevas investi-
gaciones sobre el problema y sobre su impacto en otras disciplinas ([52],
53], [54], [55], [56], [57], [58], [59], [60] y [61]).

Para entender la importancia de estos resultados basta con ver
como los resultados de Fermi, Pasta y Ulam reavivaron el interés por la
ecuacion de Korteweg-de Vries, conocida como KdV. Como puede leerse
en [50] la ecuacién KdV es una ecuacion diferencial no lineal que fue des-
cubierta en 1895 for el fisico holandés Diederick Korteweg y su estudiante
Gustav de Vries para explicar los resultados presentados en 1844 por el
ingeniero britanico John Scott Russell sobre ondas en el canal Union en
Escocia. Korteweg y de Vries encontraron una solucién con una sola onda
que concordaba con los experimentos de Russell, y también encontraron
una solucién periédica pero no fueron capaces de encontrar soluciones
generales. Esta ecuacion presentada en 1895 quedd en el olvido hasta
que en los anos 60 Zabusky primero ([6]) y después en colaboracién con
Kruskal ([7]) partieron del problema FPU pero con particulas y muelles
infinitesimalmente pequenos para simular la deformacion de un medio
continuo. De este modo volvieron a derivar la ecuacion KdV y con simu-
laciones numéricas generadas con la colaboracién de Gary Deem ([14])
consiguieron observar la casi recurrencia y, para describir sus soluciones,
acunaron el término solitén que representaba la onda solitaria. Ademas
mostraron que si la condicién inicial era un modo con una longitud de
onda corta el sistema si que se comportaba de forma cadtica mezclando
energia entre los diferentes modos.

Ademas, la relacién entre el problema FPU y la teoria KAM
también es un punto clave ([51]). La teoria KAM mostrd que a pesar
de que las ecuaciones de movimiento no sean integrables para 3 o mas
particulas las perturbaciones pequenas no causaban que el sistema se
alejase del problema lineal. Afortunadamente otro resultado de Arnold
demostré que a medida que el nimero de particulas aumenta el volumen

70



Investigacion del problema de Fermi-Pasta-Ulam Conclusion
UNED Conclusion
Victor Borrero Mayora

del espacio de fase que es estocastico aumenta, lo que se conocid co-
mo la difusién de Arnold. Pero un resultado posterior de Nekhoroshev
mostré que la difusion era exponencialmente lenta en funcién del parame-
tro de perturbacion, pero que podia hacerse grande si el nimero de gra-
dos de libertad aumentaba. Asi pues esto mostraba que la equiparticion
de un sistema con N grados de libertad y una perturbacién fija se al-
canzaria a medida que N aumentase pero que el tiempo para alcanzarla
aumentaba exponencialmente.

Como puede verse el problema FPU se presentaba como un pro-
blema perfecto para realizar simulaciones numéricas para comparar los
resultados computacionales con las teorias de perturbacion del hamil-
toniano. La respuesta al problema dividié a los fisicos en dos grupos
contrapuestos: los que pensaban que era simplemente una curiosidad ma-
tematica que no se asemejaba a una realidad fisica y otro grupo propug-
naba que se trataba de un problema fundamental entre la fisica clasica y
la fisica estadistica y cudntica. Pasados més de 50 anos desde su descu-
brimiento todavia no se ha llegado a un consenso sobre una explicacion
fisico-matematica tedrica que explique el comportamiento observado en

el problema FPU.

Aparte de estas areas iniciales que surgieron a partir del problema
FPU o que se desarrollaron ampliamente al estudiarlo como la Fisica
Computacional, los solitones, la ecuacion KdV y la teoria KAM, otras
areas también han surgido o se han desarrollado posteriormente gracias
en parte al problema FPU. Las areas principales son:

= la teoria del caos y especialmente la teoria del caos débil en las anos
60 y posteriores. El problema FPU es un ejemplo claro de como
una minima variacién en las condiciones iniciales afecta de forma
mayuscula al comportamiento del sistema a largo plazo. En el caso
del problema FPU se encontré que existia un umbral por debajo del
cual el sistema tiene un comportamiento normal salvo por periodos
breves caodticos, lo que se conoce como caos débil, y por encima de ese
umbral aparece el caos fuerte lo que hace que la energia se reparta
rapidamente entre las particulas ([57]),
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= la teoria del metaequilibrio en los anos 70 y posteriores, es decir que
el problema FPU no alcanza un estado de equilibrio sino que no es
mas que un equilibrio ficticio o metaequilibrio y que para tiempos
de simulacion muy largos se llegaria a un equilibrio real predicho por
la mecanica estadistica clasica, es decir la termalizacion del sistema

([49]),

» la teoria de los modos localizados intrinsicos o ILMs en inglés por
intrinsic localized modes también conocidos como discrete breathers,
en los anos 80 y posteriores. Se trata del equivalente en redes dis-
cretas extensas de los solitones que aparecen en sistemas continuos,
pero a diferencia de los solitones no se propagan sino que vibran sin
propagarse. Este tipo de ondas ya se han observado experimental-

mente y se ha demostrado que pueden aparecer ILMs en la red del
problema FPU ([53]),

= la teoria de los ¢-Breathers o QB en los anos 2000, que se correspon-
den con oscilaciones periodicas de baja frecuencia que solventan el
problema FPU no lineal y que estan localizadas exponencialmente
en el espacio de los modos normales ¢ y son estables para valores
pequenos del término no lineal, coincidiendo el umbral de estabili-
dad de las soluciones QB con el umbral del caos débil mencionado
anteriormente ([56]).

Como puede verse el problema FPU fue el punto de partida de
multiples desarrollos posteriores tanto en la Fisica como en las Matemati-
cas y 60 anos después sigue despertando la fascinacion de los cientificos
que intentan todavia explicar de forma tedrica el comportamiento del
sistema que se estudié de forma numérica. La bibliografia listada en es-
ta memoria y que puede encontrarse en el USB incluye los principales
articulos para reconstruir la evolucion del analisis de este problema y
para ver los ultimos desarrollos.
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APENDICE A

Programas

En este apéndice incluiremos tinicamente el cédigo del programa.
Aqui se podra ver el detalle del cédigo en Matlab incluyendo las modifi-
caciones que se han realizado para su compilaciéon y ejecucion teniendo
en cuenta qué aspectos querian simularse. Aunque este detalle pueda
parecer innecesario es la mejor manera de asegurarse de que el codigo se
conserva en formato impreso con los detalles utilizados, por si surgiesen
otras versiones de éste o si se corrompiesen los archivos. Se muestra tanto
el programa principal, fpu.m, como la funciéon fpul.m que se cre6 para
ser llamada desde el cédigo principal. Como puede comprobarse el cédigo
original ha sido modificado ampliamente para conseguir mas versatilidad
y para lograr un mejor manejo y unos resultados graficos mas facilmente
interpretables.

e - - --- h
% Main code for carrying out the numerical experiment

% Based on the code provided by Thierry Dauxois in

% http://perso.ens-lyon.fr/thierry.dauxois/fpu.html
e h

% Clear workspace
clear

% Activation of variables based on the question
q=6;

% Initial variables from original FPU problem
N=32; % Number of particles must be a power of 2
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alpha=0.25; % Non linear parameter
TMAX=10800; % Lattice time for FPU recurrence
amax=1; % Amplitude
DT=20; % Time Step (delta t)
% Variables for the different scenarios to be test
% q = 0 - we remove the non linear term
% q =1 - original FPU simulation
% q = 2 - superrrecurrence
% q = 3 - increasing amplitude to observe energy equipartition
% q = 4 - Toda lattice
% q = 5 - Recurrence period follows N~ (5/2)
% q = 6 - Zabusky-Deem initial condition
if q == 0,
alpha = 0; % Linear systems
elseif q == 1,

% Use original values listed above from FPU
elseif q == 2,

N = 16;
TMAX = 40000; % Lattice time for superrecurrence
DT = 10;
elseif q == 3,
amax = 10; % increasing amplitude
elseif q == 4,
N = 128;
alpha = 0.25;
TMAX = 400;
DT = 5;
elseif q == 5,

% Different values depending on N
% We will run the program multiple times to record recurrence for each N

N = 16;

if N == 8,
TMAX = 500;
DT = 5;

% Recurrence pick at 24 based on graphical value
elseif N == 16,

TMAX = 2000;

DT = 10;

% Recurrence pick at 60 based on graphical value
elseif N == 32,

% Keep original values

% Recurrence pick at 158 based on graphical value

elseif == 64,
TMAX = 60000;
DT = 40;

% Recurrence pick at 434 based on graphical value
elseif N == 128,

TMAX = 330000;

DT = 80;

% Recurrence pick at 1210 based on graphical value
elseif N == 256,

TMAX = 1880000;

DT = 160;

% Recurrence pick at 3394 based on graphical value
end

elseif q == 6,
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end

% Create time vector
tspan=[0:DT:TMAX] ;

% Test different tolerances, changing Reltol

if q==01] q == | g==21q==3 1 q==5,

for I=1:N,
% Mode frequencies
omegak2 (I)=4*(sin(pi*I/2/N))"2;
% FPU initial conditions

% Increasing amplitude to show how the recurrence disappears

for AT=1:amax,
a=AT;
b(I,AT)=a*sin(pi*I/(N+1));
b(I+N,AT)=0;
end
end
end

if q == 4,
for I=1:N,
% Mode frequencies
omegak2 (I)=4*(sin(pi*I/2/N))"2;
% Solitons

k=0.4; sk=(sinh(k))"2; ek=exp(-k); il=I-N/4; i2=i1-N/2;
b(I,1)=-0.5/alpha*log((1+exp(2xk*(i1-1)))/(1+exp(2xk*il)));

b(I,1)=b(I)+0.5/alpha*log((1+exp(2xk*(i2-1)))/(1+exp(2¥k*i2)));
b(I+N,1)= skxek/alpha/cosh(k*il)/(exp(-k*il)+exp(k*il)*exp(-2*k));

b(I+N,1)=b(I+N,1)-skxek/alpha/cosh(k*i2)/(exp(-k*i2)+exp (k*i2)*exp(-2*k));

end
end

if q == 6,
for I=1:N,
% Mode frequencies
omegak2 (I)=4*(sin(pi*I/2/N))"2;
% Zabusky-Deem initial condition
a=1;
b(I,1)=a*sin(pi*N*I/(N+1));
b(I+N,1)=0;
end
end

% Setting options for ODE solving

options=odeset (’Reltol’,1le-4,’OutputFcn’,’odeplot’,’OutputSel’,[1,2,N]);

% Close all previously created figures
close all;

% Solve Ordinary Differential Equation (ODE45 function in Matlab)

for AT=1:amax,

[T,Y]=ode45(@(t,y) fpul(t,y,N,alpha),tspan,b(:,AT)’,options); ’% Time integration

for IT=1:(TMAX/DT),
TIME(IT)=IT*DT*sqrt (omegak2(1))/2/pi;

% Time interation loop
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YX(IT,1:N+1)=[0 Y(IT,1:N )]; YV(IT,1:N+1)=[0 Y(IT,N+1:2%N )];

sXF(IT,:)=imag(fft ([YX(IT,1:N+1) 0 -YX(IT,N+1:-1:2)]1))/sqrt(2*x(N+1));
SVF(IT, :)=imag(fft ([YV(IT,1:N+1) O -YV(IT,N+1:-1:2)]))/sqrt(2*(N+1));
Energ(IT,1:N)=(omegak2(1:N) .*(sXF(IT,2:N+1)."2)+sVF(IT,2:N+1).72)/2;

for J=2:N-1, % Space loop
DifY(IT,J)=Y(IT,J+1)-Y(IT,J);
end
end
if q == 3,
figure;
plot(TIME,Energ(:,1) ,TIME,Energ(:,2) ,TIME,Energ(:,3),TIME,Energ(:,4) ,TIME,Energ(:,5));
figure;
surf (DifY); % Space derivative field to show the soliton dynamics
end
end
ifg==01lqg==11q9q==2|q==4]|q==235,
% For the linear problem we only plot the space derivative
if q "= 0,
plot(TIME,Energ(:,1),TIME,Energ(:,2) ,TIME,Energ(:,3),TIME,Energ(:,4) ,TIME,Energ(:,5));
end
% For the recurrence period we do not plot the space derivative
if q "= 5,
figure;
surf (DifY); % Space derivative field to show the soliton dynamics
end
end
if q == 6,
% We plot the higher modes based on the initial Zabusky-Deem condition
plot(TIME,Energ(:,N) ,TIME,Energ(: ,N-1) ,TIME,Energ(:,N-2),TIME,Energ(:,N-3) ,TIME,Energ(:,N-4) ,TIME,Ene
figure;
surf (DifY); % Space derivative field to show the soliton dynamics
end
if q == 1,

% Get crest of the waves removing the picks at the boundaries
dini = max(max(DifY(:,3:29)));
count = 0;
% Select the movement of the wave by looking for the moving crest
for IT=1:(TMAX/DT),
if abs(max(DifY(IT,3:29))-dini)/dini < 0.15
count = count+1;
Difini(count,:)=DifY(IT,:);
Xaxe(count)=IT;
end
end

figure;

% Plot the wave in time
Yaxe=[1:31];

surf (Yaxe,Xaxe,Difini);

figure;
%Plot the wave in numbers

surf (Difini);

/%Create two separate movies of the opposing waves
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IT1=[1,3,4,6,8,10,12,15,16,18,20,21,23];
1T2=[2,5,7,9,11,13,14,17,19,22];

figure;
% Number of frames per plot for graph
FR = 6;
% Create the graphs for the first wave
for J=1:length(IT1),
plot (Difini(IT1(J),:));
% In order to plot in slow motion each plot will appear in several frames
for I=1:FR,
M1 (FR*(J-1)+I)=getframe(gcf) ;
end
end

% Create the movie for the first wave
movie2avi(M1,’SolitonMl.avi’);

figure;
% Create the graphs for the second wave
for J=1:length(IT2),
plot (Difini(IT2(J),:));
% In order to plot in slow motion each plot will appear in 24 frames
for I=1:FR,
M2 (FR*(J-1)+I)=getframe(gct);
end
end

% Create the movie for the second wave
movie2avi(M2,’SolitonM2.avi’);

figure;

% Create combined counters with same length for waves
ITC1=[1,3,4,6,8,10,12,15,16,18,20,21,23];
I1TC2=(2,5,5,7,9,11,13,14,14,17,19,19,22] ;
% Create the graphs for the combined waves
for J=1:length(ITC1),

plot (Difini(ITC1(J),:)+Difini (ITC2(J),:));

% To plot in slow motion each plot will appear in multiple frames

for I=1:FR,

MC(FR* (J-1)+I)=getframe(gct);

end

end

% Create the movie for the combined waves
movie2avi(MC,’SolitonMC.avi’);

% Create animated gif for the first wave

figure;

axis tight

set(gca, ’nextplot’, ’replacechildren’,’visible’,’off’)

[im1,mapl] = rgb2ind(M1(1).cdata,512, ’nodither’);
for K = 1:length(IT1)

im1(:,:,1,K) = rgb2ind(M1(K+FR).cdata,mapl, ’nodither’);
pause (1) ;
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end
imwrite(iml,mapl,’SolitonMl.gif’);

% Create animated gif for the second wave

figure;

axis tight

set(gca, ’nextplot’, ’replacechildren’,’visible’,’off’)

[im2,map2] = rgb2ind(M2(1).cdata,512, nodither’);

for K = 1:length(IT2)
im2(:,:,1,K) = rgb2ind (M2 (K+FR).cdata,map2, ’nodither’);
pause(1);

end

imwrite(im2,map2, ’SolitonM2.gif’);

% Combined animated gif for both waves

figure;

axis tight

set(gca, ’nextplot’, ’replacechildren’,’visible’,’off’)

[imc,mapc] = rgb2ind(MC(1).cdata,512, nodither’);

for K = 1:1length(ITC1)
ime(:,:,1,K) = rgb2ind(MC(K*FR).cdata,mapc, ’nodither’);
pause (1) ;

end

imwrite(imc,mapc,’SolitonMC.gif’);

end

h——- -== -== -== -== -== YA
% fpul function
e %

function dy=fpul(t,y,N,alpha)

% Variables N and alpha are passed from the main function
% instead of redeclaring

% N=256; % Number of particles must be a power of 2

% alpha=0.5; % Non linear parameter

D(N+1)=y(2)-2*y (1) +alpha* ((y(2)-y (1)) ~2-y(1)"2);D(1) =y (N+1);
D(2*N) =y (N-1)-2*y (N) +alpha* (y (N) "2~ (y (N) -y (N-1) ) "2) ; D(N) =y (2*N) ;

for I=2:N-1,
D(N+I)=y(I+1)+y(I-1)-2*y(I)+alpha*((y(I+1)-y(I))"2-(y(I)-y(I-1))"2);
D(I)=y(N+I);

end

dy=D’;
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APENDICE B

Archivos

En este apéndice incluiremos la estructura de los archivos que
se han creado para este proyecto, en especial el programa principal en
MATLAB (fpu.m), las funciones en MATLAB (fpul.m), las condiciones
iniciales en MATLAB (fpu_initial.m), el resumen de las opciones en
MATLAB (fpu_summary.m), los resultados numéricos y graficos (archivos
de imagen .png y de video .mp4) y finalmente el archivo de la memoria
principal.pdf y otros archivos en formato .pdf como el diagrama de
Gant (gantts2.pdf), el ordenador portatil (hp.pdf) y el logotipo de la
Universidad (uned.pdf). Todos estos archivos se incluirdan en un USB
que acompanara la memoria.

Lo que no se incluira es el detalle de los archivos y carpetas en
ITEXpara generar la memoria.

La nomenclatura de los archivos de imagen y de video esta cons-
truida para poder determinar a qué ejecuciéon corresponden. Por ejem-
plo el archivo figureXX *.png o figureXX *.mp4 se corresponde con el
capitulo XX, o puede corresponderse con la secciéon como por ejemplo el
apéndice 2 que se escribird ap02, y el sufijo * serd el nimero del archivo,
por ejemplo 01, o también la opcién de ejecucion con g=1 correspondien-
do a g1, o el nimero de particulas de una opciéon determinada como por
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ejemplo gbN8, o la amplitud de una opcién como por ejemplo g3a01.
También puede usarse el sufijo para indicar otras opciones como g5log
para la grafica logaritmica de la opcién g=5, o si es el problema original
qlfpu, el de diferencias q1dif, el de solitones qlsol o un video qivid.

Otra cosa a mencionar es que estos archivos se adjuntaran a este
pdf. Esto no se puede hacer en IHTEX por lo que una vez se haya generado
el pdf se adjuntara un archivo zip en el pdf. Puesto que el adjuntar un ar-
chivo puede causar errores al intentar abrirlo desde el pdf, el método mas
sencillo es renombrar el archivo como txt, por lo que luego sera necesario
salvarlo desde el pdf, cambiar la extension de txt a zip y descomprimirlo.

Asi pues los archivos contenidos en el zip se pueden ver a conti-
nuacion, y también se incluye este zip como txt adjunto al pdf.

En cuanto a la bibliografia también se han incluido copias de to-
dos los articulos relevantes pero éstos no se incluyen en el zip sino que se
guardan por separado, puesto que su tamano combinado imposibilitaria
el manejo del archivo de la memoria. Asi pues se entregara un USB que
contendra esta documentacion.
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B figure01_01.PNG

B figure02_01png

B figure02_02png

B figure02_03.png

M figure05_qgldif.png
R figure05_glfpu.png
B figure05_glsol.png
a figure05_glvid.mp4
B figure05_glvid.png
R figure05_qg2.png

B figure05_g3al0l.png
B figure05_g3a02.png
B figure05_g3a03.png
B figure05_g3al4.png
B figure05_qg3al5.png
B figure05_g3al6.png
B figure05_g3al7.png
B figure05_g3a08.png
B figure05_g3a09.png
B figure05_g3all.png
B figure05_qg4.png

B figure05_g5log.png
R figure05_g5N8.png
B figure05_g5N16.png
B figure05_g5N32.png

B figure05_g5N64.png

B figure05_g5N128.png

B figure05_g5N256.png

R figure05_gb.png

B figureap02_01.png
fpu.m
fpu_initial.m
fpu_summary.m
fpul.m

“* gantts2.pdf

“L hp.pdf

“X uned.pdf

Figura B.1: Lista de archivos adjuntos
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APENDICE C

Etapas de Desarrollo del Proyecto

En este apartado se incluird una explicacién de las diferentes eta-
pas que condujeron a la conclusiéon de este proyecto. Primero se deta-
llaran las etapas principales del proyecto que se ilustraran posteriormente
mediante un diagrama de Gantt explicativo que describird la duracién y
las relaciones entre estas fases.

C.1 Etapas

C.1.1 Investigacion bibliografica

En todo proyecto la primera fase es siempre la busqueda de in-
formacién relevante. De esta manera, se estudian las bases sobre las que
reposara todo el armazon futuro del proyecto, basicamente revisando los
articulos y libros de los autores que han escrito sobre el tema. Ademas
de en las bibliotecas y en las revistas cientificas sobre el tema, es posible
hoy en dia acceder a casi toda la informacién a través de Internet. Se
pueden consultar articulos publicados sobre esta materia e incluso libros
enteros, encontrar sitios web divulgativos, y ejemplos que aclaren los
conceptos fundamentales. Visto el componente informatico y el uso de
MATLAB como lenguaje de programacion en este proyecto, se dispone
de mucha informacion, de calidad, sobre este tema.
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C.1.2 Estudio en profundidad

La cantidad y diversidad de informacién es tal que no sélo es im-
portante buscar sino también saber escoger aquello que realmente podria
ser util. Una vez recopilados todos los datos necesarios se ha de repasar
y estudiar cuidadosamente toda la informacién relevante para el proyec-
to. Empieza aqui una etapa de lectura y de previsiéon de qué derrotero
tomara el proyecto en el futuro.

C.1.3 Perspectiva historica

En este tipo de proyectos es importante repasar los primeros mo-
delos fisicos y los métodos matematicos, algoritmicos y, por supuesto,
informaticos para hacerse una idea de cuales han sido las aproximacio-
nes y técnicas mas usadas y como han evolucionado y evolucionan. Esto
constituira la primera parte de la memoria descriptiva.

C.1.4 Modelizacion del problema

A partir de la perspectiva historica del programa se llega a los
modelos utilizados para la resoluciéon de este tipo de problemas. Princi-
palmente se escogen y definen las variables principales y se escriben las
ecuaciones maestras del problema, efectuando las aproximaciones y con-
jeturas necesarias para llegar a un modelo que pueda resolverse (analitica
0, como en este caso, numéricamente) para comparar estos resultados con
los valores documentados.

C.1.5 Analisis del programa existente

Puesto que ya se dispone de un programa en MATLAB que genera
soluciones numéricas del problema de Fermi-Pasta-Ulam (FPU) analiza-
remos como esta estructurado este programa con respecto a los modelos
analizados anteriormente, qué aproximaciones utiliza y qué algoritmos
se han implementado para resolver las ecuaciones.
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C.1.6 Ejecucion del programa

Conociendo la estructura y la algoritmica del programa lo ejecu-
taremos con diferentes valores de los parametros. De esta manera reco-
pilaremos juegos de datos de las ejecuciones efectuadas que nos serviran
para su posterior analisis en el apartado siguiente.

C.1.7 Estudio de los resultados

A partir de los resultados numéricos obtenidos en la seccién ante-
rior, analizaremos como se comportan los diferentes métodos, los tiempos
de ejecucion y la concordancia con los resultados presentes en la literatu-
ra existente, mostrado también las graficas de los resultados obtenidos.

C.1.8 Conclusion

A la conclusion de todas estas etapas ya esta terminado el pro-
yecto y pueden empezarse a elaborar los documentos definitivos.

C.2 Diagrama de Gantt

Este diagrama de Gantt detalla temporalmente las diferentes fa-
ses anteriormente descritas.

° P p— -~ p—. 18016 Pbecis [y Eynt? PR VAR PR A P A T YU rbT [
TSI T WIS [s T W TF IS5 M7 WITTE TS S T W E TS s TMT T JS1s M WITE TS Tl T E TS s T W TE TS s Tt T s T
TE [ ProvEGT i DEASTER anysl o a0 oo S0 (L A A 7l T AP T A 2 3 2 A A P T 2 2 1 S S A
2 B 12722716 5.00 PW —
s @ 12722116 5100 P —_—
el 12722116 5100 P ——
5 1/6/17 5:00 PM O —
] o 617500 M ——
7 |= 15 days|12/19/16 8:00 AM 1/6/17 5:00 PM e
0 20 days [12/19716 8:00 AM__|1/13/17 5:00 W
e Sdays| 121916 800 AW [1223116 500 P E—
rE 5 days|12/19/16 8:00 AM 12723716 5:00 P
R 5 days L9117 800 AM Uisi7 500 M ]
© 16 days [1/9/17 8:00 AM | 1/30/17 5.00 W
el 5 doys L9117 5:00 AM 1317500 PV :'—*:r
14 (3 5 days|1/24/17 8:00 AM 1/30/17 5:00 PM
15 10 days [1/31/17 8:00 AM 2/13/17 5:00 PM P —————
16 |37 5 days|1/31/17 8:00 AM 2/6/17 5:00 PM
EEE 5 days 217717 8:00 A 2n317500PM %
G 5 days|2/7/17 .00 AM 213117 5:00 PM
19 10 days [1/31/17 8:00 AM 2/13/17 5:00 PM P —
ERE] 5 Gays 131717 500 AM 26017 500 P :b
ERE 5 days|2/7/17 :00 AM. 2113117 5:00 PM
22 10 days |2/7/17 8:00 AM 2/20/17 5:00 PM P —
23 |8 5 days |2/7/17 8:00 AM 2/13/17 5:00 PM
24 |8 5 days|2/7/17 8:00 AM 2/13/17 5:00 PM
2 |8 5 days |2/14/17 8:00 AM 2/20/17 5:00 PM
% 20 days [12/27/16 8100 AM__[2720117 5:00 P
ERE] Redaccion de la men 20 days|12/27/16 8:00 AM 2120117 5:00 PM
- pagel

Figura C.1: Diagrama de Gantt del Proyecto Fin de Master
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Presupuesto y Material

Para la elaboracion de este proyecto, el material y el presupuesto
necesarios pueden detallarse de forma muy sencilla. Al ser un proyecto
enteramente tedrico e informaético, sélo hay tres factores que influyen: las
personas involucradas, el material bibliografico y el material informético
necesario.

D.1 Material

El material utilizado en este proyecto, aparte algin soporte in-
forméatico (USB y CD) y las cuartillas de papel, ha sido principalmente
un ordenador personal portatil marca HP modelo EliteBook 820. Este
ordenador fue adquirido hace 2 anos, por un importe de 1.400€. Dada
la rapida depreciacion de los equipos informaticos su valor actual debe
de rondar los 700€ (amortizacion en 4 anos). Sus caracteristicas son las
siguientes:
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Figura D.1: Ordenador portatil HP EliteBook 820

Caracteristicas del HP EliteBook 820

Procesador || Intel Core i5-5300U 2,30GHz
Disco Duro || 256GB
RAM | 8GB
Tarjeta Grafica | 8GB

Como se puede apreciar, tanto por sus caracteristicas como en la
foto, para la elaboracion del proyecto no se necesita ningin equipo cos-
toso, en especial comparado con la computadora original, la MANIAC 1.
Evidentemente, para su posterior puesta en marcha, cuanto mas potente
sea el equipo menor sera el tiempo de ejecucién de los programas.

D.2 Presupuesto

Ya se ha visto en el apartado anterior que el tinico material utili-
zado ha sido un ordenador con 2 anos de antigiiedad con un valor actual
en torno a los 700€. Hay que anadir a esto el consumo eléctrico del equi-
po pero este gasto es despreciable comparado con el resto de costes.

Para estimar el coste de mano de obra se necesita saber cudl es
el sueldo medio horario de una persona que realiza este tipo de tareas,
como podria ser un becario o investigador. Si optamos por la opcién mas
econdémica (la del becario), con un coste de 400€ al mes, puesto que el
Proyecto de Fin de Master consta de 12 créditos, es decir 300 horas lo
cual equivale aproximadamente a 8 semanas de trabajo a jornada com-
pleta, esto nos daria un coste en personal de unos 800€.
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Como se ve el coste es bajo, unos 1.500€ puesto que se ha encon-
trado informacion sobre la formulacion basica del problema FPU, por lo
que la mayor parte del tiempo se ha empleado buscando documentacion,
entendiendo la teoria, analizando y extendiendo el cédigo, realizando
pruebas y redactando esta Memoria.
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