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1. INTRODUCCION.

Este trabajo se enmarca en el campo de la fisica del estado sélido y consiste en la elaboracién de un modelo
tedrico sencillo que reproduzca las vibraciones de los atomos en sélidos cristalinos. En nuestro caso hemos
elegido los sdlidos hierro a y cobre. Como se vera mds adelante, estos dos metales presentan estructuras
cristalinas distintas pero pueden ser modelizados de manera similar y en ambos casos se obtienen resultados
aceptables a la vista de los experimentos que se han hecho con esos metales.

Nuestro modelo tedrico implica la suposicion de que cada atomo del sélido interacciona con los atomos mas
préximos de su entorno. Para el hierro a hemos supuesto que cada dtomo interacciona con los 14 atomos
mas proximos a él y para el cobre hemos considerado que cada atomo interacciona con los 18 4&tomos mas
cercanos a él. Las pequefias discrepancias entre nuestro modelo tedrico y los resultados experimentales
pueden ser solventadas aumentando el nimero de dtomos que interactlan con cada atomo del sélido. De
hecho, modelos de la década de 1960 tienen en cuenta mas de 50 atomos alrededor de cada atomo de hierro
oy mas de 80 atomos alrededor de cada dtomo de cobre, por lo que su ajuste a los resultados experimentales
es aun mejor que el de nuestro modelo.

This assignment, which is conceptually situated within the framework of solid state physics, consists of the
formulation of a theoretical model to reproduce the vibrations of atoms in crystalline solids. In our case, we
have chosen the solids a-iron and copper. As we will see, these metals present different crystalline structures
but can be modelled in similar ways. Also, when compared to the findings of experiments that have been
carried out with these metals, acceptable results are obtained in both cases.

Our theoretical model assumes that each atom in the solid interacts with the atoms which are closest to it.
For a-iron we have supposed that each atom interacts with its 14 closest neighbours and for copper we have
assumed that each atom interacts with its 18 closest neighbours. The small differences between our
theoretical model and the experimental results can be resolved by increasing the number of atoms that
interact with each atom in the solid. In fact, models dating from the 1960s take into account more than 50
atoms around each a-iron atom and more than 80 atoms around each copper atom and therefore their
agreement with experimental results is even better than that obtained by our model.

2. MODELO TEORICO.

2.1 DESARROLLO GENERAL.

Para ver los detalles de las ideas aqui expuestas se puede recurrir a la referencia bibliografica [1], que se ha
tomado como fuente principal de esta segunda parte.

Supongamos que tenemos una red cristalina tridimensional en la que la posicion de equilibrio del dtomo |

viene dada por el siguiente vector de posicién:
= & + j,a, + jyd, (1)
Los vectores &, d, y d, se denominan vectores primitivos de la red y sus valores dependen del tipo de red

que se tenga (sc, beg, fec, etc). Los ndmeros jj, j, y j, pueden tomar cualquier valor enteroentre 1y N, de

7. / 3 4 . H .
manera que nuestro sélido esta compuesto por N” atomos. Diremos por ello que | puede tomar cualquier

valor entero entre 1y N*.
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En general, los dtomos no estan fijos en sus posiciones de equilibrio sino que se mueven en torno a la misma.
Llamemos U-(t)= (ujx(t),ujy(t),uf(t)) al desplazamiento del atomo | respecto a su posicién de equilibrio

z .. . s , o . ! X ! 1z
= (I‘J ,I’Jy,l’J ) Las posiciones instantaneas de los dtomos del cristal las denominaremos T; =( i y,l’J )

y por ello responderdn a:
'_
=n+ @)
La energia potencial @ del cristal es funcidn de las posiciones instantaneas de los 4tomos y se puede hacer

un desarrollo de Taylor de ella en torno al punto de equilibrio del cristal, en el que Uj ('[) =0 para todo valor

de j:

cD=®(q,r2,...,rN3)+Z oo (rl,rz, T —re)e

*ZZ ar’“ar'ﬁ (5t ) (7 =1 )- (67 =17 )+ (3)
|

Jalﬂ

Téngase en cuenta que tanto | como | van desde 1 hasta N3, mientras que los indices & y £ toman los
valores X, Yy Z.

Veamos ahora las siguientes definiciones:

o(u, =0,0,=0,...,u , =0)= D, )
od )
@ (ulzo,uzzo,...,uN3:0)E®j )
R\ )
W (U1:0,U2 IO,...,UN3:0)E(DJ.iH (6)

Como la energia potencial debe tener un minimo en la configuracién de equilibrio se tiene que (D’f =0vyel

desarrollo (3) se puede reescribir del siguiente modo:
D=0y+ ZZ@ usuf +... (7)
Ja 1B

Se puede demostrar que siignoramos los términos de orden mayor que 2 en el desarrollo anterior podemos
llegar a la siguiente expresién para la fuerza que experimenta el &tomo | :

oD
Fi=—"" =) %uf 8)
U v

Llamaremos |\/|j ala masa del &tomo | y por ello se tiene:

M, dtz —gﬂb )
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Para lo que viene a continuacidn es necesario definir la siguiente delta de Kronecker:

 J1si(LB)=(my) 1
O ‘{o si (1,8)#(m.7) o

Para U’ =5/ tenemos F* =—® y por ello vemos que — @ es la componente ¢ de la fuerza que
actla sobre el dtomo ] cuando el 4&tomo M se ha desplazado una distancia unidad en la direccién y
mientras que todos los demas atomos estan en sus posiciones de equilibrio. Por este motivo las CD% se

denominan constantes de fuerza.

En adelante supondremos que la energia potencial del cristal en su posicidon de equilibrio es cero, es decir:
®, =0y, =0,0,=0,...,u, =0)=0 (11)

La suposicion (11) no tiene implicacién fisica alguna porque @, es siempre un valor constante que no puede
afectara Fja , como podemos entender a partir de (8). Con esto podemos escribir el Hamiltoniano del cristal
como forma cuadratica definida positiva:

ZZaaﬂw“wﬁ += ZZ D wiw’ (12)

Jalﬂ Jal/}
T D

En (12) se han utilizado las siguientes definiciones:

w (t)=Mus t) (13)
DY =(M;M, ) 0%/ (14)

. (27 . . . 7 . . . .z
La magnitud Dj|ﬂ se denomina matriz dindmica y juega un papel fundamental en la determinacién de las
propiedades vibracionales de la red cristalina considerada.
Lo que haremos a continuacion es buscar una base ortonormal de vectores en la cual ® adquiera forma

candnica. Sabemos que tal base existe (ver [2], capitulo 12) y que estara formada por 3N? vectores que
denominaremos Bl, Bz, Bs, 34, . B

N
X X X X X
B1,1 B1,2 Bl,s Bl,4 Bl 3N3
y
Bf,ll Ble Bl¥3 Bly,4 Bl 3N3
z z z z
B _ Bl,l B . Bl,2 B _ Bl,3 B _ Bl,4 B _ BZI.ZSN3 (15)
1 x |2 X 13 T X P4 — X 10001 Doz = X
BZ,l Bz,z BZ,3 82,4 Bz 3N3
z Z Z z z
BN3,1 BN3,2 BN3,3 BN3,4 BN 33N8
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Como la energia potencial @ es una forma cuadratica definida positiva sabemos que los autovalores de la
matriz dindmica no pueden ser negativos (ver [2], capitulo 12) y los podemos escribir como a)f< Los

autovectores asociados a estos autovalores son precisamente los vectores en (15), por lo que podemos
escribir:

> D¥B, = wB (16)
.p

Expresando los vectores en (13) en funcién de la base (15) tenemos:

wi ()= MU (t)= 2 Qc (0B (17)
Wy = ;QK ()8}« (18)

Introduciendo (17) y (18) en el Hamiltoniano (12) se tiene:
H =5 Qi)+ @ik 1) a9

Vemos en (19) que escribiendo el vector (13) en funcion de los vectores de la base (15) se llega a la forma
candnica del Hamiltoniano del cristal. A las funciones Q, (t) se denominan coordenadas normales del cristal

y son las componentes del vector (13) en funcién de la base (15) de autovectores. Las funciones Qy (t) y

QK (t) son las coordenadas y los momentos generalizados del sistema (ya que determinan por completo el
estado del cristal), por lo que deben cumplir las ecuaciones de Hamilton. Esto equivale a afirmar que para
cada valor de K se cumple la siguiente relacion:

oH _ d’Qct) __ -
@— QK(t)_> a2 a)KQK(t) (20)

La solucidn de la ecuacion diferencial anterior es:

Qe (t)= 0y (O)cost) + % Osingn,) o1

Wy
Puede comprobarse que las uj“(t) dadas por (17) son soluciones de la ecuacion de movimiento (9).

Escribamos ahora las coordenadas normales Q, (t) en funcién de los autovectores B :
Qu = 2B (22
j.a

Las siguientes relaciones son consecuencia directa de la expresién anterior:

Qc(0)=2_Bj«w; (0) (23)

Qc(0)=2_B;«w; (0) (24)
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Introduciendo estas dos ultimas expresiones en (17) se llega a:

in(o,t
we (t) = %; B« Bk cos(mt(0)+ .Zﬁ:; B\« Bk S'rLE)WNﬂ (0) (25)

K

La expresion anterior es importante en nuestro desarrollo, pues nos da las posiciones y velocidades de
cualquier dtomo del cristal en el instante T en funcidn de las posiciones y velocidades de los dtomos en el
instante 0. Vemos por tanto que las raices cuadradas de los autovalores de la matriz dindmica son las
frecuencias de los modos normales de vibracidn y determinan el movimiento de los 4&tomos del cristal. Para

calcular estas frecuencias necesitamos conocer las constantes de fuerza CDTf

Las fuerzas que experimenta un dtomo en nuestro cristal finito de dimension N x N x N dependen de la
posicién que ocupa el &tomo dentro del cristal. El problema se simplifica si consideramos que el cristal finito
se repite indefinidamente en las tres dimensiones espaciales, con lo cual se consigue que todos los atomos

del cristal sean equivalentes. Los vectores BffK tendran el mismo mddulo para cualquier | y solo pueden

diferir en una fase, por lo que podemos escribir:
By =Dy (K)expli-k-r;) (26)

Al vector K se le denomina vector de onda del modo normal K y puede tomar N2 valores que dependen

de los vectores 51, 52 y 53 de la red reciproca (ver [3], capitulo 2) que se tenga, de acuerdo a:
n n n
K=-21b +-2b,+2Db (27)
N b N?2 N°

Consideraremos que los valores que pueden tomar N, N, y N, seran los nimeros enteros comprendidos

entre —N/2 y N/2 para que el vector K esté en la celda de Brillouin de la red.

Haciendo uso de (26) en (16) podemos escribir:
> DY ([K)! (k)= w; Ky (k) (28)
B

En la expresidn anterior se ha hecho uso de la definicion de la transformada de Fourier de la matriz dindmica:

D (k)= 3 Dif expl-i-K-(r; =) (29)

Vemos que para cada uno de los N? valores posibles de K existe un sistema (28) de dimension 3x3 con
tres autovalores (012(?), w;(ﬁ) y a)sz (R) para cada valor de K .

Se puede comprobar que cualquier onda plana de la forma u;"(t)=b,j‘(l€)expi-(l€~rj —a)n(lz)-t) es
solucion de la ecuacion de movimiento (9). Estas ondas planas que dependen de K se denominan fonones.
También es importante sefialar que se puede demostrar que cuando el vector K apunta en una direccién de
simetria, uno de los vectores propios b,‘;(lZ) tiene la direccion de K mientras que los otros dos son

perpendiculares a esta direcciéon. Esto da lugar a que en las direcciones de simetria los atomos vibren en lo
que se denomina un modo longitudinal (L) o transversal (T).
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Si dividiésemos todas las posibles frecuencias de vibracién en N’ intervalos de anchura A y apuntasemos
el nimero de veces f(i) que aparece un valor de frecuencia en el intervalo i-ésimo (1=12,3,...,N’)

podriamos definir una densidad de estados que Ilamaremos p(a)l) de manera que se cumpla:

play)= 10 (30)

Aw

Vemos a partir de (30) que p(a)|)~Aa) es el numero de modos en el intervalo de frecuencias comprendido

entre @ y @ +Aw®, por lo que debe cumplirse la siguiente relacién:

\
> plo)-Aw=3N° (31)

i=1

En el caso limite de intervalos de anchura A@ —> 0 la expresién (31) es:
o _ 3
IO plo)do=3N (32)

La densidad de estados p(a)) serd necesaria para calcular la energia total del sistema y el calor especifico a

volumen constante del mismo. Téngase en cuenta que no todos los modos normales participan
necesariamente en las propiedades del cristal, pues puede que no todos estén excitados. Ademas, los modos
normales estdn cuantizados, ya que solo pueden tomar ciertos valores de frecuencia.

La energia de un fonon de frecuencia @ es ha)i, de manera que si suponemos que hay N; atomos vibrando
con frecuencia @ podemos utilizar |a estadistica de Bose — Einstein (ver [4], capitulo 9) para escribir el valor

medio de ocupacion del nivel energético 7@, en funcion de la temperatura:

1

<ni > = - (33)

ha

exp -1
KT
Con la expresidn anterior se puede escribir la energia total del sistema como:
N hao, '

U=yt ¢ 34)

Para obtener el calor especifico a volumen constante hay que hacer la derivada parcial de (34) con respecto
a la temperatura:

(35)

c, =M% f(i).(a’ijz. eXp[il:)Ti]

AT k5 T o 2
exp( 'j—l
kT
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En el caso limite de intervalos de anchura A@ —> 0 y calculando el calor especifico a volumen constante por

unidad de masa se tiene:
2 ke T

> do
exp(fc_ol_j -1
B

En la expresidn anterior se ha supuesto que todos los &tomos de la red son iguales (por lo que comparten la
misma masa M ), que serd el caso que vamos a estudiar en los apartados siguientes.

S

= [ ple)

= 36
kN°M 36

N

T

2.2 MODELO DE FUERZAS UTILIZADO.

Para calcular los elementos de la matriz dinamica (14) es necesario saber la fuerza existente entre los
diferentes dtomos del sélido.

Como todos los atomos de nuestro sélido son ahora equivalentes, a partir de ahora estudiaremos las
vibraciones del &tomo 0 de la red, que supondremos situado en el origen de coordenadas. El desplazamiento

con respecto a su posicion de equilibrio sera Uj. La posicion de equilibrio del atomo j #0 serd ry el

desplazamiento con respecto a su posicion de equilibrio sera U; .

En adelante supondremos que la fuerza que experimenta el &tomo 0 por su interaccién con el atomo |

tiene una componente central y una angular:

Foj = (FO),(j Foli Foj ): Foic T Foja (37)
Para la fuerza central en (37) utilizaremos el siguiente modelo:
Foje =K [(Uj _UO)'ej ]'ej (38)

El vector €; de (38) es un vector unitario con la misma direccion y sentido de I}, por lo que vemos que FO,j,c
siempre tendrd la direccion de T;. El sentido de Fo,j,c dependera del signo del corchete en (38) y en general

tenderd a mantener al &tomo 0 en su posicién de equilibrio si se supone kc >0.

Escribamos el vector €; en funcion de T; para obtener:

Foje =k (Uj _UO)'E ~E=:°2[(Uj _UO)"]']'rj (39)
il il

Para la fuerza angular en (37) utilizaremos el siguiente modelo:

F

0ja ka[rj X(rj +U; _UO)]Xej (40)

El vector T; ><(l‘J +U; —UO) es perpendiculara T; y a I; +U; —U,. Ademas, su mddulo es proporcional a
sin@ =~ @, siendo @ el dngulo entre Iy I; +U; —U, . Esto quiere decir que FO,j,a cumplira las siguientes

propiedades:
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e Sumddulo sera proporcional a Sin@ ~ 6.
e Estard contenido en el plano formado por los vectores l‘J y r’J +0; -0,.

e Serd perpendicular a €.

e Tiende a hacer disminuir el angulo € si suponemos ka >0.
Escribamos el vector €; en funcion de T; para obtener:

Foja =ka[rj X(ﬁ' +U; _Uo)]x:j
j

Para escribir la fuerza F, j.a €n funcion de productos escalares utilizaremos la siguiente propiedad:

(FxG)xA=(A-F)G-(A-G)F

Aplicando (42) a la expresion (41) se llega a:

Foja ZII(,a{rjz(Uj _UO)_[rj '(Uj _Uo)]rj}

N

(41)

(42)

(43)

Es importante puntualizar que los valores de kC y ka dan la intensidad de la interaccidn entre los dtomos y

que en general dependeran de la distancia que exista entre las posiciones de equilibrio de los atomos, de

manera que no tendran el mismo valor para primeros y segundos vecinos.

La siguiente figura muestra los vectores detallados en este apartado:

/\ _Fo,j,a

X

Figura 1: dtomo 0 (rojo) y dtomo j (verde) en sus posiciones de equilibrio y fuera de ellas



Propiedades vibracionales y termodindmicas de sélidos, por Marcos Fernandez de Moya

3. RESULTADOS PARA HIERRO ALFA.

3.1 DESCRIPCION DE LA RED CRISTALINA.

El hierro a es el que encontramos con temperaturas inferiores a los 1179 K. Este tipo de hierro presenta
estructura cristalina bcc, en la que los &tomos ocupan los vértices y los centros de una red de cubos de arista
a, tal y como puede verse en la siguiente figura:

Figura 2: red de dtomos de hierro con cristalizacion bcc

Los atomos que tendremos en cuenta para nuestros cdlculos seran los primeros y segundos vecinos del
atomo 0 (rojo). Los primeros vecinos son los dtomos 1 a 8 (azules) y los segundos vecinos son los 4&tomos 9 a
14 (rosas), tal y como pueden verse en la figura 3. En esta figura los primeros vecinos del atomo central se
han dibujado en los vértices de un cubo de arista a diferente a los mostrados en la figura 2:

Figura 3: red de dtomos de hierro con dtomo central en rojo, primeros vecinos en azul y seqgundos vecinos en rosa

10
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Las posiciones de equilibrio de los atomos de la figura 3 son:

=(0,0,0)

r=(a/2,a/2,a/2),r,=(~a/2,a/2,a/2)

=(a/2,-a/2,a/2),r, =(~a/2,~a/2,a/2)

=(a/2,a/2,~a/2),r, =(~a/2,a/2,~a/2)

r=(a/2-8/2.-a/2).1,

(-

(-
(-a/2,~a/2,~a/2)
r, =(a,0,0), 5, =(-a,0,0)
,=(0,a,0),r,=(0-a,0)

,=(00,a),r,=(00-a)

Por otra parte, tal y como puede verse en la figura 2, los vectores primitivos de la red son:

=(a/2,a/2,~a/2)
=(-a/2,a/2,a/2)
=(a/2,-a/2,a/2)

Los vectores primitivos de la red reciproca (ver [3], capitulo 2) son:

6 = 2" -~ (110)
2r

b, = R “Z(011)
2r

5= (103)

(44)
(45)
(46)
(47)
(48)
(49)
(50)

(51)

(52)

(53)

(54)

(55)

(56)

(57)

La celda de Wigner-Seitz de la red reciproca definida por los vectores (55), (56) y (57) es la celda de Brillouin

de nuestra red bcc y puede verse en la siguiente figura:

Figura 4: celda de Brillouin de la red bcc inscrita en cubo de arista 4r/a

11
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Como puede verse en la figura 4, la celda de Brillouin de la red bcc es un dodecaedro rdmbico. Es importante
notar que los puntos negros de la figura 4 no son dtomos sino puntos de la red reciproca de la red bcc. Los
puntos de simetria I, P, Hy N se utilizaran mas adelante y pueden verse en la siguiente figura:

k,

Figura 5: celda de Brillouin de la red bcc con los puntos de simetria I, P, Hy N

A continuacidn se muestran las coordenadas de los puntos de simetria en la figura 5:

r— 2;(o,o,o) (58)
P Zj(yz,yz,yz) (59)
27 2r
H - 2(0,01) - “~(111) (60)
a a
2r 2r
N — ?(]/2,1/2,0)—> ?(1/2,]/2,1) (61)

Notese en las expresiones (60) y (61) que los puntos 2:(1,1,1) y 2:(1/2,1/2,1) no estan en la celda de

Brillouin mostrada en la figura 5, pero son equivalentes a los puntos H y N de esa misma figura. Mas adelante
se vera por qué se necesitan diferentes coordenadas para Hy N.

3.2 OBTENCION DE LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO DE UN ATOMO DE LA RED.

Dado que en nuestro desarrollo tedrico supusimos que nuestra red es infinita, lo cual equivale a suponer que
todos los dtomos de la red son equivalentes, podemos elegir un &tomo cualquiera para obtener su ecuacién
de movimiento. En nuestro caso obtendremos la ecuacién de movimiento del &tomo O (rojo) de la figura 3.

12
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A partir de ahora supondremos que los valores de K. y K, para primeros vecinos son K, y K,
respectivamente. Andlogamente, supondremos que los valores de kc y ka para segundos vecinos son kc2 y

kaZ respectivamente. Si ademads hacemos uso de (39) y (43) tenemos:

d’r)
M dt20: dtZ ZFOJ ZF0J0+ZFOJa:

j=1

:i i [(a,—a,)-r ]HZ 2 (@ o, )1 ] r+

|n
+Zi:kjl{ jz(Uj _UO)_["; '(Uj _Uo)]r} Z:,{ ( Uo)_[rj '(Uj _UO)rj} (62)

Teniendo en cuenta las coordenadas (45) a (51) se puede simplificar (62) para tener las siguientes ecuaciones
de movimiento:

[—

4k,

X X X X X X X X X
T —3(—8u0 +U; +U, +Uy +U, +Ug +Ug +U; +Ug +

+u) —u) —uy +u) +ud —ud —u) +ud +u —u; +U; —U; —Ug +U; —U; +u§)+

af (

+kc2(—2ug +Ug +ulxo)+k " 16uy + 2u, +2u; + 2uy + 2uy + 2U; + 2U; + 2u; + 2ug —
—u) +u) +ud —u) —ud +ud +ud —ud —u/ +u; —u; +U, +U; —Ug +U; —u§)+

+ kaza(— AUy + U+ U5 + U + ulx4) (63)

v 4k,

it —3(—8u3’+u1y+ug’+u3y+u}+ug’+u6y+u7y+u8y+

+U +U; —Us —U; —Us —Ug +U; +Ug +U" —Uy —Uy +U; +Us —U3 —U; +u8X)+

+ kcz(— 2u) +u, + uly2)+ K., agﬁ (—16ug +20) +20 +20) +2u) +2u) +2uf +2u¥ +2u) -

—q—@+@+¢+%+%—@—%—@+@+@—@—@+@+@—@ﬁ

+ kaza(— 4ug +ud Uy + Ul + u1y4) (64)
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du;
NImfz§(ﬁ%+%+@+%+%+%+%+%+%+

+@—@+@—M—@+%—@+%+@+®—®—M—@—@+M+@ﬁ

+kwkz%+¢@+u§%«mag391w;+aq+a@+ag+aﬁ+ag+ag+2@+z@-

—@+@—@+M+@—%+ﬁ—%—@—@+@+@+@+%—®—@ﬁ
z z z z z
-+kﬂa(—4u0+w%-+um-+un-+uﬂ) (65)

3.3 MATRIZ DINAMICA DE LA RED.

Los miembros derechos de las ecuaciones (63), (64) y (65) permiten obtener la parte de la matriz dindmica
Dﬁﬂ correspondiente a j =0 (a partir de ahora supondremos que j va desde 0 hasta N —1), ya que
—CD?jﬂ es la componente & de la fuerza que actta sobre el 4tomo | cuando el 4tomo | se ha desplazado
una distancia unidad en la direccion £ mientras que todos los demas dtomos estan en sus posiciones de

equilibrio. La submatriz D;ﬁ tiene 3 filasy 3N 3 columnas, pero como despreciamos interacciones mas alla

de segundos vecinos (lo cual equivale a tener en cuenta solamente las fuerzas ejercidas por los atomos 1 a
14 de la figura 3), vemos que sus columnas 46 y siguientes seran nulas. Esto quiere decir que la submatriz

D/ tiene 45 - 3 = 135 elementos no nulos que dependeran de &, M, k, k., k; v K,,. Esos 135
elementos se pueden calcular facilmente con la ayuda de un ordenador, para lo cual nos basta con saber que

si, por ejemplo, queremos calcular Doxé tenemos que multiplicar —1/M por el valor del miembro derecho

de (63), tomando todos los valores u|ﬂ nulos salvo el valor U;, que toma valor 1.

A partir de lo detallado en el parrafo anterior podemos hacer uso de la ecuacién (29), que nos permite
calcular la transformada de Fourier de la matriz dindmica:

()= 308 expl-i K (- 1))= 3204 el )= D) D(K) O*(F)| (s
| o) D) D*(F)

Estos son los elementos de la matriz (66) en forma explicita:

D“<R)=——3i1(kﬂav§cosaG“'F;y+kz)+kﬂa¢3cosaoc(+;y‘40)+

+k,a/3 COSM +kya/3 COSM — 4k a3 +3k,,a COS(k ya)+
+ 3ka2a COS(kZa)_l_ kcl Cosw + kcl COSM + kcl Cosw +
thy Cosa(kx_ky_kZ)'i_:aka COS(an)— bk,,a—4K; _3k02] (67)
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3M

DW(R)Z —z(kala\@cosa(kxﬂgukz) + kalaﬁcosa(kxﬂéy_kz) .

+k a3 COSM +k a3 COSM —4k_,a/3+3k ,a cos(k Za)+
+3k,,a coik Xa)+ Ky COSM +ky COSM +ky cosa(kx_;ukz) +
+ky COSM +3Kk,, cos(kya)— 6k,,a—4k,, — 3kc2j

3M

D* (k)= —2(kalaﬁcos.a(kx”;erkZ)Jr kala\ECOSa(i()(H;)/_i(z)+

+k,a/3 COSM +k,a/3 COSM —4k_a/3+3k ,a cos(k ya)+
+3K,,a cos(kxa)+ Ke COSM +ky COSM +ky COSM +
+ky COSM +3k,, cos(kza)— 6k ,a—4k,, — 3kc2}

D?(K)=D*(K)=

P (S

;A.<kala@_2kﬂ>.(cosa<k*+;y+k2>+

D*(K)=D*(K)=

_egedl k=K

eoedli k) alke -k —kz)]

Jﬂ.(kﬂaﬁ_%ﬂ).(cosw_

a
+C0S

-k k) alk -k —kZ)J

(68)

(69)

(70)

(71)
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D” (R)Z D% (R): 3|]\'/| . (kala\/g — 2kc1)' (Cosw_

—CO0S (72)

all +k k) alk -k k) alk -k —kZ)J

3.4 OBTENCION DE LAS CONSTANTES DEL MODELO DE FUERZAS UTILIZADO.

El procedimiento que se va a seguir en este apartado consiste en calcular los autovalores de D“ﬂ(ﬁ) en los

puntos Hy N de la celda de Brillouin para igualarlos a los cuadrados de las frecuencias experimentales (ver
[6] y [7]) en esos puntos, lo cual permite obtener un sistema de ecuaciones en el que las incdgnitas son las
constantes del modelo de fuerzas utilizado.

Introduciendo los valores de K para el punto H (dados por (60)) en las expresiones (67) a (72) podemos
calcular los autovalores de la matriz resultante. En este caso se obtiene un Unico autovalor triplemente
degenerado que igualamos al cuadrado de la frecuencia experimental en el punto H:

S}I\a(kalaﬁ +k,,)=(53533-10% rad/sf (73)

Introduciendo los valores de K para el punto N (dados por (61)) en las expresiones (67) a (72) para calcular
los autovalores de la matriz resultante se obtienen tres autovalores no degenerados que igualamos a los
cuadrados de las frecuencias experimentales en el punto N:

?j/l(kalaﬁ +3k,a+k, )=(40.778-107 rad/s) (74)
|L\1/| (k23 +3k,,a + 4k, +3k,, )= (57.742-10% rad/sf (75)
I\j(kalaﬁ +kya+ke, ): (28.463-1012 rad/s)2 (76)

Para poder resolver el sistema formado por las ecuaciones (73) a (76) utilizaremos el valor de la masa del
atomo de hierro, que se puede extraer de [3]:

M =9.2740600510%°Kg (77)

También se necesita el valor de la arista del cubo convencional de la red bcc de &tomos de hierro a, que se
puede obtener de la tabla 4.2 de [5]:

a=2.87-10"m (78)
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Con (77) y (78) la solucién del sistema formado por las ecuaciones lineales (73) a (76) es la siguiente:

k,, =7.97060940510°Kg-m™ s (79)
k,, =9.288368587.10°Kg-m™ -s2 (80)
k., =45.87051233Kg-s™ (81)
k., =12.15533203Kg -5 (82)

Es importante puntualizar que las 3 frecuencias experimentales en el punto N se pueden igualar de 6 formas
diferentes a los autovalores tedricos obtenidos (miembros izquierdos de las ecuaciones (74) a (76)). La
eleccién que aqui se ha tomado ha sido la Unica de las 6 existentes que hace que la solucidn del sistema tenga
sus cuatro valores positivos. La bondad de nuestra eleccion se vera confirmada en el apartado siguiente, en
el que se comparan las curvas de dispersidn tedricas de nuestro modelo con datos experimentales.

3.5 CURVAS DE DISPERSION.

Haciendo uso de los valores (77) a (82) se pueden obtener las frecuencias de vibracién que predice nuestro

modelo para valores de K elegidos en segmentos que unen los puntos de simetrial, P, Hy N.

En primer lugar daremos valores a K enel segmento comprendido entre Hy N, con K dela siguiente forma,
donde la magnitud adimensional & toma valores entre 0.5y 0:

R=2(c.6) (83)

En adelante utilizaremos la notacion abreviada que representa al vector (83) con el simbolo [¢g1].

Introduciendo (83) en D“ﬁ(ﬁ) se obtienen los siguientes autovalores:

w, = {32M (kalaﬁ co9(27&)+ 7k 4a+/3 — 3k ,acod27&) + 3k ,a +
12
+4k , cos(27&)- 3k, cos(27&)+ 4k, +3k , H (84)
w,, = Ljﬂ (Skalaﬁ cod27&) + 5k ,a-/3 — 3k_,a cos27&) +
12
+3k,,a— 3k, co927&) + 8K, +3k62ﬂ (85)
o, = {;ﬂ(kalaﬁ cos(27¢) - 3k,,acos27&) +

112
+3k,a/3 +k cog27&)+ 3k, ,a+ 3kclﬂ (86)
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Para valores de K entre Ny P (en [4Y4€] con 0 < € < 1) se obtienen los siguientes autovalores de D“ﬁ(R):

T

112

w, = {;\‘A(Zkalaﬁ —3K,, COS? (7€) + 6K ,a + 2K, + 3K, )} (87)
4 "

o, = [BM (kalaﬁ cos(z&)—3k,,acos’ (7€) + 2k 4a- /3 + 6k ,a — 2k , cos(z&)+ 2k, + 3K, )} (88)

12
o, = {_ ?:\1'/' (kalaﬁ cod(7&)+ 3Kk ,acos? (&) — 2k ,a-/3 — 6k_,a — 2k , cos(z&) - 2k, — 3K, )} (89)
Para valores de K entre Ny I (en [£€0] con 0 < € < 0.5) se obtienen los siguientes autovalores de D“ﬂ(lz):

12
o, :[—;A(kalaﬁ c0s(2728) — ka3 + 3k ,aco827) + k,, cos27¢)— 3k ,a— kcl)} (90)

o = [— ?j/l(kala\@ cog27&) -k ,a+/3 + 3k ,acos(27&) -

12
—3k,,a + 4k, cod27&)+ 3k, cos(27&) - 4k, — 3k, ﬂ (91)

12
Wy, = [— '\Z/l(kalaﬁ cos(278)—k ,a-/3 +k ,acoq27&)—k ,a+ k., cos27&) k., )} (92)

Para valores de K entre 'y H (en [00€] con 0 < € < 1) se obtienen los siguientes autovalores de D“ﬁ(ﬁ):

12
o, = {— Bi/l(4kalaﬁ cos(z&)— 4k a-/3 + 3k, cos(27&)+ 4k , cos(z&) -4k, — 3k, )} (93)

12
w; = [— ?j/l(‘lkalaﬁ coy(7&) -4k ,a-/3 + 3k ,acos27&) + 4k, codw&)—3k,,a -4k, )} (94)

Con valores de K entre Hy I (en [€€€] con 0 < € < 1) se obtienen los siguientes autovalores de D“ﬂ(ﬁ):

o, = [— 3:\1/|(2kalaﬁ cos(z&)+ 6k,,acos’ (7€) + 6k, cos® (&) -
12
— 2k ,a-/3 + 3k, Cos? (&) 6k ,a — 4k, cos(7&) - 2k, — 3K, ﬂ (95)
W, = [— 3,:\1/'(3‘(3113\@ cos® (&) -k ,a~/3 cos( &)+ 6k ,acos? (&) -

12
— 2k ,a/3 + 3k, cos? (&) 6k ,a + 2k , coy7&) - 2k, — 3K, H (96)
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La representacion grafica de las férmulas (84) a (96) se puede ver de manera unificada en la figura 6, donde
pueden verse también resultados experimentales de [6] y [7], que se presentan en las tablas 1 a 5 del
apéndice 7.1.

60

T T
= 2| :
r I ]
50 o n2 1 |
A
A
1 I
40 4 A | |
@ - | |
T | 1
O 30 | I
E ! !
3 i l
20 1 | |
I |
| |
I |
0] [E&1] [0.50.5 g
I
: |
0 } }
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 0.0 0.4 0.3 0.2 0.1 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 0.0
H N P N F H P F
[001] [0.50.51] [0.50.50.5]  [0.50.50] [000] [001] [0.50.50.5] [000]
3 [111]

Figura 6: fonones del hierro a, con modelo tedrico en negro y resultados experimentales representados con tridngulos verdes

3.6 OBTENCION DE DENSIDAD DE ESTADOS Y CALOR ESPECIFICO.

Para la obtencién de la densidad de estados y el calor especifico a volumen constante se ha utilizado el
programa del apéndice 7.3. Este programa hace un recuento de todas las posibles frecuencias de vibracién
de los dtomos de nuestro sélido, haciendo el célculo de las tres frecuencias posibles para cada valor de K
dentro de la celda de Brillouin. Supondremos que los valores (77) a (82) siguen siendo validos y que el periodo
espacial de lared es N = 200, lo cual equivale a suponer que nuestro sélido estd compuesto por 8 millones
de atomos de hierro y que apareceran 24 millones de frecuencias. Cada una de estas frecuencias se situara
en uno de los 200 intervalos elegidos debidamente para cubrir todo el espectro. El nimero de frecuencias
en cada uno de los intervalos se contabilizara para obtener ,o(a)I ) de acuerdo a (30) y después se normalizara

para que se cumpla (31). El resultado que se obtiene es este:

2000000
1500000
a 1000000
A//\_
500000 //
0 —
0 10 20 30 40 50 60

w (Trad/s)

Figura 7: densidad de estados del hierro a de acuerdo al modelo tedrico descrito
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Las referencias bibliograficas [6] y [7] muestran graficos de densidad de estados para el hierro que son muy
similares a nuestra figura 7.

El programa del apéndice 7.3 calcula el calor especifico en base a los resultados obtenidos para la densidad
de estados. Lo que hace dicho programa es calcular el calor especifico por unidad de masa haciendo uso de
(36) para temperaturas comprendidas entre 0 Ky 1000 K. Los resultados obtenidos por dicho programa se
muestran en la siguiente figura, en la que se muestran también resultados experimentales de [8], que se han
reflejado en la tabla 6 del apéndice 7.1:

700

600 = B

500 L]

400 BAQ/'(

ol
300 '

200 /
100 i«

J
o La

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
T (K)

¢, (J/(Kg - K))

Figura 8: calor especifico del hierro a, con modelo tedrico en azul y resultados experimentales en cuadrados naranjas

4. RESULTADOS PARA COBRE.

4.1 DESCRIPCION DE LA RED CRISTALINA.

El cobre es un metal que presenta estructura cristalina fcc, en la que los dtomos ocupan los vértices y los
centros de las caras de una red de cubos de arista &, tal y como puede verse en la siguiente figura:

Figura 9: red de dtomos de cobre con cristalizacion fcc
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Los atomos que tendremos en cuenta para nuestros cdlculos seran los primeros y segundos vecinos del
atomo 0 (rojo). Los primeros vecinos son los dtomos 1 a 12 (azules) y los segundos vecinos son los dtomos 13
a 18 (morados), tal y como pueden verse en la figura 10. En esta figura los primeros vecinos del atomo central
se han dibujado en los vértices de un cubo de arista a diferente a los mostrados en la figura 9:

2

Figura 10: red de dtomos de cobre con dtomo central en rojo, primeros vecinos en azul y segundos vecinos en morado

Las posiciones de equilibrio de los 4tomos de la figura 10 son:

r,=(000) (97)
=(a/2,a/2,0),r, =(~a/2,a/2,0) (98)
r,=(a/2,-a/2,0),r, =(~a/2,-a/2,0) (99)

r.=(0,a/2,a/2),r, =(0,~a/2,a/2) (100)
r,=(0,a/2,-a/2),r,=(0,—a/2,-a/2) (101)
r,=(a/2,0,a/2),r,=(a/2,0-a/2) (102)

=(-a/2,0,a/2),1,=(~2a/2,0,~a/2) (103)
,=(2,00),, =(-2,00) (104)
;=(0,a,0),r, =(0-a,0) (105)

)

=( 0,a),1, =(0,0-a) (106)
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Por otra parte, tal y como puede verse en la figura 9, los vectores primitivos de la red son:

a, =(a/2,a/2,0) (107)
a, =(0,a/2,a/2) (108)
a, =(a/2,0,a/2) (109)
Los vectores primitivos de la red reciproca (ver [3], capitulo 2) son:
b, =(27/a,27/a,~2x/a) (110)
b, =(—27/a,2x/a,27/a) (111)
b, =(27/a,~2x/a,27/a) (112)

La celda de Wigner-Seitz de la red reciproca definida por los vectores (110), (111) y (112) es la celda de
Brillouin de nuestra red fcc y puede verse en la siguiente figura:

Figura 11: celda de Brillouin de la red fcc inscrita en cubo de arista 4ri/a

Como puede verse en la figura 11, la celda de Brillouin de la red fcc es un octaedro truncado. Es importante
notar que los puntos negros de la figura 11 no son dtomos sino puntos de la red reciproca de la red fcc. Los
puntos de simetria I, K, L, W y X se utilizardn mds adelante y pueden verse en la siguiente figura:

Figura 12: celda de Brillouin de la red fcc con los puntos de simetria I, K, L, Wy X

22



Propiedades vibracionales y termodindmicas de sélidos, por Marcos Fernandez de Moya

A continuacidn se muestran las coordenadas de los puntos de simetria en la figura 12:

r— 2:(0'0’0)

=2(0,3/4,3/4)

L—>2‘:(1/2,1/2,1/2)

W — 27[(

0,1/21)

27z(

X —<2(0,01)—> 2”(011)

(113)

(114)

(115)

(116)

(117)

2r
Notese en la expresién (117) que el punto (0 11) no esta en la celda de Brillouin mostrada en la figura
a

12, pero es equivalente al punto X de esa misma figura. Mas adelante se vera por qué se necesitan diferentes

coordenadas para X.

4.2 OBTENCION DE LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO DE UN ATOMO DE LA RED.

Dado que en nuestro desarrollo tedrico supusimos que nuestra red es infinita, lo cual equivale a suponer que
todos los 4tomos de la red son equivalentes, podemos elegir un atomo cualquiera para obtener su ecuacién
de movimiento. En nuestro caso obtendremos la ecuacién de movimiento del dtomo 0 (rojo) de la figura 10.

A partir de ahora supondremos que los valores de K. y Kk, para primeros vecinos son K, y K

respectivamente. Andlogamente, supondremos que los valores de kc y ka para segundos vecinos son k02 y

ka12 respectivamente. Si ademas hacemos uso de (39) y (43) tenemos:

err
M dt20= dt2 ZFOJ ZFOJC+ZF013=

j=1

- 11_2 tcl [( ) T, ] f +Zl:3r°2 [(u —a,)-r ]-rj N
+jlz:k:l{n2<Uj_uo>_[n.< )r} _13‘ {jZ(Uj—Uo)_[rj-(Uj—Uo I

(118)
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Teniendo en cuenta las coordenadas (97) a (106) se puede simplificar (118) para tener las siguientes
ecuaciones de movimiento:

diu* k
0 _ 1 X X X X X X X X X
pTe —7°(—8u0 +U +U; +Uy +U, +Ug +Uj, +U; +U), +

+U) —u) —u) +u) +ug —ug, —ufl+uf2)+
X X X
+ kcz(— 2ug +Uj; + u14)+

a\/E

T (—16ug +U +U; +Ug +Uy +2U7 +2U5 +2U7 4+ 2Ug +Ug + Uy + U5 + U, —

+k

—u’ +Uu) +uy —u) —us +Uug, +ufl—uf2)+

+ kaza(— AUy +Ujs +Ujs + U5 + ulxg) (119)

d’u}
dt?

K
=?1(—8u0y+uly+u2y+u§+u‘{+ug+ug+u7y+ug+

+U —Uy —Ug +Uy +U; —Ug —U7 +u§)+

+ kcz(— 2u) +Uk + ulye)+

a2
y y y y y y y y y y y y y
+kal—4 (—16uO +U +U) +Uud +uy +ud +ud +U +uy +2u8 +2u, +2u); +2u), —
—U +Uy +U; —Uy —Ug +Ug +U; —u§)+
+ kaza(— 4u) +uk +Uu, +u) + ulyg) (120)
dzué kc]_ 7 z Z z 7 Z z z z
M pre = —(—8u0 +U; +Ug +U; +Ug +Ug +Up+U5 +U, +
+u;—u;0—u;1+u;2+ug—ug—u7y+ug)+
+kc2(—2u§ +Ug; +uf8)+
a\/z A 7 z z z A z z A z z z Z
+k,y A —16uy +2u; +2u, + 2u; 42U, + U +Ug +U; +Ug +Ug +U;y +Uj; + U}, —

—Ug +Uj, +U; —u —ud +u) +u) —ug)+

+ka2a(— AUy + UL+ Uy, + U +uf6) (121)
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4.3 MATRIZ DINAMICA DE LA RED.

Los miembros derechos de las ecuaciones (119), (120) y (121) permiten obtener la parte de la matriz dindamica

Dﬁﬂ correspondiente a j =0 (supondremos que ] va desde O hasta N —1 como se hizo con el hierro),

ya que —q)‘f,ﬂ es la componente ¢ de la fuerza que actla sobre el &tomo | cuando el atomo | se ha
desplazado una distancia unidad en la direccion f mientras que todos los demds atomos estdn en sus

posiciones de equilibrio. La submatriz D&ﬂ tiene 3 filas y 3N* columnas, pero como despreciamos

interacciones mds alld de segundos vecinos (lo cual equivale a tener en cuenta solamente las fuerzas ejercidas
por los dtomos 1 a 18 de la figura 10), vemos que sus columnas 58 y siguientes seran nulas. Esto quiere decir

que la submatriz D} tiene 57 - 3 = 171 elementos no nulos dependientes de a, M, K, K.,, K, v K, .
Esos 135 elementos se pueden calcular facilmente con la ayuda de un ordenador, para lo cual nos basta con

saber que si, por ejemplo, queremos calcular Dgg tenemos que multiplicar —]/M por el valor del miembro

derecho de (119), tomando todos los valores u,ﬂ nulos salvo el valor ug , que toma valor 1.

A partir de lo detallado en el parrafo anterior podemos hacer uso de la ecuacién (29), que nos permite
calcular la transformada de Fourier de la matriz dindmica:

" D"(k) D”(k) D*(k)
D#(K)=> D& expl-i-K-(,— 1))=Y D expli -K-r)=| D*(K) D”(K) D"(K)| (122)
! o) 0k) o

Estos son los elementos de la matriz (122) en forma explicita:

1

D*(K)= —GM(Gkala 2 COSM

)+ o6k ,a+/2 cosa(kyz_kz)+

K*+k”)

M +3K,,a4/2 cosa(kxz_kz) +3K a4/2 cosa(2

X _ kY
+3k a+/2cos +3K a4/2 cosa(kzk) -

—24k a2 +12ka2acos(k ya)+ 12ka2acos(k Za)— 24k ,a+

+4k cosia(k X2+ K )+ 4k, cosia(k XZ_ K )+ 4k, cosia(k X2+ K ) +4k cosia<k XZ_ K )—

~16k,, +12k, cos(kxa)—lzkczj (123)
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DW(R): _;\-A(Gkala\/icosa(kxz—i_ k® )—I— 6kala\/§C05a(kX2_ k* )+

+3ka-/2 cos ol y2+ d )+ 3k a-/2cos ol y2— ¢ )+ 3Ky a+/2cos a(kX; ) +3k_,a+/2 cos alk XZ_ ).
— 24k a2 +12k ,acosk*a)+12k ,acosk?a)— 24k ,a+

X_ kY
+4k, cos +4k, cos +4k, COSM _

a(kV2+kZ) +4k, cos

alk” -k?) alk* +k?)
2 2

—16k,, +12k,, cosk ya)—lech (124)

D™ (R): —Jﬂ(ﬁkalaﬁcosa(kxg ky)+ 6kalaﬁcosa(kxz_ ky)+

+3k,,a+/2cos a(ky; <) +3ka/2 cosa(kyz_kz)+ 3kqa+/2cos a(kX2+ K )+3kalaﬁ cosa(kxz_ k)

~24k a2 +12kazacos(k Xa)+ 12ka2acos(k ya)— 24k ,a+

+4k, COSM +4k, COSM +4k cosa(ky;kz) +4k, cosa(kyz_kz) -

16k, +12k,, cos(kza)—lzkch (125)

07(()= D ()= L -3k a2k, alk +k?) alk —k’)
= = ad/2—4k )-| cos 5 —CO0S 5 (126)
D”(R')z DZX(R): —i-(Bk a2 -4k 1)-(—cosa(kX * kZ)jtcosa(kX _kz)j (127)

6M . ‘ 2 2

. : 1 alk’ +k*) alk’ -k?)

D*(K)=D?(K)= 6M-(3kalaﬁ —4kc1)-(cos 5 oS ] (128)
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4.4 OBTENCION DE LAS CONSTANTES DEL MODELO DE FUERZAS UTILIZADO.

El procedimiento que se va a seguir en este apartado consiste en calcular los autovalores de D“ﬁ(ﬁ) en los
puntos W y L de la celda de Brillouin para igualarlos a los cuadrados de las frecuencias experimentales (ver
[6] y [7]) en esos puntos, lo cual permite obtener un sistema de ecuaciones en el que las incégnitas son las
constantes del modelo de fuerzas utilizado.

Introduciendo los valores de K para el punto W (dados por (116)) en las expresiones (123) a (128) podemos
calcular los autovalores de la matriz resultante. En este caso se obtienen dos autovalores que igualamos a
los cuadrados de las frecuencias experimentales en el punto W:

3i/|(9kalaﬁ + 4k, +6k., )=(30.725-10% rad/sf (129)

I\;(skalaﬁ +4K,a+ 4k, )= (38.327-102 rad/sf (130)

Introduciendo los valores de K para el punto L (dados por (115)) en las expresiones (123) a (128) para calcular
los autovalores de la matriz resultante se obtienen dos autovalores que igualamos a los cuadrados de las
frecuencias experimentales en el punto L:

Si/l(skalaﬁ +12k,,a+8k,, +6K,, )= (46.496-10° rad/s) (131)
3i/|(15kalaﬁ + 24K ,a+ 4k, +12k, )= (21174-10° rad/s) (132)

Para poder resolver el sistema formado por las ecuaciones (129) a (132) utilizaremos el valor de la masa del
atomo de cobre, que se puede extraer de [3]:

M =10.5526685-10%°Kg (133)

También se necesita el valor de la arista del cubo convencional de la red fcc de 4tomos de cobre, que se
puede obtener de la tabla 4.1 de [5]:

a=36110"m (134)

Con (133) y (134) la solucidn del sistema formado por las ecuaciones lineales (129) a (132) es la siguiente:

k, =—6.48410635-10°Kg-m™-s™ (135)
k., =4.65998608-10°Kg-m™ s~ (136)
k., =42.7232875 Kg-s™ (137)
k., =1.38828828 Kg -5 (138)

Es importante puntualizar que las frecuencias experimentales en los puntos W y L se pueden igualar de 4
formas diferentes a los autovalores tedricos obtenidos (miembros izquierdos de las ecuaciones (129) a (132)).
La eleccion que aqui se ha tomado ha sido la Unica de las 4 existentes que produce curvas de dispersién que
se acercan a los valores experimentales. Aun asi, para mejorar las curvas de dispersion cambiaremos
ligeramente el valor (135) dejando fijos los valores (136), (137) y (138). Obsérvese que introduciendo los
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valores de K para el punto X (dados por (117)) en las expresiones (123) a (128) para calcular los autovalores
de la matriz resultante se obtienen dos autovalores. El menor de ellos se puede igualar al cuadrado de la
menor de las frecuencias experimentales en el punto X, de manera que tenemos:

3i/l(gkalaﬁ +4.42.7232878 Kg-s)=(31919-107 rad/s) (139)
La solucién de la ecuacién (139) es la siguiente:
k,, =—2.09448619597759224-10°Kg-m™-s™ (140)
El valor con el que nos quedaremos finalmente para kal sera la media de (135) y (140), es decir:
k,, =—4.28929628-10°Kg-m™-s™ (141)

4.5 CURVAS DE DISPERSION.

Haciendo uso de los valores (136), (137), (138) y (141) se pueden obtener las frecuencias de vibracion que

predice nuestro modelo para valores de K elegidos en segmentos que unen los puntos de simetrial, K, L, W
y X.

En primer lugar daremos valores a K enel segmento comprendido entre 'y X con K dela siguiente forma,
donde la magnitud adimensional & toma valores entre Oy 1:

K= 2:(0,0, &) (142)

En adelante utilizaremos la notacién abreviada que representa al vector (142) con el simbolo [00E].

Introduciendo (142) en D“ﬂ(lz) se obtienen los siguientes autovalores:

1/2
w, = {— ?’i/l<3kalaﬁ cos(z&)-3k,a-/2 + 4k ;acoy 7€)+ 3k, cos(27E) - 4k, — 3K, )} (143)

w; = {— 3i/|(9kala 2 coy7&)-9k,a-/2 +6k,,acos27&) +

12
+4kclcos(7z§)—6kaza—4kclﬂ (144)
Para valores de K entre X y W (en [0&1] con 0 < ¢ < 1) se obtienen los siguientes autovalores de Daﬁ(R):

12
W, = Ljﬂ(gkalaﬁ —3k_, cod27&)+ 4k, +3K,, )} (145)

1/2
w, = {— ?’i/l(3kalaﬁ cos(7&)-15k ,a/2 + 6k ,acod27&)— 4k , coy7&) -6k ,a—12k , )} (146)

12
w,,= [?j/l(:skalaﬁ coy(7&)+15k ,a-/2 — 6k ,acod27&) — 4k, cod &)+ 6k ,a+12k )} (147)
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Para valores de K entre X y I (en [0£€] con 0 < € < 1) se obtienen los siguientes autovalores de D“ﬁ(R):

o = [— Bi/l(gkalaﬁ coy(z&)+12k_,acos’ (z&)—9k,,a-/2 +8k , cos*(z&)+

12
+12k ., cos? (&) 12k, ,a+ 4k , cod(7&)~12k , —12K,, ﬂ (148)

oy, = [— 3i/l(Bkalaﬁ cos?(&)+ 9k ,a-/2 cod &) +12k,,acos’ (7€) —15k ,a-/2 +

12
+12k , cos?(7&)-12k,,a+ 4k , cod(7&) 4k, —12kc2ﬂ (149)
Wy, = [— 3i/I(Gkalaﬁ cod7&)+ 3k ,a+/2 coy27E) -9k ,a-/2 +
1/2

+12k_,acos(27&)+ 8k, cos(ﬁé)—12ka2a—8kclﬂ (150)

Para valores de K entre Iy L (en [£€€] con O < € < 0.5) se obtienen los siguientes autovalores de D“ﬂ(ﬁ):

o, = [— 3i/l(skalaﬁ co27&)-3k ,a-/2 +12k_,aco927&) -

1/2
~12k_,a+8k,, cos(27&)+ 6k, cos27&) -8k, — 6kczﬂ (151)

o = [_ Giﬂ(lskalaﬁ co27&)-15Kk ,a+/2 + 24k_,acod27&)—

12
—24k_,a+ 4k, cod27E)+12k_, coy27E) -4k, —12k02ﬂ (152)
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La representacion grafica de las férmulas (143) a (152) se puede ver de manera unificada en la figura 13,
donde pueden verse también resultados experimentales de [6] y [7], que se presentan en las tablas 7 a 10

del apéndice 7.2.
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Figura 13: fonones del cobre, con modelo tedrico en negro y resultados experimentales representados con tridngulos azules

4.6 OBTENCION DE DENSIDAD DE ESTADOS Y CALOR ESPECIFICO.

Para la obtencién de la densidad de estados y el calor especifico a volumen constante se ha utilizado el
programa del apéndice 7.4. Este programa hace un recuento de todas las posibles frecuencias de vibracion

de los 4tomos de nuestro sélido, haciendo el célculo de las tres frecuencias posibles para cada valor de K
dentro de la celda de Brillouin. Supondremos que los valores (133), (134), (136), (137), (138) y (141) siguen
siendo validos y que el periodo espacial de lared es N = 200, lo cual equivale a suponer que nuestro sélido
estd compuesto por 8 millones de dtomos de cobre y que apareceran 24 millones de frecuencias. Cada una
de estas frecuencias se situara en uno de los 200 intervalos elegidos debidamente para cubrir todo el

espectro. El nUmero de frecuencias en cada uno de los intervalos se contabilizard para obtener p(a)l) de

acuerdo a (30) y después se normalizara para que se cumpla (31). El resultado que se obtiene es este:
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Figura 14: densidad de estados del cobre de acuerdo al modelo tedrico descrito

60

30



Propiedades vibracionales y termodindmicas de sélidos, por Marcos Fernandez de Moya

La referencia bibliografica [9] muestra un grafico de densidad de estados para el cobre que es muy similar a
nuestra figura 14.

El programa del apéndice 7.4 calcula el calor especifico en base a los resultados obtenidos para la densidad
de estados. Lo que hace dicho programa es calcular el calor especifico por unidad de masa haciendo uso de
(36) para temperaturas comprendidas entre 0 Ky 1000 K. Los resultados obtenidos por dicho programa se
muestran en la siguiente figura, en la que se muestran también resultados experimentales de [10] y [11], que
se han reflejado en la tabla 11 del apéndice 7.2:
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Figura 15: calor especifico del cobre, con modelo tedrico en azul y resultados experimentales en cuadrados naranjas

5. CONCLUSIONES.

El modelo que hemos utilizado para explicar determinados comportamientos del hierro a y del cobre resulta
mas satisfactorio para este uUltimo material (ver figuras 8 y 15), aunque en ambos casos los ajustes son
mejorables.

Uno de los posibles motivos para que el hierro a se aparte tanto de nuestras predicciones a altas
temperaturas puede ser el cambio de estado a hierro y, que se da a una temperatura de 1179 K. El hierro y
presenta cristalizacién fcc, por lo que cuando nos acercamos a 1179 K nuestro modelo para el hierro empieza
a fallar, ya que en general el calor especifico diverge al acercarnos a un cambio de fase.

Es importante sefialar que con el modelo de fuerzas que hemos utilizado (con interacciones hasta segundos
vecinos) hemos tenido que fijar el valor de 4 constantes (K., K,,, K, v K.,) que han sido las incégnitas de

uns sistema de ecuaciones lineales, lo cual implica que hemos podido forzar a nuestras curvas tedricas de
dispersidn a pasar por cuatro puntos experimentales seleccionados. Si hubiésemos tenido en cuenta hasta
terceros vecinos habriamos podido forzar a nuestras curvas a pasar por 6 puntos experimentales, con lo cual
mejoraria el ajuste. En general, teniendo en cuenta hasta vecinos de orden N se puede forzar a las curvas a
pasar por 2N puntos experimentales, con lo que se pueden mejorar los ajustes tanto como se quiera. El
Unico inconveniente es que las ecuaciones a utilizar seran cada vez mayores, pero con las herramientas
informaticas actuales ello no supone un gran problema.
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7. APENDICES.

7.1 RESULTADOS EXPERIMENTALES DEL HIERRO ALFA.

Las tablas de esta seccion se han confeccionado a partir de los datos en [6], [7] v [8].

direccién [€€1]
A n2
g-a/(2-m)=¢ w (Trad/s) g-a/(2-m)=¢ w (Trad/s)
0 53.533 0.25 46.244
0.064405231 53.022 0.322939703 43.906
0.129267236 51.047 0.387801709 42.083
0.193672467 48.008 0.45220694 39.804
0.25 43.165 0.5 40.778
0.258534473 42.691 0.500625057 40.564
0.300557744 39.653
0.322939703 38.285
0.387801709 33.576
0.45220694 29.018
0.484637943 28.106
0.5 28.463
Tabla 1: fonones del hierro a en la direccidn [E€1]
direccion [14%5€]
A nl n2
g-a/(2-m)=¢ w (Trad/s) g-a/(2-m)=¢ w (Trad/s) g-ra/(2-m)=¢ w (Trad/s)
0 40.778 0 28.463 0.091354937 58.187
0.25 42.412 0.25 35.06 0.137032406 56.668
0.590152895 44.666 0.548129624 43.755 0.182709875 55.909
0.681507833 43.755 0.681507833 39.045 0.274064812 53.782
0.75 42.412 0.77286277 34.031 0.365419749 50.591
0.77286277 42.539 0.864217707 30.537 0.456774687 47.097
0.864217707 41.628 0.955572645 28.562 0.5 44,925
0.955572645 40.564 0.75 54.224
1 40.778 1 57.742

Tabla 2: fonones del hierro a en la direccidn [Y225€]

33



Propiedades vibracionales y termodindmicas de sélidos, por Marcos Fernandez de Moya

direccion [€£0]

L T1 T2
gra/@m=g | oot [ aal@im=g ] Lo | aal2i=g | Lo
0.064405231 11.394 0.0625 5.027 0.100033656 12.002
0.096836234 17.471 0.125 10.242 0.125 14.514
0.105058178 19.598 0.1875 15.08 0.150278872 18.079
0.113280122 20.966 0.25 19.666 0.200067313 23.397
0.121045292 22.485 0.375 26.389 0.25 27.96

0.125 22.494 0.5 28.463 0.250312528 28.106
0.129267236 23.7 0.500625057 28.106 0.258534473 28.866
0.137489181 25.22 0.290508701 31.6
0.14525435 26.435 0.322939703 34.031
0.153476295 27.802 0.355370706 36.31
0.161698239 28.714 0.375 37.196
0.193672467 33.879 0.387801709 38.133
0.22610347 38.741 0.419775937 39.653

0.25 41.658 0.45220694 40.26
0.258534473 43.451 0.484637943 40.564
0.290508701 47.553 0.5 40.778
0.322939703 51.047 0.500625057 40.564
0.339383592 52.262
0.355370706 53.934

0.37135782 54.845

0.375 55.418
0.403788823 56.364
0.436219826 58.036
0.468194054 58.187

0.5 57.742
0.500625057 58.187

Tabla 3: fonones del hierro a en la direccion [E€0]
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direccion [00€]

L T
g-a/(2-m)=€¢ | w(Trad/s) | g-a/(2-m)=€¢ | w(Trad/s)
0.182709875 20.966 0.091354937 7.596

0.25 28.212 0.125 10.43
0.274064812 30.081 0.182709875 15.496
0.365419749 37.981 0.1875 15.582
0.456774687 44.514 0.25 20.295

0.5 46.747 0.274064812 22.789
0.548129624 48.92 0.365419749 29.322
0.639484561 51.958 0.456774687 35.399
0.730839499 53.934 0.5 37.322

0.75 54.287 0.500625057 38.133
0.822194436 54.389 0.600658713 43.603
0.913549373 54.693 0.700692369 47.705

1 53.533 0.75 48.632
1.001250113 53.782 0.800726026 50.743
0.901216457 53.782

1 53.533

1.001250113 53.782

Tabla 4: fonones del hierro a en la direccién [00&]
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direccion [£E€]

L T
g-a/(2-m)=¢ w (Trad/s) g-a/(2-m)=¢ w (Trad/s)
0.105514953 23.548 0.105514953 12.002

0.125 28.4 0.125 13.949
0.158044042 34.031 0.158044042 18.231
0.211029905 42.539 0.211029905 24.46

0.25 48.506 0.25 28.651
0.263558994 49.68 0.263558994 30.233
0.316544858 51.503 0.316544858 35.551
0.34303779 52.718 0.369073947 39.197
0.369073947 52.566 0.375 39.333

0.375 52.653 0.42205981 42.235
0.42205981 51.351 0.474588899 44.666
0.474588899 47.705 0.527574763 46.185
0.501081831 45.274 0.580103852 48.312
0.527574763 43.299 0.625 49.637
0.55361092 41.476 0.633089716 49.983
0.580103852 39.349 0.685618805 50.743
0.606596784 37.526 0.738604668 52.414

0.625 36.317 0.75 51.773
0.633089716 36.158 0.791133757 52.262
0.685618805 36.006 0.844119621 53.022
0.738604668 37.829 0.875 52.779

0.75 39.081 0.89664871 53.326
0.790220208 42.083 0.949634574 54.085
0.843206072 46.185 1.001250113 53.782

0.875 48.506
0.895735161 50.439
0.948721024 53.022
1.001250113 53.782

Tabla 5: fonones del hierro a en la direccion [EEE]
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T (K) cv (J/ (Kg - K))
20 4.116383169
30 11.22649955
40 27.46750224
50 53.13876455
75 134.7179946
100 212.5550582
125 271.6812892
150 321.8263205
175 356.2542525
200 381.7009848
225 399.6633841
250 418.3742167

273.1 429.6007162
283 435.5881826
293 441.5756491
298 443.0725157
298 443.820949
303 446.8146822
313 450.5568487
323 453.5505819
333 456.5443151
343 458.789615
353 461.034915
363 464.0286482
373 470.0161146
423 493.9659803
473 518.6642793
523 540.3688451
573 564.3187108
623 582.2811101
673 601.740376
723 621.9480752
773 646.6463742

Tabla 6: calor especifico del hierro o a volumen constante
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7.2 RESULTADOS EXPERIMENTALES DEL COBRE.

Las tablas de esta seccién se han confeccionado a partir de los datos en [9], [10] y [11].

direccién [00€]
L T
g-a/(2-m)=¢ w (Trad/s) g-a/(2-m=¢ w (Trad/s)
0.15 11.938 0.15 7.351
0.2 15.205 0.2 9.802
0.25 18.975 0.25 12.064
0.3 22.368 0.275 13.32
0.4 28.086 0.3 14.451
0.5 33.427 0.35 16.588
0.6 38.013 0.4 18.912
0.65 40.024 0.45 20.735
0.7 41.469 0.5 22.745
0.75 42.537 0.55 24.379
0.8 43,919 0.6 26.075
0.85 44.862 0.65 27.269
0.9 45.05 0.7 28.526
1 45.176 0.75 29.719
0.8 30.536
0.9 31.542
1 31.919
Tabla 7: fonones del cobre en la direccién [00€]
direccion [0€1]
A Mn
g-a/(2-m)=¢ w (Trad/s) g-a/(2-m)=¢ w (Trad/s)
0 31.919 0 45.176
0.1 31.604 0.1 45,05
0.2 31.353 0.2 44.422
0.3 31.227 0.3 42.726
0.4 30.725 0.4 40.464
0.5 30.725 0.5 38.327
0.6 36.254
0.7 34.369
0.8 33.112
0.9 32.233
1 31.919

Tabla 8: fonones del cobre en la direccién [0E1]
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direccion [0&€]

L Tl T2
g-a/(2-m)=¢ w (Trad/s) g-a/(2-m)=¢ w (Trad/s) g-a/(2-m)=¢ w (Trad/s)

0.1 12.755 0.075 3.204 0.1 6.974
0.2 23.248 0.1 4.21 0.15 10.619
0.3 32.107 0.125 5.089 0.2 14.263
04 37.511 0.15 6.22 0.25 17.719
0.5 39.961 0.175 7.288 0.3 21.174
0.6 40.087 0.2 8.231 04 27.018
0.7 37.134 0.2 8.482 0.5 31.856
0.75 36.003 0.225 9.299 0.6 35.877
0.8 34.62 0.25 10.304 0.65 37.95
0.9 32.61 0.275 11.435 0.7 39.647
1 31.919 0.3 12.755 0.75 41.092
0.3 12.566 0.8 42.726
0.325 13.697 0.9 44.799
0.35 14.703 1 45.176

0.375 15.708

0.4 16.776

0.4 16.965

0.415 17.404

0.425 18.158

0.435 18.41

0.45 18.912

0.5 20.986

0.6 24.442

0.7 27.269

0.75 28.588

0.8 29.845

0.9 31.604

1 31.919

Tabla 9: fonones del cobre en la direccion [0EE]
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direccion [£E€]
L T
g-a/(2-m)=¢ w (Trad/s) g-a/(2-m)=¢ w (Trad/s)

0.05 7.791 0.075 4.964
0.075 11.687 0.1 6.346
0.1 15.457 0.125 7.728
0.125 18.787 0.15 9.236
0.15 22.557 0.2 11.75
0.2 28.526 0.25 14.388
0.25 34.118 0.3 16.713
0.3 38.579 0.35 18.661
0.35 41.909 0.4 19.918

0.4 44.359 0.45 20.986
0.45 45,553 0.5 21.174

0.5 46.496

Tabla 10: fonones del cobre en la direccion [EEE]

Tabla 11: calor especifico del cobre a volumen constante

T (K) cv (J/ (Kg - K))
15 2.70116129
20 7.510546027
30 27.14337687
50 98.23003619
80 202.7188607
100 251.7350559
120 285.8619229
160 327.433454
200 350.6897939
300 373.3531959
500 390
600 395
700 400
800 403
900 408

1000 412
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7.3 PROGRAMA EN C++ PARA EL HIERRO ALFA.

//Fonones de una red bcc de atomos de hierro, por Marcos Fernandez de Moya. 28 de agosto de
2016.

//Fuerzas centrales y angulares de diferente intensidad para primeros y segundos vecinos.
//Programa para calcular la densidad de estados de frecuencia y el calor especifico a
volumen constante.

#include "../../std_lib_facilities.h"
#include <complex>

#include <iostream>

using namespace std;

int main()

{
ofstream archivoSalida;
archivoSalida.open("resultados.txt");

//Parte 1: definiciones iniciales.

double PI = 3.141592653589793238462643383279502884197169; //Definicidn del valor del
numero pi.

double kB = 1.38062e-23; //Constante de Boltzmann en J/K (Kittel).

double hbarra = 1.05459e-34; //Constante de Planck en J*s (Kittel).

double a = 2.87e-10; //Arista del cubo convencional de la red bcc en metros
(Ashcroft, tabla 4.2).

double M = 9.27406005e-26; //Masa del atomo de hierro en kg (Kittel).

double kal = 7.970609405e9; //Constante eldstica angular para primeros vecinos en
kg*mr(-1)*s~(-2).

double ka2 = 9.288368587e9; //Constante eldstica angular para segundos vecinos en
kg*m~(-1)*s~(-2).

double kcl = 45.87051233; //Constante eldstica central para primeros vecinos en
kg*s~(-2).

double kc2 = 12.15533203; //Constante eldstica central para segundos vecinos en
kg*s~(-2).

double resulmax = @; //Valor mdximo de omega (inicializado a ©@).

double cv = @; //Calor especifico a volumen constante (inicializado a 9).

const int Ninter = 200; //Numero de intervalos de frecuencia a utilizar.

const int Nintermasuno = Ninter + 1; //Variable necesaria para crear los arrays del
programa.

const int N = 200; //Periodo espacial de la red. Utilizaremos N par.

int F[Nintermasuno]; //Frecuencia acumulada de cada intervalo de frecuencias

angulares.

int f[Nintermasuno]; //Frecuencia absoluta de cada intervalo de frecuencias
angulares.

double omega[Nintermasuno]; //Extremo izquierdo de cada intervalo de frecuencias
angulares.

complex<double> sumando[15];

complex<double> com2 = { 2, @ };
complex<double> com3 = { 3, @ };
complex<double> com4 = { 4, 0 };
complex<double> com6 = { 6, @ };
complex<double> com8 = { 8, @ };
complex<double> coml2 = { 12, 0 };
complex<double> com18 = { 18, 0 };
complex<double> com27 = { 27, 0 };

complex<double> com36 = { 36, O };

complex<double> com108 = { 108, 0 };

complex<double> comI = { @, 1 };

archivoSalida << "Fonones de una red bcc de atomos de hierro con fuerzas centrales y
angulares de diferente intensidad para primeros y segundos vecinos."; archivoSalida << "\n";

archivoSalida << "Programa para calcular la densidad de estados de frecuencia y el
calor especifico a volumen constante."; archivoSalida << "\n";

41



Propiedades vibracionales y termodindmicas de sélidos, por Marcos Fernandez de Moya

archivoSalida <«
<< "\n";

archivoSalida <«
archivoSalida << "\n";

archivoSalida <«

archivoSalida <«

archivoSalida << "n"; archivoSalida << "\t"; archivoSalida << "Intervalo";
archivoSalida << "\t"; archivoSalida << "Extremo izquierdo del intervalo"; archivoSalida <<
"\t"; archivoSalida << "Frecuencia absoluta"; archivoSalida << "\t"; archivoSalida << "ro";
archivoSalida << "\n";

"Periodo espacial de la red, N="; archivoSalida << N; archivoSalida
"NUimero de intervalos utilizados, Ninter="; archivoSalida << Ninter;

"\n";
"Intervalos en Trad/s"; archivoSalida << "\n";

//Parte 2: inicializacidén de frecuencias acumuladas.
for (int n = 1; n < Ninter + 1; n++)
{
F[n] = 0;
}

//Parte 3: introduccién de las posiciones de equilibrio de los atomos.
double r[15][3]; //Primer indice: numero de atomo. Segundo indice: coordenada x (9),

y (1) 6 z (2). )
r[(e][@e] = ©; r[0][1] = ©; r[0][2] = ©; //Atomo central
r[1][e] = a / 2; r[1][1] = a / 2; r[1][2] = a / 2; //Primeros vecinos
r[2][@] = -a / 2; r[2][1] = a / 2; r[2][2] =a / 2;
r[3]1[0] = a / 2; r[3][1] = -a / 2; r[3][2] = a / 2;
r[(4][@] = -a / 2; r[4][1] = -a / 2; r[4][2] = a / 2;
r[(5][@] = a / 2; r[5][1] =a / 2; r[5][2] = -a / 2;
r[6][@0] = -a / 2; r[6][1] =a / 2; r[6][2] = -a / 2;
r[(7][@0] = a / 2; r[7][1] = -a / 2; r[7][2] = -a / 2;
r[(8][@0] = -a / 2; r[8][1] = -a / 2; r[8][2] = -a / 2;
r[9][@] = a; r[9][1] = O; r[9][2] = @; //Segundos vecinos
r[1e][@] = -a; r[10][1] = ©; r[10][2] = O;
r[11][e] = @; r[11][1] = a; r[11][2] = ©;
r[12][@] = ©; r[12][1] = -a; r[12][2] = O;
r[(13][@] = ©; r[13][1] = @; r[13][2] = a;
r[14][e] = @; r[14][1] = @; r[1l4][2] = -a;

//Parte 4: definicidén de los vectores de

double u[15][3];

y (1) 6 z (2).

//Parte 5:

double mdin[15][3][3];

obtencién de la matriz dinamica.

desplazamiento de los atomos.
//Primer indice: nidmero de atomo. Segundo indice: coordenada x (©0),

//Matriz dindmica. Primer indice: atomo que se mueve. Segundo

indice: direccidén en la que se mueve, que puede ser x (0), y (1) 6 z (2). Tercer indice:
componente de la fuerza que experimenta el atomo, que puede ser x (0), y(1) 6 z (2).
for (int aa = 0; aa < 15; aa++)

{
for (int bb = @; bb < 3; bb++)
{
for (int cc = @; cc < 3; cc++)
{
mdin[aa][bb][cc] = ©;
}
}
}

for (int dd = @; dd < 15; dd++)

{

for (int ee = 0; ee < 3; ee++)

{

for (int ff = @; ff < 15; ff++)

{

for (int gg = 0; gg < 3; gg++)
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{

}

}

u[dd][ee] = 1;

mdin[dd][ee][@] = (-1 / M) * ((kcl / 3) * (-8 * u[@][0] + u[1][0] +
uf2][@] + u[3][0] + u[4][@] + u[5][@] + u[6][6] + u[7][@] + u[8][0] + u[1][1] - u[2][1] -
ul3][1] + u[4][1] + u[5][1] - u[6][1] - u[7][1] + u[8][1] + u[1][2] - u[2][2] + u[3][2] -
u[4]1[2] - u[5][2] + u[6][2] - u[7]1[2] + u[8][2]) + kc2*(-2 * u[@][@] + u[9][@] + u[1l@][0]) +
(ka1 / 6) * a * sqrt(3) * (-16 * u[@][@] + 2 * (u[1][@] + u[2][@] + u[3][@] + u[4][e] +
uf5][@] + u[6][@] + u[7][@] + u[8][@]) - u[1][1] + u[2][1] + u[3][1] - u[4][1] - u[5][1] +
ul6][1] + u[7][1] - u[8][1] - u[1][2] + u[2][2] - u[3][2] + u[4][2] + u[5][2] - u[6][2] +
u[7]1[2] - u[8][2]) + ka2 * a * (-4 * u[@][0] + u[11][@] + u[12][@] + u[13][@] + u[1l4][@]));

mdin[dd][ee][1] = (-1 / M) * ((kcl / 3) * (-8 * u[@][1] + u[1][1] +
ul2][1] + u[3][1] + u[4][1] + u[5][1] + u[6][1] + u[7][1] + u[8][1] + u[1][2] + u[2][2] -
ul3][2] - u[4][2] - u[5][2] - u[6][2] + u[7][2] + u[8][2] + u[1l][@] - u[2][@] - u[3][e] +
uf4][@] + u[5][@] - u[6][@] - u[7][@] + u[8][@]) + kc2*(-2 * u[@][1] + u[11][1] + u[12][1])
+ (kal / 6) * a * sqrt(3) * (-16 * u[@][1] + 2 * (u[1][1] + u[2][1] + u[3][1] + u[4][1] +
uf5][1] + u[6][1] + u[7][1] + u[8][1]) - u[1][2] - u[2][2] + u[3][2] + u[4][2] + u[5][2] +
ul6][2] - u[7]1[2] - u[8][2] - u[1][e] + u[2][@] + u[3][@] - u[4][@] - u[5][@] + u[6][0] +
u[7]1[9] u[8][@]) + ka2 * a * (-4 * u[@][1] + u[9][1] + u[10][1] + u[13][1] + u[14][1]));

mdin[dd][ee][2] = (-1 / M) * ((kcl / 3) * (-8 * u[@][2] + u[1][2] +
uf2][2] + u[3][2] + u[4][2] + u[5][2] + u[6][2] + u[7][2] + u[8][2] + u[1][@] - u[2][@] +
u[3][@] - u[4][0] - u[5][@] + u[6][@] - u[7][@] + u[8][@] + u[1][1] + u[2][1] - u[3][1] -
uf4][1] - u[51[1] - u[6][1] + u[7][1] + u[8][1]) + kc2*(-2 * u[@][2] + u[13][2] + u[14][2])
+ (kal / 6) * a * sqrt(3) * (-16 * u[@][2] + 2 * (u[1][2] + u[2][2] + u[3][2] + u[4][2] +
u[51[2] + u[6][2] + u[7][2] + u[8][2]) - u[1][@] + u[2][@] - u[3][@] + u[4][@] + u[5][e] -
ufe][@] + u[7][@] - u[8][@] - u[1][1] - u[2][1] + u[3][1] + u[4][1] + u[5][1] + u[6][1] -
u[7]1[1] - u[8][1]) + ka2 * a * (-4 * u[@][2] + u[9][2] + u[1l@][2] + u[11][2] + u[12][2]));

¥
}

u[ff][ge] = o;

//Parte 6: obtencién de vector de onda.
for (int n1 = -N / 2; n1 < N / 2; nl++)
{
for (int n2 = -N / 2; n2 < N / 2; n2++)
{
for (int n3 = -N / 2; n3 < N / 2; n3++)
{

double kx = (2 * PI) * (n2 + n3) / (a * N);
double ky = (2 * PI) * (n1 + n3) / (a * N);
double kz = (2 * PI) * (n1 + n2) / (a * N);

//archivoSalida << kx; archivoSalida << "\t"; archivoSalida <<
ky; archivoSalida << "\t"; archivoSalida << kz; archivoSalida << "\n";

//Parte 7: obtencidén de la transformada de Fourier de la matriz
dindmica y obtencidn de sus autovalores para los valores de interés del vector de onda.

complex<double> tmd[3][3];

complex<double> sol[3];

double resul[3];

for (int j = 0; j < 3; j++)

{
for (int k = @; k < 3; k++)
{
, tmd[j][k] = { @, @ };
¥
for (int j = 0; j < 3; j++)
{

for (int k = 0; k < 3; k++)

{
for (int L = @; L < 15; L++)

{
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sumando[L] = { mdin[L][k][j] * cos(kx *
r[L][@] + ky * r[L][1] + kz * r[L][2]), mdin[L][k][j] * sin(kx * r[L][@] + ky * r[L][1] + kz
* r[L]1[2]) }; ,

for (int L = @; L < 15; L++)
tmd[j][k] = tmd[j][k] + sumando[L];

}

}
complex<double> comB -tmd[@][0@] - tmd[1][1] - tmd[2][2];

complex<double> comC = tmd[@][0] * tmd[1][1] + tmd[@][0] *
tmd[2][2] + tmd[1][1] * tmd[2][2] - tmd[@][1] * tmd[1][@] - tmd[@][2] * tmd[2][O] -
tmd[1][2] * tmd[2][1];

complex<double> comD = -tmd[@][0] * tmd[1][1] * tmd[2][2] +
tmd[@][0] * tmd[1][2] * tmd[2][1] + tmd[@][1] * tmd[1][@] * tmd[2][2] - tmd[@][1] *
tmd[1][2] * tmd[2][@] - tmd[@][2] * tmd[1][@] * tmd[2][1] + tmd[@][2] * tmd[1][1] *
tmd[2][@];

complex<double> comBLOQUE = pow(coml2*pow(com3, 1.0 /
2.0)*pow(com27*comD*comD - coml8*comB*comC*comD + comd4*pow(comC, 3) + com4 * pow(comB,
3)*comD - comB*comB*comC*comC, 1.0 / 2.9) - coml@8*comD + com36*comC*comB - com8*pow(comB,
3), 1.0 / 3.0);

sol[@] = comBLOQUE / com6 - com2*(com3*comC - comB*comB) /
com3*com - com com3);
3% BLOQUE B/ ( 3
sol[1] = -comBLOQUE / coml2 + (com3*comC - comB*comB) /

(com3*comBLOQUE) - comB / com3 + (comI*pow(com3, 1.0 / 2.0) / com2)*(comBLOQUE / com6 +
(com2 / com3)*(com3*comC - comB*comB) / comBLOQUE);

sol[2] = -comBLOQUE / coml2 + (com3*comC - comB*comB) /
(com3*comBLOQUE) - comB / com3 - (comI*pow(com3, 1.0 / 2.0) / com2)*(comBLOQUE / com6 +
(com2 / com3)*(com3*comC - comB*comB) / comBLOQUE);

resul[@] = sqrt(abs(real(sol[0]))) / (1el2); //Primer autovalor
en Trad/s.

resul[1] sqrt(abs(real(sol[1]))) / (1el2); //Segundo
autovalor en Trad/s.

resul[2]

sqrt(abs(real(sol[2]))) / (1el2); //Tercer autovalor
en Trad/s.

//archivoSalida << resul[@]; archivoSalida << "\t";
archivoSalida << resul[1]; archivoSalida << "\t"; archivoSalida << resul[2]; archivoSalida
<< "\n";

resulmax = max(max(max(resul[@], resul[1]), resul[2]),

resulmax);
for (int n = 1; n < Ninter + 1; n++)
{
if (resul[@] < n * 60.0 / Ninter)
F[n] = F[n] + 1;
if (resul[1l] < n * 60.0 / Ninter)
F[n] = F[n] + 1;
if (resul[2] < n * 60.0 / Ninter)
F[n] = F[n] + 1;
}
}
}
}

omega[l] = @; //Extremo izquierdo del primer intervalo de frecuencias en rad/s

f[1] = F[1]; //Frecuencia absoluta del primer intervalo de frecuencias angulares.

archivoSalida << "1"; archivoSalida << "\t"; archivoSalida << "[©,"; archivoSalida <<
60.0 / Ninter; archivoSalida << ")"; archivoSalida << "\t"; archivoSalida << ©;
archivoSalida << "\t"; archivoSalida << f[1]; archivoSalida << "\t"; archivoSalida << f[1] *
Ninter / 60.0; archivoSalida << "\n";

for (int n = 2; n < Ninter + 1; n++)

{

omega[n] = (n - 1) * 60.0 * 1el2 / Ninter; //Extremo izquierdo del segundo y

siguientes intervalos de frecuencias en rad/s
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f[n] = F[n] - F[n - 1]; //Frecuencia absoluta del segundo y siguientes
intervalos de frecuencias.
archivoSalida << nj; archivoSalida << "\t"; archivoSalida << "["; archivoSalida
<< (n - 1) * 60.0 / Ninter; archivoSalida << ","; archivoSalida << n * 60.0 / Ninter;
archivoSalida << ")"; archivoSalida << "\t"; archivoSalida << (n - 1) * 60.0 / Ninter;
archivoSalida << "\t"; archivoSalida << f[n]; archivoSalida << "\t"; archivoSalida << f[n] *
Ninter / 60.0; archivoSalida << "\n";
¥
archivoSalida << "\n";
archivoSalida << "Omegamax="; archivoSalida << resulmax; archivoSalida << "\n";
archivoSalida << "\n";

//Parte 8: obtencioén del calor especifico a volumen constante.
archivoSalida << "Temperatura (K)"; archivoSalida << "\t"; archivoSalida << "cv
(3/(Kg*K))"; archivoSalida << "\n";
for (int T = 1; T < 1001; T++)
{
cv = 0; //Inicializacidén de cv a cero.
for (int i = 2; i < Ninter + 1; i++)

{
cv = ¢cv + f[i] * omega[i] * omega[i] * exp(hbarra * omega[i] / (kB *

T)) / (T * T * (exp(hbarra * omega[i] / (kB * T)) - 1) * (exp(hbarra * omega[i] / (kB * T))
- 1))

}

cv = cv * hbarra * hbarra / (kB * N * N * N * 55,85 * 1.66053e-27); //Calor
especifico a volumen constante en J/(Kg*K).

archivoSalida << T; archivoSalida << "\t"; archivoSalida << cv; archivoSalida
<< "\n";

¥

archivoSalida.close();
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7.4 PROGRAMA EN C++ PARA COBRE.

//Fonones de una red fcc de atomos de cobre, por Marcos Fernandez de Moya. 2 de septiembre
de 2016.

//Fuerzas centrales y angulares de diferente intensidad para primeros y segundos vecinos.
//Programa para calcular la densidad de estados de frecuencia y el calor especifico a
volumen constante.

#include "../../std_lib_facilities.h"
#include <complex>

#include <iostream>

using namespace std;

int main()

{
ofstream archivoSalida;
archivoSalida.open("resultados.txt");

//Parte 1: definiciones iniciales.

double PI = 3.141592653589793238462643383279502884197169; //Definicidn del valor del
numero pi.

double kB = 1.38062e-23; //Constante de Boltzmann en J/K (Kittel).

double hbarra = 1.05459e-34; //Constante de Planck en J*s (Kittel).

double a = 3.61e-10; //Arista del cubo convencional de la red fcc en metros
(Ashcroft, tabla 4.2).

double M = 10.55266815e-26; //Masa del atomo de cobre en kg (Kittel).

double kal = -4.289296238e9; //Constante eldstica angular para primeros vecinos en
kg*mr(-1)*s~(-2).

double ka2 = 4.659986030e9; //Constante eldstica angular para segundos vecinos en
kg*m~(-1)*s~(-2).

double kcl = 42.72328716; //Constante eldstica central para primeros vecinos en
kg*s~(-2).

double kc2 = 1.388288293; //Constante eldstica central para segundos vecinos en
kg*s~(-2).

double resulmax = @; //Valor mdximo de omega (inicializado a ©@).

double cv = @; //Calor especifico a volumen constante (inicializado a 9).

const int Ninter = 200; //Numero de intervalos de frecuencia a utilizar.

const int Nintermasuno = Ninter + 1; //Variable necesaria para crear los arrays del
programa.

const int N = 200; //Periodo espacial de la red. Utilizaremos N par.

int F[Nintermasuno]; //Frecuencia acumulada de cada intervalo de frecuencias

angulares.

int f[Nintermasuno]; //Frecuencia absoluta de cada intervalo de frecuencias
angulares.

double omega[Nintermasuno]; //Extremo izquierdo de cada intervalo de frecuencias
angulares.

complex<double> sumando[19];

complex<double> com2 = { 2, @ };
complex<double> com3 = { 3, @ };
complex<double> com4 = { 4, 0 };
complex<double> com6 = { 6, @ };
complex<double> com8 = { 8, @ };
complex<double> coml2 = { 12, 0 };
complex<double> com18 = { 18, 0 };
complex<double> com27 = { 27, 0 };

complex<double> com36 = { 36, O };

complex<double> com108 = { 108, 0 };

complex<double> comI = { @, 1 };

archivoSalida << "Fonones de una red fcc de atomos de cobre con fuerzas centrales y
angulares de diferente intensidad para primeros y segundos vecinos."; archivoSalida << "\n";

archivoSalida << "Programa para calcular la densidad de estados de frecuencia y el
calor especifico a volumen constante."; archivoSalida << "\n";
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archivoSalida << "Periodo espacial de la red, N="; archivoSalida << N; archivoSalida
<< "\n";

archivoSalida << "Numero de intervalos utilizados, Ninter="; archivoSalida << Ninter;
archivoSalida << "\n";

archivoSalida << "\n";

archivoSalida << "Intervalos en Trad/s"; archivoSalida << "\n";

archivoSalida << "n"; archivoSalida << "\t"; archivoSalida << "Intervalo";
archivoSalida << "\t"; archivoSalida << "Extremo izquierdo del intervalo"; archivoSalida <<

"\t"; archivoSalida << "Frecuencia absoluta"; archivoSalida << "\t"; archivoSalida << "ro";
archivoSalida << "\n";

//Parte 2: inicializacién de frecuencias acumuladas.
for (int n = 1; n < Ninter + 1; n++)

{
}

F[n] = 0;

//Parte 3: introduccién de las posiciones de equilibrio de los atomos.
double r[19][3]; //Primer indice: numero de atomo. Segundo indice: coordenada x (©0),

y (1) 6 z (2).

r[(e][e] = o; r(e][1] = o; r[@][2] = @; //Atomo central
r[1][e] = a / 2; r[1][1] = a / 2; r[1][2] = @; //Primeros vecinos
r(2][e] = -a / 2; r[2][1] = a / 2; r[2][2] = @;

r[3]1[6] = a / 2; r[3][1] = -a / 2; r[3][2] = ©;

r(4][e] = -a / 2; r[4][1] = -a / 2; r[4][2] = o;

r[5][e] = a / 2; r[5][1] = e; r[5][2] = a / 2;

r(6][0] = -a / 2; r[6][1] = O; r[6][2] = a / 2;

r[7][e] = a / 2; r[7][1] = e; r[7][2] = -a / 2;

r[8][@] = -a / 2; r[8][1] = @; r(8][2] = -a / 2;

r[9][e] = o; r[9][1] = a / 2; r[9]1[2] = a / 2;

r[10][e] = o; r{10][1] = -a / 2; r[1@][2] = a / 2;

r[11][@] = o; r[11][1] = a / 2; r[11][2] = -a / 2;

r[12][@] = ©; r[12][1] = -a / 2; r[12][2] = -a / 2;

r[13][@] = a; r[13][1] = ©@; r[13][2] = ©; //Segundos vecinos
r[14][@] = -a; r[14][1] = @; r[14][2] = ©;

r[15][@] = @; r[15][1] = a; r[15][2] = O;

J

r(16][e] = o; r[16][1] = -a; r[16][2] = O;
r[17][e] = e; r[17][1] = @; r[17][2] = a&;
r[(18][@] = ©; r[18][1] = ©; r[18][2] = -a;

//Parte 4: definicidén de los vectores de desplazamiento de los atomos.
double u[19][3]; //Primer indice: numero de atomo. Segundo indice: coordenada x (©),

y (1) 6 z (2).

//Parte 5: obtencidén de la matriz dinamica.

double mdin[19][3][3]; //Matriz dinamica. Primer indice: dtomo que se mueve. Segundo
indice: direccidén en la que se mueve, que puede ser x (0), y (1) 6 z (2). Tercer indice:
componente de la fuerza que experimenta el atomo, que puede ser x (@), y(1) 6 z (2).

for (int aa = 0; aa < 19; aa++)

{
for (int bb = @; bb < 3; bb++)
{
for (int cc = 0; cc < 3; cc++)
{
mdin[aa][bb][cc] = ©;
}
}
}
for (int dd = 0; dd < 19; dd++)
{

for (int ee = 0; ee < 3; ee++)
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{
for (int ff = @; ff < 19; ff++)
{
for (int gg = 0; gg < 3; gg++)
u[ff]lggl = o;
}
¥

u[dd][ee] = 1;

mdin[dd][ee][@] = (-1 / M) * ((kcl / 2) * (-8 * u[@][0] + u[1][O] +
u[2][@] + u[3][@] + u[4][@] + u[9][@] + u[1@][@] + u[11][@] + u[12][@] + u[1][2] - u[2][1]
- u[3][1] + u[4][1] + u[9][2] - u[1@][2] - u[11][2] + u[12][2]) + kc2*(-2 * u[@][0] +
u[13][0] + u[14][@]) + (kal / 4) * a * sqgrt(2) * (-16 * u[@][e] + u[1][e] + u[21[e]
+ u[3][e] + u[4][@] + 2 * u[5][@] + 2 * u[6][@] + 2 * u[7][@] + 2 * u[8][0] +
u[9][e] + u[1e][e] + u[11][e] + u[12][@] - u[1][1] + u[2][1] + u[3][1] -
u[4][1] - u[9][2] + u[10][2] + u[11][2] - u[12][2]) + ka2 * a * (-4 * u[@][@] + u[15][@] +
ufle][e] + u[17][e] + u[18][@]));

mdin[dd][ee][1] = (-1 / M) * ((kcl / 2) * (-8 * u[@][1] + u[1][1] +
uf2][1] + u[3][1] + u[4][1] + u[5][21] + u[6][1] + u[7][1] + u[8][1] + u[1][@] - u[2][e]
- u[3][@] + u[4][@] + u[5][2] - u[6][2] - u[7]1[2] + u[8][2]) + kc2*(-2 * u[@][1] +
u[15][1] + u[16][1]) + (kal / 4) * a * sqrt(2) * (-16 * u[@][1] + uf1][1] + u[2][1]
+ u[3][1] + uf4][1] + u[5][1] + u[6][1] + u[7][1] + u[8][1] + 2 *
u[9][1] + 2 * u[10][1] + 2 * u[11][1] + 2 * u[12][1] - u[1][@] + u[2][@] + u[3][e] -
u[4][@] - u[5]1[2] + u[6][2] + u[7][2] - u[8][2]) + ka2 * a * (-4 * u[@][1] + u[13][1] +
uf14][1] + u[17][1] + u[18][1]));

mdin[dd][ee][2] = (-1 / M) * ((kcl / 2) * (-8 * u[@][2] + u[5][2] +
ul6][2] + u[7][2] + u[8][2] + u[9][2] + u[1l@][2] + u[11][2] + u[12][2] + u[9][@] - u[1e@][@]
- u[11][@] + u[12][@] + u[5][1] - u[6]1[1] - u[7]1[1] + u[8][1]) + kc2*(-2 * u[@][2] +
u[17][2] + u[18][2]) + (kal / 4) * a * sqrt(2) * (-16 * u[@][2] + 2 * u[1][2] + 2 * u[2][2]
+ 2 * u[3][2] + 2 * u[4][2] + u[5][2] + u[6][2] + u[7][2] + u[8][2] +
u[9][2] + u[1e][2] + u[11][2] + u[12][2] - u[9][@] + u[1le][e] + u[1l1][e] -
u[12][@] - u[5][1] + u[6][2] + u[7][1] - u[8][1]) + ka2 * a * (-4 * u[@][2] + u[13][2] +
u[14][2] + u[15][2] + u[16][2]));

}

}

//Parte 6: obtencidén de vector de onda.
for (int n1 = -N / 2; n1 < N/ 2; nl++)
{
for (int n2 = -N / 2; n2 < N / 2; n2++)
{
for (int n3 = -N / 2; n3 < N / 2; n3++)
{

double kx = (2 * PI)*(-n1 + n2 + n3) / (a*N);
double ky = (2 * PI)*( n1 - n2 + n3) / (a*N);
double kz = (2 * PI)*( n1 + n2 - n3) / (a*N);

//archivoSalida << kx; archivoSalida << "\t"; archivoSalida <<
ky; archivoSalida << "\t"; archivoSalida << kz; archivoSalida << "\n";

//Parte 7: obtencidén de la transformada de Fourier de la matriz
dinamica y obtencidn de sus autovalores para los valores de interés del vector de onda.

complex<double> tmd[3][3];

complex<double> sol[3];

double resul[3];

for (int j = 0; j < 3; j++)

{
for (int k = @; k < 3; k++)
{
tmd[j1[k] = { @, @ };
}
for (int j = @; j < 3; j++)
{
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for (int k = 0; k < 3; k++)

{
for (int L = @0; L < 19; L++)

{
sumando[L] = { mdin[L][k][j] * cos(kx *
r[L][0] + ky * r[L][1] + kz * r[L][2]), mdin[L][k][j] * sin(kx * r[L][@] + ky * r[L][2] + kz
* rlL102]) }; )

for (int L = @0; L < 19; L++)

tmd[j][k] = tmd[j][k] + sumando[L];

}

}

complex<double> comB = -tmd[@][0] - tmd[1][1] - tmd[2][2];

complex<double> comC = tmd[@][@] * tmd[1][1] + tmd[@][0@] *
tmd[2][2] + tmd[1][1] * tmd[2][2] - tmd[@][1] * tmd[1][@] - tmd[@][2] * tmd[2][O] -
tmd[1][2] * tmd[2][1];

complex<double> comD = -tmd[@][@] * tmd[1][1] * tmd[2][2] +
tmd[@][0] * tmd[1][2] * tmd[2][1] + tmd[@][1] * tmd[1][@] * tmd[2][2] - tmd[@][1] *
tmd[1][2] * tmd[2][@] - tmd[@][2] * tmd[1][@] * tmd[2][1] + tmd[@][2] * tmd[1][1] *
tmd[2][@];

complex<double> comBLOQUE = pow(coml2*pow(com3, 1.0 /
2.0)*pow(com27*comD*comD - coml8*comB*comC*comD + com4*pow(comC, 3) + com4 * pow(comB,
3)*comD - comB*comB*comC*comC, 1.0 / 2.9) - coml@8*comD + com36*comC*comB - com8*pow(comB,
3), 1.0 / 3.0);

sol[@] = comBLOQUE / comé6 - com2*(com3*comC - comB*comB) /
(com3*comBLOQUE) - comB / (com3);

sol[1] = -comBLOQUE / coml2 + (com3*comC - comB*comB) /
(com3*comBLOQUE) - comB / com3 + (comI*pow(com3, 1.0 / 2.0) / com2)*(comBLOQUE / com6 +
(com2 / com3)*(com3*comC - comB*comB) / comBLOQUE);

sol[2] = -comBLOQUE / coml2 + (com3*comC - comB*comB) /
(com3*comBLOQUE) - comB / com3 - (comI*pow(com3, 1.0 / 2.0) / com2)*(comBLOQUE / com6 +
(com2 / com3)*(com3*comC - comB*comB) / comBLOQUE);

resul[@] = sqrt(abs(real(sol[@]))) / (1lel2); //Primer autovalor
en Trad/s.

resul[1]

sqrt(abs(real(sol[1]))) / (1el2); //Segundo
autovalor en Trad/s.

resul[2] sqrt(abs(real(sol[2]))) / (1el2); //Tercer autovalor
en Trad/s.

//archivoSalida << resul[@]; archivoSalida << "\t";
archivoSalida << resul[1]; archivoSalida << "\t"; archivoSalida << resul[2]; archivoSalida
<< "\n";

resulmax = max(max(max(resul[@], resul[1]), resul[2]),
resulmax);

for (int n = 1; n < Ninter + 1; n++)

{

if (resul[@] < n * 60.0 / Ninter)
F[n] = F[n] + 1;

if (resul[1l] < n * 60.0 / Ninter)
F[n] = F[n] + 1;

if (resul[2] < n * 60.0 / Ninter)
F[n] = F[n] + 1;

¥
}

omega[l] = @; //Extremo izquierdo del primer intervalo de frecuencias en rad/s

f[1] = F[1]; //Frecuencia absoluta del primer intervalo de frecuencias angulares.

archivoSalida << "1"; archivoSalida << "\t"; archivoSalida << "[@,"; archivoSalida <<
60.0 / Ninter; archivoSalida << ")"; archivoSalida << "\t"; archivoSalida << ©;
archivoSalida << "\t"; archivoSalida << f[1]; archivoSalida << "\t"; archivoSalida << f[1] *
Ninter / 60.0; archivoSalida << "\n";

49



Propiedades vibracionales y termodindmicas de sélidos, por Marcos Fernandez de Moya

for (int n = 2; n < Ninter + 1; n++)
{
omega[n] = (n - 1) * 60.0 * 1el2 / Ninter; //Extremo izquierdo del segundo y
siguientes intervalos de frecuencias en rad/s
f[n] = F[n] - F[n - 1]; //Frecuencia absoluta del segundo y siguientes
intervalos de frecuencias.
archivoSalida << nj; archivoSalida << "\t"; archivoSalida << "["; archivoSalida
<< (n - 1) * 60.0 / Ninter; archivoSalida << ","; archivoSalida << n * 60.0 / Ninter;
archivoSalida << ")"; archivoSalida << "\t"; archivoSalida << (n - 1) * 60.0 / Ninter;
archivoSalida << "\t"; archivoSalida << f[n]; archivoSalida << "\t"; archivoSalida << f[n] *
Ninter / 60.0; archivoSalida << "\n";
}
archivoSalida << "\n";
archivoSalida << "Omegamax="; archivoSalida << resulmax; archivoSalida << "\n";
archivoSalida << "\n";

//Parte 8: obtenciodn del calor especifico a volumen constante.
archivoSalida << "Temperatura (K)"; archivoSalida << "\t"; archivoSalida << "cv
(3/(Kg*K))"; archivoSalida << "\n";
for (int T = 1; T < 1001; T++)
{
cv = @; //Inicializacidén de cv a cero.
for (int i = 2; i < Ninter + 1; i++)

{
cv = cv + f[i] * omega[i] * omega[i] * exp(hbarra * omega[i] / (kB *
T)) / (T * T * (exp(hbarra * omega[i] / (kB * T)) - 1) * (exp(hbarra * omega[i] / (kB * T))
- 1)
}

cv = ¢cv * hbarra * hbarra / (kB * N * N * N * 63.55 * 1.66053e-27); //Calor
especifico a volumen constante en J/(Kg*K).
archivoSalida << T; archivoSalida << "\t"; archivoSalida << cv; archivoSalida
<< "\n";
}

archivoSalida.close();
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