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Deseo fervientemente que usted resuelva en 1976 el problema de los 3 cuerpos

Felicitacion de V. Szebehely (autor de textos sobre la estabilidad

del Sistema Solar) a sus amigos y colegas en las Navidades de 1975
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0. Introduccion

La estabilidad de los sistemas dindmicos es una cuestiéon delicada, ya sea para escalas
pequeinas, como la subatdmica, ya sea para grandes escalas, como la cosmolégica. Nosotros,
en este trabajo, nos hemos interesado por una cuestion abierta de la Fisica: ¢Es estable el
Sistema Solar? Esta pregunta surgid de forma natural tras los trabajos sobre gravedad y
Orbitas planetarias de Kepler y Newton, ya que en estos no se incluia la interaccién que los
planetas ejercian entre si. Estas interacciones aumentaban la complejidad en el calculo de
trayectorias, ya que se pasaba de un problema de dos cuerpos a un problema de n cuerpos. Por
tanto, el Sistema Solar, en caso de no ser un sistema integrable, podria resultar caético.

En nuestro estudio del problema ofreceremos una perspectiva matematicamente cldsica, es
decir, sin métodos numéricos ni simulaciones por ordenador, siendo estas otras formas de
analizar la cuestion. En un recorrido de siglos, trataremos de profundizar en el problema de la
estabilidad de nuestro sistema planetario con el maximo rigor, acudiendo a las fuentes
originales en muchos casos, como por ejemplo, los andlisis o ideas de Kepler, Newton, Jacobi o
Poincaré. Procuraremos, ademds, actualizar dicho estudio y establecer nuevas vias de
investigacion con comentarios y analisis personales que estardn presentes de forma
transversal en todo el proyecto, especialmente en su parte final. Al final de cada bloque se
encuentran notas que explican, aclaran, o matizan estudios y comentarios de otros autores o
los mios propios.

En los bloques 1 y 2, presentaremos las leyes basicas de la mecanica celeste, haciendo un
recorrido por tres grandes nombres como son Kepler, Newton y Einstein. Las leyes y principios
expuestos las hemos obtenido directamente de las obras de los tres autores, asi como sus
comentarios. Se trata el problema como un sistema de dos cuerpos y se analiza con la
mecanica de Hamilton-Jacobi.

En el bloque 3, se expone un primer estudio formal del problema (aunque se hacen referencias
a los trabajos de Laplace y otros), como es el de Jacobi de 1842. Dicho analisis, lo hemos
tomado de las lecciones sobre dindmica que este impartié en la Universidad de Kénigsberg en
el semestre de invierno de 1842-1843. También se presenta el concurso de 1885 del Rey Oscar
de Suecia y la pregunta textual de Weierstrass sobre el problema de los n cuerpos, que
provoco la participacion de Poincaré y los primeros indicios de caos en el problema de los 3
cuerpos.

En los bloques 4 y 5 se estudia la no integrabilidad de los sistemas de los 3 y n cuerpos y la
Teoria de Perturbaciones con la que se afronta este tipo de sistemas no integrables. Se
concluye con la posibilidad de divergencia en las series debido a los pequefios denominadores,
asi como con la posibilidad de resonancias y el caso de Jupiter y Saturno.

En el bloque 6 se analiza el problema de los pequefios denominadores mediante Teoria de
Numeros, exhibiendo el problema de la estabilidad del sistema planetario una bonita conexién
con esta rama de las matematicas a través de las aproximaciones diofanticas. Se concluye con
el célebre Teorema KAM de los afios 60, que demostré que la mayoria de las drbitas son
estables.
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En el bloque 7 se ejemplifican algunos resultados sobre resonancias y caos en el Sistema Solar.
Se exponen casos como el Cinturén de Asteroides, el movimiento de Hiperién o el Cometa
Halley.

Por ultimo, en el bloque 8, se amplian algunos estudios como el de Jacobi y se ofrecen nuevas
vias de investigacion, como la influencia de la expansion cosmoldgica en las drbitas planetarias.
Se analiza su efecto como perturbacién en el problema de los dos cuerpos y se presenta una
cuestién no resuelta, como es la anomalia Pioneer. Nosotros, tratando ampliar el estudio,
iniciamos un analisis nuevo como es la Ecuacién de Binet sobre las drbitas incluyendo
perturbaciones de la Relatividad General y la aceleracién cosmoldgica, obteniendo que para
distancias inferiores a 4448 UA, la perturbacion relativista es superior a la cosmoldgica. Se deja
constancia también de que, en nuestros calculos, ha aparecido la anomalia Pioneer de forma
natural al tener en cuenta ambas perturbaciones, lo que no creemos que sea una mera
coincidencia. En cualquier caso, se deja un analisis mas profundo de esta via de estudio para
futuras investigaciones. Finalmente, se exponen algunas predicciones por métodos de
simulacidn de Laskar y se predice, como curiosidad especulativa, la duracién del Sistema Solar
a través del Principio de Mediocridad de Gott.
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1. Leyes de la Mecanica Celeste: germen del problema

Para analizar matematica e histéricamente la cuestidn de la estabilidad y caos en el Sistema
Solar, antes parece razonable establecer brevemente cudles son las leyes fisicas bdasicas que
rigen el movimiento de los cuerpos en virtud de las fuerzas gravitatorias que ejercen sobre
estos otros cuerpos celestes, esto es, la Mecdnica Celeste. Matematicamente diriamos que
debemos fijar unos axiomas para luego aplicar el método deductivo.

Como el objetivo de nuestro trabajo no es un profundo desarrollo histdrico sobre los modelos
planetarios y las leyes gravitatorias que rigen en el Universo a gran escala, sélo nos
centraremos en tres grandes saltos conceptuales (Kepler, Newton, Einstein), obviando a otros
gigantes como Aristarco, Copérnico o Galileo, para luego concluir sobre qué leyes utilizaremos
en nuestros analisis y porqué. Como nuestro trabajo, ademdas de analitico, pretende ser
rigurosamente histérico, en muchos casos expondremos las leyes o comentarios tales y como
los autores las escribieron en las obras originales.

1.1 Johannes Kepler (1571-1630)

Kepler, como astrdnomo y tedlogo, mantuvo que la centralidad del Sol mantenia los planetas
ordenados y en movimiento, a pesar de las implicaciones religiosas.

Entre 1609 y 1618, apoyado en las observaciones del astronomo Tycho Brahe, establecié un
modelo heliocéntrico sobre el movimiento de los planetas en sus érbitas alrededor del Sol. Las
tres leyes enunciadas por Kepler se pueden resumir de la siguiente forma (entre paréntesis
escribimos parte de las palabras textuales de Kepler del Libro Quinto, Las Armonias del
Mundo):

1. Leyde las Elipses
Los planetas describen drbitas elipticas en su movimiento alrededor del Sol, estando
este en uno de sus focos (demostrado estd también por mi, al mismo tiempo, ser eliptica la

orbita del planeta, y estar el Sol, fuente del movimiento, en el otro foco de esa elipse)

2. Leydelasdreas
El vector posicidn de cualquier planeta respecto del Sol barre areas iguales de la elipse
en tiempos iguales (a supuestos tiempos iguales, pongamos un dia natural en ambos casos,
los correspondientes arcos diarios verdaderos de una 6rbita excéntrica mantienen entre si

proporcion).

3. Ley Armonica
Los cuadrados de los periodos T de revolucion son proporcionales a los cubos de los
semiejes mayores a de la elipse, es decir, T°=k-a>. Siendo k una constante de
proporcionalidad (es cosa certisima y en todo exacta que la proporcion que existe entre los
tiempos periédicos de dos planetas cualesquiera sea precisamente la proporcion sesquidltera

entre las distancias medias).
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Kepler, a lo largo de sus publicaciones previas sobre la no uniformidad de las separaciones
entre los seis planetas conocidos (Mercurio, Venus, La Tierra, Marte, Jupiter y Saturno) ya
mostraba seguridad en que sus teorias se mostrarian correctas, nos referimos a Mysterium
Cosmographicum de 1596. El declaré textualmente:

Nunca podré expresar con palabras cuan intenso fue mi placer al efectuar este descubrimiento. Ya no
lamenté el tiempo que me habia costado. Consumia dias y noches en cdlculos, para comprobar si esta
idea concordaba con las érbitas copernicanas, o si mi alegria seria llevada por el viento. Al cabo de
unos pocos dias todo encajaba, y vi como un planeta tras otro se situaban con precision en su lugar.

Las leyes de Kepler eran descriptivas, para la fundamentacion hubo que esperar a otro genio...

1.2 Isaac Newton (1643-1727)

Newton se considera el padre del calculo infinitesimal (con permiso de Leibniz), de la teoria de
la luz y, en cuanto a los intereses de nuestro proyecto, de la mecanica y el movimiento
planetario. En su gran obra ®filosophiae Naturalis Principia Mathematica, definié las leyes del
movimiento y de la atraccién gravitatoria, explicando que la gravedad predecia los
movimientos de la Luna. En el libro primero de los tres que comprendian los Principia,
establecid las tres famosas leyes del movimiento;

1. Todo cuerpo persevera en su estado de reposo o movimiento uniforme y rectilineo a no ser en
tanto que sea obligado por fuerzas impresas a cambiar su estado.

2. El cambio de movimiento es proporcional a la fuerza motriz impresa y ocurre segun la linea
recta a lo largo de la cual aquella fuerza se imprime.

3. Con toda accién ocurre siempre una reaccion igual y contraria: o sea, las acciones mutuas de
dos cuerpos siempre son iguales y dirigidas en direcciones opuestas.

En concreto, en la Seccidn XI (Del Movimiento de Cuerpos que tienden unos a otros con Fuerzas
Centripetas), Newton aborda con rigor el movimiento de los cuerpos en relacidn con las Leyes
de Kepler. Asi, en la Proposicion LXV. Teorema XXV;

Varios cuerpos, cuyas fuerzas decrecen como el cuadrado de las distancias desde sus centros, pueden
moverse entre si en elipses, y describir mediante radios trazados a los focos dreas muy
aproximadamente proporcionales a los tiempos.

Seguidamente podemos leer un comentario que ya contiene el germen de la teoria de
perturbaciones y el problema de los n cuerpos;

Se ha demostrado en la proposicién anterior el caso en el cual los movimientos ocurren exactamente en
elipses. Cuanto mds se aparte la ley de las fuerzas de la ley alli propuesta, tanto mds perturbardn los
cuerpos sus mutuos movimientos; y tampoco es posible que los cuerpos, con atraccion mutua segin la
ley aqui supuesta, se muevan en elipses exactas, salvo que mantengan entre si determinada proporcion
de distancias(...) pero los cuerpos pequefios pueden disminuirse tanto que dicho desvio, con las
interacciones mutuas, sean menores que unas dadas Yy, por tanto, hasta que las orbitas coincidan con

elipses y las dreas respondan a los tiempos sin mayor error que uno dado.

~ 10 ~
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En el Libro Tercero, Sobre el Sistema del Mundo, encontramos las extensiones de los teoremas
y proposiciones del los dos primeros libros aplicados a nuestro Sistema Solar (bueno, el
conocido en aquella época). En las Proposiciones |, Il y VII (y sus correspondientes teoremas)
encontramos la conocida Ley de Gravitacién Universal;

Las fuerzas por las cuales los planetas primarios son continuamente desviados de movimientos
rectilineos y retenidos en sus orbitas se dirigen hacia el Sol y son inversamente proporcionales como
los cuadrados de las distancias al centro del mismo. (...) La gravedad ocurre en todos los cuerpos y es
proporcional a la cantidad de materia existente en cada uno.

Y ahora, en la Proposicidn X. Teorema X, encontramos por primera vez una idea relacionada
con el movimiento perpetuo de los planetas, necesario para la estabilidad del sistema

planetario;

El movimiento de los planetas en los cielos puede conservarse durante mucho tiempo.

Es muy revelador que Newton hiciera este comentario a modo de teorema, pero no dijera “el
movimiento de los planetas en los cielos puede conservarse indefinidamente”. Nos
centraremos en el ultimo pdrrafo de su demostracién dada la conexion con el tema del
proyecto;

En los espacios proximos a la Tierra nada hay que produzca resistencia salvo vapores y exhalaciones
del aire. Si estos son extraidos con todo cuidado de un vaso de cristal cilindrico cerrado, los graves
caen dentro del vaso con toda libertad y sin resistencia sensible alguna; el mismo oro y una pluma
muy leve soltados a la vez caen con igual velocidad, y describiendo en su caida una altura de cuatro,
seis, u ocho pies tocan el suelo a la vez, como se ha visto experimentalmente. <Y, por tanto, si nos
trasladamos a los cielos, vacios de aire y de exhalaciones, los planetas y los cometas sin resistencia
sensible alguna se moverdn por esos espacios durante larguisimo tiempo.

Una nueva época, la mecanica newtoniana, basada en la razén humana y el poder para
predecir los movimientos en la Tierra y en los Cielos estaba a punto de comenzar. El
determinismo estaba servido, y era inquebrantable... ¢o no?

Por ultimo, en el escolio general de la obra, Newton busca una explicacién divina a la
estabilidad de los sistemas planetarios;

Tan elegante combinacion de Sol, planetas y cometas solo puedo tener origen en la inteligencia vy
poder de un ente inteligente y poderoso. Y si las estrellas fijas fueren centros de sistemas semejantes,
todos ellos construidos con un esquema similar (...) para que los sistemas de las fijas no caigan por la
gravedad uno sobre otro, é[ los habria colocado a inmensas distancias uno de otro.

Y evidencia que, a pesar de lo explicado en los Principia, no ha encontrado la respuesta a la
pregunta mas fundamental;

Hasta aqui he expuesto los fendmenos de los cielos y de nuestro mar por la fuerza de la gravedad,
pero todavia no he asignado causa a la gravedad. (...) Pero no he podido todavia deducir a partir de
los fendmenos la razon de estas propiedades de la gravedad y yo no imagino hipdtesis.

~11 ~
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Obviamente, la pregunta era “équé es la gravedad?” Para intentar contestar a esta pregunta y
poner de manifiesto las perturbaciones en algunos movimientos celestes hubo que esperar
mas de doscientos afios.

1.3 Albert Einstein (1879-1955)

El perihelio de Mercurio y su desplazamiento se conocia en el siglo XIX y era la perturbacién
mas grande de la Mecanica Celeste Newtoniana. En 1850, Le-Verrier, codescubridor de
Neptuno, calculd que la mayor parte del efecto se debia a Venus, aunque quedaba por explicar
un residuo de 43” de arco por siglo. Pensd que se debia a un planeta interior a Mercurio
(Vulcano), pero este jamas se encontrd. Albert Einstein encontraria la respuesta.

En 1915, Einstein publicaria su obra cumbre, la Teoria de la Relatividad General, que explicaba
la gravedad como un efecto de la deformacién que las masas creaban en el espacio
circundante, es decir, geometrizd la gravedad. Como la fundamentacidn de esta teoria queda
fuera de las pretensiones del presente proyecto, sdlo nos centraremos en uno de los tres test
clasicos que el autor propuso para corroborar sus teorias. En el texto original, en el apartado
del Fundamento de la Teoria de la Relatividad General (Die Grundlage der allgemeinen
Relativititstheorie, Annalen der Physik, 49, 1916) se establece en el punto 22: (...) Movimiento
del Perifielio de una Orbita Planetaria;

Si calculamos el campo gravitatorio en un grado de aproximacion superior, y con una precision
correspondiente el movimiento orbital de un punto material de masa relativa infinitamente pequeria,
encontramos una desviacion del siguiente tipo de las leyes de Kepler-Newton del movimiento
planetario. La elipse orbital de un planeta experimenta una lenta rotacion en la direccion de

movimiento, de valor:
2

= 24m3
‘ o T?2c%2(1 — e?)

por revolucion. En esta formula a denota el semieje mayor, ¢ la velocidad de la (uz en la medida

normal, e la excentricidad, T el tiempo de revolucién en sequndos.

Las correcciones relativistas de Einstein al potencial newtoniano eran de 42.98+0.04” de arco
por siglo, ilo que correspondia a las observaciones!

El formalismo relativista para llegar a esa conclusion consiste en calcular la nueva trayectoria
como una suma de la solucidn newtoniana y una perturbaciéon con un pardmetro adimensional
de la perturbacidn (este método se vera mas adelante en la Teoria de Perturbaciones). Ese
parametro ofrece un valor del orden de 107 para Mercurio, y disminuye conforme mas lejos
esté el planeta del Sol y mds excéntrica sea la érbita. Los cdlculos se pueden encontrar en los
articulos originales: 7. FEinstein, Sitzungsber. D. Preuss. Akad. Wis, 1915, p.831, y K.
Schwarzschild, ibid., 1916, p. 189. Por tanto, aunque cualitativamente hablando es un salto de
gigante, no lo es cuantitativamente, por lo que se despreciard de ahora en adelante en los
analisis de estabilidad del Sistema Solar, valiéndonos, por tanto, de la mecanica newtoniana.

~12 ~



Estabilidad y Caos en el Sistema Solar Jose Javier Arenas Terrer

Sin embargo, hemos comentado al principio que el desplazamiento del perihelio de Mercurio
se pensaba que era debido a la influencia de otros planetas, especialmente Venus, por lo que
se deduce que las ecuaciones clasicas de la mecdnica celeste predicen trayectorias elipticas de
los planetas sin contar con las anomalias producidas por otros cuerpos celestes, es decir,
ofrecen soluciones exactas para problemas de dos cuerpos que no tienen en cuenta otras
interacciones. Trataremos esto en el siguiente punto con la Mecanica de Hamilton-Jacobi.

~13 ~
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2. Mecanica de Hamilton-Jacobi: problema de los dos cuerpos

Aunque aparentemente regular y predecible, a priori, la evolucién del Sistema Solar podria
llevar a lo que conocemos como caos determinista (sistemas con trayectorias irregulares y no
predecibles, pero de evolucién determinista). Otra posibilidad es que haya casos concretos de
movimientos cadticos en el Sistema Solar (oblicuidad de los planetas o rotacion de satélites,
por ejemplo), algo que estudiaremos en las secciones finales del presente proyecto, tras las
investigaciones de Poincaré. Como ya adelanté Newton en la Proposicidn X, Teorema X, y cuya
demostracién hemos expuesto, el Sistema Solar es un sistema conservativo, formando parte
de una variedad de sistemas que presentan conservacion de la energia total y se pueden
estudiar bajo la mecanica de Hamilton-Jacobi; los sistemas Hamiltonianos.

Aunque Hamilton y Jacobi vivieron a lo largo del siglo XIX, el formalismo matematico lo
avanzamos ahora, ya que lo aplicaremos al problema de los dos cuerpos (predecesor por
simplicidad del problema de los 3 y los n cuerpos) y serd la mecanica que utilizaremos en el
resto del trabajo.

Supongamos el caso simplificado en que unos de ellos, el de masa M>m, esta fijo en un punto
del espacio. Esta aproximacion la podemos justificar en nuestro caso teniendo en cuenta que
el Sol supone el 99.8% de la masa total del Sistema Solar, con lo que el centro de masas de
este se encuentra en el interior de tal estrella.

El cuerpo de menor masa se movera bajo el campo gravitatorio de M, en donde la energia
cinética y potencial gravitatoria en coordenadas cartesianas serdn:

1
T = Em(xz +3'12)

Mm
T y?

Hemos considerado el movimiento en el plano X,Y ya que el potencial es central y el vector

V=-G

momento angular se conserva en ausencia de momentos de fuerzas exteriores. Como el
momento angular representa el vector normal al plano de los movimientos, si es constante en

~14 ~
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direccién, sentido, y médulo, una de las consecuencias es que el plano de la dindmica es
también sera estable. Llamando Z al eje del momento, el movimiento de m quedara confinado
en el plano X,Y.

Por otra parte, dada la simetria del problema y la dependencia del momento angular con el
angulo (y, por tanto, la coordenada ciclica buscada, como veremos), resulta recomendable el
uso de coordenadas polares:x = rcos@®; y = rsen®

Si derivamos ambas variables respecto al tiempo y, utilizando de nuevo la terminologia
newtoniana en las derivadas temporales;

X% +y% =72 4+ r2p?
Asi, nuestro nuevo sistema de energias;

1 .
T = Em(fz + r20?)

Mm
V=-G—
T

Hemos llegado, a partir de dos conjuntos de variables (posiciones y velocidades), al llamado
lagrangiano L del sistema:

Mm

1 :
L=T—V=§m(r2+r2(z)2)+67

A partir de la funcidn lagrangiana se pueden escribir las conocidas como ecuaciones
lagrangianasdel movimiento, que representaran la dindmica del sistema;

d (6L> daL 0

En donde, de forma genérica, q y g; representan posiciones y velocidades, respectivamente.

La siguiente transformacidn permite llegar al HamiltonianoHdel sistema;

H=) pigi—1
i

Volviendo al caso particular del sistema de dos cuerpos y definiendo los momentos asociados a
las variables como:

aL

Pz=a—qi

Encontramos que dichos momentos son:

oL aL

~ 15 ~
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En donde r y @ representan los dos grados de libertad (como veremos mas adelante, el
numero de grados de libertad serd determinante en el estudio de sistemas de mas cuerpos).

Por tanto, nuestro hamiltoniano en el sistema de dos cuerpos sera:

.1 . Mm
H =p, 7+ pysd —Em(f”z + T'Z(DZ) — GT

El cual, escrito en funcion de coordenadas y momentos;

1 pz Mm
H=—|p2+ 22| X
2m r r
Podemos observar que H no depende explicitamente del tiempo, es decir, si nuestro sistema
es conservativo:

0H
at
Esto implica que, sobre las trayectorias del sistema, existe una cantidad conservada, la energia

E, (H=E).

El sistema de Hamilton representa las ecuaciones de movimiento del sistema, que de forma
general;

dt  dq;’ dt dp;
Suponiendo n grados de libertad, estas ecuaciones forman un conjunto de 2n ecuaciones

diferenciales de primer orden, en lugar de lasn de segundo orden que proporcionan las de
Newton. Aplicando dichas ecuaciones a nuestras variables, encontramos:

aH_pq) o aH_pr_

opg mr2 T dp, m
OH .  GMm pj OH o
o PrT T Tyd ap . PeT

De esta ultima conclusion obtenemos que mri@ = cte, lo gue demuestra la potencia del
formalismo hamiltoniano, ya que si la funcién hamiltoniana no contiene explicitamente una
coordenada, el momento conjugado de ésta se conserva sobre las trayectorias del sistema. En
nuestro caso, desemboca en la conservacién del momento angular (algo que ya sabiamos al
considerar el movimiento en el plano X)Y). A la coordenada en cuestidn, se le llama
coordenada ciclica.

~ 16 ~



Estabilidad y Caos en el Sistema Solar Jose Javier Arenas Terrer

El objeto del trabajo no es realizar una exposicién detallada y amplia de la mecanica de
hamiltoniana, con las transformaciones candnicas oportunas y la obtencidn de la ecuacién de
Hamilton-Jacobi, asi como la obtencién de las soluciones de las ecuaciones de movimiento
planetario en el problema de los dos cuerpos, para ello se pueden consultar textos clasicos de
mecanica cldsica como por ejemplo “Classical Mechanics. H. Goldstein”, que hace un estudio
profundo en el capitulo tres. Lo que si forma parte del objeto del proyecto es presentar la
mecdanica hamiltoniana como recomendable para estudiar el problema de la estabilidad del
Sistema Solar (frente a la newtoniana, debido a la reduccion en un orden de las ecuaciones
diferenciales), al igual que realizar la observacion de que el problema de los dos cuerpos aqui
expuesto tiene solucidn analitica, con lo que las trayectorias serdn predecibles. Hemos de
observar que las ecuaciones del sistema con dos grados de libertad (posicién y angulo), cuenta,
al menos, con dos constantes de integracidon (energia y momento angular), lo que, como
veremos mas adelante resultara determinante en la resolucién de sistemas hamiltonianos.

Al igual que el nimero de grados de libertad, las coordenadas ciclicas y, por tanto, los
momentos y cantidades conservadas en un sistema dindmico, juegan un papel protagonista en
la resolucion analitica y predicciones sobre la estabilidad del Sistema Solar, como veremos.

~17 ~



Estabilidad y Caos en el Sistema Solar Jose Javier Arenas Terrer

3. Desarrollo histdrico del problema.

De los puntos anteriores, podemos filtrar una conclusién comun a ambos; la mecdanica clasica
describia a la perfeccidon el movimiento planetario despreciando la interaccién del resto de
cuerpos del Sistema Solar entre si, es decir, las érbitas teéricamente elipticas sélo eran una
manifestacion de la interaccidon Sol-planeta. Siendo conscientes de esto, la idea de que las
Orbitas planetarias podrian no ser estables a largo plazo fue germinando en los estudios y
especulaciones de algunos grandes matematicos y fisicos de la época.

En este apartado describiremos las anomalias que motivaron a Laplace en sus investigaciones y
conclusiones, asi como el primer analisis matematico riguroso (Jacobi, 1842) sobre el problema
de la estabilidad global. Terminaremos con la exposicidén textual del concurso matematico que
alenté a Poincaré a estudiar el problema. Creemos conveniente apuntar que las series
matematicas que florecen en la mecdnica determinista de Laplace las mostraremos y
analizaremos en los siguientes puntos del proyecto desde el formalismo hamiltoniano, en
donde estudiaremos las conclusiones de Poincaré con mas rigor que en este apartado asi como
la convergencia o no de dichas series.

3.1 Primeros estudios

Los Principia redujeron la fisica conocida y dieron respuesta a todo un conjunto de planetas en
movimiento, pero dejaron algunas preguntas abiertas;

Si todos los planetas giran alrededor del Sol en el mismo sentido y casi en el mismo plano, ées
posible que el Sistema Solar se formara sdlo por la accion de causas naturales a partir de una
distribucion inicial uniforme de materia, o fue consecuencia del disefio? i Por qué las drbitas de
los dos planetas mayores, Jupiter y Saturno, a veces se retrasan y otras se adelantan respecto a
sus predicciones tedricas?

La primera de estas cuestiones la presenté el reverendo Richard Bentley en 1687, y la segunda
cuestién emana de las observaciones de TychoBrahe (en las que se basé Kepler para enunciar
sus leyes) a lo largo del siglo XVI. La obra de Newton no respondia a ninguna de estas
preguntas, ya que él mismo afirmé sobre la primera pregunta que su sistema no podia explicar
de ninglin modo tales regularidades, aunque si que estaba convencido de que el origen no
podia ser casual; la causa “no puede ser fortuita, sino dotada de grandes dosis de Geometria y
Mecdnica”. En cuanto a las perturbaciones en las orbitas de Jupiter y Saturno, Newton creia
que eran acumulativas, con lo que, segun él, Dios deberia ajustar las drbitas periédicamente
para mantener el equilibrio del Sistema Solar.

Pierre Simon de Laplace (1749-1827) estudid estas cuestiones y otras a lo largo de numerosos
articulos, publicando las conclusiones en Exposition Du Systeme Du Monde (1796) y en
Mécanique Céleste, cuyo primer volumen aparecido en 1799. A lo largo del siglo XVIII los
astronomos descubrieron el planeta Urano asi como lunas adicionales de Saturno, con lo que
los planetas y satélites conocidos sumaban 28, por tanto, si el movimiento comun de 29
movimientos (incluyendo el Sol) era el resultado de la casualidad, la probabilidad de este
evento seria extremadamente pequefia; 2%° (partiendo de que el movimiento se da en un
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mismo plano, ya que de no ser asi, la probabilidad seria practicamente cero),
aproximadamente juna entre 500 millones!. Laplace reconocié que la regularidad existente en
los cielos debia tener una causa y la encontrd, ya que demostré cémo el Sistema Solar podia
haberse formado a partir del movimiento rotatorio de una atmdsfera alrededor de una estrella
central, cuyos planetas y lunas se habria formado como bolas de gas que se enfriaron y
condensaron paulatinamente, y cuyo movimiento giratorio tenia que estar definido en el
mismo sentido y casi en el mismo plano que la estrella central, en nuestro caso, el Sol. No
profundizaremos en esta idea ni en su demostracién ya que no es el objeto del proyecto.

En cuanto a la cuestidn de Jupiter y Saturno, cuyas perturbaciones orbitales ya hacian temer
sobre la posible inestabilidad del Sistema Solar, Laplace demostré que no eran acumulativas
como temia Newton, sino que se repetian con un periodo de 929 ainos. Asi, inspirado en un
trabajo de Lagrange de 1766 (que no reproduciremos aqui), Laplace también demostrd que la
excentricidad de las drbitas planetarias esta acotada inferior y superiormente. Con estos y
otros estudios como la vinculacion de aceleracién media de la Luna con la disminucion de la
excentricidad terrestre quedd aparentemente zanjada la cuestion de la estabilidad del Sistema
Solar y la evidencia del determinismo newtoniano. En cualquier caso, contrariamente al
pensamiento de Newton, Dios no debia intervenir para evitar el desequilibrio de los
movimientos planetarios.

Podemos inferir de los estudios de Laplace que las demostraciones sobre la estabilidad de los
desplazamientos planetarios y lunares se asienta sobre la consideracién de dichos astros como
un conjunto de cuerpos rigidos que se mueven en el vacio. Sin embargo, hemos de sefialar que
los analisis estan basados en observaciones que parecian mostrar inestabilidades, con lo que
queda fuera del estudio y, por tanto, de la demostracién, cualquier perturbaciéon no observada
ni supuesta a largo plazo en alguna de las configuraciones que el Sistema Solar tomara a lo
largo del tiempo. Como ya hemos adelantado al principio de este apartado, el primer andlisis
tedrico riguroso de la cuestion lo realizé Carl Gustav Jakob Jacobi (1804-1851), en el cual si
gue nos detendremos y analizaremos. El analisis de Jacobi lo hemos tomado directamente de
Jacobi, C. G..Jacobi'sLectureson Dynamics. Editedby A. Clebsch, HindustanBookAgency 2009, y
son las lecciones que impartié en la Universidad de Konigsberg en el semestre de invierno del
curso 1842-1843.

3.2 Analisis de Jacobi

En las lecciones sobre dinamica que Jacobi impartié durante el curso 1842-43, se encontraba
un capitulo (Lectura 4, Principio de Conservacion de la “Vis Viva”) en que profundizaba en el
teorema de las fuerzas vivas y su relacién con el potencial. Tomando el potencial como una
funcién homogénea de grado k y aplicando el teorema de Euler™ sobre dichas funciones se
obtiene una ecuacion diferencial de segundo orden que, considerando las masas planetarias
como puntuales, representa la segunda derivada del momento de inercia respecto al tiempo. A
partir de dicha expresidn, Jacobi realiza un analisis de las soluciones segun los rangos de los
pardmetros y tomando la funcién potencial como el potencial gravitatorio con signo positivo.
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Nosotros, reproduciremos y comentaremos parte de dicho capitulo, ya que nos centraremos
principalmente en las referencias a la estabilidad del Sistema Solar (pdgina 28 del texto que
nosotros hemos manejado) con el objeto de no dispersar la atencion con largos desarrollos
analiticos validos también para otros sistemas dindamicos.

Jacobi, tras integrar ecuaciones de movimiento para un sistema dindmico general bajo un
potencial U (ver lectura 2 e inicios de la lectura 4 del texto) obtiene;

o f(B) 4 (2 + (&)} -v

m; R —_ =

2 I\ dt dt dt

Siendo h una constante de integracién,m; las masas, y en donde se considera el movimiento de
estas en los tres ejes cartesianos.

Sustituyendo las velocidades en los ejes por la velocidad total a lo largo de la trayectoria

1 2
Ezmivi :U+h

Lo que adquiere la forma del teorema de la vis viva. En palabras de Jacobi: “la mitad de la vis

correspondiente;

viva de un sistema es igual a la_funcion-fuerza mds una constante’. La mayor importancia del
teorema reside en que “si un sistema se mueve de una posicion a otra, entonces la diferencia
de la vis viva del sistema entre el inicio y el final es igual a la diferencia entre los valores de la
funcién fuerza en esos instantes’. Hacemos notar que la constante h desaparece de dicho
enunciado ya que al restar el miembro de la derecha de la ecuacidén en dos instantes
diferentes, dicha constante queda eliminada tras dicha resta. Esta mitad de la diferencia entre
los valores iniciales y finales de dicha suma es la medida del trabajo del sistema.

Continuando con las secciones del estudio que nos interesan, Jacobi aplica el teorema de Euler
para funciones homogéneas (aunque lo menciona explicitamente);

Z( 6U+ 6U+ aU)—kU
xiaxl' yiayi ZiaZi N

Bajo la simbologia adecuada basada en los movimientos de las masas a lo largo del tiempo
(ecuacion 2.2, lectura 2) y afiadiendo la ecuacion de la que hemos partido, multiplicada por 2,
Jacobi llega a la expresion:

d*(Tmr?)

= @k + DU +4h

En donde hemos de tener en cuenta que las distancias r; no se producen desde el origen, sino
que debemos transformarlas en las distancias entre los puntos y la distancia del centro de
gravedad desde el origen. Asi, tras varios célculos, se puede llegar a la expresién pretendida

para nuestro analisis;

d?(Zmip})

2k +4)U + 4h’
a2 =QR2k+4)U +
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Siendo p; los vectores radiales trazados desde el centro de gravedad y h” una nueva cantidad
surgida de los desarrollos no explicitados.

Segln el mismo Jacobi comenta (pagina 28 del texto, penultimo parrafo), el Sistema Solar
representa un ejemplo de este tipo de movimientos de cuerpos en torno a un centro de
gravedad, aunque como en la época no habia datos sobre el movimiento del centro de
gravedad del Sistema Solar, Jacobi comenta que sélo se puede determinar el movimiento
relativo del sistema alrededor de dicho centro. Sisefiala que si se conociera el movimiento del
centro de gravedad, se podria obtener el movimiento absoluto del sistema como una simple

suma de dos movimientos .

Antes de comenzar con el andlisis de las soluciones de la ecuacion anterior, Jacobi hace una
consideracién digna de sefialar, y es suponer que la atraccion gravitatoria fuera de exponente

cubico en lugar de cuadrdtico. En este caso particular tendriamos K = —2, con lo que

sustituyéndolo en la expresion genérica anterior y llamando R al momento de inercia del
sistema;

d?R

acz =

Pero en tal caso el Sistema Solar se desharia, ya que una doble integracion ofrece:
R=2ht’+h't+h"”

Con lo que R tiende a infinito al incrementarse el tiempo, por tanto, al menos un cuerpo del
Sistema Solar deberia desplazarse hacia una distancia infinita del centro de gravedad.

rrr

En realidad, observamos que si la Unica constante distinta de cero fuera h ", el momento de
inercia R seria constante y la estabilidad seria posible para érbitas circulares (algo que esta de
acuerdo con una de las soluciones de la ecuacion de Binet del oscilador armdnico para una

fuerza de exponente cubico). En cualquier caso vemos, ya en 1842, una primera demostracion

de un caso en que el Sistema Solar no seria estable en cuanto al sentido clasico de la pregunta,

es decir, si colapsa o se escapa algun cuerpo del sistema planetario.

Volviendo a nuestro Sistema Solar con la ley de gravitacién de exponente cuadritico,
k = —1, con lo cual;

d* (X mip?)

=2 4
PTe U+ 4h

mpm;- . , .7 .
Tomando U =) —rl ~ (hacemos notar que Jacobi tomd la funcién U como el potencial
i

gravitatorio total cambiado de signo, sin embargo, para ser fieles al texto histdrico,
mantendremos la notacidn del autor).
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En este caso, la constante h “deberia ser negativa para que el Sistema Solar sea estable, ya que
la funcién U, si consideramos sélo fuerzas atractivas, es una cantidad positiva.
Recientemente Bessel ha formulado la hipdtesis de que el Sol ejerce una fuerza repulsiva en
contra de los cometas, relaciondndose esta con observaciones de colas de cometas rechazadas
por el Sol. Ya que aiin no estd confirmada tal hipétesis, nosotros pasaremos por alto dicha
fuerza repulsiva en las consideraciones generales®) Asumiendo esto, obtenemos:

2

d R—2U+4h’
de?

Integrando entre 0 y t;

aR R ’—jt 2U + 4h)dt
R« )

dR
En donde Ry es e[va[om[e; ent = 0.

Si o denota como el valor mds pequefio de U entre dichos limites;

dR Ry > (2a + 4h )t
dt 0 (2a )

Una sequnda integracion entre 0 y t ofrece:
R—Ry—Ryt> (a+2h)t?
O lo que es lo mismo:
R >Ry + Ryt + (a+2h)t?
En donde Ry es el valorde R ent = 0 y «, al igual que U, es una cantidad positiva.

Si 2h” fuera positivo, también lo seria a+2h’, en cuyo caso R tenderia al infinito con el
incremento del tiempo, con lo que el Sistema Solar no seria estable. Concluimos asi que
2h debe ser negativo. Sin embargo, este valor numérico no debe ser mds grande que el mayor
valor de U entre 0 y t, ya que de si no fuera asi todos los elementos de la integral

2[;(U + 2h)dt

serian negativos, con lo que se podria establecer:

dR Ry "< —=2pt
¢~ Ro B

En donde [ es una cantidad positiva, concretamente el valor numérico mds pequefio de
U+2h’entre 0 y t. Integrando;

R <Ry + Ryt — ft?

~22 ~



Estabilidad y Caos en el Sistema Solar Jose Javier Arenas Terrer

En este caso, al incrementarse t, R se aproxima a menos infinito, lo que es absurdo ya que R
representa la suma de cuadrados vy, por tanto, es una cantidad positiva.

Se pueden combinar todas las consideraciones anteriores en la afirmacion de que, entre dichos
limites de integracion, U+2h" no puede tener valores estrictamente positivos ni estrictamente
negativos, suponiendo la estabilidad del Sistema Solar. ‘U+2h debe oscilar hacia adelante y
atrds entre valores positivos y negativos, lo que quiere decir que ‘U debe oscilar entre -2h". Sin

embargo, estas variaciones de U deben estar comprendidas entre [imites finitos definidos, ya

mym;- ,
—~ esto sélo

que si suponemos que U se convierte en una cantidad infinita, como U = ),
i’

puede ocurrir si dos cuerpos estdn infinitamente cerca. Entonces su atraccion llegaria a ser
infinitamente grande, no siendo capaz de separarse, asi que desde ese instante en una t;"=0

definida, y por tanto, U = oo, si uno integra mds alld de ese tiempo, [[ (U + 2h)dt? (y
con ello R) toma valores positivos infinitamente grandes, cualquiera que sea el valor de h'.
Por tanto, para compensar esto, otros cuerpos del Sistema Solar deberian estar infinitamente
lejanos, con lo que la estabilidad del sistema se perderia®. U debe entonces oscilar alrededor
de -2hentre dos [imites definidos. Para el movimiento eliptico U=1/r, -2h"=1/a, (cancelando
términos constantes comunes a ambas cantidades), con lo que r debe oscilar alrededor de a, que
de hecho es el caso; la expansion de 1/r en términos de la anomalia media debe contener el
término constante 1/a, que es lo que sucede en realidad. Para la atraccion mutua de dos
cuerpos los valores negativos de h° dan el movimiento eliptico, h'=0 corresponde al
movimiento parabolico y valores positivos de h™ al movimiento hiperbilico, lo que estd de

acuerdo con nuestros resultados.

El teorema de que U oscila alrededor de -2h°6 U+2h "alrededor de 0 se puede expresar como
que 2U+2h oscila alrededor de U, lo que estd de acuerdo con la ecuacion de la “vis viva” pero
con la constante h en lugar de h” y movimiento relativo a un centro de gravedad. Asi que el
valor de la “vis viva” debe oscilar alrededor del valor de la funcion-fuerza. Si todas las
distancias del sistema [legan a ser muy grandes, entonces la funcién-fuerza llegard a ser muy
pequefia, y también la “vis viva”, lo que concuerda con el respondiente teorema. Por tanto, las
velocidades también [legardn a ser muy pequefias, es decir, cuanto mds aumentan las
distancias, mds pequefias llegan a ser las velocidades. La estabilidad reside en ello.
Consideraciones similares se encuentran en el mniicleo de las investigaciones de Laplace,
Lagrange y Poisson sobre la estabilidad del sistema planetario. Tenemos el teorema:

Si suponemos variables los elementos de una orbita planetaria y expandimos el eje
mayor en términos del tiempo, ello se traduce tinicamente como argumento de

funciones periddicas, sin término proporcional al tiempo.

Este teorema fue probado por primera vez por Laplace solo para pequefias excentricidades y
la primera potencia de las series. Lagrange lo amplié a excentricidades arbitrarias (Mem. De
["Institut, 1808)y Poisson finalmente demostré que también se mantiene cuando se tiene en
cuenta la sequnda potencia de las series (Journal de [‘écolepolytechnique, cat. 15) Este
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trabajo es uno de los mejores. Con la consideracion de la tercera potencia de las series t queda
fuera de las funciones periddicas, pero avin multiplica a estas. Si tomamos la cuarta potencia,

entonces t aparece incluso sin multiplicar a funciones periédicas. El resultado para la tercera
potencia aiin ofrece oscilaciones alrededor de un valor medio, pero infinitamente grande para

t = oo. En el caso de la cuarta potencia dichas oscilaciones no se producen en absoluto. Se
llega a similares resultados para pequerias oscilaciones; al considerar potencias mds altas de
los desplazamientos se llega al resultado de que un pequefio impulso siempre conduce, con el
incremento del tiempo, a grandes oscilaciones.

Sin embargo, como el mismo Jacobi concluye al final del capitulo 4 de las Lecturas sobre
Dindmica, todos los resultados anteriores no demuestran nada; si se desprecian las potencias
mds altas de los desplazamientos, uno supone que el tiempo es pequefio, con lo que no puede

inferir conclusion alguna para grandes valores de t. ®Por tanto, se podria concluir
erroneamente, contando con algunas potencias mds altas, que el Sistema Solar es inestable.

Como ya hemos visto, segun los andlisis de Jacobi, la predictibilidad a largo plazo vy, por tanto,
la precision en el conocimiento de estabilidad del Sistema Solar, dependia de los desarrollos en
serie que emanaban de las ecuaciones de Kepler y la mecanica newtoniana. Como ya hemos
comentado, nosotros escribiremos y estudiaremos las series a través del formalismo
hamiltoniano, que ofrece la ventaja de reducir las ecuaciones diferenciales newtonianas de
segundo orden a otras de primer orden.

El contexto cientifico de los siglos XVIII-XIX era la creencia absoluta en el poder predictivo del
ser humano, ya que la Ley de Gravitacién de Newton asentd el conocimiento de las érbitas de
los planetas. Desde que Halley (1656-1742) observé en 1682 el cometa que lleva su nombre y
predijo acertadamente que regresaria en 1758 (desgraciadamente, como tantas veces en
ciencia, no vivié para comprobar su logro), la mecanica newtoniana se habia convertido en la
manifestacion del gran poder de la razén frente a la religion en cuanto a explicar las leyes de
los cielos. Asi, a pesar de algunos detalles como el hecho de despreciar términos de orden
superior en las series de la mecanica celeste, se pensaba que todo sistema de n particulas con
fuerzas de interaccidn definidas podria ser resuelto.

El problema sobre la prediccion de la estabilidad del sistema planetario se podia encuadrar
como un conjunto de n_cuerpos con fuerzas conocidas de interaccidn. Asi, dadas las
condiciones iniciales de posicién y velocidad, se creia que con el uso de las ecuaciones
diferenciales y en virtud de la unicidad de su solucién se podria determinar la posicion y
velocidad de las particulas para cualquier instante de tiempo. De acuerdo con el pensamiento
general de la época, el Universo se suponia como un enorme sistema cuya dindmica podia ser
resuelta completamente, con lo que el problema de los n cuerpos seria resuelto en cuanto
llegara la persona con la voluntad e inteligencia adecuadas. Como ya hemos expuesto, algunos
cientificos como Laplace, Lagrange o Poisson habian intentado resolver el problema de la
estabilidad del Sistema Solar pero, desgraciadamente, sin llegar a resultados totalmente
concluyentes desde el punto de vista determinista.
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Ludwig Boltzmann (1844-1906), desarrollando la mecanica estadistica, puso de manifiesto que
la vision mecanicista de la naturaleza tenia limites y que en el caso de sistemas de muchas
particulas era necesario realizar un tratamiento estadistico de la informacion. Asi, se comenzo
a crear un clima entre los cientificos sobre la necesidad de incorporar nuevos métodos en el
estudio del sistema planetario. Llegamos asi a un ano clave, 1885.

3.3 El Concurso del Rey; Poincaré

Un afio antes, en 1884, G. M. Leffer, profesor de matematicas de la Universidad de Estocolmo,
le propone al Rey Oscar Il de Suecia y Noruega la realizacién de un concurso matematico,
conmemorando asi el futuro cumpleafios de su majestad. El monarca, aficionado a las
matemadticas tras haber cursado algunas asignaturas de dicha disciplina en la Universidad de
Uppsala, aceptd la propuesta. Aunque el premio equivalia a, tan sélo, varios meses de sueldo
de un profesor universitario (2500 coronas), el prestigio era comparable al de los actuales
premios Nobel.

El jurado estaba compuesto por tres matematicos; el propio Leffer y sus antiguos profesores,
Hermite y Weierstrass (1815-1897), quien representd un papel importante en la evolucion de
los acontecimientos.

El anuncio oficial del concurso fue publicado a mediados de 1885 en Acta Mathematica (de la
que Leffer era el editor-jefe) y Nature. En dicha convocatoria se publicaron cuatro preguntas,
siendo el plazo de entrega de tres afios (es facil imaginar la dificultad de las cuestiones). El
problema propuesto por Weierstrass fue el que pasaria a la historia;

Dado un sistema formado por un nitmero arbitrario de puntos materiales que se atraen
mutuamente de acuerdo con las leyes de Newton, se propone, bajo la hipétesis de que
un choque entre dos o mds particulas no tiene nunca lugar, desarrollar las coordenadas
de cada particula en una serie procedente de funciones conocidas en el tiempo y que

sean uniformemente convergentes para cualquier valor de tiempo.

Parece ser que este problema, cuya solucion ampliard nuestro conocimiento sobre el
sistema del Universo, puede ser resuelto por medio de las herramientas analiticas de
que se dispone actualmente; esto es al menos lo que cabe suponer, ya que poco antes de
su muerte Lejeune-Dirichlet comunicé a un amigo suyo®, matemdtico, que habia
descubierto un método para integrar las ecuaciones diferenciales de la mecdnica, y que
él habia tenido éxito, al aplicar este método, en demostrar la estabilidad de nuestro
sistema planetario de manera totalmente rigurosa. Desafortunadamente no sabemos
nada sobre este método, excepto que el punto de partida para este descubrimiento
parece haber sido la teoria de las oscilaciones infinitesimales. Sin embargo, se puede
suponer con toda certeza que este método no estd basado en largos y complicados
cdalculos, sino en el desarrollo de una idea fundamental simple, que se espera
razonablemente se pueda encontrar de nuevo por medio de un estudio mds serio y

perseverante.
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Sin embargo, en caso de que nadie tenga éxito en resolver el problema propuesto dentro
del plazo del concurso, el premio podria ser otorgado a un trabajo en el cual algiin otro
problema de la mecdnica sea tratado en la forma indicada y sea resuelto

completamente.

Del enunciado del problema se desprende el interés de Weierstrass por la cuestién como el
respeto que le merecia Dirichlet, cuya reputacién de matemadtico riguroso le indujo a creer
que, efectivamente, se podia demostrar la convergencia de las soluciones para el problema de
los n cuerpos.

Leffer envid una carta el 13 de Julio de 1887 a Poincaré (1854-1912) animandole a participar,
cuyo hecho muestra que, con poco mas de treinta afos, Poincaré gozaba ya de una reputacion
de gran matematico'®. Este respondid tres dias después confirmando su participacion e interés
en resolver la cuestién de las n particulas en interaccion. En dicha carta, Poincaré ya hace
referencias a los resultados encontrados en el problema restringido de los tres cuerpos, en
donde dos masas puntuales giran una alrededor de la otra describiendo una circunferencia, y
cuyo problema reside en conocer el movimiento del tercer cuerpo de masa despreciable para
que no afecte al movimiento de las masas principales.

A lo largo de los dos anos transcurridos, Poincaré trabajé duramente en el problema de los
tres cuerpos, profundizando en el estudio de érbitas periddicas y su estabilidad, condiciones de

resonancia (ya tratadas en su tesisSur les propiétés des fonctionsdéfinies par les
équationsauxdifférencespartielles, de 1879), periodicidad de las o¢rbitas en ausencia de
pequefios divisores y divergencia si estos aparecian, asi como en la integrabilidad de sistemas

dindmicos y, mas tarde, en lo que hoy conocemos como caos. Relaciona los resultados con el
problema de los n cuerpos y la inestabilidad del Sistema Solar. La memoria (162 paginas),
presentada en Mayo de 1888 como respuesta al concurso, representaba un salto de gigante en
la teoria de ecuaciones diferenciales y en el estudio de la estabilidad planetaria. El 20 de Enero
de 1889, dia previo al sexagésimo cumpleaiios del Rey, este aprobd el resultado propuesto por
el tribunal del concurso, concediendo el premio como ganador a Henri Poincaré"). El
matematico, ya conocido, salté a la fama mundial®.

Algunos de los avances matematicos de Poincaré se desprenderan de los siguientes apartados;
sistemas no integrables, teoria de perturbaciones, y el problema de los divisores pequefios.
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(1) Seaf:C c R™ -» R/si (xq,x3,...,%,) € C = (axq,axy,...,ax,) € C,con a > 0;
Se dice que f(xq,xy, ..., X, ) €s una funcion homogénea de grado k si para todo a >

0 se cumple que f(axy, axs, ..., ax,) = a*f(xqy, Xz, ., Xp)

El Teorema de Euler para funciones homogéneas_

Si f es una funcién homogénea de grado k, se cumple que:

i=1 !

Siendo m el nimero de parametros independientes.

Estas definiciones y teoremas son fundamentales en el analisis de Jacobi, ya que de no
cumplirse, el desarrollo genérico debe modificarse, algo que analizaremos al final del
proyecto.

(2) Segun el Principio de Relatividad de Galileo el movimiento absoluto no se puede
determinar por un experimento mecdnico. Newton creia que el Unico sistema de
referencia privilegiado es el propio espacio, al que clasificaba como absoluto y divino,
al igual que el tiempo. Con la llegada de las Teorias de la Relatividad de Einstein de
1905 y 1915, se comprobd que el movimiento absoluto no existe, ya que ni el espacio
ni el tiempo en si mismos son magnitudes absolutas puesto que dependen de las
velocidades y masas de los cuerpos, no habiendo, por tanto, marcos de referencia
privilegiados.

(3) Actualmente sabemos que los cometas
tienen dos tipos de colas principalmente,
una formada por polvo y otra por gas. Las
cola de gas es menos pesada que la de
polvo y una fuerza relativamente pequefa
puede superar la inercia orbital del cometa
que la arrastra, por tanto, la misteriosa
fuerza repulsiva a la que se referia Bessel

era en realidad el viento solar (particulas y
radiacion emitida por el SO|) que interaccionan http://astronomia.cuatrineros.es/cometas.html

con las particulas del gas y las ionizan y desvian de la trayectoria del cometa.

(4) Debemos observar que la atraccidn infinita para dos cuerpos infinitamente cerca, que
analiza Jacobi, ocurre porque ha supuesto las masas como particulas puntuales. La
aproximacién de tomar los planetas como masas puntuales se puede considerar
correcta si podemos despreciar su tamafo con respecto a las distancias que les
separan, algo que no podemos hacer si las distancias son comparables o mas pequefias
que los radios de los cuerpos. En realidad, si dos planetas se acercan hasta el limite de
colisionar, r;;- # 0, ya que la distancia entre dos cuerpos no puntuales se define como
la que existe entre sus centros de gravedad, con lo que 1;; = R; + R;- , siendo los
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(5)

(6)

(7)

(8)

sumandos los radios de los planetas. Vemos asi que la atraccion no seria infinita, por lo
que si podrian separarse.

Observamos como consecuencia de ello que la deduccidon que hace Jacobi sobre el
hecho de que para compensar la atraccion infinita, otros cuerpos deben alejarse hasta
el infinito para mantener la estabilidad del Sistema Solar, tampoco es correcta, ya que
las colisiones binarias si que pueden darse por los motivos expuestos en la primera
parte de la argumentacion.

LeopoldKronecker, estudiante de Dirichlet. Este Ultimo, entre sus muchas
aportaciones, establecié criterios de convergencia de series y estudid el equilibrio de
sistemas y el potencial newtoniano. Nacid en 1805 y, en 1859, declaré haber
descubierto como aproximacion la solucién de los n cuerpos. Desgraciadamente murid
el 5 de mayo de ese mismo afio, sin dejar escrita la demostracion.

La correspondencia de Poincaré y su lista de publicaciones se pueden encontrar en los
Archives Henri Poincaré, Nancy-Université: http://poincare.univ-nancy2.fr/

Cabe destacar que Poincaré gand el concurso sin resolver el problema de la
representaciéon de las interacciones entre n particulas con desarrollos en serie que
converjan. La representaciéon de la solucién con una serie lo resolvié en 1912 el
astrénomo finlandés K. Sundmann para el problema restringido de los tres cuerpos,
aunque, debido a la lenta convergencia de las series, se requieren programas
informaticos para las aplicaciones. Sin embargo, debido a que no es relevante en el
problema de la estabilidad del Sistema Solar, estd casi olvidada y no nos referiremos
mas a ella.

Creemos justo comentar que el 16 de Julio de 1889, Mittag-Leffer, escribié a Poincaré
solicitando algunas aclaraciones sobre convergencias en funcién de la razén entre las
masas de los dos cuerpos principales. Poincaré, admite que hay un error, lo que hace
tambalear la reputacién del concurso y de él mismo, por lo que Leffer, el 5 de
Diciembre del mismo afo escribe de nuevo al francés comunicdndole que estd
recuperando los ejemplares distribuidos de la memoria. Finalmente, en Enero de 1889
Poincaré envia una versién corregida de la memoria, la cual se publicaria a mediados
de Noviembre de 1890. Gracias a la deteccién del error y su posterior correccién,
Poincaré profundiza mas en las trayectorias y la posible divergencia de las series, lo
que le lleva al descubrimiento de lo que hoy llamamos caos.
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4. Sistemas no Integrables

Como ya hemos visto, el problema de las drbitas y su estabilidad habia cobrado una relevancia
creciente entre los siglos XVII y los albores del siglo XX. El concurso del Rey Oscar Il y la fama
ortorgada a Poincaré al ganar el primer premio son buena muestra de ello. El tronco del
problema era “¢es posible resolver analiticamente cualquier ecuacion diferencial?” Llegamos
asi al problema de la integrabilidad, (ya existente en las décadas previas a Poincaré, lo que
contextualiza con precisién la actualidad y relevancia de sus estudios) tanto de ecuaciones
diferenciales como de sistemas Hamiltonianos.

Enfatizamos en el sutil hecho de que no es necesario que encontremos la solucién, sino sélo
demostrar su existencia. Un sistema dindmico integrable no puede ser cadtico (término aun
desconocido en las investigaciones de Poincaré). La dificultad no residia ya en encontrar las
soluciones de un sistema dinamico como el Sistema Solar, sino en averiguar si estas existian.

4.1 El problema de la integrabilidad

Como ya hemos avanzado, el problema de la integrabilidad se puede seccionar en dos partes:

e Integrabilidad de Sistemas Hamiltonianos
e Integrabilidad de Ecuaciones Diferenciales

La que corresponde a nuestros desarrollos es la primera de ellas, aunque partiremos de la
segunda para llegar progresivamente a nuestras definiciones y nociones de integrabilidad
hamiltoniana, con Liouville como punto de encuentro entre ambas.

Karl Friedich Gauss (1777-1855) demostrd que toda ecuacidn polindmica irreducible de grado
n con coeficientes racionales tiene n raices. E. Galois (1811-1832) no llegd a trabajar en
ecuaciones diferenciales, pero demostrdé que estas raices se pueden calcular a partir de los
coeficientes de la ecuacidn polindmica a través de ndmeros racionales, las cuatro operaciones
con estos y las raices de cualquier indice a condicion de que la ecuacién polindmica admita un
grupo resoluble™. Tras la muerte de Galois, sus articulos llegaron a J. Liouville (1809-1882)?.

Liouville publicé en Septiembre de 1846 la memoria de Galois, enunciando un teorema que
lleva su nombre. Este teorema también es conocido como el teorema de Liouville-Arnold, ya

)

que V. Arnold (1937-2010) lo formulé geométricamente . Antes de enunciarlo, recordamos

dos “definiciones”:

1. Las ecuaciones de movimiento de la mecanica de Hamilton-Jacobi que escribimos al
analizar el problema de los dos cuerpos, y que potencialmente representan
trayectorias de un sistema dinamico;

dt  dq;’ dt dp;

Estas ecuaciones forman un conjunto de 2n ecuaciones diferenciales de primer orden,
lo que se denomina como Sistema Hamiltoniano de n grados de libertad.
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2. Seanf,g:U — K, el paréntesis de Poisson de fy g. Se define

n
of dg of oJdg
03 e )
— ox; dy; Jy; 0%
1=
Si {f,g}=0, se dice que fy g estan en involucion.

Teorema de Liouville (1840);

Si existen f;,:U — R independientes y en involucion, donde k = 1,..,n, f; = H, entonces el
sistema hamiltoniano (1) es integrable.

Un Sistema Hamiltoniano que cumpla este teorema se denomina integrable en el sentido de
Liouville o completamente integrable.

Ejemplos de sistemas integrables son los que tienen un grado de libertad, como el oscilador
armonico, el péndulo simple, o un campo central (problema de los dos cuerpos).

En definitiva, para que un sistema hamiltoniano sea integrable, debe haber n funciones en
involucion é n constantes de movimiento, las cuales no siempre son sencillas de encontrar.

Hasta la llegada de Poincaré, varios matematicos, como Kowalevskaya (1850-1891) y Painlevé
(1863-1933) habian intentado resolver el problema de la integrabilidad de un sistema
hamiltoniano™, pero no fue hasta Métodos Nuevos de la Mecdnica Celeste Tomo | (Poincaré,
1892) cuando aparecid por primera vez el método con el que terminaremos este apartado y
comenzaremos el siguiente. Hasta ese momento, continuaremos analizando el problema de la
integrabilidad hamiltoniana;

La clave para la integracion del sistema hamiltoniano con n grados de libertad es el numero de
cantidades conservadas, en donde estas deben n funciones pueden interpretarse como los
momentos conjugados. En este caso, las ecuaciones de Hamilton que dedujimos al presentar
dicho formalismo en el problema de los dos cuerpos, pueden ser integradas directamente. Sin
embargo, puede ser dificil encontrar las constantes de movimiento explicitamente, con lo que
es necesario reconocer su existencia, al menos, por la geometria generada. Considerando un
sistema hamiltoniano en que H es constante de movimiento, la conservacién de la energia

tiene consecuencias geométricas en el espacio de fases®.

Supongamos una variable dinamica (funcién diferenciable) G(q,p) que determina una

foliacion'® con subvariedades de dimensién 2n — 1 (codimensién 1) y un campo vectorial en el

espacio de fases. Este campo vectorial X; vendra dado por:

5 _Z<GG> d Z(E)G) 0

J

En donde:
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e X, estangente a cada hoja de foliacion, lo que implica que las curvas integrales de X
se encuentran completamente confinadas en las subvariedades de foliacion.
e La modificacién 6R que sufre una funcién R(q,p) a lo largo de las curvas integrales de
X vendra dada bajo la accién de X; (R) de X; sobre R;
X (R = dG \ OR dG \ OR
o (R = Z <5Pj) aq; Z (6q}-> ap;
Que ha resultado ser el paréntesis de Poisson de R con G;

SR = {R, G}

Podemos establecer como caso particular cuando la funcién G es el Hamiltoniano H, caso en
que el campo vectorial Xy equivale al campo dindmico y las hojas de foliacién a las
hipersuperficies de energia constante. Considerando F como una funcién independiente
(dF AdH # 0), la dimension de la nueva foliacidon definida por la interseccion de ambas
foliaciones es 2n — 2. Supongamos que H es integrable en el sentido de Liouville, y la
interseccidén de las n foliaciones (correspondientes a las n funciones independientes) define
una foliacion n-dimensional (2n —n). En este caso, se deben cumplir las siguientes
propiedades:

e Cada hoja de la foliacion n-dimensional es una subvariedad invariante bajo el flujo
generado por el Hamiltoniano H, lo que significa que cada curva integral de Xy que
representa una posible evolucion temporal del sistema, estard confinada en una
subvariedad n-dimensional.

e Los n campos vectoriales linealmente independientes son tangentes a las hojas de
foliacidn n-dimensionales, por lo que estas forman una base del correspondiente
espacio tangente n-dimensional.

e Como las n funciones estan en involucién y, por tanto, los paréntesis de Poisson son
nulos, las hojas de foliacién n-dimensionales (si son subvariedades compactas y
conexas) seran difeomorfas a un toro n-dimensional.

e (Cada circulo en dicho toro puede describirse mediante una coordenada angular. El
movimiento mas general es el quasiperidédico o casiperiddico. Llamamos a este como
el que posee n frecuencias, esta desacoplado, las componentes del movimiento son
periddicas, y las frecuencias son racionalmente independientes.

Si un movimiento es cuasiperiddico las trayectorias (curvas integrales en Xy que no intersecan)
estan contenidas en un toro y son densas en él.

Para finalizar los aspectos tedricos, diremos que si el movimiento no esta acotado, las hojas no
seran compactas, restringiendo las trayectorias a un toro n — k dimensional. Si en lugar de las
n constantes de movimiento encontramos, por ejemplo, k (incluyendo la energia), el
movimiento se encontrara en una hipersuperficie 2n — k dimensional en el espacio de fases.
Asi, hemos comprobado que, en un sistema integrable en el sentido de Liouville, el
movimiento del sistema tiene lugar sobre un toro n-dimensional (la mitad que el espacio de
fases).
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Como ya hemos comentado, Poincaré, motivado por el concurso del Rey de Suecia, se dedicé a
los problemas de la Mecanica Celeste, en concreto a la dindmica de tres particulas masivas
sometidas a sus fuerzas gravitatorias y su posible integrabilidad hamiltoniana, es decir;

4.2 El problema de los 3 y los n cuerpos

Supongamos el sistema Sol-Tierra-Luna y despreciemos la influencia de los demas planetas. El
correspondiente hamiltoniano;

2 2 2
p1 | D3 mym; ~Mp;msz MmMims
H=-—+-—"—+-—"+ + +
2my;  2m;  2my T2 23 T3
En donde m; representa las masas y, p; el momento y r; la distancia entre la i-ésima particula y
la j-ésima.

Supongamos que el espacio en que se encuentran las particulas es el espacio euclideo
tridimensional, con lo que necesitamos tres variables que describan la posicion de cada
particula y otras tres para los momentos, obtenemos asi un total de 18 variables. Sin embargo,
podemos reducir la dimensidn del sistema y reconocer 10 constantes de movimiento;

e Como el centro de gravedad del sistema (o centro de masas) tiene un movimiento
uniforme, lo podemos considerar como nuestro sistema de referencia en reposo.
Eliminamos asi seis dimensiones (posicion y momento del centro de gravedad).

e Dado que el momento angular es constante, su direcciéon configura un plano de
movimiento para los cuerpos, con lo que podemos eliminar otras tres dimensiones.

e Por ultimo, la energia del sistema se conserva, lo que reduce en otra dimensién el
sistema.

Asi, el sistema Sol-Tierra-Luna queda con 8 variables. La pregunta oportuna es ¢hay mds
constantes de movimiento? Ante la ausencia de respuestas por parte de matematicos y fisicos,
los estudios precedentes de dicho sistema se habian realizado bajo ciertas aproximaciones y
simetrias. Algunos de los avances en el problema habian llegado de la mano de Lagrange en
1772 y Delaunay entre 1860 y 18677, pero el problema seguia abierto ya que no sélo no se
resolvian las ecuaciones generales sino, lo que es peor, no se sabia si podian ser resueltas.
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Supongamos, aunque no hallemos las ocho constantes de movimiento necesarias, que estas
existen y el sistema es integrable en el sentido de Liouville. En este caso, el problema podria
tratarse como un sistema hamiltoniano generalizado n-dimensional, cuyo tratamiento mas
adecuado es el uso de las variables accién-angulo;

Estas magnitudes describen la posicién del sistema sélo mediante un conjunto de angulos
(w1, wy, ...,w,) que representan las frecuencias v; del sistema. Las variables de accion
(I3 1, I,) representan a los momentos respecto a las variables w;.

Imaginemos que encontramos una funcidn S (transformacion candnica) que nos permite
transformar las coordenadas (p;, gi) en (w; ,l;), con lo que el hamiltoniano resultante sera una
funcién exclusivamente de los momentos;

0S(q,1
H(q,p) » Hy(I) = Hol[%%]

En donde

_0S(q, 1) ~ 9S(q,D)
P="%¢ "W~ a

Por tanto, las ecuaciones de movimiento se simplifican en la forma

oHy
(‘)WL- -

. 0H,
O,Wl' = W = WL(I)
L

ii=

Pudiendo integrarse para obtener la solucién completa del sistema dindmico;
I, =ct
w; =yt + 6;
Con §; como las fases iniciales de los valores angulares

Como w(t) es una solucién del campo, entonces para cada k € Z,

w;(t) =w; (t + %)

Lo que determina las trayectorias sobre un toro n-dimensional.

Debemos observar que si introducimos algin término de acoplamiento en el hamiltoniano,
esto podria suponer el que las frecuencias dejaran de ser independientes. Los acoplamientos,
al igual que en los osciladores, pueden producir resonancias y transformar las relaciones vi/vj
en cocientes racionales. Como veremos, las resonancias en un sistema hamiltoniano pueden
desestabilizar las trayectorias.

Sin embargo, como ya hemos avanzado, el problema no podria ser resuelto analiticamente si,
en el problema de los tres cuerpos, no se encontraban las ocho constantes necesarias.
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Este es el problema que estudié Poincaré® , y cuya solucion llegd en 1892en forma del...

Teorema de Bruns-Poincaré

No existe ninguna otra constante de movimiento que reduzca la dimension del sistema

El problema de los 3 cuerpos fue el primero en mostrar al mundo todo un universo de
dindmicas irregulares. Poincaré concluyd que la no integrabilidad del problema de los tres
cuerpos podria implicar, generalizando a los n cuerpos, la inestabilidad del Sistema Solar
(Peterson, 1994). En consecuencia, Poincaré obtuvo que el movimiento de los cuerpos del
Sistema Solar practicamente no se repetia nunca, al menos con total exactitud. Asi, el futuro,
a pesar de ser determinista, era impredecible.

Por tanto, si los sistemas de 3 y n cuerpos no eran integrables, éel Sistema Solar estaba
condenado a no ser predecible? ¢Significaba esto la inestabilidad del sistema planetario?
Poincaré escribié en 1892, estudiando la periodicidad de las orbitas, las siguientes palabras
sobre el movimiento cadtico que habia descubierto:

“Lo que otorga a estas orbitas periddicas valor, es que ofrecen la iinica via por la que penetrar
en esta fortaleza que tiene reputacion de ser inabordable”

El gran enfoque de Poincaré se basd en la observacién de que la mayoria de los problemas de
la Mecdnica Celeste se pueden clasificar como sistemas hamiltonianos proximos a integrables,
lo que hoy conocemos como Teoria de Perturbaciones.
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(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

No entraremos en la biografia de Galois ni en sus trabajos, los cuales permitieron
desarrollar en gran parte la Teoria de Grupos, pero para ello se puede consultar:
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians/Galois.html

Matemadtico relevante en nuestro trabajo, ya que volveremos a mencionarlo en el
problema de los divisores pequefios.
Vladimir Arnold, al igual que Liouville, también seguird presente en el proyecto, ya que
una de las iniciales del Teorema KAM (“A”-Arnold) se debe a él.
Reciéntemente (2004), Adler Van y Moerbeke Mumdford han desarrollado el test de
Kowalevskaya-Painlevé sobre sistemas algebraicamente integrables.
Construccion matematica, en mecdanica clasica, bajo la cual se puede representar el
conjunto de posiciones y momentos conjugados en un sistema dindmico. Cada punto
del espacio fasico simboliza un estado del sistema. Cada hamiltoniano definido sobre
el espacio de fases corresponde a un conjunto de trayectorias que evolucionan
temporalmente, ya que la dimensién del espacio fasico es similar al nUmero de grados
de libertad. La posible interseccién de las trayectorias, es lo que se analizara en este
texto.
Recordamos algunas definiciones y nociones en que nos basaremos:

e Variedad topolégica de dimensién n _Espacio topoldgico Hausdorff (T,, espacio

topoldgico en que puntos distintos tienen entornos distintos) y de base
numerable en que cada punto tiene un entorno abierto homeomorfo
(aplicacién biyectiva continua de inversa continua) a un abierto de R".
Trivialmente, todo abierto no vacio de R" es una variedad topoldgica de
dimensién n.

e Toro n-dimensional Variedad topolédgica T,, definida por T, = §; X ... X S;.

Dicha variedad es compacta y de dimensién n, ya que el producto directo de
un numero finito de variedades topoldgicas es una variedad topoldgica de
dimension igual a la suma de las dimensiones de las variedades. Usualmente el
término “toro” se usa para designar al toro 2-dimensional Ts.

e Foliacién Variedad diferenciable formada como particién de subvariedades
diferenciables. Todas las subvariedades que conforman la foliacion son de la
misma dimensién, siendo esta menor que la dimensidén de la variedad original.
Un ejemplo intuitivo y visual podria ser la foliacién del espacio tridimensional
euclideo en infinitos planos “apilados” y paralelos entre si.

e Difeomorfismo Sea f: M — N una aplicacién diferenciable M en la variedad

diferenciable N. Si f es diferenciable y biyectiva, y f~! es también
diferenciable, se dice que f es un difeomorfismo y que M y N son difeomorfas.
e Subvariedad diferenciable  Cualquier subconjunto de wuna variedad

diferenciable que mantiene su misma estructura.
e Conjunto conexo Subconjunto de un espacio topoldgico que no puede

describirse como unién disjunta de dos conjuntos abiertos.
e Conjunto compacto Subconjunto de un espacio topoldgico X que, dado un

cubrimiento abierto de X cualquiera, existe un subcubrimiento finito del
mismo.

e Conjunto denso Es aquel subconjunto de un espacio topoldgico en que su

clausura topoldgica es todo el espacio.
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(7)

(8)

e Cubrimiento abierto Un cubrimiento abierto de un subconjunto A € X de un
espacio topoldgico es una familia de conjuntos abiertos {Oi}ier de X, tales

que su unién cubre a A: U;¢; 0; 2 A
Lagrange sugirié la hipdtesis del tercer cuerpo de masa despreciable que orbita
alrededor de los otros dos cuerpos mayores que ya estuvieran girando en una drbita
aproximadamente circular. Encontrd cinco puntos clave en los que el tercer cuerpo
podria estar en estado estacionario respecto a los dos mas grandes. Estos puntos se
conocen como puntos de libracion o de Lagrange. El descubrimiento de los asteroides
troyanos, ubicados en puntos de libracién del sistema Sol-Jupiter, es una elegante
confirmacién de las soluciones de Lagrange.
Por su parte, Charles Delaunay publicé dos volimenes de 900 paginas sobre el sistema
Sol-Tierra-Luna. En sus estudios ya se podian apreciar dinamicas irregulares y la
aplicacion de la teoria de perturbaciones que, como veremos mas adelante, consiste
en suponer el problema de los tres cuerpos como un problema de dos cuerpos en
donde estos son perturbados por un tercero.
Bruns, en 1887, ya probd que no existia ninguna integral primera independiente de las
diez conocidas y que fuera algebraica para algun valor de las masas.
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5. Teoria de Perturbaciones: resonancias

Salvo los sistemas conservativos con un grado de libertad, la mayoria de de sistemas dindmicos
no son integrables. Como hemos visto, para un sistema integrable, se puede dar la solucién en
funcién de un conjunto de variables accién-angulo, reduciendo la dindmica a una
hipersuperficie topoldgicamente equivalente a un toro n-dimensional. Las dindamicas
resultantes en estos casos son periddicas o casi periddicas, dependiendo de los cocientes entre
algunas frecuencias. Como ya sabemos, nuestro Sistema Solar no representa un hamiltoniano
integrable.

Poincaré identificd la mayoria de sistemas de la mecanica celeste como sistemas préximos a
integrables, es decir, se pueden intentar resolver como perturbaciones del hamiltoniano
resoluble con el término no integrable. Lo que permite esta aproximacion es la Teoria de
Perturbaciones. De esta forma, se pueden encontrar coordenadas de accién-angulo en las que
el hamiltoniano adopta la forma simplificada:

H(I,w) = Hy(I) + eHy (I, w)

En donde Hy(I) es integrable y eH;(I,w) es pequefio. En nuestro caso, el planetario, Hy(I)
representa la energia de los planetas en 6rbita alrededor del Sol si despreciamos las
interacciones entre ellos (movimiento kepleriano), y eH; (I, w) representa las interacciones de
los planetas entre si (mucho menor que la atraccidn ejercida por el Sol, ya que el pequefo
pardmetro € es del orden de las masas planetarias). Los métodos de Henri Poincaré
(desarrollado y publicado el de este en 1892) y el astrofisico sueco Edvard Hugo Von Zeipel
(1916) consistian en encontrar unas nuevas coordenadas (I°,w") en forma de series en € de la

forma':

I'=1+¢eS;(IL,w) + &2S,(I,w) + £3S;(I,w) +...
w =w+eTy(ILw) + €2T,(I,w) + 3T;(I,w) +...

Siendo S la funcién generadora (la nueva transformacién candnica para el hamiltoniano
perturbado H). Asi, se verificara:

()] -

Expresidn que muestra la condicién que se debe cumplir para la obtencién de las constantes
de movimiento I;” y alcanzar la integracion del sistema. De esta forma, la nueva funcién S se
puede escribir como:

S(r'w) =wl' + 5;(I'w)
Desarrollando el hamiltoniano en serie de potencias en &;

OHO 651 (I,, W)

H(I)=H0(I)+SW ow

+ eH; (I',w) + 0(£?)
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Observamos que para que haya correspondencia con el hamiltoniano planteado inicialmente y
gue sélo haya dependencia con |’;

os.(I',w
Q 1T, w)

aw = —Hl(l ,W)

Recordamos asimismo que

Q_aHO
—al

simbolizan las frecuencias caracteristicas del sistema hamiltoniano no perturbado. Como
asumimos que H; vy, por lo tanto, S1, es una funcidn periddica respecto a las componentes de
los dngulos w, se pueden desarrollar en series de Fourier de la siguiente forma:

H(w) = ) Hyn(I)e™

m+0

S AW = ) Swe™

m+0
Endonde m = 2n(my, my, ..., m,),Vi/m; € Z.

651 (I',W) _
ow -

Sustituyendo H; en 2 —H;(I',w) e integrando término a término;

Hym(I)e™

S, (I, =wl' +i Z
1 (Iw)=w ic 0

m+0

Se podria pensar que con este desarrollo ya estaba resuelto el problema del movimiento de los
planetas, ya que tomando cada vez mas términos en las series se obtienen aproximaciones del
movimiento cada vez mas afinadas. Sin embargo, la serie debe converger, por lo que m2 + 0.

De tal forma, la serie diverge si:
mQ = my 'Ql +m292 + ...+ ann =0
Es decir, cuando haya resonancias entre las frecuencias.

Poincaré demostré que tomando un nimero creciente de términos en las series, a partir de un
cierto momento, las soluciones se deterioran. Asi, el francés, parecia indicar que ninguna
Orbita iba a ser eternamente estable, lo cual planteaba otra pregunta: si ademas, ha quedado
demostrado que no hay mas leyes de conservacion ¢por qué se comportaban los planetas con
tanta reqgularidad? Weierstrass no quedd convencido.

Hemos comentado que el denominador se anula en caso de resonancias, pero, éexisten estas
realmente en el Sistema Solar? Se puede pensar razonablemente que si escogemos al azar un
valor de la recta real, la probabilidad de que sea racional es, a priori, nula®. Sin embargo, no
hemos contado con...
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5.1 El Problema de Jupiter y Saturno

Si dos planetas con movimientos independientes viajan alrededor del Sol, las ecuaciones de
Newton permiten la existencia de drbitas estables con relaciones racionales entre frecuencias.
Sin embargo, al considerar las interacciones entre ambos planetas ¢subsisten las érbitas bajo
estas relaciones? Aparentemente, bajo el paraguas de la serie de Poincaré, la respuesta es que
no.

El caso mds inquietante es el de Jupiter-Saturno, cuyos afios terrestres se encuentran en la
relacién 2/5 (mientras Saturno completa dos vueltas alrededor del Sol, Jupiter da cinco). Los
dos planetas se encuentran periédicamente en la igual posicién relativa, con lo que las
perturbaciones debidas a sus atracciones se deberian acumular, modificando las drbitas. Jean-
Baptiste Biot (1774-1862), predijo que debido a dicho cociente racional, una pequefia
perturbacién en cualquiera de las dos drbitas planetarias provocaria la expulsiéon de Saturno
del Sistema Solar®. Como Jupiter tarda 12 afos dar una vuelta alrededor del Sol y, Saturno, 30
afios, cada 60 afos se encontraran en la misma posicién relativa.

Como hemos avanzado, Karl Weiestrass, no estaba convencido de ello, objetando que la
estabilidad no podia depender del caracter racional o irracional del cociente de los periodos de
las érbitas; écomo podriamos medir las drbitas con la precision suficiente para que adquiera
sentido esta diferencia entre racionalidad e irracionalidad?* De hecho, el ilustre matematico,
exasperado, expuso que era igualmente posible que fuera Jupiter quien escapara, lo que
“simplificaria bastante la tarea de los astronomos, ya que es este planeta el que provoca las
mayores perturbaciones”. Llegamos asi a una situacién peor que la probable anulacién de los
divisores en algunos términos de la serie (supuestamente formada, a priori, por términos
pequefios que hacian converger la serie, dando verosimilitud a la teoria de perturbaciones), y
es que incluso en el caso estricto en que mQ#0, es decir, cuando las frecuencias sean
inconmensurables, siempre se puede encontrar un conjunto de valores de m tales que:

mQ <46
con & escogido arbitrariamente pequefio.

Tras analizarlo, la pregunta ahora era équé sucede con un sistema que se perturba bajo el
término €H; en el caso m2 = §, con & pequefio? Surgid asi el gran problema de los
denominadores pequefios.
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(1)

(2)

(3)

(4)

Como el tratamiento de los contenidos del proyecto abarcan varios siglos, al igual que
en otros casos a lo largo del trabajo, no presentaremos los amplios desarrollos del
método de Poincaré-Zeipel, sino una muestra de ellos. Para una consulta mas
profunda en las deducciones y demostraciones del método basado en la obra de
Poincaré se puede leer el apartado “teoria de perturbaciones independientes del
tiempo” del texto “Mecdnica Clasica Avanzada”, de Jorge Mahecha Gémez, de la
Universidad de Antioquia.

Cantor, de quien hablaremos mas adelante, demostré que son infinitos mds los
numeros irracionales que los racionales.

Otro caso de resonancias celestes lo representa la Luna, ya que siempre nos ofrece la
misma cara. Asi, su frecuencia de rotacién y la de traslacion alrededor de la Tierra se
encuentran en relacion 1/1. La explicacion a este fendmeno, conocido desde la
antigliedad, la encontré Lagrange en 1764, y consiste en demostrar que el campo
gravitatorio terrestre ha ido frenando progresivamente la velocidad rotacional del
satélite (fuerzas de marea) hasta la situacidn actual. Sin embargo, este caso no es un
ejemplo de divergencia de la serie de Poincaré, ya que no se trata de una resonancia
entre dos cuerpos en que tenemos en cuenta las fuerzas de interaccién mutuas.

De hecho, consultando los datos mas actuales y precisos a través de la pagina de la
NASA http://solarsystem.nasa.gov/planets/, los periodos medidos lo mas exactamente

posible son:

Jupiter: 11.862615 afios terrestres

Saturno: 29.447498 afos terrestres

Dividiendo ambos entre si arrojan la cifra: 0.4028393686

Lo que no encaja con total precision en la resonancia 2/5=0.4
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6. El problema de los denominadores pequeiios: Teorema KAM

Como ya avanzé Weierstrass, la estabilidad no podia depender Unicamente del caracter
(1) ;

. Un ejemplo de ello es que,
precisando al maximo, incluso los cocientes de las tedricas frecuencias resonantes de Jupiter y

racional de las medidas del cociente de las frecuencias

Saturno ofrecen el resultado de 0.4028393686, como ya mostramos en una de las notas de la
“Teoria de Perturbaciones”. Sin embargo, si le restamos la relacién racional tedrica (2/5), nos
encontramos con el “pequeno” denominador: 0,0028393686, lo que muestra que la diferencia
entre racionalidad e irracionalidad depende en gran medida de la precision de los datos
astrondémicos recogidos y, por tanto, de las condiciones iniciales. Asi, el caracter racional o
irracional, dificil de discernir en la practica observacional, provocaba comportamientos
diferentes en las series de la Mecanica Celeste y, por tanto, una inquietante incertidumbre en
las predicciones del Sistema Solar a largo plazo.

El ejemplo de Jupiter y Saturno hace pensar que, aunque las relaciones no sean exactamente
racionales, si se aproximan mucho a estas, los divisores de las series pueden tender a cero
rapidamente y provocar la divergencia de los desarrollos, exponiendo de nuevo al Sistema
Solar a la inestabilidad. Surge asi la gran pregunta:

¢Hasta qué punto los niimeros irracionales se pueden aproximar a racionales?

A estas alturas de nuestro estudio, hemos encontrado en la anterior pregunta una bonita
conexion entre la Teoria de NUumeros y la Estabilidad del Sistema Planetario.

6.1 Aproximaciones Diofanticas

Sabemos desde Pitdgoras (570-490 a.c.), que podemos representar algunos nimeros mediante
el cociente de dos enteros, lo que no es posible para otros como /2, los conocidos como
irracionales. George Cantor (1845-1918) demostré que, aunque ambos infinitos, es mayor el
conjunto de los numeros irracionales que el de los racionales (motivo por el que ya
comentamos en apartados anteriores que, si escogemos al azar un punto de la recta real, la
probabilidad de que sea racional es “cero”).

Siempre podemos encontrar aproximaciones racionales para un nimero irracional, como por

ejemplo 7/5 para V2. De igual forma, podemos aproximar un ndmero irracional “tanto como
gueramos” si usamos numeros racionales con denominadores grandes. Sin embargo, de todo

ello se abre una cuestién sutil:

¢Se puede calificar a un irracional de mal aproximable o bien aproximable, en el sentido de que a los
irracionales bien aproximables podemos acercarnos con lentitud, a través de niimeros racionales de
denominadores pequefios?
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La idea inicial es que, ya que Q es denso en R, cualquier nimero irracional puede ser
aproximado con la precisién deseada por un racional adecuado. Sin embargo, las
aproximaciones seran “malas” si el denominador es muy grande. Por ejemplo, cualquier
numero irracional se puede aproximar a través de una fraccidn con denominador 100, lo que
se consideraria mala aproximacion (314/100=3.14=m). En cambio, una muy buena
aproximacion de mt seria:

355/113=3,14159292
Ya que con un divisor del orden de 100 hemos aproximado con 7 cifras exactas.
La generalizacion del anterior caso particular se resume en:
Teorema 1_ Si « es un niimero irracional y p/q es un convergente de la fraccion continua® de

o, entonces:

x—=| <=

g <2
ql " g?’

luego existen infinitas aproximaciones de o (con precision arbitraria) en estas condiciones.
Joseph Liouville, a quien ya nombramos al estudiar la integrabilidad de sistemas
Hamiltonianos, se valid de esta desigualdad para demostrar que el exponente 2 del anterior

teorema no puede incrementarse indefinidamente y asi construir ciertos nimeros llamados
trascendentes.

6.2 Numeros algebraicos y trascendentes

Aunque las siguientes definiciones se generalizan para nimero reales y complejos, en cuanto a
los nimeros irracionales, que son los que nos interesan en nuestro analisis, diremos que;

Definicion 2_Un niimero irracional o se dice algebraico si es raiz de algiin polinomio con
coeficientes enteros,

f(a) =0, f(xX) = asx® +as_1 x5+ + a;x + a, ap, Ay, ..., 05 € Z
Por ejemplo, V2 es algebraico ya que es raiz de f(x) =x?%-2.
Definicion 3_Los niimeros irracionales no algebraicos se [laman trascendentes.

En 1844, Liouville descubrio los primeros trascendentes que se conocen gracias a la pregunta:

¢En qué medida es pequefia la diferencia entre un

niimero irracional & y su aproximacion racional p/q?
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Liouville utiliza la idea de que esta diferencia es menor cuanto mayor es el denominador q. Asi,
gracias a la siguiente definicion:

Definicién 4_ Se dice que un niimero a es algebraico de grado n si a es raiz de un polinomio
con coeficientes enteros y de grado n, pero no es raiz de ningiin polinomio de grado menor que
n con coeficientes enteros

Llegamos al

Teorema 5 (Liouville)_Para cada algebraico a de grado n>1, existe una constante A(x)> 0,
tal que

se cumple para todos los niimeros racionales p/q.
Definicién 6_ 4 la anterior desigualdad la (lamaremos condicion diofdntica.

Definicion7_ Un niimero irracional « es diofdntico de exponente n si existe una constante positiva,
A, tal que se cumpla la condicién diofdntica.

. , . . . p A
Por tanto, cualquiera que sea el nimero racional p/q, su distancia a arserd al menos de q_n

Podemos observar que es posible eliminar la constante _4 del enunciado a cambio de incluir un

numero finito de contraejemplos;

Teorema 8_ Para cada algebraico o de grado n, existe como mdximo una cantidad finita de
niimeros racionales p/q que cumplen

Liouville utilizé su teorema para encontrar nimeros trascendentes, sin mas que buscar
irracionales no diofanticos. Un ejemplo clasico es:

Teorema 9 (Liouville)_ E/ niimero

n=oo
x= Z 10™
n=1

es trascendente.

En efecto,

a= 0,1+0,01+0,000001+ 0,000000000000000000000001 + ---
=0.1100010000000000000000010...,
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no es algebraico, es trascendente. No cumple la condicién diofantica para ningln exponente,
mostrandose extraordinariamente bien aproximable hasta 23 decimales.

Hasta ahora, para resumir, tenemos que cualquier nimero a irracional se puede aproximar
arbitrariamente bien por nimeros racionales p/g con un error menor que 1/q2, sin embargo,
si a es algebraico de grado n, no es posible conseguir aproximaciones arbitrariamente buenas
con error menor que 1/g™. Esto provocé a lo largo del siglo XX la pregunta de si el exponente
2 es el menor posible, es decir,

¢Podemos consequir aproximaciones arbitrariamente buenas con exponente 2<e<n?

Esto ha sido objeto de multitud de trabajos, de los que expondremos los teoremas de forma
simplificada refiriéndonos al Teorema de Liouville. Aunque, para el asunto que tratamos, seria
suficiente con tratar dicho teorema, esbozaremos los resultados de otros matematicos con la
idea de llegar al que verdaderamente nos interesa (Teorema de Roth), ya que a este si que
volveremos a hacer mencién cuando tratemos el Teorema KAM.

En 1909,

Teorema 10 (Thue)_ E[ Teorema de Liouville también se cumple para un exponente
n
> + 14+ eVe>0

En 1921,

Teorema 11 (Siegel)_ E/ Teorema de Liouville también se cumple para un exponente
2Yn+e VvVe>0

Y en 1947, por separado

Teorema 12 (Gelfond y Dyson)_ E[ Teorema de Liouville también se cumple para un

exponente
V2n+e, Ve >0
Finalmente, en 1955
Teorema 13 (Roth)_ E[ Teorema de Liouville también se cumple para un exponente
2+eVe>0
Con lo cual, el exponente 2, para niumeros algebraicos, no se puede mejorar.

Klaus Roth (1925-) obtuvo la medalla Fields por este teorema.
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Llegamos asi a la conclusidn de que todos los numeros algebraicos no se dejan aproximar bien
por racionales, lo que ofrece cierta convergencia a los desarrollos de la Mecanica Celeste. Sin
embargo, hemos comprobado que existen nimeros (trascendentes) que si se dejan aproximar
bien por racionales, lo que puede poner en peligro la estabilidad del Sistema Solar si aparecen
estos numeros en los denominadores de las series. Por tanto, es necesario saber si la cantidad
de numeros trascendentes es menor que la de los algebraicos, lo que ofreceria cierta
“probabilidad” de estabilidad. La comparacién entre el tamafio de ambos conjuntos era algo
complicado, ya que ambos se podian considerar de infinitos elementos.

Georg Cantor (1845-1918) desarrolld la Teoria de Conjuntos junto a Dedekind y Frege. En 1874
propuso el concepto de cardinalidad de un conjunto A (/A/), llamando cardinalidad de un
conjunto al nimero de elementos de este. Como para conjuntos finitos el concepto es trivial,
Cantor lo amplié ingeniosamente a conjuntos infinitos (transfinitos), permitiendo ello
comparar la cantidad de elementos de conjuntos infinitos.

Definicién 14 (Cantor)_ 4 y B tienen el mismo cardinal si existe una biyeccion
fiA > B (A~B).
Teorema 15 (Cantor-Bernstein)_A~B si y solo si existen f:A - By g: B = A inyectivas
Ejemplos: N~Z, N~Q@Q, (0,1)~R
Definicién 16 (Cantor)_ 1 se dice numerable si es finito o tiene el mismo cardinal que N

Teorema 17 (Cantor)_ R no es numerable
Teorema 18 (Cantor)_ Los niimeros algebraicos son numerables
Corolario 19 (Cantor)_ Los niimeros trascendentes son no numerables

Asi, Cantor demostré de manera alternativa la existencia de los numeros trascendentes
teniendo en cuenta que el conjunto de todos los numeros algebraicos tiene la misma
cardinalidad que el conjunto de los nimeros naturales, mientras que el conjunto de todos los
nimeros reales no es numerable. De ello se deduce que casi todo niimero real es trascendente.
Por tanto, nos encontramos con el hecho de que la convergencia de las series vuelve a ser
incierta, ya que la mala aproximaciéon de nimeros irracionales mediante racionales sélo esta
demostrada para los numeros algebraicos, no para los trascendentes, los cuales,
desafortunadamente, resultaban ser “mas frecuentes” que los algebraicos en la recta real.

Anteriormente hemos comprobado que algunos nimeros trascendentes, como

o= Z 0™
n=1

Se dejan aproximar bien por los racionales ¢tendran esta propiedad la mayoria de los nimeros
trascendentes? A los numeros que no cumplian la condiciéon diofantica se les denomind
nuimeros de Liouville. Para medirlos, eran necesarias nuevas teorias.
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6.3 Teoria Geométrica de la Medida

La idea de definir una medida que pueda extender la nocién de longitud de un intervalo para
conjuntos infinitos comenzd hacerse necesaria a principios del siglo XX, tras las revolucionarias
teorias de conjuntos de Cantor y las dificultades para medir el tamafno del conjunto de los
numeros de Liouville.

Constantin Carathéodory (1873-1950) se interesd por la siguiente cuestion:
¢Cudl es la “medida” natural de un conjunto de R™ ?
introduciendo estas ideas en 1914;
Definicién 20_ Sea EC R" un conjunto no vacio. El didmetro de E se define como
|E| = sup{lx —y|:x,y € U}

Definicién 21_ Para § > 0definimos la d-aproximacién de la medida de un conjunto E de
R por:

Hy(E) = inf{Zw:E | J& /1 <6}

i>1

En donde IEI simboliza en este caso el didametro de E (EC R™), no su cardinalidad. El significado
de la definicién es que miramos todos los cubrimientos de E por conjuntos de didametro menor

que & y minimizamos la suma de sus didmetros. Asi, la longitud o medida en R vendra dada
por:

H(E) =sup Hs(E)
5>0
Felix Hausdorff (1868-1942) extendid la idea al caso m-dimensional en 1919. Basé la medida

DB,

2

m-dimensional en la suma:

de didmetros de los conjuntos E; a la m-ésima potencia.

Definicién 22_ La §-aproximacion de la medida de Hausdorff t-dimensional H5(E) de E se
define por:

H(E) = inf{¥/|E/|*E c Ui Ei / |E;| <83,
cont € R§,E c X, 8 > 0. Siendo X un espacio métrico.
Definicién 23_ La medida de Hausdorff t-dimensional H5(E) de E se define por:

H'(E) =sup Hj (E)
§>0
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Podemos observar que para cada conjunto E existe un Unico valor t=dim(E) para el que la
medida de Hausdorff “salta” de infinito a cero;

¢ _ (oo sit < dimi{E)
H(E) = {o sit > dimifE)

Definicién 24_ _A[ niimero dim(E) le [lamamos dimension de Hausdorff de E

De entre los teoremas y propiedades relacionados con la medida de Hausdorff, sefialamos dos
por la posible relacién con los nimeros de Liouville;

Teorema 25_ 5i E es un conjunto numerable de R™, entonces dim(’E)=0

Teorema 26_ En el espacio euclideo n-dimensional R", [a medida de Hausdorff n-
dimensional es proporcional a la medida de Lebesque®) n-dimensional

Para no profundizar en demostraciones y ejemplos sobre estos conceptos (para ello se pueden
leer textos como “conjuntos inconmensurables”, de Carolina Alejandra Mosquera, Marzo de
2009), exponemos a continuacion dos resultados determinantes;

Teorema 27_ Todo niimero de Liouville es trascendente

Teorema 28_ E/[ conjunto L de los niimeros de Liouville tiene medida Hausdorf s-dimensional
cero, para todo s>0

Con el anterior resultado, podriamos sentirnos tentados a establecer la siguiente conclusion
final:

Como los numeros irracionales son infinitos mds que los racionales (Cantor), la probabilidad de
que un numero al azar sea racional es cero. Por otra parte, como los irracionales algebraicos no
se dejan aproximar bien por los racionales (Liouville) y, los numeros trascendentes que no
cumplen la condicion diofdntica (nimeros de Liouville) son de medida nula, la convergencia de
las series estd “asequrada” y, por tanto, la estabilidad del Sistema Solar.

Sin embargo, aunque es cierto que existen muchos numeros trascendentes diofanticos, no
solo suelen ser dificiles de calcular, sino que, los no diofanticos (los que ponen en peligro la
convergencia de las series de la Mecanica Celeste), cumplen algunas propiedades destacables;

Teorema 29_ E/ conjunto L de los niimeros de Liouville es invariante por traslaciones

En efecto, si x € L+ m,(Vm €Z) = x = y +m para algin "y" de Liouville. Asi, vn € N,

existen nimeros enteros p y g con g>1 tales que |y — §| < 1/q". Por tanto, obtenemos que:

ol = pem=Gnl =foem ~ () - - () <5
——l=ly+m—-——=——-m|=|{@+m)—|——])|=lx—(—]| <=
|y q Y q Y q q q"

+m , .
Con lo cual, como % es un numero racional, x € L.
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Hemos demostrado asi que si a todo nimero de Liouville le sumamos cualquier niumero
entero, el resultado es otro nimero de Liouville.

Asi, la periodicidad de los nimeros de Liouville siguen posibilitando la inestabilidad del sistema
planetario, por poco probable que sea que nos aparezcan estos términos en las series.

El resultado fundamental que combinaba las nociones de Teoria de NUmeros con los Sistemas
Hamiltonianos préximos a integrables llegdé con Kolmogorov (1903-1987), Arnol’d (1937-2010)
y Moser (1928-1999).

6.4 Teoria KAM

El matematico ruso Andrei Kolmogorov, en 1954, esbozd las primeras ideas de una
demostracién que pretendia indicar que en el sistema planetario no sélo podian existir érbitas
estables en ausencia de mas leyes de conservacidn, sino que la mayoria de estas eran estables.

El método de perturbaciones superconvergente propuesto por Kolmogorov parecia superar el
problema de los denominadores pequefios. La clave de se hallaba en la rapida convergencia
cuando se hace un desarrollo a drdenes superiores a &€ en el hamiltoniano perturbado:
H(I,w) = Hy(I) + ¢H{(I,w). En la Teoria de Perturbaciones ya descrita, el hamiltoniano H se
puede transformar sucesivamente mediante transformaciones candnicas que incrementan el
orden de la perturbacién en una potencia de ¢ en cada paso. Si H,, es la parte aun sin
transformar del hamiltoniano después de la n-ésima transformacion;

Hy - €?H, » €3Hy — -+ - e"H,

Kolmogorov observd que se pueden escoger transformaciones candnicas sucesivas de tal
manera que, en cada paso, el orden de la transformacidn se incremente por el cuadrado del
orden anterior;

Zn—l

Hy - &’Hy » e*Hy —» - > ¢ H,

Asi, tras la n-ésima transformacion, quedaba resuelto el problema de la convergencia hasta el
orden 2", Para una mayor profundizacién sobre el procedimiento de Kolmogorov se pueden
consultar textos como: Elementos de Teoria de Perturbaciones para Sistemas Hamiltonianos.
Cervantes de la Torre F., Herndndez R.T., Ferndndez Chapou J.L., Vargas C.A.. Universidad
Auténoma Metropolitana. 1992.

En 1961, Vladimir Arnold, estudid la convergencia ocupandose tan sélo de las perturbaciones
analiticas, pero su demostracidn era valida para un nimero arbitrario de dimensiones. Para
una lectura detallada sobre la demostracién, se puede consultaar. Féjoz, J. Démostration du
“théoreme d’Arnold” sur stabilité du systéme planétaire (d aprés Michael Herman), Ergod. Th.
And Dynam. Sys. 24 (2004) 1-62
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Por ultimo, en 1963, Jirgen Moser, analizé resultados similares para dos dimensiones. En el
enunciado del matemdtico aleman se cambid la analiticidad del Hamiltoniano por la
diferenciabilidad hasta cierto orden. Concretamente, no se admitian mds que perturbaciones
333 veces derivables. Mas recientemente, se ha probado que son suficientes tres derivadas.
Moser escribio:

“La idea bdsica consiste en inventar una técnica de iteracion cuya convergencia sea
tan rdpida que se pueda controlar el efecto acumulativo de los divisores pequefios”

Al igual que en los casos anteriores, para mas informacién sobre la estabilidad de Moser se
puede consultar: Moser, J. Is the Solar System Stable?. The Mathematical Inteligencer (1978)
65-71.

Como las ecuaciones de movimiento son analiticas y el Sistema Solar no sélo genera toros
bisimensionales, el Teorema de Arnold se aplica mejor a la Mecanica Celeste.

Asi, llegados a este punto del trabajo, tras presentar las mecanicas celestes de Kepler, Newton
y Einstein, exponer el formalismo hamiltoniano, sondear los primeros estudios de estabilidad
del Sistema Solar de Laplace o Jacobi, mostrar el problema de los 3 y los n cuerpos, analizar la
integrabilidad o no de Sistemas Hamiltonianos en el sentido de Liouville, aplicar la Teoria de
Perturbaciones, y profundizar en la Teoria de Numeros en el analisis de la condicién diofantica,
es decir, después de un recorrido histérico-matematico de casi 360 afios, estamos en
condiciones de enunciar el siguiente teorema (en uno de sus multiples formatos):

Teorema 30 (KAM)_ ®Dado el hamiltoniano H(I,w) = Hy(I) + ¢H;(I,w), con &
suficientemente pequefia cumpliendo una de las dos condiciones:

a) Hy es integrable no degenerado

b) H, es isoenergéticamente no degenerado,

para todas las ) satisfaciendo la condicion diofdntica:

A(e) S
m, 1 2 777 conr > (n+ 1), Iml = ) Imil,
i=1
existe Ty, toro invariante del hamiltoniano H(I,w), cercano al toro invariante T, del sistema
no perturbado, sobre el que el flujo es conjugado del que se tenia en T,,. Dado un compacto

foliado por toros de Hy, el conjunto de puntos de é[ no pertenecientes a algiinT,, tiene medida

relativa que tiende a cero si € lo hace.

Si se cumple la condicién a), significa que toda variacidn del punto / provoca una variacion de
la frecuencia 2. En caso de cumplirse la condicidn b), significaria que sobre toda variedad Hy,
una variacion del punto / provoca una variacién de la relacién de frecuencias.

Los resultados finales de los tres cientificos (Kolmogorov, Arnold, Moser) se fusionaron en el
anterior teorema, acrénimo de sus nombres. En este caso si que se puede decir que, para
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llegar este teorema, se subieron a hombros de gigantes (Newton, Jacobi, Hamilton, Lagrange,
Laplace, Liouville, Cantor, Poincaré, etc)"”.

Las condiciones a) y b) vienen a decir que toda variacidon de [ provoca una variacién de la
frecuencia {1y que sobre la variedad Hy = E una variacidon de I provoca una variacion de la

relacion de frecuencias, respectivamente.

Dada la longitud de la demostracion, no la escribiremos, pero si la esbozaremos. La idea es
que, en lugar de modificar la frecuencia en las sucesivas aproximaciones a la solucidn (teoria
clasica de perturbaciones), se busca un toro invariante manteniendo fijas las frecuencias que
verifican la condicion diofdntica. Para ello se utiliza una sucesién de cambios de variable de
convergencia rapida (similares al método de Newton-Raphson para encontrar aproximaciones
de los ceros o raices de una funcion real) variando de toro en cada paso gracias a la condicion
de no degeneracién. Los dominios en que la sucesidn es convergente se va estrechando hasta
reducirse al propio toro invariante. Es decir, el cambio de variables global pasa del toro
invariante de Hy al de H con la misma (1 y sélo es vdlida en dicho toro. Sobre las
demostraciones del teorema se pueden leer el anteriormente citado articulo de Arnold y otros
de Kolmogorov o Moser.

Nosotros, para una adecuada exposicion del teorema, lo trataremos de aplicar al caso 2-
dimensional, en cuyo caso;

A(r,€)

, Q)| >
om @)1 >~

,conr > (m+1),|m|l=m; +m,

Asumimos que (}; < (Q,, ya que si se diera la igualdad tendriamos una resonancia que seria
objeto de Teorema de Poincaré-Birkhoff (relaciones racionales entre frecuencias) y no seria el
problema de los denominadores pequefios. Si el cociente entre frecuencias cumple la condicién
diofantica en el formato escrito en las Teorias de NUmeros:

Q p >A(€)

Q, ql  |q|

El toro definido por ambas frecuencias no se destruirg, sino que Unicamente sufrird una
deformacién topoldgica. El valor de A4 verifica que A(e = 0) = 0. Los toros que si se

destruyen tras la perturbacién son los que satisfacen

QG p A(e)

<
Q ql q|

para algun valor de p,q entero.

: Q . : . ,
El cojunto de valores de Q—l que cumplen la anterior desigualdad es no vacio (nimeros de
2

Liouville) pero, ;cuantos toros se destruyen aproximadamente en el intervalo total de
frecuencias tras la perturbacion? Tratemos calcularlo.
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El intervalo de frecuencias esta acotado entre 0 y 1, es decir, 0 < —1 < 1. Si suprimimos un

intervalo de longltud ) alrededor de cada ntimero racional p/q en el intervalo (0,1), la

II"

longitud total destruida sera:

o Ae)
qun"‘ ()Z|

En donde cada longitud eliminada la hemos multiplicado por su correspondiente “q”, ya que
para un mismo denominador la longitud equivalente corresponde a un nimero similar de
numeradores. Por ejemplo, si suprimimos la longitud en torno al racional (con denominador
fijado) 1/3, hemos de suprimirla también para los racionales 2/3 y 3/3 (aunque 3/3=1 no forma
parte del intervalo, si debemos destruir la correspondiente longitud que se acerca a 1), con lo
gue hemos de suprimir tres longitudes iguales, y asi sucesivamente para todos los racionales.

es mondtona

La cuestidon ahora, es saber si la serie converge o no. Como la funcién e
decreciente y positiva, podemos aplicar la Prueba de la Integral, que dice que la sumatoria

. . L )
convergera si lo hace la integral fl f(x)dx enL — o . Asi,

L -
J;Lf(x) = LL xn1—1 =9 in [xnl—z]l ~n _12 [Lnl—z - [1n1—2]]

Al pasar al limite,

i {n_ 12 [L”l 2 [1n1—2]]}

Lo que converge a — s el exponente de L es positivo, es decir, n > 2, condicién que impone

el Teorema de Roth. Asi, hemos demostrado la convergencia de la serie, con lo que hay un
limite superior a la cantidad de toros destruidos. Como, ademas, A(s — 0) — 0, el nimero
total de toros que se destruyen tiende a cero para perturbaciones pequefas. Cabe decir que el
exponente concreto para los toros bidimensionales que debe cumplir la condicion diofantica
es:

Q | A(e)
|q|2.5

Pero hemos considerado mas elegante enfrentarnos a la demostracion para un exponente
“ "

genérico “n”. Esta deduccién, generalizada y enunciada para toros n-dimensionales (problema
de los n cuerpos) representa el Teorema KAM.

En conclusion diremos que en un sistema perturbado la mayor parte de las drbitas se
encuentran sobre toros en el espacio fasico. Aquellas que no se localizan sobre estos toros
constituyen un conjunto finito y pequeiio, distribuido este sobre en el espacio de fases cerca
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de cada toro no perturbado que soporta drbitas cerradas o parcialmente cerradas (periddicas
o casi-periodicas).

Fisicamente hablando, aquellos intervalos correspondientes a grandes valores de “q” son
complejos de analizar, ya que son muy estrechos y pequefias perturbaciones aleatorias
(ademas de €) podrian desplazar al sistema fuera del intervalo y ubicarlo en el dominio de un
toro vecino. Sin embargo, como veremos en el siguiente punto, los intervalos de menor orden
(“g” pequefio) que resultan de resonancias de bajo orden entre las frecuencias no perturbadas
son mas amplios, ocasionando efectos observables.

Como hemos visto, el Teorema KAM sobre la estabilidad de las dérbitas ha sido el resultado
analitico mas importante desde que las Leyes de Kepler en 1609 trazaron las trayectorias
planetarias sobre los cielos, lo que parece poner fin al debate sobre la estabilidad del Sistema
Solar. Sin embargo, debemos remarcar una idea, y es que desde el punto de vista fisico el
Teorema KAM es una demostracion de probabilidad, es decir, con una probabilidad 1 — 0(¢)
una orbita escogida aleatoriamente se encontrard en un toro invariante y, por tanto, esta serd
“eternamente” estable.

Aun en la década de 1960 habia astronomos convencidos de la existencia de leyes de
conservacién suplementarias como Unica explicacién posible de la estabilidad del Sistema
Solar. El Teorema KAM responde a cuestiones de Mecanica Celeste de forma misteriosa,
mediante Teorias de NUmeros y probabilidades. El teorema pone de relieve que los sistemas
dindmicos de Mecanica Clasica se comportan de manera desconcertante, ya que si se nos
presenta uno de estos sistemas como una batalla entre orden y desorden, resulta que el orden
es mas poderoso de lo que se creia, a pesar de la aparente contradiccidn con las leyes de la
entropia.

Una de las grandes aplicaciones de KAM son los aceleradores de particulas, en los que
particulas como protones son aceleradas a velocidades relativistas en grandes orbitas (el
famoso LHC de Ginebra mide 27 km de didametro), con el objeto de que las colisiones finales
produzcan nuevas particulas. Un gran problema hasta hace unas décadas era garantizar la
estabilidad de las drbitas, de forma que las interacciones entre las propias particulas del haz
acelerado no destruyeran las trayectorias. Con KAM, la estabilidad del haz de protones resulta
inherente al sistema, lo que orienta a los fisicos e ingenieros sobre la construccién de los
aceleradores. Si tenemos en cuenta que los protones describen 10! vueltas en torno al anillo
de forma rutinaria, estableciendo la equivalencia con nuestro sistema planetario, ello
equivaldria a 100000 millones de afios de drbitas estables.

Tras los estudios y comentarios presentes a lo largo de todo el proyecto sobre posibles
comportamientos irregulares en el Sistema Solar, nos podriamos preguntar: ¢Existen en
realidad los toros estables, las zonas cadticas, o las resonancias destructivas? Trataremos de
dar respuesta a continuacion.
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(1)

(2)

(3)

(4)

En cualquier caso, el Teorema de Poincaré-Birkhoff ofrece una respuesta para sistemas
con relaciones racionales entre sus frecuencias. Si esa relacién se diera, el toro original
se descompondria en toros mas pequefios, algunos de los cuales tendrian divisores
pequefios (volviendo al problema de la inestabilidad que trataremos en este apartado)
y, el resto, seguirian descomponiéndose. Incluso en los toros estables habrd una
dinamica irregular. Si las drbitas regulares sobre toros de un sistema integrable se
perturban con un término no integrable, seria posible obtener dindmicas regulares o
irregulares, dependiendo de las condiciones iniciales. Es decir, un cambio pequefio y
arbitrario en las condiciones iniciales conduciria a comportamientos a largo plazo
completamente distintos. Asi, la sensibilidad de algunos sistemas hamiltonianos a las
condiciones iniciales puede llevar al sistema al caos. Veremos algunos ejemplos de
caos en el Sistema Solar en el siguiente punto del presente trabajo.

Para mas informacién sobre el Teorema de Poincaré-Birckhoff se puede consultar el
texto “Orden y Caos en Sistemas Complejos. Caos Hamiltoniano. 17.5”, en donde se
realiza un andlisis y exposicion mas profunda.

Se dice fraccidn continua a una expresion de la forma:
by

X =ay+
a ————
2t b4
as +=-
con a,, b, € C. Las fracciones continuas dan buenas aproximaciones racionales a los
numeros irracionales. Los convergentes p,/q, son las fracciones de la forma:

pn/qn=a0+ 1
a; +——=
a3+%

Silim,,_,q Z—” = L, entonces se dice que la fraccidn continua es convergente y converge
n

al.

La medida de Lebesgue asigna tamafio a los subconjuntos del espacio euclideo. Los
conjuntos de medida cero son aquellos que, para toda constante positiva, se pueden
cubrir con la unién numerable de intervalos, siendo el tamafio total menor que dicha
constante. Todos los conjuntos numerables son de medida cero. Henri Léon Lebesgue
(1875-1941) desarrollé esta medida en 1901.

A esta lista podriamos afiadir a Siegel, quien resolvi6 un problema de variable
compleja en el que aparecian pequefios divisores, siendo esta la primera vez, a
principios de los afios cuarenta del siglo XX, que se denominaron asi. Ello lo consiguid
encontrandose exiliado.
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7 Caos en el Sistema Solar

La mecanica newtoniana describia el sistema planetario como un reloj, arménico y estable,
ejemplo cldsico de regularidad. Sin embargo, como ya hemos visto, Poincaré puso contra las
cuerdas el determinismo laplaciano al demostrar la no integrabilidad en el problema de los
tres cuerpos y, por extensidn, del Sistema Solar. Actualmente, se conocen diversos casos de
movimientos cadticos en los cuerpos celestes que os rodean, lo que limita las predicciones
sobre el futuro de los movimientos planetarios y permite obtener explicaciones sobre
distribuciones de cometas y asteroides. A continuacién, presentaremos algunos casos reales
de caos en el Sistema Solar, asi como los avances en algunos de dichos ejemplos como muestra
de las lineas de investigacién actuales.

7.1 El movimiento de Hiperion

Hiperion es uno de los satélites de Saturno, de forma muy alargada e irregular. Su didmetro
menor es de 200 km. Su textura es similar a la de una esponja y su masa es unas 1000 menor
que la de la Luna. El satélite presenta dos particularidades:

1) Surotacidn es cadtica, es decir, la duracién del dia en Hiperidn es impredecible.

2) Sufre aislamiento orbital; no se encuentra ninglin otro cuerpo en sus cercanias, lo que
resulta sorprendente ya que Hiperién ha sido golpeado por multitud de cuerpos
celestes.

Estas extraias propiedades son debidas a las resonancias y a su forma irregular;Hiperion esta

en resonancia 4:3 con Titan (otro satélite de Saturno que orbita cuatro veces alrededor del
planeta por cada tres de Hiperién) .R. Bevilacqua et al. han demostrado (1980) que hay una
zona de caos proxima a la érbita de Hiperién, lo que provoca la expulsién de los pequefios
fragmentos que viajan cerca del satélite o impactan con este, impidiendo su reagrupacion.
Windsom™ ha demostrado que todos los satélites de forma irregular han tenido a lo largo de
su evolucion un comportamiento cadtico cuando estaban a punto de ser capturados en una
resonancia orbital-rotacional. Como J. Wisdom, S. Peale y F. Mignard ya demostraron en 1984,
Hiperidn se encuentra en resonancia orbital-rotacional 3:2. B. V. Chirikov, describid un criterio
en el que el solapamiento de resonancias provoca caos. Efectivamente, esto es lo que predicen
Wisdom vy sus colegas, que la direccién del eje de rotacion y la velocidad angular de Hiperién
fluctan aleatoriamente en una escala de tiempo de algunos periodos orbitales (21 dias). Las
observaciones parecen corroborar estos resultados®.

http://antwrp.gsfc.nasa.gov/apod/image/0507/hyperion cassini_big.ipg
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7.2 El Cinturdn de Asteroides

Los asteroides, cometas, meteoritos y otros cuerpos pequefios han sido despreciados durante
mucho tiempo por los astrénomos, sin embargo, en las ultimas décadas, estos cuerpos se han
analizado en profundidad con el objetivo de comprender los procesos de formacién de los
planetas. El caso de los asteroides es muy ilustrativo;

Segun algunas teorias sobre la formacidon de planetas, las coagulaciones de gas y polvo
interestelar formd objetos pequenos (planetesimales) de unos cien kildmetros, los cuales se
podrian fusionar a lo largo de sus érbitas para construir planetas. En concreto se reunian todas
las condiciones para la creacién de otro planeta entre Marte y Jupiter. Sin embargo, otros
planetesimales enviados por Jupiter, o bien eran expulsados de la supuesta zona en donde
podria construirse un planeta, o bien sufrian fragmentaciones por colisiones. Asi, en lugar de
aglomerarse para formar un planeta, los fragmentos resultantes de las colisiones formaron,

@ un disco: El Cinturén de Asteroides, ubicado a una

segln el modelo de V. F. Safronov
distancia del Sol de entre 2 y 5 U.A.. Cabria suponer, ya que el proceso de colisién de
planetesimales se puede considerar aleatorio debido a lo numerosos que son, que la
distribucidn de érbitas fuera uniforme, pero las observaciones muestran que esto no es asi; en
el cinturén principal (entre 2 y 3 U.A.), que estd muy poblado, nos encontramos zonas
estrechas en que apenas hay asteroides, las llamadas lagunas de Kirkwood. De forma inversa,
la zona exterior del cinturén (desde 3.3 U.A. hasta la dorbita de Jupiter a 5.2 U.A.) esta
practicamente despoblada, con excepciones de algunas concentraciones de asteroides muy
localizadas. Si, ademads, asociamos a cada Orbita su periodo orbital, nos encontramos
resultados sorprendentes: todas las anomalias en la distribucion de las drbitas corresponden a
periodos que mantienen una sencilla relacidn con el periodo de Jupiter: 1/1, 1/2, 2/3, etc. Sin
embargo, bajo la luz de los resultados expuestos en el presente trabajo ¢Realmente deben
sorprendernos las anteriores relaciones numéricas?

Supongamos un pequefio cuerpo viajando alrededor del Sol (de masa M), como puede ser un
asteroide de masa . Es posible interpretar este sistema como el problema de los dos cuerpos,
cuya solucién ya vimos que se puede encontrar gracias a la mecdnica hamiltoniana, por
ejemplo. Sin embargo, aparece un elemento perturbador en el sistema, y es Jupiter (de masa
m), el mayor planeta del Sistema Solar. Ahora tenemos el problema de los tres cuerpos, cuyos
problemas de integrabilidad ya hemos analizado. Por tanto, el movimiento del asteroide
podria desestabilizarse si la relacién entre la frecuencia de Jupiter Q; vy la frecuencia no
perturbada del asteroide Q,, fuese racional, o casi racional.Como ya hemos avanzado en el
anterior parrafo, existen casosde relaciones racionales, aun asi, la existencia de orbitas
estables representa una confirmacion del Teorema KAM.

La carencia de asteroides con periodos que presenten cocientes respecto al de Jupiter fue
observada por Kirkwood en 1857 (dando nombre a las lagunas antes mencionadas), gracias a
un estudio de los 50 asteroides conocidos en aquella fecha. Las resonancias entre los
asteroides que debian encontrarse en esas posiciones son importantes porque significan que
esos asteroides debieran localizarse en la misma posicidn relativa respecto a Jupiter, a
intervalos regulares. Dichas coincidencias se acumularian de forma similar a un movimiento
perturbado por una fuerza externa, con lo que los asteroides en esas condiciones podrian ser
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expulsados de sus posiciones originales, llegando incluso a cruzar la érbita de Saturno y
escapar de nuestro sistema planetario.

Resulta conveniente decir que existe un grupo de asteroides, los Troyanos, que aparentemente
violan la escasez de asteroides de relaciones racionales. Los Troyanos se sitdan en la misma
Orbita de Jupiter, con lo que la relacion de frecuencias es 1/1. Sin embargo, a pesar de la
apariencia de contradiccién con las teorias expuestas, estos grupos de asteroides presentan
una particularidad que ya comentamos en una de las notas del apartado “sistemas no
integrables”, y es que forman vértices de un tridngulo equilatero con el Sol y Jupiter, lo que
encaja con los puntos de libracién calculados por Lagrange. A pesar de que este consideraba
estas soluciones como una curiosidad, en 1906, como ya avanzamos, fue descubierto el primer
asteroide del grupo de los Troyanos.

"Trojans”

http://eltamiz.com/images/2009/July

/asteroides.png

® Jupiter

“Greeks"

TROYANOS

http://www.mallorcaplanetarium.com/img-asteroides/esq_troyanos.gif
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7.3 El Cometa Halley

Es légico pensar que las perturbaciones causadas por los planetas afectan intensamente al
movimiento de los cometas. El mdas conocido de todos ellos es, sin duda, Halley, que aparecié
por ultima vez en 1985®). Predecir las apariciones del cometa resulta todo un reto para los
astrénomos desde que Edmund Halley calculd por primera vez, en 1705, el regreso del cometa
en 1759. Actualmente se sabe que el cometa vuelve por las inmediaciones terrestres cada 75-
80 aios, pero el tiempo exacto depende de las perturbaciones ejercidas por diversos planetas.
Los calculos numéricos desarrollados predicen el movimiento del cometa, pero, a partir de
cierto tiempo, las diferencias respecto a las condiciones iniciales son elevadas. Estas
diferencias fueron explicadas por T.Y. Petrosky, L.B.V, Chirikov y V.V. Vecheslavov'®. Gracias a
un modelo simple, formado Unicamente por Jupiter en érbita y el cometa, han conseguido
demostrar que el movimiento del cometa Halley es cadtico. En el modelo, cuando el sistema es
perturbado por la gravedad de Jupiter, se generan movimientos inestables. Los resultados se

han corroborado numéricamente por Cl. Froeschlé y R. Gonczi”.

El caos no sdlo afecta el cometa Halley, sino que el resto de cometas sélo soportan un nimero
limitado de pasos cerca del Sol. Nos preguntamos entonces, épor qué se les observa aun? La
conclusién es que debe existir un flujo permanente de cometas que procede de los confines
del sistema planetario, la llamada Nube de Oort®. Las simulaciones numéricas sugieren que
los cometas, tras interactuar con los planetas exteriores, se propagan de forma aleatoria a
través del Sistema Solar.
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7.4 Los Anillos de Saturno

Saturno conduce a un gran numero de pequefios cuerpos que orbitan al planeta en érbitas
cercanas al ecuador. Los anillos son muy finos en comparacion con el radio de estos, ya que el
didmetro es superior a 250000km y el espesor de menos de 1.5km, lo que supone que el
grosor es casi 167000 veces menor. Las particulas que los forman tienen tamafios que oscilan
entre los micrémetros y algunos metros, constituidas estas por hielo y agua, principalmente.
Este sistema también se puede incluir en el problema de los 3 cuerpos, puesto que Saturno
guia el movimiento de las particulas, pero sus satélites perturban sus érbitas. Mimas, debido a
su mayor masa, es el principal satélite perturbador de las drbitas.

Similarmente a los huecos en el Cinturdn de Asteroides, entre los aros concéntricos también
encontramos brechas'®. La mayor de ellas se conoce como Divisién de Cassini, ya que Giovanni
Cassini la descubrié en 1675. La imagen que muestra claramente dicho hueco ha sido tomada
por la sonda que lleva su nombre.

A continuacién, presentaremos las lineas generales de un modelo que explican Pablo
(19 en 2011 y Solé- Manrubia en Orden y Caos en Sistemas Complejos (del que ya
hemos hecho referencias) algo antes, en 2001. Ambos reproducen, al menos cualitativamente,

Santamaria

la estructura de los anillos de Saturno. El modelo bdsico en que se basan dichos analisis fue
desarrollado por Frdyland“” en 1992. En este modelo, la interaccidon con Saturno se presenta
como expondremos;

El sistema consiste en el planeta Saturno y su satélite Mimas, junto con un grupo de particulas
de masa despreciable respecto a la de los dos anteriores, y que orbitan entre Mimas y la
superficie de Saturno. La drbita del satélite la asumimos fija y circular con un radio igual a su
distancia media ry=185.7x10° km. El resto de particulas se suponen de igual masa y en érbitas
coplanarias con la de Mimas y cuasi-circulares a diferentes distancias radiales r del centro de
Saturno. Asi, igualando la fuerza gravitatoria de Saturno a la fuerza centripeta, las particulas se
encontrarian en en Orbitas circulares en torno al planeta, pero el radio orbital sufrird
aceleraciones debidas a la perturbacién gravitatoria del satélite. De esta forma, la orbita
circular de Mimas, de radio ry y periodo Tr,se toma como 6rbita de referencia, lo que significa
que el tiempo del satélite en completar una revolucion orbital se toma como unidad de
tiempo, siendo esta la discretizacion del tiempo que utiliza el modelo. Sea 6, el angulo
formado por el radio vector de una particula respecto a una direccidn fija, en el instante n.
Dicho angulo se incrementara 2m en cada paso temporal para la orbita de Mimas, mientras
que para una particula en su drbita circular, este angulo, en el instante n+1, vendra dado por:

T,
Op1 = 6, + 21 (ﬂ)
T

En donde T, es el periodo de la particula en la n-ésima revolucién érbital de Mimas. Por otra
parte, segun la 32 Ley de Kepler (Ley Armdnica);

2 3
TrO _ TO

TZ 7
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Siendo r, la distancia de la particula al centro de Saturno en el instante n. Sustituyendo en la
ecuacién que relaciona los dangulos;

r03
T‘Tl
Para actualizar la distancia radial en cada tiempo, tendremos en cuenta que el efecto
perturbador de Mimas crea aceleraciones radiales de la forma:

En donde F. es la componente radial de la fuerza gravitatoria entre el satélite y la particula de
masa m. Esta ecuacion diferencial puede transformarse en una ecuacion de diferencias finitas
en la que la aproximacion de diferencia centrada para la segunda derivada temporal;

. r(t + At) — 2r(t) + r(t — At)
T (ar)?

Siendo At un cierto intervalo temporal. Asi, promediando sobre un periodo completo de
Mimas (At = T, ) y evaluando #* en el tiempo n, se obtiene:

Tyy1 — 2 + 1 = f(rnten)
En donde la funcion

TZF, (0, 60)
m

f(r, 6n) =

Representa una especia de promedio de la interaccién gravitatoria de Mimas sobre la distancia
radial de la particula.

Asi, tenemos finalmente el sistema del modelo definido por las ecuaciones:

3
To
LD

Thp1 = 21 — Tu_q + f(13,0,)

Exigiendo que la drbita de referencia de Mimas sea conservativa, introduciendo de nuevo la
Ley Armodnica de Kepler y la Ley de Gravitacién Universal de Newton, y simplificando el
desarrollo en serie de la dependencia con el angulo al coseno del mismo (véase la bibliografia a
la que se ha hecho referencia);

Acos@,
Tnt1 = 2Iy =Ty +

(rn - ro)z
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M
En donde la constante 4 = GM,, T2 = 4m?rg (ﬁ) (siendo G la Constante de Gravitacién
N

Universal y Mg la masa de Saturno) se puede calcular. Esta constante determina la estructuray
estabilidad de los anillos en las simulaciones realizadas por el autor. Expresando las distancias
en 10° km y con las masas de Mimas y Saturno, respectivamente, 3.84-10" kg y 5.68-10%° kg:
A=17.09 = 17

En una primera simulacidn para A=15 se obtiene la siguiente figura:

200
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-100

-130
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Representacidon tomada directamente del articulo de Pablo Santamaria.

En ella vemos las 6rbitas en el plano de 15 particulas iteradas independientemente. Las
unidades del eje X se expresan en 10° km. La érbita de Mimas es descrita por la circunferencia
exterior punteada, mientras que la interior también punteada, corresponde a Saturno. Se
pueden observar que, efectivamente, el modelo reproduce la estructura de anillos con
brechas. Como se indica en la figura, tales brechas corresponden a las regiones
correspondientes a las resonancias de las frecuencias con Mimas. Dichas localizaciones se
encuentran en:

117.0-10° km resonancia 2/1
89.2:10° km resonancia 3/1
73.7-10° km resonancia 4/1
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Variando el valor del pardmetro A la estructura de anillos es similar, pero a partir de A=3000 el
anillo exterior desaparece (recordemos que dicho parametro es proporcional a la razén de la
masa de Mimas respecto a la de Saturno). Aunque la estructura de los anillos es mas compleja,
el aspecto bdsico si que es reproducido por el modelo de Froyland. También hemos de decir
que las oscilaciones del valor de la distancia radial al centro de Saturno para una particula
situada en los anillos mas cercanos al planeta pueden parecer periddicas, pero ello es sélo una
apariencia, en realidad no siguen pauta alguna.

http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Saturn-cassini-March-27-2004.jpg?uselang=es
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7.5 Oblicuidad de los Planetas

La sucesién de las estaciones, algo tan rutinario que quizd no sea fruto de reflexiones
frecuentes, es el resultado de la inclinacién del plano del ecuador respecto al plano de la
ecliptica . Esta inclinacién es de 23°27’, y se conoce astrondmicamente como oblicuidad.

La oblicuidad es la responsable de los circulos polares y de la distribucion de calor que llega a
la Tierra proveniente del Sol. Hace ya muchos afios (aproximadamente en el afio 120 a.c.)
Hiparco descubrié que la direccion del eje de rotacidn de la Tierra describe un movimiento de
precesion cuyo periodo es de 26000 anos. El motivo de ello es el ensanchamiento ecuatorial
terrestre y las fuerzas gravitatorias de la Luna y del Sol. Por otra parte, si la oblicuidad influye
en el clima, parece razonable preguntarse ¢es esta constante? Laskar y Robutel lo analizaron
en un articulo en Nature en 1993, estudio que, junto con otras referencias, utilizaremos para
responder a la pregunta y las consecuencias de la respuesta‘?.

Como en casos descritos anteriormente, el efecto perturbador de otros planetas del Sistema
Solar hace que la drbita de la Tierra no sea la regular y elegante elipse kepleriana, sino que
puede aproximarse a un conjunto de rotaciones cuyos periodos se encuentran entre 40000 y
varios millones de afios. Cada rotacidon proviene del efecto de uno de los planetas. Esta
influencia, valida para todos los planetas del sistema celeste, causa oscilaciones en la
oblicuidad. Las diferencias entre unos y otros planetas residen en la magnitud de estos
vaivenes y en las consecuencias de ello. Si la frecuencia de la oscilacién debida a las
perturbaciones se aproxima a la frecuencia de precesidon del eje, interviene de nuevo el
fendmeno de la resonancia. Ya que todos los periodos de precesidn son muy lentos, la unidad
empleada es el segundo de arco por afio, lo que equivale a un periodo de 3600 seg/grado x
360 grados/revolucién=1296000 seg/rev, o lo que es lo mismo, 1.296.000 afios. Con esta
notacion, diremos que la frecuencia de precesion de la Tierra es de 50.47 segundos por afio
(25679 afios). Como las frecuencias fundamentales de los movimientos orbitales van desde
0.67 hasta los 26.33 (segundos por afo), la posibilidad de resonancia queda lejos, lo que encaja
con las pequefias variaciones de la oblicuidad observadas. Sin embargo, en otros planetas
como Marte, en el que si se dan resonancias seculares'™®, William Ward, del Laboratorio
Propulsién a Chorro de Pasadena, hizo notar que mostraba variaciones de la oblicuidad de
hasta 10°.

En la Oficina de Longitudes de Paris, Laskar y Robutel (1994) estudiaron la oblicuidad de los
planetas mediante métodos numéricos, basandose en la solucion de movimiento orbital de los
planetas que el de ellos (Laskar 1989) calculd para un periodo de 400 millones de afios. Dicha
solucién mostré que las orbitas de los planetas interiores (Mercurio, Venus, la Tierra y Marte)
eran caodticas. Asi, los métodos numéricos referenciados, pretendian estudiar los cambios de
orientacién axial de la Tierra a causa de sus propias variaciones orbitales (para tiempos muy
largos). Dichas simulaciones muestran, por ejemplo, que Mercurio y Venus podrian haber sido
objeto de grandes y cadticos cambios en su oblicuidad, desde 0° hasta 90°, antes de que los
efectos disipativos debidos a las fuerzas de marea los condujeran a su actual inclinacién del
eje. Aun asi, la oblicuidad de Marte es cadtica en la actualidad, con posibles variaciones desde
0° hasta 60°. En cuanto a los planetas exteriores, sus inclinaciones axiales son estables, pero
deben haber pasado por procesos similares en etapas tempranas de la formacién del Sistema

~ 62 ~



Estabilidad y Caos en el Sistema Solar Jose Javier Arenas Terrer

Solar. Hemos de destacar la extremadamente alta oblicuidad de Urano, que alcanza los 98°, y
que estos modelos no pueden explicar. En cuanto a la Tierra, su actual oblicuidad se pudo
haber alcanzado durante una fase cadtica hasta la captura de la Luna® (Laskar, Joutel y
Robutel, 1993). Por tanto, nos podemos hacer la siguiente pregunta:

¢Y si la Luna no estuviera ahi?

El par de fuerzas gravitatorias que se ejercen sobre el ensanchamiento ecuatorial provienen
principalmente por la Luna (2/3) vy, el tercio restante, por el Sol. Sin la Luna, la frecuencia de
precesion de la Tierra pasaria de 50.47 segundos por afio a unos 15.6. De esta forma, la nueva
frecuencia se aproximaria a las frecuencias orbitales de la Tierra (ya avanzadas antes, y de las
que 18.85 y 17.75 segundos por afio son las mas importantes). Ahora si, la resonancia es
posible.

En las simulaciones, se induce una brusca desaparicidon de la Luna y se analizan los efectos en
la oblicuidad terrestre durante periodos cortos en que los efectos cadticos orbitales no son
apreciables, como puede ser un milléon de afios. Los resultados en las variaciones axiales son de
hasta 15° un ndmero elevado si tenemos en cuenta que bajo las perturbaciones planetarias y
en presencia de la Luna, las variaciones son de unos 1.3° respecto a su valor medio de 23.3°,,
siendo estas Ultimas suficientes para inducir modificaciones de casi un 20% el calor recibido
del Sol a 65° de latitud norte. Estas variaciones provocan, como es légico pensar, cambios de
temperatura importantes. La cuestién es saber hasta qué punto influyen estos en los seres
Vivos.

Milutin Milankovitch postulé en 1941 que las glaciaciones del Cuaternario se debian a
variaciones de la insolaciéon en las altas latitudes, siendo estas diferencias inducidas por
variaciones seculares de la orbita de la Tierra y de su oblicuidad. Asi, la pequefiez de las
oscilaciones de la oblicuidad terrestre ha sido un factor importante en la regulacion climatica
de los ultimos millones de afios. Sin la Luna, la Tierra presentaria variaciones en su inclinacion
axial de hasta 85° a lo largo de varios millones de afios, abarcando zonas caéticas, por lo que
los efectos climaticos serian amplios. En el caso méas extremo de 85° de inclinacidn, la Tierra
estaria recostada sobre su drbita al igual que Urano, experimentando casi la totalidad de la
Tierra dias y noches de unos seis meses, como ocurre actualmente en los polos. Por tanto, bajo
la luz de las simulaciones de Laskar y Robutel, y bajo la Teoria Astrondmica de los Paleoclimas
de Milankovitch, la ausencia de la Luna habria dificultado, sino imposibilitado, el desarrollo de
la vida en la Tierra. Este hecho, pone de relieve la casi necesidad de un satélite que regule la
oblicuidad de los planeta para que pueda albergar vida, lo que influye directamente en ciertos
proyectos de la NASA en la busqueda de vida extraterrestre, como SETI (busqueda de
inteligencia extraterrestre) o TPF (buscador de planetas terrestres).
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Simulacidn de los efectos que la supresién de la Luna en el instante t=0 provocaria en la oblicuidad terrestre y la
insolacién recibida a 65° de latitud norte. La Imagen de la simulacién numérica de Laskar y Robutel, ha sido tomada
de “La LunaYy el origen del hombre”, Laskar J., Investigacion y Ciencia, Julio de 1994.
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En 1950 el astronomo holandés, Jan Oort, formuld esta hipdtesis basada en calculos
estadisticos de las trayectorias de los cometas. La suposicidon postula que los nicleos
de los cometas de periodos largos proceden de una nube esférica que rodea a nuestro
sistema planetario mas alla de la érbita de Plutén, desde 30000UA hasta 3 afios luz,
aproximadamente. Estos cuerpos se habrian constituido en las fases iniciales de
acrecion del Sistema Solar, en las inmediaciones del Sol, pero habrian sido expulsados
hacia el exterior por las fuerzas gravitatorias. Aquellos objetos que no lograron escapar
totalmente formaron la nube de Oort. Algunos de estos cuerpos, motivados por la
interaccion de alguna estrella cercana, serian impulsados ocasionalmente hacia el Sol
en un viaje de miles de afios hasta que planetas como Jupiter o Saturno perturbaran
sus orbitas, transformando a estos cuerpos en cometas de largo periodo. Las
estimaciones muestran que debe haber mas de un billdn de cuerpos de pequefio
diametro, cuya masa podria ser similar a la de Jupiter. Aunque esta hipdtesis estd
universalmente aceptada, no existen datos que la corroboren.

Las brechas no estan completamente vacias, sino que su densidad de objetos es
inferior a sus zonas proximas.

10) Pablo Javier Santamaria, Jefe de Trabajos Practicos del Grupo de Ciencias Planetarias

de la Facultad de Ciencias Astronémicas y Geofisicas de la Universidad Nacional de la
Plata, “Un mapa conservativo que modela cualitativamente la estructura de anillos de
Saturno”, v.02, Noviembre de 2011.

11) Jan Froyland, Introduction to Chaos and Coherence, Institute of Physics Publishing,

1992

12) Principalmente, los textos seguidos seran:

e J. Laskar and P. Robutel, The chaotic obliquity of the planets, Nature, 361, 608-
612, 18 February 1993.

e J. Laskar, F. Joutel and P. Robutel, Stabilization of the Earth’s obliquity by de
Moon, Nature, 361, 615-617, 18 February 1993.

e J. laskar, La Lunay el Origen del Hombre, Investigacion y Ciencia, Julio, 1994.

13) Ocurre cuando el periodo de precesidn de un nodo (cualquiera de los dos puntos en

gue una érbita corta a un plano de referencia, como por ejemplo la ecliptica) es una
pequefia fraccion racional de un periodo similar de un planeta mayor. Recordamos que
las llamadas variaciones seculares miden las variaciones de las excentricidades
planetarias, algo que ya calculé Le Verrier (célebre por descubrir Neptuno en 1864,
gracias a las perturbaciones de Urano).

14) Cabe decir que el origen de la Luna como satélite terrestre es aun fruto de diversas

teorias, entre las que se encuentra la de la captura de esta por la gravedad de la Tierra.
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Otra hipdtesis es que la Luna se habria formado a la vez que la Tierra por acumulacién
de materia en la drbita terrestre.

Aunque la hipdtesis de captura plantea problemas como la pequeia probabilidad del
suceso, Laskar acude al Principio de Mediocridad (al que haremos referencia en la
parte final del proyecto) para afirmar que tal hecho debe ser genérico y, por tanto,
confirmar asi las simulaciones. Nosotros, sin embargo, pensamos que es un error el
uso de dicho Principio para confirmar una hipétesis, ya que sélo debe emplearse para
hechos observados, y la captura lunar no es uno de ellos.
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8 Conclusiones generales y otros analisis

Tras un largo proceso histérico y fisico-matemadtico, que hemos tratado de presentar con la
mayor precision y anadlisis (aunque es inevitable obviar algunos hechos y demostraciones, de
las que si dejamos referencias) hemos llegado de forma natural al Gltimo punto del proyecto.
En esta ultima parte trataremos de realizar un andlisis general del problema de la estabilidad
del Sistema Solar; matizando alguno de los estudios presentados, dejando constancia de
nuevas vias de investigacién, tratando el problema desde otros puntos de vista, y haciendo
alusiones finales a comentarios de alguno de los cientificos implicados en la soluciéon del
problema. Todo ello lo expondremos con aportes bibliograficos y algunos andlisis personales,
desde la libertad especulativa que ofrece el cierre de un trabajo.

8.1 Generalizacidon del analisis de Jacobi

El primer estudio presentado con rigor sobre la estabilidad global ha sido el de Jacobi en 1842-
1843, tomado directamente de las lecciones sobre dindmica que este impartidé en la
Universidad de Konigsberg. Mediante el Teorema de las Fuerzas Vivas y tomando el potencial
como una funcién homogénea de grado k, el autor llegd a la siguiente expresioén:

d? .02
TEmLD) _ o+ 4y + 41

Siendo p; los vectores radiales trazados desde el centro de gravedad y h” una constante de
integracion. Jacobi identifica Zmipl-z con el momento de inercia (R) del Sistema Solar tomando
los planetas cono particulas puntuales. En ese momento, el matematico hace una interesante
observacién, y es aplicar la ecuacidon a un hipotético sistema planetario en que la Ley de
Gravitacién Universal fuera de exponente cubico, en lugar de cuadratico. Asi, como ya vimos,
llega a la conclusién de que en el primer caso el Sistema Solar no seria estable ya que el
momento de inercia creceria indefinidamente con el tiempo. La ecuacion correspondiente tras
integrar;

R=2ht’+h"t+h""
En donde la ecuacion diferencial se ha simplificado gracias a que k = —2.

En cuanto a la fuerza de gravitacion tal y como la conocemos, con el exponente cuadratico
(k = —1), Jacobi no llega a conclusiones definitivas. Estos analisis nos hacen preguntarnos de
forma natural:

¢Qué ocurriria para atracciones gravitatorias con otros exponentes?

Entendiendo la ley newtoniana para la gravedad como un campo de fuerzas que se dispersan
en el espacio euclideo tridimensional, parece légico que siga la ley inversa del cuadrado en la
disminucién de su intensidad (vélida para campos centrales y fendmenos ondulatorios como
luz y sonido). En cuanto al campo gravitatorio, que es el que nos ocupa, la generalizacidn n-
dimensional seria;
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Sea U(r) un campo central generado por una masa puntual que satisface la Ecuacidn de Laplace
VZU(r) =0

Asi, para grandes distancias a la fuente (asegurandonos de que el tamafo de la masa
generadora del campo no influye en las ecuaciones y, por tanto, se pueda considerar como
puntual);

1a(zau)+ 1 a< 6U)+ 1 62U_0
rZar\" ar riseng o Sen(paqo r2senZp 062

Escrita en coordenadas esféricas.

Dada la simetria esférica del problema anulamos las dependencias angulares, y generalizando
el exponente a un espacio euclideo n-dimensional;

1 6<n_16U)_0
r"‘larr or )

Siendo C una constante de integracion.
Asi, integrando (excepto paran — 1 = 1, es decir, paran = 2);

C
rn—Z

U= +C’

En donde la nueva constante debe ser C* = 0 ya que a una distancia infinita el potencial debe
despreciarse (salvo para n =1, caso en que el potencial no decrece con la distancia).
Obtenemos por tanto:

Para mostrar una coherencia con la notacidn de Jacobi, para el caso tridimensional n=3;

C
U=-=
r

Llamando a la constante C como el producto de las masas, y extendiendo el potencial a la
totalidad de planetas del Sistema Solar;

mym;-
U =
Tij-

Que es la funcion que Jacobi utilizé en sus desarrollos ya expuestos en este trabajo.

Volviendo al caso n-dimensional para i cuerpos, la expresién final seria:
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mym;-

Siendo esta la funcion a emplear en el método de Jacobi. Sin embargo, debemos tener en
cuenta un matiz, y es que en los desarrollos de Lecciones sobre Dindmica de 1842 se supone la
funcién U homogénea, algo que no tiene porqué cumplirse para todos los exponentes.
Recordamos la definicidn de funcién homogénea;

Seaf:C c R" - R/si(xq,xy,...,%X,) € C = (axq,axy,...,ax,) € C,con a > 0;
Se dice que f(xq,x3, ..., X,) €s una funcion homogénea de grado k si

para todo a > 0 se cumple que f(axy, ax,, .., ax,) = a*f(xy, x5, ..., X,)

Analizando si la funcién U en un espacio R"es homogénea de grado k;

mym;- mym;- m;m;-
Ulary) = = ——————=q?" Y —— =a® " U(ry)
(o \n—2 -2 -2 —2 i
(ary; )™= ar~ery " T
Siendo el grado de la funcién homogénea k = 2 — n. Se puede corroborar que en un espacio
n=3,k=-1,yenun espacion =4, k = —2, lo que corresponde a los valores que Jacobi

analiza. Generalizando la expresidn de este en funcién del nimero de dimensiones;

d?(Xm;p?
% (202 — n) + U + 4h°
Es decir:
d*(Tmp?) _
T = (8 ZH)U +4h’

Comprobando de nuevo que paran = 4, obtenemos la expresion del momento de inercia R de
Jacobi;

R=2ht>+h"t+h"

Si pretendemos aplicar el método jacobiano a espacios de dimensiones diferentes a n = 3,4,
podemos separarlos en dos grupos, n < 3yn > 4.

n<3;

Incluimos, légicamente, sélo dos posibles casos, como son n =1y n = 2. Si sustituimos
ambos valores en la funcién potencial;

mlml

=Yymm;r; +C’

ll
e n = 2;laintegral realizada antes para polinomios no seria correcta, con lo que en este
caso:
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6U _c
ar

U= Zmimi'lnrﬁ' +C’
Si obtenemos la fuerza de atraccidn gravitatoria derivando el potencial;

e n=1F=Ymm;
e n=2;F= me‘

ll

en Ry R?, respectivamente.

0, en cuyo caso seria valida en Ia ecuacion de Jacobi del momento de inercia. En caso de
C’"#0;
m

St Smmen =

i=1

Lo que se sustituiria en el desarrollo de Jacobi para llegar a la expresion:

d* (X mip?)

7= @k + DU+ 4R =2(U — C) + 4U + 40" = 6U + 4h' — 2C’

En cualquier caso, 4h” — 2C’ se puede identificar con una nueva constante de integraciéon h”’
Haciendo un analisis fisico de la situacidon, vemos que la solucidon para n = 1 tiene sentido
fisico, ya que en un espacio unidimensional, el campo de fuerzas newtoniano no podria
dispersarse, con lo que la fuerza gravitatoria entre masas no debe depender de la distancia,
siendo, por tanto, constante, como hemos obtenido. En este caso los cuerpos sélo podrian
moverse en R, con lo que no podrian orbitar para que la gravedad actue como fuerza
centripeta y evitar asi las colisiones. Ademas, al ser la fuerza gravitatoria constante, por muy
lejos que estuvieran los cuerpos entre si, el campo no disminuiria, con lo que no existiria
distancia alguna bajo la cual pueda despreciarse la atraccion gravitatoria. Por todo ello, en este
caso los cuerpos terminarian colisionando entre si y el Sistema Solar seria inestable.

Haciendo lo propio para n = 2, parece ldgico que el campo de fuerzas se disperse y siga una
ley inversa de la distancia. En cuanto a si este caso susceptible de ser analizado con el método
de Jacobi, es algo que se puede comprobar estudiando si el potencial es una funcion
homogénea paran = 2;

U(ar;) = Z m;m;- In(ar; ) + C" =

= Zmimi'lna’ + zmimi'lnni' + CI = Zmimi'lna + U(rii')
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Con lo que vemos que no se cumple la condicién general:

flaxq, axy, .., ax,) = akf(xl,xz, ey Xp)

Y, por tanto, U no es homogénea paran = 2, de forma que no se podria aplicar en este caso el
Teorema de Euler para funciones homogéneas. Asi, los desarrollos del método de Jacobi no se
puede generalizar a R", ya que vemos en R? no se puede aplicar con estricta similitud. Sin
embargo, con algunas modificaciones, se puede realizar un andlisis equivalente. En efecto,
aunque al potencial no se le puede aplicar el Teorema de Euler:

le [— kU

ya que este no es homogéneo de grado k, si podemos hacer el célculo nosotros al igual que
paran = 1. Asi, obtendriamos:

m
au

e [5e]- Zom

i=1

Insertando esta diferencia en los desarrollos 4.2 y 4.4 de Lecciones sobre Dindmica a los que ya
hicimos referencia, terminariamos obteniendo la ecuacion:

dZ(Z mipiz)

Cuya similitud con la ecuacion de Jacobi;

d*(Xmipf)

= @k + DU + 4k = 2kU + 4U + 1)

es evidente, ya que se ha sustituido la funcién kU por la constante ), m;m;-. Siguiendo ahora
con un andlisis andlogo al jacobiano, e identificando la constante positiva ), m;m; = 26,
tendriamos:

2

Integrando entre 0y t;

dR

t
— Ry’ = | 4 ’
— R fo (6 +U+h)dt

. dR
En donde R;," es el valor de S ent= 0.

Si a denota el valor mas pequefio de U entre dichos limites;

dR
-~ Ro' > 4@ +at )t
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Una segunda integracién entre 0 y t ofrece:

R—Ry—Ryt>2(8 +a+ h)t?
Es decir:

R>Ry+Ryt+2(6+a+h)t?

En donde R es el valorde R en t = 0, y @ una constante que en este caso no tiene porqué ser
positiva, ya que U = Y. m;m;-Inr;;- + C” puede tomar valores positivos y negativos.

Vemos que si (§ + h") fuera una cantidad positiva mayor que |a|, R creceria indefinidamente
con el tiempo, con lo que el Sistema Solar seria inestable. Por otra parte, si (6§ + h") fuera una
cantidad negativa mas grande que el mayor valor de U en valor absoluto entre O y t, los
elementos de la integral:

t
4j (6 + U + h)dt
0

serian negativos, con lo cual:

aR Ry "< —4pt
7t Ro B

En donde f8 es una cantidad positiva. Integrando de nuevo;
R<Ry+Ryt—2pt?

En este caso, al incrementarse t, R se aproxima a menos infinito, lo que es absurdo ya que R
representa la suma de cuadrados y, por tanto, es una cantidad positiva.

Asi, con todo lo anterior deducimos que 6§ + U + h” no puede tener valores estrictamente
positivos ni estrictamente negativos, para que el Sistema Solar sea estable. § + U + h” debe
oscilar hacia adelante y atrds entre valores positivos y negativos, lo que quiere decir que U
debe oscilar entre —h” — §. Si asumimos la siguiente identificacidn:

U =Y mm;lInry; + C'oscila alrededor de Y, mym;- lna — §

xmim;

Encontramos asi la constante €' = —§ = — y que r debe oscilar alrededor de a. En

cualquier caso, al igual que Jacobi comenta sobre su propio método, este analisis no ofrece
soluciones para grandes valores de t.

Como curiosidad, simplificaremos al sistema a un problema de dos cuerpos. En este caso, si
quisiéramos calcular la velocidad orbital que debe llevar un planeta para que, a una
determinada distancia, se mantenga estable en su drbita, s6lo debemos considerar que la
fuerza gravitatoria debe actuar también como fuerza centripeta;




Estabilidad y Caos en el Sistema Solar Jose Javier Arenas Ferrer

Independientemente de constantes de gravitacion y en donde la expresidon de la fuerza
centripeta no cambia por el hecho de que la trayectoria se produzca en un plano
perteneciente a R%. Despejando la velocidad:

v=Jm

Con lo cual, si el planeta viaja a esa velocidad, su orbita sera estable independientemente de la
distancia al Sol.

En cuanto a la ecuacién de Jacobi para estudiar la estabilidad del Sistema Solar en funcién del
momento de inercia, hemos tratado de demostrar su validez y ampliacién a R™. Asi, podriamos
enunciar la siguiente generalizacion;

Supongamos el Sistema Solar formado por i masas puntuales y que el potencial gravitatorio
total ‘U del sistema cumple el Principio de Superposicién en R". Siendo R el momento de
inercia total del sistema planetario, la correspondencia entre dichas magnitudes cumple la

siguiente relacion en funcion del niimero de dimensiones n del espacio euclideo:

d?R
— = (8=2n)U + 4K’

de?
d*(R)

W: 6U + 4h" — 2C,

enR",/Wn#2& C'=0paran=1en

y

2

R ss+U+n)
dt?

5 = rmm;-

en R?, siendo .

y h’, C ‘constantes de integracion.

n>4;

Por otra parte, hemos de decir que, para Einstein, la gravedad nace de la curvatura en el
espacio-tiempo provocada por la masa, por tanto, para espacios de dimensiones n < 3 la
gravedad no existiria, lo que provocaria que los planetas no pudieran orbitar y el Sistema Solar
no estaria ligado (Richard Gott, Time Travel in Einstein’s Universe: the physical possibilities of
trhough time, 2002). En el caso de haber mas de tres dimensiones espaciales, las érbitas se
volverian inestables (Ehrenfest, Which roles does the tree-dimensionality of area play in the
basic laws of physics? Annalen der Physik, 1920) como por ejemplo para n = 4, ya estudiado
por Jacobi. Aunque la ultimas teorias de unificacion sugieren la posibilidad de un Universo de
11 dimensiones (Teoria de Cuerdas), ello no debe suponer un problema para la estabilidad del
Sistema Solar, ya que de las 10 dimensiones espaciales que propone la Teoria, 7 de ellas se
suponen microscaépicas. Por tanto, solo 3 de las 11 son macroscépicas y espaciales.

Curiosamente, la Unica posibilidad de estabilidad del Sistema Solar reside en R3.
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8.2 Nuevas vias de investigacion: expansion cosmoldgica

En un campo tan abierto aun como la estabilidad del Sistema Solar se pueden encontrar
diversos modos de afrontar el problema; numéricos, computacionales, analiticos, etc. Como la
perspectiva que estamos tratando en el trabajo es la analitica, seguiremos en esa linea por
coherencia histérica y la propia compacidad del trabajo. Desde ese punto de vista,
reflexionando sobre el problema y sobre los avances fisicos en el conocimiento del Universo y
la mejora de la mecanica newtoniana, nos hemos formulado la siguiente pregunta:

¢Influye la expansion cosmoldgica en la estabilidad de nuestro sistema planetario?

Bajo el contexto de la revolucién cientifica iniciada por la Mecanica Cuantica y la Teoria de la
Relatividad (General y Especial) a principios del siglo XX, Edwin Powell Hubble (1889-1953)
demostré bajo el método observacional la expansion del Universo en 1929, Segun la Ley de
Hubble las galaxias se alejan unas de otras a una velocidad v proporcional a su distancia R;

v =HR

En donde H es la llamada constante de Hubble, cuyas medidas recientes” arrojan un valor de
67.0 3.2 km s™ Mpc™.

Sin embargo, los modelos cosmoldgicos basados en la Teoria del Big Bang parecian sugerir que
H podria variar lentamente a lo largo del tiempo. Asi, a esta “constante” se le ha ido llamando
progresivamente pardmetro de Hubble. El valor de dicho parametro depende del tiempo en la
forma:

H

- —+a)

Por tanto, el pardmetro de Hubble aumenta o disminuye segun el signo del pardmetro de
deceleracion q. En un principio se pensaba que ¢ > —1, lo que implicaria H < 0, ya que ello
implicaria que la expansidon decelera o permanece constante debido a la fuerza gravitatoria
qgue gobierna el Universo. Sin embargo, el descubrimiento de un valor g < —1 en algunas
observaciones de supernovas, revoluciond la Cosmologia en 1998 al implicar que la expansion
cosmoldgica se estaria acelerando.

Por tanto, de acuerdo con lo anterior, queda patente que la expansion afecta a la mecanica de
las galaxias, pero también, aunque en menor grado, a escalas mas pequefas (Anderson 1995).
La pregunta que surge es si la expansion se debe despreciar en la escala del Sistema Solar, en
donde se tienen en cuenta fuerzas gravitatorias incluso entre cuerpos poco masivos y alejados
del Sol (cometas de la nube de Oort, por ejemplo) como perturbaciones en el problema de los
dos cuerpos, o si debemos considerarla como una correccidn de la ley de gravitacion
newtoniana e incluirla en nuestros analisis de estabilidad. Investigando sobre esta posibilidad
hemos encontrado que, efectivamente, existen estudios actuales sobre esta cuestion, es decir,
la influencia de la expansiéon cosmoldgica en sistemas locales como nuestro sistema

planetario®.
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Algunos estudios sobre la influencia de la expansién a escalas galacticas o planetarias son:
McVittie (1933), Jarnefelt (1940), Callan et al. (1965), Anderson (1995), Cooperstock et al.
(1998), Dominguez & Gaite (2001), Carrera & Giulini (2009).

La base tedrica del andlisis que expondremos es el factor de escala césmica a(t), que
representa la expansidn relativa del Universo. Este factor relaciona la distancia propia entre
dos objetos en un instante t con su distancia en un tiempo de referencia ¢, es decir:

R(®)

) = R

Asi, el pardmetro de Hubble y, por tanto, el pardmetro de deceleracidn se puede definir como:

H =

Q| Q
=

i

|

|

|

S~
N

La aceleracién que resulta de la ley de Hubble estara dada entonces por:
- . .d )
v=R=HR+HR=aR:qH R

Observamos que, desde la perspectiva de la Relatividad General, un cuerpo en co-movimiento
con la expansidon cosmoldgica se desplaza en una trayectoria inercial, es decir, libre de fuerzas.
Desde el punto de vista newtoniano, la fuerza es por definicidn la causa de las desviaciones del
movimiento inercial. En el contexto de nuestro estudio podemos afiadir £ a las ecuaciones de
movimiento cldsicas como una perturbacién de la ley de gravitacion newtoniana.

Cooperstock et al., en 1998, analizé la influencia de la expansidn césmoldgica en sistemas
locales para una métrica Friedman-Robertson-Walker (FRW) en Relatividad General, es decir,
intrinsecamente dindmica con el cambio de distancias propias. Para un Universo Einstein-de
sitter'”, la ecuacién de movimiento escrita en la forma newtoniana;

R= GM+dR
~ R?2 a

Identificando esta ecuacidon como la ecuacién newtoniana corregida al movimiento de los dos
cuerpos, y con la restriccion por simplicidad a drbitas circulares. Todo ello supuesto en un

sistema de referencia inercial. Asumiendo la correccion +;Rcomo una perturbacién de Ila

fuerza central que también es central, con lo que el plano de la drbita se mantiene.
Considerando la expresién de las coordenadas radial y angular de la érbita;

R(t) = Ry + 6R(t)
0(t) = wot + 60(t)

Cooperstock obtiene las expresiones finales:

50 = —o—; 6 = —
S 9tZw,’ T 3ttwd
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En donde podemos comprobar que la velocidad angular decrece con el tiempo, con lo que w
se aproxima a wy.

Para un valor de la edad del Universo de t = 6.3 - 1017, una distancia media Tierra-Sol de

-1

Ro = 1.5-10""m, y una frecuencia orbital terrestre de wy = 2 - 10~’s~! se obtiene que la

correccidn de la aceleracidn debido a la expansion cosmoldgica es:

SR =—3.17-10""m/s?
Lo que comparado con la aceleracidon de la gravedad provocada por el Sol en la Tierra (G
corresponde a la Constante de Gravitacidon Universal newtoniana):
Mg

G
g=—5=6" 1073m/s?
Ry

Arroja un resultado 44 érdenes de magnitud inferior, lo que parece despreciable.

Sin embargo, el articulo en que se basan los resultados anteriores fue anterior al gran
descubrimiento de 1998 sobre la aceleracidon de la expansién, con lo que la suposicidon del
Universo Einstein- de Sitter dominado por la materia y, por tanto, la estimacion de la edad del
Universo utilizada en los desarrollos y célculos, no es precisa.

Aunque los resultados anteriores parezcan representativos, conviene realizar el andlisis de la
influencia de le expansién en las oOrbitas keplerianas con los valores del pardmetro de
deceleracion mds utilizado por los tedricos actuales, y que no es el correspondiente al del
Universo Einstein-de Sitter (g = 1/2). Ademas, hemos de tener en cuenta que el valor de la
perturbacién de la aceleraciéon obtenido, aunque pequefio, podria suponer perturbaciones
importantes a largo plazo, al igual que en el problema de los n cuerpos analizado con la
mecdnica hamiltoniana clasica, puede ocurrir con ciertas resonancias entre cuerpos.

Por tanto, analicemos el problema bajo la luz de los nuevos resultados de la Ultima década.

Sereno & Jetzer (2007) analizaron el efecto de % en la estabilidad de un sistema planetario

similar al nuestro y en el movimiento medio y precesién del periastro de un planeta;

Continuando con la aproximacién newtoniana y escribiendo de nuevo la ecuaciéon de
movimiento R = —GM/R? + (d/a) R en coordenadas polares para una particula alrededor
de un cuerpo central:

R =

M+R'2+(d)R
R? ¢ a

En donde R?® = L representa el momento angular (conservado) por unidad de masa.

Considerando la perturbacion estrictamente radial, las érbitas keplerianas se encuentran
confinadas en un plano no perturbado. Asi, suponiendo las variaciones orbitales como
perturbaciones de érbitas circulares, al igual que Cooperstock et al.;
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R(t) = Ry + 8R(t)

0(t) = wot + 60(t)
Siendo Ry, wg = /GM/Rg las coordenadas de movimiento no perturbadas.

Considerando hasta variaciones seculares, la perturbacién en la aceleracién (6R) se puede
despreciar ya que el periodo de las érbitas es mucho menor que la edad del Universo
(Cooperstock et al, 1998), con lo que la aceleracidn centripeta en un movimiento circular seria:

R'z_GM (d)R
¢ = R2 a

Como consideramos constante el momento angular, podemos escribir:
R%¢p =L = Réw,

Con lo cual,

Insertando la expansién R(t) = Ry + 6R(t)en la anterior expresién, y con un modelo ACDM
de referencia (que se analiza con y sin la influencia de energia oscura) ©) la contraccién o
expansién de un sistema gravitatoriamente ligado dependera de si:

En un escenario pesimista, el radio orbital divergeria, pero este movimiento dinamico del radio
se puede ver como determinado por un potencial efectivo:

2 2 .
wj w§ lad R
opeans = R {2E— EL1 G (R

El minimo de potencial respecto a R en un tiempo t sdlo existe para (Nesseris &
Perivolaropoulos, 2004):

En donde la igualdad se escoge para el instante en que el minimo desaparece y el sistema llega
a desligarse. Este tiempo de disociacién depende casi exclusivamente del comportamiento de
la energia oscura a lo largo del tiempo.

Es posible encontrar una solucién aproximada por desplazamiento al rojo'® para la disociacion
(despreciando la materia oscura);
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Atdis

_ 0 dz
N Ldis (1+2)H(z)

En donde, recordamos que,

H

Il
Q|

y el factor de escala a(t) se encuentra en funcién de z;

B 1
14z

Hacemos notar que, por primera vez en todo el trabajo, se ha expuesto una solucion particular
(temporal) al problema de la estabilidad del Sistema Solar en R3.

Representando la solucidn en funcién de la ecuacidn de estado de la energia oscura wyg

(considerando esta como un pardmetro cosmoldgico constante)’’;

"lll-l'll‘ﬂ
(=3

WD

. . 9 _~ . . . s . . .
Tiempo (en unidades de 10° afios) necesario para la disociacion de un sistema planetario como el Sistema Solar

(a/a) > 0. Grafica tomada del

en funcién de la ecuacién de estado de la energia oscura en un Universo en que

articulo de Sereno & Jetzer (2007).

Considerando ahora las orbitas elipticas, las variaciones seculares del semieje mayor (A),
excentricidad (e), y la velocidad angular (w) medias de un planeta también se modifican debido
a la perturbacion que ejerce la expansion cosmoldgica. Exponiendo sélo los resultados finales
directamente;

7 )t__zc;it< )

1v1l- dA 3 7
(-2 + 02y oy = SV @) @y 3 it
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Al igual que las interacciones entre planetas, las anteriores expresiones suponen desviaciones
de la 32 Ley de Kepler. Cuanto mayor sead/a = qH?, mayores seran las perturbaciones
orbitales y, por tanto, la probabilidad de destruccién de las érbitas planetarias.

Los resultados numéricos dependerdn del tipo de expansidn que consideremos y, por tanto, de
sus valores en el parametro de deceleracidn q. El principal problema para detectar
empiricamente estas desviaciones es que, aunque mayores que las obtenidas por Cooperstock
en 1998 al considerar la energia oscura, siguen siendo muy pequeiias en comparacién con las
medidas que ofrece la tecnologia actual (10" m para planetas interiores; E. V. Pitjeva, Solar
System Research 39, 176 (2005)). Sin embargo, creemos que este es un camino que amplia y
mejora el estudio de la estabilidad del Sistema Solar analizada con la mecdnica newtoniana, ya
que tiene en cuenta descubrimientos recientes en el campo de la Cosmologia y su aplicacion a
pequefias escalas. Aunque debamos esperar a generaciones futuras de tecnologia para
verificar o falsar las predicciones tedricas, la influencia de la expansion del Universo en las
Orbitas planetarias estd demostrada cualitativamente, con lo que cerraremos este capitulo con
otro estudio mas actual que analiza el problema de la influencia de la expansiéon cosmolégica
en el Sistema Solar y, por tanto, de su estabilidad.

Carrera & Giulini (2010), reformulan las preguntas clasicas sobre la estabilidad planetaria
desde la perspectiva cosmoldgica: éSe expande el Sistema Solar con el Universo? ¢Se expande
sélo parcialmente? ¢O no se expande en absoluto? Mediante la aproximacidon newtoniana
analiza el problema de los dos cuerpos en un Universo en expansion.

Con las estimaciones de los parametros H y q, de verano de 2009 (aproximadamente 70Kms™
Mpc™y -0.6 respectivamente);

~3.-10736572

Q| &

lo que, a la distancia de Plutén de 40UA, produce una aceleracién de 2 - 10723 ms 2,

Si se considera un planeta del Sistema Solar, la escala de tiempo relevante del problema es el
periodo de las érbitas alrededor del Sol. Si tratamos d/a como constante durante una drbita,
el error relativo en la perturbacién es menor que 10™°. Aunque para tiempos variables gH?,
como ya hemos visto, provoca cambios en el semieje mayor y en la excentricidad de las drbitas
keplerianas, se despreciara la dependencia temporal de la ecuacion:

R=HR+ HR=—-R=qH’R
a

Y se establecerd d/a como una constante 4 = qOHOZ. Asi, la ecuacién:

GM 2

R=-25+3

i

+ (—) R, (R*¢p =1)
a

puede integrarse;

1.
§R2+U(R)=E
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Siendo E la energia mecdnica (cantidad conservada) y el potencial efectivo:

U(R) = > C AR?
" 2R2 R 2
Y endonde C = GM.

La discusion sobre el comportamiento de R se podria realizar en términos del potencial
efectivo (en este sentido el estudio guarda cierto parecido con el andlisis de Jacobi, con lo que
podriamos insertar este nuevo potencial U(R) en los desarrollos jacobianos y reelaborar los
pasos y conclusiones, algo que dejaremos para futuros estudios).

Si queremos conocer el radio critico al partir del cual la aceleracidon cosmoldgica supera a la
aceleracién gravitatoria que un cuerpo crea a la distancia en que se encuentra el otro;

—GM (d) R = AR R g
= | — = p—t = —_—
R2 a ¢ ¢ |A|

Lo que nos dice que para R < R, la atraccidn entre los dos cuerpos es dominante, y que para
R > R, domina el efecto de la expansidn cosmoldgica. Cuanto mayor sea el parametro
|A| = |q|H?, menor sera el radio critico.

Aunque Carrera & Giulini utilizan parametros adimensionales, algunos cambios de variable, y
la 32 ley de Kepler para hacer una discusion de casos del potencial efectivo que evalla la
estabilidad de las drbitas, nosotros trataremos de obtener las mismas conclusiones utilizando
directamente la expresion del potencial efectivo en funcién de la distancia;

Derivando la expresion del potencial respecto a la distancia e igualando a cero obtenemos los
extremos de la funcién:
dU(R) > c

—— 4+ ——AR=0
dR R TR

Y que podemos expresar de forma simplificada con las condiciones:

L2=CR—AR4>0=>A<£
> < 23

Las drbitas circulares seran estables si consideramos el extremo como un verdadero minimo,
es decir, si la 22 derivada del potencial evaluada en dicho punto critico es positiva, se dara la
estabilidad. Esto es;

d’U(R) 3L* 2C
Tz TR A0

Y sustituyendo la condiciéon de extremo de la 12 derivada, obtenemos la expresién sin la
aparicion explicita del momento angular:

CR — 4AR* > 0;R3 < C/44;
= R<3/1/4R, ~ 0.63R,
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Lo que coincide con el resultado de Carrera & Giulini, y que implica la condicion de estabilidad
para o6rbitas circulares. Identificando el radicando con un pardmetro (@), encontramos tres
regiones:

1. - .
1. a< » existen drbitas circulares y son estables

1 . _ .
2. T < a < 1, existen las drbitas circulares pero no son estables

3. a > 1, no existen drbitas circulares

Tras este analisis, que consideramos mas sencillo que el original, exponemos la representacién
de los resultados de Carrera & Giulini, mostrando asi la equivalencia:

Ly

L=
o

=Y

a=10

Imagen tomada del articulo de Carrera & Giulini (2010), que muestra la correspondencia con nuestros
resultados. En el trabajo de los autores, el potencial depende de pardmetros adimensionales en su
ecuacion general, llamando x al cociente entre distancias tomando una de referencia (x(t) = R(t)/Ry).
a corresponde al caso newtoniano.

En general, no existen drbitas ligadas que se extiendan mas alld del Radio critico R., ya que,
por ejemplo, para la Tierra y en la época actual:

R R R R
fo_ %o _ 0 _42-108«063=—
Re s L 3| GMg ke

NIAL - oag]

Sin embargo, si nos vamos a los limites del Sistema Solar (Carrera & Giulini no realizan dichos
calculos), como la capa exterior de la nube de Oort (150000UA), obtenemos;

Ry

— = 0.0063

R,

Lo que se acerca mucho mas al radio critico de inestabilidad (casualmente las cifras no nulas

coinciden con el parametro limite de estabilidad Ry /R, = 0.63).

~ 81 ~



Estabilidad y Caos en el Sistema Solar Jose Javier Arenas Ferrer

Existen estudios de esta discusidon de casos teniendo en cuenta la dependencia de A con el
tiempo (Faraoni and Jacques, 2007).

Escribiendo la expresidon de velocidad angular para Orbitas circulares con la condicién de
estabilidad:

2m AR}

WO:E I

En donde Tk corresponde al periodo de la 32 Ley de Kepler.

Observamos que para Ry < Rcobtenemos el limite kepleriano. Sin embargo, cuando Ry ~ R
la perturbacién de la ley de Kepler se hace considerable.

En el caso limite en que RS = Rg = C/A; wy =0, lo que es légico ya que desaparecen las
Orbitas circulares al llegar al umbral del radio critico.

Por otra parte, hemos comprobado que las condiciones de estabilidad en los minimos de
potencial dependen de la distancia elevada a la cuarta potencia (R*). A partir de esta condicién
(aunque no entraremos en detalles), los autores concluyen que la desviacién en el radio
orbital de una hipotética sonda espacial que viaja alrededor del Sol a 100UA podria ser tan sélo
de 1 mm, pero que como dicha desviacién crece con la cuarta potencia de la distancia, si la
nave viajara a 1000UA, esta seria del orden de 10 metros, y asi sucesivamente.

Aunque, como hemos comprobado hasta ahora, la acciéon de la expansidon cosmoldgica en la
estabilidad del Sistema Solar esta analizada y demostrada (en cuanto a su existencia al menos),
también se desprende que la influencia es pequefa. La verdadera pregunta es ddebe
despreciarse? Esta respuesta no la consideramos trivial ya que el efecto de la aceleracion
cosmica es acumulativo y, a tenor de los recientes descubrimientos y analisis posteriores a
1998, podria crecer con el tiempo y la distancia. El hecho de que los pardmetros de
deceleracién y de Hubble (g y H respectivamente) no sean del todo conocidos, asi como la
influencia de la materia oscura, hace que la respuesta a la pregunta esté abierta.

Por otra parte, aunque la aceleracién cosmoldgica para Plutén es infima ( 2 - 10723ms =2 ),
también lo son otras influencias gravitatorias, aunque en menor grado, que hemos tenido en
cuenta en la Teoria de Perturbaciones (por ejemplo, la gravedad de Ceres a la distancia de
Plutén es del orden de 10~®ms™2). Si las perturbaciones gravitatorias entre cuerpos del
Sistema Solar, aunque sean débiles, podrian desestabilizar a este al producirse resonancias,
creemos que la aceleraciéon césmica, que toma su valor maximo “periddicamente” en el
afastro, también se puede considerar como una perturbaciéon en resonancia de un sistema
integrable como el de los dos cuerpos.

~ 82 ~



Estabilidad y Caos en el Sistema Solar Jose Javier Arenas Ferrer

Como los mismos autores (Carrera & Giulini, 2010) reconocen al inicio de su estudio, el
entendimiento de la influencia de la dindamica cosmolégica en sistemas locales como el Sistema
Solar, es aun una cuestion abierta. Nosotros creemos que la cuestidon de la Estabilidad del
Sistema Solar no se cerrarad hasta que se conozca mejor este nuevo campo de estudio, por lo
qgue creemos que las nuevas vias de investigacion deben incorporarlo. Un ejemplo de que la
mecanica celeste no estd aln completada, es problema conocido como la aceleracion anémala
de las Pioneer 10y 11;

En Noviembre de 2004 la sonda espacial se encontraba a una distancia de 86.83 UA vy
velocidad de 12173km/s respecto al Sol. Sin embargo, para sorpresa de la comunidad
cientifica, las Pioneer no se encontraban exactamente donde deberian, ya que algo estaba
frenando a las sondas vy las apartaba de las trayectorias que predecia la mecanica newtoniana.
La aceleracién se dirigia hacia el centro del Sistema Solar y era del orden de 10° ms™. Desde
1998 se han publicado multitud de articulos y teorias sobre el origen de esta extrafia
aceleracién (Anderson et al., 1998; Rosales & Sanchez Gémez, 1999; Turyshev et al., 2005;
Kagramanova et al., 2006; Fahr & Siewert, 2008; Carrera & Giulini, 2010, etc), sin que aun haya
una explicacién definitiva. Las explicaciones son tan variadas como perturbaciones provocadas
por el Cinturdn de Kuiper, fuerzas gravitatorias ocasionadas por materia oscura, modificacion
de coordenadas por la expansién cosmoldgica, etc. En cualquier caso, esta anomalia ha
provocado una desviaciéon de 500km en la trayectoria de la Pioneer a lo largo de diez afos. La
improbable coincidencia de la magnitud de la aceleracién (8.6 + 1.34 - 10" 1%ms~2) con el
producto:

Hyc =~ 67kms 'Mpc~ -3-10°%kms™! = 6.7 - 10" 0ms 2

ha provocado amplias reflexiones sobre el replanteamiento de las Teorias de la expansién
cosmoldgica.

El problema de la anomalia Pioneer, al ser este un satélite que viaja por nuestro sistema
planetario con una trayectoria no prevista por la mecdnica celeste, coloca limites a las Teorias
Gravitatorias y Cosmoldgicas actuales, provocando que permanezca abierto el problema de la
Estabilidad del Sistema Solar.

Proponemos, para estudios futuros, incluir la aceleracidon cosmolégica en la ecuacién de Binet
para fuerzas centrales que, en su forma general;

2
d%(1/R) !

RZ
s 21

. GM
Clasicamente f(r) se toma como ——z (Kepler, problema de los dos cuerpos) para el campo

gravitatorio, lo que en nuestro caso, determina la drbita de un planeta;

d*(1/R) . 1 GM
do? R 12
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Sin embargo, si incluimos también la aceleracién cosmoldgica;
@) GM N (a) R
r)=——+4|—
f R? a
Tomando d/a = q0H02 como constante (Carrera y Giulini, 2010), la expresion queda:

d?(1/R) 1 _GM qoH,"R®
de? R 12 12

Lo que representaria una perturbacion a la ecuacion de Binet.

Ademas, dado que los valores de la aceleracidon cosmoldgica son pequeiios a escalas locales
como el Sistema Solar, seria recomendable no despreciar tampoco en la ecuacién anterior los
efectos de la Relatividad General (especialmente observados en el perihelio de Mercurio y ya
comentados en “Leyes de la Mecanica Celeste: germen del problema”). Como la ecuacion de
Binet Relativista (Janssen B., Teoria de la Relatividad General, Dpto. de Fisica Tedrica y del
Cosmos, Universidad de Granada, 2011) es:

d*(1/R) . 1 _GM 3GM
de? R I? ' (2R?

La ecuacioén final de Binet, con las perturbaciones cosmoldgicas y relativistas seria:

d’(1/R) 1 _GM 3GM q.H,’R®
dg? R L2 ' c2R? L2

Apareciendo la constante ¢ como la velocidad de la luz en el vacio.

Como la perturbacién relativista crece al acercarnos al Sol, pero la perturbacién cosmoldgica
crece al alejarnos de este, seria interesante calcular en qué regiones se puede despreciar una u
otra perturbacidn desembocando en unas u otras trayectorias orbitales. De hecho, como al
aumentar R, una perturbacidn disminuye y la otra crece, habra un valor de la distancia en que
ambas se cancelen mutuamente;

3GM _ qOHOZRg"B
c2R%, L2

Como el momento angular L es una cantidad conservada, podemos dejarla en funcién de
parametros conocidos. Teniendo en cuenta que en radio orbital R tenemos de nuevo el
problema cldsico de los dos cuerpos ya que ambas perturbaciones se anulan, la aceleraciéon
centripeta coincidiria con la gravitatoria, con lo cual:

. GM
@?Rep = —— = @*Rep* = GMRp = L2
Rep

Y sustituyendo en expresiéon de R.p;

4|3 (GM)2
qo \cHy
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= Rcp = 6.67 - 10'*m = 4448 UA
En donde hemos llamado R a la distancia en que se obtiene la ecuacion clasica de Binet.

Por tanto, como en la regidn que se extiende entre el Sol y R-p la perturbacion relativista
vence a la cosmoldgica, creemos que los estudios realizados hasta la fecha sobre la influencia
de la aceleraciéon cosmoldgica a escalas locales (como el Sistema Solar) deberia incluir la
perturbacién de la Relatividad General en las ecuaciones newtonianas. Observamos que la
aceleracién cosmoldgica sélo comenzaria a tener efectos superiores a la relativista a 4448 UA,
es decir, mas alld de la Nube de Oort interior (que se extiende desde las 2000 UA hasta las
20000 UA).

Concluimos asi que todos los planetas del Sistema Solar sufren una mayor perturbacion en sus
Orbitas por los efectos de la Relatividad General en las ecuaciones newtonianas que por la
influencia de la aceleracién cosmoldgica en dichas ecuaciones.

Observamos también que la mencionada coincidencia de la anomalia Pioneer (Ap) con
pardmetros fundamentales, y que ha provocado amplias reflexiones;

Ap = Hyc =~ 67kms *Mpc™' -3 -10°kms™! = 6.7 - 107 10ms 2

ha florecido de manera natural en nuestra distancia limite R-p, pudiendo escribirla, por tanto:

Con lo que todo parece indicar que, efectivamente, no se trata de una mera coincidencia.

Como ya hemos comentado al principio de estos andlisis, dejaremos esta via de estudio sobre
la Ecuacion de Binet con las perturbaciones relativistas-cosmoldgicas y su posible relacion con
la anomalia Pioneer, para mds adelante.
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8.3 Predicciones

Aunque el trabajo que hemos desarrollado y expuesto aqui, ha tomado en todo momento una
perspectiva analitica, existen otros métodos que tratan de resolver el problema de los n-
cuerpos y la estabilidad del Sistema Solar (métodos numéricos y computacionales, por
ejemplo). Aunque no forma parte de nuestro objetivo tratarlos, si que expondremos algunos
resultados sobre predicciones, lo que puede ser significativo en cuanto al futuro del Sistema
Solar y las dudas que nos ofrece su posible inestabilidad o/y caos.

El astronomo francés Jacques Laskar, del Instituto de Mecanica Celeste de Paris lleva décadas
investigando sobre la estabilidad del Sistema Solar. Hasta 1988 todas las integraciones
numéricas sobre el movimiento de los planetas (principalmente los exteriores) durante
periodos que alcanzaban las decenas de millones de afios, reforzaban la idea de las d6rbitas
casi-periddicas. El determinismo laplaciano parecia consolidarse. Sin embargo, al continuar los
calculos para intervalos temporales mayores (845 millones de afios) gracias a un ordenador
especialmente construido para ello (Orrery) se descubrid un comportamiento cadtico para
Plutén (Sussman & Wisdom, 1988); la distancia que separa dos Orbitas inicialmente proximas
se multiplica por tres cada veinte millones de afios (exponente de Lyapunov), lo que ponia de
manifiesto una gran sensibilidad a las condiciones iniciales. Laskar, en 1989(8), extendid el
estudio a todos los planetas mediante el ordenador VP 200 del CNRS, con lo que pudo integrar
numéricamente el movimiento de los ocho planetas del Sistema Solar durante 200 millones de
afios (seis horas de calculos). Los resultados fueron sorprendentes, ya que indicaban que
planetas como Mercurio, Venus, La Tierra y Marte, tenian un comportamiento de las
trayectorias caodtico; las distancias entre dos drbitas inicialmente préximas se multiplicaban
por tres cada cinco millones de afios (exponente de Lyapunov). Por tanto, ello hacia imposible
cualquier prediccidn mas alla de 100 millones de afios, ya que un error del 0.00000001% en la
medida de las condiciones iniciales conducia a un error del 100% (un error igual a la medida)
tras 100 millones de afios.

El origen de tales movimientos cadticos provenia de las resonancias entre los periodos de
precesion (resonancias seculares) de las érbitas de Marte y de la Tierra por un lado, y de
Mercurio, Venus y Jupiter por otro. Se demostrd también (Laskar, 1990) que la zona cadtica es
lo suficientemente amplia como para permitir que el resultado de los 10® afios sea correcto
aunque haya pequefios cambios en las condiciones iniciales o en el modelo. Las integraciones y
simulaciones posteriores para la evolucion de las érbitas planetarias muestran una gran
estabilidad en planetas similares a la Tierra para periodos de tiempo de hasta 10° afios
(Lissauer, 1999). Simulaciones mas recientes (Laskar, 2009) recrean los movimientos orbitales
con pequefias variaciones de las condiciones iniciales que dan lugar a 2500 dinamicas posibles
para los préximos miles de millones de afios; en un 1% de los casos, Venus, Mercurio, La Tierra
o Marte colisionaban entre si o con el Sol.

Aunque el Teorema KAM propone un Sistema Solar relativamente (o probablemente) estable,
la existencia de resonancias seculares en los movimientos de precesion de las Orbitas
planetarias puede provocar nuevas divergencias en los desarrollos de la mecanica celeste. En
el caso de un movimiento casi-periddico con pequefas perturbaciones, las trayectorias
permanecen en toros invariantes, pero la dindmica cadtica motivada por otras resonancias no
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incluidas en la Teoria de Perturbaciones, puede desembocar en trayectorias que incursionan
en otros espacios topoldgicos.

El astrofisico y cosmdlogo Richard Gott, profesor de la Universidad de Princeton, disefid un
ingenioso método para estimar la duraciéon de sucesos dificiles de predecir; El Principio de
Mediocridad®, que surge como una extension del Principio Copernicano. Este Gltimo Principio
afirma que no hay observadores privilegiados para un fenémeno dado. Segun el Principio
Copernicano, no estamos en un lugar privilegiado del Universo, por lo que un observado en un
lugar al azar verd el mismo Universo que nosotros. La versiéon cosmoldgica moderna lo recoge
como El Principio Cosmoldgico, que a su vez afirma que, a escalas suficientemente grandes, el
Universo es isétropo y homogéneo.

El origen de tal método de Gott se remonta a una visita de este al Muro de Berlin, en 1969.
Cuando se le pregunté al cientifico por la duraciéon del Muro, esté razond, aproximadamente,
como sigue:

Si mi visita no tiene nada de especial, existe un 50% de probabilidad de que el Muro se
encuentre en los 2/4 centrales del periodo observable. Por tanto, existe un 50% de probabilidad
de que el futuro dure entre 1/3 y el triple de lo que durd en el pasado. Como en el instante de
observacion el Muro tiene una vida de 8 afios, el tiempo restante debe encontrarse entre los
2.67y los 24 afios.

Cuando el Muro de Berlin cayé en 1989 (20 afios después, es decir, dentro del intervalo
predicho), Richard Gott se decidid a publicar el llamado Principio de Mediocridad y algunas
aplicaciones de este en Nature"?. La expresién general que predice la duracién es:

(f+1)‘

tactual

|(f + 1) < trestante < tactual

Siendo f el factor de fiabilidad, que se encontrara entre 0 y 1, y asumiendo que el observador
contempla el cuerpo o sistema en un instante al azar.

El Principio de Mediocridad, como ya hemos comentado, es una versidn temporal del Principio
Copernicano; si no estamos en un lugar privilegiado en el Universo, tampoco debemos estar en
un instante privilegiado en el mismo. En su libro Los Viajes en el Tiempo y el Universo de
Einstein (2002), el astrofisico explica el método y lo aplica para hacer predicciones sobre la
duracion de la especie humana o, por ejemplo, la duracion de un determinado gobierno.
Segln Gott, la férmula no sirve para predecir la longevidad del Universo ya que los
observadores inteligentes no estaban en un principio y, probablemente, desapareceran mucho
antes que el Universo. Para el cosmoélogo, los observadores inteligentes viven en una época
habitable y, por tanto, especial de la Historia (Principio Antropico Débil). Sin embargo, para
nosotros, esta argumentacion puede dar lugar a paradojas:

Como estamos en una época habitable = estamos en una época especial
Por tanto:
Como estamos en un lugar habitable = estamos en un lugar especial =
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= El Principio Copernicano no es valido = El Principio de Mediocridad no es valido

Es decir, si aceptamos el Principio Copernicano y, por tanto, el de Mediocridad, debemos
aceptar también que podemos hacer predicciones sobre la duracién del Universo y, por tanto,
del Sistema Solar. Nosotros aplicaremos este método tanto para estimar la duracion probable
del Sistema Solar entendiendo que la aparicidon de vida no es un fendmeno especial a gran
escala (lo que llamaremos Principio de Mediocridad Fuerte), como para calcular el tiempo
restante del sistema Sol-Tierra-Luna suponiendo que la apariciéon de vida es un fendmeno
aleatorio sdélo si se cumplen unas condiciones definidas (lo que llamaremos Principio de
Mediocridad Débil). Ambas estimaciones la realizaremos con una fiabilidad del 95% (f =
0.95), que es un valor para el parametro usual en los trabajos cientificos.

Establecemos asi:

1. Principio de Mediocridad Fuerte Supongamos que la aparicién de vida y las

condiciones necesarias para que esta se dé son relativamente comunes en el Universo.
Entonces, el momento y la persona que se pregunta por la duracidn del Sistema Solar
(en este caso, yo) no deben tener nada de especial.

Aungque es dificil ser precisos en la edad del Sistema Solar, una cifra bastante aceptada
es 4650 millones de anos. Al principio no habia orden ni armonia, ya que millones de
objetos colisionaban violentamente y se desfragmentaban mientras que otros, se
unian por la accién de la gravedad. Pasados 100 millones de afos, el sistema
planetario cobrd la estabilidad y la estructura actual™. Segun estas datos, la edad del
actual Sistema Solar (tciuq ) €S de 4550 millones de afios. Sustituyendo este valor en
la expresion de Gott, obtenemos, al 95% de probabilidad:

116.67 < tresianie < 177450
(millones de afios)

Observando que el tiempo restante minimo (~1.17 - 108 afios) coincide en orden de
magnitud con el resultado de Laskar (~108 afios) como limite predictivo. Si invertimos
los calculos para conocer la probabilidad de que el Sistema Solar se desestabilice antes
de los 108 afios de Laskar, obtenemos que existe un 4.3% de probabilidades de que el
Sistema Solar se desestabilice antes de ese instante (y después de 2 - 10! afios). Asi,
por simetria de intervalos y la equiprobabilidad de sucesos aleatorios, la probabilidad
de que el sistema planetario deje de ser estable antes del tiempo de Laskar es de un
2.15%, aproximadamente.

Comprobamos también, por otra parte, que el orden del tiempo de disociacion
calculado por Sereno & lJetzer debido a la aceleracién cosmoldgica (10° afios), se
encuentra dentro del intervalo estimado por nosotros (t,estante € (108, 1011) afios).

2. Principio de Mediocridad Débil Suponemos que la aparicién de vida es un suceso

aleatorio pero no lo son las condiciones necesarias para que esta se dé. Entonces, el
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momento en que me realizo esta pregunta no es especial si contabilizamos el tiempo a
partir de instante en que se dieron las condiciones para que la vida exista y se

desarrolle.

La configuracién del Sistema Solar que permite y favorece el desarrollo de la vida se
basa en un sistema Sol-Tierra-Luna (STL) estable. El intervalo temporal de estabilidad
del STL debe ser mayor o igual que el intervalo temporal de estabilidad del Sistema
Solar, ya que si algunas drbitas de este desaparecen o intersecan, el sistema STL puede
permanecer, pero no asi a la inversa, por propia definicidn clasica de la estabilidad del
sistema planetario.

Supuestamente, el sistema STL es estable y favorece el desarrollo de la vida hace 4400
millones de afios (ty.qq ), cuando el vapor de agua pudo condensarse por primera
vez. Por otro lado, las teorias mds actuales sitlan los primeros indicios de vida en
torno a 3800 millones de afios™. Asi, con la misma fiabilidad de antes (0.95),

obtenemos:

112.8 < trestante < 171600
(millones de afios)

Si relajamos aun mas el Principio de Mediocridad Débil y suponemos que la aparicién
de la vida hace 3800 millones de afos no fue aleatoria, es decir, consideramos ese
tiempo como t .41 , Obtenemos:

97.4 < trostante < 148200
(millones de afios)

Lo que corresponderia al periodo probable del sistema STL que favorece literalmente
el desarrollo de la vida.
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8.4 Sintesis final

En definitiva, la pregunta clasica sobre la Estabilidad del Sistema Solar sigue abierta a pesar del
Teorema KAM (afios 60), ya que este sélo establece su estabilidad como una probabilidad que
depende de perturbaciones pequefias. El caracter no integrable y caédtico del Sistema Solar
(Bruns-Poincaré, 1887), hace que sean necesarios métodos numéricos y simulaciones que solo
realizan predicciones validas hasta un tiempo de 10® afios (Laskar, 1990, 2009) o 10° afios
(Lissauer, 1999). Estas cifras son de un orden de magnitud similar a los resultados mediante
otros métodos de aplicacion cosmoldgica (Sereno & Jetzer , 2007) y de raiz especulativa como
el Principio de Mediocridad, que nosotros hemos aplicado al estudio de este problema.

Por otra parte, la Ley de Hubble (1929), que también influye a pequefas escalas (Anderson,
1995) y los ultimos descubrimientos sobre la aceleracion césmica (Riess, 1998), parecen indicar
gue se deben tener en cuenta pardmetros cosmoldgicos en la busqueda de una solucién
definitiva al problema; la anomalia Pioneer (Anderson, Laing y otros, 1990) es un
contraejemplo que demuestra que la mecdnica celeste no es un campo cerrado. Nosotros,
como aportacion, hemos introducido las perturbaciones cosmoldgicas y relativistas en la
ecuacion de Binet, obteniendo que sélo a partir de las 4448 UA la perturbacién cosmoldgica
supera a la relativista, con lo que esta ultima tiene mayor influencia en las drbitas planetarias
keplerianas. Consideramos este Ultimo método como una nueva via de estudio sobre la
estabilidad del Sistema Solar tratada como perturbaciones en el problema de los dos cuerpos,
ya que incorpora ademas la anomalia Pioneer de forma natural.

Por otra parte, se ha generalizado el método de Jacobi a R", obteniendo que el Sistema Solar
sélo puede ser estable en R3.
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1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)
9)

Realmente hay cierta controversia sobre el origen del descubrimiento. En Noviembre
de 2011, la revista Nature publicé el hallazgo de una carta en los archivos de la Royal
Society of London, fechada en 1931. De ella, al parecer, se desprende que Georges
Lemaitre, en 1927, fue quien realmente descubrid la expansién del Universo. Para mads
informacién sobre la autoria del descubrimiento se puede consultar:
http://www.nature.com/nature/journal/v479/n7372/full/479150a.html

25 Julio de 2011; http://www.icrar.org/news/news_items/media-releases/a-new-way-
to-measure-the-expansion-of-the-universe

Para ser mads precisos, algunos ejemplos ordenados cronoldgicamente:
e Cooperstock, F.I. et al. The influence of the cosmological expansion on local
systems, University of Victoria, 1998
e Dominguez A. and Gaite J., Influence of the cosmological expansion on small
systems, Ludwig-Maximilians-Universitat, Germany, e Instituto Nacional de
Técnica Aeroespacial, Spain, Europhysics Letters, 2001.
e Sereno, M & lJetzer, P., Evolution of Gravitational Orbits in the Expanding
Universe, Pysical Review D, 75 (6) 064031, 2007
e Carrera M and Giulin, D., University of Freiburg, Germany, University of
Hannover, Germany, Reviews of Modern Physics, 82, 2010.
Modelo de Universo en que, enunciado de forma muy simplificada, la tendencia a la
expansion se equilibra con las fuerzas gravitatorias.
Modelo LCDM es una abreviaciéon de “Lambda-Cold Dark Matter”, conocido
frecuentemente como el modelo estandar de la cosmologia del Big Bang. Para mas
informacidon sobre el modelo y sus parametros, remitimos a lector al articulo de
Sereno & Jetzer (2007).
Radiacidn electromagnética desplazada hacia el rojo, hecho que viene motivado por
un alejamiento de la fuente respecto al observador (incrementandose la longitud de

. . , A
onda). Este efecto Doppler se mide mediante el pardmetro 1 + z = ;bs"ﬂ
emitida

La relacién entre la ecuacidn de estado wyq y otros parametros de energia oscura {yq
y materia oscura o viene dada por el pardmetro de deceleracidn g, en la época
actual:

qo = %{QMO + (1 + 3wy)Qx0}
En modelo ACDM de referencia, equivale a g5 = —0.55. Para leer una discusidn sobre
los posibles valores de los parametros, remitimos al lector al articulo de referencia.
Laskar, J., Nature, 338, 237, 1989.
Este Principio ya lo hemos avanzado en los trabajos de Laskar en relacion con la
estabilidad que la Luna provoca en la Tierra.

10) Gott, J. Richard, Implications of the Copernican Principle for our future prospects,

Nature, 363, 1993.

11) Datos recogidos principalmente de:

http://www.cyberastronomo.org/SistemaSolar/Planetas/FormaciondelosPlanetas/tabi
d/97/Default.aspx

12) Entre otras webs, estos datos se han recogido de Origen e Historia Evolutiva de la

Tierra, www.biologia.edu.ar/introduccion/origen.htm
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