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Capitulo 1: INTRODUCCION

1.1. Introduccion

El objetivo principal de este trabajo es realizar un analisis de estabilidad lineal en una capa de fluido
en presencia de paredes horizontales, entre las que se impone cierto gradiente de temperatura, y con

rotacidn sobre un eje vertical.
En la Figura 1.1 se esquematiza el modelo en estudio, donde:
* d, esladistancia entre las paredes.
* T,y T, son la temperatura impuesta en la pared inferior y superior, respectivamente.

* O, es la velocidad de rotacion del sistema sobre el eje vertical. Sera uno de los pardmetros

de control del estudio.

* (x, y, z), sistema de coordenadas no inercial, fijo en el plano equidistante entre ambas

paredes.

T |

1

Figura 1.1. Configuracion del sistema en estudio.

Se define el parametro,

(1.1)

que representa el gradiente lineal de temperatura impuesto en la capa de fluido. La tilde situada



INTRODUCCION

sobre las variables indica que son variables dimensionales.

Se prevé que la inestabilidad del flujo en rotacion aparezca en primer lugar para valores negativos
de B. Esto es, cuando el flujo estratificado tiene mayor temperatura en la parte inferior que la
superior (7, > T>). Con este gradiente adverso surgen fuerzas de flotacion que desestabilizan el

flujo.

El interés en este tipo de sistemas fisicos se debe a que puede modelar sistemas reales como, la capa
limite planetaria en un contexto geofisico, o las cavidades de refrigeracion/lubricacion de las

turbinas en un contexto técnico; donde hay una influencia a los gradientes de temperatura.

El andlisis de estabilidad lineal del sistema tiene como objetivo obtener la linea de estabilidad
neutral. Esto es, determinar la linea que divide las zonas estables e inestables, en funcion de los

siguientes parametros adimensionales:

*  Numero de Prandtl: P=V/x , definido como el cociente entre la difusividad de momento v

(viscosidad) y la difusividad térmica k. Existen algunos resultados de la literatura [4] que

usan este mismo valor, lo que nos permite hacer comparaciones mas apropiadas.

2 .
Qpr,

g
gravedad que actuan sobre el fluido.

¢ Numero de Froude: p= , relaciona el efecto de las fuerzas de inercia y las fuerzas de

4
* Numero de Rayleigh: p :% , esta asociado a la transferencia de calor en el interior

del fluido. Cuando el numero de Rayleigh esta por debajo de un cierto valor critico, la
trasferencia se produce principalmente por conduccion; cuando estd por encima del valor
critico, la transferencia se produce principalmente por conveccion.

Como se ha mencionado anteriormente, el flujo serd inestable a partir de cierto valor

negativo de B, que se corresponde con el numero de Rayleigh critico.

2
* Velocidad de rotacion adimensional: Qpd , se obtiene al adimensionalizar la
v

velocidad angular con las dimensiones del tiempo caracteristico del problema.
El objetivo principal consiste en, dado un sistema definido por los parametros (P, b), encontrar en

funcion de Q el valor del nimero de Rayleigh critico.

El primer paso es plantear las ecuaciones que describen el flujo, y obtener la solucion del estado

basico estacionario. Seguido, sobre la solucion bésica se afiaden pequefias perturbaciones de
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velocidad y temperatura, resultando el sistema de ecuaciones sobre el que se realiza el andlisis de

inestabilidad.

La bibliografia basica para el analisis del modelo son Crespo [1], Chandrasekhar [2] y Tritton [3];
donde se desarrolla con detalle la base fluido-dindmica, y el analisis de inestabilidades en fluidos. Y
con especial interés, se analiza el articulo Influence of Thermal Stratification on the Stability of
Ekman-Couette-Flow de Withalm y Hoffmann [4], particularizado para el caso de cero
deslizamiento entre las paredes. La validacion de los resultados obtenidos se basa en los datos de

dicho estudio.






Capitulo 2: PLANTEAMIENTO DE LAS
ECUACIONES

2.1. Formulacion fluido-dinamica

El sistema planteado en el capitulo anterior se modela en base a las ecuaciones fundamentales de la

mecanica de fluidos: continuidad, cantidad de movimiento y energia.

En particular, el modelo considera el movimiento de un fluido incompresible, viscoso y conductor

del calor, observado en un sistema de referencia no inercial (en rotacion).

2.1.1. Conservacion de la masa

En base a una derivacion Euleriana, la ecuacidon de continuidad se obtiene al considerar un elemento
fijo de volumen en el espacio, en el cual el ratio neto de entrada de fluido por su superficie debe ser

equivalente al ratio de acumulacion de masa dentro del volumen. Esto es,

‘2‘;’+V-<pi)=0 2.1)

Con ello, para el caso en estudio, donde se trabaja con fluidos incompresibles (p constante), se

obtiene,

V-i=0 (2.2)

2.1.2. Ecuacion del calor
La ecuacion del calor se obtiene en base a la ley de conservacion de la energia. Y para el caso en
estudio, se considera que la transferencia de calor viene caracterizada por la ley de Fourier. En este

caso, la ecuacion del calor se escribe como,

2—€+5‘VT=KV27 (2.3)
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donde x es la difusividad térmica.

La distribucidon estatica de la temperatura se obtiene al anular la derivada temporal de la

temperatura, 6?/ 07 =0 .,y ladistribucion de velocidad, 5:() . De este modo, la distribucion

estatica resultante es,

~

V’T =0 (2.4)

Para obtener 7', , se observa que en base a las condiciones de contorno, solo existe diferencia de

temperatura en el eje vertical, y de valor £. Con ello, la ecuacion anterior resulta,

VT =—==0 — = p= (2.5)
Y al integrar de nuevo, se obtiene finalmente la distribucion de temperatura estatica,
T.=pZ+4 (2.6)

Donde A4 es una constante que se determina con la siguiente condicion de contorno,

Enz=0, 7T.(2=0)=T,=(T,+T,)I2 (2.7)

To=A (2.8)

T=T,+pz (2.9)

Esta distribucion de temperatura describe el estado de equilibrio conductivo. De este modo, se

puede descomponer la temperatura en un punto como la suma de la temperatura de equilibrio

conductivo 7, , mas un término complementario § |,

T=T +0=T,+pz+0 (2.10)

Esta descomposicion se introduce en la ecuacion del calor (Ec. (2.3)),
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AT +0) x o, ~ =« -
%m-V(Tﬁe):KVz(Tﬁe) (2.11)
67+Bu-k+u've—1<v 0 (2.12)

[L]=d , [T]=pd , [ul=vid , [f]=d’Iv (2.13)

Al adimensionalizar la Ec. (2.11), se obtiene,

26(pd) )T (@ _v2olB4
at(dzlv)-l-ﬁ(v/d)uk-l-(v/d)u Vo y KV e(d2) (2.14)
%ﬁ-;}w-w:gw (2.15)

Y haciendo uso de la definiciéon del nimero de Prandtl, se obtiene la ecuacion del calor
adimensional para el modelo en estudio,

g—?+a-Ve=—ﬁ-1€+P‘1V26 (2.16)

2.1.3. Ecuacion de estado

Con el objetivo de simplificar el modelo fisico-matematico del flujo no-isotérmico en estudio, se
utiliza la aproximaciéon de Oberbeck-Boussinesq (Oberbeck 1891, Boussinesq 1903). Esta
aproximacion consiste en despreciar la dependencia con la temperatura de las propiedades del
fluido (e.g. viscosidad, difusividad térmica, densidad, capacidades calorificas). Solo se tienen en
cuenta las diferencias de densidad debidas a cambios de temperatura, cuando éstas originan fuerzas

de flotacion.

De este modo, resulta la siguiente ecuacion de estado (Ref. [1]),

p=po[l—a(T—T,)] (2.17)

donde,
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. T, es latemperatura de referencia. En el problema planteado, es la temperatura media.
. Po es la densidad de referencia del fluido, correspondiente a T,
. o es el coeficiente de expansion térmica

Esta aproximacion es valida para gradientes de temperatura (o densidad) moderados. Para dar un
orden de magnitud para el agua, con una temperatura media de 293 K, la aproximacion de

Boussinesq se puede considerar valida hasta una diferencia de temperatura de 30 K.

2.1.4. Ecuacion de momento

Para obtener la ecuacion del momento, se parte de la segunda ley de Newton en un sistema inercial,

=27 (2.18)

1 i

du
d7

Donde u es la velocidad del flujo en un punto y £; es una fuerza individual por unidad de masa.

En el modelo planteado, se estd trabajando en un sistema de coordenadas no inercial, fijado en el

sistema giratorio. De este modo, se tienen en cuenta las siguientes fuerzas aparentes:

=

Fuerza de Coriolis: ? ——ZQAﬁz—QD /\:ﬁ=2QDf~i/\lA€ (2.19)

coriolis —

Fuerza centrifuga: 7 ——Q/\(Q AT )= Q%% (2.20)

cent

Resultando,

U
~

QU
~ =R
|&
NN

20,0 AT =D F2Q,u A+ F (2.21)
1 i

Por otro lado, se consideran las siguientes fuerzas fundamentales:

Gradiente de presion: fp: — % Vp (2.22)
yd GM 5 -
Fuerza de la gravedad: f,=————7=g=—gk (2.23)
r
Fuerza de friccion (fluido viscoso) : ]_; = %Vzﬁ =vV?%i (2.24)



2.1.Formulacion fluido-dinamica

Donde p es la presion en el fluido, g es la constante gravitatoria, u es la viscosidad dinamica y v la

viscosidad cinematica.

Finalmente, se reagrupan los anteriores términos y se obtiene,
p(0:+i-V)i=—V p+uV?i—pgh+2pQ, 0 Ak+p Q27 (2.25)
Ademas, como se ha detallado anteriormente, se trabaja bajo la aproximacioén de Boussinesq. Esto

es, solo se tienen en cuenta las variaciones de p en los términos de gravedad y centrifuga. Con ello,

se aplica la aproximacion definida en la Ec. (2.17), y se divide por la densidad de referencia p,,

(0;+3-V)u42Q, knTi=
2

~ ~ o~y s ~ ~ ~ 2.26
AV F (=TT, gk 1~ (T-T) 0 F (2.26)
Por un lado, se sustituye la temperatura por la descomposicion obtenida en la Ec. (2.10),
(05 +ii - V)g +2Q ch/\iz
I o s O (2.27)
=—mVp-|WV i—(1-a(pz+0) gk H1-a(pz+9))Q2 7

Y por otro lado, se descompone la distribucion de la presion en un término estatico y su

complementario,
p=pH1=|—p,g% +p0£2§)§ HI (2.28)
resultando,
(0.+u-V)i+2Q, kAti=
VY (g7 VI (1-alpE gk —a BTN
Con ello, se opera el gradiente sobre los términos de la presion estatica y se define ?z—?o}‘ ,

donde 7, es la distancia media entre el eje rotatorio y la zona de estudio. La ecuaciéon de momento

resultante es,

. (2.30)
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2.31)

D

=—pi0Vﬁ+a[3g (E—FB g 7)

El siguiente paso es adimensionalizar la ecuaciéon de momento. Para ello, adicional a las magnitudes

de la Ec. (2.11) y el nimero de Prandtl, se definen,

[p]=p0V2/d2

2
Q7

g

Numero de Froude: p=

(2.32)
4
Numero de Rayleigh: p_< ?{% d

Q,d’

Velocidad de rotacion adimensional: ¢ _
v

Finalmente, se obtiene la ecuacion de momento adimensional que servira de base para realizar el

analisis de estabilidad del problema,

Viddvls gy N\iAp=
t(d2)+(dd u-V u(d +2Q, p kAu
(2.33)
S v +aBg|[zd+2(Bd| 124%(61)‘ wvialx L
TR vrd) e ) g laa
0,47 V)sz/%Aﬁ=—Vn+§[{’z+e)(/}+b})]+vza (2.34)

2.1.5. Condiciones de contorno

Las condiciones de contorno del sistema planteado en la introduccién (ver Figura 1.1) son:

* No deslizamiento en las paredes superior e inferior: Esto es, condicion de velocidad nula,

u=0, en los extremos del dominio, z= +1/2.

*  Temperatura en las paredes: T, enz=+1/2, T, enz=—1/2.Y en base a la Ec. (2.10),

esta condicion de contorno se puede escribir como: 0=0enz= +1/2.

10



2.1.Formulacion fluido-dinamica

e Paredes adiabaticas: Esto es, condicion de no-transferencia de calor, 0.0=0, en los

extremos del dominio, z= +1/2.

2.2. Estado basico estacionario

El primer paso para poder realizar el andlisis de estabilidad, es obtener el estado basico estacionario.

Y sobre dicha solucion se superpondra una pequeia perturbacion, que sera el objeto de analisis.

En referencia al estado basico estacionario, se realiza la siguiente observacion: en base a las
condiciones de contorno y las ecuaciones del movimiento, el flujo se considera uniforme en cada

capa horizontal. Esto es, se busca una solucion de la forma:
iy=(U,,(2),Uy,(2),0) ; 06=0 ; T=II(z) (2.35)
Al sustituir dichas soluciones en la ecuacion del momento adimensional (Ec. (2.34)), resulta,

JO-VJO+2Ql}Aﬁoz—VH%z(/}%})Nzﬁo (2.36)

donde,

az 0x az Oy
) ik (2.37)
2QkAidy=2Qdet| 0 0 1]|=2Q(=U,,,U,,.0]
Uy Uy 0
Vzio:(szOx’ Vz UOy’O): 52 UOx’aizUOy’O)
Reagrupando, se tiene para cada componente vectorial:
2
Componente | — —ZQonza Uzox
oz
5 o’U
Componente ; — 2QU, = ;)y_'RTf?Z (2.38)
? on_R
Componente f — 5. = PZ

11
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La ecuacion en la componente vertical describe el gradiente vertical de la diferencia entre la presion

estacionaria y la presion estatica, 0,I1=0.(p—p,) .

Por otro lado, las componentes horizontales, junto a las condiciones de contorno adecuadas,

describen la solucién de la velocidad estacionaria. Esto es,

. o’U
Componente ;| — —2QU, =—3"
oz
N g 2.39
Componente ; — 2QU, = aaUgy 4RT]) z (239
z

Condiciones de contorno — U, =U;,=0 ;en z==*1/2

En el Apéndice I: Solucion analitica del estado base, se detalla la resolucion de este sistema de

ecuaciones, cuya solucion resulta ser,

UOsz—bZ—A sin VQ z cosh VQ z +B cos VQ z sinh VQ z
2P0 (2.40)

U,,=4cos vQzsinhvQz+Bsinv{2zcoshv)z

donde, las constantes A y B, se determinan con las relaciones de las condiciones de contorno,

AlsinVQ/4cosh \/ﬁ]flz—B[cos VQ/4sinh ¢ﬂ}"=

N 4]§sz [sin’v/Q/4 cosh’ Q4 +cos’ Q4 sinh >V Q4]

(2.41)

A modo de comprobacion, se verifica que la solucién planteada cumple con el sistema de
ecuaciones obtenido, sustituyendo las ecuaciones (2.40) en las ecuaciones (2.39). Para la

componente | |,

—2Q 4 cos VQ zsinh vQ z— Bsin VQz cosh VQz|=

s 2.42
=[— 4 Q[2c0s VQ zsinhvQ z]— BQ(2sin vz cosh vz )] (242)

Para la componente } ,

12



2.2 Estado basico estacionario

20 %—A sinvQzcoshvQz+BcosvQzsinhvQz|=

=[4Q(—2sinvVQzcoshvQz)+BQ(2cosvVQzsinhvQz)] Ro,

b
P

(2.43)

En la Figura 2.1 se representa la solucion bésica para el sistema definido con: b=1, P=1, Q=50,

=-50. Como se vera en el capitulo de resultados, esta solucion es estable, a pesar de tener un

numero de Rayleigh negativo.

0.5

Basic Solution - Uox

0.4r

0.3r

0.2r

0.1r

-01

0.2 F

-0.31

0.4t

-0.5
-0.2

-0.1 0 0.1
Uox

0.2

-01F

0.2+t

-031

0.4t

-0.5

0.5

Basic Solution - Uoy

0.4r

03¢

02r

01r

-0.1

-0.05 0 0.05
Uoy

0.1

Figura 2.1. Solucion basica del sistema con los siguientes parametros: b=1, P=1, Q=50),
R=-50. La grdfica de la izquierda representa la velocidad horizontal en el eje i, Uy,. Y la
grdfica de la derecha representa la velocidad horizontal en el eje j, Uy, Las variables

representadas son adimensionales de acuerdo con el desarrollo planteado.

2.3. Estabilidad

Tal y como se ha presentado en la introduccion, para analizar el efecto de una perturbacion en la

distribucion de velocidad de equilibrio, se superpone una perturbacion v sobre la velocidad de

equilibrio u,

U—uy+v

(2.44)

13
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Con el objetivo de obtener un sistema de ecuaciones que describa la perturbacion, se realiza una
descomposicion Toroidal-Poloidal de la velocidad (Ref. [3], Apéndice III). Como condicion fisico-

matematica, un campo vectorial admite tal descomposicion, si v es un campo tal que V-v=0 .

De este modo, se cambia v (vector de tres componentes) por ¢ y v (dos funciones escalares). Y
ademds, se cumple automaticamente la ecuacion de continuidad (Ec. (2.2)) porque estad

implicitamente incorporada en la descomposicion de la velocidad.
Se expresa entonces la perturbacion como (ver Ref. [3], Apéndice III),

v=VAVork)+Vyak (2.45)

donde, ¢ es la componente poloidal, y y es la componente toroidal.

Desarrollando la Ec. (2.45) se obtienen las componentes de v en términos de ¢ y v,

) Pk o\ (1 ] k 0.
V/\(Vq)/\k):V/\ b 9, 0. =V A|—0,|=| 0, a,v 0.|= O
0 0 1 0/ (o, =0, 0] [—0.—0,
(2.46)
i k|,
Vynrk=v, b, V.|=—y,
0O 0 1 0
resultando,
09+0,
v=|9>.g—0,yp| »donde A,=0;+0;, (2.47)
_Azq)

Seguido, se introduce dicha perturbacion en la ecuacion del momento adimensional (Ec. (2.34)),

(at+a-V)a+2QZmaz—vH+§[(e+z)(/}+b})]+vzﬁ (2.48)

(at+(ﬁo+v)-V)(ﬁ0+v)+2Ql€/\(ﬁo+\7):—VH+%[(e+ 2)(k+b )]+ V2 (ii,+7) (2.49)

y considerando que,

. i, es solucion estacionaria de la ecuacion del momento.
R ) .,
. ol _ —z ,esto es, la componente vertical no se ve afectada por la perturbacion.
oz P~ ~° ’

14



2.3.Estabilidad

resulta,
(a[+(ﬁ0+v)~V)v+v-V@+m/}A?;:%[e(lé+b})]+ V25 (2.50)

Tal y como se menciona en la introduccion, en este estudio se considera el andlisis de estabilidad
lineal, esto es, sOlo se tienen en cuenta los términos de primer orden en la perturbacion. En

particular, se desprecia el término v-V v frente a las perturbaciones de primer orden,

(0,4, V)5 +7-V ﬁ0+291€/\v=%[e(1}+b}')]+v23 2.51)
Se desarrolla término a término la ecuacion anterior, incorporando la descripcion de la perturbacion
de la velocidad (Ec. (2.47)). Ademas, durante el desarrollo se supone una dependencia temporal de
las perturbaciones proporcional a exp {ct}.

s Término (0,+i, V)V :

U (07 0+ 07, W) + 115, (0, 0+ 8, )

0-0+0,%|  [0-0+0, Y
(O-+L_[0V) af}zq)_arw =0 aizq)_axw + qu(8iyz¢_aixw)+u0y(aj/yzq)_a)zcyw> (2'52)
—A,0 —A50 — 1y, 0,0, 90—y, 0, A, ¢
e Término v-Vi, :
0% 0+0,%,0,.0-0,%,~A,0)Viiy=
) ) 00 0 o, 2.53)
=[0L0+0,9,0L0-0,9,—A0) 0 0 0|=—A0|u’,
u'ox u’oy 0 0
e Término 2QkAV :
i } k -V, —a§2¢+axw
200 0 1 [=2Qf v, [F2Q aizq)+ayw (2.54)
v, v, v, 0 0
o R, A
* Término F[G(k+b])]
Rini oy g Rl
—10(k+bj)|=—=0 2.
HL0k+Dj)]=2 lla (2.55)
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e Término V?y :

Vvl [6L.Vie+0,Viy
Vv, |=(0. V-0, Viy
Vzvz _V2A2q)

Se reagrupan los términos en cada direccion del sistema de coordenadas, obteniendo:

C M. G(aizq)—i_ayw)_‘_qu(aixz¢+aiyw)+u0y(aiyzq)+aiyw)_uIOX A2q)+
omponente (1) +2Q(=0%¢+0,y)=0.V?0+0, V¢
vz X Xz y

0<aiz¢_axw)+u0x (aiyzq)_ai\flp)_'_uOy (aiyzq)_a)zcyw)_u IOy A2¢+

Componente () +2Q(8% ¢p+0,y)= %b 0+0.V?9—0,V’y

Componente (k) : —0 A, 0~y 0, Ay o—1y, 0, A2¢=%6—V2A2w

(2.56)

(2.57)

(2.58)

(2.59)

A continuacion se realizan ciertas manipulaciones algebraicas sobre las ecuaciones con el objetivo

de simplifacarlas:
Zl E(axz 4 ayz’ _A2)

2., =(6,,-0,.0)

Esto es, el primer operador Z se aplica sobre los componentes de (2.52) a (2.56),

1

0L o+0,y
(aiz’af/z’ _Az)O aizq)_axlj) :O—(aixzzq)—i—&?cyzw—'—aj/yzzq)_aiyz W_AN)):OVZAzq)
—Ay0

Ore O+ 0,
' 3
(aiz’aiz’_A2)u0x 8iyz¢—5ix"lp :ax[u Ox(aixzq)+6fyw)+u0x(aszz¢+axyzw)]+
_axAZ(p
+ay|:u’Ox(aiyzq)_aixw)_'_u()x(ajyzzq)_airxzw)]-i_quAZAZaxq):
:“'0xﬁizAz¢+”0xvazax¢
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2.3.Estabilidad

0,0+,
' 2 4 3
(aiz’afzz’_A2)u0y aj’yzq)_éiyw :ax[u Oy(aiyzq)—i_aww)-i_uOy(axyzzq)+8yyzw)]+
~0,A,0 (2.63)
+ay[u ’Oy<a§/yzq)_aiyw)+u0y (aj/yzzq)_aiyzw)]-i_u()yAZ A28yq):

=Uu ,Oy 6; AZ(D +u0y vaz 6)/(1)

_AZq)u ,ox
(0,05, =) =Aypu’, |==(u"" 0, A 0+u ', 0L Ao +u"", 0, A o+u’, 0, A,0)  (2.64)
0
~0,. 0+0,y
(a)zcz’éiz’_AZ)ZQ aich-l-aylp :2Q(_aiyzzq)+aixzw+azyzzq)+aiyzw)zzQazA2w (265)
0
2 A2 Rinir  on R 2
(axz’ayz’_A2)?[6<k+b.])]:_F(A26_bayza) (266)
0.Vio+0,Vy
(a)zcz’aiz’_A2) 8izv2q)_axv2w :(Vzaszzq)+V28j}yzzq)+V2A2A2q)):V4A2q) (267)
—V2A2¢

Al reagrupar los términos, se obtiene,

4 _ _E _ 2 _
VA 0—2Q0. A P(A26 b:.6) 268
=(g 0, +1,0,+0) V2 A, 0—(u"' (0, +u'",,0,) 7,0

Oy ~y

De igual modo, el segundo operador Z se aplica sobre los componentes de (2.52) a (2.56),

2

0Lo+0,y
(0,,-0,.0)0| 82— .4 [F (0400, =0, 0+, P) =0 A, (2.69)
_Azq)
Ore 00
(ay’_axlo) qu aiyz(b_aixw =u0x (aixyzq)—i_aiyyw_ajxyzq)+aixxw):u0xaxA2w (270)
_axAZq)
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aiyzq)—i_aiyw 4 3 4 3
(ay’_ax’())uOy ﬁiyzq)—(?iylp =u0y<axyyzq)+ayyyw_axyyz¢+axxyw):u0yayA2w (271)
—0,A,0
_AZq)'ulox
(ay’_ax’o) _Azq)'uloy :(_u ,Oxay+u'0yax)A2q) (272)
0
—0,0+0,Y
(0,,-0,,0)2Q| 82 ¢+0,y |=2Q(=0,, 0+0,¥=0,.0-0,%)=-2Q0.A,¢ (2.73)
0
Rinih iy R
(2, 8x,0)?[6(k+b])]— 5 00,0 (2.74)
. Vie+0,Viy
(0,,-0,,0)|8%. V*¢o—8,V?*y|=(8,.V?¢+6,,V'y—0,. V0+3. V)=V’ Ayp  (2.75)
_vazq)

Al reagrupar los términos, se obtiene,

V2A2w+2982A2¢—§b8x6=

(2.76)
:(u0x6x+u0yay+0)A2 Y—u'e, 0,0, 0+u'y 0,A0
Por ultimo, se realiza el mismo planteamiento para la ecuacion del calor (Ec. (2.16)),
a,e+(ﬁo+v)-Ve=—(*0+v)-/}+%vze 2.77)
Finalmente, se linealiza la anterior ecuacion, resultando,
P7'V?0+A,0=(0+u,,0,+u,0,)8 (2.78)

2.4. Analisis de estabilidad

El siguiente paso es obtener un sistema de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias con el que realizar

el analisis de estabilidad. Para ello, se consideran soluciones de la forma,
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p=expli(k,x+k,y)+ot]f(z)+cec
y=expli(k,x+k,y)+ot]lg(z)+ce. (2.79)
O=expli(k,x+k,y)+ot]h(z)+c.c.

Al sustituir estas expresiones en las ecuaciones (2.68), (2.76) y (2.78), se obtiene un sistema EDO

para f, g, h. A continuacion se detallan los calculos:

En primer lugar, se empieza con la Ec. (2.68), donde término a término, se obtiene,

A =(0%+0%) o=—k expli(k,x+k,y)+ot]f (2.80)

o Ao\ [Tk kS
Vao=|0,0,0|=|—ik’k,f |expli(k, x+k y)+ot] (2.81)
0: L0 —kf

V2N ¢=(8405,+0%) Ao =

2.82
=k*expli(k x+k, y)+otlf—k’explilk x+k,y)+ot]f" 2:82)
ik‘k f—ik’k [
V(V2A)=|ik*k, f—ik’k £ jexpli(k,x+k, y)+o (] (2.83)
k4f/_k2frrr
ViAo ==k "=k f" ) expli(k,x +k,y)+ot] (2.84)
Ayp=—k’expli(k, x+k, y)+otlg (2.85)
—ik’k, g
VA= —ikzkyg exp[i(kxx+kyy)+0t] (2.86)
—kzg'
AO=—Kexpi(k,x+k,y)+ot]h (2.87)
07.0=ik jexpi(k,x+k,y)+ot]h’ (2.88)

donde,
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K=k+k, (2.89)
Se reagrupan los términos, resultando,

K2k K S 420K g+ R (K ik, bh)=
P2k LR f 20K g+ R (P heik b 290)

=(ik up+ik,ug+0) (k' f—k> £ )+k ik u' o ik, u'"y,) f

En segundo lugar, se introducen las soluciones en la Ec. (2.76). Donde, término a término

(adicionales al anterior desarrollo), se obtiene,

VzAZ w:(aix-i_aiy-i_aiz)AZ w:

291
=k'expli(k,x+k, y)+ot]lg—k’expli(k,x+k,y)+ot]g" @91
0,0=ik expli(k,x+k,y)+ot]h (2.92)
Se reagrupan los términos, resultando,
Ky—ky =20k f—iZpk n=
P (2.93)

=—kz(iuoX kx+iu0yky+ O)g-l-ikz(kyu ' k.u ’Oy) f

En tercer lugar, se aplican las soluciones a la ecuaciéon del calor (Ec. (2.78)). Donde, término a

término (adicionales al anterior desarrollo), se obtiene,

ik h
Vo=|ik, h|expli(k,x+k,y)+ot] (2.94)
h !
V0=(—Kk h+h'")exp[i(k,x+k,y)+ot] (2.95)

Se reagrupan los términos, resultando,

P (h'"—k’h)—k® f=(0+iugk +iugk,)h (2.96)

Finalmente, con las ecuaciones (2.90), (2.93) y (2.96) se define el sistema a resolver

numéricamente. Y para su resolucion se aplican las siguientes condiciones de contorno (ver 2.1.5.
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2.4.Analisis de estabilidad

Condiciones de contorno, pag. 10),

v=0=0.0=0 ,en z==+1/2 (2.97)
Esto es,

h=g=f=f'=0 ,en z=%x1/2 (2.98)

Con ello, se ha obtenido el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias con condiciones de

contorno en ambos extremos de la vertical, que modelan nuestro sistema fluido.

Para la resolucidon numérica del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias con condiciones de

contorno, se consideraron dos posibles estrategias de resolucion:
* Meétodo del disparo con Runge-Kutta:

Bajo este enfoque se transforma el problema de condiciones de contorno, en un sistema de
condiciones iniciales. Se resuelve con 4 condiciones iniciales en z=-1/2, linealmente
independientes, que cumplen con las condiciones de contorno en ese extremo del dominio,

lo que nos genera 4 soluciones linealmente independientes.

Imponiendo que una combinacion lineal de estas 4 soluciones cumpla la condicion de
contorno en z=1/2 se obtiene la condicion de resolubilidad. Esto es, como resultado se
obtiene un sistema lineal homogéneo cuyo determinante debe ser nulo, condicién que

permite determinar el valor del nimero de Rayleigh critico.

El sistema EDO que se debe resolver para cada condicion inicial estd formado por las
ecuaciones (2.90), (2.93) y (2.96). Y para su resolucion numérica se utiliza el método de

Runge-Kutta de cuarto orden.

La condicién de resolubilidad que podemos escribir como det[S(R, k, 5)]=0, nos da ¢ en
funcion de R y k. Para calcular la curva de estabilidad neutral imponemos Re(c)=0 y

separando parte real e imaginaria llegamos al sistema,

R[det (S(R,k,0))]=0 (2.99)

S[det(S(R,%,0))]=0 (2.100)

que puede resolverse con un método de Broyden.
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* Autovalores generalizados:

Con este enfoque, el sistema EDO con condiciones de contorno se discretiza por el método
de diferencias finitas de segundo orden, en N puntos del dominio. El sistema obtenido se
escribe en modo matricial y se resuelve el problema de autovalores generalizados que

resulta.

En el siguiente esquema se representa el método de Autovalores generalizados a modo de
caja negra, con una entrada y una salida. Esto es, dado un sistema (b, P, ) y unos valores
de los numeros de onda (k. k) y el nimero de Rayleigh, se es capaz de determinar
directamente la parte real y la parte imaginaria de los autovalores del sistema. Esto es, es

posible identificar si el sistema es inestable para algun autovalor (Re(c)>0).

(Rayleigh, k., k) (Re(o), Im(0))

(Froude, Prandtl, Q)

Tras unas primeras pruebas de resolucion con ambos métodos numéricos, se observo que el método
de Autovalores generalizados era computacionalmente mas eficiente, y con ello mas adecuado a los
recursos computacionales disponibles. En consecuencia, el método de Autovalores generalizados es

el método planteado con detalle en el siguiente capitulo.

En referencia al lenguaje de programacion, se ha trabajado en Matlab. La ventaja de Matlab es que
es un entorno de desarrollo muy eficiente, que permite implementar el codigo de forma rapida y
comoda. Ademas el tiempo de ejecucion, para los cdlculos que se necesitan en el trabajo, es

comparable a un lenguaje compilado como Fortran o C.
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Capitulo 3: RESOLUCION NUMERICA

3.1. Analisis del sistema en estudio

En el capitulo anterior se ha desarrollado el modelo matematico que describe la capa de fluido entre
las dos placas. El resultado de dicho modelado es el siguiente sistema de Ecuaciones Diferenciales

Ordinarias, junto con sus condiciones de contorno, que debe ser resuelto numéricamente,

—sz”+2k“f"—k6f+29k2g'+§(k2h+ikybh')=
:[i(kxu0X+kyuOy)+0](k4f_k2f ”)+<kxu ' l0x+kyu ' ’Oy)sz
k4g—k2g”—2Qk2f’—i%bkxh: (3.1)

=—[i(ugk +ug k )+olk’g+i(u' k —u' k )k’
0x ™ x oy ™y ox' "y

oy "V x

P (h"'—kh)—k’>f—ch=0
Condiciones de Contorno: h=g=f=f'=0 ,en z==*1/2 (3.2)

Los numeros adimensionales y la relacion del nimero de onda, que se han definido en el capitulo

anterior, son,

Q,d> _ _Qpry apgdU
Q: DV s P_V/K s b—? b R:K—V (33)

212 2
K=k ke (3.4)

Adicionalmente, con el objetivo de obtener un algoritmo mas compacto, se identifican los

siguientes parametros del sistema EDO,

aOEi(MOka+uoyky> 5 aIEi<u,0xky_u,oykx) > aZEi(u',Oka—i_u”oyky) (35)
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W
~ =

c.=ibQk Ik ; c,=ibQk Ik’ (3.6)

Con ello, el sistema de ecuaciones resultante se puede escribir como,
f==(k*+k(ay+0)+a,) f+(2k° +(ag+0)) f '+ Qh+c h'+2Qg'
g''=(k’+ay,+0)g—2Q f'—a, f—c.h (3.7)

h''=[k*+P(c+a,)h+Pk>f

En base a la resolucion numérica de dicho sistema EDO, se analiza la estabilidad lineal del modelo
para obtener los valores de ¢ que resultan tener parte real nula, s=Re(c)=0. En otras palabras, se
quiere obtener la pareja de parametrosk y R que forman la linea de estabilidad neutral,

denominados nimeros de onda y de Rayleigh criticos.

3.2. Desarrollo del método numérico

Tal y como se ha descrito en el capitulo anterior, el método numérico utilizado consiste en plantear
y resolver un problema de autovalores generalizados. De este modo, el primer paso a realizar es la

discretizacion del sistema EDO (ecuaciones (3.7)) en el dominio de estudio, z € [-1/2, 1/2].

Se observa que el sistema EDO contiene derivadas primeras, segundas y cuartas, que se discretizan

por el método diferencias finitas centradas. Para el caso particular de la funcion f, resulta,

,_fl_ffl 2
=t o(w)

fri=

f1_2f20+f—1 +O(h2) (3.8)

h

:f2+f—z+6fo_4f1_4f—1 +0<h2)

1w
/ T

Con ello, se discretiza el sistema EDO y se escribe en forma matricial,
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[-D,+(2k’+a,)D,—(k*+k*a,+a,)I] [2QD,] [QI+c¢, D] f
l[a,1+2QD,] [D,—(k*+a,) 1] [c.]] gl=
72 -1y _(p-1g2 h
[—k°1] [0] [P7'D,—(P'k*+a,)I] (3.9)
[k*1-D,] [0] [0]|(f
=o|  [0] [1] [0]|lg
[0] [0] [Z]]\%
donde se ha definido,
0 1 0 -2 1 0
-1 0 1 0 1 =2 1
1o -1 0 1 .. 1 1 -2 1
D=l . L] D=2k (3-10)
0 -1 0 1 0o 1 -2 1
. 0 0 -1 0I . 0 1 —2l
7 -4 1 0
-4 6 -4 1
1 _ _
D“:F 1 4 6 4 1 3.11)
0 1 —-4 6 -4
. 0 0 1 —4 7I

Las matrices D; son de tamafio [N, N], donde N es el nimero de puntos interiores de la malla. La

relacion entre el espaciado de la malla / y el nimero de puntos interiores N es:

Zmax ™ Z min :05_(_05) — 1 (312)
N+1 N+1 N+1

h=

Notese que en la construccion de los operadores D;, D,, D, se han tenido en cuenta las condiciones

de contorno del problema a través del método de los nodos virtuales. Esto es,
» Para D,y D,, las condiciones de contorno f=g=h=f'=0 se cumplen directamente en z= +1/2 .
» Para D, (ver Figura 3.1),
* en base ala Ec. (3.8), la c.c. /=0 en z=-1/2, implica que (f> = f;)

* lac.c. /=0 enz=-1/2, implica que (f,=0), y con ello, resulta,
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Dy=—afo4f 6 f0=4f =4 )5 (£:47 f0=4 ) (3.13)

* Y en el extremo opuesto, z=1/2, también se aplica la misma logica.

n=1 "0 p=l p=2  n=3
RS | | |
— @] | | |

fof L

i S

Figura 3.1. Malla del dominio en el entorno de z=-1/2. Ademas, se
representa la funcion f en los puntos necesarios para el cdlculo de las
diferencia finitas en n=1.

Asi, el problema queda escrito como,

AG=cBq con G=|f, g hl (3.14)

Los autovalores ¢ resultantes se componen de una parte real y una parte imaginaria, o=s+iw ,

donde,

* s, es latasa de crecimiento de la solucion, en el tiempo. Con ello, los valores positivos de s,

representan soluciones inestables.
* o, es la frecuencia caracteristica de la solucion.

El siguiente paso es generar el algoritmo para el calculo de R, y k.. Este parte del modelo definido
por el conjunto de parametros (b, P, Q), y en base a los valores de entrada variables (k), es capaz de
determinar el nimero de Rayleigh critico R, correspondiente. El método utilizado para determinar el
nimero de Rayleigh critico, R, es el método de busqueda por biseccion. Es decir, partiendo de un

Ry inicial,
» se busca un intervalo [R,, R,] que incluya el valor critico del nimero de Rayleigh. Para ello,

* si Ry es negativo, se busca un valor de R, inestable (s>0) y de R, estable (s<0). Este caso
es el mas esperado, tal y como se ha mencionado en la introduccion, ya que el efecto de

la flotacion acelera la inestabilidad en la capa limite de Ekman.
* i Ry es positivo, se busca un valor de R, estable (s<0) y de R, inestable (s>0).

» Se calcula R, siendo éste el punto medio del intervalo [R,, Ry], R, = (R, +R,)/2.
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> Se determina el signo de s para (b, P, Q, ky R,,), y para el caso particular con R, negativo,
e si s>0, se reduce el intervalo a la mitad, siendo R, = R,,
* i s<0, se reduce el intervalo a la mitad, siendo R, = R,,

* para el caso con Ry positivo, el criterio de asignacion de los nuevos limites del intervalo

seria el opuesto.
» Se repite esta operacion hasta que la diferencia relativa de R,, entre dos pasos sea inferior a
una cierta tolerancia. Esto es, cuando

m2~ Nmi

<Tolerancia (3.15)
RmZ

» Finalmente, cuando se cumple el criterio anterior, se obtiene el nimero de Rayleigh critico

para un conjunto de parametros (b, P, Q) y variables (k).

Una vez llegados a este punto, hay que observar que los valores que vienen dados por el sistema

fisico en estudio vienen representados por b, Py Q. En cambio, el nimero de onda, &,

k=(k,.k,)=(mk cos(ak), mksin(ak))= f (mk , ak) (3.16)

debe ser determinado en la resolucion del problema.
Para ello, diferenciamos dos partes de la resolucion numérica:

1. Célculo del numero de Rayleigh critico: obtencion de algin conjunto (mk, ak), para el que el

sistema descrito por (b, Py Q) es inestable (esto es, existe R. con s=0).

2. Calculo del nimero de onda critico: obtencion del nimero de onda (mk, ak) que mas se
acerca a la inestabilidad (esto es, |s| minimo), para el valor critico de Rayleigh que se ha

obtenido en el paso 1.

3.2.1. Calculo del nimero de Rayleigh critico
En el primer punto, interesa saber si existe inestabilidad para algin conjunto (mk, ak), dado el

sistema descrito por (b, Py Q). Para ello,

» Se barren los angulos, ak, equiespaciando el intervalo [-90°, 90°] en N puntos. El intervalo

considerado cubre media circunferencia, ya que la media circunferencia complementaria es
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simétrica respecto a la parte real de los autovalores s.

» Para cada ak, se calcula el valor maximo de la parte real de los autovalores del sistema, Sa,
en el intervalo del médulo de onda [mk,, mkys]. Si dicho méximo de s es positivo, el
sistema es inestable para el numero de Rayleigh en estudio. Y si el méximo de s es negativo,
el sistema es estable, respectivamente. De este modo, se regresa al método de biseccion para
obtener el siguiente intervalo [R,, R,], y por ende, el siguiente punto de estudio con R,.. Y se

repite este calculo hasta cumplir con el criterio de salida especificado.

Una vez se ha completado este proceso, se es capaz de determinar si existe un Rayleigh critico del

sistema (b, P, Q), al menos para un niumero de onda k.
Durante la programacion del método numérico, se utilizé también el siguiente algoritmo:

» Para cada ak, se aplica el método de biseccion, en aras de obtener un mk que haga el sistema
inestable en base a los valores (b, P, Q y R,). De modo semejante al detallado para el
método de biseccion de R,, en base a un mk0 inicial, se busca un intervalo [mkA, mkB] en el

que,

* Con mkA, resulten valores crecientes de s cuando se evoluciona hacia mkA+dmk,

donde dmk es un intervalo diferencial del modulo mk.

* Con mkB, se obtengan valores decrecientes de s cuando se evoluciona hacia un punto

cercano a mkB+dmk.

» De este modo, en el interior de dicho intervalo [mkA, mkB] existe un maximo de s. Y se va
reduciendo el intervalo hasta encontrar un punto donde s sea igual o mayor de cero. Esto es,

que el sistema sea inestable.

Se observd que este algoritmo es mas eficiente que el implementado, pero por contra, es poco
eficaz. Esto se debe a su alta sensibilidad al intervalo de estudio [mkA, mkB]. Y por ello, s6lo se

obtienen resultados véalidos en un rango pequefio de €, del orden de 100.

3.2.2. Calculo del nimero de onda critico
En este segundo punto, se realiza una busqueda del numero de onda critico (mk., ak.)
correspondiente al numero de Rayleigh critico determinado en el anterior paso. Para asegurar la

obtencion de los niimeros de onda criticos k., se desplaza la linea de estabilidad neutral hacia la
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zona inestable del orden de la tolerancia del calculo. Esto es, se utiliza un valor R=R*5-10, para

los siguientes calculos:

» se recorre de nuevo en el angulo ak € [-90°, 90°]. La diferencia respecto al apartado anterior
esta en la resolucion de la malla. En este calculo, la discretizacion equiespaciada es mucho

mas densa para captar con mayor precision los nimeros de onda criticos.
» Para cada angulo ak,

* se barre el médulo mk a lo largo de un intervalo seleccionado [mkA, mkB]. El objetivo es
avanzar desde mkA hacia mkB en pasos diferenciales dmk, hasta que se obtengan s con

distintos signos para mkA y mkA+i-dmk (=mkB"), respectivamente.

e Una vez se ha obtenido el intervalo [mkA, mkB'], se utiliza el método de la biseccion
para determinar mk, tal que s esté lo mas cerca posible de cero. El criterio de salida del
bucle iterativo es: la diferencia relativa entre dos valores consecutivos de mk sea menor a

una tolerancia fija; o que el valor absoluto de s sea numéricamente cero (<10°).

El resultado sera un listado, que para cada angulo ak, identifica si existe el correspondiente modulo
mk critico. Y en particular, de todos los numeros de onda criticos de R., nos interesa el modo mas
critico de todos, esto es, el que estd mas cerca de la linea de estabilidad neutral. Obteniendo el

ntimero de onda (ak,, mk.) de R. con el que se obtiene el valor minimo de |[s| .

3.2.3. Resumen del método numeérico

En base a lo presentado en este sub-capitulo, se tienen las herramientas para, dado un sistema

definido por (b, P, Q), determinar:
e i existe inestabilidad,
* cual es el namero de Rayleigh critico,
* ysu correspondiente numero de onda mas cercano a la linea de inestabilidad.

De forma natural, el siguiente paso es analizar que sucede si se cambian las condiciones del sistema,
esto es, si se varia el valor de Q. Por ello, en el algoritmo se ha afiadido el barrido en dicho
parametro adimensional, con el objetivo de analizar su influencia en la estabilidad del sistema. Los

resultados obtenidos se presentan en el siguiente capitulo.
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Capitulo 4: RESULTADOS Y
CONCLUSIONES

En este capitulo se presentan los resultados que se han obtenido del modelo analitico y numérico

presentado en los capitulos anteriores. En concreto el capitulo recoge los siguientes cinco puntos:

1) la validacion del método numérico comparando los resultados con los datos de la

bibliografia.

ii) el andlisis de los numeros de onda criticos, en base a los resultados validados en el primer

punto.
iii) el analisis de la malla del dominio z.
iv) la variacién de los resultados con el nimero de Prandtl.
v) la variacion de los resultados con el numero de Froude.

Por ultimo el capitulo recoge las conclusiones del trabajo.

4.1. Validacion del método de resolucion

Con el objetivo de verificar el método desarrollado, se comparan los resultados con los datos de la
Ref. [4]. En su estudio, Withalm y Hoffmann, analizan el sistema Ekman-Couette que consiste en
dos placas infinitas que se desplazan en direcciones opuestas (cortadura), y sobre este movimiento,
se afiade una velocidad angular en el eje axial comin a ambas placas. Para el caso de velocidad
angular nula, el fluido describe el movimiento de un sistema Couette puro. Por el contrario, si se
anula la cortadura, el movimiento del fluido es caracteristico de un sistema Ekman puro. En todos

los calculos de dicha referencia se considera un nimero de Prandtl igual a la unidad.

El parametro adimensional que da cuenta de la importancia del movimiento de cortadura es el
numero de Reynolds. En la Figura 4.1 se representan los datos de la Ref. [4], particularizados para

el caso semejante a nuestro estudio, esto es, Re=0 (no hay cortadura).

Por otro lado, otra diferencia entre nuestro analisis y la Ref. [4], es la carencia del nimero de

Froude en su planteamiento de las ecuaciones, ya que Hoffmann desprecia el efecto de la fuerza
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centrifuga. Con ello, los resultados que se han obtenido se basan en el modelo con numero de

Froude nulo, 5=0.

%10

25 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

2

Figura 4.1. Numero de Rayleigh critico, R, en funcion de la velocidad angular adimensional, Q, para P=1;
resultados obtenidos con b=0 (linea continua), resultados de Ref. [4] (linea discontinua).

En la Figura 4.1, se representan la linea de estabilidad neutral de Withalm y Hoffmann 2011, con
Re=0 (linea roja discontinua); y la del modelo en estudio con »=0 (linea solida negra). Para ambos
resultados se ha utilizado el mismo niimero de Prandtl, de valor unidad. Y como se puede observar,
en términos generales, ambas lineas tienen el mismo comportamiento para un amplio rango de

velocidad angular adimensional Q.

De modo cualitativo, el rango de velocidad angular adimensional donde ambas lineas practicamente
coinciden es hasta valores de Q=120. A partir de dicho valor de €, los resultados de nuestro analisis
prevén que el sistema entra en la inestabilidad para diferencias absolutas de temperatura
ligeramente inferiores que la Ref. [4], esto es, para valores absolutos del numero de Rayleigh

menores.
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Por otro lado, se comparan los resultados del modelo de estabilidad de la capa limite de Ekman
(b=1, P=1), frente a los datos de la conveccion estacionaria con paredes rigidas de la Ref. [3] (pag.

102, Tabla VIII).

En la Ref. [3] se ha definido otro parametro adimensional para incluir la velocidad de rotacion, el
numero de Taylor 7a. Y para poder comparar ambos resultados, debe tenerse en cuenta la siguiente

relacion entre Q y 7Ta,

Ta=4Q" 4.1)

Ademas, al haber calculado los datos en el rango Q de 25 a 200, en intervalos de 5 unidades, los

valores del modelo se han interpolado linealmente en los puntos de 7a presentados en la Ref. [3].

Ta Q Rc kel
T
i 10000 5000 o T 48
e N N
g"ﬁgf lo 100000 158,11 j 2?23 77’?21

Tabla 4.1. Comparacion del nimero de Rayleigh critico, R, y del modulo del nimero de onda
critico, k.|, entre los resultados del modelo (con P=1y b=1), y resultados de Ref. [3]
(conveccion estacionaria con paredes rigidas),; para cuatro valores del numero de Taylor (v Q).

En la Tabla 4.1 se comparan el nimero de Rayleigh y el nimero de onda critico entre modelo de
capa limite de Ekman y los datos de conveccion de la Ref. [3], para cuatro valores distintos de 7a (y
Q). Como se puede observar, la mayor diferencia entre ambos modelos, se encuentra en el valor del

modulo del numero de onda critico.

4.2. Analisis de los numeros de onda criticos

La obtencion de los nimeros de onda criticos parte de los resultados presentados en la Figura (4.2),
esto es, de los valores del nimero de Rayleigh critico en funcidon de la velocidad angular, Q, con
b=1, P=1. A modo comparativo, el comportamiento cualitativo entre el modelo con b=0 y b=1, es
semejante. En el caso de despreciar la fuerza centrifuga (56=0), la inestabilidad entra en juego para

diferencias de temperaturas menores (|Rc| menores), al compararlo con b=1.
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2.2 1 I 1 1 I 1 1 I
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Q

Figura 4.2. Numero de Rayleigh critico, R., en funcion de la velocidad angular adimensional, Q, para P=1, b=1.

Para cada pareja de valores criticos (€2, R.), se busca el nimero de onda que estd més cerca de la
linea de estabilidad neutral. En otras palabras, se quiere determinar el nimero de onda k que

conlleva el minimo valor de |s| .

La dependencia del nimero de onda critico con €, se representa en las Figuras (4.3) y (4.4). En la

Figura (4.3) se representa el modulo |k.| y en (4.4) el angulo ak., del nimero de onda.

En referencia al modulo del nimero de onda critico, se observa que su tendencia es creciente con la
velocidad angular adimensional. De modo cualitativo, el médulo del nimero de onda critico se

duplica desde Q=25 a Q=200, con crecimiento menor para valores mayores de Q.

Por otro lado, el angulo del nimero de onda critico decrece rapidamente entre Q=25 y Q=100, de
-60° a -83°. Y en el segundo segmento entre Q=100 a 200, el decrecimiento se va desacelarando de

modo asintotico, de -83° a -88°.
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Figura 4.3. Modulo del numero de onda critico, para el sistema modelado con b=1y P=1.

-1.05 T T T T T T T

1.1 ¥ ]

-1.15 =

1.2 F .

-1.25 ,
ak_l‘3 i i

-1.35 .

1.4} * ¥ i

-1.45F #* 1

-1.55 1 | 1 1 | | 1
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Q

Figura 4.4. Angulo del niimero de onda critico, para el sistema modelado con b=1y P=1.
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Figura 4.5. Parte imaginaria del autovalor w correspondiente al numero de onda critico.
Sistema modelado con b=1y P=1.

Finalmente, en la Figura (4.5) se representa la parte imaginaria del autovalor correspondiente al
nimero de onda critico, esto es, la frecuencia caracteristica de la solucion critica . Se observa que
las frecuencias caracteristicas son de orden de magnitud O(10°). Al no haber ningtn salto del orden
de magnitud en el dominio de Q analizado, se puede concluir que el sistema se caracteriza por el

mismo tipo de inestabilidad en dicho dominio.

Por otro lado, la parte real del autovalor correspondiente al nimero de onda critico representa la
tasa de crecimiento de la solucion. Y de ello depende el grado de convergencia de los numeros de

onda criticos a la linea de estabilidad neutral (idealmente, s=0).

En el modelo aplicado, el orden de magnitud de s resulta O(107). La eleccion de este nivel de
precision es consecuencia de varias iteraciones con distintos niveles de tolerancia en el algoritmo.
Entre todos ellos, se eligio este grado de exactitud (O(107)) de la solucidon como compromiso entre

la calidad de los resultados y los recursos necesarios para su obtencion.
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4.3. Analisis de la malla del dominio z

En el Capitulo 3.2. se ha discretizado el dominio z en N=51 puntos externos. Con el objetivo de
asegurar una precision adecuada de los resultados, se analiza el efecto de la malla en los resultados
obtenidos. Para esto, se repiten los calculos empleando distintas mallas, en concreto una malla mas

densa (N=77) y otra menos densa (N=27), que la malla del andlisis planteado (N=51).

En la Tabla 4.2 se representan el numero de Rayleigh critico para el intervalo de Q entre 25 y 100,
para las 3 mallas definidas anteriormente. Ademads, se determina la diferencia relativa entre la

mayor y menor densidad de malla, comparado con la malla utilizada en el andlisis (N=51).

w Ra(N=51) | Ra(N=27) Err(N=27) | Ra(N=77) Err(N=77)
[l [l [l [%] [l [%]
25 -2697 -2670 1,0 2702 0,2
30 -3077 -3043 1,1 -3084 0,2
35 -3478 -3437 1,2 -3487 0,3
40 -3896 -3846 1,3 -3906 0,3
45 4326 4267 1,4 4338 03
50 4767 4699 1,4 4782 03
55 5221 5141 1,5 -5238 0,3
60 -5684 -5593 1,6 -5704 0,4
65 -6160 -6055 1,7 6183 0,4
70 -6646 6528 1,8 6671 0,4
75 7141 -7010 1,8 7171 0,4
80 -7646 7499 1,9 7678 0,4
85 -8162 -7997 2,0 -8196 0,4
%0 -8685 8505 2,1 8723 0,4
9% 9218 -9020 2,1 -9260 0,5
100 9757 -9541 2,2 -0803 05

Tabla 4.2. Resultados con distinta densidad de mallado N =51, 27 y 77. Se comparan los
valores de N=51 con N=27 y 77, en base al calculo del error relativo correspondiente.

Parametros del sistema modelado: b=1, P=1.

Como se puede observar en la Tabla 4.2, la diferencia entre N=27 y N=51 es considerable, llegando
a alcanzar valores del 2.2%. Por contra, la diferencia entre N=77 y N=51 es inferior al 0.5% para

todo el rango de Q analizado.

Al considerar que el tiempo de céalculo es altamente sensible a la obtencion de los autovalores para
cada interacion (y por ende, sensible a la densidad de malla utilizado), se busca una solucion de
compromiso para el numero de puntos empleados para la discretizacion. Por ello, y a la vista de los

resultados de la Tabla 4.2, se elige una malla con 51 puntos.
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Por otro lado, también se destaca que la diferencia relativa de los valores del nimero de Rayleigh
entre distintas densidades de malla, va en aumento con Q. Por ello, para rangos mayores de la
velocidad angular adimensional, se deberia considerar un aumento en el nimero de puntos de la

malla.

4.4. Variacion de los resultados con el numero de Prandtl

Con el objetivo de analizar el efecto de variar el nimero de Prandtl del sistema, se comparan las
lineas de estabilidad neutral con P=0.7, 1 y 6. Se han escogido estos valores ya que son niimeros de

Prandtl tipicos para el aire (P=0.7) y el agua (P=6).

-2000 T T T T T T T

-3000

-4000

-5000

RC 6000

-7000

-8000 |-

-9000

_10000 1 1 1 1 1 1 1
20 30 40 50 60 70 80 90 100

Q
Figura 4.6. Comparacion de la linea de estabilidad neutral con distintos valores del numero de Prandtl, en

particular, para P=0.7, 1 y 6. Parametros del sistema modelado: b=1.

En la Figura (4.7) se observa que tanto para valores tipicos de P para el aire como el agua, el
comportamiento de la linea de estabilidad neutral es semejante. Ademas se observa que para valores
menores de P el sistema se desestabiliza antes. Asi, la diferencia de temperatura entre las paredes

necesaria para que el sistema con aire sea inestable, es menor que en el caso del sistema con agua.

38



4.4 Variacion de los resultados con el nimero de Prandtl

Por 1ultimo, se observa cualitativamente que la diferencia entre la linea de estabilidad neutral para
P=1 y P=6, es casi despreciable. No siendo asi entre la linea de estabilidad neutral para P=1 y
P=0.7. De este modo, se puede concluir que la lineca de estabilidad neutral es mas sensible a

cambios entre valores de P menores a la unidad, que para cambios de P mayores a la unidad.

4.5. Variacion de los resultados con el numero de Froude

Con el objetivo de analizar el efecto del nimero de Froude en el sistema, se comparan las lineas de
estabilidad neutral con b=1 y 0.5. En la Figura (4.7) se puede observar que una reduccion del 50%
del namero de Froude, y por ende, del efecto de las fuerzas de inercia frente a las fuerzas de

gravedad que actian sobre el fluido, apenas implica variaciones en la linea de estabilidad neutral.

-2000 T T T T T

-3000

-4000

-5000

RC 6000

-7000

-8000

-9000

30 40 50 60 70 80 90 100
Q

-10000 1 L 1 1 1 L 1
20

Figura 4.7. Comparacion de la linea de estabilidad neutral con distintos valores del numero de Froude,
en particular, para b=0.5 y 1. Parametros del sistema modelado: P=1.

De modo cuantitativo, la mayor diferencia relativa entre el nimero de Rayleigh critico con b=1y
0.5, a lo largo del dominio Q € [25, 100], es del 1.4%.

Por ultimo, para dar una idea del orden de magnitud de b, se realiza la estimacion de un valor de b

caracteristico. Por ejemplo, para el caso de una borrasca con los siguientes valores:
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g=10mls> ; r,=310m ; v=10mls ; Q=v/r,=10/3-10°~3.33-10"° 4.2)

resulta un numero de Froude,

Qz ~
p=--2"0 3 33.107° 4.3)
g

mucho menor que la unidad.

4.6. Conclusiones

En este trabajo se ha realizado un andlisis de estabilidad de un modelo de capa limite de Ekman,
considerando un sistema viscoso e incompresible, bajo la aproximacion de Boussinesq. El modelo
se ha resuelto numéricamente, encontrando asi valores de R, k. en funcion de €, para distintos

valores de los parametros b, P.

Como era de esperar, dado que la rotacion estabiliza el sistema, se ha encontrado que |R.|(£2) es una
funcién creciente. Lo cual significa que a mayor velocidad de rotacién, mas estable es el sistema

frente a gradientes adversos de temperatura.

Por otro lado, se ha estudiado los cambios en la linea de estabilidad neutral con los parametros del
sistema: nimero de Froude b, y nimero de Prandtl P. En términos generales, las lineas de
estabilidad neutral resultantes presentan un comportamiento cualitativo semejante para los distintos

valores de b y P analizados. Causando s6lo ligeras variaciones en el inicio de la inestabilidad.
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Apéndice I: Solucion analitica del estado base

En base a lo desarrollado en el capitulo 2.2.. Estado basico estacionario, la solucion analitica del

estado base se describe como,

2
Componente | — —ZQonzddUzo :
z

j U,  Rb 1.1
Componente ;] — 2QU, = d dU 20y I;) b . (IL1)
A

Condiciones de contorno — U, =U, =0 ;en z=%1/2

Con el objetivo de facilitar el manejo de las ecuaciones se realiza el siguiente cambio de notacion,

usU,, ; v=U, ; Ar=(RbD)IP (I1.2)
resultando,
Componente | ,
d’u_
—2——2QV
dz
Componente ; (I1.3)
2
d—‘;ZZQu—kz
dz

Condiciones de contorno, u=v=0 ;en z==*1/2

A continuacion, se realiza el siguiente cambio de funciones incognita,

U=w+-=-z ; y=y (I1.4)

resultando,
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~.>
-

Componente

==2Qv

~.>

Componente
d’v

FERCAtY (IL5)
Condiciones de contorno:

* w=—A/(4Q) en z=1/2 ; w=A/(4Q) en z=-1/2

* v=0 en z=%x1/2

Para obtener una ecuacion con una sola variable, se deriva dos veces la componente j, y se sustituye

en la componente i,

d'v 4P
— == v (I1.6)
dz
cuya solucion es,
v(z)=c,sinh(VQ(1+i)z)+c,cosh (VQ(1+i)z) (11.7)

Y en base a la componente j, se obtiene la soluciéon de w(z),

w(z)=i[c,sinh(VQ(1 +i)z)+c,cosh(VQ(1+i)z)] (I1.8)

El siguiente paso es el calculo de las constantes, c; y ¢, a partir de la condiciones de contorno. Esto

es,
w(12)=—w(=1/2) - '[clsinh(\/ﬁ(l+i)/2)+czcosh( VQ(1+i)/2)]=
—i[—c,sinh (VQ(14i)/2)+c,cosh (VQ(1+i)/2)] —
(IL.9)
- ¢,=0
Y,
w(1/2)=—0I(4Q) — ic,sinh(VQ(1+)2)=—1I(4Q) -

(IL.10)

o i 1
' 4Qsinh (VQ(1+)/2)
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Seguido, se reescribe la solucion con las funciones incdgnita iniciales,

A A sinh(VQ(1+)z)
u(z)===z— . ;
2Q° 4Qsinh(VQ(1+)/2)
(IL.11)
i sinh (VQ(1+)z)
v(z)=0o
4Q sinh(vQ(1+i)/2)
Finalmente, se consideran las siguientes relaciones trigonométricas,
Csinh ((1 +i)x)=Cl(e(l+i)x—e_(l+i)x):Cl[ex(cosx+isinx)—e_x(cos x—isinx)|=
2 2
| | (I1.12)
:iC~sinx'5( "+e_x)+C'cosx~5(ex—e_x)=iC-sinx~coshx+C'cosx~senhx
que permiten transformar la solucion (I1.11) en,
Rbz . .
Uy,= —AsinvVQzcoshVQz+Bcos VQzsinhvQz
2P0 (IL.13)

U,,=Acos vVQzsinhvQ2z+Bsinv{2zcoshv()z

donde, las constantes 4 y B, se determinan con las relaciones de las condiciones de contorno,

A {sin Q/4cosh \/Q—M]_lz—B[cos x/Q/4sinh\/Q—/4r1:

B 41;)bp [sin® VQ/4 cosh®VQ/4 +cos’ VO /4 sinh >V 97/4]71

(IL.14)
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