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Extracto

En el presente trabajo se parte de un modelo de referencia [1] consistente en un sistema
conformado por un cilindro de longitud indefinida en equilibrio de flotacidn en una interfase de
dos fluidos que, asumiendo una longitud indefinidamente grande del cilindro, puede tratarse
como un problema bidimensional. A partir de este esquema, se evoluciona el modelo mediante
el anadido de una fuerza externa en la direccidn vertical y se estudia el efecto de ésta sobre la
capacidad de flotacidn, la densidad maxima posible y la geometria final de un sistema de este
tipo, tanto para los casos en que la fuerza es ascendente como en los que es descendente. Los
calculos se realizan de forma numérica a partir de los datos de entrada de la densidad y radio
del cilindro, asi como las caracteristicas de la interfase, en este caso de dos liquidos, y se
exploran rangos para varios de los parametros. Los resultados y el andlisis presentados
pretenden ser de utilidad para un dispositivo desarrollado en el Laboratorio de Sistemas
Complejos de la UNED para medir las propiedades mecanicas de interfases fluido-fluido [5][6].

Introduccién al problema de referencia

Existen casos conocidos de objetos pequefios y densos que son capaces de flotar debido al
equilibrio entre el peso, las fuerzas capilares y el empuje derivado del principio de Arquimedes.
Ejemplos de esto serian una aguja metalica magnetizada flotando sobre la superficie del agua
formando una brujula casera o el caso de ciertos artrépodos como los guérridos o zapateros.

Imagen 1: Guérrido sobre la superficie de una interfase agua-aire. Fuente: [10].

Para el tipo de situaciones mencionadas, podemos suponer el objeto como un cilindro en
posicion horizontal sobre una interfase separando dos fluidos, de didmetro relativamente
pequefio, pero de una longitud muy superior en comparacion. De esta forma, puede modelarse
el caso asumiendo dimensién longitudinal del cilindro como infinita, ignorando los efectos de
borde en los dos extremos, lo cual permite tratar el equilibrio de fuerzas sobre una seccién del
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cilindro como un problema bidimensional tal y como el que se observa en la Figura 1. Este tipo de
esquema ha sido estudiado por diversos autores [1][2][3].

y+
T_,X+ v+ gl

v 7 B,pp

Figura 1: Esquema de cilindro bidimensional en interfase de dos fluidos [1]. Se indican: radio del cilindro ry; altura
del centro de masa del cilindro con respecto a la interfase sin deformar hy; altura del punto de contacto de la
interfase con el cilindro con respecto a la altura de la interfase sin deformar h, ; angulo de la posicién del punto de
contacto con respecto a la vertical que pasa por el centro de masas ; dngulo de contacto de la interfase 8;
inclinacion de la interfase ¢; densidad del fluido 4, p,; densidad del fluido B, pg.

La Figura 1 representa la interfase plana de dos fluidos, el fluido A de densidad py, y el fluido B
de densidad pg, tal que p4 < pg, situados en el seno de un campo gravitatorio g. La tensidn
superficial asociada a la interfase entre los dos fluidos es y45. Sobre esta interfase se encuentra
un cilindro de didmetro 2r, y densidad ps, para el cual asumimos longitud infinita. Para
mantenerse a flote, el cilindro ha de satisfacer un cierto balance de fuerzas. En esta situacion de
equilibrio el centro del cilindro se encuentra a una altura hy con respecto a la interfase sin
deformar (a una distancia suficientemente grande del cilindro), y el punto de contacto entre la
interfase y el cilindro se encuentra a una altura h, con respecto a la misma referencia. Otras
variables relevantes para describir el perfil de la interfase cerca del punto de contacto h(x), y
que permiten determinar la posicidon del punto de contacto, se indican también en la figura.
Estas son: el dngulo de contacto 6, la posicion angular del punto de contacto Y y el angulo de
inclinacion de la interfase ¢.

Como ya se ha comentado, para que el cilindro permanezca a flote el balance de fuerzas
verticales debe verse equilibrado. De esta forma, el peso del objeto debe ser contrarrestado por
el peso del fluido que desplace, que depende de la diferencia de densidades de los fluidos y de
la posicion del punto de contacto con respecto a la interfase sin deformary el centro del cilindro,
asi como por la tensidn. Este balance puede describirse mediante la ecuacidn siguiente:

h. . .
m(ps = paAITEg = 2Vap Sing + (pp — paIT5 g (—Zr—smw + 1 — sini cos 1/}) . (1)
0
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En (1), el término del lado izquierdo de la igualdad representa el peso (por unidad de longitud)
del cilindro reducido por el peso de fluido A que este desplaza. En el lado derecho de la igualdad
se encuentran los términos que contrarrestan este peso. El primer término del lado derecho de
la igualdad es la componente vertical de la tension superficial y,45, mientras que el segundo
término representa el peso modificado de fluido B que habria llenado el area curvada de
interfase en las cercanias del cilindro en la Figura 1.

Para realizar un estudio sistematico de las condiciones de flotabilidad resulta conveniente
adimensionalizar (1). Tal y como se describe en la referencia [1], el resultado obtenido es el
siguiente (el procedimiento algo mas detallado es equivalente al presente en el Anexo A,
asumiendo que no hay ninguna fuerza exterior sobre el cilindro):

nDB = 2sin¢ — 2H,BY? sinip + B(¥ — siny cos ) . (2)

Donde las variables espaciales se hacen adimensionales con la longitud capilar [, como

RO = To/ lc ’ H* = h*/ lc i (3)

y donde la longitud capilar L. se define como

YaB
.= |[———, (4)
7 Jls—padg
y se introducen ademds el Numero de Bond B
B = (pgp —pa)r69/Yap = R§, (5)
y la densidad adimensional del cilindro medida relativa a la de los dos fluidos
D = (ps — pa)/ (s — pa) - (6)

Merece la pena comentar en este punto el significado fisico del nimero de Bond o nimero de
E6tvos. Este nimero adimensional representa, tal y como se observa en (5), el cociente entre
las fuerzas gravitacionales y las fuerzas debidas a la tensidn superficial. Es por tanto un indicativo
de la importancia relativa de fuerzas inducidas por la gravedad y la tensidn, un ratio entre estos
dos tipos de fuerzas, de tal forma que un valor pequefio de B indica una predominancia de la
fuerza de tensién, mientras que un valor mas alto implica por el contrario una mayor
importancia de la fuerza gravitacional. Esto se puede relacionar también con (4), ya que,
manteniendo el radio del objeto r, constante, si [, aumenta, B tenderia a disminuir, indicando
que en esta situacidn se da una predominancia de las fuerzas capilares cuando la longitud capilar
es mayor. Ambos factores son de gran importancia para determinar si el sistema tratado se ve
afectado o no por el efecto de la tension superficial. En otras palabras, puesto que, en general,
Pc > Pa, Pp, valores del nimero de Bond B >> 1 serian un primer predictor de que la condicién
de flotabilidad no se va a satisfacer.

El siguiente paso para el tratamiento de (2) es reducir las variables del problema, en concreto
eliminar v, aplicando la relacién entre dngulos [1]

V=¢+m—0. (7)

Del mismo modo, puede utilizarse la ecuacién en dos dimensiones de Laplace-Young,
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Hiex _
(1 + HE)3/?
donde el sufijo x indica la derivada parcial con respecto a esta variable. La ecuacién (8) integrada
utilizando el limite H(+o) = 0 permite obtener [4]

H, (8)

1
1-— EH2 = (HH)HY?. (9)

Resolviendo (9) en el punto de contacto se obtiene la equivalencia [4]

H, = —2sin(¢/2), (10)

que permite también simplificar (2), de forma que al final se obtiene

D(&) = 2 4 ¢ p
(p) = %smd) Imsmzs;n(d) —-0) (1)
+; ¢+n—9—zsin2(¢—9) .

La ecuacidn (11) es la base para el tratamiento y estudio del sistema planteado en la Figura1[1],
asi como el planteamiento expandido planteado en posteriores apartados de la presente
memoria. Esta ecuacidn nos da la densidad adimensional del cilindro D requerida para obtener
una cierta inclinacion de interfase en el punto de contacto ¢ para unos valores dados de 8 y B.

Planteadas estas ecuaciones, merece también la pena describir dos conceptos alrededor de los
cuales girard el andlisis de posteriores apartados. Uno de estos conceptos es la condicion de
flotabilidad Dy, 4, (B), que es el limite que determina el punto a partir del cual la situacion de
flotacion deja de ser posible, el limite a partir del cual el cilindro se hunde. Por otro lado,
tenemos lo que llamaremos estado de flotacion Y (B) , que es una medida directa de la
superficie del cilindro en contacto con cada fluido para una configuracién de sistema
determinada.

En [1] se realiza un estudio de (11) para cilindros de dimensiones pequefias, y se estudian las
condiciones para la densidad y el radio del cilindro que aseguran la flotabilidad, es decir, la
condicion de flotabilidad. Para esto, es necesario tener claro los rangos a considerar para ciertos
parametros. En concreto, hay que puntualizar que consideramos ¢ < /2 para los casos
estudiados en esta memoria, tal y como se hace en [1], de forma que de la interfase h(x)
considerar no se curve sobre si misma (se comporte como una funcidn biyectiva). Cabe destacar
que esto no implica que la condicién de flotabilidad no sea calculable en casos fuera de este
rango. Para 8 < 1 /2 el limite superior de ¢ sera menor que 1t /2, con lo cual se puede resolver
la condicion de flotabilidad como Unico requisito para asegurar que el objeto flota, y puede
también obtenerse el perfil de la interfase. Cuando 8 > m/2 el limite superior para ¢ es mayor
que /2 y al resolver la condicidn de flotabilidad puede darse el caso de que ¢ > /2. En esta
situacién resulta mas complejo asegurar que el cilindro flote, y la condicion de flotabilidad
considerada hasta este punto deja de ser suficiente. En este caso seria necesario que la interfase
a ambos lados del cilindro no llegase a entrar en contacto, y para asegurarlo seria necesario
estudiar el perfil de esta con métodos algo diferentes de los utilizados en la presente memoria.

En este caso la densidad adimensional se maximiza (D (¢) = Dyqy) Para un cierto valorde ¢ =
¢., que es para el que las fuerzas capilares y de Arquimedes alcanzan su maximo. El
procedimiento de obtencién de D,,,,.(B) se basa por tanto en la resolucién numérica de la
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derivada dD/d¢, la obtencidn de ¢, y finalmente el célculo de D,,,, = D(¢.), todo esto
manteniendo valores de B y 8 constantes.

4 4
D
3 3
D
2 2
f 1
0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 L5

d) ¢
Figura 2: Reproduccién de los resultados de la referencia [1] (izquierda) junto con el original (derecha) para la
variacién de D en funcién de la inclinacidn de la interfase en el punto de contacto ¢.

Los resultados numéricos de esta referencia se han reproducidos mediante los programas
VellaLangmuirResultsFig2.en, VellaLangmuirResultsFig3.en y VellaLangmuirResultsFig3.en (mas
detalles en el Anexo Cy Anexo D), que han servido como base para los desarrollos posteriores
comentados en esta memoria, siendo la situacidn estudiada en la referencia un caso especifico
del esquema con fuerza afiadida que se explica en el siguiente apartado, en el cual el valor de la
fuerza es nulo.

En la Figura 2 se aprecia, tanto para la referencia original como para la reproduccion de resultados
realizada, cdmo la densidad se maximiza para un cierto valor de ¢.. Considerando fisicamente
lo que ocurre tras la variacién presentada en esta gréfica, hay que pensar que, a medida que ¢
aumenta hacia /2, el punto de contacto de la interfase con el cilindro se va moviendo a lo largo
de la superficie del cilindro, ya que estamos aumentando i también como puede verse en (7).
Esto también implica que |H,| aumenta, pero R, siny disminuye (a partir de }y = 7 /2). Debido
a esto, el segundo término en la parte derecha en (2) tiene un valor minimo en algun punto, lo
cual fuerza a D a tomar un valor maximo antes de que la inclinacién de la interfase sea /2, es
decir, antes de que el menisco se vuelva vertical.

al
. ,
Dnax Dinax
3 31
2 2
05 1 15 0
B B

Figura 3: Reproduccién de los resultados de la referencia [1] (izquierda) junto con el original (derecha) para la
dependencia de Dy, con el nimero de Bond B para diferentes valores del angulo de contacto 6.
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La Figura 3 muestra la variacion de D,,4, en funcidn del valor de B para varios valores fijos de 6.
Algo que se puede apreciar a primera vista es el efecto del incremento del angulo 8: para un
valor fijo de B, el incremento de 8 se traduce en un incremento en la densidad maxima del
cilindro que puede ser soportada por la interfase. Se puede observar también que D,,,,, tiende
a decrecer a medida que B aumenta para un 6 fijo. Esto tiene sentido fisicamente si
consideramos el significado del nimero de Bond comentado anteriormente, un ratio de la
importancia relativa de fuerzas inducidas por la gravedad y la tensidn, que ayuda a intuir
también la predominancia de un tipo de fuerza sobre la otra. Visto asi, una B mayor implica una
predominancia de las fuerzas gravitatorias, es decir, el efecto del peso del cilindro cobra una
mayor relevancia en el equilibrio final, y el efecto de la tension tiende a hacerse menos
relevante. Por otro lado, si B decrece, la fuerza derivada de la tensidon de la interfase cobra
mayor relevancia, y la tendencia de D,,,, es ascendente de forma bastante pronunciada. El
comportamiento en ambos extremos es asintotico, tal y como puede observarse en la Figura 4.

Figura 4: Reproduccién de los resultados de la referencia [1] (izquierda) junto con el original (derecha) para la
dependencia de Dy, con el nimero de Bond B para 6 fijo indicando las tendencias asintéticas.

Considerando el comportamiento de (11) cuando B « 1, el primer término del lado derecho de
la igualdad se convierte en el dominante, y por tanto en ese limite

D. r—
max T[B'

siempre y cuando 8 > m/2, lo que representaria la asintota decreciente que observamos en
ambas graficas en la Figura 4. Esto es independiente del valor exacto de 8 mas alla de la condicidn
mencionada y corresponde con la situacién de dominancia de la fuerza de tensidn, que se da en
este caso cuando el menisco es vertical ¢ = /2. Ademads, en este caso es importante notar que
el maximo D, se dard antes de llegar al hundimiento del cilindro con i = .

Por otro lado, para 8 < m/2, el limite se transforma en

2sin¢g 2sin6
Pmax = 7B nmB ’

dado que nos hallamos en el caso en que la maxima componente vertical de la tension superficial
se dara cuando el cilindro esté lo mdas hundido posible, 1 = m, lo que implica ¢ = 6 (Figura5s).
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6>m/2

¢ =m/2
Yy<m

0 <m/2
¢:
Y =

Figura 5: Cilindros en flotacién con 8 > /2, ¢ = /2y < mwalaizquierda;y0 >m/2,¢p =0y =mala

La otra asintota que se observa en la figura es para B > 1, cuando tendemos a D, = 1. En
este rango predominan las fuerzas gravitatorias, y por tanto el equilibrio termina tendiendo
hacia el principio de Arquimedes simple, el peso ha de ser contrarrestado por el empuje, de lo

que se deduce que D,,,,, ha de tender a la unidad.

Los resultados presentados encajan con los de la referencia [1]. Esto implica que los célculos
realizados son un buen punto de partida para la ampliacidon del modelo que se pretende en esta
memoria, y sirve para sentar las bases de los desarrollos que se presentan en posteriores

secciones.
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Consideraciones fisicas sobre las soluciones de referencia

Hasta este punto se ha seguido el razonamiento planteado en la referencia [1] y se han
reproducido los resultados tal y como se hiciera en ésta, pero es necesario afadir un ultimo
criterio que se omite en la bibliografia sobre el tema, y que afecta de forma directa a los
resultados en ciertos rangos. Este factor es relevante tanto para el caso original, como para el
que se plantea mds adelante, y que es en esencia el foco de la presente memoria. En este caso
se trata de una puntualizacidn con respecto a la variable ¢.

Tal y como se ha explicado anteriormente, utilizando la Figura 2 como complemento, ¢, es
considerado el valor de ¢ para el cual se maximiza (11) con un 6 y B dados, tal que D(¢.) =
Dyax- ESto es una solucidn que se obtiene mediante la resolucién de la (12) en el rango
considerado para ¢ teniendo en cuenta la geometria del sistema (se busca el maximo para ¢ >
0).

O_D (6.0,8) = — 2 cos(¢p/2) sin(¢p — 0) B 4 sin(¢p/2) cos(¢p — 0)
ag (»0B)= VB VB
2cos(¢p) cos(2(p—0)) 1 (12)
+ — += .
B T T

Si consideramos la relacién (7), podemos definir

Ve =P(9c) (13)

como el valor critico de 1, que se da cuando D(¢) = Dy,qx-

Si consideramos la Figura 1, resulta obvio que los resultados que tienen sentido para la fisica del
sistema son los que cumplen

oO<y<m, (14)

y que en el momento en que
Y = Yigmite = T, (15)

situacion en la cual tenemos
b =20, (16)

la interfase se une por encima del cilindro, lo cual implica que éste se hunde. Este seria el limite
fisico para la situacion planteada, mas alld del cual los resultados pueden existir
matematicamente, pero no sirven para describir el sistema tratado en este caso. Partiendo de
esto, esimportante recordar que ¢ tal y como se ha planteado hasta este punto es una solucidn
matematica para el maximo de D (¢), pero en ningiin momento se garantiza que dicha solucién
para maximo local ¢, sea valida a nivel fisico. Es, por lo tanto, necesario determinar en cada
caso cudl es el limite fisico para el sistema, en funcién de los pardmetros que lo definen. Por
comodidad adoptaremos en esta parte para diferenciar ambas soluciones la notacién ¢¢ jpmite
para indicar el limite fisico maximo, y @¢ gerivadq Para indicar el limite matematico obtenido
resolviendo el limite local. En este caso, el valor critico para el hundimiento del cilindro a
considerar realmente serd

¢C = min(¢c limite » dc derivada)- (17)
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Ademas, para el caso del limite de la solucién fisica tenemos que

2
Df max — D(¢c ll’mite) = ESincg) +1. (18)

Es importante notar aqui el efecto de la dependencia de esta solucion con sin(8) , que se
convierte en la pendiente de la recta Dy gy

Lo verdaderamente interesante a nivel practico es poder determinar qué solucion es la que
aplica para el sistema a tratar antes de tener que calcular el maximo resolviendo (12). Para esto
debemos realizar algunas consideraciones con respecto a (12). En primer lugar, si observamos
la regién estudiada de D(¢) en Figura 2, dado que la funcidn es en este caso creciente hasta
alcanzar el maximo en ¢ ¢ gerivada, 12 derivada en este tramo ha de ser necesariamente positiva,
hacerse nula en @ gerivada Y Pasar a ser negativa mas alla de este valor. Teniendo esto en
cuenta, es facil saber si Q¢ jimite €5 Mayor o menor que Q¢ gerivada Mediante el signo de

aD/a¢ (¢C ll'mite)-

Considerando (16) y (12) tenemos, que

oD _ (9D _ _4cos(9/2) 2 cos(6)
7 (¢ timite ,6,B) = (%>Climite 6,B) = -~ t—p

Igualando esto a cero y resolviendo podemos obtener que el caso en que ambos limites ¢ jimite

Y @c derivada cOinciden,

(19)

(aD) 6,B) =0. (20)

a¢ C limite
Que seria el punto en el cual se produce un cambio en la solucién a considerar para el problema,
debido a las consideraciones fisicas mencionadas.

De todo esto se llega a la conclusién de que, para un sistema definido, podemos unificar ambos
limites y redefinir ¢ como:

aD
0, % (¢C limite 'Q’B) =0
¢C derivada » % (¢C limite » 9' B) <0

A partir de las condiciones planteadas en (21), podemos determinar qué solucién tomar antes
de maximizar la derivada en cuestidn, y decidir si debemos determinar D,,,, tal como se hace
en (18), o si debemos hacerlo mediante el maximo local. Con todo, el valor del limite de la
densidad se determina del mismo modo que se planteaba anteriormente, mediante D(¢.) =
Dax, PEFO €N este caso considerando la nueva definicidn (21).

Como complemento para visualizar este cambio de régimen de la solucién para el limite fisico
del problema, se ha tratado el caso presentado en la Figura 6, en la cual se ha tomado un B fijoy
se ha explorado la validez de las soluciones ¢¢ jimite Y Pc derivada-
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B = 0.001

y=T
we
______ 8 transicion
3.5
25

1 1.5 2
A(rad)

Figura 6: Soluciones de Y. (68) y ¥ = 7 para un sistema con B = 0.001, con O;,-qnsicisn. COMoO referencia en forma de
linea discontinua.

Para este caso se ha definido B = 0.001, y se ha explorado los valores de i obtenidos para
ambos limites mencionados en un rango de 8 € [45° 135°]. Se puede observar claramente
cdmo existe un régimen en el cual Y¢ gerivadq (NOtese que aplicamos el mismo subindice para
1 que el utilizado para @) se encuentra mas alla del limite fisico viable para la solucién Y¢ jimite,
con lo cual no seria viable. Para la situacién planteada, si resolvemos (19) (20) para 8 asumiendo
B fijo obtenemos

Htransici(’m ~ 1.52325 rad, (22)

y puede verse como este valor coincide en la Figura 6 con el cambio de régimen de la solucién
para el limite de hundimiento. Es por esto por lo que se ha utilizado el subindice transicion en
este caso, para indicar que este es el valor de 6 para un B dado en el cual se produce el cambio
de régimen de dominancia de la solucién limite fisica V¥ jimite @l régimen de validez fisica de la
soluciéon matematica del problema Y gerivada-

Se puede ademads estudiar como se comporta (19) para un 6 dado en funcién de B, tal y como
se hace en la Figura 7, en la cual se puede observar cdmo hay una gama de valores de 6,
generalmente los que estan por encima de 8 = /2 para los cuales predomina ¢ ¢ gerivadqa dado
el signo de (0D/0¢)¢ 1imite- ESto es importante sobre todo a la hora de determinar si es
necesario aplicar esta revision sobre la referencia [1].

Si repetimos los calculos de la referencia aplicando la correccién tal y como se ha comentado
hasta ahora, puede verse que los resultados coinciden. Para visualizar la diferencia entre los
resultados que podrian obtenerse tomando ¢¢ imite © Pc derivada S€ ha creado la Figura 9.
Gracias a lo observado en Figura 7 y Figura 8 sabemos que los resultados son vélidos debido a que
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los dngulos tomados se hallan en un rango en el que la solucién a tomar es, en efecto

¢C derivada-*
400 8=45
8 =60
300 B8=75
B8 =290
200 B =105
8=120
» 100 B8=135
£ .
s 0 _
= |
EE |
S -100 '
=200 S Y ............ ............ : ............
-300 ............ ............ L
_400 ............. ............ .........................

Figura 7: Comportamiento de (0D /0¢)¢ 1imite €n funcién de B para valores fijos de 6.

Para el caso concreto de 8 = 72°, se ha afiadido la Figura 8, en la cual se observa el punto en el
que la derivada cambia de signo, lo cual implica un cambio en la solucién dominante. En la Figura
3 el rango graficado se encuentra precisamente pasada esta solucidn, y por eso los resultados
finales coinciden con ¢¢ gerivada-

Es importante destacar que las deducciones con respecto al comportamiento de D,y 4, (B)
planteadas en la referencia siguen siendo aplicables, siempre y cuando sea en situaciones para
las que no se topa con el limite fisico de (15).

(0D Jra@}ii mite

Figura 8: Comportamiento de (0D /9®)¢ 1imite €N funcion de B para 6 = 72.
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Derivada
6 =104 =142 |~ --- Limite
4
4
3 3 .............................
2 [ S

0.5 1 1.5

Figura 9: Reproduccién de los resultados Dy, (B) de la referencia [1] junto con la solucién dada para el limite
fisico del sistema.
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Planteamiento del problema a tratar

El esquema del apartado anterior es un modelo simplificado, y considera una situacion sin
interacciones externas. Es por esto por lo que una evolucién natural es la consideracion de
nuevos factores a introducir, como seria una fuerza en direccién vertical ejercida sobre el
cilindro [3]. El estudio de este modelo ampliado es de interés especialmente como
complemento a posibles pruebas experimentales [7]. En particular, el andlisis de la flotabilidad
de una aguja magnética empleada en el redmetro interfacial del Laboratorio de Sistemas
Complejos de la UNED [5] para la realizacidn de ciertas pruebas ha servido de motivacidn detrds
del analisis presentado en esta memoria. En el dispositivo en cuestién, la accidn externa sobre
la aguja se debe a una pinza magnética que controla el desplazamiento de aquella sobre la
interfase. Dicha pinza ejerce a su vez una fuerza vertical sobre la aguja [6], y es el efecto de dicha
fuerza sobre el estado y la condicién de flotacion lo que se pretende estudiar en lo restante de
este trabajo. Cabe destacar, que el modelo que se pretende estudiar englobaria el original, ya
que el caso de referencia seria equivalente al esquema ampliado, pero con fuerza externa
aplicada nula. Como comentario final, en el articulo de referencia [1] se asume que la interfase
es aire-agua, pero en esta memoria se analizard tanto la interfase aire-agua como una interfase
liquido-liquido.

y+
T_>X+ y+? gl

Figura 10: Esquema de cilindro bidimensional en interfase de dos fluidos sobre el cual se ejerce una fuerza en
direccion vertical, f. Se indican ademas: radio del cilindro ry; altura del centro de masa del cilindro con respecto a la
interfase sin deformar hy; altura del punto de contacto de la interfase con el cilindro con respecto a la altura de la
interfase sin deformar h, ; angulo de la posicion del punto de contacto con respecto a la vertical que pasa por el
centro de masas 1; angulo de contacto de la interfase 8; inclinacidn de la interfase ¢; densidad del fluido 4, p,;
densidad del fluido B, pg.

En la Figura 10 puede observarse el afiadido de una fuerza vertical por unidad de longitud, f, que
por conveniencia para el tratamiento consideramos aplicada directamente sobre el centro de
masa de esta seccién del cilindro. Considerando esta situacién, se puede afadir este nuevo
factor a la igualdad (2) del esquema original para obtener:
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n(ps —pa)sg +f ,
= 2yup sing + (pg — p)Tég (—Zr—*sim/) + 1 — siny cos 1/)) ;
0

Es importante aclarar en este punto el criterio de signos elegido para f. Del modo en que se
plantean tanto la Figura 10 como (23), se considera que f > 0 cuando la fuerza se ejerce en
sentido y negativo, es decir, cuando tiene la misma direccion y sentido que el peso por unidad
de longitud del cilindro tratado, sentido descendente. Por el contrario, cuando va en sentido
inverso, f < 0.

(23)

Por otro lado, conviene darle a esta fuerza una forma que permita un tratamiento mdas cémodo
ala hora de desarrollar las ecuaciones, y posteriormente obtener resultados mediante métodos
numéricos. En este caso, una forma conveniente es la de expresar esta fuerza como un peso, de
tal forma que:

f=psmrig, (24)
donde transformamos la fuerza en un peso afiadido equivalente al de un cilindro de radio 1y y
densidad py, que toma signo negativo cuando la fuerza externa es ascendente. En base a esto,
se puede también definir una densidad adimensional para esta nueva fuerza en la forma
siguiente:

Dy = p—f (25)

PB — Pa

Desarrollando (23) hasta llegar a la ecuacidn con variables adimensionales de forma similar a
como se hizo para el apartado anterior (consultar Anexo A para mas informacién acerca de la
deduccidn) se llega a:

2 4 ¢ 1 1
D’(q,’))=ﬁsm¢—msmism(¢—9)+g ¢+n—9—§sm2(¢—9) . (26)

Donde se introduce D’, que se define como:

Ps+Pr—Pa_ Ps—Pa
PB — Pa P = Pa’

Resulta evidente que (11) y (26) tienen la misma forma, lo cual es debido precisamente a la

introduccion de la fuerza en la forma (24). Como se puede observar, esto permite interpretar la

D'=D+D;= (27)

fuerza como un incremento de pr en la densidad del cilindro, lo cual resulta Util para el estudio
del esquema en cuestion.

Con la adicién de la fuerza, sigue siendo importante el estudio de la condicion de flotabilidad,
que ahora ademas de comprender D/, del mismo modo que se hizo para la referencia [1],
tendrd otro caso limite, dejando de ser un rango abierto como para el caso original. El
mecanismo de obtencidn de este limite original antes comentado es equivalente al caso original,
es decir, tendriamos que, para una interfase y geometria del cilindro dadas, el cilindro se hundira
cuando

! ! 2 : 4 , ¢C . 1 1 i
D >Dmax=Esm¢c—msm7sm(¢c—9)+; ¢C+7r—9—§sm2(¢>c—9) ,  (28)

donde ¢, es el que se define en (21). Después se puede determinar el valor maximo de la
densidad del objeto o de la fuerza aplicada, para unas 6 y B dadas, mediante la relacion (27).
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Tal y como se ha mencionado antes, el afiadido de la fuerza hace necesaria la consideracion de
un segundo caso limite, no estudiado en la bibliografia de referencia, donde se asume siempre
que la densidad del cilindro es superior a la de ambos fluidos ps > pg. Del modo en que se ha
descrito, la imposicion de una fuerza externa en sentido ascendente podria, a efectos practicos,
reducir la densidad efectiva del cilindro pg por debajo de las de los fluidos de la interfase p4 y
pg, incluso llegando a valores negativos pg < 0. Para estos casos, aparece un nuevo limite en la
condicion de flotabilidad, diferente del del hundimiento del cilindro debido a su peso, la
situacién de que las fuerzas capilares no puedan contrarrestar la accion del empuje y la fuerza
ascendente, es decir, el caso en el que se levanta el cilindro.

La forma de resolver este nuevo limite es andloga a la utilizada para el caso del hundimiento del
cilindro. En primer lugar, conviene observar el comportamiento de (11) para el rango que atafie
a esta nueva condicién limite a estudiar, de forma similar a como se hace en la Figura 2.

Figura 11: Reproduccién de los resultados de la Figura 2 de la referencia [1] para la variacién de D en funcién de la
inclinacion de la interfase en el punto de contacto ¢, ampliando el rango para valores negativos de ¢.

De forma similar al caso del hundimiento del cilindro, puede observarse que existe un minimo
local ¢c* gerivada Para D(¢) en el rango ¢ < 0, el cual determina el limite matematico para
D,,in @ partir del cual el cilindro seria levantado. Aqui podemos directamente sustituir D por D'y
mantener las soluciones englobando el efecto de la fuerza junto con la densidad para no repetir
los célculos.

Por otro lado, para esta situacion el limite fisico viable seria

Y =0- P ipmite =0 — 7, (29)
cuando las lineas de interfase a ambos lados del cilindro se unen en la parte baja del cilindro, y
el cilindro se separa de estas, dejando a efectos practicos de estar atrapado en la interfase. En
este caso, si observamos la forma que presenta D(¢) podemos deducir que (12) es positiva por
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encima de ¢c+ gerivada Y NELativa por debajo, y tal y como se hiciera para el caso de ¢ para el
hundimiento del cilindro, podemos deducir cudndo deberiamos aplicar un limite u otro en
funcién de si el valor de

oD 0 0,5) = (8D) ©0.8) = 4cos(0/2) 2cos(6)
a¢ C* limite » - 0¢ o limite ’ - ﬂ\/E B (30)
es mayor o menor que cero.

Asi, del mismo modo que antes podemos definir la solucién para este limite en dos rangos de la
forma siguiente:

( 13)))]
0 —m, Ers (Pc* timite 0,8) =0
e = oD (31)
¢C* derivada » % (¢C* limite » 0, B) <0 .

Con esto se puede definir el minimo para la densidad adimensional directamente como

Dpin = D'(¢¢+ ), (32)
siendo la condicion de levantamiento del cilindro
D < D}

(33)
Este limite pasaria a representar otra cota para el rango de la condicion de flotabilidad antes
definida, juntamente con (28).
Ademads, para el caso del limite fisico para las soluciones, tendriamos

2 2
D(¢pc* iimite) = Tl'_BSin(e -7 — D - = n—Bsin(G —1).

(34)

Se puede visualizar el régimen de soluciones de forma similar a Figura 6, pero en este caso para
(31), en la Figura 12.

B =0.001

w=0
ye*

B transicion
0.5

P(rad)

0.5

1.5
B(rad)

Figura 12: Soluciones de 1, (6) y ¥ = m para un sistema con B = 0.001, con 8¢ gnsicisn = 1.61617 rad como
referencia en forma de linea discontinua.
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Se puede ademas estudiar cdmo se comporta (30) para un 8 dado en funcién de B, como se hizo
en la Figura 7, pero para este nuevo limite, obteniendo la Figura 13 en la cual se puede observar
como hay una gama de valores de 6, generalmente los que estdn por encima de 8 = O gnsicions
para los cuales predominara ¢¢ gerivadqa dado el signo de (0D /0®)c* 1imite- LO curioso en este
caso es que se invierte la dominancia de los regimenes si lo comparamos con el caso de ¢,
original, para el cual los valores por encima del limite 8; eran para los que predominaba la
solucidon matematica resolviendo el maximo local.

: : ——— B8=80
300 i 5 : — 8=75
5 ; —— B8=90
200 : : —— B8=105
: : 8=120
£ 100 B=135
&0 —_— - -
= .
2 100 :
] i
= .
200 ;
-300 '
_40[] I I ............ ............ : ............
1073 1072 1}9'1 10° 10"

Figura 13: Comportamiento de (0D /9¢)c* itmite €N funcion de B para valores fijos de 6.

Dados unos datos para un sistema como el de la Figura 10, podemos determinar si el sistema
puede alcanzar el equilibrio de flotacion, o si por el contrario estd mas alla de los limites
establecidos para el caso de hundimiento y levantamiento del cilindro. Esto es importante
porque para estudiar el efecto de la fuerza sobre las dependencias de la densidad maxima y la
geometria del sistema, necesitamos conoces en primera instancia a qué rango de datos queda
acotado el espacio de fase de los parametros a tratar para el problema.

Para determinar los limites de hundimiento (28) y levantamiento (33) del cilindro en funcién de
un set de datos dados se ha elaborado el programa Interfaceline.en. La utilidad de este
programa va orientada no sélo al calculo de estos limites, sino también a la realizacion de
predicciones para pruebas experimentales, facilitando de antemano el conocer la existencia de
equilibrio y el perfil tedrico para la interfase tal y como se comentaba anteriormente. A
continuacidn, se presentan los resultados obtenidos con este programa para un set de datos
concretos.
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Datos de entrada Flotacidn Viable Datos de salida
Pa(kg/m®) 1.00 ¢ (rad) 0.004 7
pp(kg/m?) 1000.00 W(rad) 0,604
Ps(kg/m?) 8000.00
H, -0.0121
1o (um) 90 Si
Yap(N/m) 0,0728 H, -0.0227
6 (rad) 04m Psimax (kg/m>) 555707,198
fN/m) 0 PF mmin —75,005 ps
Tabla 1: Resultados del programa Interfaceline.en para un set de datos dado.
* 1g-05 * 1g-05
5 5| meemaaa ————————————————_————— -
o of oo —
L
—‘E’: -5 I I P A
-10 -10
0 0 0.5 1 15 2
a(m) *1e-05 x(m) *1e-02

————— Centro del Cilindro
————— Punto de contacto
————— Limite superior Cilindro
————— Limite inferior Cilindro

Figura 14: Resolucion numérica del perfil de la interfase cerca del cilindro para los datos de la Tabla 1. Nétese que
las escalas horizontal y vertical no son las mismas. Ademas, las escalas en x son diferentes en cada grafica.

En la Tabla 1 se muestran los resultados obtenidos para un set de datos tomados de la referencia
[3], para los cuales el cilindro no se hunde. Por otro lado, la Figura 14 muestra el perfil de la
interfase obtenido para ese mismo caso resolviendo de forma numérica (9).

Finalmente merece la pena destacar que las referencias utilizan para sus calculos interfases aire-
agua, pero en el presente trabajo se desarrolla el concepto de forma genérica y se estudian
numéricamente también casos de interfases liquido-liquido.
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Descripcién de los estudios a realizar

Establecidas en el anterior apartado las ecuaciones que describen el sistema a tratar, asi como
los casos limite a nivel fisico a considerar, se puede pasar a estudiar el sistema, en este caso
mediante la resolucién numérica de las ecuaciones planteadas de forma similar a como se hizo
para la referencia [1]. En este estudio se explorardn casos de interés practico en el contexto del
trabajo realizado en el Laboratorio de Sistemas Complejos de la UNED.

En la Tabla 2 pueden verse resumidos y diferenciados las diferentes variables de entrada y salida
considerados a lo largo del estudio.

Variables de entrada Variables de salida
P4
Dinax(B)
Interfase PB max
YaB
To Dmin(B)
Cilindro Ps
9 $(B)
Fuerza externa f

Tabla 2: Esquema de datos de entrada y salida esperados para los estudios realizados.

La Tabla 2 indica los elementos que consideramos en el sistema: Cilindro, Interfase y Fuerza
externa; asi como los componentes que definen cada uno de ellos. Para el estudio a realizar, se
definen una serie de datos de entrada para dar forma a estos elementos del sistema, y se estudia
la condicién y el estado de flotacién en ciertos rangos de datos para las variables del sistema.

En la presente memoria se van a estudiar dos tipos de cilindro cuyos radios y densidad se
corresponden con agujas comerciales para el redmetro interfacial de aguja [7] y con microhilos
magnéticos para el mismo dispositivo [5].

Cilindro 1 (aguja comercial) Cilindro 2 (microhilo)
Ty 6.15 um 200 um
ps 47pB 3.3 PB
longitud 3cm lcm

Tabla 3: Datos de los cilindros utilizados para la obtencién de resultados.

Se trataran también dos combinaciones de fase superior e inferior. En ambos casos la subfase
estara formada por agua, siendo la fase superior aire o un fluido de densidad 80% la del agua
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(por ejemplo, fluidos como el tolueno y el decano tienen densidades de 867 y 730 kg/m3
respectivamente).

Interfase 1 Interfase 2
Pa (kg/ms) Paire ~ 1 0-8pagua
PB (kg/m3) Pagua ~ 1000 Pagua

Tabla 4: Datos de las interfases utilizados para la obtencién de resultados.

En cuanto a las propiedades de la interfase, se va a explorar valores de la tension superficial
entre el valor correspondiente a una interfase agua-aire limpia (72 mN/m) hasta valores
similares a los presentes en la bibliografia sobre sistemas agua-tolueno y agua-decano en
presencia de surfactante, y,5~20 mN /m [8][9].

Variable Rango
Yag (mMN/m) 20 72
0(°) 45 135
Pr (ps) —10000 pg 10000 pg

Tabla 5: Datos de las variables utilizados para la obtencién de resultados.

Para el angulo de contacto, teniendo en cuenta los diferentes materiales que pueden emplearse,
los posibles tratamientos hidréfobos de sus superficies y las diferencias entre angulos de
contacto de avance y retroceso, se exploraran angulos de entre 45°y 135°.

Finalmente, la fuerza externa se definird usando como referencia los datos aportados en [6]
sobre la fuerza vertical generada por la trampa magnética sobre la sonda.

Todo lo anterior queda resumido en las tablas Tabla 1, Tabla 2 y Tabla 3. Notese que para la fuerza
se determina el ratio de relacion entre la densidad asociada a la fuerza py y la densidad del
cilindro ps.

Para las diversas combinaciones de datos para Cilindro, Interfase, tension superficial, angulo de
contacto y fuerza externa aplicada, se estudiaran tanto la condicién de flotabilidad como el
estado de flotacion . El procedimiento a seguir es el de estudiar para cada cilindro en ambas
interfases, resolviendo para los diferentes rangos de 6, y,45 vy f. Por lo general se graficara
estableciendo un rango de y,5 v se presentaran diferentes curvas para diferentes valores de 9,
esto se repetira en diferentes graficas para diferentes valores de f, graficando siempre un caso
f = 0 como referencia. La intencidn es elegir valores discretos para todas las variables, pero
especialmente para y,5, que determina B, se utilizard una mayor cantidad de puntos. Para mds
informacidn con respecto a los métodos utilizados consultar Anexo C y Anexo D.
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Analisis de la Condicion de Flotabilidad

En este apartado se presentan los resultados y el analisis de la Condicidn de Flotabilidad para
ambos cilindros y ambas interfases utilizando los valores propuestos en el apartado anterior. Los
resultados de este apartado se han obtenido con los programas
Dmax_min_vs_Gamma_given_Theta_with_Force.en y
PhaseDiagram_F_vs_Gamma_given_Theta.en (Anexo C, Anexo D).

Cilindro 1 — Interfase 1

*1e+05 (a) py=0xps *1e+04  (b) pr=0xpg
- 8=45 : / 8.1 8=90 : %7
“| | ——— 8=60 ’ 8=105 : Z
(1| [——— =75 8.0 8=120 : ’
——— 8=90 8=135
1 —_— =105 |-
8=120
0.9 8=135

002 003 004 005 006 007 0.045 0.0455 0.046 0.0465 0.047
Yap(N/m) YaB(N/m)

Figura 15: Densidad maxima para el Cilindro 1 en la Interfase 1 sin fuerza aplicada. A la derecha, grafica ampliada
sobre las soluciones del régimen ¢¢ gerivada-

Resulta facil notar, dado lo comentado mds atrds con la Figura 7, que para ambos cilindros
tenemos una serie de valores de 8 para los que la D, viene determinada por ¢ gerivada, @ =
[90,105,120,135]° > 6,, mientras que tenemos otros en los que la D, viene determinada
POr ¢c imite, 0 = [45,60,75]° < 6.

Para el Cilindro 1 es importante destacar que en ambas Interfases la variacion en funcion de 8 >
0 para la D,,,,, es dificilmente distinguible en los rangos estudiados, debido principalmente a
la mayor sensibilidad de ésta con el pardmetro y,5 (a través de B en (15)) en el rango explorado.
Por este motivo se ha afiadido una versién ampliada en Figura 15 y Figura 17 para que se pueda
diferenciar las distintas soluciones al menos en la situacién base.

El resultado se alinea para ambos Cilindros y ambas Interfases con lo visto en la referencia [1] :
aumento en 6 equivale a un incremento en la carga méaxima D,,,, que puede soportar la
geometria elegida para el cilindro. La diferencia radica en que la dependencia de D,,4, cOn y4p
en este caso varia en funcién del régimen de solucién aplicable a ¢.. Cuando la solucién estd
determinada por ¢ ¢ gerivada, S€ Observa claramente cdmo sin(6) determina de forma directa
la pendiente de esta dependencia lineal.
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Cilindro 1 — Interfase 1

~1e+05 (a) pr = 1000 * ps * 1e+05 (b) £y =5000%pg
1.2 8=45
— 8=60
(81 I DR s
1 8=90
— 8=105
0.9 8=120
0.8
]
£07
Q
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2 0 csesccccsccsccsssscsctsansans
002 003 004 005 006 007 002 003 004 005 006  0.07
vaB(N/m) YaB(N/m)
+1e+04 (C) py = 10000 * ps ~1es05  (d) oy =—1000% ps
13 8=45
7 49| |——— 8=60 . 7
- 8=75
6 1.1 8=90
; - B=105
1 8=120
4 09
1] 1]
g 3 £08
[~} [~
2 0.7
1 0.6
0 0.5
-1 0.4
2 0.3
002 003 004 005 006 007 002 003 004 005 006  0.07
Yap(N/m) Yap(N/m)

Figura 16: Densidad maxima para el Cilindro 1 en la Interfase 1 en presencia de fuerza externa con py = 1000ps,
pr = 5000pg, pf = 10000pg, py = —1000ps. Se indica con una linea discontinua el valor real de D para el cilindro
considerado.

Al observar el comportamiento para un mismo cilindro en ambas interfases, puede observarse
en Figura 19 y Figura 20 cOMo la Interfase 2 tiende a valores considerablemente mas elevados de
la condicidn de flotacion D,,,, en el rango de datos estudiado. Esto puede deberse en parte a
que, precisamente, el rango obtenido para B dados los datos de entrada definidos para cilindro,
interfase y tension de superficial para la Interfase 2 son un orden de magnitud menor que los
obtenidos para la Interfase 1, lo cual hace ganar mayor peso y dominancia a los términos
dependientes de 1/B en (11). Si bien este efecto es considerablemente mds notable con el
Cilindro 1, Figura 16 y Figura 18, especialmente debido a las dimensiones de este, es visible para
ambos cilindros. El hecho de que sea algo mas notable para el cilindro mas pequefio destaca la
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diferencia en la aportacidn de cada factor de B tal y como se define en (5), con el cambio en el
orden de magnitud del radio, al ser su aportacién cuadrdtica, teniendo mayor peso que el de la
diferencia de densidades, que no varia en orden de magnitud entre ambas interfases.

Cilindro 1 — Interfase 2

* 1e+05 (a) pr=04%pg * 1e+04 (b) pr=0%pg
6| |[—— e=4s : : 38.2 500
6=60 : 8=105 ,
O=76 38.1 6=120 7
—— =m0 8=135
5| |——— 8=105
B8=120 L N I R N7, LT

8=135

I s 7 N S i 379
3 3
= =
Q Q
37.8
3
3?_? ..............................................
2 376
37.5
0.02 0.03 0.04 0.05 006 007 0.0435 0.044 0.0445
YaB(N/m) YaB(N/m)

Figura 17: Densidad maxima para el Cilindro 1 en la Interfase 2 sin fuerza aplicada.

Lo comentado hasta ahora es observable sin necesidad de tener en cuenta la fuerza aplicada. En
este caso ha de considerarse una distinciéon importante entre el caso del sentido de fuerza
ascendiente y descendiente en el estudio de D, Esta distincidn es el hecho de que la fuerza
en sentido descendiente puede llevar a un caso limite en el que D,,,, Se haga negativa, como
puede observarse por ejemplo en Figura 16 (c) y Figura 19 (c) para los valores mas bajos de y,5
(valores altos de B) en el rango elegido. En este caso la implicacidn es que a partir de ese punto
la solucién no tiene interés fisico, dado que estamos en el caso en que el cilindro se hunde
siempre.

En algunas de las graficas puede observarse la linea de D, que representa el valor real de la
densidad adimensional para las condiciones definidas de cilindro, interfase y fuerza. El tener
este valor ayuda a visualizar de forma directa el punto a partir del cual el cilindro real
considerado se hundiria para los valores de y,5, 8 y f dados. El hecho de que el valor no esté
presente en todas las graficas es principalmente debido a que (sobre todo para el Cilindro 1) hay
situaciones en las cuales el valor esta muy lejos de los valores para D, 4, resultantes, con lo cual
resulta poco relevante. Por el contrario, para el Cilindro 2, esto suele resultar ser de mayor
interés, dado que por sus propiedades el equilibrio que presenta estda mucho mas restringido.
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Cilindro 1 — Interfase 2

*1e+05 (a) py = 1000 * pg *1e+05  (b) pr = 5000 * pg
6 8=45 : : 7 5
— 8=860 : :
8=75 ; L
5 8=90 |........ O A g 4
—— 8=105 :
——— B8=120
8=135
4 ......................... 3
8 8
£ £
=} =}
3 2
2 .......................................... 1
1 A L L L 0 A S N S A A
0.02 0.03 0.04 0.05 006 007 0.02 0.03 0.04 0.05 006 007
vaB(N/m) YaB(N/m)
*1e+05  (C) p = 10000 * pg *1e+05  (d)  pr=-1000+%pg
6
3
5
2
g g
= £ 4
[~} [~}
1
3
0
2
-1
0.02 0.03 0.04 0.05 006 007 0.02 0.03 0.04 0.05 006 007
74B(N/m) YAB(N/m)

Figura 18: Densidad maxima para el Cilindro 1 en la Interfase 2 con p; = 1000ps, py = 5000p5, py = 10000pg,
py = —1000ps. Se indica con una linea discontinua el valor real de D para el cilindro considerado.

Dicho esto, en base a lo que puede observarse en los resultados y figuras de este apartado, la
fuerza tiene influencia directa sobre el valor final de D,,,,, aumentando este valor para el caso
de fuerzas ascendentes, y disminuyéndolo para el caso de fuerzas descendientes, tal como
cabria esperar dados (26) y (27). Ademas, para fuerzas negativas aparece el limite de la Dy,
que ha de considerarse para evitar el caso del levantamiento del cilindro.
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Cilindro 2 — Interfase 1

*1e+02 (a) pr=0%ps *1ev02  (b) pr="6%ps

— 8=45 : : :
1.2 —_—B8=60 |- ......... ....... ¢
— 8=75 .
11 e=90 | EERERREER A 2
4 6=105 : / :
—F 8=120 : ; :
ogl|—— @8=135 |. ... .. .. o

eesssssssssssssssesessasesaans

002 003 004 005 006 007 002 003 004 005 006 007
Yap(N/m) Yap(N/m)

“1e+01  (c) py=10+ps “1ev02  (d) pr=—10%ps

16 g=a5 |- PERERREEE
8=860 : : ‘
—— 8=75 ; ;
1.4 —_— 8=90 |........ . i

=105 E /
g=120 |-~ - L

Doz
E=y

002 003 004 005 006 007 002 003 004 005 006 007
Yap(N/m) Yap(N/m)

Figura 19: Densidad maxima para el Cilindro 2 en la Interfase 1 sin fuerza aplicada, pr = 6, pf = 10ps y pf =
—10ps. Se indica con una linea discontinua el valor real de D para el cilindro considerado.
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Cilindro 2 — Interfase 2

*1e+02 (a) py=0%pg ~1e+02  (b) pr="6%pg
i
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5
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2
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Figura 20: Densidad maxima para el Cilindro 2 en la Interfase 2 sin fuerza aplicada, py = 6ps, pr = 10psy py =
—10ps. Se indica con una linea discontinua el valor real de D para el cilindro considerado.

El estudio de la D,,;,, en este caso se puede hacer de forma similar al de la D,,,,, estudiando
cdmo varia en el rango de ¥, 5. Es importante notar que en general la D,,;,, no es algo que pueda
calcularse de forma exclusiva para casos de fuerza ascendente, sino que es la Unica situacion en
la que tiene sentido fisico hacerlo. Como se ha comentado, este es un limite inferior para el valor
de la densidad adimensional a partir del cual se da el levantamiento del cilindro, con lo cual no
tiene sentido fisico en el momento en que la fuerza es nula o descendiente, y es por esto por lo
que en esas situaciones el valor obtenido para D,,;, es negativo. Como aclaracién, un valor
negativo para D,,;, ha de entenderse como que con la fuerza aplicada no es posible levantar el
cilindro para la tensién superficial considerada.
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Cilindro 1 — Interfase 1

*1es04 (@) oy =-15000+ps *1es04 (b) oy =—15000+ps
1.4
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3
2
1
g 0 .
£ £1.3
Q a)
2
-3
-4
5
1.2
0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.033 0.034
YaB(N/m) YaB(N/m)
Figura 21: Densidad minima para el Cilindro 1 en la Interfase 1 con py = —15000p;. A la derecha se aprecia una

version ampliada de los mismos resultados. Se indica con una linea discontinua el valor real de D para el cilindro
considerado.

Tal y como cabria esperar, para el Cilindro 1, incluso para fuerzas muy elevadas, hay ciertos
valores de la tensidn superficial para el rango tratado que impiden que se dé el caso del
levantamiento de la aguja (Figura 21). Para el Cilindro 2 es relativamente mas sencillo que suceda
el caso del levantamiento incluso con fuerzas aplicadas no tan elevadas (Figura 22).

Cilindro 2 — Interfase 1

~1e+01 (a) pr=-15%pg * 1e+01 (b)  pr=-20%ps
4
2
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1
2
0
1
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0
z 2 =
£ E o
A 3 a
2
4
3
-5
4
6
5
7
6
0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
vap(N/m) Yap(N/m)
Figura 22: Densidad minima para el Cilindro 2 en la Interfase 1 con pf = —15 psy pr = —20 ps. Se indica con una

linea discontinua el valor real de D para el cilindro considerado.
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Se puede observar cémo para el caso de D,,;;,, la carga minima tiende a ser mayor cuanto mds
grande es 6, del mismo modo que sucedia para de D,,,,, claro que en este caso lo que esto
implica es que a mayor 8, hace falta menor fuerza para llegar al limite del levantamiento del
cilindro. Por otro lado, se puede apreciar también los dos regimenes de solucion aplicable al
caso D,,;,,, invertidos con respecto al caso de D,,,,.. Tenemos pues una serie de valores de 6
para los que la D,,,;;, viene determinada por ¢ ¢+ jpmite, @ = [105,120,135]° > 6, mientras que
tenemos otros que utilizan la solucidn ¢ ¢+ gerivada, @ = [90, 45, 60,75]° < 6;.

Habiendo explorado el comportamiento del sistema con rangos de datos variados, puede
pasarse ahora a combinar los limites explorados en una misma gréfica, a la que denominaremos
propiamente como Diagrama de Condicion de Flotabilidad, para tener una referencia visual
completa de la condicién de flotabilidad en una situacién dada. Para esto se ha elaborado la
Figura 23 para el Cilindro 2 en la Interfase 2. Se ha elegido esta combinacién porque es la que
permite representar de forma mas sencilla para los rangos tratados todos los limites de la
condicidn de flotabilidad.

Diagrama de Condicion de Flotabilidad: Cilindro 2 — Interfase 2

“le02 py = —20%pg, 0 = 90 "1e+02  py = 1bxpg, 0 = 90
(a) (b)

002 003 004 005 006 007 002 003 004 005 006 007
7aB(N/m) JaB(N/m)

Figura 23: Diagrama de Condicion de flotabilidad para el Cilindro 2 en la Interfase 2 con (a) pf = —20 ps y (b) pf =
15 ps. Se indica con una linea discontinua el valor real de D para el cilindro considerado, en rojo Dy, el limite de
hundimiento y en azul D,,;,, el limite de levantamiento. Con 8 = 90°.

La interpretacion del diagrama completo en este caso es bastante directa: el cilindro se hunde
en el rango en que la recta de densidad adimensional del cilindro D queda por encima de la de
Dpax (rojo), y es levantado cuando estd por debajo del D,,;,(azul), siendo la flotabilidad
garantizada solamente en el espacio entre estas dos curvas.

Puede verse en la Figura 23 cOmo para las situaciones planteadas para el Cilindro 2 en la Interfase
2, en el caso de fuerza ascendente hay un rango para el cual el cilindro es levantado, y cémo
para el caso de fuerza en sentido descendiente existe un rango para el que el cilindro se hunde.
Por otro lado, en la Figura 24 puede observarse de forma similar el diagrama para dos situaciones
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diferentes del Cilindro 1 en la Interfase 2, donde ademas se aprecia de nuevo la diferencia en el
orden de los valores obtenidos para los limites en comparacion con el caso del Cilindro 2.

Diagrama de Condicidn de Flotabilidad: Cilindro 1 — Interfase 2
16405 p; = —10000 % ps , 6 = 90 1et05 py = 10000*ps . 6 = 90
@ ([ : (b)

002 003 004 005 006 007 002 003 004 005 006 007
vap(N/m) Yap(N/m)

Figura 24: Condicién de flotabilidad para el Cilindro 1 en la Interfase 2 con (a) py = —10000 pg y (b) pf =
10000 pg, en rojo D4y €l limite de hundimiento y en azul D,,;,, el limite de levantamiento. Con 8 = 90°.

Otro factor destacable que puede observarse a partir de la Figura 23 y Figura 24 es el hecho de que
las curvas Dy 5 Y Dimin NO alteran su forma cuando varia la fuerza externa, sino que Unicamente
se desplazan hacia arriba o hacia abajo en el espacio de fases. Esto estd relacionado
directamente con el hecho de que la fuerza aplicada es equivalente a un cambio en la densidad
efectiva del cilindro.

Con un enfoque similar, pero centrandonos en los limites de la fuerza aplicada, se puede
plantear un Diagrama de Condicion de Flotabilidad Alternativo sobre el cual visualizar los limites
de la fuerza aplicada. En este caso, para el limite de hundimiento aislariamos nuestra fuerza
aplicada de (28), teniendo en cuenta (27). Para el limite de levantamiento, partiriamos de (33)
directamente, aplicando de antemano (31). Los calculos en este caso no difieren de lo practicado
para el estudio centrado en D, y permiten de forma alternativa visualizar sobre el espacio de
fases las diferentes regiones correspondientes a cada uno de los tres casos: hundimiento,
levantamiento y flotacidn. De este modo se pueden situar diferentes valores para la fuerza
aplicada (en este caso se ha graficado utilizando como referencia la densidad py), y observar
dénde se sitdan en el espacio de fases cada uno de los casos planteados. Un ejemplo de esto
puede observarse en la Figura 25 para el Cilindro 2 en la Interfase 2. Sobre este ejemplo se han
plasmado los mismos casos tratados en la Figura 23 para el mismo cilindro en la misma interfase,
para que se pueda apreciar cdmo encajan en este espacio de fases.
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Diagrama de Condicion de Flotabilidad Alternativo: Cilindro 2 — Interfase 2

* 1e+05 g = 90

0.5

prmin

prmar

- - no.f'=_20
- - - pr=15

- == p;=6

0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
yap(N/m)

Figura 25: Diagrama de Condicion de Flotabilidad Alternativo para el Cilindro 2 en la Interfase 2, en rojo pf may €l
limite de hundimiento y en azul p ,;,, el limite de levantamiento. Se indican también en linea discontinda las rectas
que representan las situaciones para py = —20, py = 6, py = 15. Con 6 = 90°.

Para concluir este apartado, dado que hemos explorado valores de f definidos en funcién de la
densidad del cilindro mediante la relacion

pr < aps, (35)

se ha de destacar que para poder vislumbrar variaciones significativas en el caso del Cilindro 1
ha hecho falta utilizar valores mucho mayores de ese multiplicador a que para el Cilindro 2. Esto
se puede entender de forma intuitiva considerando p; como una variacion de la densidad del
cilindro, tal y como se aprecia en pg en (27), y considerando la dependencia cuadratica con el
radio que existe en el numero de Bond (5), que lleva a que por légica el cilindro de radio mas
pequefio tienda a un estado de mayor dominancia de la fuerza de tensidén superficial. La
condicién de flotacidn (28) para el limite de D,,,, tiene la misma forma que para el caso sin
fuerza, al quedar esta englobada en D’, lo cual hace que el aporte Dy se traduzca en una
variacién directa sobre el valor posible de Dy, . Como ejemplo, para el caso de la Figura 16 (b)
para el Cilindro 1 en la Interfase 1 tenemos una variacién de ps = 5000ps, lo cual implica que

estamos desplazando D, 4, €n aproximadamente

D. — 5000 -4,3-1000
S 1000 -1
lo cual puede observarse directamente sobre la grafica. Este calculo puede hacerse para todos

los casos presentados en este apartado, y ayuda a dejar patente esta ya mencionada
interpretacion de la fuerza como una variacidn de densidad en el cilindro.

~ 21500 unidades, (36)
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Como complemento visual adicional, resulta muy intuitivo situar sobre un Diagrama de
Condicidn de Flotabilidad los diferentes valores de D’ para apreciar el efecto de la variacidn de
la fuerza aplicada, tal y como se hace en la Figura 26, donde se han tomado ademas los mismos
valores de py utilizados en Figura 25. Se puede observar como la aplicacion de la fuerza equivale
a subir o bajar la linea que representa D', haciendo que el corte de esta con D,,;,, ¥ Dynax S€
desplace.

Diagrama de Condicién de Flotabilidad con D': Cilindro 2 — Interfase 2

*1e+02 # = 90
5
o - ﬂfo
e - - pr=—20
- = - =15
5 0 py =15
P e e - .Df:6
D'min
D'mazx
-5

0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
~(N/m}

Figura 26: Diagrama de Condicion de Flotabilidad para D' para el Cilindro 2 en la Interfase 2, en rojo Dy, el limite
de hundimiento y en azul D,,;,, el limite de levantamiento, se indican también en linea discontinua las rectas que
representan las situaciones para py = 0, pf = —20, py = 6, py = 15. Con § = 90°.

Finalmente, si pasamos a considerar el caso real, y tener en cuenta la longitud del cilindro
(Tabla 3). Este ultimo diagrama de fases es equivalente al de Figura 25, con la diferencia de que
aqui se esta pasando al valor real de la fuerza aplicada mediante (24) y considerando la
longitud del cilindro, L ijindro

F=f" liindro = pr[TOZg *Leitinaro - (37)

De esta forma se han obtenido los diagramas de fase hundimiento-flotabilidad-levantamiento
para las combinaciones de Cilindros e Interfases de la Figura 27 y Figura 28, para los que se
observa los limites reales de la fuerza aplicada para los cilindros considerados en los medios
tratados.
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Cilindro 1 — Interfase 1 Cilindro 1 — Interfase 2

1603 6 = 90 *1e-03 # = 90
4 4
3 3
2 2
| ecesvvvscmniiniimanas. Frnaz 1
T T
" &
-1 A
2 -2
-3 -3
4 -4
0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
vaB(N/m) vaB(N/m)
Figura 27: Diagramas de Condicidon de Flotabilidad para la fuerza F para el Cilindro 1 en ambas Interfases, en rojo
Fax €l limite de hundimiento y en azul Fy,;;, el limite de levantamiento. Con 8 = 90°.
Cilindro 2 — Interfase 1 Cilindro 2 — Interfase 2
*1e-03 6 = 90 *1e-03 8 = 90
1 1
0.5 0.5 L = ......... ........ me
16”!!(1' : : fjﬂ!(u'
S0 [ SO VU SO SO i Z
&y &y
05 -0.5
A -
15 -1.5
0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
vaB(N/m) vaB(N/m)

Figura 28: Diagramas de Condicion de Flotabilidad para la fuerza F para el Cilindro 2 en ambas Interfases, en rojo
Frnax €l limite de hundimiento y en azul F,,,;;, el limite de levantamiento. Con 6 = 90°.
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Analisis del Estado de Flotacion

En este apartado se presentan los resultados y el analisis del Estado de Flotacion para ambos
cilindros y ambas interfases utilizando los valores propuestos en el apartado anterior. Como
complemento para algunos casos significativos se han presentado también las geometrias
finales de la interfase del mismo modo que se hace en Figura 14. Los resultados de este apartado
se han obtenido con los programas Psi_vs gamma_given_Theta_and_Dprime.en vy
Interfaceline.en (Anexo C, Anexo D). Notese que, aunque en este caso se estudien rangos
completos de resultados, seria necesario garantizar la Condicidn de Flotabilidad antes de pasar
a estudiar el Estado de Flotacion final del sistema, en caso de que exista.

Cilindro 1 — Interfase 1

¥ (rad)

(a) p;=0xpg (b) py = 1000 # pg
25
2 ........................................ : . . .
- : : : :
< : : : :
[~ . . . .
15| s = -- ... ----- _ _____ ----- sasamass
15| - Fesuasanad teataaanas Baaeasaua tassas AP
1 ........................................ 1 ............................... ' .....
- - - T2
-=-=-T
0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.02 0.03 0.04 0.05 006 007 |—— ©=45
5 (N/m) 7 (N/m) — ©6=60
—— @8=75
——— ©8=90
= 5000 + pg d = —5000
(c) pr = 5000 * pg (d) pp = =20l *ps 8=105
—— 8=120
3 8=135
25
2
15
P S

0.02 0.03 0.04 0.05 0.08 0.07 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
7 (N/m) 7 (N/m)

Figura 29: Estado de flotacion en radianes para el Cilindro 1 en la Interfase 1 sin fuerza aplicada, con py = 1000ps,
con py = 5000p5 y con pr = —5000p5.

Es importante recordar que los valores que consideramos como validos fisicamente para 1) son
Y € [0, 7] (ya que para un extremo del intervalo tendriamos el caso de levantamiento del
cilindro 1 = 0 y para el otro lo considerariamos hundido 1) = ) pese a que en alguna curva
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graficada se observe alguna region fuera de estos valores porque la solucién matematica existe.
Por otro lado, cabe destacar que, de forma similar a lo observado en el apartado anterior para
la condicién de flotacion, es necesario aplicar fuerzas notablemente mayores para el caso del
Cilindro 1, debido a las consideraciones ya mencionadas con respecto a los rangos utilizados. Es
por esto que es mas sencillo apreciar mejor la tendencia para el caso sin fuerza con Figura 32 y
Figura 34 para el Cilindro 2 en ambas Interfases. Para ayudar a la interpretacion fisica de los
resultados se han graficado cuando mereciese la pena considerarse los valores /2 y m, para

poder tener una referencia de la situacion del punto de contacto con respecto al centro de
masas del cilindro.

Cilindro 1 — Interfase 2

(a) pr=0%ps (b) pr = 1000+ ps
25
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[~ (=] B
£ £ T
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P T S Ut RN SRS
0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.02 0.03 0.04 0.05 0.08 0.07
v (N/m) 7 (N/m) - - - m2
---m
— 9=45
(c) pr = 5000 % pg (d) pr = —5000 * pg oo
essssssssssssssssssssssssmssss — B9=75
3 —— 6=90
—F— B8=105
——— 9=120
6=135
25
%“
g
< 2
15
—_— /,’
——— #
1 ..............................
0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

5 (N/m) 7 (N/m)
Figura 30: Estado de flotacin en radianes para el Cilindro 1 en la Interfase 2 sin fuerza aplicada, con py = 1000ps,
con py = 5000p5 y con pr = —5000p5.

Si consideramos las graficas de Figura 29 a Figura 34, podemos notar que para el caso sin fuerza
aplicada el angulo del punto de contacto 1y tiende a disminuir a medida que aumenta la tensién
superficial y45. En situaciones sin fuerza externa sobre el cilindro [1] como puede verse por los
casos (a) de las figuras Figura 29 a Figura 34. Como detalle, puede verse en casos como el de la
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Figura 29 (a) o Figura 30 (a) para el Cilindro 1 la curva tiende a aplanarse, a diferencia de lo que
ocurre para la Figura 32 y |a Figura 34 para el Cilindro 2. En este caso hay que puntualizar que no es
que no se de variacion en los casos del Cilindro 1, sino que el orden de magnitud de esta variacion
de 0y /dy es mucho menor que la que se da en 6, y es por esto que no se distingue. Con todo,
llama la atencidn a su vez la diferencia tan notable en la magnitud de la variacion en i con y
para ambos cilindros en esta situacion. De nuevo aqui podemos hallar explicacidn en la relacion
entre las fuerzas de empuje y las de tension, mediante el nUmero de Bond. En el caso del Cilindro
1 en los rangos estudiados se esta tratando con valores pequefios de B, lo cual implica una
mayor dominancia de las fuerzas de tensidn superficial. Lo que parece sugerir esto es que el
rango de variacion tratado en este caso para Y45 no es suficiente para desplazarnos a valores de
B lo suficientemente elevados como para que la competencia de fuerzas lleve a una variacion
mas notable del perfil de la interfase.

Cilindro 2 — Interfase 1

*1e-04 *1e-04

1 qf PSS TLNLNLNLNLNNTTT
0.5 0.5
0 0
05 -0.5
2 4 T 4
1.5 -1.5
-2 -2
25 -2.5

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5
x(m) *1e-04 z(m) *1e-02

————— Centro del Cilindro
————— Punto de contacto
————— Limite superior Cilindro
————— Limite inferior Cilindro

Figura 31: Resolucion numérica del perfil de la interfase cerca del cilindro para el Cilindro 2 en la Interfase 1 con
fuerza aplicada nula p; = 0, 8 = 90° y asumiendo una tensi6n superficial de y,5 = 0.4 mN/m. La linea de
interfase (derecha) tiene una escala en x diferente a la de la grafica del cilindro (derecha) para apreciar su
evolucién. Nétese que las escalas horizontal y vertical no son las mismas.

La explicacidon fisica de este comportamiento observado para la tendencia decreciente de
Y (y4p) para el caso sin fuerza es relativamente sencilla, y resulta aparente si observamos Figura
31, donde hemos de fijarnos especialmente en el punto de contacto y en el angulo ¢ de la
interfase (véase Figura 10). Como nota, la linea de interfase ha tenido que graficarse con una
escala diferente en el eje de las x a la utilizada para graficar el cilindro, para poder observar el
efecto de forma apreciable. En este caso [i], el vector de fuerza de la tensidn superficial seguira
la linea de la interfase, lo cual se traduce en un aporte de fuerza en sentido ascendente, que
contrarresta el peso del cilindro. Por tanto, si la tensién aumenta, existe mayor oposicién al peso
del cilindro, lo cual evita que este penetre mas en el fluido B, es decir, i disminuye.
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Cilindro 2 - Interfase 1
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Figura 32: Estado de flotacion en radianes para el Cilindro 2 en la Interfase 1 sin fuerza aplicada, con pr = 7,5ps,
con pr = —0.5p5 y con py = —6ps.

Ahora bien, si ahora consideramos que hay una fuerza aplicada sobre el cilindro ps # 0, se

pueden observar tres situaciones diferentes, en funcién del sentido de la fuerza aplicada y la
tendencia de ¥ resultante, resumidas en Tabla 6.

Caso Fuerza aplicada Tendencia Y (¥ 45)
[i] pr = 0 (nula) Decreciente
[ii] ps > 0 (sentido descendente) Decreciente
[iii] py < 0 (sentido ascendente) Decreciente
[iv] pr < 0 (sentido ascendente) Creciente

Tabla 6: Resumen de las tendencias observadas de 1(y45) para los resultados con ambos cilindros y ambas
interfases para diferentes rangos de valor de la fuerza aplicada.

En primer lugar, para los casos de fuerza aplicada no nula, tenemos la situacidn en que la fuerza
aplicada es en sentido descendente [ii], como por ejemplo veriamos en Figura 32 (b). En este caso
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volvemos a ver una tendencia similar a la del caso sin fuerza aplicada, para la cual a medida que
aumenta y,p, el angulo del punto de contacto ¥ tiende a disminuir. El razonamiento en este
caso es el mismo que se hizo para [i], el aumento de la tensién superficial representa en este
caso una mayor fuerza oponiéndose al peso y la fuerza aplicada en sentido descendente, con lo
cual el cilindro tiende a penetrar menos en el fluido B, y por tanto tenemos una tendencia
decreciente del angulo del punto de contacto .

En este punto merece la pena volver a destacar el hecho de que la fuerza aplicada sobre el
cilindro se traduce en una variacién de la densidad del objeto, tal y como se ha mencionado con
anterioridad. En el caso de la fuerza descendente, esto se traduce en un cilindro D’ > D, con la
imposibilidad de alcanzar el limite de levantamiento, de ahi que tengamos el mismo
comportamiento (en cuanto a forma al menos) que en el caso sin fuerza aplicada. Para observar
esta equivalencia se ha elaborado la Figura 33, para la cual se ha definido una fuerza vertical nula
y se ha utilizado la misma, pero se ha variado el cilindro por el definido en la Tabla 7. Esto equivale
a resolver el sistema englobando directamente la fuerza en D’ (27).

Cilindro 3
o 200 um
Ps (75-33+3.3): pg

Tabla 7: Datos del cilindro utilizado para los resultados de la Figura 33.

En este caso la grafica de la Figura 33 es equivalente y presenta los mismos valores que la Figura 32
(b), siendo la unica diferencia que en el caso de la Figura 32 (b) se ha considerado una fuerza
aplicada no nula, mientras que en la Figura 33 se ha variado la densidad del cilindro en la cantidad
equivalente a la fuerza del caso original y se ha considerado nula la fuerza externa.

Cilindro 3 - Interfase 1

py=0%pg
2
- = =T
3 —— 0=45
—— 0=60
—— 0=75
—— 8=90
25 ——— 8=105
= 8=120
= 9=135
s,
15 TR
1 .................................................

0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
v (N/m)

Figura 33: Estado de flotacion en radianes para el Cilindro 3 en la Interfase 1 sin fuerza aplicada.
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Ahora puede pasarse a considerar los casos en los que la fuerza aplicada es ascendente, [iii] y
[iv]. Para [iii] tenemos una situacidn muy similar a la mencionada anteriormente. En este caso,
el efecto de la fuerza ascendente es equivalente a una disminucién de la densidad del cilindro,
con este caso equivale a considerar un cilindro con D' < D.

Cilindro 2 - Interfase 2

2

6=45
6=60
8=75
8=90
0=105
0=120
6=135

¥ (rad)

(a) py=0%pg (b) Py =2%pg
25
2 e .....................................
——
: 2
= 5
=] 1~}
LI LI
=15 =
— : 15
1 . . -
1
0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 o
7 (N/m) 7 (IN/m) o
(c) pr=8%ps (d) pr=—8%pg —
3.5 —
3
25
2
15
0 ________________________________
0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

v (N/m) ¥ (N/m)

Figura 34: Estado de flotacion en radianes para el Cilindro 2 en la Interfase 2 sin fuerza aplicada, con py = 2pg , con
pr = 8psyconpr = —8ps.

Finalmente tenemos el caso [iv], para el cual la tendencia de Y con y,5 se hace creciente, lo cual
implica que a mayor es la fuerza de tensidn, mas grande el angulo del punto de contacto de la
interfase con el cilindro. Para analizar esta situacién resulta atil representar el estado de
equilibrio que se obtiene, para alguno de los casos tratados, a partir de la resolucién numérica
del sistema y observar de nuevo el punto de contacto y en el angulo ¢ de la interfase, razén por
la cual se ha creado la Figura 35. Notese en la figura la necesidad de utilizar escalas diferentes
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tanto en x como en y a la hora de graficar la linea de interfase, con respecto a la grafica del
cilindro.

Cilindro 2 - Interfase 1

*1e-04 *1e-04

y(m)
y(m)

-0.5 0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5
z(m) * 1e-02

Centro del Cilindro
Punto de contacto
Limite superior Cilindro

Limite inferior Cilindro

Figura 35 Resolucion numérica del perfil de la interfase cerca del cilindro para el Cilindro 2 en |a Interfase 1 con
fuerza aplicada nula py = —8, 6 = 90°y asumiendo una tensién superficial de y,5 = 40 mN/m. La linea de
interfase (derecha) tiene una escala en x, y en este caso también en y, diferente a la de la grafica del cilindro

(derecha) para apreciar su evolucidn. Notese que las escalas horizontal y vertical no son las mismas. Ademas, las
escalas en x son diferentes en cada gréfica.

Una de las cosas mas llamativas que se pueden observar en primera instancia en Figura 35 es la
inversién del menisco, lo cual implica un cambio de ¢ > 0 como se tenia en todos los casos
antes comentados en este apartado, a ¢ < 0 en la situacién [iv]. La explicacion fisica de esta
inversidn de la tendencia de ¥ (y45) con respecto a lo visto para los otros casos se basa en el
mismo principio que para estos, viene dada por el signo del angulo de inclinacion de la interfase.
Cuando este angulo es positivo, la curvatura es igual a la de la Figura 10, mientras que cuando se
da el cambio de signo para este angulo, la curvatura del menisco se invierte, lo cual implica que
el sentido de la aportacién al equilibrio de flotacidn por parte de la tensidén superficial también
se invierte, ahora la tensién superficial “tira” del cilindro hacia abajo. Por lo tanto, si la tensién
superficial disminuye en esta situacidn, el angulo de contacto tiende a disminuir también,
porque existe menor oposicidn a la fuerza vertical ascendente, y se tiende hacia el
levantamiento del cilindro. Conociendo esto, las situaciones observadas se resumen en Tabla 8.
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Caso Fuerza aplicada Menisco Tendencia Y(¥45)
[i] pr = 0 (nula) ¢ >0 Decreciente
[ii] pr > 0 (sentido descendente) ¢$ >0 Decreciente
[iii] py < 0 (sentido ascendente) ¢ >0 Decreciente
[iv] pr < 0 (sentido ascendente) ¢ < 0 (invertido) Creciente

Tabla 8: Resumen de las tendencias observadas de 1(y,5) para los resultados con ambos cilindros y ambas

interfases para diferentes rangos de valor de la fuerza aplicada.

Es importante destacar en este punto que dado que en este caso la tendencia depende de la
situacion del menisco ¢, el valor del angulo de contacto cobra mayor relevancia, ya que puede
llevar a un sistema a pasar de una situacion de menisco como el de la Figura 10 a una situacion de
menisco invertido como la de Figura 35. Un ejemplo de esto puede observarse facilmente en la
Figura 36, donde se puede ver cdmo para ciertos valores de 6 el sistema se halla en el caso de
menisco normal y para otros en el caso invertido.

Cilindro 2 - Interfase 1

*1e-02 pr=—09=*pg

0.5

i (rad)

-0.5

0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
v (N/m)

Figura 36: ¢(y4p) en radianes para el Cilindro 2 en la Interfase 1 con py = —0.9p;.
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Conclusiones

Alo largo de este trabajo se ha podido estudiar el esquema planteado en la Figura 10 para modelar
el caso de un cilindro de longitud infinita en una interfase de dos liquidos sobre el cual se aplica
una fuerza vertical, como extensiéon al caso de referencia planteado en [1]. Ha sido necesario
sefialar una consideracion afiadida (21) con respecto a la fisica del sistema no comentada en la
referencia [1], cuyos resultados no afecta debido al rango de datos elegidos, pero si debe
tenerse en cuenta en la ampliacidén que supone este trabajo.

Comentada esta consideracidn, se ha demostrado que incorporar una fuerza vertical externa es
analogo a modificar la densidad efectiva del cilindro, que para fuerzas ascendentes puede tomar
valores inferiores a la densidad de los fluidos que forman la interfase o incluso valores negativos.

A partir de la ecuacién de equilibrio (26) se ha podido obtener para una serie de datos de entrada
la geometria final y el equilibrio del sistema en caso de ser viable, y graficar dicha geometria
para poder observarla.

Se ha analizado la Condicidn de Flotabilidad para diferentes valores de las variables (y , 8, pf) y

determinando el limite a partir del cual el cilindro se hunde (28) y el limite a partir del cual el
cilindro es levantado (33), obteniendo al final dos variantes para el Diagrama de Condicion de
Flotabilidad, uno para la densidad adimensional D y otro para la densidad de fuerza py, que
representan el espacio de fases y permiten visualizar de forma directa los rangos en que el
sistema se encuentra en una de las tres situaciones: equilibrio, hundimiento o levantamiento.
Se ha observado también cdmo la geometria y las caracteristicas del cilindro y de las interfases
influyen sobre los resultados para esta condicién. En especial cdmo el aumento del radio del
cilindro es un factor de peso en las ecuaciones de equilibrio, lo cual se observa al comparar los
resultados entre el Cilindro 1, para el cual era necesario variar en mucha mayor medida la
densidad del cilindro para observar alteraciones, y el Cilindro 2, para el que era relativamente
mas sencillo obtenerlas. Este efecto se puede explicar de forma directa considerando el
significado y definicidon del numero de Bond, (5). En esta medida de importancia relativa de la
fuerza de empuje con respecto a la de tensién superficial, puede verse cémo la geometria del
objeto (en este caso el cilindro), mediante el factor 1§, es en este caso la que esta provocando
una diferencia tan sustancial en los equilibrios alcanzados y los 6rdenes de magnitud de las
fuerzas manejadas para ambos cilindros.

A continuacion, se ha estudiado el Estado de Flotacion y se ha determinado, de forma similar
que, para la condicién anterior, la fuerza vertical en sentido descendente equivale a un aumento
de la densidad del cilindro, y que para ciertos valores esto puede llevar al hundimiento del
mismo. Por otro lado, se ha observado que, en caso de aplicar una fuerza ascendente, el efecto
de la variacion del valor de la tensidn superficial sobre el estado de flotacién dependera de si
para la fuerza dada el signo del angulo de inclinacién de la interfase se invierte (menisco
invertido), convirtiendo la tensidn en una fuerza con sentido descendente. Se ha podido ademas
observar la geometria final para algunos de los casos tratados y observar la inversion del
menisco que produce este cambio de tendencia.
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Anexos

Anexo A: Deduccion completa de las ecuaciones de equilibrio adimensionales con
fuerza vertical afiadida

Para la obtencién de la ecuacion adimensionalizada de equilibrio de fuerzas para la flotabilidad
de un cilindro de longitud infinita se parte de (1), afladiendo una fuerza f de direccién vertical
aplicada sobre el cilindro:

h |
n(ps = P +f = 2vapsing + (o5 — pa)rg (~27-sintp + 9 —singpcosp); (A1)
0

En este caso, la fuerza se asume en el mismo sentido que el peso del cilindro, con lo cual una
fuerza en sentido opuesto tendria un signo negativo en esta ecuacién. Con el fin de facilitar el
calculo, se define la fuerza por unidad de longitud f como un peso afiadido, tal que:

f =psmrdg (A2)
Esta definicion permitird mds adelante el tratamiento de la fuerza como un incremento en la
densidad del cilindro.

Asi pues, se puede introducir (A2) y reordenar (A1) para obtener:

s~ Pa)TS )’AB (PB Pa) 4 g VAB (PB PA)
(A3)
— ré h,
= Zsin¢+(M>(—2—sinlp+¢—sin¢cosw>;
YaB To
Ahora es posible introducir (3), (5) y (6) para obtener:
H,
n(D+Df)B=25in¢—B(—ZR—sin¢+lp—sinlpcos¢) ; (A4)
0
Donde:
Pr
D =—7—; A5
7= (o5 — pa) (A3)
Ahora aprovechamos la relacién B = Rg establecida en (5) se puede obtener:
n(D + D;)B = 2sin¢ — 2H,.BY/? siny + B( — siny cos ) ; (A6)

Finalmente, realizando los mismos cambios comentados con (7), (8), (9),(10) se obtiene:

2 1 1
D'(¢)=Esin¢ sm¢sm(¢ 0) +— ¢+n—6—Esin2(¢—6); (A7)

Bl/Z

Donde se establece la equivalencia con (11):
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D'(¢) = D(¢) + Dy ; (A8)

ps = ps+pr; (A9)
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Anexo B: Derivacién de la altura del centro de masas a partir de ¢

Asumiendo un sistema como el de la Figura 10 para el cual se ha definido la geometria y
propiedades del cilindro (ps, 19, 6), las de la interfase (p4, pg) v la fuerza (f(pf)), puede
resolverse numéricamente (A7) y obtener el valor de ¢.

Una vez obtenido ¢ es relativamente inmediato obtener H, a partir de (7) y ¥ a partir de (10).
Obtenidos estos datos, se puede hallar la relacidn para encontrar Hy de forma sencilla mediante
equivalencias geométricas tal y como se plantean en la Figura 1B y |a Figura 2B. Es importante notar
que, en estos esquemas, el eje x estd sobre la horizontal que determina la linea de la interfase
lejos del cilindro, mientras que el eje y lo determina la linea perpendicular a esta que pasa por
el centro de masas del cilindro.

Figura 1B: Esquema geométrico basado en el sistema de la referencia [1]. El Origen de coordenadas se considera
situado en el corte entre la linea paralela a la interfase en el infinito y la perpendicular a esta que pasa por el centro
de masas del cilindro. Se indican: radio del cilindro 1y; altura del centro de masa del cilindro con respecto a la
interfase sin deformar hy; altura del punto de contacto de la interfase con el cilindro con respecto a la altura de la
interfase sin deformar h, ; angulo de la posicion del punto de contacto con respecto a la vertical que pasa por el
centro de masas ; angulo de contacto de la interfase 6; inclinacién de la interfase ¢

— =T, cosy

Figura 2B: Esquema geométrico basado en el sistema de la referencia simplificado [1].
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A partir de estas figuras se puede deducir la relacion:

hy = rycosyp — h,; (B1)
Lo cual puede adimensionalizarse para obtener:

Hy = Rycosyp — H, =B cosy — H,; (B2)

Es importante notar que en este caso las soluciones (B1) y (B2) son aplicables tal y cdmo estan
incluso aunque Y > /2 o1y cosy — h, < 0, ya que hy < 0 es una solucidn viable que implica
que el centro de masas del cilindro esta por debajo de la linea de interfase.
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Anexo C: Programas utilizados para la simulacion

Los programas utilizados durante la realizacidn de este trabajo han elaborados con Euler Math
Toolbox x64 version 2021-04-30 para Windows y utilizando la extensidon de LaTex proveida
mediante MiKTeX v21.2-x64 y son listados a continuacion:

VellaLangmuirResultsFig2.en:

Utilizado para reproducir la Figura 2 del articulo [1]. Los resultados se han obtenido
mediante sustitucion directa de valores de ¢ en (2), y a continuacién graficando estos
resultados de D(¢).

VellaLangmuirResultsFig3.en:

Utilizado para reproducir la Figura 3 del articulo [1]. El programa resuelve
numéricamente el maximo ¢. de D(¢) mediante el método de la secante, y a
continuacién obtiene D,,,, = D(¢,). Este proceso se reproduce para todos los valores
de B dentro del rango definido y finalmente se grafican los resultados en el rango de B
utilizado en la referencia.

VellaLangmuirResultsFig4.en:

Utilizado para reproducir la Figura 4 del articulo [1]. El procedimiento es el mismo que
el utilizado para VellaLangmuirResultsFig3.en, pero se utiliza un rango mayor de B. Al
elaborar la grafica final se afaden las asintotas tedricas tal y como se definen en [1].

Interfaceline.en:

Permite verificar la condicién de flotabilidad de un cilindro flotando sobre una interfase
de dos liquidos a partir de unos datos de entrada, y obtener el estado de flotacién en
caso de que los datos sean viables, representando la linea de la interfase y el cilindro
para proveer una referencia visual de los resultados.

El proceso que se sigue consiste en resolver primero numéricamente el valor de ¢ en
(26), y a partir de este obtener 1 mediante (7) y H, mediante (10). Finalmente se puede
obtener H tal y como se describe en el Anexo B. A continuacidn, se obtienen resultados
para la interfase desde el punto de contacto a partir de (9) y mediante el método de
Runge-Kutta (la precisidn utilizada es la definida internamente por Euler, pero puede
configurarse), que son graficados. En este Ultimo paso se dimensionan las variables
multiplicdndolas por la longitud capilar. Se grafica también el cilindro para proporcionar
referencia de su posicidn con respecto a la interfase.

Este programa utiliza el método de la secante (la precision utilizada es la definida
internamente por Euler, pero puede configurarse) para hallar la solucién de ¢ en la
ecuacion (26) dados los de parametros que definen el sistema (interfases y cilindro).

Dmax_min_vs_Gamma_given_Theta_with_Force.en:

Permite graficar la condicion de flotabilidad para unos datos de entrada dados que
definen el cilindro, las interfases y los rangos a testear para la tensién superficial, la
fuerza y los angulos de contacto. Se generan graficas para Dy,ax (Vag) Y Dmin(Yag) por
separado, y finalmente se combinan ambas en una misma grafica para marcar las
diferentes regiones en el espacio de fases, en las gréficas se afiade ademas el valor de
D para los datos reales del cilindro como referencia.
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El procedimiento es similar al de VellaLangmuirResultsFig3.en: Para todo un rango de
Yag, se resuelve Dy, 4 = D(d.) (28) y Dppin (@) (33), y se grafican ambos resultados por
separado y conjuntamente, afiadiendo la referencia de D con la py real del cilindro. Esto
se reproduce para todos los valores de 8 definidos.

Este programa utiliza el método de busqueda de la seccion dorada, también llamado
“Golden cut” o ”Golden section search”, (la precision utilizada es la definida
internamente por Euler, pero puede configurarse) para hallar la solucién de ¢, en (28)
y poder después obtener el resto de los resultados a partir de este.

e PhaseDiagram_F_vs_Gamma_given_Theta.en:
Permite graficar el espacio de fases (py, y4g) para la condicion de flotabilidad para unos
datos de entrada dados que definen el cilindro, las interfases y los rangos a testear para
la tensién superficial, la fuerza y los angulos de contacto. El procedimiento es muy simlar
al utilizado en Dmax_min_vs_Gamma_given Theta_with_Force.en. El diagrama de
fases se genera tanto para py como para el valor real de la fuerza F.
Se resuelven los limites para Dy mediante (28) y (33), para todo un rango dado de y4p,
y a continuacién se grafican estos resultados.
Este programa utiliza el método de busqueda de la seccion dorada, también llamado
“Golden cut” o ”Golden section search”, (la precision utilizada es la definida
internamente por Euler, pero puede configurarse) para hallar la solucién de ¢, en (28)
y poder después obtener el resto de los resultados a partir de este.

e Psi vs gamma_given_Theta_and_Dprime.en:
Permite graficar el estado de flotacion ¥ (y,5) para unos datos de entrada dados que
definen el cilindro, las interfases, los rangos a testear para la tensién superficial, la fuerza
y los dngulos de contacto.
Se resuelve primero ¢ en (11) para el sistema dado, y a partir de este se obtiene el valor
de 1. Finalmente se grafica ¥ (y,5) para el rango de entrada definido, afiadiendo el
valor de 1 = m como referencia para determinar si el centro de masas del cilindro se
encuentra por encima o por debajo del punto de contacto.
Este programa utiliza el método de la secante (la precision utilizada es la definida
internamente por Euler, pero puede configurarse) para hallar la solucién de ¢ en la
ecuacion (26) y poder después obtener el resto de los resultados a partir de este.

Aclaraciones con respecto a la precision en los métodos numéricos utilizados puede encontrarse
en el Anexo D.
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Anexo D: Precision de los métodos numéricos
Los resultados obtenidos dentro de este trabajo han utilizado tres métodos numéricos de
resolucidn diferentes:

e Método de Busqueda de la seccion dorada, “Golden cut” o “Golden section search”.
e Método de la secante.
e Meétodo de Runge-Kutta (RK4).

Los programas utilizados permiten definir la precisién hasta la cual se pretende resolver
numeéricamente con cada uno de estos métodos. En este caso se ha optado por definir aparte el
error por defecto de Euler Math Toolbox para que todos los métodos utilicen este valor fijo. El
valor fijado ha sido

€ =0.00001u. (C1)

En (C1), u representa la unidad de la variable para la que se esta resolviendo.

Para el caso de ¢, tendriamos la precision definida para el método de la secante y el método de
la seccion dorada:

gp = 0.00001 rad . (c2)

Mientras que para las variables adimensionales utilizadas para la resolucidn de la linea de
interfase (Anexo C), y = H(x), se ha utilizado la precision definida para el método de Runge-
Kutta (hay que contemplar aqui que esto ademas dependera del valor utilizado para H,, y por
tanto de su precision):

ey = 0.00001 . (c3)

Lo cual implica que para los resultados finales de la interfase con valores dimensionales se tiene:

&, = 0.00001 -1, . (ca)

Teniendo esto como punto de partida podemos determinar la propagacién de estos errores
derivados de los métodos numéricos utilizados sobre las variables cuyos resultados numéricos
son, en parte, el foco de esta memoria, o bien son necesarias como paso intermedio para la
obtencidn otros valores:

¢

Tal y como ya se comentd anteriormente, el error en este caso viene determinado (C2).

!
Dmin/max D min/max
En este caso el error propagado asociado a los métodos numéricos viene determinado por la
variable ¢. Dada la relacién (11) y (12), podemos determinar el error propagado en este caso:

3 ‘(_ 2 cos(¢/2) sin(¢p — ) 4 sin(¢/2) cos(¢p — 6) N 2 cos(¢) B cos(2(¢p — 9)) N l)
£ = -~ -~ 7B ™ ™
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Y

En este caso el error propagado asociado a los métodos numéricos viene determinado por la
variable ¢p. Considerando (7), tenemos:

&y = cos(¢/2) £ - (Ce)

H,
Para esta variable el error propagado asociado a los métodos numéricos viene determinado
por la variable ¢. Dada la relacidn (10), tenemos:

ey, = cos(¢/2) £, - (C7)
Hy
Para esta variable el error propagado asociado a los métodos numéricos viene determinado
por la variable iy y de H,. Considerando (B2) tenemos:
&y, = Rosin(y)) £, + &y, - (c8)
Ps min/max

Para esta variable el error propagado asociado a los métodos numéricos viene determinado
por la variable D. Considerando (6) y (11) tenemos:

g0, = (s =P, (c8)

pf min/max
Para esta variable el error propagado asociado a los métodos numéricos viene determinado
por la variable D. Considerando (25), (26) y (27) tenemos:

& = (pB - pA) gy (c8)
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