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ABSTRACT

Thomas Schelling introduced in the 1970’s a model that has been considered as an
archetype in the field of social sciences. In this master thesis a variant of Schelling’s
segregation model is analyzed by using several parameters: measure of segregation based on
cluster geometry, analogue of energy in spin-1 models, changes per step and utility factor
(discrete and continuous). Changes in tolerance and percentage agents in the model has
reproduced several social realities: utility or satisfaction of the agents in majority is greater
than the agents in minority, creation of «zero zones» where the agents don’t want to be
replaced and formation of «ghettos» when the tolerance suffers a steep descent. The change
of population percentage in a sudden or smooth way is also studied. Finally, the effect of
the vacancy percentage over these situations is analyzed. It has been concluded that small
changes in tolerance and population percentage have far-reaching implications for social

and economic policies aiming at fighting urban segregation.

Keywords: Segregation - Schelling model - Blume Capel model - Social realities - Utility

factor



RESUMEN

Thomas Schelling introdujo en los 70 un modelo de segregacion que ha sido considerado
como un arquetipo en el campo de las ciencias sociales. En este trabajo de master se
analiza una variante de ese modelo mediante diversos parametros: coeficientes de segregacion
basados en la geometria de los clusters, andlogos de la energia de los modelos de spin-1,
cambios por paso y factores de utilidad (discreto y continuo). Los cambios en la tolerancia
y en el porcentaje de agentes han reproducido varias realidades sociales: la utilidad o
satisfaccion de los agentes que se encuentran en mayoria es mas elevada que la de los
minoritarios, la creacion de «zonas cero» donde los agentes no quieren trasladarse y la
formaciéon de «ghettos» cuando la tolerancia sufre un brusco descenso. También se estudian
los cambios de porcentaje en la poblacion producidos de forma brusca o suave. Finalmente,
es analizado el efecto del porcentaje de lugares vacantes sobre estas situaciones. Se concluye
que pequenos cambios en la tolerancia o en el porcentaje de la poblacion tienen profundas
implicaciones para las politicas sociales y econémicas que tienen por objetivo la lucha contra

la segregacion urbana.

Keywords: Segregacion - Modelo de Schelling - Modelo de Blume-Capel - Realidad

social - Factor de utilidad
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En los anos 70, Schelling introdujo un modelo basado en la interaccién multiagente para
describir la dinaAmica de segregacion. Recientemente este modelo ha sido analizado haciendo
hincapié en la relacion con los modelos de la fisica estadistica, como los modelos de Ising y
de sus variantes (el modelo de Blume-Emery-Griffiths). Estos modelos serviran de base para
analizar el comportamiento de un modelo de segregacion, variando los parametros u otras
caracteristicas relevantes. También el anélisis hara referencia a modelos basados en datos
empiricos, donde las reglas de decision del agente tienen en cuenta factores socioeconémicos

relevante.

Resulta imposible abordar este trabajo sin comenzar explicando algunos de los términos
que en él emplearemos. Por eso, antes de encarar la explicacion de qué es un «Modelo de
segregaciony, debemos comentar que forma parte de una rama de la Fisica relativamente
joven, que es la Socioffsica. Asi, es de obligado cumplimiento comenzar con la pregunta del

siguiente apartado.

1. INTRODUCCION

1.1. ;Qué es la Sociofisica?

Siguiendo las palabras de [1], diremos que la Sociofisica es: «El analisis con herramientas
propias de la Fisica de fenémenos sociales y psico-politicos». Por lo tanto, esta rama,
trata uno de los temas mas antiguos; la predicciéon del comportamiento humano. Para ello
emplearemos herramientas propias de la Fisica Estadistica, principalmente. También al
igual que en ella, no podremos predecir lo que hara un solo elemento, pero si que podremos

analizar el comportamiento global de un gran ntmero de ellos.

Evidentemente, aunque esto podria dar pie a cuestiones éticas, nos centraremos en tratar
de describir comportamientos humanos a partir de reglas simples que tienen en cuenta
aspectos psicologicos, sociales, econémicos y politicos. También, y esto es algo que tienen
en comun con sistemas fisicos propios del magnetismo como de Ising, debemos dar cuenta
en todos los modelos de que los seres humanos no estan aislados, sino que interactian con

sus vecinos. Los siguientes apartados describen algunos de estos modelos de interaccion y
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las reglas que se esconden tras ellos.

1.2. Modelos Sociofisicos

Las cuestiones cubiertas por la sociofisica se estan haciendo méas numerosos cada dia:
redes sociales, evolucion del lenguaje, dindmicas de poblacion, terrorismo, votaciones, formacion
de coaliciones, dindmica de opiniones... De entre ellos seleccionaremos unos cuantos que dan
cuenta de los logros que se han conseguido a la hora de comprender y modelar fenémenos

sociales.

1.2.1. Dinamica cultural: Modelo de Axelrod

Este modelo [2] tiene como objetivo descubrir cudles son los procesos fundamentales que
guian la dindmica cultural de un grupo social. Consiste en un sistema de N agentes en un
mallado bidimensional. Cada uno de estos agentes tiene F caracteristicas (religion, lenguaje,

nivel economico...) las cuales pueden tomar un nimero «q» de valores.

Posteriormente, se selecciona un agente al azar (agente-1) y uno de sus vecinos proximos
(agente-2), también de modo aleatorio, y se calcula la proporcion de cualidades que tienen
en comun. Si tienen alguna en comiun se les selecciona como agentes con posibilidad de
interactuar. Segin el nimero de cualidades que tengan en comin, tendrd méis o menos
probabilidad de interaccionar y de actuar de la misma manera. Hemos de aclarar que lo
que hace el agente-1 es copiar el valor de una cualidad F en comiin con el agente-2. Cuando
esta iteracion se repite un nimero muy elevado de veces se observa que existe agrupacion
en pequenos clusters de uniformidad de opiniéon. Esta uniformidad serd mayor cuantas més
cualidades F se tomen en cuenta en el modelo, ya que se aumenta la posibilidad de que
tengan una cualidad comun, y menos valores tengamos de q. A partir de los resultados del
modelo se pudo concluir que existe un determinado ntimero critico de atributos asociados

a un agente por debajo del cual se alcanza la uniformidad y consenso cultural.

Posteriormente, se anadieron otros efectos como es la presencia de un nuevo «vecino»
que llamamos cultura global [3], con el que se interactia con cierta probabilidad, y que
toma como valor q del atributo F el valor que més se repite entre los agentes del sistema
(moda). También se incluy6 el efecto de la cultura local |4], que lo hace con la moda de los

vecinos mas cercanos. E incluso se observd como evolucionaba el sistema cuando la cultura
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se modelaba como un vecino cuyo valor era fijado externamente, y que no se modificaba
nuncalb]. Una especie de «propaganda cultural». El primer y tercer caso se pueden ver en

el orden descrito en la figura 1.1.

Fig.1.1a y 1.1b: Estados finales del modelo de Azelrod existiendo una «cultura globaly generada por los
agentes (la.izda) y considerando una «propaganda culturaly independiente de ellos (1b.dcha). El color
rojo significa «castellanoy, el azul «portuguésy, el verde «chino» y el amarillo «inglésy, de la variable

cultural estudiada «Lenguay.

1.2.2. Fendémeno de Huelga

Galam en uno de sus primeros trabajos en el area, introdujo el fenémeno de la huelga
[6]. Para ello parte de la base de que al agente le «gustay estar de acuerdo con sus vecinos
mas cercanos (se siente satisfecho). Pero, a su misma vez, también esté preocupado por la
concepcidon que tiene del valor de su trabajo y de lo que percibe en concepto de sueldo por
él.

Para modelar estos dos fenémenos emplea el modelo de Ising: el primer fenémeno da
cuenta de su interaccion con los vecinos, y el segundo de la existencia de un campo externo
que puede modificar su estado. Si el agente trabaja, su espin toma el valor 1 y en el caso

de que no lo haga, su espin tomara el valor -1.

Las interacciones entre los diferentes agentes son modeladas mediante una constante de
acoplamiento J;; de los agentes iy j, que se toma igual para todos los agentes en el modelo
presentado. Este parametro, modela la tendencia que tienen los agentes de la colectividad

de adoptar una posiciéon igual a la de sus vecinos.

El campo magnético externo H juega el papel desestabilizador y supone la introduccion
de la insatisfacciéon en cada uno de los agentes individualmente. También se introduce

en factor 1/T como la permeabilidad social, siendo T el equivalente a la temperatura en
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fisica clasica. El modelo plante6 la existencia de una funcién F o funciéon de insatisfaccion
(equivalente en fisica clasica a la energia libre). En el modelo también se introduce (como
parametro de orden) el valor de M, lo cual corresponde en la fisica clasica con la magnetizacion
media por espin. Este modelo mostré la existencia de dos fases ordenadas con 0 < M <1
y —1 < M < 0 cuando nos encontramos por debajo de una determinada temperatura

denominada “temperatura critica’.

FiM)
Y
%,
x
¥
LY 1 "r"a T il Y h:!u L M
-l AR S S
LA s imrmE
| r local
I'f midnirmum
absaluts
minimum

Fig.1.2: Caso metaestable con H < 0. La linea de puntos senala el salto al estado de huelga con respecto a

la accion de un agente externo [6].

Este modelo encontré que evitar una huelga era mas barato siempre que poner la empresa
a funcionar de nuevo, lo que desde luego, reproduce una realidad social. También se encontro,
como se indica en la Fig 1.2, que bajos ciertos estimulos leves se puede pasar de un estado
de trabajo a uno de huelga. Por ejemplo, la accién de un pequeno grupo de sindicalistas

puede terminar desencadenando una gran huelga.

1.2.3. Dinamicas de opinién: Modelo de Voter

Este modelo fue uno de los pioneros del area |7-8]. Se pretende modelar como varfa la
opinién en una colectividad cerrada. Para ello, partimos de un sistema «clasico»: agentes
que pueden tomar respecto de una opinion valores +£1. Estos agentes se encuentran en el
interior de una red bidimensional con cuatro vecinos proximos. Esto puede generalizarse

para redes con mas de dos dimensiones.
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En cada iteracion se escoge al azar un agente y un vecino, y se hace que la opinion
del agente sea igual a la del vecino. El modelo nos demuestra que partiendo de un estado
desordenado, se llega a un estado ordenado. El tiempo necesario para que el sistema alcance
el estado ordenado o ferromagnético tiene una dependencia exponencial con el tamano de
la red. En la figura (Fig. 1.3) se presenta la coexistencia de dos clusters de opinién en un

modelo de Voter.

Fig.1.8: Modelo de Voter mostrando coexistencia de dos clusters de opiniones diferentes.

Para hacernos una idea de la importancia que ha supuesto el planteamiento de este
modelo, podemos decir, que tal y como se muestra en la referencia |7], se han realizado

estudios reales aplicando el modelo a las elecciones en EEUU.

1.2.4. Difusién de opiniones: modelo de Snajdz

Otro modelo de nuestro interés es el de la difusion de las opiniones, o lo que es lo mismo,
como se puede expandir una idea u opinion a través de un grupo social [9-10]. Este modelo

tiene en cuenta que la presion de grupo suele sobrepasar al individualismo.

De nuevo nos basamos en un sistema de espines bidimensional que pueden tomar los

valores de £1, donde cada pareja de agentes tiene seis vecinos.

Seleccionando una pareja de agentes i, i+1 al azar se determina la opinién de sus vecinos

i-1, i+-2 de acuerdo con lo siguiente:

= Sis; = s;41, entonces s; 1 = S;11 = S;12. Es decir, si los agentes de la pareja tienen la

misma opinién, entonces la imponen a sus vecinos
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m Sis; # s;41, entonces s;_1 = S;41 Y Si = Si12, 0 1o que es lo mismo, si los agentes de
la pareja tienen distinta opinion, cada agente impone su opinién en el vecino del otro

agente.

Podemos ver el proceso de forma mas clara en la siguiente figura (Fig. 1.4):

i tH
At — 1ttt
iR t
H it
It — 4ty
it it

Fig. 1.4.: Modelo de iteracion de Snajdz [9].

Partiendo de una distribucién de opiniones al azar podemos llegar a una situaciéon de
consenso total (+1 o -1) con probabilidad de 0.25, o bien una configuracién de desacuerdo

total con una disposicion de los espines segiin un tablero de damas.

Posteriormente se introdujeron al modelo agentes que nunca cambiaban de opinion, lo

que da pie a pequenos clusters de desacuerdo alrededor de los mismos.

Este modelo ha tenido numerosas aplicaciones: modificaciones de este modelo han permitido
reproducir la distribucién del ntimero de candidatos de acuerdo con el nimero de votos en
India o Brasil [11], o bien ha respondido a la pregunta de cémo de fuerte tiene que ser

la publicidad para que un producto que compite con otro se acabe quedando con todo el
mercado [9].

1.2.5. Modelos de segregaciéon: Schelling y Gauvin.
» ;Qué es la segregaciéon?

Segiin su segunda acepcion en la RAE!, segregar es separar y marginar a una persona o a un

grupo de personas por motivos sociales, politicos o culturales. Su actuacion queda patente
en la sociedad actual tanto a través de estudios.

'Real Academia Espaiola
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El fenémeno de la segregacion es fundamental en la naturaleza y parece también estar
presente en la sociedad humana a lo largo de la historia y de diferentes maneras. En una
sociedad heterogénea como es la actual, con diferentes grupos raciales o culturales, suele
darse el caso de que la gente prefiere vivir en vecindarios con caracteristicas similares. Esta

segregacion puede darse por motivos econémicos, culturales, religiosos...
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Fig. 1.5.: Mapa de segregacidon racial en USA (2010) [12].

Como podemos ver en el mapa [12] la segregacion racial es un hecho. La leyenda del
mapa usa el color rojo fuerte para una poblacion de raza negra del 0%. Los tonos de rojo
suave indican porcentajes de raza negra menores al 3 %. Esto indica que que hacia el Oeste
de los USA la poblacion tiende a estar mas segregada. Encontramos estados de nivel cultural
y econémico inferior por lo general, y tradicionalmente mas conservadores: Utah, Colorado,
Kansas, Texas, Oklahoma... Hacia la costa Oeste este comportamiento desciende, estados de
California, Washington... No obstante, la poblacion se encuentra mas mezclada en el Este,
especialmente hacia la costa, donde podemos comprobar que la mayoria del mapa es de
color blanco. No obstante, aqui encontramos agrupaciones de color gris, que corresponden

a lugares con una poblacion negra superior al 50 %, conocidos en el argot como «ghettos».

Ademas, incluso aunque a veces parezca que la segregacion no es demasiado importante a
nivel de estado, a nivel de ciudad estos llamados «ghettos» si que se forman. Para demostrar
esto presento dos figuras [13]: la de la izquierda de segregacion a nivel estatal, de Minnesota,

(Fig. 1.6a) y la de la derecha a nivel de ciudad, de Minneapolis y Saint-Paul (Fig. 1.6b).
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Fig. 1.6a y 1.6b: Mapa de segregacion racial de Minnesota a nivel estatal (izqda.) y de ciudad (dcha.) [15].

El color morado indica que no hay segregacion: en este mapa se le asigna un color a
cada persona. Por eso en cada pixel, se muestra un promedio del color de las personas
que habitan en él. El color morado aparece como mezcla de azules claros (raza blanca) y
rojos (raza negra). Esto indica, en la figura 1.6a, que en Minneapolis y Saint Paul no existe
segregacion. Sin embargo, si nos fijamos bien en la ciudades, figura 1.6b, Saint- Paul es un
ghetto de raza negra de la ciudad de Minneapolis, donde también aparece el color amarillo
para representar a la raza asidtica. Es decir, existe una segregacion a nivel de formacion de

ghettos que permanecen cerrados con una mayoria de raza blanca alrededor.

También parece conveniente analizar otros factores propios de la economia (Fig. 1.7)

[14] y de la cultura (Fig. 1.8) [15] para entender mejor el fenomeno de la segregacion.

10



Diego M. Ortega Hernandez Modelos de segregacion
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Fig. 1.7.: Mapa de USA sobre desigualdades en ingresos familiares USA (2000) [14].

En este mapa podemos visualizar como se distribuye la riqueza segtin las rentas familiares.
El color blanco significa que los ingresos medios de las familias son parecidos a la renta media
del estado. Conforme vamos oscureciendo el tono de rojo, significa que hay méas desviacion
con respecto a la renta media. Es, por lo tanto, un mapa de la desigualdad econémica del
pais.

Lo primero que llama la atenciéon son las zonas en color rojo oscuro en el sureste
del pais. Si lo comparamos con la figura 4 encontramos que esas zonas se corresponden
con los ghettos negros. Es decir, podriamos pensar que la segregacion tiene una fuerte
motivacién econémica. Ademaés, en las zona central-derecha hay zonas de color claro que se
corresponden, como puede verse en la figura 1.5 con zonas de poca poblacion de color. Es

decir, en zonas de cierta bonanza econémica, no se forman ghettos de personas de color.

Respecto a la educacion tenemos la siguiente figura (Fig. 1.8)[15]:

11
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Fig. 1.8.: Mapa de USA sobre poblacion con un nivel de mdster o superior en USA(2000) [15].

El conocimiento superior se centra en el norte de la costa este, pero se comprueba una vez
més con respecto a la figuras 1.5 y 1.7 que en los ghettos de raza negra (tipicos del sureste
del pais) tampoco hay apenas personas con estudios de master o doctores. Son personas
que viven en grandes barrios, con pocos recursos econdémicos y que no tienen acceso a la
educacion superior. Ademaés, hay que resaltar que en la parte central del pais, donde se
agrupan las personas de raza blanca, tampoco tienen estudios de esta indole. A pesar de
que las rentas econémicas sean altas, el nivel educacional superior es bajo y la segregacion

muy pronunciada.
= Modelo de Schelling

Schelling introdujo en 1970 un modelo que hoy dia es considerado paradigmatico en la
sociofisica [16]. Su éxito se debe a que es uno de los primeros sistemas capaz llegar a

resultados complejos partiendo de una interaccion simple entre los agentes, es muy facil de

12
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describir y permite llegar a conclusiones sobre la segregaciéon urbana, lo cual es considerado

muy importante en estos dias.

Partimos de un modelo similar al modelo de Ising ? [17] bidimensional: espines en una
red con estados £1, a los que se les suele asignar colores complementarios: blanco/negro,
rojo/azul... Una fraccion de los sitios son espacios vacios, y los agentes de ambos colores se
puede mover a estas vacantes. Partiendo de una distribucion inicial aleatoria, el proceso es

como sigue:

= Se selecciona al azar a un agente.

= Si menos de 1/3 de los vecinos de un agente (8 vecinos, vecindad de Moore) no
pertenecen a su grupo, ¢l esta contento. En términos econémicos, cuando no esta

contento, su utilidad es de 0, de lo contrario, su utilidad es 1.

= Se desplaza a los descontentos hacia las vacantes satisfactorias mas cercanas.

Observé que en el sistema siempre se alcanza un estado segregado, donde grandes grupos
de agentes del mismo color se forman. El punto clave es que la segregacion aparece como un
fendmeno emergente, en el sentido de que el efecto colectivo es mucho mayor del que cabria

esperar aunque los agentes estén contentos (sean ttiles) en un vecindario entremezclado.
» Modelo de Gauvin et al.

Este modelo [18] es una variante del modelo original: los agentes estan satisfechos con su
vecindario si esta formado por un niimero de agentes de color contrario (V) inferior o igual
a una proporcion fija de valor T de todos los agentes en el vecindario. Este parametro T
es denominado tolerancia, y puede ser interpretado como el analogo de la temperatura. El

otro parametro de control del modelo sera la densidad de vacantes (p).

Otro aspecto en el que el modelo difiere del de Schelling es que los agentes se pueden
cambiar a cualquier vacante si esta es satisfactoria: esto es el analogo de la difusion de
largo alcance en términos de fisica. Si ninguna vacante es satisfactoria para el agente, el

movimiento no se produce.

2Ver apéndice 1

13
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Este proceso se repite hasta que se llega a alcanzar una configuraciéon relativamente
estable, pero en esta variante los agentes satisfechos, no sélo los descontentos, pueden

moverse. Esto introduce cierta cantidad de ruido (siendo esta proporcional a la tolerancia).

También se debe recalcar que la utilidad global puede decrecer en el tiempo durante el
proceso, ya que, aunque el cambio se realice, el agente puede pasar a un vecindario peor

que el que tenia en términos de vecinos no deseados.

Solo algunos de los valores de la tolerancia tienen sentido, ya que esta no es una variable
continua: T = 6/8... seria el equivalente a tolerar 6 vecinos de un color contrario sobre 8

posibles.

St=0  St=10 St=100  St=400

Fig.1.9: Evolucion del modelo de Gauvin et al. para T = 0,5 y p =5%. 1 St son 10000 iteraciones en la

figura.

Ademas, en este modelo se establece una conexién con los modelos de spin-1. Se demuestra
que mantiene conexiones con el modelo Blume-Emery-Griffiths® (BEG) y con el modelo de
Blume-Capel! (BC). El modelo BEG es una variante del modelo de Ising que se concibio
para modelar el comportamiento de una mezcla de 3He y *He [19], mientras que el de
BC se puede considerar un caso particular de este tltimo donde las interacciones entre

componentes son equivalentes y se desprecia el término cuadratico [20].

Finalmente, muestran un diagrama de fase completo para todo el rango de porcentaje
de vacantes y tolerancia, empleando técnicas de clusterizaciéon para estudiar la segregacion

del modelo y de renormalizacion cuando el porcentaje de vacantes es superior al 50 %.

3Ver apéndice 2
4Ver apéndice 3
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2. MODELO

Esencialmente, el trabajo realizado amplia y profundiza el modelo [18]. Pretendemos
partir de este modelo para analizar variantes del mismo y ver como, a partir de unas reglas
simples, se pueden explicar fenémenos tales como la formacion de ghettos, el descenso de
la satisfaccion o utilidad ciudadana con la venida de inmigrantes, dindmica de niucleos de

poblaciéon etc. Ademas, pretendemos conectarlos con modelos como el de BEG y el de BC.

Comenzamos haciendo una breve resena de los parametros del modelo y de las medidas

que podemos obtener de él para caracterizar su comportamiento.

2.1. Parametros de entrada

= Tolerancia: T'. La tolerancia de un lugar es el cociente entre el nimero de vecinos no
deseados, Ny, y la cantidad de vecinos que no son vacantes, N,. Si el color del agente
es diferente del de su vecino, este contard como vecino no deseado. Tomaremos el
vecindario de Moore®, por lo que la tolerancia tendré valores en el intervalo [0.125-0.875).
El valor de 0.125 viene de tomar en consideraciéon que para valores inferiores el agente
no aceptara ningin cambio, por lo que el sistema estara «congelado» y no evolucionara.

Para tolerancias superiores a 0.875 el agente acepta todos.
» Densidad de vacantes: p. Niimero de espacios vacantes por cada 100 agentes.

s Tamanio del mallado en cada dimensién: L. En este caso tomaremos como medida

L = 50, por lo que habra 2500 elementos en la matriz, entre agentes y huecos.

= Porcentaje inicial de agentes de cada color.

50Ocho maés cercanos
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2.2. Algoritmo

Antes de comenzar con el algoritmo debemos decir que la distribuciéon de los agentes y
de las vacantes se realiza al azar, y que las condiciones de contorno son libres (free boundary
condition). Ademas, comentaremos que hemos empleado un generador del tipo KISS® [21]

de periodo 10%” para asegurarnos de que no existe periodicidad.

Respecto al paso de tiempo utilizado sera el paso de Montecarlo: un paso de de este tipo

se compone, para nuestro modelo, de 50 x 50 iteraciones simples.

Un agente es 1til o estara satisfecho en su vecindario si la tolerancia cumple:

T > Ny/N, (1)

En general, estard contento si tiene menos vecinos de color contrario al suyo de los que
permite el cociente N; / N, (nimero de ocupados). De lo contrario, el agente estara

insatisfecho.

Seleccionamos un agente al azar, independientemente de su estado. Le es ofrecida una
vacante al azar y se calcula Ny y N,; si él la encuentra satisfactoria (cociente menor que

tolerancia), el agente se trasladara. Si no, no se movera. El proceso se repite indefinidamente.

El hecho de que el agente solo «mire» la vacante es un punto interesante, ya que no
se alcanzan situaciones estaticas. Siempre tendremos fluctuaciones debidas a los cambios
de posicion de los agentes, en especial cuando la tolerancia es elevada. Estos efectos se

discutiran dentro de la seccion 3 de resultados, en especial, en las subsecciones 3.2 y 3.3.

2.3. Medidas empleadas para caracterizar el sistema

= Segregacion

Aunque la presencia de segregacion es facil de identificar a nivel visual, se hace necesaria una

via analitica para medirla. Esta forma de medir implica realizar un proceso de clustering que

ha tenido que ser desarrollado partiendo de cero y que puede ser consultado en el anexo’.

6Keep It Simple Stupid
"Ver apéndice 4
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Baste decir que dos agentes del mismo color son considerados como del mismo cluster si
forman parte de los cuatros vecinos més cercanos uno del otro. No empleamos por lo tanto
la definiciéon de vecindario de Moore, ya que los clusters serian masivos y no permitirian

obtener medidas fiables.

Definiremos el ntimero de agentes pertenecientes a un cluster como n., y llamaremos S

al tamano promedio de los clusters en una configuraciéon dada. Por lo tanto:
S=> nep. (2)
C

donde p. = n./N es el peso del cluster, N = L*(1 — p) el ntimero de agentes del sistema
(no vacantes) y el sumatorio recorre a todos los clusters. Como el tamano maximo de un
cluster es N/2, podemos obtener el coeficiente de segregacion normalizado (para poblaciones
50-50) a partir de [18]:

2
S:mzna (3)

donde el promedio de este valor una vez el sistema ha alcanzado el equilibrio seré definido

como < s >, y nosotros definiremos este valor como coeficiente de segregacion.

Uno de los pardmetros de entrada es la densidad de vacantes p. Cuando este valor es
demasiado alto, el proceso de identificaciéon de clusters puede verse alterado: podemos tener
zonas con una gran presencia del mismo color, pero el proceso de clusterizaciéon puede fallar
al definirlos si encuentra vacantes en mitad del cluster. Para solventar ese problema se ha

recurrido a un proceso de renormalizaciéon que es explicado en detalle en el anexo [6]®.

s Satisfaccion o utilidad

Otra medida interesante es conocer si los agentes estan satisfechos o son ttiles en su

vecindario.

Tal y como expresamos antes, un agente esta satisfecho si se cumple la condicion (1).
Hallaremos la densidad de agentes satisfechos como la suma de todos los agentes satisfechos

de un tipo dado entre el niimero total de agentes de esa clase.

8Ver apéndice 5
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Estudio mas recientes han tomado esta satisfaccion a partir de la medida T' — Ny/N,,
de manera que estd variable toma valores continuos [22]. Si el agente no esta satisfecho,
la utilidad que se le asigna sigue siendo nula. Después, la utilidad total se divide entre el

numero de agentes que se han tenido en cuenta en el sumatorio.
= Energia

La energia de este sistema viene descrita por la expresion:

Bs=— ) SS-02T-1)) 8’S; (4)

<i,j> <%,j>

donde los agentes toman valores S; = =1, segin el color o valor del spin que se le
asigne, y S; = 0 en el caso de las vacantes. Consideraremos como vecinos mas cercanos a los
ocho adyacentes a un agente dado. Se puede demostrar que esta energfa coincide con la del

modelo BEG si consideramos que el nimero de agentes y huecos permanece constante[19].

Si centramos nuestra atencion en el segundo sumando de (4), podemos observar que
2 Q2
Z<i’j> S; S5 es una constante, ya que no se transforman huecos en agentes. Esto hace que
2 02 , . . . .,
(27— 1) >__; ;= S;'S; sea un término que depende linealmente de la tolerancia. Asi que,
para localizar més facilmente las transiciones de fase, tendremos en cuenta solo el primer

sumando, que coincide con la energia de Ising al despreciar las interacciones cuadraticas:

Epc=—Y_ SiS;. (5)

<i,7>

Debemos aclarar que a esta energia se le ha puesto el subindice BC para recordar que
es igual a la de Blume Capel en el caso de T'= 1/2, lo que ha sido empleado para modelar
aleaciones metalicas [20]. Ademas, el hecho de hablar de término Ising cuando el espin puede
ser nulo no parecia apropiado. En el caso de (5) los vecinos mas cercanos considerados son

los cuatro adyacentes.

Si en el modelo hubiésemos negado la posibilidad de movimiento de agentes satisfechos, la
energia hubiera tendido a minimizarse y «paralizar» el sistema. Sin embargo, aunque nuestro
sistema mantenga esta tendencia, el movimiento de agentes satisfechos esta permitido, por

lo que apareceran fluctuaciones, especialmente cuando el valor de la tolerancia sea alto.
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Esto hara necesario presentar las medidas con una técnica simple de suavizado, que se

basa en tomar los promedios de 100 medidas®.
= Cambios

Se estudia el porcentaje de cambios no deseados, es decir, en cada iteraciéon cuantos cambios
a vacantes se han rechazado. Complementando a este estudio, también se analizan los
cambios totales por paso de Montecarlo [23] y por tipo de agente. Se trabajara con el
porcentaje normalizado, esto es, las cantidades anteriormente mencionadas deben sumar la

unidad.

9Ver apéndice 6
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3. RESULTADOS

Con respecto al modelo [18] hemos introducido:

= Variacién del porcentaje de agentes: ya no esté fijo en el 50-50. Ademaés, estas proporciones

pueden fijarse al principio del modelo o bien ir variando de manera gradual.

= Uso de una funcion que describe la tolerancia del sistema en funcion del tiempo. Esto
supone una variacion continua de la tolerancia: ya no nos cenimos a valores discretos
y podemos «barrery el comportamiento del sistema para todo el rango de tolerancia

de interés.

= Cambios bruscos de valores de tolerancia, estudiando como se adapta el sistema a una

variacion del valor de la misma.

= Analisis de la satisfaccion de agentes tanto discreta como continua. En el trabajo
original solo se presenta una grafica a este respecto con una tolerancia y densidad de
vacantes fijas, y se emplea para mostrar la convergencia del sistema. Aqui analizamos
si el porcentaje de agentes influye en el grado de satisfaccion de los mismos, y cubrimos

todo el rango de tolerancias, entendiendo que es un parametro de interés social.

= Comportamiento por tipo de agente ante el cambio a vacante: ya no solo interesa si la

vacante es rechazada; interesa saber qué tipo de agente esta interesado en el cambio.
Estas modificaciones del modelo original nos han permitido obtener los resultados para:

1. Valores de T' y p discretos. Este apartado servird para caracterizar los estados del
sistema que esperamos encontrar y compararlos con los de [18], 1o que servird para

validar el modelo desarrollado.

2. Numeros de agentes de cada color distintos y evoluciéon continua de la tolerancia.
. Qué ocurre cuando en el sistema el nimero de agentes con S; = +1 es distinto que el

S; = —17. Este es un caso claramente social: una de los agentes suele estar es minoria.
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3. Cambio brusco en la tolerancia del sistema: si tenemos un sistema con una tolerancia
relativamente alta o intermedia analizamos lo que ocurre cuando la tolerancia disminuye

bruscamente. Implicaré el uso de una funcién de Heavyside.

4. Introduccion de agentes de un determinado color de dos formas distintas: escalonada
y «brusca». Mientras que el primero atiende a una llegada progresiva y suave, como
ha sido el caso de la llegada de inmigrantes asiaticos o de origen sudamericano a
Espana, el segundo responde a una llegada masiva y casi instantanea, como el caso de
los refugiados en Grecia. El andlogo fisico seria imponer un campo magnético externo

que hace que algunos espines se giren.

3.1. Resultados para valores de T' y p discretos

Lo primero que debemos indicar es que el sistema tiene una variedad de comportamientos:

— Para valores bajos de p el sistema permanece en un estado mixto. Aunque fuese mas
satisfactorio para los agentes no se forman clusters. La tolerancia es baja y los espacios
vacantes no terminan de convencer a los agentes, ya que soportan muy pocos vecinos
no deseados a su alrededor. Podriamos hablar de que el sistema estd «congelado», en la

distribucién aleatoria inicial.

— Cuando el valor de T es intermedio ~ 0,5 el sistema cambia de comportamiento: los
agentes empiezan a «moverse» ya que la tolerancia empieza a ser mayor y los cambios a
los lugares vacantes empiezan a «convencerles». Se forman grandes clusters y la segregacion
tiene lugar. Logicamente, esto ocurre para un intervalo de tolerancia, que aumenta con el
valor de p. La existencia de una vacante en lugar de un agente no deseado hace disminuir

el cociente de (1). Por lo tanto, el tener vacantes cerca del hueco favorece el cambio!®.

— Cuando el valor de T es alto los agentes aceptan casi todos los cambios del sistema,
por lo que volvemos a un estado mixto donde no ocurre la segregacion. Graficamente, no se
observa diferencia entre el estado del sistema a una tolerancia baja (si la distribucion inicial

es aleatoria) y alta.

10Ge detallara en resultados posteriores
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Fig.3.1a y 38.1b: Estado inicial (izqda.) y tras 1000 pasos de Montecarlo con T = 0,5 y p = 18 %.

Como podemos ver en la figura 3.1 partimos de un estado inicial sin segregacion, y

conforme va transcurriendo el tiempo se van formando dos grandes clusters de diferentes

colores, es decir, se han segregado los agentes de ambos colores.

Otra forma de estudiar si el sistema esta agrupado en clusters o no, y en qué grado es

mediante el coeficiente de segregacion (Fig. 3.2).
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Fig.3.2a. y 3.2b.: Medidas del coeficiente de segregacion para variasp. En la izqda. (a) resultados del
modelo desarrollado, a la derecha (b) resultados publicados[18].

En la figura 3.2a y 3.2b se observa que existe un intervalo de 7' para la que el modelo

muestra segregacion (< s >~ 1), mientras que en el resto del intervalo su valor decae hasta
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hacerse nulo. Conforme la densidad de vacantes aumenta, el rango de tolerancia para el que
existe la segregacion también lo hace, por los motivos anteriormente enunciados. Ademaés,
los resultados del modelo del TFM vy los de [18] son practicamente idénticos, exceptuando
el calculo para p =26% y T = 5/7 que coincide con un cambio de fase. No es de extranar

que el resultado en este caso varie, ya que hemos empleado otro algoritmo de clusterizacion.

En el apartado 2.2 se comentd que una densidad de vacantes altas podria hacer fallar
el calculo < s >. Como ejemplo vamos a graficarlo para una densidad del 50 % sin y con

renormalizacion, comparandolo con [18] (Fig 3.3 y 3.4):
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Fig.3.3a y 3.3b: Medidas del coeficiente de segregacion < s > para p = 50%. En la izqda., (a) resultados
del modelo desarrollado, a la derecha (b), resultados de [18].
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Fig.3.4a y 3.4b.: Medidas del coeficiente de segregacion < s > parap = 50% tras el proceso de

renormalizacion. En la izqda. (a) resultados del modelo desarrollado, a la derecha (b) resultados de [18].

23



Diego M. Ortega Hernandez

Modelos de segregacion

Aparte del hecho de que las medidas son de nuevo coincidentes entre a) y b) (Fig 3.3
y 3.4), podemos observar como, cuando el porcentaje de vacantes es muy elevado, < s >
es muy bajo. Por eso, cuando p > 50 % renormalizaremos!! para saber si estamos en un

estado diluido segregado, con unos clusters grandes pero con un elevado nimero de huecos

en ellos.

También se presenta las graficas de la energia asociada al modelo BEG (Fig. 3.5a y 3.5b)

y al de BC (Fig. 3.6a y 3.6b):

Normalized energy
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Fig.3.5a y 3.5b: Medidas de energia normalizada BEG para varios p. En la izqda. (a), resultados del

El sistema disminuye su energia cuando estd en la fase de segregacion (Fig. 3.2). En
estos modelos cuando el sistema estd ordenado y se forman clusters de gran tamano, la
energia del mismo tiende a hacerse minima. Sin embargo, cuando el porcentaje de vacantes
es elevado el sistema tiene menos posibilidades de minimizar su energia, por eso toma en

promedio un valor mas préximo a cero.
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modelo desarrollado, a la derecha (b), resultados de [18].

"1Ver apéndice 5
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Fig.3.6a y 3.6b: Medidas de energia normalizada del modelo BC para varios p. En la izqda. (a), resultados
del modelo desarrollado, a la derecha (b), resultados de [18].

La figura 3.6 muestra la energia dentro del modelo de BC y su comparacion con el trabajo
publicado. Aqui se observa mas claramente lo anteriormente comentado: la segregacion

conlleva una disminucion de la energia del modelo.

Ademas, el modelo del TFM reproduce con bastante precision los resultados de [18].
Existen algunas diferencias entre ambos, en especial para p = 2%, donde el «plateau»
inferior parece mas inclinado en nuestro modelo. Estas diferencias pueden deberse al elevado
nimero de iteraciones necesarios para hallar el valor de la energia en ese trabajo (30000 MC

steps tras equilibrio), lo que era un coste computacional muy elevado.

Por ultimo, para cerrar los resultados del modelo, se ha estudiado como evoluciona la
densidad de agentes satisfechos en el tiempo (Fig 3.7), para unos valores de 7' = 0,5 y
p = 50 %:
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Fig.3.7a y 8.7b: Densidad de agentes satisfechos frente al tiempo (MC steps). En la izqda. (a) resultados
del modelo desarrollado, a la derecha (b) resultados de [18].

Esta magnitud es una buena medida de la convergencia del sistema hacia su estado
estacionario, en la que la fraccion de estos agentes es practicamente constante. Como vemos,
bajo las condiciones de la figura 3.7, se alcanza muy rapidamente un valor que indica que

casi todos los agentes del sistema se encuentran satisfechos.

3.2. Porcentaje de agentes de cada color distintos y evolucién continua

de la tolerancia

El hecho de introducir una tolerancia continua en el modelo nos va a permitir hallar
todos los valores del apartado anterior de una forma més eficaz, a la misma vez que nos va
a indicar que ocurre en un sistema cuando vamos variando poco a poco la tolerancia. No

obstante, observaremos como los saltos son discretos, ya que (1) lo es.

La tolerancia aumenta de la forma T ~ tanh(¢) donde ¢ es el tiempo en paso de
Montecarlo. Cada 100 pasos incrementaremos el argumento de la funcion en 0.02. También
ajustaremos la funcion para que los valores de tolerancia evaluados queden en el intervalo
[0.1-0.9|. Por debajo del valor 0.1 el sistema se encuentra totalmente «estatico», a ningin
agente le convence el cambio a una vacante, ya que el valor mas bajo que tiene sentido es
1.25 (1 vecino de cada 8 es no deseado). A partir del limite superior de 0.875 (7 vecinos de

cada 8 son no deseados), el agente acepta todos los cambios en los que interviene.
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Comenzaremos comparando que ocurre entre un modelo con un porcentaje de rojos y
azules del 50 %-50 % primero, y después del 70 %-30 %. Se ha elegido este porcentaje ya que
uno de los diferentes tipos de poblacion suele ser una minoria étnica (ver figura 1.5). Para
ver como cambia el comportamiento del sistema al variar el porcentaje de vacantes, primero,
trabajaremos con un p = 14 %. Tras esto, compararemos, con un p = 2%, . Debemos resefiar
que el porcentaje de vacantes se mantiene bajo para dar idea de ciudad densamente poblada,

que es como suelen estarlo en la actualidad.
» Comparativa de poblacion 50-50 y 70-30 para p = 14 %.

Para la energia se ha tomado la del modelo de Blume-Capel. Los resultados alcanzados se

muestran en la figura (3.8):
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Fig.3.8: Energia de BC frente a T para p = 14% y porcentajes de poblacion 50-50 (negro) y 70-30 (rojo

discontinuo).

Visto de izquierda a derecha, la energia de ambos sistemas desciende al aumentar la
tolerancia. De hecho, alcanza el mismo «plateau» a partir de T' ~ 0,37, de valor aproximado
E ~ —0,7, y después aumenta bruscamente en T" ~ 0,75. Como el «plateau» alcanzado

indica que el sistema se encuentra segregado, el valor minimo de la energia, una vez se ha
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alcanzado la segregacion, se encuentra determinado por el nimero de vacantes del sistema.

Como ambos tiene el porcentaje de p = 14 %, ambos alcanzan el mismo minimo.

No obstante, vemos que la energia del sistema 70-30 es menor siempre. La respuesta
es sencilla: como hay un porcentaje de rojos mayor (70%) el sistema ya se encuentra
parcialmente ordenado. Este sistema se podria asociar en su inicio con un «mar de rojos
(70 %)» con algunos azules (30 %), de ahi que la energia no tenga un valor nulo al comienzo.

Este hecho queda refrendado en el coeficiente de segregacion (Fig 3.9):

Segregation coefficient

0.2 04 0.6 0.8

Tolerance

Fig.3.9: Coeficiente de segregacion frente a T para p = 14% y porcentajes de poblacion 50-50 (negro) y
70-30 (rojo discontinuo).

Lo primero que llama la atencién es que la linea roja discontinua supera el valor de la
unidad en el «plateau»: esto es debido a que la normalizacién se realizd6 para porcentajes
del 50% (3). En cuanto al comportamiento con la tolerancia es idéntico: el cambio de
porcentajes de la composicién de la poblacién no varia el comportamiento del sistema con
la tolerancia. El efecto de segregaciéon solo depende de la tolerancia del sistema, lo que es
logico teniendo en cuenta que las condiciones del cambio de sitio de un agente a un espacio

vacante solo depende de la misma.

Ademas se observa que aunque la tolerancia sea muy baja, ya existe el efecto de segregacion

por ser superior la poblaciéon de rojos, en este caso, frente a la de azules.
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También se quiso evaluar que pasaba con la satisfaccion o utilidad del sistema para cada
componente del mismo, tanto en su vertiente discreta, como en la continua. Comenzamos
por presentar la grafica de la utilidad discreta (Fig 3.10). Esta era calculada como +1, si el
agente verifica que T >Vecinos no deseados/Vecinos totales, y 0 en caso contrario. Después,

se normaliza dividiendo entre el niimero de agentes para los que se ha evaluado la utilidad.

1.0F

Discrete utility (normalized)

0.2 0.4 0.6 0.8
Tolerance

Fig.3.10: Utilidad discreta frente a tolerancia para p = 14%. Las lineas continuas son del modelo 50-50 y

las discontinuas del 70-30. Cada tipo de agente estd representado por su propio color.

Partimos del sistema 50-50, representado por las lineas so6lidas. Como vemos ambas
especies solapan su satisfaccion, y vemos como esta crece poco a poco al principio, para luego
dispararse en T' ~ 0,37, que es cuando ocurria la segregacion. Es l6gico, ya que deciamos
que cuando un agente tenia menos agentes no deseados alrededor de los que permitia su
tolerancia, estaba satisfecho (+1 de utilidad). Para T' ~ 0,75 la segregacion deja de ocurrir
(Fig 3.9) y el agente sigue estando satisfecho, porque la tolerancia es muy elevada. Ya le da

«igual» el tipo de agente a su alrededor.

Para la evaluacion de la satisfaccion continua tenemos el grafico (Fig. 3.11). Para calcular
la satisfaccion continua cada agente ttil aporta la cantidad T'—Vecinos no deseados/Vecinos
totales. Si el agente no es 1til, se considera que no aporta nada. Después, se normaliza

dividiendo entre el niimero de agentes para los que se ha evaluado la utilidad:
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Fig.3.11: Utilidad continua frente a tolerancia para p = 14%. Las lineas continuas son del modelo 50-50 y

las discontinuas del 70-30. Cada tipo de agente estd representado por su propio color.

Para el porcentaje del 50-50 las lineas se solapan, ya que no hay ningin tipo de agente
predominante, por lo que la satisfaccion de los dos evoluciona a la par. Sin embargo, la
funcion de satisfaccion continua no solo atiende a que el agente esté satisfecho o no, sino
que va evaluando el niimero de agentes no deseados que tiene alrededor con respecto a los
que tolera. Por eso, aunque la utilidad crece abruptamente en 7" ~ 0,37, sigue aumentando:
aunque los agentes ya estén segregados, y rodeados de los de su color mayoritariamente, la
diferencia T'— N4/ N, sigue creciendo. Finalmente, cuando la tolerancia ha aumentado tanto
que el sistema pierde la segregacion, la utilidad continua de ambos agentes disminuye. Este
valor se da alrededor de T" ~ 0,8. Vemos que aparecen oscilaciones, debidas, como ya se
explico, a que los agentes satisfechos siguen aceptando nuevas vacantes aunque su utilidad
disminuya.

Aun asi, vemos que la satisfaccion de la poblacién de mayor porcentaje siempre es
superior o igual que la de la minoria, lo cual es un hecho social comprobado. Ademas, el
punto en el que ambas son iguales es el rango de temperaturas en el que ocurre la formaciéon
de clusters o «ghettos». Lo que implica que dada una tolerancia intermedia la sociedad
forma ghettos para aumentar su satisfaccion. Cuanto mas tolerantes son dentro de estos

barrios, mayor es su utilidad.
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Por tdltimo, también resulta interesante saber qué ocurre con los cambios de lugar en
el sistema. Para ello mostramos tres lineas en la figura (3.12) para cada tipo de poblacion.
La linea negra solida muestra el porcentaje de cambios rechazados, cambios no deseados,
por los agentes de los dos colores para la poblacion del 50-50. La linea solida azul y la roja
muestran el porcentaje de cambios que si realizan los agentes de ese color en el sistema

50-50. La lineas discontinuas tienen un significado analogo, pero son del sistema 70-30.
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Fig.3.12: Porcentaje de cambios normalizado frente a tolerancia para p = 14%. Las lineas continuas son
para una poblacion 50-50 y las discontinuas para una poblacion 70-30. Cada tipo de agente estd

representado por su propio color. Las lineas negras indican los cambios rechazados por los agentes.

Comenzamos analizando la figura (3.12) por los cambios no deseados para la poblacion
del 50-50 (linea negra solida). Cuando la tolerancia es inferior a 7" ~ 0,37 casi el 100 % de
los cambios ofrecidos son rechazados por los dos tipos de agente, por ser baja la tolerancia.
Posteriormente, cuando comienza la segregacion, T > 0,37 , alrededor del 50% de los
cambios (0.5) son rechazados y, finalmente, cuando 7" > 0,7, son aceptados practicamente

en su totalidad. De ahi que la linea negra se ubique por debajo de 0.1.

Logicamente, las lineas de colores, que son los cambios aceptados por los agentes de
distinto color, mostraran un comportamiento complementario a la linea de cambios rechazados.
De hecho, en todo el grafico se puede ver que por normalizaciéon, la suma del valor de las 3

lineas da 1 en cada valor de T.
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Llama la atencion como las lineas continuas rojas y azules (poblacion 50-50) se superponen,
mientras que las punteadas (poblacion 70-30) se separan rapidamente. La lineas continuas
se solapan porque en el sistema los agentes estin en la misma proporcién; de ahi que a
la hora de aceptar/rechazar vacantes el color no importe. Sin embargo, la linea de color
rojo punteada es muy superior a la azul punteada, ya que existen més agentes rojos; es
normal que los cambios que se producen provengan mayoritariamente de ellos. No obstante,
la proporciéon entre los cambios aceptados por rojos y azules es mayor que una relacion
70-30. Esto es debido a que al haber més agentes rojos, estos encuentran mas facilmente
una vecindad con muchos agentes rojos y poco azules, por lo que aceptan mas facilmente los
cambios. Los azules tienen la situacién opuesta: intervienen en cambios con una proporcion
de 30-70 y la vacante ofertada suele estar rodeada de agentes no deseados, por lo que no

suelen cambiar de sitio.
» Comparativa de poblacién 70-30 para p=14% yp = 2%.

Comenzamos por los resultados de la energia (Fig. 3.13), mostrando la linea roja discontinua

el valor para p = 14 %, al igual que en el apartado anterior y la linea negra solida el valor
p=2%:
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Fig.3.18: Energia de BC frente a T para p = 14% (roja discontinua) y p = 2% (negra sdlida) y
poblaciones del 70-30.
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Estos resultados recuerdan a los obtenidos en la Fig. 3.6, donde se constat6 que la energia
depende del niimero de vacantes: cuantas mas vacantes, el sistema se ordena con una menor
tolerancia, disminuyendo asi su energia. Por eso, el descenso brusco de la energia se produce
para el sistema de p = 14% en T ~ 0,37 y para el sistema de p = 2% en T ~ 0,45. Sin
embargo, el minimo del «plateau» de p = 2% es inferior: cuanto menos vacantes tiene el

sistema, tiene mas agentes y por lo tanto més energia disponible para ser minimizada.

Ambos sistemas muestran un aumento de la energia para T ~ 0,77 tal y como ocurria
con los sistemas de tolerancias discretas. Esto indicaba que la tolerancia era tan elevada

que desaparecian los clusters.

Respecto al coeficiente de segregacion (Fig. 3.9):
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Fig.3.14: Coeficiente de segregacion frente a T para p = 14% (roja discontinua) y p = 2% (negra sélida) y
porcentagjes de poblacion 70-30.

Lo primero que llama la atencion es el elevado valor del coeficiente de segregacion para un
elevado rango de tolerancias (linea negra solida, p = 2%). Esto se explica debido a un doble
motivo: primero, el elevado porcentaje de agentes rojos que hace que exista segregacion desde
comienzo, y segundo, apenas hay vacantes. Este sistema tiene el minimo del coeficiente de
segregacion en T' ~ 0,8. Por lo tanto, podemos concluir que en un sistema con la poblacion

de agentes del 70-30, cuanto menor el es el nimero de vacantes, mas acusada la segregacion.
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Gréficamente, podemos ver el sistema en el estado de T' = 0,2 (3.15a) y en el de T=0.6
(3.15b) para p =2 %:

Fig.8.15a y 3.15b: Estado del sistema para T=0.2 (izqda.) y T = 0,6 (p =2%) y poblaciones 70-50.

Se puede observar como en la figura de la derecha se forman ghettos como los de la
figura 1.5, correspondiente a Minneapolis o cualquier ciudad con una minoria segregada, ya

sea por etnia, economia o religion.

Sobre la utilidad muestro las siguientes figuras, tanto en su forma discreta (Fig. 3.16)

como continua (Fig. 3.17).

Discrete utility (normalized)

0.2 0.4 0.6 0.8

Tolerance

Fig.8.16: Utilidad discreta para poblacion 70-30, p = 2% (continua) y p = 14 % (discontinua). Cada tipo

de agente estd representado por su propio color.
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Al haber menos vacantes (lineas solidas) la tolerancia del sistema debe ser mayor para
que los agentes del sistema sea ttiles. Como ya no hay tantas vacantes disponibles como

con p = 14 %, cualquier agente tiene en promedio méas agentes a su alrededor.

Veamos que ocurre con solo un cambio de agente de un color por una vacante: sea un
hueco rodeado, para un agente dado, de 5 vecinos no deseados y 3 deseados. Esto da un
valor de 5/8=0.625. Es decir, nuestra tolerancia deberia tener, este valor por lo menos,
para aceptar el cambio. Cambiemos un agente no deseado por una vacante: 4/7=0.57. Es
decir, tener vacantes favorece los cambios, y al cambiarse, se aumenta o iguala la utilidad
(discreta). O lo que es mismo, debo aumentar la tolerancia, con pocas vacantes para que

los agentes sean ttiles.

Ademés, vemos en la figura 3.16 como los agentes que conforman la mayoria siempre
son mas utiles que los de la minoria (lineas rojas se elevan para una tolerancia menor que

azules).
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Fig.8.17: Utilidad continua para poblacion 70-30,p = 2% (continua) y p = 14 % (discontinua). Cada tipo

de agente estd representado por su propio color

A partir de la figura 3.17 se comprueba que la existencia de pocas vacantes hace la
utilidad continua de ambas se separe: ya no se solapan tanto como en el caso de p = 14 %.

Ademas, por los motivos explicados anteriormente (Fig. 3.15), la utilidad para p = 2%
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aumenta bruscamente alrededor de T ~ 0,45 lo que corresponde al sistema segregado. Para
T ~ 0,75, se muestra que la utilidad de los agentes del 70 % es mayor que la de los agentes

del 30 %, aunque la tolerancia del sistema sea elevada.

Llama la atencion en las dos figuras anteriores como en la utilidad discreta (Fig. 3.16)
la satisfaccion de ambos tipos de agentes aparece diferenciada desde tolerancias bajas e
intermedias y se solapan al final. Mientras tanto, la utilidad continua juega el rol contrario
(Fig. 3.17): se separa segin el color del agente con tolerancias elevadas y se solapa en

tolerancias bajas e intermedias.

El apartado se dara por finalizado mostrando la Fig 3.18, que es anédloga a la Fig. 3.12,

pero estando asociadas las lineas solidas a p = 2% y las punteadas a p = 14 %.
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Fig.3.18: Porcentaje de cambios normalizado frente a tolerancia para poblacion 70-30. Las lineas
continuas indican p = 2% y las punteadas p = 14%. Cada tipo de agente estd representado por su propio

color. La linea negra indica los cambios rechazados por los agentes.

Si nos fijamos en las lineas solidas vemos de otra forma alternativa lo que hemos
constatado en apartados anteriores: los cambios para el sistema con p = 2% tienen lugar
para valores de tolerancia mayores que para el sistema p = 14 %, por los motivos anteriormente
explicados. Llama la atencién que para 7" > 0,75 el porcentaje de cambios de agentes rojos

y azules para distinto ntimeros de vacantes se solape, lo cual sin duda, indica que los agentes
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tienen un valor de tolerancia tan elevado que aceptan la mayoria de cambios, dando igual
el porcentaje de vacantes en el sistema. Aunque esto se dard mas pronunciadamente sobre

los agentes rojos, que estan en mayoria.

3.3. Cambio brusco en la tolerancia del sistema

Otro caso que nos llama la atenciéon es el propiciado dado por una noticia, evento,
movimiento econémico o religioso que hace que aumente la intolerancia del sistema de una
forma brusca. De este tipo de sucesos esta plagado nuestra sociedad, debido, sobre todo, a
la presencia masiva de medios de comunicacion y redes sociales que transmiten este tipo de

noticias o ideales.

= Caso de T = 0,75 que desciende a T = 0,5 y caso de T = 0,5 que desciende
aT=0,25(p=2%): formacion de «ghettos» y «zonas cero».

A continuacién, vemos como el cambio brusco de la tolerancia del sistema, modelado como
una funciéon de heavyside, afecta a todas las magnitudes y medidas del mismo: energia,
coeficiente de segregacion... Esto ocurre para el caso en que una poblacion tolerante sufre
un bajon a un estado intermedio, de "= 0,75 a T = 0,5 (linea roja discontinua), y para una
poblacion que pasa de tener una tolerancia intermedia, 7' = 0,5, a muy poca T = 0,25 (linea
solida negra). Ambos cambios en la tolerancia ocurren durante 2000 pasos, comenzando en

t=2000 pasos y acabando en t=4000 pasos.
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Fig.3.18a y 3.18b: Energia normalizada (izda. a) y coeficiente de segregacion (dcha. b) para poblacion con
p=2%. La linea negra sélida es de un sistema que pasa de T=0.75 a T=0.5, y la roja discontinua para

T=0.5 a T=0.25. El descenso brusco en la tolerancia empieza en t=2000 pasos y acaba en t=4000 pasos.

El cambio repentino en los valores de la figura 3.18 se debe al cambio de tolerancia en
t=2000 pasos. Como vemos en la figura 3.18a, para la linea negra la energia tiende a ser
constante (~ —0,2), excepto cuando actia la funcion de Heavyside, que hace descender su
valor. En esos momentos la energia se minimiza abruptamente, porque el sistema pasa de
estar sin segregacion, a formar clusters (Fig. 3.18b). Como vemos en esa figura, el coeficiente
de segregacion aumenta con el transcurrir del tiempo entre t=2000 pasos y t=4000 pasos,
ya que el sistema sigue aumentando el tamano de los clusters. El cambio es tan brusco que
el sistema no tiene tiempo de adaptarse instantdneamente en t=2000 pasos, de ahi que vaya

aumentando.

Evidentemente, se nos indica en estas dos graficas que el sistema, cuyo valor era de
T = 0,75 al principio, «mezclado» ha pasado a segregarse rdpidamente en cuanto se ha
impuesto 7' = 0,5. Se han formado «ghettos» rapidamente en cuanto ha ocurrido un brusco
bajon de la tolerancia social.

Mientras tanto, para la linea roja discontinua en Fig 3.18a, (desde T' = 0,5 cae hasta T' =
0,25) la energia es practicamente constante y muy cercana al minimo absoluto. Si miramos
a la grafica de la derecha (Fig 3.18b), se nos indica que el sistema se ha sido segregando con

el transcurrir del tiempo, pero ya desde casi el principio se habian formado «ghettos» como
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corresponde a una situacion de T' = 0,5. Sin embargo, cuando la tolerancia ha disminuido con
la funcion Heavyside, vemos que la energia ha aumentado (3.18a) mientras que el coeficiente
de segregacion se mantenia constante (3.18b). Para explicar qué ha pasado debemos acudir

a la siguiente figura (Fig.3.19):

Fig.3.19: Creacién de una «zona ceroy para p = 2% en sistema que pasa de tener T = 0,5 a cambio

brusco de T = 0,25 durante 2000 pasos.

Lo que ha ocurrido es que se ha generado una zona de frontera donde ningin agente
acepta el cambio. Es una zona que, a efectos préacticos recuerda a un sitio destruido, en
el que nadie quiere habitar. Por eso la denominaremos «zona cero». Parece que todos los
agentes piensan que este sitio estd demasiado cerca del otro bando. Por lo tanto, la energia
del sistema es minima, ya que se tiende a aumentar la energia del sistema cuando tenemos

mezclados los agentes.

Para comprobar esta teoria graficaremos el porcentaje de cambios normalizado (Fig.
3.20).
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Fig.3.20: Porcentaje de cambios en un sistema que pasa de tener un valor deT = 0,5 a T = 0,25 desde los
2000 hasta los 4000 pasos. El porcentaje de vacantes es del 2%. La linea negra son los cambios

rechazados, y las de colores los llevados a cabo agentes de dicho color.

Viendo la fig. 3.20 comprobamos nuestra teorfa (linea negra de cambios rechazados o no
deseados): los agentes rechazan el 50 % de las vacantes cuando la tolerancia es intermedia,
pero al descender la tolerancia (desde t=2000 hasta t=4000 pasos) hasta 7" = 0,25, son
rechazadas el 100 % de las vacantes (plateau de la linea negra). Ningtan tipo de agente
acepta el cambio a la zona cero. Por eso los cambios para los agentes de color rojo y azul
(lineas rojas y azules) decaen desde t=2000 hasta t=4000 hasta el 0 %.

Respecto a la utilidad discreta del sistema, comentar que en todo momento esta muy
cercana la unidad. Ya que las tolerancias de partida en ambos casos son altas, la utilidad
de los agentes también lo es. Cuando llegan los escalones de tolerancia, si el sistema no se

segrega, es porque va lo estaba, de manera que la utilidad sigue siendo muy elevada.

La utilidad continua se discutira en el siguiente apartado cunado tratemos un ntmero

de vacantes diferentes.
» Caso de T = 0,5 que desciende a T = 0,25 para p=2%y p=14%.

Ahora pretendemos estudiar la relacion de esta «zona cero» con el porcentaje de vacantes

en el sistema. Mantendremos la linea roja discontinua para el sistema con p = 2% y la linea
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negra solida para el de p = 14% :
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Fig.3.21a y 3.21b: Energia normalizada (izda.) y coeficiente de segregacion (dcha.) para poblacion con
p=2% (linea roja discontinua) y p =14 % (linea negra sdélida). Sistema que pasa de T=0.5 a T=0.25
(durante 2000 pasos).

En cuanto a la energia (Fig. 3.21a) el sistema con p = 14% (negra) reproduce el
comportamiento del de p = 2%, pero dos de¢imas de energia normalizada por encima
de éste. En la figura de la derecha (Fig. 3.21b) ocurre lo que hemos observado en mas de un
caso: la existencia de un mayor ntimero de vacantes hace que la segregacién comience para
una menor tolerancia. Ademdas, en esta figura, vemos que para t ~ 1,5-10% pasos el sistema
ya esta segregado (linea negra), asi que cuando disminuye 7, lo que impide la movilidad de
los agentes, la segregacion ya es total.

A continuacién estudiamos como afecta sobre la utilidad continua la variacion del nimero

de vacantes (Fig. 3.22):
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Fig.3.22: Utilidad continua para poblacion con p =14 % (discontinua) y p = 2% (continua).

Como podemos observa en 3.22 debido a la definicion de utilidad continua, esta varia
débilmente con respecto al nimero de vacantes. Solo disminuye fuertemente mientras ocurre
el bajon de tolerancia. Era de esperar ya que se ha «congelado» un sistema que se encontraba
segregado. Como la definicion de tolerancia continua se basa en la diferencia T'— Ny /N, y la

tolerancia es de 0.25, tendremos que cada agente en promedio contribuye con 0,25—0 ~ 0,25.

3.4. Cambio de color de agentes de forma suave y brusca

En esta apartado abordamos la siguiente cuestion: ;qué ocurre en el sistema cuando los
agentes de un determinado color cambian de bando? Puede entenderse como una retirada
de los de un color que favorece la llegada de los de otro. Existe grupos sociales que cuando
comprenden que empiezan a estar en minoria, o que la zona es «mala», se marcha, y solo

encuentran personas de la mayoria a la que alquilar o traspasar su vivienda.

Para estudiar este efecto cambiaremos de color a 490 agentes rojos. Esto permitird
obtener el caso de 70-30 con p = 2 %, que ya ha sido estudiado dentro de 3.2. Posteriormente,
lo repetiremos con p = 14 %. Esto hara que el porcentaje, comenzando en 50-50, llegue hasta
~ 75 — 25.
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Para implementarlo, a partir de t=2000 pasos, a cada agente de color rojo, seleccionado
al azar, se le dard una probabilidad de cambio de color. Para el cambio suave se ha hecho
esta probabilidad menor que 1072 y para el cambio brusco 10~!. Cuando se ha cambiado a

490 agentes rojos a azules, el proceso cesa.

Como tolerancia se ha tomado 0.5, ya que es cuando se forman clusters, que es el caso
de mayor interés. Si la sociedad es muy tolerante no existirfa segregacion, y si su tolerancia

es muy baja el sistema quedaria estatico.
» Cambio de color suave para p=2%y p=14% con T = 0,5.

Comenzamos por la energia de BC (Fig. 3.23.), donde la linea roja discontinua es la de

p=2% y la sélida negra es la del p = 14 %:
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Fig.3.23: Energia BC frente a tiempo con T=0.5. Para p = 2% (discontinua) y p = 14% (continua).

Las energias son practicamente constantes, siendo inferior la del sistema con p = 2%.
Recordemos que a menor nimero de vacantes més energia disponible para ser minimizada.
Vemos como existe un suave descenso de la energia a partir de £ = 2000 para las dos lineas,
siendo para p = 2% algo méas acusado. Esto indica que los recién llegados entran de forma
muy gradual, como queriamos conseguir, y que el sistema con menor nimero de vacantes
lo nota mas. Para estar seguro de este efecto veamos lo acontecido con el coeficiente de

segregacion (Fig. 3.24):
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Fig.3.23: Coeficiente de segregacion frente a tiempo con T—0.5. Para p = 2% (roja discontinua) y
p=14% (negra continua).

Mientras que para el sistema mayor nimero de vacantes (linea negra) la absorcion de
los agentes cambiados y su posterior clusterizacion se han terminado en aproximadamente
~ 1800 pasos, el sistema con un p = 2% no ha sido capaz de asimilar a estos agentes en
ese tiempo, y tarda en integrarlos en los clusters ~ 2000 pasos. El valor del coeficiente de
segregacion es mayor cuando el sistema tiene menos vacantes, ya que los clusters a formar

pueden ser més grandes.

De esto podemos extraer que un sistema con més vacantes absorbe mas rapidamente a
una mayoria de agentes que cambia de color que uno con menos vacantes. Esto se puede ver
como un hecho que favorece la inmigracion. A pesar de esto, tenemos que ver que ocurre
con la utilidad de la sociedad, tanto la discreta (Fig. 3.24), recordemos que a cada agente
util se le asignaba +1 y después se normalizaba al niimero de agentes de ese tipo, como a
la continua (Fig. 3.25), donde la cantidad sumada era la diferencia entre la tolerancia y el

cociente Ny/N, y después se realizaba la misma normalizacion.
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Fig.3.24: Utilidad discreta frente a tiempo con T=0.5. Para p = 2% (discontinuas) y p = 14%

(continuas). Cada tipo de agente luce su color.

Lo primero que se debe senalar es lo elevado del valor de la utilidad del sistema, que
se halla entre 0.996-1.000 gran parte del tiempo. Si nos fijamos en las lineas azules, vemos
que, cuando los agentes empiezan a cambiar de color (¢=2000) se produce un pequefio
descenso de su utilidad. El motivo es que los azules aparecen dentro de clusters rojos, ya
que eran agentes de este color. No obstante, el sistema vuelve a una utilidad cercana a la
unidad rapidamente, tardando algo mas el sistema con pocas vacantes. Para t=6000 pasos,
la utilidad de los agentes rojos es inferior a los azules en ambos casos, siendo mucho més
acusada para p = 14 %. Podemos concluir que cuando los agentes se van cambiando poco a

poco la mayoria de elementos siguen estando satisfechos.

El comportamiento oscilatorio de las curvas en la Fig. 3.24 es debido a la escala: si nos
fijamos bien estamos empleando las milésimas. Esto hace que casi cualquier cambio de sitio
que se produzca puede producir una de esas oscilaciones. En realidad estaban presentes en

todas las gréaficas de este tipo, pero la escala era muy superior.

Para la utilidad continua (Fig. 3.25) tenemos una valores de aproximadamente la mitad

que la figura anterior (Fig. 3.24):
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Fig.3.25: Utilidad continua frente a tiempo con T—0.5. Para p = 2% (discontinuas) y p = 14 %

(continuas). Cada tipo de agente luce su color.

Al comienzo, la satisfaccion de los dos tipos de agentes es similar. Sin embargo, cuanto
empieza a aumentar el nimero de agentes azules, las lineas comienzan a separarse. En las
lineas discontinuas, de (Fig. 3.25) recuperamos un resultado que ya obtuvimos en la Fig.
3.17: para T=0.5 los agentes con del sistema con menor nimero de vacantes tienden a tener
un nivel de utilidad continua méas cercano entre ellos que los agentes de un sistema con un
numero de vacantes mas elevado. Por eso las lineas continuas de agentes rojos y azules se
abren mas. Para t > 4000 pasos, los niveles de utilidad continua permanecen constantes. Al

final, los agentes azules estan més satisfechos que los rojos.

Hay que destacar que el valor de las lineas de la utilidad continua es practicamente la
mitad que los de la discreta. Este gréifico se entiende con respecto a la Fig. 3.17, donde
el valor de utilidad continuo cuando 7" = 0,5 para ambas especies es de aproximadamente
~ 0,5. Recordemos que para esta T existe segregacion, por lo que el cociente Ny/N, ~ 0.
Si tenemos en cuanta 17" = 0,5, la diferencia 0,5 — 0 = 0,5 para cada agente, por lo que las

utilidades continuas rondaran ese valor.
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» Cambio de color brusco para p=2%y p=14% con T = 0,5.

Los resultados de este apartado son muy similares a los del apartado anterior (Fig. 3.23-3.25),
lo que es logico ya que las condiciones del sistema son las mismas. Esto hace que el sistema
se reponga rapidamente a un cambio brusco de color de sus agentes. Este comportamiento

se puede ver en las siguientes figuras (3.26-3.28), con una clave andloga a las anteriores.
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Fig.8.26.a y 3.26.b: Energia BC y coeficiente de segregacion frente a tiempo con T=0.5. Para p = 2%
(discontinua) y p = 14% (continua).
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Fig.3.27: Utilidad discreta frente a tiempo con T=0.5. Para p = 2% (discontinuas) y p = 14%

(continuas). Cada tipo de agente luce su color.
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Para explicarnos este comportamiento, tan similar al caso anterior, tenemos que recordar
que el sistema para T = 0,5 esta segregado (Fig. 3.2). Esto hace que los agentes que invierten
su color de rojo a azul, cambien rapidamente su posicién dentro un cluster rojo a un cluster
de su nuevo color. Por definicién de paso de Montecarlo, en promedio a cada agente se le
ofrece cambiar de sitio una vez, por lo que esté reubicacion serd rapida. Ademas, conforme
va aumentando el nimero de agentes azules, la probabilidad de que la vacante ofertada sea
en un cluster azul es atin mayor. Con lo que aumenta la velocidad de asimilaciéon. Esto
ocurre también con la sociedad, si nos mudamos a un sitio donde hay mayoria de nuestro

tipo de poblacién, en principio, no deberiamos tener mucho problema para reubicarnos en
esta ciudad.

0.50 T T T T T

0.49

0.48

0.47

0.46 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6

Steps (10°)

Continuous utility (Normalized)

Fig.3.28: Utilidad continua frente a tiempo con T=0.5. Para p = 2% (discontinuas) y p = 14 %

(continuas). Cada tipo de agente luce su color.

En este apartado hemos visto como responde una sociedad a un cambio de tipo de
agentes, provocando que un sistema que estaba equilibrado 50-50, pasé a tener un 70-30
(p=2%) 0 75-25 (p = 14%). Hemos demostrado que el sistema, en un estado segregado
con T'= 0,5, es capaz de reubicar rapidamente a los agentes cuyo color se ha invertido. Esta
rapida reubicacion mantiene el grado de utilidad discreta muy elevado, mientras que el grado
de utilidad continua es de aproximadamente, la mitad. No hemos encontrado diferencias

significativas entre el cambio de color «brusco» y suave de los agentes.
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4. CONCLUSIONES

El trabajo realizado se engloba dentro del area de la Sociofisica. Dentro de ella, uno de
los campos que despierta méas interés es el de la segregacion, debido a la problematica social
del mismo. En este trabajo se han reproducido y ampliado los resultados del modelo [18],
que es uno de los que mas impacto ha tenido en el area'?. A éste se le han afiadido variantes
en cuanto al porcentaje de poblacion, uso de una funcién cambiante en el tiempo para la
tolerancia, estudio de los cambios a vacantes por tipo de agentes y andlisis de la satisfaccion
discreta y continua. Ademas, también se han empleado medidas como la energia de BC o
el coeficiente de segregacion. Posteriormente, estas variantes nos han permitido comprobar

que ocurriria con la segregacion ante diversos eventos que ocurren en la sociedad actual.

Méas detalladamente:

= Se ha realizado una revision bibliografica sobre sociofisica y segregacion, estudidndose
los diversos factores que pueden influir en ella. Para ello se ha tomado el ejemplo
de USA con datos estadisticos actuales. Se ha encontrado que por lo general, existen
«ghettos» de bajo nivel cultural y econémico atin cuando a nivel estatal la segregacion

no parece ser importante.

= Se ha ampliado y profundizado en articulos recientes sobre modelos de segregacion.
El trabajo ha comenzado reproduciendo los resultados de un trabajo «base» para
tolerancias y temperaturas discretas, y porcentajes de poblacion 50-50. Los resultados
son coincidentes con los mostrados por ese grupo. Ha sido necesario desarrollar un

programa de clusterizacion, partiendo desde cero, que se puede consultar en el apéndice.

= Posteriormente, como lo que suele estar segregado es una minoria, se ha trabajado
con poblaciones de 70-30, y tolerancia que evolucionaban de forma continua. Se ha
encontrado una variacion en los resultados debida a que al ser el porcentaje de
una de ellas mas elevado, el sistema ya estd ordenado desde el principio. Ademas,

la introduccion de la funcion de utilidad continua ha permitido encontrar que la

1257 referencias desde 2009 segtiin Google Scholar Index
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poblacién que estd en mayoria estd mas satisfecha que la minoria. Finalmente, se
han comparado estos mismos resultados para una ciudad muy densamente poblada

(p=2%) y una con algo menos de poblacion (p = 14 %).

= También se ha trabajado en la situaciéon en que la sociedad tiene un descenso brusco
en su tolerancia. Noticias o eventos actuales o nuevas ideas politico-religiosas que
se expanden rapidamente puede hacer que esto suceda. El modelo reproduce una
poblacion tolerante (T = 0,75) que pasa a tener durante un tiempo una tolerancia
intermedia (T" = 0,5) y una poblacién con tolerancia intermedia que pasa a tener
durante un tiempo una tolerancia baja (7" = 0,25). Para el primer caso se encuentra
que en el sistema se forman «ghettos» similares a los de las ciudades USA. Para el
segundo caso se ha introducido el concepto de «zona cero», que es una zona de vacantes
que rodea la frontera entre clusters, encontrandose que ningtin agente acepta el cambio
a esa zona. Esto recuerda el comportamientos en zonas conflictivas (Israel-Palestina,
limites entre barrios con indice de criminalidad baja-alta en diversas ciudades, barrios

clase baja-alta...).

» Por ultimo se ha abordad la teméatica actual de la inmigracion (ante una llegada
escalonada o brusca) que hace que uno de los tipos de agentes quede en mayoria.
Esto se ha estudiado con un porcentaje de vacantes de p = 2% vy p = 14% y con
una tolerancia intermedia, lo que implica la existencia de segregacion antes de la
llegada. Se ha encontrado que en sistemas con mayor indice de vacantes el cambio
del tipo de poblacién de manera escalonada mantiene el nivel de satisfaccion més
elevado (aunque la poblacion tiene valores de utilidad discreta cercanos a la unidad).
En cuanto a la utilidad continua, los agentes que quedan en mayoria acaban siendo
més ttiles que los de la minoria, siendo este aumento progresivo con el cambio del
tipo de poblacion. Finalmente, se ha demostrado que el sistema es capaz de reubicar
a los agentes que invierten su color rapidamente, por lo que los resultados no varian
demasiado independientemente de la forma en la que se cambie de color a los agentes,

ya sea esta brusca o suave.
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6. APENDICES

A lo largo del trabajo hemos ido nombrando diferentes técnicas o modelos que requerian

de una mayor explicacion, en caso de que el lector lo requiriese.

6.1. Modelo de Ising

El modelo de Ising es uno de los méas importantres de la fisica moderna: un sistema
simple que exhibe un comportamiento no trivial e interesante. El modelo consiste en N
sitios en un mallado con d dimensionaes. En cada uno de los nodos del mallado existe un
spin, que puede apuntar hacia arriba (1, s; = +1) o hacia abajo ({, s; = —1). El subindice i
denota al nodo referido dentro de la red. Consideramos la presencia de un campo magnético

B, y extendiéndose el sumatorio sobre los N nodos, la energia del sistema viene dada por:
E=-B) s (6)

No obstante, el modelo de Ising contiene una complicacion adicional: la interaccion entre
espines vecinos, con una constante de acoplamiento J. En este caso, la energia del sistema

de Ising, Frsing, viene dada por:

Ersine = —J Z SiSj — BZ S (7)

<iyj> i

Donde la notacién < 7,5 > indica suma sobre los vecinos mas proximos en el mallado.
Este niimero de pende de la dimension d del mallado considerado. Si llamamos ¢ al niimero

de vecinos méas proximos en una dimension ¢ = 2, en 2D g = 4...

Como podemos ver en (2), compiten dos efectos: el efecto del campo magnético global,
que afecta a todos los espines por igual, y el del campo local, generado por los espines

vecinos. Si J > 0 los espines vecinos prefieren estar alineados (11 6 |]) v en el contexto del
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magnetismo decimos que el modelo es ferromagnético. Si J < 0 los espines prefieren estar
anti-paralelos (T|). Este es el modelo anti-ferromagnético. Lo normal en el modelo de Ising,

es tomar J > 0.

Respecto a la funcion de particion del sistema, esta se escribe:

Zisiva = Y _exp |BJ Y sisi+BBY sif, (8)

<i,j> i

con 5 = 1/kgT, donde kp es la constante de Boltzmann y T la temperatura. Por
consiguiente, si tenemos un espin T (41) rodeado de espines | (-1) existe una penalizacion
energética (exp(—84J)). Como vemos, el espin en el modelo ferromagnético tiende a estar
alineado con su entorno, lo cual tiene claras reminiscencias con el comportamiento social de

las personas.

Si anulamos el campo magnético B = 0, el modelo tiene dos comportamientos claramente
diferenciados: el ferromagnético, en el que todos los espines tienden a estar alineados ya sea
(1 o)) v el paramagnético, en el que no lo estan. Sin embargo, y por lo anteriormente
enunciado de la temperatura, cuanto mayor es la temperatura menos le cuesta al espin
invertirse con respecto a sus vecinos. Por eso, es de esperar, que los estados alcanzados por
el sistema cambien dependiendo de la temperatura. Existird un temperatura en la que el
sistema cambie su comportamiento, que es la temperatura critica. Si T' < Ty el sistema
estard en la fase ferromagnética, y si T' > T en la fase paramagnética. Al fenémeno de

paso de un tipo de comportamiento a otro se le denomina transicién de fase.

Para definir cuando el sistema esta en un estado u en otro, se definen los parametros
de orden, que generalmente, toman valor nulo para uno de los dos estados, y finito para el
otro. Para el caso del modelo de Ising se define como parametro de orden la magnetizacion

o su valor absoluto:
S )
m = — S; ) -
N

Finalmente, muestro una grafica de creacion propia del valor de la magnetizacion frente

a la temperatura (Fig A.1). En ellas se puede observar un cambio en el comportamiento
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del sistema para T, ~ 2,4, que es la temperatura para la que el sistema pasa de ser

ferromagnético a paramagnético.

1.0 j ' ' ' ' ' -
0s} > -
%0
S
0.6 | R -
]
[+}
vV oo4} 5 -
0.2 |
0.0 |- . ) .

0.5 1.0 15 20

Fig.A.1: Magnetizacion frente a T para un sistema de 50 x 50.

6.2. Modelo de Blume-Emery-Griffths (BEG)

El modelo Blume-Emery-Griffiths se concibi6 originalmente para explicar el comportamiento
de una mezcla de 3He y *He, v desde entonces se ha aplicado en miltiples campos, desde
redes hasta aleaciones de metales. Es un modelo clasico de gas que podriamos englobar

como una variante del modelo de Ising|12].

El modelo considera dos especies de dtomos *He con S; = 0y *He con S; = +1. El
parametro de orden se define de manera analoga a la ecuacion (4), ya que la existencia de
una especie con valor de espin =1 hace que cobre sentido el analizar el valor total de espin,

mientras que el valor nulo del otro hace que no le afecte.

También definiremos el nimero de atomos de ?He como Ny = 327 (1 — S;)? y el de *He
como Ny = ZJIV S;2, mientras que definimos la fraccion de atomos de *He con respecto a

los atomos totales como x =< N3 > /N.

Dentro del Hamiltoniano del sistema encontramos varias contribuciones:
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= > i> S5;S; donde el sumatorio se extiende sobre los vecinos més cercanos.

» — K3 Z<i,j>(1_5¢2)(1_532)_K44 Z<i,j> SESJ?_KM Z<i,j> [Si2<1 B sz) + 512(1 B SZQ)]
donde K3 es la constante de interacciéon entre las particulas correspondientes a los

subindice 3 y 4. Reorganizando tenemos la formula siguiente:
— (K33 + Ky4 — 2K34) Z 5757 — 2q(K3q — Ks3) Z Si? — qN Ksg, (10)
<i,j>
aqui ¢ es el nimero de vecinos méas cercanos.

= —u3N3 — ugNy para contar con las transformaciones de una especie en otra, por lo

que /i, es el potencial quimico de la especie.

» B(t) Y S; Este término para contar con la influencia de un campo externo que reoriente

los espines.

De esta forma, el Hamiltoniano completo puede escribirse como:

Hppag=—-J Z SS K Z 5252 + AZSQ ZK33 —|—,U3 ZS“ (11)

<i,g> <i,5>

con K = Kgg + K44 — K34 y A = M3 — Hg + 2Z(K33 — K44) el término de anisotropia que

define un campo cristalino.

6.3. Modelo de Blume-Capel (BC).

Partiendo del modelo BEG en el contexto en que surgié si las interacciones entre
componentes son equivalentes, el termino bicuadratico puede despreciarse y estamos en
una version simplificada conocida como modelo de Blume- Capel [14,15]. En este caso, el

Hamiltoniano nos quedaria:

Hpo=—J Y SiS; +A252 ()5 (12)

<%,j> 7
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donde el comportamiento e interpretacién de todos los términos puede verse mejor en el

apartado anterior.

6.4. Algoritmo de clusterizacién

El calculo del coeficiente de segregaciéon< s > requeria de la creacion de un algoritmo de
clusterizacion que tuvo que desarrollarse desde cero. Segin la definicion dada: «dos agentes
pertenecen al mismo clister si son vecinos proximos», esto es, ocupan uno de los cuatro

espacios de su vecindad.

A partir de dos matrices de numeros enteros, el funcionamiento del mismo se basa en

los siguientes pasos:

» Para contar los clusters de rojos (+1) se les asigna a todos los agentes nimeros
superiores a 1. Se recorre la matriz del sistema haciendo esto: al primer agente de
valor (41, rojo) se le hace valer 2, al segundo 3, y asi sucesivamente, de izquierda a
derecha y de abajo a arriba. Graficamente nos parecera que hemos pintado de color
por lineas a estos agentes. En la Fig A.4.1 muestro la apariencia inicial del sistema, y

en la Fig A.4.2 muestro como queda la matriz una vez se ha aplicado este proceso.

Fig.A.J.1.a. y Fig.A.4.1.b: Matriz inicial y primer paso del algoritmo de clusterizacion en el que se asigna

a los agentes +1 una serie de niumeros naturales sucesivos.

= Consideramos que aparte de esta matriz de colores, trabajamos con una matriz numérica
en el que los agentes solo pueden tomar los valores 0, 1 y 2. Al principio todos los
agentes de la matriz numérica toman valor 0. Nos ubicamos en el primer agente de la

matriz de colores, el «2%, que tiene valor en la matriz numérica «0». Se le pone 1 en
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la matriz numérica y los cuatro vecinos més cercanos a este en la matriz de colores
toman su valor de color «2»; se les pone «1» en la matriz numérica, en vez del «0»

que tenian.

= En la siguiente iteracidon a este agente que ya ha pintado a sus cuatro vecinos méas
cercanos se le pone valor 2 en la matriz numérica, lo que indica que ya ha sido
usado. Los cuatro vecinos que tenian color «2» y en la matriz numérica tenian valor 1
expanden su valor de color a sus cuatro vecinos mas cercanos cada uno. Pasan a valer
en la numérica «2», y asi sucesivamente hasta que ya no se pueden expandir més. En

este momento hemos etiquetado el primer cluster.

= Se repite el proceso buscando nuevos «coloresy» de tonos cada vez mas altos, que estan

en otros clusters.

1100
1100

Fig.A.}.2a. y Fig.A.4.2b: Pasos intermedios del algoritmo de clusterizacion. Los ejes z e y indican posicion

en la matriz. El eje z es la altura, asignando un valor de color creciente de azul (0) hasta rojo (1000).

= Finalmente, cuando el proceso ha terminado, tenemos cada clister de un color, y el

programa ha contado el niimero de elementos pertenecientes a él (Fig A.4.3):
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Fig.A.4.8: Estado final del algoritmo de clusterizacion.

6.5. Proceso de renormalizacién

Uno de los pardametros de entrada en el codigo es la densidad de vacantes (sitios vacios
de cada 100 lugares). Cuando este valor es elevado ( a partir del 50 %, o incluso del 20 %,
dependiendo de la magnitud que queramos medir) podemos realizar erroneamente el proceso
de clusterizacion, visto en el apartado anterior. Esto corresponderia a un lugar en el que
hay mayoria de un solo color, pero la presencia de vacantes impide que se forme un cluster
de gran tamafo, y encontraria varios pequenos. Esto conllevaria el no detectar la existencia

de un estado de «segregacion diluidax.

En este tipo de casos conviene emplear la siguiente renormalizacion [20], descrita en [18]:

= Dividimos el mallado en cuadrados de 4 lugares
= En cada uno de estos cuadrados de 2x2, nos fijamos en el cuadrado inferior derecha.

= Si este sitio y su vecindario tiene una mayoria de agentes de un color, el cuadrado
2x2 queda sustituido por un solo lugar con el color de la mayoria. Si la mayoria es de

sitios vacios, el cuadrado 2x2 se sustituye por un lugar vacio.
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= Si no hay mayoria, el cuadrado 2x2 es sustituido por un lugar del mismo color (o

vacante) que el lugar inferior derecha original.

Gréficamente, pondremos poner dos ejemplos (Fig. A.5.1) del proceso de renormalizacion y

del resultado que se logra [Gauvin et al|.

Fig.A.5.1: Ejemplos del proceso de renormalizacion y de los resultados que se logran.

En esta figura muestro los resultados alcanzados con este proceso para nuestro modelo
desarrollado con p =51% y T = 3/7.

Fig.A.5.2.a y A.5.2.b: A la izda. (a) matriz del sistema con p = 51% antes del proceso de
renormalizacion. Después de la renormalizacion queda la figura de la dcha. (b) que ha sido ampliada

cuatro veces para comparar en detalle.

Los resultados son similares a los de la figura anterior, ya que se ha seguido el mismo

proceso de renormalizacion. Esto confirma que el proceso realizado esta bien hecho.
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6.6. Proceso de suavizado

Como ya se ha comentado, cuando la tolerancia es alta, los agente se siguen moviendo.
Esto dificulta la obtencion de medidas fiables, ya que existe fluctuaciéon en las mismas. Para
solventarlas hemos realizado una simple técnica de suavizado que consiste en promediar
cada 100 medidas. Esto hace que las fluctuaciones se amortigiien, como se observa en la
figura A.6.2.ay A.6.2.b:

>>>>>

SCoeff
SCoefMEDIA

T T T T T T T T
0.0 02 04 0.6 08 10 0.0 02 04 06 08 10

Tolerance Tolerance

Fig.A.6.2.a y A.6.2.b: Ejemplo de suavizado para la energia y para el coeficiente de segregacion

normalizados, respectivamente.
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