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Resumen

La teoria de la Relatividad General explica la gravedad de una manera enormemente exitosa a
nivel macroscopico. Sin embargo, su version cuantica no ha podido ain ser formulada. En los

ultimos anos va cobrando fuerza la idea de que la gravedad podria ser un fen6meno emergente.

Este Trabajo de Fin de Méster realiza un estudio bibliografico critico sobre la posibilidad de que
la gravedad no sea una fuerza fundamental de la naturaleza, sino una interaccién emergente,

concretamente una fuerza entroépica.

Ademas, presentamos un modelo estadistico sencillo original que conduce a una fuerza entrépica

atractiva entre particulas puntuales.

Abstract

The General Theory of Relativity explains gravity in an enormously successfull way at the
macroscopic level. Yet, its quantum version has not been formulated. In the last few years, the

idea that gravity might be an emergent phenomenon is gaining momentum.

This Master Thesis presents a critical bibliographical survey about the possibility that gravity
might not be a fundamental force of Nature, but an emergent interaction, concretely an entropic

force.

Moreover, we present an original simple statistical model leading to an attractive entropic force

between point-like particles.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

En los anos 70 del pasado siglo, Jacob Bekenstein [2] y Stephen Hawking [18] encontraron
una fascinante relaciéon entre las propiedades fisicas de los agujeros negros y las leyes de la
termodindmica. Quedd asi abierta la posibilidad de que la gravedad resulte ser un fenémeno
emergente, basado en grados de libertad desconocidos para nosotros, de la misma manera que

lo eran los &tomos para quienes desarrollaron la teoria de los gases en el siglo XVIII.

La interaccion gravitatoria se explica, dentro de la Teoria General de la Relatividad, como
una curvatura del espacio-tiempo causada por la presencia de masa-energia en el mismo. La
materia dice al espacio como curvarse, vy el espacio dice a la materia como moverse. Dentro de
la aproximacion newtoniana podemos afirmar que esta interaccion depende tnicamente de las

masas de los cuerpos y de la distancia entre ellos.
Este documento consta de dos partes:

En la primera parte del documento, capitulo 2, haremos un estudio bibliografico critico sobre la

posibilidad de que la gravedad sea una fuerza emergente, concretamente una fuerza entrépica.

En la segunda parte del documento, capitulo 3, describiremos un modelo estadistico sencillo
que da lugar a una interaccion atractiva emergente con algunas propiedades similares a las que

deberia tener una gravedad entropica. Para poder simular el modelo se ha desarrollado un c6digo
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en C+-+ que adjuntamos en los Anexos.

Finalmente ofrecemos algunas conclusiones en el capitulo 4.
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Capitulo 2

NATURALEZA ENTROPICA DE LA
GRAVEDAD

El objetivo de esta primera parte del trabajo es una discusion critica de las ideas mas importantes

en el drea de la gravedad emergente.

2.1. GRAVEDAD PARA NEWTON

La ley de Gravitacion Universal de Isaac Newton es una de las leyes mas importantes de la
fisica. La perspicacia de Newton radica en darse cuenta que la interaccion que hace que un
objeto puntual caiga al suelo es la misma que hace posible que la Luna orbite a la Tierra y la

Tierra orbite al Sol.

Newton asumio que la gravitacion es una fuerza universal, activa en toda clase de materia. Entre
1685 y 1687 publicoé su obra cumbre, Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, en la que
establece una relacion cuantitativa de la ley de gravitacion universal: “dos cuerpos cualesquiera
se atraen a razon directa del producto de sus masas y en razéon inversa del cuadrado de la

distancia que los separa” [24].
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LEY DE GRAVITACION
UNIVERSAL DE NEWTON

12 e

r

Figura 2.1: Representaciéon Gréafica de la Ley de Newton

Usando la notacion vectorial desarrollada con posterioridad, la ley de Gravitacion Universal se

escribe asi:

Fio =G 2 U2 (2.1)

Donde G = 6,67 - 107! NlrnQ/kg2 es la constante de Gravitacion Universal, m; y moy son las
masas de los cuerpos respectivamente, ri5 es la distancia y uis es el vector unitario que une los

dos cuerpos.

Por lo tanto, de las fuerzas gravitatorias (2.1) se puede decir:

e Son fuerzas Gnicamente atractivas.

e Tienen alcance infinito, es decir, la fuerza decae como una potencia de la distancia.

e No son apantallables, es decir, no existe ninguna manera (conocida) de reducir su intensidad,

al revés de lo que sucede con la fuerza electromagnética.

A pesar de que Newton logré describir de manera casi perfecta la fuerza de gravedad, su expli-

cacién no estuvo exenta de criticas en su momento. La interaccion a distancia resultaba extrana
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en un ambiente intelectual mecanicista que le instaba a responder una pregunta que no estaba

preparado para abordar: jqué es lo que causa la atraccion? [1].

2.2. GRAVEDAD PARA EINSTEIN

En la segunda década del siglo XX, Albert Einstein abordé alguna de las viejas preguntas sobre

la gravedad, armado de los nuevos conocimientos sobre la luz.

En 1905, Einstein ptiblico su primer trabajo sobre la Teoria de la Relatividad Especial, en el que
establecia que la velocidad de la luz en el vacio toma el mismo valor para cualquier observador
inercial. Su trabajo dio lugar a que Herrmann Minkowski considerara la conjuncion de espacio

y tiempo en un solo ente, que denominé espacio-tiempo [9], con propiedades geométricas unicas.

Einstein se pregunté: ;qué sucederia si el Sol desapareciera de repente? De acuerdo con el
principio de Relatividad Especial, un observador en la Tierra no podria tener conocimiento de
dicha desaparicion hasta pasados ocho minutos, pues es el tiempo que tarda la luz en recorrer la
distancia que separa ambos astros. Es decir: la gravedad deberia estar sometida a las exigencias

de la Teoria Especial de la Relatividad.

Elintento de Einstein por incorporar la gravedad, sin contradecir la teoria de relatividad especial,
lo llevé a plantear la Teoria de la Relatividad General en 1915. Para esta nueva teoria Einstein
extendio6 el concepto de espacio-tiempo ideado por Minkowski para no ser un mero escenario
para el desarrollo de la fisica, quedando convertido en uno de sus protagonistas. Einstein imagin6
que el espacio-tiempo pudiera curvarse, y que los efectos de dicha curvatura son observados por

nosotros como gravedad.

La distorsion del espacio tiempo, se describe a través de las ecuaciones de campo de la relatividad
general [22, 21]. El objeto fundamental en su descripcién matemética es el tensor métrico, g,

definido por
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ds® = g, datdx”, (2.2)

donde ds? es la longitud del intervalo, dz* es un diferencial de movimiento en una de las coor-
denadas y hemos aplicado el convenio de suma de Einstein. A partir del tensor métrico y sus
derivadas es posible definir el tensor de curvatura de Ricci, R, desde el cual establecemos el

tensor de Einstein,

1
Gl“’ = RHV - Engj, (23)

donde R es la curvatura escalar, R = R*”g,,, que nos permite escribir las ecuaciones de campo

de Einstein,

G[J,I/ = 8 T;u/a (24)

donde T}, es el tensor de energia-impulso, que describe el contenido energético de la materia.
La ecuacion (2.4) es valida en unidades naturales, en las que tanto la constante gravitacional G

como la velocidad de la luz ¢ valen la unidad.

Una discusion minimamente completa del contenido fisico de las ecuaciones (2.4) nos llevaria
demasiado lejos del objetivo de este trabajo de fin de master, y constituiria un curso sobre
relatividad general en si mismo. Sin embargo, es esencial destacar lo siguiente. El lado izquierdo
de la ecuacion (2.4) describe la geometria del espacio-tiempo. Es decir, cuantifica su curvatura.
El lado derecho de la ecuacion (2.4) describe la distribucion de materia y energia. Es decir,

cuantifica el origen fisico de dicha curvatura.

2.2.1. Agujeros Negros Clasicos

Laplace hizo la observacion de que un cuerpo suficientemente denso podria dar lugar a una
velocidad de escape mayor que la de la luz, volviéndolo invisible. Combinado con el hecho de que

la velocidad de la luz es la méxima posible, deducimos que nada podria escapar a su atraccion
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gravitatoria. John Archibald Wheeler bautizé tales objetos como agujeros negros [22].

Un agujero negro es una region donde la gravedad es tan intensa, y el espacio-tiempo se ha
distorsionado tanto, que nada puede escapar de su atraccién. Puede ser descrito totalmente en
base a tan solo tres parametros: masa (M), carga eléctrica (Q) y momento angular (L) [14]. Por

eso suele decirse que un agujero negro no tiene pelo |22].

Un agujero negro esta siempre rodeado por una frontera u horizonte de sucesos, que sélo puede
ser atravesado en una direccion, debido a que cruzarlo en la otra implicaria viajar a mayor
velocidad que la luz. En muchos casos relevantes, el horizonte de sucesos es esférico, y su area

define un radio caracteristico A = 47 R2.

AGUJERO NEGRO

Horizonte de sucesos =

Schwarzschild

Kerr
Reissner-Nordstrom
Kerr-Newman

M=masa Q =carga [ = momento angular

Figura 2.2: Representacion Grafica de un Agujero Negro [13]

Azucena Bonilla Garcia 7



. Podria ser la gravedad una fuerza entrépica?

Existen varios tipos de agujeros negros, siendo el mas sencillo el agujero de Schwarzschild, que

es estatico, no tiene carga, y solo se caracteriza por su masa. Su radio viene dado por

_2GM

2 Y

Rs (2.5)

C

(donde G es la constante gravitacional y ¢ es la velocidad de la luz). Por lo tanto el 4rea del

horizonte de sucesos de radio Rg es:

4G M? G?M?
1 = 167 1

A=A4n (2.6)

C C

El Teorema del area nos dice que el area del horizonte de sucesos de un agujero negro nunca
decrece. Al caer materia sobre el agujero negro, tiende a crecer. Y cuando se produce un proceso
de colision entre agujeros, el horizonte de eventos final tiene un area igual o mayor a la suma
de las areas de los agujeros originales. Podemos escribir que la variaciéon del area del horizonte

de sucesos es siempre positiva,

dA > 0, (2.7)

Esta ecuacion recuerda enormemente al sequndo principio de la termodindmica, v llevd a una
serie de fisicos, tales como Kerr, Bekenstein, Carter y Hawking [16] a postular un acercamiento
entre ambas teorfas fisicas. Como veremos mas adelante, la primera conclusion a la que llegaron

es: los agujeros negros no son objetos frios.

2.3. GRAVEDAD VS TERMODINAMICA

La fisica tedrica nos permite entender el funcionamiento del universo en base dos grandes pilares:
La Teoria de la Relatividad General (RG), que explica el funcionamiento de la gravedad a nivel
macroscopico, y la Teoria Cuéntica de Campos (QFT), que da cuenta del mundo microscopico

y explica todas las interacciones conocidas a excepcion de la gravedad.
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GRAVEDAD CUANTICA |

Relatividad = 12070

L Cudntica Mecdnica
Especial 4, Campos Cudntica

?

Relatividad
General

Figura 2.3: Areas que contribuyen al desarrollo de la gravedad cuantica

Sin embargo, ambas teorias no funcionan bien conjuntamente. No disponemos de una teoria
cuantica de la gravedad, a dia de hoy, que dé cuenta de su origen microscopico, que seria una
teoria microscopica del propio espacio-tiempo. El motivo podria ser, en el fondo, elemental:
quizé no importa cudl sea la teoria microscopia de la gravedad a la hora de explicar su compor-
tamiento macroscopico. El motivo seria el mismo por el que las interacciones entre los atomos
son irrelevantes para explicar gran parte del comportamiento de los gases: la gravedad puede
considerarse como un fenémeno emergente que involucra un nimero ingente de grados de liber-
tad, y por tanto esta regido por las leyes de la termodindmica. Concretamente, podria tratarse

de una fuerza entrépica.

Nuestra exploracion de esta posibilidad exige que repasemos unos cuantos conceptos clave.

2.3.1. Breve repaso de termodinamica y fisica estadistica

Ley Cero: También se la conoce como Ley de Equilibrio Térmico. Si un cuerpo A y un cuerpo
B estan en equilibrio, y el cuerpo B esta a su vez en equilibrio con un cuerpo C, el cuerpo A y

el cuerpo C también estan en equilibrio entre ellos.
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Primera Ley: También se la conoce como la Ley de Conservacién de la Energia, nos dice
que la energia no puede crearse ni destruirse, solo transformarse. Para ejemplificar esta ley
consideremos un pistén de volumen V' lleno de gas, limitado por un émbolo moévil sometido a

una presion p. Cualquier proceso dara lugar a un balance energético de la forma

vamos a imaginarnos que introducimos calor en un sistema cerrado, por ejemplo en un volumen
lleno de gas. Si el volumen de gas viene delimitado por un émbolo moévil, este se movera al

dilatarse el gas proporcionando un trabajo WW.

AE =W + @ = pAV + Q, (2.8)

donde @ es el calor ganado por el gas y W el trabajo realizado sobre el mismo.

Segunda Ley: También se lo conoce a veces como Ley de la Entropia, pues esta ley describe y
caracteriza esta magnitud. Como determiné Ludwig Boltzmann, la entropia puede definirse como
el logaritmo del ntimero de estados microscopicos compatibles con la informacién macroscédpica

disponible del sistema (2,

S = kplogQ, (2.9)

donde kg es la constante de Boltzmann, kg = 1,38-1072% J/K, que puede tomarse como uno en
unidades naturales. La entropia cuantifica el desorden de un sistema y tiende a incrementarse en
el tiempo. Asimismo, el calor ganado por el sistema a lo largo de un proceso reversible vendra

dado por

Q = TAS, (2.10)

y, por tanto, la ley de la conservacion de la energia, ecuacion (2.8) puede complementarse en

este caso:

AE = TAS + pAV. (2.11)

Azucena Bonilla Garcia 10



. Podria ser la gravedad una fuerza entrépica?

En la Naturaleza los procesos transcurren espontaneamente si con ello se aumenta la entropia,

es decir, “un estado es tanto méas probable cuanto de mas formas podamos llegar a él” [28].

La entropia de un sistema termodindmico que no esta en equilibrio aumenta porque la informa-
cion sobre la configuracion interna del sistema se pierde durante la evolucién. Sin embargo, es
posible que existan factores externos que provoquen una disminucién de la entropia del sistema.
Por lo tanto, aunque la entropia del sistema disminuya, la entropia general del universo debe

aumentar en el proceso.

. Como medimos la informacion? La unidad de informacién convencional es el “bit”, que se
puede definir como la informacion obtenida cuando se responde a una pregunta de tipo si/no.
Si un sistema puede estar en () estados diferentes, el nimero de preguntas si/no que debemos
realizar para determinar con precision el estado es log, €. En la practica, la base usada para los

logaritmos es irrelevante.

Tercera Ley: Nos dice que no se puede enfriar un sistema termodinamico al cero absoluto en

un nimero finito de procesos fisicos.

Las nociones de entropia y temperatura utilizadas en este documento pueden interpretarse tanto
en el sentido termodinamico como en el de teoria de la informacion. La termodinamica y la teoria

de la informacion nos hablan de la misma realidad.

2.3.2. Termodindmica de agujeros negros

A mediados de la década de 1970, los intentos de combinar la mecanica cuantica con la fisica de
agujeros negros llevaron a Bekenstein, Unruh, Fulling, Davies y Hawking, entre otros, a predecir

propiedades de los aguejeros que los asimilaban a sistemas termodinamicos.

En 1972, Bekenstein, publico un articulo [4], titulado “Black Holes and Entropy”, el cual muestra
una serie de similitudes entre la fisica de agujeros negros y la termodinamica, una de las simi-
litudes base es la analogia del area del agujero negro con la entropia. Propuso que los agujeros

negros tienen entropia, la cual se define como la medida de la informacion sobre el interior del
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agujero negro que no es accesible para un observador externo.

Comienza expresando cualquer incremento en la masa-energia de un agujero negro en base
a incrementos en otras magnitudes, tales como su area, su carga o su momento angular, en

analogia con (2.11) (Ver detalles en [4]). En las unidades apropiadas,

dM = gdA + QdL + ©dQ, (2.12)

Donde:

e Los términos QdL y ®dQ representan el trabajo realizado por un agujero negro por un
agente externo que aumenta el momento angular y la carga del agujero negro por dL y d@
respectivamente. Por lo tanto QdL + ®d() representa un anélogo al trabajo realizado en un

sistema termodindmico.

e Kl término gdA es el mas relevante, puesto que dara la interpretacion térmica. Por un lado, g
es la aceleracion de la gravedad en la superficie del agujero negro, y la medida de su area esta
dada por A. Como sabemos, cualquier evolucion del agujero negro nos dara dA > 0, en analogia

con el segundo principio.

e Por lo tanto, g juega el papel de una temperatura. En efecto, dos agujeros negros en contacto

igualaran sus gravedades superficiales, cumpliendo asi el principio cero.

Basandose en el comportamiento creciente de la entropia termodinamica de los sistemas cerra-
dos, la cual se relaciona con el Teorema del area (2.7), propone la formula para la entropia de

un agujero negro (Spy) [13, 15] es:

1 kBC3A
= — . 2.1
Swi 47 hG (2.13)

Donde: A es el drea de horizonte de eventos, kg es la constante de Boltzmann, c es la velocidad

de la luz, G es la constante de gravedad de Newton y h es la constante de Plank (2—)
7r
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Dada una medida de la entropia del agujero negro, Bekenstein pudo definir una segunda ley
generalizada de la termodinamica (GSL), la cual dice que la suma de la entropia del agujero

negro Spy v la entropia exterior S. nunca disminuyen:

ASpy + AS. = A(Spy + S.) >0, (2.14)

demostrando asi Bekenstein que las leyes de la termodinamica se cumplen: la energia se preserva

y la entropia siempre crece.

Las primeras ideas de Bekenstein fueron recibidas con suspicacia. Sin embargo, Stephen Hawking
encontr6 en 1974 argumentos que las corroboraban en gran medida. En efecto, Hawking observo
que, si A es un andlogo de la entropia, g lo es de la temperatura. Por lo tanto, el agujero
negro deberfa radiar calor hacia el exterior, como un cuerpo negro. Esta radiacién propuesta
tedricamente, y obtenida a través de célculos independientes, se conoce como radiacion de

Hawking.

De esta manera, Hawking [10, 15| llegd a la conclusion de que los agujeros negros no son tan
negros. La radiacion que emiten les hara perder energia y, con el tiempo, tenderan a evaporarse.
De manera destacable, eso nos lleva a una pregunta: ;qué ocurre con la informacién contenida
en la materia que cayd en el agujero negro? ;Ha desaparecido para siempre? Esta pregunta es
una de las cuestiones abiertas en fisica méas intrigantes, y se conoce con el término paradoja de

la informacion.

La radiacién de Hawking se explica en términos de las fluctuaciones del vacio cuéntico. Considero
que un observador que esté fuera del agujero negro no puede “observar” lo que sucede en el

interior, y eso causa una falta de informacion que puede ser interpretada como una temperatura.

La temperatura de un agujero negro, con las unidades apropiadas, se convierte en

__gh
- 2mcky

Ten (2.15)

Donde: g es la aceleracion gravitacional en el horizonte de eventos de un agujero negro, h es la
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constante de Plack, c es la velocidad de la luz y kg es la constante de Boltzmann.

Si consideramos un agujero negro de Schwarzschild de masa m, la temperatura se convierte en:

he?
T. = — 2.16
SBH 8mmGkp ( )
William Unruh en 1976 predijo que la expresion (2.15) puede generalizarse de una manera muy

interesante: el vacio es percibido como méas caliente por cualquier observador acelerado. La

temperatura efectiva de Unruh viene dada por:

_ah
© 2mcky

Ty (2.17)
Donde: a es la aceleracion del observador, £ es la constante de Plack, ¢ es la velocidad de la luz

y kp es la constante de Boltzmann.

Al hablar de gravedad vs termodinamica, se puede concluir que:

e Bekenstein propuso que un agujero negro tiene asociado una entropia y una temperatura. La
temperatura serd proporcional a la aceleraciéon de la gravedad en su superficie y la entropia a su
area. De esta manera las leyes de la termodinamica tienen una relacién en el comportamiento

de los agujeros negros.

e La entropia (medida del desorden) se encuentra directamente relacionada con la informacion
perdida en su interior, por lo que el hecho que la entropia de un agujero negro sea proporcional
al area del agujero negro implica que la cantidad de informacion del mismo esta relacionada
directamente a dicha area. La entropia entonces se puede cuantificar en bits, la cantidad total

de bits se relaciona con el total de grados de libertad de la materia caida en él.

e De esta manera, vemos que la cantidad de informacién que se puede contener en alguna
region depende directamente del area. Este concepto novedoso condujo a formular el Principio

Holografico.
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Principio Holografico

En la década de 1990, los fisicos Gerard ‘t Hooft y Leonard Susskind postularon el Principio

Holografico, inspirado en la termodinamica de un agujero negro.

Cuando un objeto cae en un agujero negro, éste desaparece. A medida que el objeto va des-
apareciendo por el agujero negro, una especie de copia de toda la informacion que contiene el

objeto parece almacenarse en el agujero.
Finalmente, el objeto existe en 2 lugares:
e Una version tridimensional que se pierde dentro del agujero negro.

e Una version bidimensional que permanece en la superficie del horizonte de eventos como

informacion.

Para un agujero negro, el principio hologréafico establece que la descripcion de los objetos que
caen en el agujero negro se encuentra contenida en la superficie del horizonte de eventos. Al
igual que un holograma permite la representaciéon de figuras tridimensionales en una placa
bidimensional, el principio holografico permite conjeturar que la fisica del interior de una region

estd, en ocasiones, contenida en su borde.

El principio holografico resulté una mera conjetura hasta que el fisico de origen argentino Juan
Maldacena encontr6 la llamada correspondencia AdS/CFT, entre una teoria de la gravedad
cuantica en un espacio curvado de tipo hiperbolico (anti-de Sitter o AdS) y una teoria de
campos conformes (CFT) que vive en su borde. Hoy en dia, esta correspondencia se considera
una de las rutas méas prometedoras para explorar las predicciones fisicas de la gravedad cuantica,

aun por construir.
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2.4. GRAVEDAD COMO FUERZA ENTROPICA

Antes de explicar los dos modelos restantes de la posibilidad de la existencia de la gravedad

como interaccion emergente es importante definir algunos conceptos relevantes.

2.4.1. Conceptos clave
Emergencia:

Se dice que una teoria es “emergente” cuando no es fundamental, sino que es el resultado a
escalas grandes de fenomenos que ocurren a escalas menores. Asi, por ejemplo, la mecénica de

fluidos es una teoria emergente a partir de la fisica cuantica.

Un ejemplo mas cercano a nuestro propdésito es la propuesta de Erik Verlinde, en el ano 2010,
de que la gravedad no es una fuerza fundamental de la naturaleza sino un fenémeno emergente
debido al movimiento colectivo de una gran cantidad de grados de libertad ocultos. Es decir,
la gravedad emerge de la dinamica de una cantidad ingente de informaciéon almacenada en la

estructura del espacio-tiempo |[8].

La gravedad puede surgir de los grados de libertad microscopicos ocultos de varias maneras
diferentes. En este documento, nos concentramos en la entropia como una medida de estos

grados de libertad ocultos.

Fuerza Entrépica:

Se trata de una fuerza emergente debida al hecho de que todo sistema evoluciona naturalmente
buscando maximizar su entropia. La energia libre de Helmholtz de un sistema a temperatura

finita se puede escribir como
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F=E-TS. (2.18)

Consideremos un sistema a temperatura 7' constante, en el que la energia esta fijada, £ = 0.
La evolucion natural del sistema llevara a la minimizacion de su energia libre, es decir, la
maximizacion de la entropia S. Esta tendencia natural s6lo podra ser evitada mediante la
accion de una fuerza externa que compense el incremento en entropia esperado, T'dS, con un

incremento de energia asociado.

El ejemplo mas simple de fuerza entropica se da cuando consideramos un polimero sumergido
en un bano térmico (una temperatura 7). Un polimero se puede modelar como una cadena
de mondémeros que pueden rotar libremente con respecto a los puntos de conexién entre ellos.
Sucede que, cuando un polimero no esta estirado, éste tiende a retorcerse de varias maneras. Sin
embargo, cuando se le aplica una fuerza, la cantidad de configuraciones en las que este puede
retorcerse es claramente menor al caso cuando no se le trataba de estirar. El caso no estirado
implica una entropia mayor al caso estirado, por lo que el sistema tiene la tendencia estadistica
de retornar a su estado de mayor entropia, esta tendencia se traduce en lo que se conoce como
fuerza elastica (Ley de Hooke), en este sentido la fuerza eléastica efectiva del polimero es una

fuerza entropica [1].

Entrelazamiento:

El entrelazamiento es un fendémeno cuantico que permite que una particula influencie el estado
de otra instantdneamente aunque estén a anos luz de distancia, aun sin violar el principio de
relatividad especial. Este fenomeno fue denominado por Einstein como “accién Fantasmal a

distancia’.

La descripciéon cuantica de un sistema de muchas particulas no es, en general, equivalente a una
suma de descripciones de cada particula por separado. En realidad, el estado cuantico puede
involucrar una conexion entre las distintas particulas mucho mas fuerte de la que permite la
fisica clasica. Asi, por ejemplo, podemos tener dos particulas de spin %, en las que su estado

total venga dado por
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larriba,abajo) + |abajo,arriba) . (2.19)

Es decir: si un spin esta hacia arriba, el otro est4 hacia abajo. No sabemos en qué estado esta cada
uno, pero sabemos que el otro esta siempre en el estado opuesto. Si medimos sobre uno, el otro
ey . . - , . . .

elige” inmediatamente el estado correspondiente, aunque quizé estén a anos-luz de distancia.
Sin embargo, debido a la aleatoricidad de los resultados de las medidas, este mecanismo no
puede utilizarse para transmitir informacién a mayor velocidad que la luz. Este efecto se conoce

como paradoja de Einstein-Podolsky-Rosen (EPR).

Entropia de Entrelazamiento:

La entropia de entrelazamiento, o entropia de von Neumann, entre dos sistemas cuanticos nos
indica la informacion que perdemos cuando observamos solo uno de los sistemas olvidando el
otro sistema. Aunque la informaciéon cuantica se mide en “qubits”, el andlogo cuantico del bit,
la entropfa de entrelazamiento se mide en bits usuales. Si p es la matriz densidad que describe

el sistema cuantico en el que nos fijamos, la entropia de entrelazamiento se calcula como

S =—-Tr(plogp), (2.20)

que en la practica se obtiene diagonalizando la matriz densidad, obteniendo sus autovalores,

{A\x}. Como Tr (p) = 1, tenemos que

Z A = 1, (2.21)

y, por tanto, estos autovalores se pueden entender como una distribucion de probabilidad. Ahora

so6lo debemos calcular la entropia de Shannon asociada a dichos valores:

S==) Mlog. (2.22)
k
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Con frecuencia, la entropia de entrelazamiento puede ser descrita por la ley del area: es propor-
cional a la medida de la frontera fisica entre los dos sistemas. En 1994, Ted Jacobson propuso
que la entropia de un agujero negro podria interpretarse como entropia de entrelazamiento en-
tre el interior y el exterior de horizonte de sucesos, resultando entonces proporcional al area de

dicho horizonte.

En conclusion, lo que se ha sugerido es que es posible explicar la naturaleza de la gravedad en
base a informacion, dicha informacién podemos codificarla en bits, y un bit es la informacion
disponible que se tiene cuando se sabe con certeza la respuesta a una pregunta del tipo “si /

no”, que llamamos entropia.

A continuacion, presentaremos 2 modelos adicionales, con el objetivo de tener una visién general

del tema.

2.4.2. Argumento de Jacobson

En 1995, Jacobson, publico un articulo [20], titulado “Thermodynamics of Spacetime: The Eins-
tein Equation of State”, el cual muestra como la ecuaciéon de Einstein puede emerger de la
termodinamica en forma de ecuacién de estado. En ese mismo articulo afirma: esta perspectiva
sugiere que cuantizar las ecuaciones de Finstein no tiene mds sentido que cuantizar la ecuacion

de ondas para el sonido en el aire.

Supongamos conocida la expresion para la entropia del sistema S(FE, V), que viene dada en
funcion de la energia y el volumen. A través de ella se puede deducir la ecuacion de estado
(2.10). Asumamos que el flujo de calor viene dado por @ = TAS. Usando la primera ley de la

termodindmica (2.8), llegamos a

i (5) 4 (2 oz

Sustituyendo (2.23) en (2.10) e iguala a (2.8) tenemos
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08 aS
T||==)dE — | dV| =dE + pd 2.24
|(55) 22+ (o) v ] = e 40 220
llegando a la expresion de la ecuacion de estado:
08
=T=—=]. 2.25
=1(5) (2.29

Asi, por ejemplo, en un gas ideal S o log V' y eso nos lleva a p o< T/V.

Jacobson, sin embargo, aplic la ecuacion de estado (2.25) a un sistema gravitatorio, en el que
el calor es la energia que atraviesa un horizonte. Asumiendo que la entropia escala con el area,
en lugar de con el logaritmo del volumen, y que la temperatura es proporcional a la aceleraciéon
de la gravedad sobre la superficie del mismo, Jacobson fue capaz de demostrar la ecuacion de

Einstein (2.4).

Finalmente concluye diciendo: “si la relacion termodindmica de equilibrio (2.10) es valida para

cualquier horizonte casual, las ecuaciones de Einstein deben cumplirse”.

2.4.3. Modelo de Verlinde

En el 2011, Erik Verlinde publicé un articulo |27| titulado “ On the origin of gravity and the laws
of Newton”, el cual da argumentos heuristicos en favor de la tesis de que la gravedad es una

fuerza entropica causada por cambios en la informacion disponible.

El articulo de Verlinde |27] empieza definiendo fuerza entropica como una fuerza macroscopica
que se origina en un sistema con muchos grados de libertad debido a la tendencia natural
a aumentar su entropia. Contintda explicando, en un entorno no relativista, como aparecen las
leyes de Newton. Consideremos una particula de masa m que atraviesa una superficie holografica
(es decir, cuya entropia sea proporcional al érea), y aceptemos que el incremento de la entropia

es proporcional al desplazamiento de la misma y a su masa.
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AS x mAzx, (2.26)

Asume, ademas, una constante de proporcionalidad que le resulta conveniente para el calculo

futuro:

21k
m ;;chﬂj‘,

De aqui, la naturaleza de fuerza entropica dice que FAx = TAS. Asumiendo, ademés, la

AS = (2.27)

temperatura de Unruh kT = ha/27c, se obtiene

_TAS
v

F ma. (2.28)

A continuacion, Verlinde regresa al principio holografico y asume que la cantidad de informacion

(en bits) en una superficie es proporcional a su area A:

A

N=——-.
Gh

(2.29)

Supone que existe un total de energia presente en el sistema, que cumple el principio de equi-

particion:

1
E = NkgT. (2.30)

Esta energia (2.30) se corresponde a una cierta masa, dividiendo por c?,

1
M = 5leBT/CQ. (2.31)

Y de esta manera, sustituyendo en (2.27) obtenemos
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(2.32)

FAp — 2GMh 2rkpmecAr  ArGMmAx
= TAcks B - A

Donde: A = 47 R?, entonces obtiene (2.33) una ley familiar, La ley de Gravitacion de Newton.

(2.33)

Vemos que, de manera heuristica, Verlinde fue capaz de deducir la segunda ley de Newton
v la ley de gravitaciéon universal postulando el caracter entropico de la gravedad. ;Podemos
considerar rigurosos estos calculos? En realidad, a diferencia de la deduccion de Jacobson [20],

la discusion de Verlinde se queda en el terreno de la sugerencia.

Para explicar la naturaleza de la gravedad se necesita informaciéon de un objeto, dicha informa-
cion se puede codificar en superficies holograficas en bits. De acuerdo con el principio holografico,
la cantidad de informacion es proporcional al area y esta cantidad de informacion en fisica se

mide en términos de entropia.

Por lo tanto, partiendo del principio holografico, Verlinde dedujo las leyes de Newton y las
ecuaciones de Einstein, concluyendo que los cambio de entropia (cambios de informacion) dan
origen a una fuerza de naturaleza entropica como es la gravedad emergente, que actualmente

no esta probado.

Al hablar de gravedad como fuerza entrdpica, se puede concluir que Jacobson demostrd que
las ecuaciones de campo de Einstein son una consecuencia de la termodindmica de Bekenstein.
Esta idea fue complementada por Verlinde, cuando propuso que la gravedad podria ser una
fuerza entropica. Conjeturdé que la gravedad resultaria ser un fendémeno emergente, es decir,
producto de la complejidad de una serie de interacciones subyacentes que quedarian sin espe-
cificar. Este enfoque es similar a la termodindmica de gases ideales, que no necesita conocer
cudles son las interacciones especificas entre las moléculas para poder hacer predicciones sobre

el comportamiento macroscopico.
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Capitulo 3

MODELO ESTADISTICO

Esta segunda parte del trabajo consiste en el estudio de un modelo sencillo de interacciéon que
conduce a una fuerza entrépica atractiva entre particulas puntuales. El modelo ha sido disenado
por mi y por mi tutor, y constituye una contribucién original, si bien bastante moderada, al
analisis de las fuerzas entrépicas y su posible relacion con la gravedad. El objetivo del capitulo es
la descripcion y andlisis de las propiedades fisicas del modelo, asi como la extraccion de conclu-
siones a partir de él, considerando que el modelo no tiene por qué reproducir las caracteristicas

que requerirfa una teoria de la gravedad.

Antes de describir formalmente el Modelo Estadistico de Fuerza Entropica, es importante que
presentemos los fundamentos mas relevantes del estudio de grafos (redes). Los mismos que seran

cruciales para el anélisis del modelo estadistico.

3.1. TEORIA DE GRAFOS

Existe una gran cantidad de sistemas naturales cuyo comportamiento emergente es el resultado
de la interaccion de un gran nimero de componentes que, por diversas influencias, interaccionan
entre si. De esta forma, su estructura puede ser descrita en términos de una red de nodos con

cierto tipo de uniones entre ellos [6]. Esta red puede tener una estructura compleja, cuyas
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propiedades pueden inducir cierto comportamiento emergente en el sistema.

Leonhard Euler en 1736, fue el primero en estudiar los grafos como tales al resolver el problema
conocido como “Los Siete Puentes de Konigsberg” |6]. Un grafo es una representacion grafica

formada por un conjunto de nodos (vértices) conectados mediante aristas (enlaces) (Ver figura

(3.1)).

0—0
¢ o
o—o(

Figura 3.1: Representacion grafica de un Grafo, donde los nodos estan representados

por puntos numerados (sitios) y las uniones mediante lineas (enlaces)
Un grafo presenta las siguientes caracteristicas:

e Un grafo tiene nodos N y aristas L.

e Cada vértice o nodo n; viene determinado por su orden 7 en el conjunto V.

e El enlace entre los vértices n; y n; se denota por [, = (4, j) = (n;, n;) = l;;.

e Si dos nodos estan enlazados, se llaman adyacentes.

e Una arista de la forma [, = (i,7), es decir, conecta el nodo i consigo mismo se denomina

auto-unién. No consideraremos grafos que contengan este tipo de aristas.

e Dos aristas que unen dos mismos vértices se llaman aristas paralelas. Tampoco serdn consi-

deradas en este trabajo.

e Aristas que tienen en comiin un vértice se llaman aristas adyacentes.
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3.1.1. Tipos de Grafos

De acuerdo a su orientacion los grafos pueden clasificarse en:

Grafos Dirigidos
Llamado también digrafo, Son grafos en los cuales cada vértice tiene una direccién apuntada de

un vértice a otro. De forma que no se cumple necesariamente que l;; = l;;. Estos grafos forman

matrices posiblemente asimétricas.
G//

Figura 3.2: Grafo Dirigido

Grafos no Dirigidos

Son grafos en los cuales las aristas son relaciones simétricas y no apuntan en ningiin sentido en

particular. De forma que se cumple [;; = [;;. Estos grafos forman matrices simétricas.
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Figura 3.3: Grafo no Dirigido

El grafo que utilizaremos para representar nuestro modelo estadistico sera el grafo no dirigido.

A lo largo de este documento nos centraremos en las caracteristicas solo de este tipo de grafo.

3.1.2. Representacion de Grafos

Sea dirigido o no dirigido, una manera conveniente de describir un grafo es a través de una

matriz cuadrada N x N llamada matriz de adyacencia

1 si existe un enlace entre los nodos,

Aij = (3.1)

0 en caso contrario.

Por ejemplo, la matriz de adyacencia de la figura (3.3) es:

(3.2)

o
I
_ o O = o

O = = O

_— = O = O
—
[ e =

De la matriz adyacencia se debe tener en cuenta dos aspectos:
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e Que es una matriz simétrica (A;; = A;;).

e Los elementos de la diagonal principal son ceros (sin auto-conexiones)

3.1.3. Grafos Planos y Grafos Regulares
Grafo Plano

Son grafos que se pueden dibujar en un plano, sin que dos segmentos se corten, es decir sin

tener bordes cruzados [23], como se muestra en la figura.

Figura 3.4: Grafo Plano

Grado de un Grafo

En una red no dirigida el grado de un nodo ¢ se define como el numero de bordes conectados a

él [23], denotado por k

J=1 j=1
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Grafo Regular

Los grafos regulares son redes en las que todos sus vértices tienen el mismo grado (k). Un

ejemplo de este tipo de grafos son las redes periodicas [23], como se muestra a continuacion.

Figura 3.5: Red Regular de Grado 4

3.1.4. Caminos en un Grafo

Un camino es una trayectoria a través de la red que va de un vértice a otro vértice a lo largo de
los bordes del grafo (Ver Figura 3.6). En un grafo no dirigido los bordes pueden atravesarse en

cualquier direccion.

Existen caminos de un tipo especial, denominados de auto-evitacion, que no se cruzan a si

mismos. Dentro de ellos encontramos:
Caminos Hamiltonianos: Es la ruta que visita cada vértice exactamente una vez.
Caminos Geodésicos: Es la ruta méas corta, entre dos vértices especificos.

Una pregunta que aparece con frecuencia es la que pide averiguar el nimero de caminos entre
dos nodos, en un nimero de pasos m. La manera mas sencilla es darse cuenta de que este nimero

N;;j(m) viene dado por la entrada (i, j) de la matriz de adyacencia elevada a la potencia m:
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punto 1

)

o—0O

0
°
°

R .

T S

> punto 2

Figura 3.6: Caminos en un Grafo entre el punto 1 y punto 2, donde las flechas de
color azul representan dos posibles caminos que se pueden tomar para llegar de ¢

(punto 1) a j (punto 2)

# Caminos entre i y j en m pasos = (A™);;. (3.4)

Obtener potencias de una matriz es una tarea facil cuando ésta puede ser diagonalizada. Una
matriz cuadrada y simétrica A es diagonalizable si existe una matriz U regular y una matriz D

diagonal, ambas de la misma dimensién, de modo que se cumple:

A=UxDxU". (3.5)

La matriz D contiene en su diagonal los autovalores, U es una matriz cuyas columnas son los
autovectores de A y UT = U~ es decir, la matriz de los autovectores es ortogonal, debido a
que A es una matriz simétrica, para un grafo no dirigido. Todas las matrices simétricas con

coeficientes reales son diagonalizables.

Las potencias de A son triviales de obtener a partir de la diagonalizacion, haciendo uso de la

expresion

A™ =U x D™ x U, (3.6)
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Es decir: basta con elevar los autovalores de A a la potencia deseada.

3.2. DESCRIPCION DEL MODELO ESTADISTICO

Partamos de una red, es decir, un conjunto de N nodos unidos entre ellos mediante N, enlaces.
Todos los nodos son equivalentes, asi como todos los enlaces, que pueden ser recorridos en ambos
sentidos. Supusimos que la red es plana y regular por sencillez. Por ejemplo, una red cuadrada

de tamano L, x L,.

f

¢ o o
o o o o

Lo B o 4

o o o o

o

Figura 3.7: Red Plana y Regular de tamano 4 x 4 con enlaces que pueden ser

recorridos en ambos sentidos como lo indican las flechas de color azul

Consideramos dos puntos de la red cualesquiera, y busquemos un camino de longitud minima
entre ellos (Ver figura (3.7)). Es decir, un conjunto minimo de enlaces de la red que conecte
ambos puntos. Llamamos a tal camino minimo una geodésica. Para algunos pares de puntos la
geodésica es unica. Por ejemplo, cuando dos puntos estan en la misma linea vertical de una red
cuadrada. En cambio, en otros casos la geodésica sera fuertemente degenerada, como cuando
dos puntos estan situados a lo largo de una diagonal. El nimero de pasos de una geodésica nos

define la distancia entre los dos nodos de la red.

Imaginamos que nuestro sistema fisico es una geodésica de L pasos que va fluctuando. En otras

palabras, el espacio de configuracion esta formado por todas las geodésicas de longitud L, y el
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sistema va saltando aleatoriamente de una a otra, siendo todas equiprobables. El ritmo al que

fluctiian estard dado por una cierta temperatura, que no nos interesa.

Conjeturamos que dos particulas entran en nuestra red (Ver figura 3.8), y que solo pueden
situarse en sendos nodos (diferentes). Los dos nodos utilizados por ellas desaparecen de manera
efectiva de nuestra red: las geodésicas no pueden pasar por ellos, ni empezar ni terminar alli. El
nimero de geodésicas posibles de longitud L sera ahora menor. Si las particulas estan juntas,

obstaculizaran un menor niimero de geodésicas que si estan separadas.

punto 1

e © o o
o © o o

%!
o
®!

o

-0

> punto 2

Figura 3.8: Red Cuadrada ocupada por un par de particulas z, y

Imaginemos que las posiciones de las particulas también estan sometidas a fluctuaciones aleato-
rias, tal como las geodésicas. Y nos preguntamos, ;qué sucederd al cabo del tiempo? El sistema
pasard mucho mas tiempo en las configuraciones macroscopicas a las que corresponde un ma-
yor nimero de configuraciones microscopicas. Por tanto, el sistema pasara mas tiempo con las

particulas juntas que separadas. En otras palabras: las particulas parecerdn atraerse.

3.3. ANALISIS DEL MODELO

Existen diferentes formas de representar un grafo para almacenarlo en una computadora. La
estructura de los datos depende del grafo y del algoritmo deseado. Debido a que los calculos no

pudieron ser realizados analiticamente, se ha utilizado un sistema de calculo que en este caso
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es C++. A continuacién, se detallaran los pasos que se han seguido para la caracterizaciéon de

este modelo.

3.3.1. Interaccion entre particulas

1. Elegimos la red béasica cuadrada y la longitud de las geodésicas que vamos a considerar L,

(Ver figura 3.9).

% 7
o
L 3
o
°
| 48
L
\

o ¢ ¢ 0666606660
9—0 0 0 0 0 0 0 0
9—0 0 0 0 0 0 o0 ¢
9—0 0 0 0 ¢ 0 0 ¢
9—0 0 0 0 0 0 0 ¢
99— 0 0 0 0 0 0 ¢
9—0 0 90 0 0 0 0 ¢
9—0 0 0 0 0 0 0 ¢
9—0 0 0 0 0 0 0 ¢
9 ¢ 06000 90 ¢ O

Figura 3.9: Red Cuadrada de tamano 10 x 10 ocupada por un par de particulas = e
y, donde r permanece fija en el sitio 1 mientra que y recorre a lo largo de toda la

fila, dicho recorrido esta representado por las lineas de color morado)

2. Elegimos dos posiciones cualesquiera para las particulas, = e y. “Bloqueamos” esas dos posicio-
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nes y calculamos el nimero de geodésicas existentes, N(z,y), para los tres casos anteriormente

mencionados (Ver figura 3.9).
3. La entropia (S(z,y) = log N(z,y)) serd entonces funcion de dichas posiciones.

4. La energia libre serda F' = —T'S, de manera que la fuerza se puede obtener derivando dicha

energia libre con respecto a las posiciones de cada una de las particulas.

3.3.2. Estimacién de la entropia

Para estimar la entropia aplicaremos el siguiente razonamiento. Consideramos un grafo arbitra-

rio no dirigido, A, caracterizado por una matriz de adyacencia. Entonces sabemos que:

(A% = Andyy. (3.7)

La ecuacion (3.7) representa el nimero de maneras en las que se puede ir de 7 a j en exactamente
dos pasos. De la misma manera, (A");; es el nimero de maneras en las que se puede ir de i a j

en exactamente n pasos.

Para estimar el nimero de caminos de manera eficiente vamos a suponer que una vez diagona-

lizada la matriz de adyacencia (Ver (3.5)). Tenemos:

(A");; = [(UDUT)";; = [UDUT..UDU™,; = [UD"U"); (3.8)
Es decir: el nimero de caminos entre los sitios ¢ a j estd determinado por los autovalores

(elevados a la m-ésima potencia) y los autovectores correspondientes. Podemos especificar un

poco més, asumiendo que los autovalores son A:

(A™)y = Z Uik M Uj. (3.9)
k
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Donde k es un indice que recorre los autovalores, y Uy; es el complejo conjugado de Uy;, en caso

de que la matriz fuera compleja (no es nuestro caso).

El nimero de caminos tras n pasos entre dos sitios ¢ y j puede depender fuertemente de la
eleccion de dichos sitios. Podemos, sin embargo, definir un nimero de caminos promedio, si

sumamos para todas las parejas ¢ y j vy dividimos entre el niimero de ellas.

Si N es el nimero de sitios en nuestro grafo, tenemos:

1 -
# Caminos promedio(n) = N2 Z Ui A\ Uk, (3.10)
ijk
Consideramos los autovalores ordenados de manera ascendente: A\; < Ay < A3 < -+ < Ap.

Entonces, (3.10) estard dominada por el autovalor mayor (que podemos suponer tnico):

: ‘ L., ALY AR
# Caminos promedio(n) = m)\N ZUik (ﬁ) Upj ~ FJ\; (3.11)

/L'Vj)k:

Como cada columna de U es un vector normalizado, quiere decir que Ay, el autovalor méas alto,
es el que domina el nimero de caminos promedio. El logaritmo de dicho niimero de caminos

promedio viene dado por:

log(# Caminos promedio(n)) ~ nlog(Ay) — log(N?) (3.12)
Es decir, que salvo una constante inocua, es proporcional a n, y la constante de proporcionalidad

es log \y. Es por eso que podemos afirmar que log Ay se comporta como una densidad de

entropia.

3.3.3. Diagrama de flujo del calculo

e Generamos un grafo cuadrado de tamafnio L x L, donde L = 10, 30, 60 respectivamente.
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e Consideraramos para todos los valores de i entre 2 y 1.

e Generamos un segundo grafo que es igual al primero, pero eliminando dos sitios elegidos

estratégicamente.
e Evaluamos la matriz de adyacencia, la diagonalizamos.

e Finalmente escribimos el autovalor mas alto, que corresponde al valor de la Densidad de

Entropia.

3.4. RESULTADOS

Esta seccion discute los resultados numéricos obtenidos a partir de nuestro Modelo Estadisti-
co de Fuerza Entropica Gravitatoria. Utilizamos una teoria de campos estadistica, controlada
unicamente por una entropia, donde las particulas jugaran el papel de fronteras, que afectan la

entropfia.

El modelo intenta capturar al menos una las siguientes propiedades, que se espera que estén

presentes en cualquier modelo de como puede surgir la gravitacion:
e El estado de vacio del espacio-tiempo contiene grados de libertad desconocidos.

e Los grados de libertad conducen a diferentes probabilidades para diferentes estados de vacio,

a partir de los cuales podemos definir una entropia.
e El ingreso de las particulas perturba el vacio.
e El acercamiento de las particulas tendera a aumentar la entropia.

e La fuerza de atracciéon varia suavemente cuando se varia la distancia entre las dos particulas.
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3.4.1. Red Cuadrada

Entre las opciones que consideramos para testear nuestro modelo, observamos mejores resultados
en 2 casos particularmente debido a que los calculos realizados no solo se aplicaron a una Red

Cuadrada sino también a una Red Hexagonal, cuyo detalle se encuentra mas adelante.

Caso 1: Las dos particulas sobre la misma fila de una red cuadrada L x L

Para L= 10

Generamos una red cuadrada de 10 x 10 e introducimos dos particulas, donde una de ellas la
mantuvimos fija en una esquina (Ver Figura 3.9), y la otra particula la movimos horizontal-
mente a lo largo de la misma fila, obteniendo asi los resultados descritos en la tabla 3.1, cuya

representacion grafica estd dada en la figura 3.10.

Distancia | Densidad de Entropia

3.96718621909
3.96031205129
3.95534523912
3.95219168489
3.95109152915
3.95219168489
3.95534523912
3.96031205129
3.96718621909

© 00 =~ O Ut =W N

—
e

Tabla 3.1: Densidad de Entropia de una Red Cuadrada de 10 x 10

Posteriormente procedimos ajustar la curva a la funcion

f(z) = alz —b|° +d, (3.13)
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Modelo Estadistico de Fuerza Entrdpica

3.968 | T T I [ I T
° ° L=10 o©
3.966 |- -

3.964 .
3.962 - .
3.96 - . ' .
3.958 - .
3.956 .

3.954 .

Densidad de Entropia

3.952 o o .

3.95 1 | | 1 | 1 |
0 2 4 6 8 10 12 14

Distancia

Figura 3.10: Red Cuadrada de 10 x 10

donde a es la amplitud de la perturbacion, d es el valor minimo en el eje y, b es el valor minimo
en el eje x (en este caso es b = 6) y ¢ es un exponente caracteristico, cuyo valor méas probable

es ¢ = 2. Los valores de los parametros resultantes son:

a = 0,001001,d = 3,95123. (3.14)

Después de 5 iteraciones del algoritmo de ajuste no lineal de Gnuplot, el ajuste converge, como

se puede observar en la grafica 3.11.

Por lo tanto, tratamos la entropia como un potencial y definimos a la fuerza entrépica como:

S
o=-VS=—, (3.15)

F, = —2a(x —b), (3.16)

obteniendo asi la energfa libre (3.17):
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Modelo Estadistico de Fuerza Entrdpica

T
L=10 ©
3.985 [ fix) .

3.98 - -
3.975 =
3.97 - .
3.965 - =

3.96 - Q o &

Densidad de Entropia

3.955 @ o -

3.95 | 1 9 1 1

Distancia

Figura 3.11: Red Cuadrada de 10 x 10

F =2a(x —b). (3.17)

Observamos que, como se predijo, cuanto mas cerca estén las particulas mayor es la entropia.

A continuacién presentamos la representacion grafica de los valores obtenidos para la Densidad

de Entropia para una red cuadrada con L = 30,60 respectivamente.
Para L = 30

Los valores de los parametros resultantes son, tras seis iteraciones del algoritmo de ajuste no-

lineal de Gnuplot,

a="7,30027 - 1075 d = 3,99611. (3.18)

Los resultados pueden observarse en la figura 3.12.

Para L =60
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Modelo Estadistico de Fuerza Entrdpica
3.998 : ! ! | |

T
L=30 ©
3.9978 - fi(x) -

3.9976 | 0 y A
3.9974 | -
3.9972 | -
3.997 [ -
3.9968 [ o ° -
3.9966 [ > 7 -
3.9964 | - o 4

Densidad de Entropia
[
0

3.9962 - %o, 0° &

3.996 1 | | | | 1

Distancia

Figura 3.12: Red Cuadrada de 30230

Los valores de los parametros resultantes son:

a=351042- 1077, d = 3,99918. (3.19)

Y la grafica asociada es 3.13. Notese que los valores de a decrecen rapidamente con L, mientras
que los de d se acercan rapidamente a 4. No hemos hecho un analisis de tamano finito de dichos

valores, aunque resultaria muy conveniente realizarlo.

Caso 2: Una de las particulas en el extremo superior y la otra particula recorriendo

toda la red cuadrada (horizontalmente)

En este caso, para una mejor visualizacion de los datos, realizaremos las representaciones graficas
en 3D. Por lo tanto, los datos estan estructurados como una matriz. Sea A;; el autovalor mas
alto de la red en la que hemos arrancado el sitio central y el sitio de coordenadas (i, 7). El

resultado lo podemos ver, para L = 10y L = 30, en la figura 3.14.
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Modelo Estadistico de Fuerza Entrdpica

3.99955 . ! . . | !
o L=60 © o
ix) 4

3.9995
3.99945 -
3.9994 | © o o
3.99935 o o .
3.9993 | o5 &° -

3.99925 - % a® &

Densidad de Entropia

3.9992 - 200000000005

3.99915 ' ' ' ' : '
0 10 20 30 40 50 60

Distancia

Figura 3.13: Red Cuadrada de 60260

3.4.2. Red Hexagonal

Consideramos que la red hexagonal (panal de abejas) se transforma en una “red de ladrillos”

(brick lattice), como se muestra en la Figura 3.15.

Entonces creamos una red hexagonal, usando como base una red cuadrada subyacente, sobre
la que dibujamos los enlaces en forma de ladrillos (Ver Anexos). Esta red hexagonal presenta
condiciones de contorno periddicas, de tal manera que los resultados obtenidos sean parecidos
al de la red cuadrada. Por lo tanto, bajo las mismas consideraciones y siguiendo el mismo
algoritmo de la red cuadrada procedimos a trabajar con la red hexagonal con el objetivo de

comparar resultados y obtener conclusiones a partir de ello.

Caso 1: Las dos particulas sobre la misma fila de una red hexagonal L x L

Comencemos generando una cuadrada 10210 e introducimos dos particulas, donde una de ellas
la mantuvimos fija en una esquina, y la otra particula la movimos horizontalmente a lo largo de

la misma fila, obteniendo asi los siguientes resultados de la tabla 3.2. La representacion grafica
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Modelo Estadistico de Fuerza Entrdpica

3.97
"E 397 Datos de la matnz + 3.965
9 3.965 | 3.96
£ 3.9 3.955
g 3955 3.95
g 393 3.945
9 3.945
-1
n
[ -]

[ ]
a
0
Distancia 7 8
Modelo Estadistico de Fuerza Entrdpica
3.9978

. Datos de | i 39978

w4 3.3278 afos de la matniz + 33873
0 %:3332 B %‘33%3
& $349 3.9966

2 i 3.9964

ki A i
v 39882 3.9958
3§ 38958 -

]

[ -]

-]

a

15
Distancia

20 25

30

Figura 3.14: Arriba: Red Cuadrada de 10 x 10. Abajo: red cuadrada de 30 x 30.

de los datos de la tabla 3.2 esta dada en la figura 3.16

Posteriormente, procedimos ajustar la curva a la funcion (3.13). Los valores de los parametros

resultantes son:

a = 0,000395589, d = 2,97573 (3.20)
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Figura 3.15: Red Hexagonal

Distancia

Densidad de Entropia

© 00 =~ O Ut =W N

—
e

298204515654
2.97934382974
2.97726013381
297616934958
2.97569492791
2.97616934958
2.97726013381
2.97934382974
2.98204515654

Tabla 3.2: Densidad de Entropia de una Red Hexagonal de 10210

Después de 5 iteraciones, el ajuste del algoritmo de ajuste no-lineal de Gnuplot converge, como

se puede observar en la siguiente grafica, 3.17.

De nuevo, tratamos la entropia como un potencial y definimos a la fuerza entropica como (3.15).
Obteniendo la misma Energia Libre de la red cuadrada (3.17). A continuacion presentamos la

representacion grafica de los valores obtenidos para la Densidad de Entropia para una red

hexagonal con L = 30, 60 respectivamente, en la figura 3.18
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Modelo Estadistico de Fuerza Entrdpica
2.983 : ! ! . |

2.982 o o -

2.981 -

2.98 - =

2.979 - .

2.978 =

2.977 - &

Densidad de Entropia

2.976 |- - = .

2.975 ' ' ' L L

Distancia

Figura 3.16: Red Hexagonal de 10210

Caso 2: Una de las particulas en el extremo superior y la otra particula recorriendo

toda la red hexagonal (horizontalmente)

En este caso, las figuras asociadas a los tamanos L = 10 y L = 30 son la figura 3.19.
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Modelo Estadistico de Fuerza Entrépica

2.99

2.988

2.986

2.984

2.982 -

2.98 -

2.978

Densidad de Entropia

2.976

2.974

T | | T T
L=10
fi(x)

o

Distancia

Figura 3.17: Red Hexagonal de 10210
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Modelo Estadistico de Fuerza Entrdpica

2.9989 T T T T T T
L=30 ©
2.9988 fix) — -

2.9987 | \o o/ -
2.9986 |- .
2.9985 |- -
2.9984 |- .
2.9983 |- p é -
2.9982 | .
2.9981 |- o o S

Densidad de Entropia

2.998 |- 0 0¢0000° |

2.9979 L ' ' ' ' L

Distancia

Modelo Estadistico de Fuerza Entrdpica
o L=60 o o
2.99972 | i) i

2.9997 -
2.99968 - s
2.99966 - -
2.99964 - o o s
2.99962 - o o -

2.999 |- % & ]

Densidad de Entropia
o
o

2.99958 - Qg ol =

%""Bmaococoo"cn
2.99956 ' L ' ! ' !
0 10 20 30 40 50 60

Distancia

Figura 3.18: Arriba: Red Hexagonal de 30 x 30. Abajo: red hexagonal de tamano
60 x 60.
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Modelo Estadistico de Fuerza Entrdpica

Densidad de Entropia

Modelo Estadistico de Fuerza Entrdpica

Densidad de Entropia
P
w
[T+
-~
o0

Distancia

10 15

Distancia

20

Datos de la matriz +

Datos de la matriz +

30

FLIR PRt P PR P Pt b
DD WD I LWV W
mo&o&u-.qua.loooogg

0 PICROD R

2.9988
2.9986
2.9984
2.9982
2.998

2.9978
2.9976
2.9974

Figura 3.19: Arriba: red hexagonal de 10 x 10. Abajo: red hexagonal de tamano 30 x 30.
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Capitulo 4

CONCLUSIONES

Bekenstein propuso en 1972 que la temperatura de un agujero negro es proporcional a la acele-
racion de la gravedad en su superficie, y la entropia a su area. En 1995, Jacobson mostré cémo
derivar las ecuaciones de Einstein termodinamicamente mediante la variacion de la entropia en
una superficie nula. En 2011, Verlinde hizo una atrevida propuesta, que gener6é un gran interés
en el ambito de la fisica tedrica. Quiza la gravedad pudiera ser considerada como un fendémeno
emergente, es decir, producto de la complejidad de una serie de interacciones subyacentes que

quedaron sin especificar.

Entonces, si consideramos la pregunta: ;Podria ser la gravedad una fuerza entropica? Hay mu-
chos argumentos para responder tentativamente s7 a esta pregunta, aunque ninguno es definitivo.
En efecto, la gravedad no combina bien con la mecanica cuéntica. Asimismo, la gravedad puede
recibir una interpretaciéon termodinamica con facilidad, pudiendo ser mostrado que las ecua-
ciones de campo de Einstein corresponden a una ecuacion de estado termodindmica, una vez
asumido el comportamiento de la entropia y la temperatura que dicté Bekenstein. Es muy pro-
bable que la gravedad no sea una interaccién fundamental, pero no tenemos pruebas definitivas

de este hecho.

La nocién de emergencia nos dice que jamas podremos estar seguros de que una teoria concreta

es fundamental, puesto que para ello hay que testearla a distancias infinitamente pequenas. De
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esta manera, todas las teorfas tienen su “rango de validez” en escalas.

Finalmente, presentamos un modelo de juguete de fuerza entropica. Muestra cémo se puede
generar la atraccion entre particulas en un simple espacio-tiempo, controlado tinicamente por
una entropia. Donde la entropia en base a los resultados obtenidos resulta ser proporcional al
tamano del sistema, y a la distancia que existe entre las particulas. Cuant mas entropia produzca

un proceso mas probable es.

Sin embargo, nuestros resultados no son compatibles con el comportamiento de la gravedad. Asi,
nuestro modelo predice una fuerza efectiva de atraccién entre las particulas proporcional a la

distancia entre éstas, mientras que la gravedad en dos dimensiones deberia caer con la distancia.

Estos resultados, sin embargo, no nos desaniman de la bisqueda. Es preciso generar intuicion
respecto a los fenémenos estadisticos asociados a las fuerzas entrépicas con el fin de determinar
posibles mecanismos microscopicos de interacciones elementales que pudieran dar origen a la

gravedad.
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Anexos

Programacion C++ para la Red Cuadrada

Con el fin de obtener los valores numéricos de las entropias hemos hecho uso del lenguaje
de programacion C++ complementado con las librerias HVB, desarrolladas por el equipo de

investigacion de mi tutor, y disponibles libremente en internet bajo licencia GPL:
http://github.com/jvrlag/hvb.

Estas librerias, a su vez, trabajan sobre los algoritmos desarrollados por BLAS-LAPACK. Pasa-
mos a citar el codigo minimo necesario para la obtencion de los valores descritos en este trabajo

de fin de maéster.

// Entropic gravity from largest lattice eigenvalues
#include"Graph.h"

#include"Matrix.h"

int main()
{
long L=10;
Graph G=Square_Graph_PBC(L,L);
printf ("# Modelo Estadistico Entropico, L: %ld\n",L);

printf ("# d lambda_max\n");
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for (long i=2;i<=L ;i++)
{
Graph G2(G);
G2.Remove_Site(i);
G2.Remove_Site(1);
Matrix A=G2.Adjacency_Matrix();
Vector Eigen;
A.Spectrum(Eigen) ;
printf("%1d %16.12g \n",i,Eigen.Max());

Programaciéon C++ para la Red Hexagonal

// Entropic gravity from largest lattice eigenvalues
#include"Graph.h"

#include"Matrix.h"

int main()
{
long Lx=10,Ly=10;
Graph G=Square_Graph_PBC(Lx,Ly);
for (long fila=1;fila<=Ly;fila++)
for (long columna=1;columna<=Lx;columna++)

{

long indice = (fila-1) * Lx + columna;

if (fila==Ly)
{
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if (1 (fila%2 == 0))

{ if (columna%2==0)
G.Remove_Link(indice,columna);

}

else

{

if( !'(columna%2==0))
G.Remove_Link(indice,columna) ;

}

continue;

}

if (1 (fila%2 == 0))

{ if (columna%2==0)
G.Remove_Link(indice,indice+Lx);
}

else

{

if ( !'(columna%2==0))
G.Remove_Link(indice,indice+Lx);

}

printf ("# Modelo Estadistico Entropico, L: %1ld\n",L);
printf ("# d lambda_max\n");
for (long i=2;i<=Lx ;i++)
{
Graph G2(G);
G2.Remove_Site(i);
G2.Remove_Site(1);

Matrix A=G2.Adjacency_Matrix();
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. Podria ser la gravedad una fuerza entrépica?

Vector Eigen;
A.Spectrum(Eigen) ;
printf("%1d %16.12g \n",i,Eigen.Max());
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