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2. Resumen

Los patrones del flujo cardiaco son Utiles para relacionar el flujo con la funcién cardiaca.
Ademas de un mejor conocimiento de la funcién cardiaca en general, también existe interés
desde el punto de vista clinico.

Un ecografo doppler suministra informacion de las velocidades radiales de la particula fluida.
Esta informacién puede ser insuficiente para conocer el flujo como es el caso en que la
direccién preferente de eyeccidn estd muy alejada del eje del ecégrafo. Ademds puede haber
patrones interesantes de flujo, como vortices, que por tener estructura como minimo
bidimensional, no se detectarian de este modo.

En un trabajo reciente ref. 1 se propuso un modelo para estimar el campo de velocidades
completo, estimandose la componente de la velocidad angular a través de una formulacién
lagrangiana, minimizando una funcién objetivo. Este modelo es valido para un flujo
aproximadamente plano, que cumplird ademas la ecuacion de continuidad:

TW‘FUT'F—:O (1)

Nosotros proponemos un modelo basado en el método de Colocacidn Ortogonal para estimar
la velocidad angular con las mismas hipétesis de la ref 1: Los datos de velocidad son radiales,
22 se cumple la ecuacién de continuidad, y 32 el flujo es aproximadamente plano. Se aplico el
esquema a la funcidn de corriente ya conocida introducida en la ref 1. Se comparé la velocidad
angular estimada con la analitica y se calcularon diferentes tipos de errores. Obtuvimos una
disminucién exponencial del error en funcién del nimero de nodos (de Lobatto), pero solo
hasta el orden 20, a partir del cual el error se estabiliza. Pensamos que esto podria deberse a
errores de redondeo o a un mal condicionamiento de las matrices inversas que son de érdenes
elevados.



Abstract

Research of cardiac flow patterns is useful to explain the cardiac function in terms of blood
flow. Besides a general understanding of cardiac function, there is also interest from a clinic
perspective.

A Doppler ultrasound transducer gives information about the radial velocities of the flow
particle. This information may be insufficient to know the flow field as happens when the
preferred direction of ejection is very far from the transducer axis. There can also be an
interesting pattern such as vortex, which has to be at least two dimensional, and so
undetectable in this manner.

In a recent paper ref 1. A model was proposed to estimate the complete velocity field,
estimating the angular velocity from a lagrangian formulation. It was imposed a 2-D flow and
an objective function criterion minimizing the difference between measured radial velocity and
the theoretical value. This model works provided that the flow is flat, and also fits the
continuity equation.

TF‘FUT'F—:O (1)

We propose an Ortogonal Collocation model to estimate the angular velocity with the same
hypothesis as ref 1: Input data are radial velocity of the fluid. 2. The continuity equation holds
and 32 the flux is roughly flat. The model was applied to the known stream function of the ref
1. It was compared the estimate angular velocity with the analytic one and several kind of
errors were computed. It was obtained a decreasing error at exponential rate as Lobatto
number of nodes grows, but only up to the point in which Lobatto number nodes equal 20
approximately. For n = 20 error stabilize. We guess this phenomenon could be caused by a
round effect and also not very good conditionated very big matrixes.



3. Introducion

Este apartado constara de dos partes. La primera justificard los estudios del flujo cardiaco y los
trabajos anteriores que han inspirado al nuestro, que se podria considerar una continuacién
del trabajo ref. 1. La segunda parte es una breve introduccién matematica al método de
colocacién ortogonal, que es necesaria para poder comprender los cdlculos de los siguientes
apartados.

3.1 Antecedentes

El conocimiento del flujo cardiaco presenta un interés tedrico y también clinico. Por ejemplo se
sabe que se forman torbellinos cerca de las valvulas auriculo-ventriculares. Una medicién
cuantitativa de los mismos podria en principio, disefiar indices que permitieran correlacionar
anomalias del flujo con patologias de las vdlvulas. En general, se busca la relacién entre el flujo
cardiaco y la funcién cardiaca. Si se dispone de dicho flujo, se puede calcular las variaciones de
presidon dentro del corazdn resolviendo la ecuacidn de Euler. Se han hecho diferentes estudios
para determinar dicho flujo. El modo mas simple de obtenerlo seria a través de un ecdgrafo
Doppler en modo M que proporcionaria los datos de la velocidad radial, es decir a qué
velocidad se acerca o aleja la particula fluida en la direccidn del eje del ecégrafo. Dicho sistema
sin embargo no permite conocer la velocidad angular, es decir la perpendicular a la anterior y
que permitiria reconstruir el flujo. En la refl se propone un método para estimar esa velocidad
angular incégnita mediante un método variacional y la ecuacidn de continuidad. El método
funciona si el flujo es aproximadamente plano. En dicha referencia se reconstruye un flujo
conocido tedricamente sin ruido y posteriormente contaminado con ruido, observandose la
robustez del método. Finalmente se introducen datos reales provenientes de un ecdgrafo, que
previamente han sido filtrados para que no sean excesivamente irregulares para el
tratamiento numérico

En este trabajo vamos a estimar la variable angular del flujo también a partir de los datos de
velocidad radial, la ecuaciéon de continuidad y con la misma hipdtesis de flujo plano. Lo que
diferirad es el modelo matematico elegido. Estimaremos la velocidad angular con el método de
Colocaciéon Ortogonal. Nosotros nos limitamos a reconstruir el mismo modelo de flujo sintético
de la referencia anterior.



3.2 Métodos espectrales y de colocacién ortogonal

Brevisimamente comentaremos las bases de estos métodos pues son los que vamos a usar en
este trabajo.

La mayor parte de las ED necesitan de métodos aproximados para su resolucion. Dentro de los
métodos numéricos distinguimos dos clases. Las diferencias finitas, que parcelan el dominio y
el recorrido de las variables dependientes e independientes del problema y trabajan sobre esta
aproximacion discreta de lo que es en realidad un campo continuo variando sobre un espacio
continuo. La segunda categoria corresponde a los métodos espectrales. En estos se supone
que las funciones solucidn son elementos de un espacio de Hilbert de dimensidn infinita. Por lo
tanto pueden expresarse como una combinacion lineal de elementos de una base de dicho
espacio.

En el método espectral la aproximacién que se hace consiste en truncar el desarrollo anterior a
un numero finito de elementos. En condiciones éptimas, se puede conseguir una buena
aproximacién reteniendo solo unos pocos elementos en el desarrollo.

El método espectral que se use determina la base que se utiliza asi como los coeficientes del
desarrollo.

N

f=fu=) v

i=1

fy Es la funcion aproximada por el método. Como vemos se trata de la proyeccién de la
solucidn real sobre un espacio N dimensional.

Existen diferentes métodos espectrales, que se basan en minimizar el error:

E=f—fn

Para ello, los diferentes métodos utilizaran normas diferentes, basadas cada una en distintos
productos escalares. Se exige que ||E|| sea minima.

En el método de colocacion ortogonal la condicidén anterior se expresa asi (en nuestro
problema no aparece la variable temporal por lo que la obviamos):



Donde las abscisas x; llamados nodos de colocacidn, vienen determinados por los nodos de la
férmula de cuadratura en la que se basa la definicidon de la norma. Existen varias posibilidades:
cuadratura Gaussiana, de Lobatto y de Radau. En nuestro modelo incorporamos los puntos
extremos del dominio, es decir la frontera. Por lo tanto corresponde usar la cuadratura de
Lobatto.

Para dicha cuadratura, los puntos de colocacién en el intervalo [-1,1] son:

[Ref 3. Pag 570. F43]. En este trabajo hemos alterado ligeramente la formula anterior. En
primer lugar por conveniencia al usar Matlab, el indice va de 1 a N. Y en segundo lugar hemos
dispuesto los puntos x; para que aparezcan en el problema en orden creciente. Por lo tanto
hacemos varios cambios:

e Multiplicamos la anterior expresion por -1 y ademads hacemos el siguiente cambio de
indices: i=j-1, j=1+i.

m(j—1
= —cos (—(’ )) j=1,.1+N

e Definimos N=M-1

Esta es la expresion que usaremos en los calculos. Mostraré ahora algunas propiedades del
método de colocacion que fueron necesarias utilizar para los calculos de este trabajo:

Sea ¢i(x) la base de funciones que usaremos. Impondremos que cumpla la siguiente
condicién:

bi(x;) =8y

Por lo tanto si



f(x) = Zci ¢i(x) = () =g

Este resultado hace muy cdmodos los calculos ya que el valor de los coeficientes se calcula
simplemente como el valor que toma la funcién f(x) en los nodos de colocacidn.

N N

Fl =) ad (5)= ) Fed(x)
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Este segundo resultado nos dice que la derivada de la funcidn repercute Unicamente en las
cantidades ¢'i(x;) que son comunes para todos los problemas de colocacién pues no dependen
de la funcidn. Estas cantidades son las llamadas matrices de derivacion:

Dy = ¢',(x;)

y'(x;) = Dyjf (x;)

Los anteriores resultados se extienden trivialmente para derivadas superiores a uno.
N
y®(x) = Dy; f(xj)

Si la base que vamos a utilizar es de polinomios y hemos impuesto que d)i(xj) = §;; nos
hallamos ante la base formada por los polinomios de Lagrange, que se hacen uno en los nodos

y cero fuera de ellos.

(x) |n| X 1,...N
x = ) = ) )
bi | 1= J

j=1

Jj#i

Esta base es conocida como base cardinal, o base de Lagrange. Finalmente expresemos las
derivadas que se obtienen al derivar una funcién de varias variables.
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@lyj - (D2)pfip
Este resultado se obtiene sencillamente derivando los desarrollos de f(x,y) en términos de la
base de cardinal que es el producto tensorial de dos bases cardinales de dimensidn n; y n,.

|xl- - (Dl)iafaj

Obsérvese que los indices no tienen el mismo orden en la derivada respectoaxy enla
derivada respecto a y. Esto tendrd trascendencia en el calculo de la expresion final de la
ecuacion de continuidad en términos del método de colocacion.

Para profundizar y ampliar sobre estos métodos pseudoespectrales pueden consultarse las ref
2,3,4

En el ANEXO 1 hemos analizado graficamente el comportamiento numérico de las matrices de
primera y segunda derivada aplicado a una funcidén concreta.



4. Hipotesis de trabajo y objetivos

4.1 Hipotesis de trabajo

Partimos de un flujo bidimensional plano. Dicho flujo se analiza en un dominio con forma de
sector circular que se asemeja a la ventana de datos de un ecégrafo.
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El flujo debe cumplir también la ecuacion de continuidad, que por la geometria del problema la
expresaremos en coordenadas polares:
dv, Jdvg

T?+Ur+¥=0 (1)

4.2 Objetivos

Desarrollar un modelo basado en el método de Colocacién Ortogonal para resolver el
problema planteado de un flujo fluido plano del que se conocen solo los datos de velocidad
radial. El modelo puede aplicarse a los datos de un ecdgrafo que son de este tipo, y reconstruir
el campo completo de velocidades de la sangre dentro del corazon.



5. METODOLOGIA

5.1 Matrices de derivacion

En este apartado vamos a calcular la expresién de las matrices de derivacion de 12 y segundo
orden a partir de la base de Lagrange. Se incluird en el apéndice programas que muestran el
funcionamiento de dichas matrices aplicadas sobre una funcién conocida.

En primer lugar, calculamos la expresién de la matriz de derivacidon de primer orden a partir de
la base de Lagrange.

Matriz de 12 orden (12 derivada)

n n

di(x) = 1_[::__);] = nbij(x — xj)
=17t 71 =1
J#EL J#EL
Donde b;; = ix
In (¢;(x)) = n{ln(bij) + In(x — x))}
i
a4 (1 ; =
(In ($:() H" —~
Jj#i
También es cierto que:
_$i(x)
0x(n ($(0) = 555
Por lo tanto:
o1
b1 = i@ | [ =
j=1 J

Jj#i

Bix) = ]l[bis(x —xs)ix =
s=1 =1 J

Ss#i j#i
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Expresion final:

n n
$i00) = Y by | | biste = x)
j=1 s=1
ji S#L,j

Por lo tanto la matriz de derivacidn de primer ordenes D = ¢{(xj) es decir, la expresion
anterior evaluada en los nodos de colocacidn x; tal como se ha explicado en la introduccion
tedrica al modelo.

Matlab nos permite mostrar algunos ejemplos del esquema anterior. El programa c1.m
permite multiplicar D por [1], [x], [X’]. Los resultados son las matrices [0], [1], [2x] en los nodos
de Lobatto del intervalo [-1,1] para un n prefijado.

Matriz de 22 orden (22 derivada)

Puede obtenerse la matriz de segunda derivada de modo analogo. Se toma el logaritmo
neperiano de la expresion ¢’(x) y se deriva. Reordenado términos se obtiene:

n n n

17 _

i(x)= zbij Z bis | | bir (x — x)
j=1 s=1 k=1
j#i S#L,J k+#1i,j,s

Las matrices que muestra Boyd; F8-pag 570 de la Ref 3. Son iguales a las nuestras salvo una
transposicion en las filas. Esto se debe a que como hemos dicho en la introduccion teérica
hemos tomado los nodos de Lobatto de menor a mayor, al contrario que en dicha referencia.

5.2 Desarrollo del modelo. Introduccién

Como indicamos en la introduccion de este trabajo, nuestro modelo para resolver el problema
se basa en combinar:

e Ecuacién diferencial de continuidad para fluidos en coordenadas polares
e Velocidades radiales. Es un input del problema, o sea, un dato.
e Meétodo de colocacién ortogonal con la cuadratura de Lobatto



El resultado de la anterior combinacidn nos dara las velocidades angulares que son la incégnita
del problema.

Una vez obtenida una expresién para la velocidad angular, se podra poner a prueba el modelo
con un campo de velocidades en coordenadas polares que ya es conocido por ser el utilizado
en laref 1.

Nos interesa un campo de velocidades que tenga un comportamiento regular en un dominio
geométricamente similar al caso real.

5.3 Funcion de corriente

El campo de velocidades vendrd definido por la siguiente funcidn de corriente:

A
Y= 2)

L+ x4 0 — 7))

La zona del plano que vamos a elegir serd un sector circular situado en el tercer y cuarto
cuadrante del plano xy. El punto (x;, y1) de la funcién de corriente lo situamos en (0,-50) como
se ve en el dibujo
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Vamos ahora a explicitar todos los parametros del problema. Varios de ellos son propios de la
funcién de corriente: A, x4, y;, AR. Los otros van a ser los que determinan la forma del sector
circular, en coordenadas polares y son: radio minimo, radio maximo y angulo de apertura: rp,,,
Fmin, B0- Y finalmente las dimensiones del cuadrado donde esta embebido el sector circular que
son 100x100 unidades. Reunamos todo: AR=14, A= 10, Xmaximo = 100, Ymaximo = 100, X;=50,
Y1=50. Ximaximo € Ymaximo S€ refieren a las dimensiones del cuadrado donde esta embebido el
sector circular. Los valores anteriores son los mismos que los de ref 1.



Nos queda elegir unos parametros 8y, rmax 'min adecuados para el sector circular. Se puede
comprobar que los siguientes valores son compatibles con el dominio buscado: 8,,=0,45.
rmax=100. rmin=10.

En el ANEXO 2 se explicitan todos los calculos hechos con la funcidén de corriente, para derivar
las velocidades en polares, y para establecer la geometria del sector circular que constituye su
dominio.

5.4 Transformaciéon del dominio

El espacio natural para aplicar el modelo, con los nodos de Lobatto seria [-1,1]x[-1,1] pero
nuestras variables angulares y radiales tienen los limites arriba fijados. Procede por lo tanto
una transformacion de coordenadas: (r,6) < (X,y) donde las coordenadas (X, ¥) son
apropiadas para este modelo de colocacidn ya que sus valores se restringen al dominio [-
1,1]x[-1,1] como ahora mostraremos. Antes, vedmoslo desde el punto de vista grafico:

<{

emm>

x{

Los puntos de Lobatto aparecen en azul. Se observa que la variable r se transformaen X y la
variable 6 en J. En este caso tenemos 4 nodos de Lobatto para X y 3 nodos para ¥. Hay dos
nodos en el interior de los espacios de calculo y 4*2+3*2=14 nodos en las fronteras. En total
18 nodos

Tras este inciso grafico vamos con las formulas de transformacién de coordenadas:

F=—142—min
Tmax — T"min
3)
6— (-0 6+0 6
5/=—1+2M——1+ 0= —

60— (=60) 8o 6o




Donde: 8e[—8,, 8,], Fe[—1,1], x = rcos(0), y = rsen(0),r*> = x> + y2, 0 = arctg (%)

Calculamos ahora como se transforman las derivadas y las funciones de velocidad tras el
cambio de coordenadas:

5.5 Transformacion de las derivadas

o o9xo 9ya 2 0

or N Eﬁ+aa}7 B Tmax — Tmin ox

C)
9 0xd 050 10

30 —900% 9007 0,05

5.6 Derivacion de la expresién para la componente angular de la velocidad segun el método
de Colocacién Ortogonal

La ecuacién diferencial en nuestro problema (1) es:

c’)vr_l_ +6v9_0
"or T T 5 T

A partir de las ecuaciones de transformacion eq. (3) (pag. 17) despejando la r:

Xx+1
r= T (Tmax = Tmin) + Tmin

Es decir: 7 = aX + b, a = fmecimin ) — Inexmin

Recordemos también que eq. (4) (pag. 18)

0 2

g 10
0r  Tymax — Tmin 0X adX

0 10

30 0,05

Incorporando todo lo anterior a la eq. (1) tenemos:



10v, 1 dvy
(a% +b)——=+v L=

- 0 6
2oz T 5.5y ®)

Expresemos esta ecuacién en los puntos de colocacién:

. b 1
(xﬁ + a) (DDauWaup + Wedap + 5~ (D2)py(vy),, =0 @)
0

Nota 1: El signo ‘ V “indica que no debe usarse el convenio de sumacion de Einstein para
indices repetidos. D1 es la matriz de derivacidn de dimensidn n;xn; y D2 la matriz de
derivacion de dimension n,xn,. En el caso de funciones bidimensionales, las derivadas tienen
las siguientes expresiones en el método de colocacién ortogonal como se explicé en el
apartado de métodos espectrales:

of
ox
of

3y ly, = (D2)jpfip

Obsérvese en la segunda expresidon que no se trata de un producto matricial convencional,

|xi - (Dl)iafaj

pues la suma se produce en el segundo indice tanto para D como para f. El tercer sumando de
la ecuacion (7) es de este tipo: (DZ)BV(U?)W' Si ordenamos elemento a elemento el resultado

de la anterior expresion, vemos que se puede escribir como producto matricial:
T
(1),,(027),,

Donde la primera matriz vy es de orden nixn, y la segunda matriz D27 es de orden n,xn, y el
producto es una matriz de orden nixn,. Ya podemos escribir la expresion (7) de modo
matricial, resultando:

(v5),(027), = =00 | () + (%o + g) (PDuv)ug | )

Si pudiéramos invertir la matriz D2' tendriamos el problema resuelto: las velocidades
“angulares”, es decir vy, quedarian expresadas en funcion de las velocidades “radiales” v

Pero D2 no es invertible y por lo tanto tampoco D2". Esto era de esperar, porque habriamos
obtenido la solucidn de una ecuacién diferencial sin haber tenido en cuenta las condiciones de
contorno, lo cual es imposible.

5.7 Método de colocaciéon y condiciones de contorno

A continuacidn vamos a explicar cdmo se introducen las condiciones de contorno en este
problema de colocacidn. Vamos a detallar el caso de solo una dimensién y luego mostraremos
como se extiende el método al problema bidimensional que estamos tratando



Caso unidimensional:

Sea la ED Y’=f(x). En su version de colocacidon: D[y]=[f]

La condicion de contorno en este caso serd: y’;=a. Con a una constante. El signo ‘"’ denotard

gue son matrices modificadas por las condiciones iniciales

a

L

f=lrfs

fa

1 0 0 0
/ Da1 D2z Dy D,y \

D= Dy
Dis

Si se cumple la ecuacion diferencial expresada en “modo colocacion”, donde los corchetes
indicaran matrices columna D[y] = [f], También se cumplird la siguiente expresion
modificada que lleva incorporada la condicién de contorno D[y] = [f]

D no es invertible porque como ya hemos explicado, si lo fuera, podriamos obtener como
solucion del problema y=D[f] sin haber tenido en cuenta las condiciones iniciales, lo que es
imposible. Pero D si es invertible y la solucién del problema es la siguiente:

[yl = D*[f]

Un ejemplo numérico de lo anterior se puede ver en el programa c2.m de Matlab, donde la
funcion es f(x)=x

Vamos ahora a extender estas modificaciones a nuestro problema bidimensional.

o n
r

Supongamos para empezar que mantenemos fija la variable “r” en el valor r,;, que es lo mismo

que mantener fija la variable X en el valor -1 que es el primer punto del grid de Lobatto.

1
() () = E))° S EIC A
0

i = 1...7’l1,j = an

En la anterior ecuacién “cc” es la condicion de contorno para el punto de Lobatto (1,1). fes la
ecuacion diferencial que corresponde al segundo miembro de la ecuacién (8)

Como vemos esta ecuacion es idéntica a la explicada para una dimensién con la salvedad de la
forma de escribir las matrices (transpuestas)



Ya podemos expresar y entender el caso general. Antes conviene sin embargo ver el siguiente
dibujo que expresa la condicidn de contorno bajo dos puntos de vista. En las variables (r,8) y
en las variables (%, )

y
<--=->
X
[Frmin, Fmax]X[-B0, B0] [-1.11x[-1,1]
(v?)ll (1737)12 (vj’)lnz \ 1
I (vy)21 (DJ’)ZZ I /0 \
[ .. [l o D2T; _
I e I es J N
k( )n 2. (vy)nlnz) \0 /
(ng X ny) X (nz X ny) =
cCq
(CCZ \
CcC3 fl,j
CCn1
(nlxnz) l=1n1,]=2n2

Como hemos hecho antes, la matriz modificada D2" es invertible y podemos obtener la
solucidn explicita. Bastara que en la ecuacion (8) multipliquemos por la derecha la matriz

— -1
(DZT) Y la ecuacion final sera:

5.8 Expresion final de la velocidad angular

N L
(1737)0“, =—0 [(Ui)aﬁ + (f& + a) (Dl)&u(vf)uﬁ] (DZT) 1 ©)

El siguiente paso consistird en transportar estos valores de (vy)w a los nodos del espacio

(r, ©). La matriz resultante, que llamaremos (VMg), €s el resultado final que se comparara con
las velocidades procedentes de la funcién de corriente | y que denotaremos como (VU g)qy



6. PLAN DE TRABAJO

Las aportaciones originales de este trabajo son fundamentalmente dos

En primer lugar se ofrece un modo de calculo de las matrices de derivacién validas para el
método de Colocacidn Ortogonal. Obviamente dichas matrices son conocidas y una expresién
de las mismas (de las muchas que existiran en la literatura) estd en la ref 3 J.P.Boyd F.8 pag
570. Sin embargo el calculo de las mismas que se hace en este trabajo es original.

En segundo lugar el trabajo aporta un modelo de Colocacién Ortogonal para la ecuacién de
continuidad en coordenadas polares. El problema a resolver, como ya se ha dicho en partes
anteriores de este trabajo, consiste en obtener un campo de velocidades angulares de un flujo
plano a partir de los datos radiales. La utilidad de tal esquema es evidente tal como se explica
en los apartados Introduccién y los Objetivos de paginas anteriores, pudiendo usarse para el
problema de datos del ecdgrafo pero también para otros flujos planos. El resultado final ha
sido una férmula explicita de la velocidad angular que incorpora también las condiciones de
contorno del dominio con forma de sector circular donde se formula el problema.



7. Resultados

7.1 Campo de velocidades

El programa c3.m de Matlab dibuja el campo VM. Obsérvese que para n; y n, iguales a 10 hay
errores visibles como velocidades que van en sentido contrario. Para n, y n, iguales o mayores
de 20 ya no se observa este fenémeno

Campo de velocidades de la funcién de corriente
0 T T T T T T T

60 - \
o
A " . P
-~ -~
80 - Lo -
- = o - -
100 - — — .
120 | | | | | L | | |
-50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50

Nodos de Lobatto: n1=n2=10



Campo de velocidades de la funcién de corriente
0 T T T T T T T

40 -

-50 -

60 - W,

100 | ! [ -
-50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50

Nodos de Lobatto: n1=n2=20

Si se amplian las flechas, no muestran el anterior comportamiento anémalo de invertir su

direccion.



Campo de velocidades de la funcién de corriente

0 T T T T T T T
20 .
-40 —
60— -
80 .
100 R i
120 | | | | | | | | |
-50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50
Nodos de Lobatto: n1=n2=40
7.2 Errores

En este apartado vamos a calcular el error que comete el modelo. El error provendrd siempre
de la diferencia entre la velocidad angular calculada y la analitica. En nuestro caso el elemento
de comparacion sera el que se deriva de un flujo calculado con la funcién de corriente que es
conocido. Las expresiones del campo calculado son:

V) aw
(VMG)av

Para comparar con el campo de referencia que seria:

(ler)av
(Vll)e ) av

Se observa que la expresion de la velocidad radial es légicamente la misma.

Haremos tres tipos de calculos de errores. El primero sera el error cuadratico medio, después
otro con el error absoluto estimado como el maximo del valor absoluto de las diferencias y
finalmente se calcula el error relativo que se deriva del caso anterior. Se dibujara el error en



escala semilogaritimica en funcion del nimero de nodos de Lobatto en cada uno de los (3)
casos.

Los cdlculos de error se pueden ver en el programa de Matlab erl.m, er2m, er3.m para los
errores cuadrdtico medio, maximo de diferencias absolutas, y error relativo de diferencias
absolutas respectivamente.

Nota: Estos tres programas anteriores usan a diferencia de los c1-c4 anteriores, las expresiones
para las matrices de derivacidn de Boyd F8. Pag 570 ref. (3). Como ya hemos explicado estas
matrices son iguales a las calculadas en este trabajo, sin embargo sus expresiones son mucho
mas rapidas para el cdlculo.

Error cuadratico medio

En primer lugar calculamos el error cuadratico medio que se obtiene sobre la diferencia
elemento a elemento entre las matrices angulares calculadas por el modelo y las exactas que
son calculadas con la funcién de corriente. Sean:

Matriz angular obtenida por el modelo de este trabajo: VFI(i, )
Matriz exacta derivada de la funcién de corriente: T (i, j)

Definimos e;; = VFI(i,j) — T(i,j)

El error cuadratico medio es:

ECM =

Incluimos a continuacién una tabla de los errores obtenidos para diferentes valores de ny, n,
asi como la representacion semilogaritmica del error en funcién de n; y n,. Se han escogido
para la representacién grafica los valores n;=n,=10,...,40



TABLA DE RESULTADOS-ERROR ABSOLUTO CUADRATICO MEDIO

n1/n2 10 15 20 25 30 35 40
10 0,042 0,044 0,044 0,045 0,045 0,045 0,045
15 0,0121 0,0115 0,0116 | 0,01169 | 0,01173 | 0,01176 | 0,01178
20 0,0077 | 0,00691 | 0,006979 | 0,00701 | 0,00738 | 0,00705 | 0,007068
25 0,0064 | 0,00519 | 0,005235 0,0053 | 0,00528 | 0,00529 | 0,005304
30 | 0,00635 | 0,005137 | 0,005181 | 0,005208 0,0052 | 0,005239 | 0,005249
35| 0,00636 | 0,005145 | 0,005189 | 0,005217 | 0,005235 0,0052 | 0,005257
40 | 0,00637 | 0,005128 | 0,005197 | 0,005225 | 0,00524 | 0,005253 0,0053

Para los tres casos que siguen, representamos graficamente el valor del error en escala

semilogaritmica frente al nimero de experimentos. Tomaremos en la tabla anterior los valores

de la diagonal. N=n;=n,.
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Error como el maximo de los valores absolutos
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EDA = max (abs(eij))
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TABLA DE RESULTADOS-ERROR: MAXIMO DE DIFERENCIAS ABSOLUTAS

n1l/n2 10 15 20 25 30 35 40
10 0,19024 0,21810 0,21158 0,21833 0,21539 0,21833 0,21539
15 0,67450 0,07535 0,07138 0,07502 0,07343 0,07502 0,07414
20 0,02909 0,02789 0,02708 0,02855 0,02788 0,02855 0,02818
25 0,02869 0,02983 0,02902 0,02985 0,02949 0,02985 0,02965
30 0,02791 0,02792 0,02719 0,02788 0,02759 0,02788 0,02772
35 0,02761 0,02705 0,02635 0,02699 0,02672 0,02699 0,02684
40 0,02756 0,02683 0,02611 0,02677 0,02648 0,02677 0,02661
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Error relativo con las diferencias absolutas

Error relativo = max <

@Hm

)

TABLA DE RESULTADOS-ERROR RELATIVO: MAXIMO DE DIFERENCIAS ABSOLUTAS

nl/n2 10 15 20 25 30 35 40
10 | 719,3598 808,8047 | 788,1196 | 809,6474 | 800,2636 | 809,6492 | 804,4387
15 | 35,38601 | 25,9377445 | 22,6909 | 26,5894 | 24,8454 | 26,5916 | 25,6182
20 | 63,46565 | 82,1301211 | 77,6541 | 82,9099 | 80,5686 | 82,9131 | 81,6074
25 | 80,1295 | 35,6407903 | 26,1854 | 27,5054 | 26,9206 | 27,5059 | 57,4344
30 | 84,03437 | 5,2031197 5,160 | 10,2309 6,6764 53923 | 17,5727
35| 176,0575 | 5,5921461 5,5201 5,6231 5,5759 5,6233 5,5969
40 | 506,2738 | 14,369835 8,5969 9,8618 | 11,2955 | 12,6218 | 13,8461

Nota: en la tabla anterior para los casos n;=30y n,=20 asi como los n;=40 y n,=35 se han

rectificado manualmente los valores de error ya que se da la circunstancia de que para esta

geometria hay algunos puntos con una velocidad angular muy cercana a cero. Estos puntos se

han excluido en el cdlculo de los dos experimentos citados.
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8. DISCUSION DE LOS RESULTADOS

El logaritmo del error tanto en términos absoluto como relativos muestra una tendencia lineal
decreciente en funcidn del nimero de nodos de Lobatto. Sin embargo dicha tendencia cambia
cuando n; y n, son del orden de 20, estabilizdndose y no mostrando mejoria.

Si el modelo es correcto el error deberia tender a cero cuando n; y n, tienden a infinito. Si no
se observa este comportamiento puede deberse a errores de redondeo que se cometen en el

algoritmo que hemos calculado. En la eq. 9 hay una matriz inversa (D’Z\T)_lque llega a ser de
orden 20 y mayores en los experimentos del trabajo. Aunque los algoritmos de Matlab para la
inversién de matrices son excelentes, puede ocurrir que la matriz esté ligeramente mal
condicionada y por lo tanto sea fuente de acumulacién de errores.

También hemos observado que los errores relativos son demasiado grandes. Tras una revision
se encontraron casos en los que habia valores cercanos a cero en la velocidad angular, que al
actuar como denominador, eran fuente de problemas.

Encontramos en la literatura este efecto de aplanamiento debido al redondeo de los
ordenadores en J. P. Boyd pag 31 ref 3. El autor encuentra este fenédmeno en el
comportamiento de los coeficientes espectrales. Nosotros hemos encontrado el efecto de
aplanamiento (“plateau”) en la magnitud del error. La explicacién que da el autor es
suficientemente expresiva y la grafica totalmente analoga a las nuestras, por lo que
entendemos que merece la pena reproducirse exactamente:

2.5. ASSUMPTION OF EQUAL ERRORS 31

0
10

10

-10
10

Roundoff Plateau

-15
10

0 20 40 60 80 100

Figure 2.10: Numerically-generated spectral coefficients for a typical function. Let ¢maz de-
note the maximum absolute value of the spectral coefficients a; for all j. Let e denote a con-
stant proportional to the roundoff error or “machine epsilon”, typically around 107'¢ on
most computers, but somewhat larger, perhaps by a factor of 100 or more. Then when the
exact coefficients fall below € amaz, spectral algorithms including interpolation will com-
pute roundoff-corrupted coefficients that will flatten out at roughly an ~ €amaz for all suf-
ficiently large n. (“Roughly” means that coefficients in the “Roundoff Plateau” fluctuate
randomly about the indicated magnitude.)



9. CONCLUSIONES

El método de Colocacién Ortogonal puede usarse como un esquema valido para estimar la
velocidad angular de un flujo plano conociéndose tan solo la velocidad radial. Un caso de
aplicacion de lo anterior es el flujo sanguineo en el corazén del que se conoce solo la velocidad
radial transmitida por un ecégrafo.

El error disminuye exponencialmente hasta un nimero de nodos de Lobatto del orden de 20.
En la literatura hemos encontrado que este problema es normal y no se debe a ningln error en
los cdlculos. Se podria intentar optimizar este error de redondeo, quiza consiguiendo como
dice J. P. Boyd en ref 3 pag 31 (véase discusion de los resultados) una mejora del orden de 10?
pero no mucho mas.

El modelo de este trabajo podria aplicarse a datos reales provenientes de un ecdgrafo cardiaco
tal como se hace en la ref 1. No se ha hecho por la falta de tiempo debido al gran esfuerzo
hecho tratando de optimizar los errores del modelo.
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ANEXOS

Se incluyen tres anexos:
ANEXO 0: indice de programas. Los programas mencionados se adjuntan aparte.

ANEXO 1: Comportamiento de las matrices de derivacidén con una funcién conocida. Andlisis
grafico

ANEXO 2: Funcién de corriente, deduccion de expresiones y geometria del dominio.

ANEXO 0

indice de programas

c1: Permite probar la matriz derivada D sobre funciones columna bésicas como [1], [x], [x’]
c2: Permite probar la matriz inversa D sobre [x].

3: Dibuja el campo de velocidades de la funcién de corriente donde la variable angular
calculada que llamamos VM (“velocidad-del-método”).

lob1: Calcula y muestra graficamente como opera la matriz derivada de grado 1: D sobre una
funcién predeterminada. Los puntos son los resultados del célculo, y la linea continua el
resultado analitico.

lob2: Calcula y muestra graficamente como opera la matriz derivada de grado 2: D" sobre una
funcién predeterminada. Los puntos son los resultados del cdlculo, y la linea continua el
resultado analitico.

erl: Calcular el error cuadratico medio

el: Dibuja la grafica correspondiente a erl

er2: Calcula el error como el maximo de diferencias absolutas

e2: Dibuja la grafica correspondiente a er2

er3: Calcula el error relativo en tomando como base el error de maxima diferencia

e3: Dibuja la grafica correspondiente a er3



ANEXO 1

Analizamos el comportamiento de las matrices de primera y segunda derivada aplicado a una
funcién concreta, exponiendo graficamente los resultados. Se parte de la siguiente funciony
sus derivadas:

f(x) = 2sen(11x) + 3 cos(13x) + 5sen(17x)
'™ = 22cos(11x) — 39 sen(13x) + 85cos(17x)

f"(x) = —242sen(11x) — 507 cos(13x) — 1445sen(17x)

Mostramos de modo grafico los resultados de la primera derivada-en puntos rojos-
comparandose con los datos exactos-en linea continua color azul. El programa que realiza
estos calculos es: Lobl.m (de Lobatto-1 derivada)

150 -

100

50

£ (%)
o

-50

-100

_150 [ [ [ [
-1 -0.5 0 0.5 1

f(¥Y)=2sen(11x)+3cos(13x)+5sen(17x) // n=20

Se observa alin un pequefio desalineamiento en los puntos extremos
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f(X)=2sen(11x)+3cos(13x)+5sen(17x) // n=24

r r r

-150

-05 0 0.5
f(X)=2sen(11x)+3cos(13x)+5sen(17x) // n=32



La alineacidén de todos los puntos, incluidos los extremos, ha mejorado haciéndose

indistinguible de la funcidn analitica.

Veamos aho

ra un ejemplo para la segunda derivada. El programa que realiza estos calculos es

Lob2.m (de Lobatto-2-derivada)
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f(X)=2sen(11x)+3cos(13x)+5sen(17x) // n=20
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-0.5 0 0.5
f(X)=2sen(11x)+3cos(13x)+5sen(17x) // n=24

r r r

-05 0 0.5
f(X)=2sen(11x)+3cos(13x)+5sen(17x) // n=32



La alineacidén de todos los puntos, especialmente los extremos, ha mejorado haciéndose
indistinguible de la funcidn analitica.

ANEXO 2

Funcién de corriente, deduccion de expresiones y geometria del dominio.

Para deducir como cambian los vectores, partimos de que dos vectores deben ser iguales
independientemente del sistema coordenado en que se expresen:

U = v,.(r,0)U, + vy (r,0)uy

U = vy(rcos(0), rsen(0)) (T U, )u, + vy (rcos(8), rsen(0)) .U, ),
+vy(rcos(9), rsen(6))(Lig)tg + vy(rcos(G),rsen(@))(]_fﬁg)ﬁg

Por otra parte se tiene que:

.U, = cos(6)
J.u, = sen(0)
LUy = —sen(0)

J-ug = cos(0)

Sustituyendo arriba:

V= vx(rcos(Q),rsen(@))cos(e)ﬁr + vy(rcos(e),rsen(@))sen(@)ﬁr
+vy(rcos(9), rsen(8))(—sen(6) )uy + vy(rcos(e),rsen(e))cos(é?)ﬁg

De donde se deducen estas dos ecuaciones:



v(r,0) = vx(rcos(e),rsen(Q))cos(G) + vy(rcos(B),rsen(@))sen(@)

vg(r,0) = —vx(rcos(G),rsen(9))sen(9) + vy(rcos(G),rsen(Q))cos(@)

Volvamos con la funcién de corriente del comienzo:

A

v= 1
1+ 5z [ = %)% + (v = 31)?]

Y llamemos “D” al denominador para abreviar notacidn

D=1 +W[(X —x1)% 4+ (v —y1)?]
24
¥ gz )
Ve = dy D2
24
oY ARz (x —x1)
WS T bz
xq =108 (61)
y, = rysen (6,)
24 24
~ARZ (rsen(6) — y;1) ARZ (rcos(8) — x4)
vy = Dz cos(0) + D2 sen(0)

—rsen(0) cos(0) + y, cos(0) + rcos(0)sen(8) — x,sen(f) =

r; (sen(6;) cos(8) — cos(8,) sen(9)) = rysen(6; — 0)



Por lo tanto finalmente:

24
v = ersen(e1 - 0)

Calculamos ahora la velocidad angular

(=) 2 - x)
Vg = ARZTSGH(Q) + ARZT COS(@)
Vo = 1paps [(rsen(8)—y;) sen(0) + (rcos(6)—x;) cos(6)]

rsen?(0) — y;sen(8) + rcos?(8) — x; cos(8) = r — (x1 cos(8) + y,sen(8))

x1 cos(0) + y;sen(8) = ry cos(6,) cos(0) + rysen(6,)sen(0)
=11 (cos(8;) cos(8) + sen(6;)sen(9))
=1, cos(6; — 0)

24

= W [T — 1, COS (91 - 9)]

Vg

Finalmente expresamos D como funcion de (r, 6)

1
D= 1+m[(x—x1)2+(y—y1)2]

Observamos que en el segundo miembro aparece la distancia entre dos puntos, que es
conocida en coordenadas polares, o también se puede calcular facilmente como
haremos aqui:

(x — x1)? =1%c0s%(0) + rfcos?(68;) — 2ryrcos(B)cos (6,)



(y —v1)? = r2sen?(0) + rZsen?(0,) — 2r;rsen(8)sen (6;)

(x—x)%+ @ —y)?=r2+12—2rrcos(6; — 6)

1
D=1+ VD [r? +rf — 2ryrcos(6; — 6)]

Reuniendo las tres expresiones:

vy r,sen(6, — 0)

— AR?

24

= AR2p2 [r — 1y cos(6; — 0)]

Vg

D=1+-—=[r?+1?—2nrrcos(8; — 6)] 5

1
vl

Deduccién alternativa expresando la funcion de corriente en coordenadas polares

Sea Y= Y(r,0) la funcion de corriente en polares, se cumple que:

_1o¥
"r—rae
oY

Vo =G0

Ya hemos calculado la funcién D=D(r,8), por lo tanto:

A A
"~ D(r,9)

Y =

1+ [r2 + 12 — 2ryrcos(8, — 6)]

1
AR?



Basta sencillamente derivar:

oW  —AdgD
960 D2
1
0gD = 2rr(—sen(6; — 9))W
“10Y _ 24n o g
Ur =790 ~ agzp2 S —6)
v 2A
v, = —E:W[T—HCOS(@ - 0)]

Son las mismas expresiones que se obtuvieron con el calculo anterior.

Dominio para la funcién de corriente (sector circular)

Un triangulo perfectamente encajado en el cuadrado, es decir con el vértice sobre uno de los
lados tendria un angulo fi tal que:

) 50
Omax = fi = arctan (m) = 0,46365

Como la ubicacidn del ecégrafo estara en el exterior de este cuadrado, para simular esta
geometria buscaremos un valor de fi menor que el anterior como se ve en el siguiente dibujo.



fi

50 100

Fijamos 68, =0,45 y determinamos los valores de rmin Y Mmax

ysen(0,45)=50 - y=114,95 > x=103,51

Observemos ahora la parte superior del triangulo en el siguiente dibujo

3,51

El menor r que podemos escoger para el sector circular es 3,89 y el r maximo 103,51.



Escogemos:

6, =0,45
rmm=10

Mmax=100

Solo nos queda determinar la regién de variacién del dngulo, alrededor del eje —y de modo
simétrico.

El 4ngulo variard entre -0,5m-0,45 y -0,5m +0,45

Zona de variacion del angulo: [-0,51-0,45, -0,5m +0,45]



