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Resumo — O Método dos Elementos Finitos ¢ um dos métodos mais conhecidos para discretizagdo de equagdes
diferenciais parciais, mais na sua forma padrao, conhecido como Galerkin, ndo apresenta um comportamento
satisfatorio quando aplicado a equagdes convectivas-difusivas com o coeficiente difusivo menor que o
convectivo para malhas menos refinadas. Neste trabalho, um estudo de trés variantes do Método dos Elementos
Finitos (Galerkin, Petrov-Galerkin e Minimos Quadrados (LSFEM — Least Squares Finite Element Method))
aplicados ao problema convectivo-difusivo ¢ apresentado. A escolha destas trés aproximagdes ndo ¢ arbitraria,
mas baseada nas relagdes entre elas. A formulagdo para cada método ¢ apresentada, bem como a comparagao
dos resultados numéricos para quatro aplicagdes.

Palavras-Chave — Convecgdo-Difusdo, Elementos Finitos, Galerkin, Petrov-Galerkin, Minimos Quadrados.

1. INTRODUGCAO

Atualmente, ap6s mais de quatro décadas do desenvolvimento do Método dos Elementos Finitos, pode-
se dizer que nenhuma aproximacdo universal para os diferentes problemas da Mecanica dos Fluidos e da
Transferéncia de Calor foi encontrada, nem qualquer formulagdo especifica tem apresentado bons
resultados para um dado problema variando-se os parametros fisicos. No caso particular dos problemas de
transporte convectivo-difusivo, geralmente encontra-se bons resultados para problemas com termos
difusivos predominantes, 0 que nem sempre ocorre em situagdes convectivo dominante.

Neste trabalho, um estudo de trés formula¢des numéricas: Galerkin, Petrov-Galerkin ¢ Minimos
Quadrados ¢ aplicado para o problema convectivo-difusivo apresentado, destacando-se o caso de
problemas com termos convectivos dominantes.

Primeiramente, sera considerado o método de Galerkin. Este ¢ um dos métodos de residuos ponderados
e tem sido usado com sucesso em muitas aplicacdes da engenharia, especialmente em Mecanica dos
Soélidos. No entanto, este método torna-se instavel e leva a solugdes oscilatorias quando aplicado em
problemas convectivos dominantes.

O método Petrov-Galerkin consiste em introduzir um termo adicional de estabilidade nas fun¢des peso
considerando a direcdo do vetor velocidade, resultando assim um método de boa estabilidade.

O método de Minimos Quadrados €, geralmente, usado para obter solu¢des precisas a partir de
operadores diferenciais de primeira ordem. Este método, independente do operador ser auto-adjunto ou
ndo, conduz a matriz simétrica e positiva definida, o que ¢ desejavel do ponto de vista de solucdes
numéricas.
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Um estudo da formulagdo e dos fundamentos tedricos dos trés métodos € apresentado. Estas relagdes e
o comportamento das trés aproximagdes numéricas, em problemas de transporte convectivo dominante,
sdo apresentados através de algumas aplicagdes numéricas. Finalmente, nas conclusdes resumem-se as
observagdes mais importantes analisadas neste trabalho.

2. EQUACAO MODELO

Introduz-se aqui um estudo numérico da solugdo da equagao diferencial parcial que modela o fendémeno
convectivo-difusivo unidimensional genérico, definido no dominio @ =Qx = R, Q, =R (Qe E
sendo dominios unidimensionais limitados e fechados), descrito como,

2
T | 2T

" pwe +oT(X )+ F(X)—y

OT(x,t)
OX =0 M

na qual assume-se ¥, Kk, ¢ e y sendo constantes reais, xeQ=[a,b] e te=E=[t,t;], sendo t; o

instante inicial de tempo e t; o instante final de tempo. Essa equacao esta sujeita as condi¢des de contorno
de primeiro e segundo tipo bem como a condigdo inicial. Apenas por simplicidade define-se T =T (x,t) e
f=1f(Xx).

O primeiro passo adotado neste trabalho foi a discretizagdo no tempo da equacgao (1), sendo adotado o
Método Cranck-Nicolson (estavel; O(At*); [1]), método este, pertencente a familia de aproximagio o
como serd apresentado posteriormente.

A seguir, serdo apresentadas as formulacdes pelos Métodos de Galerkin, Petrov-Galerkin e dos
Minimos Quadrados. Ao final s3o apresentadas as quatro aplicagdes numéricas e suas respectivas
conclusdes.

3. DISCRETIZACAO NO TEMPO

A equagdo unidimensional que serd avaliada neste trabalho ¢ uma equagdo parabdlica, ou seja, uma
equagao de primeira ordem no tempo e segunda ordem no espago.

O método utilizado neste trabalho para discretizagdo no tempo da equacgdo (1), ¢ um método da familia
de aproximagdo o, no qual uma média ponderada da derivada em relagdo ao tempo da variavel
dependente ¢ aproximada por dois passos consecutivos no tempo, ¢ através de uma interpolagdo linear

dos valores da variavel para os dois passos
st gvs
Z—l:zw}m%z(l—a){lj}s+a{U}S+l,para0£oc£1. (2)

ts+l

Sendo { }* referindo-se ao valor das variaveis no passo “s” e At™! = —t° € o (s+1)-ésimo passo no

tempo.
Para este trabalho sera utilizado o Método de Crank-Nicolson onde o = 1/2.

4. DISCRETIZACAO NO ESPACO

4.1. Método de Galerkin

Inicialmente fazendo-se a discretizagdo no tempo da equagdo (1) obtém-se uma nova equacdo da
seguinte forma,

y ~ S+l 2= = s
Lﬂtﬂo{kd T +¢f-y‘”ﬂ iy +|:A£tf+(l—a)[kd T +¢f—7d—TH 0. @

dx? dx dx? dx
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Nota-se que ap0s a discretizacdo no tempo a equagdo (3) trata-se de uma equagao diferencial ordinaria.
Ap6s a discretizagdo no tempo, deve-se iniciar a discretizagdo no espaco, aproximando a fungdo T pela
aproximacao espacial T , para o qual

NNés A

T~T%=) N/T; 4
j=1
na qual N4 ¢é o nimero de n6s em cada elemento.
Logo em seguida usando a equagdo (3) definir um residuo na forma
d>f at )| d>f af )|
Ve o Y+ F

R=|-—T+a|k + T —y— +f+=T+(0-a)k + T —y— 5
{At { dx? 17 dx ﬂ l:At ( ){ dx? 1=y dx j] ©®)

Sendo assim ¢ possivel iniciar a introducdo da aproximacdo pelo Método de Galerkin, na qual ¢é
necessario definir a formulagdo variacional do problema genérico (6), como segue: Deve-se encontrar

T¢eV®(no qual V¢ e C3(Q)) tal que
ervadgzo, W eVE, i=12,. Ny (6)

A equagdo (6) sera valida para qualquer v{ =N,, i=1.2,..,Ny,, ou seja, no Método de Galerkin a

funcdo peso ¢ assumida como igual a funcdo de interpolacdo. Utilizando a equacdo (4), e fazendo-se as
devidas integra¢des sabendo-se que as variaveis T>° ja sdo conhecidas do passo de tempo s, sendo T*° o
valor da funcdo T no elemento e para o passo de tempo S, obtém-se o seguinte sistema matricial

[KJi7e§= {F)- [B] T ™
na qual
dN; dN

. . dN
__ AN T v N.dO — et
Ky = J'Qeak dx dx dQ+IQe(At+a¢JNINJdQ Igea}/N, dx o, ®

_ dN; dN; 4 dN;
B, _—er(l p kWFdQ+Ine(A_t+ (1—a)¢)NideQ—IQe(l —ay N o, )

F = —J.Qe f N;dQ + contribuigdo do contorno.  (10)

com i, j=12,...,N

ooy NGs *

4.2. Método Petrov-Galerkin

No Método de Galerkin, as fungdes peso sdo continuas sobre o interior do elemento. Na formulagio
pelo Método Petrov-Galerkin, entretanto, sao admitidas fun¢des da forma [2],

W; =N; + /vau (11)
sendo que N; as mesmas fungdes utilizadas em (6) e W, ¢ tal que

vVidQ:iE (12)
o 2

sendo h a distancia absoluta entre dois nos e o sinal de + h/2 depende do sinal de y.
Algumas formas de W, sdo possiveis, neste trabalho sera utilizada a seguinte fun¢do descontinua,
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h dN; (sinal de y) (13)
X

W = gh N
W, =022

No caso em que a = 0, obtém-se o Método de Galerkin. Para 8 # 0, deve-se escolher um valor 6timo,
dado por

1
6|= 6, =coth | Pe|-—— 14
|01= O | Pel Pe| (14)
com
hy
Pe=—" 15
K (15)
Neste trabalho ndo ¢ feita qualquer analise sobre otimizagdo ou adaptagdo de malha, assim, considera-
se h=h;, onde h, =x,, — %, i =12,..,Ny —1. O que implica em um tUnico valor para Pe (constante de
Peclet) e conseqiientemente um tnico valor para 6, .

Sabendo-se que na formulagdo o Método Petrov-Galerkin ¢ andlogo ao Método de Galerkin a menos da
fun¢do peso, tem-se o seguinte sistema matricial

[H]T = (F}- [T (16)
na qual

dm; dN; v dN;
Hy =] @ kKFdQ+J‘Qe[E+a¢jMideQ—jgea;fMinQ, (17)

_ dm, dN; v dN;
P; _—er(l—a)kWnguIQQ(A—tm—a)¢jMideQ—er(1—a)y M- hdQ, (18)

F=- j . T M;dQ + contribuigio do contorno. ~ (19)
com i, j=1,2,...,; Ny -

4.3. Meétodo de Minimos Quadrados
O terceiro método de aproximagdo utilizado neste trabalho ¢ o Método dos Minimos Quadrados.
Primeiramente, adiciona-se uma variavel adicional no problema através da seguinte equacao,

g, =-k— (20)

com isso o problema deixa de ser representado por uma equagdo diferencial de segunda ordem, para ser
representado por duas equagdes diferenciais de primeira ordem. Para isso, substitui-se a equagdo (20) na
equacao (1), obtendo assim o seguinte sistema de duas equagdes diferenciais a duas incognitas

aT &g, ot

X 4 pT+f—y—=0 21

a o ? - @h
or

ko 22

a, e (22)

Agora deve-se fazer a discretizagdo no tempo da equagdo (21), resultando no seguinte sistema:

~~ s+ ~~\S
v = og, o~ o of v & A 5,7
Vo - D gf O | YT s ma) - Dy gf - 20| <0 23
Lt W( x yaxﬂ " +Lt + a)( x yaxﬂ =
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g, +k—=0 (24)

Sendo T e G, aproximagdes espaciais respectivamente de T e ., pode-se escrever as seguintes
equacdes residuais das equagoes (23) e (24),

A S+l A N S
Rlz{ﬂerO{ 8qx+(/ﬂ._ TJ:I +f+{lf+(l—a)(—aqx+¢f—7ﬂﬂ (25)
At At X X

ot
R +k— 26
, =0, + o (26)

A idéia basica do Método dos Minimos Quadrados ¢ de determinar Teeve® que seja um minimizador
do funcional [3],

|(R1,R2):IQRfdQ+jQR§dQ 27)

ou seja, na primeira variacao de T obtém-se,

A(R,R,) = ngéRl.RldQ + 2anR2.R2dQ =0 ou jﬂéRl.RldQ + jQ(SRZ.RZdQ =0 (28)
Considerando-se as seguintes aproximagdes em cada elemento
N A Nigs . N s
T~Te =Y NS ed,~a;=> Nid5;. (29)
j=1

j=1

fazendo-se todos os algebrismos necessarios e tendo como conhecido todos os T ¢ G;°, obtém-se o
A B Fe,s+l F D E Ce.s+l

) T L T (30)
B C Q§ ,S+1 FZ H G qf\i LS+l

. dN dN-
Aﬁj:jge{[%m(;sjm dd'\)'('} K%+a¢jN —ay dxl}ukz dd'\)'(' dx’ }dQ (1)

seguinte sistema matricial

no qual

3 v ~__dN; B dN; dN;
Bij_jge{[&mqﬁjm ay—dx}x[ a—1> dx ko ENj 0 (32)
_ 2 AN; dN;
C, _jg{a ol gl HNN o (33)

dN; dN;
D=, {[(Alt + a¢jNi - ayd—x'} x K_ Aﬂt +(1- a)¢jN = (1= a)yd—xl}}dg (34)
dN;
E; = IQQ {KA% + a¢jN. —ay dd’\)'( } x {_ (-a)— }}dg (35)
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_ dN .
Gy=],s {“ddix} { ¢ ‘“HT’}}"Q o
_ dN.
H,; ZIQE{[OC%}H—%HFOC)@NJ. —(1—a)yd—x‘}d9 (37)

__ v 9N
o= ][ - B o
|:2i :jge f xa—ddx Q (39)

A B
Com A; >0 e C;; >0, a matriz {BT C} ¢ simétrica e positiva definida.

5. APLICACOES NUMERICAS E DISCUSSOES

Todos os coeficientes envolvidos nos sistemas matriciais (7), (16) e (30), estdo descritos em funcdo da
coordenada espacial X. Neste trabalho sera utilizado o método de Quadratura de Gauss [4] para calcular as
integrais encontradas nos sistemas matriciais, para isso, ¢ necessario reescrever as integrais nos termos
das coordenadas locais & (—1< &£ <1). Serdo utilizadas fungdes de interpolagdo para elementos com
dois e trés nos (elementos de Lagrange), as mesmas podem ser encontradas em [5].

Para analise do erro cometido na solugdo numérica serdo utilizadas as normas L, e L, do erro na
solu¢do de T e de OT/Ox onde a norma L, fornece uma medida global do erro em todo o dominio,

enquanto que a norma L fornece uma medida pontual, ou seja, fornece o maior erro em todo o dominio.

Aplicacdo 1: Conveccdo-Difusdo com condi¢bes de contorno do primeiro tipo e com solucéo
analitica representada por uma funcéo exponencial

Nesta primeira aplicacdo um caso em regime permanente sera estudado. Para isto, nos sistemas
matriciais (7), (16) e (30), basta considerar ¥ =0 e a =1 para a formula¢do ser compativel com um

problema convectivo-difusivo em regime permanente. A seguir, a equagdo governante, as condigdes de
contorno ¢ a solugdo analitica para esta aplicagdo:

2
Equacio Governante: IOd—T—lO‘1 d I =0
dx dx
Dominio: 0<x<1 Condicdes de Contorno: T(0)=0 e T(1)=1

Solugdo Analitica: T(x) = L exp(100x)+d e areg = cexp(100x)
100 dx
10 c

noqual c=——— e d=———.
exp(100) —1 100

Nesta aplicagdo, tem-se um problema convectivo-difusivo, no qual o coeficiente que acompanha o
termo convectivo ¢ 100 vezes maior que o que acompanha o termo difusivo. Primeiramente, apresenta-se
as solugdes numéricas de T e dT/dx para h=0,1 at¢ h=0,001. Logo em seguida apresenta-se uma

avaliagdo das normas L, e L, do erro no computo de T e dT/dX para alguns valores de h.
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Fig. la-b. Solugdes numéricas de T para h=0,1 (a esquerda) e h=0,001 (a direita).
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Fig. 2a-b. Solugdes numéricas de OT/0X para h=0,1 (a esquerda) e h=0,001 (a direita).
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Fig. 3a-b. Normas L, (a esquerda)e L, (2 direita) do erro na solu¢cdo numérica de T.

Analisando as Figuras la-b e 2a-b, é possivel perceber que para o caso no qual h=0,1, Fig. 1a ¢ Fig. 2a
a solu¢do numérica apresenta grandes oscilagdes para os trés métodos, enquanto que para h=0,001, Fig.
1b e Fig. 2b, os trés métodos propostos fornecem bons resultados.

A partir das Figuras 3a-b e 4a-b nota-se que o Método dos Minimos Quadrados s6 nao apresenta
melhores resultados que os Métodos de Galerkin e Petrov-Galerkin na avaliacdo da norma L, do erro na
aproximac¢do de T. Nota-se também que o Método Petrov Galerkin da melhores resultados para
—log(h) <2, depois perde eficiéncia.
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Fig. 4a-b. Normas L, (a esquerda) e L, (a direita) do erro na solugdo numérica de dT/dx.
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Fig. 5. Analise da convergéncia da solugdo numérica.

Na Fig. 5, procura-se ilustrar a andlise que deve ser feita nas figuras de normas de erro apresentadas
neste trabalho.

A Fig. 4b foi dividida em duas partes, Fig. 5. Na parte 1, P1, os resultados demonstram que o logaritmo
negativo da norma do erro é menor que zero, o que implica que o erro propriamente dito € maior que 1. Ja
na parte 2, P2, localizam-se os pontos no qual o erro ¢ menor que 1. Portanto, quanto menor for o erro,
maior sera o logaritmo negativo deste erro. Em outras palavras: a convergéncia da solugdo sera melhor
para as curvas mais ao alto na figura, bem como aquelas com maiores coeficientes angulares. Na Fig. 4b,
por exemplo, pode-se concluir que ja no terceiro ponto da anélise, h=10", o Método dos Minimos
Quadrados ja apresenta um bom resultado, além disso, quanto mais refina-se a malha menor ¢ o erro, ou
maior ¢ o logaritmo negativo do erro. O mesmo ndo acontece com os Métodos de Galerkin e Petrov-

Galerkin, que s6 apresentam resultados minimamente razoaveis nos dois ultimos pontos, h=1,66x10" ¢
h=10".

Aplicacéo 2: Difusdo Pura Transiente

Nesta aplicacdo apresenta-se um problema transiente puramente difusivo governado pela seguinte
equacao diferencial,
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Fig. 6a-b. Normas L, (a esquerda) e L, (a direita) do erro na solugdo numérica de T.
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Fig. 7a-b. Normas L, (a esquerda)e L, (a direita) do erro na solugdo numérica de OT/0X.

OT(X,t) 0T (x,t)
ot ox?

com X €[0,1] e t >0, e as seguintes condi¢des de contorno e inicial,

oT (X,1)

=0, T(Lt)=0 e T(x,0)=-10
OX

x=0

A solucdo analitica deste problema ¢ dada por,

T(x,t) = —202 ( Bl) tcos(B,X) e aT(X Y 202( 1)"e Pt sen(4, ),
n=0 n
(@n+1) ~ [ .
naqual B, =———=7x com n=1,2,3,...,00. Esta solucdo analitica pode ser encontrada em Arpaci (1966),
pagina 273.

Com o intuito de analisar as normas L, e L, do erro das solugdes numéricas dos Métodos de Galerkin
e dos Minimos Quadrados comparados com a solu¢do analitica da equacdo diferencial, serdo

considerados h e At no intervalo 10" <h=At<107. As figuras a seguir apresentam resultados da
analise das normas do erro nas simulagdes numéricas pelos Métodos de Galerkin e dos Minimos
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Fig. 8. Norma L, do erro/(n° total de n6s na malha) para oT/0x.

Quadrados. Nao foi feita a simulagdo numérica pelo Método Petrov-Galerkin pois no fenomeno de
difusdo pura este método ¢ idéntico ao de Galerkin, visto que y = 0.
Analisando as Figuras 6a-b e 7a-b, pode-se concluir que quanto menor o At, menor sdo as normas L, e

L, do erro para a funcdo T, na qual o Método dos Minimos Quadrados apresenta resultados ligeiramente
melhores em ambas as normas. Ja com relagdo as normas L, e L, do erro para 0T/0X, ambos os métodos

apresentam resultados praticamente inalteraveis conforme o refinamento da malha, com a ressalva que,
para este caso o Método de Galerkin apresentou melhores resultados. Este fato ¢ freqiiente em algumas
aplicagdes, na qual o “ganho” com o refinamento da malha ndo ¢ suficiente para apresentar melhora
significativa nas normas L, e L_, visto que com o refinamento da malha ocorre o aumento do niimero de

noés. Para ilustrar de maneira mais clara este fato, a seguir, apresenta-se uma figura onde divide-se o valor
da norma L, pela quantidade de nds em cada malha. Por exemplo, malhas com 50 elementos de 3 nos

cada, implica em um total de 101 nos, logo divide-se o valor da norma L, desta malha por 101 nds. Os
resultados sdo apresentados na figura a seguir (Fig. 8).

Aplicacéo 3: Conveccgdo-Difusdo Transiente com condic¢des de contorno de primeiro tipo

Nesta aplicagdo apresenta-se um problema convectivo-difusivo com termo convectivo dominante,
governado pela seguinte equacao diferencial parcial,

2
oT (x,1) 10" 0 T(>2<,t) 10 oT (x,1)
ot OX OX

com X e[0,1] e t>0, e as seguintes condi¢des inicial e de contorno,
T(x,00=1, TO,t)=0 e T(,t)=1.

Com o objetivo de analisar o comportamento da solugdo numérica de T e OT/0x ao longo do tempo,

nesta aplicagdo sera adotado h=At =107 (500 elementos com 3 nos cada e 1000 passos no tempo, visto
que o ultimo instante no tempo adotado sera t=1). As figuras a seguir apresentam resultados das
simulagdes numéricas pelas trés formulagdes de Métodos dos Elementos Finitos propostas neste trabalho.

A partir das Figuras 9a-b a 12a-b observa-se que as solu¢des numéricas de T e de J0T/OX dos trés
métodos adotados tendem a solucdo analitica no regime permanente ao longo do tempo para a malha
adotada, a menos da solugdo de dT/0x pelo Método dos Minimos Quadrados, que no ponto X =0, produz
um resultado divergente da solucdo analitica.
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Fig. 9a-b. Solucdes Numéricas de T para t = 1073 (a esquerda) e t = 0,005 (a direita).
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Fig. 10a-b. Solugdes Numéricas de T para t = 0,01 (a esquerda) e t =1 (a direita).
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Fig. 11a-b. Solugdes Numéricas de OT/0X para t = 1073 (a esquerda) e t=0,005 (a direita).
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Fig. 12a-b. Solugdes Numéricas de 0T/0x para t =0,01 (a esquerda) e t =1 (a direita).
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Fig. 13a-b. Solugdes Numéricas de T para t = 1073 (a esquerda) e t=0,005 (a direita).
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Fig. 14a-b. Solugdes Numéricas de T para t =0,01 (a esquerda) e t=1 (a direita).
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Fig. 15a-b. Solugdes Numéricas de OT/Ox para t = 1073 (a esquerda) e t=0,005 (a direita).
20 12
16 -
—— Bolugio Estado Permanente ; 4] —*— Bolugfio Estado Permanente
—o— Galerkin 12 4 —o— Galerkin
10 —a— Petrov-Galerkin 10 —a— Petrov-Galerkin
- —x— L3FEM % . —w— L3FEM
5 = %
= 3
2 ER
3 k-]
-] 4
o 2]
Ad| i FErrrrer T Ty rer rr sy T e T T
.z 4
4]

0,0 0.2 04 0.6 0.8 1,0 0.0 0z 0.4 0.6 08 1.0

X X

Fig. 16a-b. Solugdes Numéricas de 0T/0x para t =0,01 (a esquerda) e t =1 (a direita).

Aplicacgdo 4: Convecgao-Difusdo Transiente com condic¢des de contorno de primeiro e segundo tipo

Nesta aplicacdo apresentam-se solugdes numéricas ao longo do tempo do problema com a mesma
equagdo governante da aplica¢do 3, mas com as seguintes condi¢des de contorno e inicial,

oT (x,1)
OX

T(,t)=1, =15 e T(x,0)=2

x=1

naqual xe[0,1] e t>0.

O objetivo desta aplicagdo ¢ analisar o comportamento da solugdo numérica pelos Métodos de Galerkin,
Petrov-Galerkin e dos Minimos Quadrados ao longo do tempo para um problema com uma das condic¢des
de contorno sendo de fluxo prescrito. Para esta aplica¢do serd adotado h=2,5x10" e At=10" (200
elementos com 3 nos cada e 1000 passos no tempo, visto que o ultimo instante no tempo adotado também
sera t=1)

Assim como na aplicagdo 3, as solugcdes numéricas de T dos trés métodos tendem ao longo do tempo a
solugdo analitica no seu estado permanente (Figuras 13a-b a 16a-b). O mesmo acontece com as solugdes
numéricas de OT/Ox pelos Método de Galerkin e Petrov-Galerkin, entretanto, o Método dos Minimos
Quadrados apresenta oscilagdes numéricas localizadas proximas a extremidade X =0, Fig. 16a-b.
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6. CONCLUSOES

O M¢étodo de Galerkin apresentou bons resultados para as duas aplicagdes apresentadas neste trabalho,
visto que a malha adotada foi refinada o suficiente para amenizar as oscilagdes que o método
normalmente apresenta. Mas quando o problema deixa de ser unidimensional e passa a bidimensional (ou
até mesmo tridimensional), o refinamento da malha nem sempre serd possivel, dificultando assim o uso
do método para a solucdo de problemas convectivo dominantes. Para isso, uma alternativa é o uso do
Meétodo Petrov-Galerkin que nada mais ¢ que uma melhoria do Método de Galerkin, na qual este método
consiste em introduzir um termo adicional de estabilidade na dire¢do do vetor velocidade nas fungdes
peso (upwind). Em todas as aplica¢des, o0 Método Petrov-Galerkin obtém bons resultados, porém, possui
um alto custo, pois quando aplica-se o termo adicional de estabilidade este devera ser analisado elemento
a elemento. Neste trabalho o método Petrov-Galerkin ndo apresentou grandes custos, por ser utilizada
uma malha homogénea, ou seja, nds eqiiidistantes, ¢ o problema sendo unidimensional. Por fim, o
Método dos Minimos Quadrados (LSFEM) mostra-se uma ferramenta muito satisfatoria, pois o mesmo
apresenta solucdes suaves, sua matriz global tem como caracteristica ser simétrica e positiva-definida,
facilitando assim o célculo do sistema linear e a partir da alternativa de inserir uma varidvel adicional, q,,

. , o . T (x,t)
¢ possivel obter imediatamente o valor do fluxo, visto que Q, = —ka— , enquanto que para os outros
X

dois métodos seria necessario uma recuperacao do fluxo.
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GALERKIN, PETROK-GALERKIN AND LEAST SQUARES FOR SOLUTION OF
TRANSIENT CONVECTION-DIFFUSION

Abstract — The Finite Element Method is one of the most known methods for discretization of partial
derivatives, however in its standard form, known as Galerkin. This last does not present a satisfactory behavior
when applied on convection-diffusion equations with the diffusion coefficient smaller than the convective for
less refined meshes. In this work, a study of three variants of the Finite Element Method (Galerkin,Petrov-
Galerkin and Minimum Squares - LSFEM -Least Squares Finite Element Method) are presented to the
application at a convective-diffusive problem. The chosen approximations are not arbitrary, but due the
relations among them. The formulation of each method, is presented, as well as the comparison among the
numerical results for the four applications.

Keywords — Convection-Diffusion, Finite Element, Galerkin, Petrov-Galerkin, Least Squares.



