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Resumen — En los dltimos afios, muchos autores han estudiado el comportamiento dindmico de las torres utili-
zadas en ingenieria de viento. En particular, una publicacion de reciente data hace conocer el calculo de las
frecuencias naturales de vibracion de una torre en alta mar, de seccion constante y parcialmente sumergida en
el agua, con vinculos elasticos en la base y una masa excéntrica con inercia rotacional en la parte superior.
Como un avance de esa idea original, y con el fin de optimizar el proceso de calculo, el objetivo del presente
trabajo consiste en determinar las frecuencias naturales de una torre ubicada sobre la costa, de seccién variable
con directriz exponencial, tomando en cuenta la variacion de los vinculos a rotacion y traslacion en la base, asi
como el valor de la masa excéntrica con su inercia rotacional en el extremo libre. El empleo de la metodologia
expuesta, en los ejemplos analizados, corroboran la aplicabilidad del procedimiento exacto para la solucién de
la ecuacion diferencial gobernante. Especificamente, adquiere relevancia la coincidencia de los resultados ob-
tenidos, con aquellos hechos conocer en estudios previos, para el caso de una torre de seccion constante.

Palabras clave — Torre sobre la costa, vibraciones libres, seccion variable, masa excéntrica.

1. INTRODUCCION

Las torres de conduccidn eléctrica, antenas y estructuras sobre la costa estan sujetas a varias cargas di-
namicas como el viento, las corrientes, las ondas, y por Gltimo, en regiones sismicas, a la accion de los
terremotos. El estudio de la respuesta dindmica a estas solicitaciones se basa en el andlisis preliminar y
posterior evaluacion de las vibraciones libres y formas modales de vibracién de los elementos mencio-
nados.

Estos tipos estructurales pueden ser asimilados al esquema de viga Euler-Bernoulli o Timoshenko, de
seccion uniforme o variable con la altura, con vinculos perfectos o elasticos en la base, o también, sujeta
a la accion de amortiguadores concentrados, con el aditamento de masas concentradas excéntricas, con o
sin inercia rotacional, ubicadas en el extremo libre.

La literatura cientifica de esta tipologia estructural es muy rica en trabajos. Se parte del analisis dina-
mico de una estructura en forma de ménsula de seccion uniforme con una masa concentrada en el extre-
mo libre [1-5], para después considerar en [6-18] que la ménsula es de seccidn variable en los distintos
tipos estructurales.
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Fig. 1. Torre de seccidn variable.

Otros articulos han tratado a dichas estructuras como un sistema costa afuera (offshore), ésto es, como
una torre total o parcialmente inmersa en un liquido "agua" y, en particular, Uscilowska y Kolodziej [19]
han determinado las primeras cinco frecuencias naturales considerando a la torre como una columna en
voladizo, en cuyo extremo superior libre aparece colocada una masa excéntrica. Posteriormente, estos
resultados han sido verificados por Oz [20].

En realidad, como lo han observado Wu y Hsu [21], la vinculacion de la torre en el suelo marino no
puede considerarse como un empotramiento perfecto, dado que existen componentes elasticas a rotacion
y traslacion. Por lo tanto, para tener en cuenta tales componentes ellos han estudiado el modelo propues-
to en la referencia [19] en presencia de vinculos con conocida rigidez a rotacién y traslacion.

En el presente trabajo se expone el andlisis dinamico de un esquema estructural de torre con seccién
variable que sigue una ley exponencial. La tarea comprende también la adopcion de vinculos elasticos a
rotacion y traslacion en la base, asi como tener en cuenta una masa excéntrica con inercia rotacional en
el extremo superior. El procedimiento analitico empleado es el exacto y el propoésito del estudio, a través
de ejemplos numéricos, es aquel de evaluar atentamente la influencia sobre las frecuencias libres de vi-
bracion de la forma variable de la estructura en funcién de los siguientes parametros: rigidez a rotacion y
traslacién, masa concentrada, excentricidad e inercia rotacional de la misma.

2. LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO

La Fig. 1 muestra una torre de seccion recta variable y de area A(z), con inercia transversal 1(z), médu-
lo de Young E, longitud L y densidad de masa p. Se asume un sistema de referencia y-z positivo en sen-
tido horario y con origen en la base de la torre. En z = 0 aparecen colocados dos vinculos elasticos, uno a
rotacién y otro a traslacion, con rigidez rotacional k; y rigidez traslacional ki, respectivamente. En el otro
extremo aparece ubicada una masa M estrictamente vinculada con la torre, con inercia rotacional J, y
excentricidad “e”.
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Sea v(z, t) el desplazamiento en direccion perpendicular al eje de la viga, en funcién de la variable es-

pacial z y la temporal t.

Para la deduccion de las ecuaciones de movimiento son validas las hip6tesis de la teoria de Euler-

Bernoulli. La ecuacion de movimiento de la torre es del tipo:

(EI(z) V"' (2,1))"+p A(z)V(z,t) =0 para O<z<L

@)

El indice (') indica la derivada respecto a z y (.) indica la derivada respecto al tiempo t. El area A(z) y

la inercia I(z) de la torre varian segun las siguientes leyes exponenciales:
AZ)=A, et 1) =1,eP?'"

siendo [ el coeficiente de conicidad.
A continuacién se efectla la separacion de las variables:

V(z,t) =v(z)e'"
por lo cual la ecuacién (1) se convierte en:
(El (2) V" (2))"-p 0* A@Z)v(z) =0 , 0<z<L

siendo w la frecuencia natural de vibracion.
Las condiciones de contornoenz=0yen z =L son:

(El(z)v'(z,1)) +k, v(z,t)=0, z=0
El(z)v'(z,t)-k, v'(z,t)=0, z=0
(El(z) v (z,1))-Mi(z,t)-M eV'(z,t) =0, z=L
-El(2)v" (z,t) -3, V'(z,t) -M € V'(z,t)-M e¥(z,t) =0 , z=L
Efectuando el desarrollo de las derivadas de la ecuacion (4) se arriba a la expresion:
El(Z)V""(2)+2EI'(z) V"' (2) +EI"(2) V"' (2) - p A(2)®° V(z) =0, O<z<L
Y a las siguientes condiciones de borde, luego de la separacién de variables (3):
EI'(z)v'(z,t)+EI(z) v (z,t) + kv (z,t)=0, z=0
El(z) v'(z,t)-k, v'(z,t)=0, z=0
EI'(z)v"'(z,t) +EI(2) V' (2,t) + M 0’V(z,t) + M w’eV'(z,t)=0, z=L
-El@) V" (z,t) +J,,0°V'(2,t) + M 0’e*V'(z,t) + M o’ev(z,t)=0, z=L
Reemplazando, debidamente derivadas, las (2a, b) en la ecuacion (9):

ZBEIOeBZ/L BZEIOeBZ/L

Eloe?’ v (2) + V@)=V ) -pALP  0?v(z) =0, O<z<L

y se efectlia el cambio de variable, escribiendo:

z
"L

la (14) asume la siguiente forma:

V(O + 2B Q) +BV(Q)-QNV () =0, 0<(<t

(2a,b)

3)

(4)

(5)

(6)

(7)
(8)

(9)

(10)
(11)
(12)
(13)

(14)

(15)

(16)



58 M.A. de Rosa, H. Martin, M.J. Maurizi, F. Vairo

214
donde ot = PAL (17)
El,
mientras las condiciones de contorno (10 -13) se convierten en:
Bv'(0)+v'"'(0)+kv(0)=0 (18)
V"' (0)-kg v'(0)=0 (19)
peP v (1) +e’ v (1) + M; 0’V (1) + M, en? V' (1) =0 (20)
-V (D) +1g ® V(D) + M e 0’V (1) + M, e’ Vv(1)=0 (21)
habiendo designado:
3
LI (22a,0)
El, El,
2 3
Jp=tnb o MLy, MLy ML (23a-d)
El, El, El, El,

3. SOLUCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL

Al tomar en consideracion la ecuacion diferencial (16), la solucidn puede ser expresada de la siguiente
manera:

B

v(C)= e_EQ (C, cos(r, €) + C,sen(r, &) + C, cosh(r, )+ C, sh(h,C)) 0<¢ <1 (24)
donde Ay = 49;_’32 hy = 4Q;+ B (25a,b)

Las cuatro constantes de integracion C; - C, se determinan imponiendo las condiciones de contorno
(18 a 21).

Sustituyendo la ecuacion (24), oportunamente derivada, en las condiciones de borde citadas, se obtiene
un sistema homogéneo de cuatro ecuaciones en las cuatro incognitas C; a C,.

Sea K=[K;] la matriz 4x4 de los coeficientes de las incognitas, y C={C;}" el vector de incognitas. En
este caso se tiene:

KC=0 (26)
donde los K;j estan dados por:

1 1 1

Ky = 5(8 ks + BS +48 7”21) Ky = _ZM(BZ +4 7&) Kis =§(8 Ky "‘BS -4B 7“22) (27a-c)
__[327\‘2 3 _1 _2k _p2 2 _ k d_
Ky =( 2 +13) K21—4( rRB-=B7+417) Ky =(kg +B)A, (27d-f)
1

Ko 22('2 kRB_BZ -4 7b22) Ko = (kg +B)A, (27g-h)

Ka = %e-ﬁlz (("B(B* +427) +4(2M; -eM,B)w’) cos(h,) + (27i)

+ 24, (6P (B% + 423) — 4eM 07 sin(1,))
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K,, = %e'ﬁ’z (-20, (€ (B? + 422) — 4eM %) cos(,) + (270
+(e"B(B? +423) + 4(2M, —eM B)w?) sin(},))
K =%e"3’2 ((e"B(B? —415) + 4(2M, —eM,B)w®) cosh(r, ) + 274
+ 2, (—eP (B% —413) + 4eM,0%) sinh(1,))
Ka, =%e"3’2 ((-2€"%, (B* — 4 23) +8eM,L,m°) cosh(®,) + (271
+(e"B(B* —415) + 4(2M, —eM,B)w?)sinh(},))
K =%e"3’2 (P (B? —422) + 2(—2eM,, + JB +e*M B)w?) cos(A,) + (27m)
+ 40, (€"B + (U +€°M,)o?)sin(r,))
K, = %e'ﬁ’z (-4, (€"B + (5 +2M,)w?) cos(h,) + (e (B? — 422) + 2
+2(-2eM, + JoB +e°M B)w®)sin(),))
K., =%e'ﬁ’2 (" (B2 +413) + 2(~2eM , + 1B + €M B)w?) cosh(,) — 270)
— 4%, ("B + (J5 +€*M,)®?)sinh(1,))
Ky = %e-ﬁ” (-4, ("B + (Jg +€°M,)w?) cosh(r,) + (e (B + 423) + 270)

+2(—2eM, + JB +e°M,B)w®)sinh(r,))

Para que el sistema admita solucion distinta de la trivial, el determinante constituido por los coeficien-
tes de las incognitas debe ser nulo, y su resolucion da lugar a una ecuacion trascendente en la incognita i
o , frecuencia natural del sistema. El subindice i indica la sucesién de las primeras n frecuencias.

4. EJEMPLOS NUMERICOS

Las aplicaciones numéricas tienen como agregado particular una comparacion de resultados con los
proporcionados para un caso analizado en la referencia [21]. Con ese fin han sido adoptadas las caracte-
risticas fisicas y geométricas de la misma torre: L=15 m, didmetro de la base d=0.3 m, area de la seccién
transversal en la base A,= nd*/4=7.06858x102 m?, momento de inercia en la base l,=rd*/64=3.9761x10™
m*, médulo de Young E=2.068x10™ N/m?y densidad de masa de la torre p=7850 kg/m>. Se emplearon
ademas los siguientes parametros adimensionales: relacion de la inercia rotacional Jg*=Jg/( pAoL®), rela-
cion de la masa concentrada en el extremo libre M*=M/(pA,L), mientras las rigideces traslacional y rota-
cional son kr y kg, como han sido dimensionalizadas en (22a,b).

4.1. Influencia de las rigideces traslacional y rotacional, al variar B, sobre las primeras tres fre-
cuencias adimensionalizadas i Q.

Como se ha visto, al escribir las condiciones de borde (18-21), se ha tomado en cuenta la existencia de
dos resortes elasticos con rigidez traslacional kr y rigidez rotacional kg, respectivamente. Se puede dedu-
cir naturalmente que cuando tales rigideces son nulas la torre no esta vinculada a la base (caso fuera de
la realidad), y cuando dichas rigideces tienden a infinito, la torre se puede considerar empotrada a la
base. La eleccidn de los coeficientes kg y kr esta motivada en el hecho que la torre en su extremo inferior
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Tabla 1. Primeras tres frecuencias de vibracion libre adimensionalizadas en funcion de las rigideces a rotacion y traslacion y

del coeficiente de forma (comparacion con los valores numéricos de [21].

B K=K, Q, Q, Q,
0.1 1 0.89962 1.42001 2.86151
102 1.48469 2.46224 4.20076
10 1.49926 2.59444 5.32133
108 1.49940 2.59584 5.33592
1016 1.49940 2.59584 5.33592
0 1 0.88911 1.42232 2.89262
[21] 0.88911 1.42231 2.89260
102 1.48478 2.47398 4.20233
[21] 1.48478 2.47398 4.20231
10* 1.50061 2.61147 5.33157
[21] 1.50061 2.61146 5.33156
108 1.50077 2.61293 5.34654
[21] 1.50077 2.61293 5.34653
1016 150077 2.61293 5.34654
[21] 1.50077 2.61293 5.34653
0.1 1 0.87846 1.42410 2.92470
102 1.48347 2.48656 4.20433
10* 1.50059 2.62966 5.34154
108 1.50077 2.63119 5.35689
1016 1.50077 2.63119 5.35690

culmina en una placa metélica, circular o cuadrada, que con bulones o pernos esta fijada a una base o
platea de fundacién. De aqui se infiere que la vinculacién mencionada no constituye un empotramiento
perfecto.

Con el fin de evaluar las primeras tres frecuencias de vibracion libre, en la Tabla 1 varian el factor de
forma o de conicidad B(-0.1, 0, 0.1) y las rigideces a traslacion y rotacion Ky=Kg. Se han fijado ademas
M*= Jr*=0.1y la excentricidad e=0,5 m.

Es I6gico esperar que al aumentar las rigideces creceran las frecuencias de vibracion libre, tal que po-
damos asumir, que con el valor Ky=Kz=10"° estamos en presencia de una torre perfectamente empotrada
en la base. Para 3=0 (caso de una torre con seccidn transversal constante) se han podido efectuar compa-
raciones numéricas con las obtenidas en [21], para la condicién no inmersa. En el caso en que p=-0.1 el
area y la inercia poseen variacion exponencial con exponente negativo, vale decir que la seccidn recta
decrece, mientras que = 0.1 proporciona un crecimiento exponencial tanto del area como de la inercia.

En la Tabla 2, siempre para tres valores del coeficiente B, se han calculado las primeras tres frecuen-
cias de vibracion libre variando la excentricidad de la masa ubicada en la cima de la torre. Se fijaron
valores M*= Jg*=0.1 para una torre perfectamente empotrada en la base. También en este caso se ha
efectuado la comparacion numérica con los ejemplos correspondientes a la publicacién que aparece co-
mo referencia [21]. Como se puede observar, a medida que crece el valor de la excentricidad disminuye
el primer autovalor, mientras crecen el segundo y el tercero.

En la Tabla 3, siempre para tres valores del coeficiente de forma 3, se han calculado las tres primeras
frecuencias de vibracion libre variando el coeficiente adimensionalizado de masa M-.



Tabla 2. Primeras tres frecuencias de vibracién libre adimensionalizadas para diferentes excentricidades y coeficientes de
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forma (comparacion numérica con la nota [21]).

B e Q, Q, Q,
0.1 0 1.50671 258876 5.33046
05 1.49940 2.59584 5.33592

1 1.49188 2.60235 5.34159

15 1.48415 2.60830 5.34742

0 0 1.50783 260635 5.34105
[21] 1.50783 2.60635 5.34104

05 1.50077 2.61293 5.34654

[21] 150077 261293 5.34653

1 1.49350 261890 5.35221

[21] 1.49350 2.61890 5.35220

15 1.48604 2.62427 5.35802

[21] 1.48603 262427 5.35801

01 0 1.50756 262513 5.35138
05 1.50077 263119 5.35690

1 1.49377 2.63660 5.36255

15 1.48659 264137 5.36832

61

Tabla 3. Primeras tres frecuencias de vibracion libre adimensionalizadas en funcion de los coeficientes de masa y de forma
(comparacion con lo obtenido en [21]).

B M Q, Q, Q,
0.1 1 119122 2.47026 4.95883
2 1.04539 2.44613 4.89528
3 0.95974 2.43658 4.87176
4 0.90058 2.43148 4.85906
0 1 1.19567 250506 4.97510
[21] 1.19567 250506 4.97509
2 1.05035 2.48350 4.90957
[21] 1.05034 2.48347 4.90956
3 0.96471 2.47486 4.88426
[21] 0.96471 2.47486 4.88425
4 0.90547 2.47022 4.87084
[21] 0.90547 2.47021 4.87083
0.1 1 1.19964 2.53974 4.99250
2 1.05502 252072 4.92459
3 0.96948 251301 4.89805
4 0.91020 250883 4.88391
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Tabla 4. Primeras tres frecuencias adimensionalizadas de vibracién libre variando el coeficiente adimensionalizado de la
inercia rotacional de la masa M y del coeficiente de forma p. (comparacion numérica con los resultados de [21]).

B i Q, Q, Q,
0.1 1 0.97080 2.28065 5.29158
2 0.82332 2.26250 5.28944
3 0.74607 2.25648 5.28873
4 0.69528 2.25347 5.28837
0 1 0.98146 2.27460 5.29900
[21] 0.98146 2.27459 5.29899
2 0.83305 2.25470 5.29669
[21] 0.83305 2.25470 5.29668
3 0.75510 2.24809 5.29592
[21] 0.75510 2.24809 5.29591
4 0.70380 2.24479 5.29553
[21] 0.70380 2.24479 5.29553
0.1 1 0.991841 2.26843 5.30587
2 0.84265 2.24660 5.30337
3 0.76404 2.23935 5.30254
4 0.71224 2.23573 5.30212

Se fijan los valores Jr+=0.1y e=0 para una torre perfectamente empotrada en la base. La masa tiene un
papel fundamental sobre la primera frecuencia de vibracién libre, porque al aumentarla disminuye esta
Gltima, en los tres casos analizados en que se varié .

Finalmente, en la Tabla 4 y para tres valores del coeficiente 3, se han calculado las primeras tres fre-
cuencias de vibracion libre teniendo en cuenta la variacion del coeficiente adimensionalizado de inercia
rotacional de la masa Jg*. Se establecieron valores de M*=0.1 y e=0 para una torre perfectamente empo-
trada en su base. También en este caso se ha efectuado la comparacién numérica con los ejemplos de la
referencia [21]. El aumento de la inercia rotacional reduce, como en el ejemplo precedente, las primeras
tres frecuencias adimensionalizadas de vibracion libre.

Todos los ejemplos hechos conocer y muchos otros, asi como la fundamentacién teérica completa, for-
man parte de la tesis desarrollada en la referencia [22].

5. CONCLUSIONES

En el presente trabajo se ha estudiado el analisis dinamico de un sistema estructural consistente en una
torre de seccion variable con directriz exponencial. Comprende ademas, la incorporacién en su base de
vinculos elasticos a rotacion y traslacion, a la par que contempla la existencia de una masa excéntrica
con inercia rotacional en el extremo libre. El procedimiento analitico adoptado es el correspondiente a la
solucion exacta de la ecuacion diferencial via separacion de variables. Se llevaron a cabo varios ejem-
plos numéricos con el fin de evaluar atentamente la influencia, sobre las frecuencias de vibracion libre,
de la forma de la estructura en funcion de los siguientes parametros: rigidez a rotacion y traslacion, masa
concentrada, excentricidad e inercia rotacional de la masa.

Los objetivos del presente estudio son susceptibles de ser ampliados y se orientan actualmente a otros
temas relacionados, como por ejemplo, el interesante caso de estructuras “costa afuera” (offshore).
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FREE VIBRATIONS OF BEAM WITH VARIABLE CROSS SECTION, IN THE
PRESENCE OF ELASTIC BASE CONSTRAINTS AND ECCENTRIC MASS
WITH ROTARY INERTIA AD THE TIP

Abstract — Quite recently, dynamic behaviour of wind towers has been investigated by many authors. For ex-
ample, a detailed study of an offshore tower with constant cross section has been offered in [1], and its free vi-
bration frequencies have been detected, for a partially immersed structure with flexible base constraints and
eccentric mass with rotary inertia at the tip. On the same footsteps, in this paper the free frequencies of an on-
shore tower have been calculated, the cross section is supposed to vary according to an exponential law, the
base constraints are supposed to be both axially and rotationally flexible, and at the tip an eccentric mass with
rotary inertia is taken into account. The solution method can be considered “exact”, as long as the differential
equation of motion is deduced and solved, and various numerical examples are discussed.

Keywords — Onshore Tower, Free vibrations, Variable cross section, Eccentric mass.



