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Resumen – En los últimos años, muchos autores han estudiado el comportamiento dinámico de las torres utili-
zadas en ingeniería de viento. En particular, una publicación de reciente data hace conocer el cálculo de las 
frecuencias naturales de vibración de una torre en alta mar, de sección constante y parcialmente sumergida en 
el agua, con vínculos elásticos en la base y una masa excéntrica con inercia rotacional en la parte superior. 
Como un avance de esa idea original, y con el fin de optimizar el proceso de cálculo, el objetivo del presente 
trabajo consiste en determinar las frecuencias naturales de una torre ubicada sobre la costa, de sección variable 
con directriz exponencial, tomando en cuenta la variación de los vínculos a rotación y traslación en la base, así 
como el valor de la masa excéntrica con su inercia rotacional en el extremo libre. El empleo de la metodología 
expuesta, en los ejemplos analizados, corroboran la aplicabilidad del procedimiento exacto para la solución de 
la ecuación diferencial gobernante. Específicamente, adquiere relevancia la coincidencia de los resultados ob-
tenidos, con aquellos hechos conocer en estudios previos, para el caso de una torre de sección constante. 

Palabras clave – Torre sobre la costa, vibraciones libres, sección variable, masa excéntrica. 

1. INTRODUCCIÓN 

Las torres de conducción eléctrica, antenas y estructuras sobre la costa están sujetas a varias cargas di-
námicas como el viento, las corrientes, las ondas, y por último, en regiones sísmicas, a la acción de los 
terremotos. El estudio de la respuesta dinámica a estas solicitaciones se basa en el análisis preliminar y 
posterior evaluación de las vibraciones libres y formas modales de vibración de los elementos mencio-
nados. 

Estos tipos estructurales pueden ser asimilados al esquema de viga Euler-Bernoulli o Timoshenko, de 
sección uniforme o variable con la altura, con vínculos perfectos o elásticos en la base, o también, sujeta 
a la acción de amortiguadores concentrados, con el aditamento de masas concentradas excéntricas, con o 
sin inercia rotacional, ubicadas en el extremo libre. 

La literatura científica de esta tipología estructural es muy rica en trabajos. Se parte del análisis diná-
mico de una estructura en forma de ménsula de sección uniforme con una masa concentrada en el extre-
mo libre [1-5], para después considerar en [6-18] que la ménsula es de sección variable en los distintos 
tipos estructurales. 
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Otros artículos han tratado a dichas estructuras como un sistema costa afuera (offshore), ésto es, como 
una torre total o parcialmente inmersa en un líquido "agua" y, en particular, Uscilowska y Kolodziej [19] 
han determinado las primeras cinco frecuencias naturales considerando a la torre como una columna en 
voladizo, en cuyo extremo superior libre aparece colocada una masa excéntrica. Posteriormente, estos 
resultados han sido verificados por Oz [20]. 

En realidad, como lo han observado Wu y Hsu [21], la vinculación de la torre en el suelo marino no 
puede considerarse como un empotramiento perfecto, dado que existen componentes elásticas a rotación 
y traslación. Por lo tanto, para tener en cuenta tales componentes ellos han estudiado el modelo propues-
to en la referencia [19] en presencia de vínculos con conocida rigidez a rotación y traslación. 

En el presente trabajo se expone el análisis dinámico de un esquema estructural de torre con sección 
variable que sigue una ley exponencial. La tarea comprende también la adopción de vínculos elásticos a 
rotación y traslación en la base, así como tener en cuenta una masa excéntrica con inercia rotacional en 
el extremo superior. El procedimiento analítico empleado es el exacto y el propósito del estudio, a través 
de ejemplos numéricos, es aquel de evaluar atentamente la influencia sobre las frecuencias libres de vi-
bración de la forma variable de la estructura en función de los siguientes parámetros: rigidez a rotación y 
traslación, masa concentrada, excentricidad e inercia rotacional de la misma. 

2. LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO 

La Fig. 1 muestra una torre de sección recta variable y de área A(z), con inercia transversal I(z), módu-
lo de Young E, longitud L y densidad de masa ρ. Se asume un sistema de referencia y-z positivo en sen-
tido horario y con origen en la base de la torre. En z = 0 aparecen colocados dos vínculos elásticos, uno a 
rotación y otro a traslación, con rigidez rotacional kr y rigidez traslacional kt, respectivamente. En el otro 
extremo aparece ubicada una masa M estrictamente vinculada con la torre, con inercia rotacional Jm y 
excentricidad “e”. 

 

Fig. 1. Torre de sección variable. 
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Sea v(z, t) el desplazamiento en dirección perpendicular al eje de la viga, en función de la variable es-
pacial z y la temporal t. 

Para la deducción de las ecuaciones de movimiento son válidas las hipótesis de la teoría de Euler-
Bernoulli. La ecuación de movimiento de la torre es del tipo: 

  0),(V)A( '))',( 'V' )( (EI =ρ+ tzztzz &&  para Lz <<0                                 (1) 

El índice (') indica la derivada respecto a z y (.) indica la derivada respecto al tiempo t. El área A(z) y 
la inercia I(z) de la torre varían según las siguientes leyes exponenciales: 

L / 
0 e A)A( zz β= ,  L / 

0 e I)I( zz β=                                                (2a,b) 

siendo β el coeficiente de conicidad. 
A continuación se efectúa la separación de las variables: 

tizvtz ω= e )(),V(                                 (3) 

por lo cual la ecuación (1) se convierte en: 

 0)( A(z)  '-))'( '' )( (EI 2 =ωρ zvzvz ,         Lz <<0                                  (4) 

siendo ω la frecuencia natural de vibración. 
Las condiciones de contorno en z = 0 y en z = L son: 

 0),(  ))',( '' )( (EI =+ tzvktzvz t , 0 =z                                                (5) 

  0),('  ),( '' )( EI =− tzvktzvz r , 0 =z  (6) 

  0=),('  -),( - ))',( '' )(EI( tzveMtzvMtzvz &&&& , Lz =  (7) 

  0=),(  -),('  -),(' J- ),( '' )EI(- 2
m tzveMtzveMtzvtzvz &&&&&& , Lz =  (8) 

Efectuando el desarrollo de las derivadas de la ecuación (4) se arriba a la expresión: 

 0 ) v()A(  -)(' v')('EI')('' v')(2EI')(''')v'EI( 2 =ωρ++ zzzzzzzz , Lz <<0  (9) 

Y a las siguientes condiciones de borde, luego de la separación de variables (3): 

 0),( vk),( '' v')EI(),( ' v')( EI' t =++ tztzztzz , 0 =z                                      (10) 

 0),(  v'k-),( ' v')EI( r =tztzz , 0 =z  (11) 

  0),('  ),( ),(''' )EI(),('' )(EI' 22 =ω+ω++ tzveMtzvMtzvztzvz , Lz =  (12) 

  0),(  ),('  )(z,'J),('' EI(z)- 2222
m =ω+ω+ω+ tzveMtzveMtvtzv , Lz =  (13) 

Reemplazando, debidamente derivadas, las (2a, b) en la ecuación (9): 

0 )(eA-)('' eEI)('''eEI2)(''''eEI 2 /  
02

 /  
0

2 /  
0L /  

0 =ωρ
β

+
β

+ β
ββ

β zvzv
L

zv
L

zv Lz
LzLz

z , Lz <<0  (14) 

y se efectúa el cambio de variable, escribiendo: 

L
z

=ζ                                                                      (15) 

la (14) asume la siguiente forma: 

0 )( -)( '')( '''2)('''' 42 =ζΩζβ+ζβ+ζ vvvv , 10 <ζ<                                      (16) 
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donde 
0

42
04 A 
EI

Lωρ
=Ω  (17) 

mientras las condiciones de contorno (10 -13) se convierten en: 

0(0) (0)'''(0)'' T =++β vkvv                                                      (18) 

 0 (0) ' -(0) '' R =vkv  (19) 

 0(1) '   (1)  (1) ''' e(1) '' e 2
2

2
3 =ω+ω++β ββ veMvMvv  (20) 

 0(1)    (1) '   (1) '  J(1) ''e- 2
2

22
1

2
R =ω+ω+ω+β veMveMvv  (21) 

habiendo designado: 

0

r
R EI

 k Lk = , 
0

3
t

T EI
 k Lk =                                      (22a,b) 

 
0

m
R EI

 JJ L
= , 

0
1 EI

 LMM = , 
0

2

2 EI
 LMM = , 

0

3

3 EI
 LMM =                              (23a-d) 

3. SOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN DIFERENCIAL 

Al tomar en consideración la ecuación diferencial (16), la solución puede ser expresada de la siguiente 
manera: 

))sh( C)cosh( C)sen(C )cos( (Ce=)(  v 24231211
2

-
ζλ+ζλ+ζλ+ζλζ

ζ
β

 10 << ζ             (24) 

donde                                            
2

4 22

1
β−Ω

=λ  
2

4 22

2
β+Ω

=λ                                               (25a,b) 

Las cuatro constantes de integración C1 - C4 se determinan imponiendo las condiciones de contorno 
(18 a 21). 

Sustituyendo la ecuación (24), oportunamente derivada, en las condiciones de borde citadas, se obtiene 
un sistema homogéneo de cuatro ecuaciones en las cuatro incógnitas C1 a C4. 

Sea K=[Kij] la matriz 4x4 de los coeficientes de las incógnitas, y C={Ci}T el vector de incógnitas. En 
este caso se tiene: 

K C = 0            (26) 

donde los Kij están dados por: 

)  4 (8
8
1K 2

1
3

T11 λβ+β+= k  ) 4(
4
1K 2

1
2

112 λ+βλ−=  )  4 (8
8
1K 2

2
3

T13 λβ−β+= k             (27a-c) 

) 
4

(K 3
2

2
2

14 λ+
λβ

−=  ) 4 (-2
4
1K 2

1
2

R21 λ+β−β= k  1R22 )(K λβ+= k                      (27d-f) 

) 4 (-2
4
1K 2

2
2

R23 λ−β−β= k  2R24 )(K λβ+= k                                 (27g-h) 

))sin()4) 4(e(2

)cos())-4(2) 4(((ee
8
1K 

1
2

2
2
1

2
1

1
2

23
2
1

2/2-
31

λω−λ+βλ+

+λωβ+λ+ββ=

β

ββ

eM

eMM
                           (27i) 
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))sin())e2(4) 4(e(

)cos()4e) 4((e(-2e
8
1K 

1
2

23
2
1

2

1
2

2
2
1

2
1

/2-
32

λωβ−+λ+ββ+

+λω−λ+βλ=

β

ββ

MM

M
                                 (27j) 

))sinh()e4) 4(e(2

)cosh())e4(2) 4(((ee
8
1K 

2
2

2
2
2

2
2

2
2

23
2
2

2/2-
33

λω+λ−β−λ+

+λωβ−+λ−ββ=

β

ββ

M

MM
                           (27k) 

))sinh())e2(4) 4(e(

)cosh()8e) 4(((-2ee
8
1K 

2
2

22
2
2

2

2
2

22
2
2

2
2

/2-
34

λωβ−+λ−ββ+

+λωλ+λ−βλ=

β

ββ

MM

M
                              (27l) 

))sin())eJ(e(4

)cos())eJe2(2) 4(((ee
4
1K 

1
2

1
2

R1

1
2

1
2

R2
2
1

2/2-
41

λω++βλ+

+λωβ+β+−+λ−β=

β

ββ

M

MM
                    (27m) 

))sin())eJe2(2

)4(e()cos())eJ((e(-4e
4
1K 

1
2

1
2

R2

2
1

2
1

2
1

2
R1

/2-
42

λωβ+β+−+

+λ−β+λω++βλ= βββ

MM

M
                       (27n) 

))sinh())eJ(e(4

)cosh())eJe2(2)4(((ee
4
1K 

2
2

1
2

R2

2
2

1
2

R2
2
2
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λω++βλ−

−λωβ+β+−+λ+β=

β

ββ

M

MM
                    (27o) 

))sinh())eJe2(2

)4(e()cosh())eJ((e(-4e
4
1K 

2
2

1
2

R2

2
2

2
2

2
1

2
R2

/2-
44

λωβ+β+−+

+λ+β+λω++βλ= βββ

MM

M
                     (27p) 

Para que el sistema admita solución distinta de la trivial, el determinante constituido por los coeficien-
tes de las incógnitas debe ser nulo, y su resolución da lugar a una ecuación trascendente en la incógnita i 
ω , frecuencia natural del sistema. El subíndice i indica la sucesión de las primeras n frecuencias. 

4. EJEMPLOS NUMÉRICOS 

Las aplicaciones numéricas tienen como agregado particular una comparación de resultados con los 
proporcionados para un caso analizado en la referencia [21]. Con ese fin han sido adoptadas las caracte-
rísticas físicas y geométricas de la misma torre: L=15 m, diámetro de la base d=0.3 m, área de la sección 
transversal en la base A0= πd2/4=7.06858x10-2 m2, momento de inercia en la base I0=πd4/64=3.9761x10-4 
m4, módulo de Young E=2.068x1011 N/m2 y densidad de masa de la torre ρ=7850 kg/m3. Se emplearon 
además los siguientes parámetros adimensionales: relación de la inercia rotacional JR*=JR/( ρA0L3), rela-
ción de la masa concentrada en el extremo libre M*=M/(ρA0L), mientras las rigideces traslacional y rota-
cional son kT y kR, como han sido dimensionalizadas en (22a,b). 

4.1. Influencia de las rigideces traslacional y rotacional, al variar β, sobre las primeras tres fre-
cuencias adimensionalizadas i Ω. 

Como se ha visto, al escribir las condiciones de borde (18-21), se ha tomado en cuenta la existencia de 
dos resortes elásticos con rigidez traslacional kT y rigidez rotacional kR, respectivamente. Se puede dedu-
cir naturalmente que cuando tales rigideces son nulas la torre no está vinculada a la base (caso fuera de 
la realidad), y cuando dichas rigideces tienden a infinito, la torre se puede considerar empotrada a la 
base. La elección de los coeficientes kR y kT está motivada en el hecho que la torre en su extremo inferior 
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culmina en una placa metálica, circular o cuadrada, que con bulones o pernos está fijada a una base o 
platea de fundación. De aquí se infiere que la vinculación mencionada no constituye un empotramiento 
perfecto. 

Con el fin de evaluar las primeras tres frecuencias de vibración libre, en la Tabla 1 varían el factor de 
forma o de conicidad β(-0.1, 0, 0.1) y las rigideces a traslación y rotación KT=KR. Se han fijado además 
M*= JR*=0.1 y la excentricidad e=0,5 m. 

Es lógico esperar que al aumentar las rigideces crecerán las frecuencias de vibración libre, tal que po-
damos asumir, que con el valor KT=KR=1016 estamos en presencia de una torre perfectamente empotrada 
en la base. Para β=0 (caso de una torre con sección transversal constante) se han podido efectuar compa-
raciones numéricas con las obtenidas en [21], para la condición no inmersa. En el caso en que β=-0.1 el 
área y la inercia poseen variación exponencial con exponente negativo, vale decir que la sección recta 
decrece, mientras que β= 0.1 proporciona un crecimiento exponencial tanto del área como de la inercia. 

En la Tabla 2, siempre para tres valores del coeficiente β, se han calculado las primeras tres frecuen-
cias de vibración libre variando la excentricidad de la masa ubicada en la cima de la torre. Se fijaron 
valores M*= JR*=0.1 para una torre perfectamente empotrada en la base. También en este caso se ha 
efectuado la comparación numérica con los ejemplos correspondientes a la publicación que aparece co-
mo referencia [21]. Como se puede observar, a medida que crece el valor de la excentricidad disminuye 
el primer autovalor, mientras crecen el segundo y el tercero. 

En la Tabla 3, siempre para tres valores del coeficiente de forma β, se han calculado las tres primeras 
frecuencias de vibración libre variando el coeficiente adimensionalizado de masa M*. 

Tabla 1. Primeras tres frecuencias de vibración libre adimensionalizadas en función de las rigideces a rotación y traslación y 
del coeficiente de forma (comparación con los valores numéricos de [21]. 

5.356902.631191.500771016

5.356892.631191.50077108

5.341542.629661.50059104

4.204332.486561.48347102

2.924701.424100.8784610.1

5.346532.61293[21]  1.50077

5.346542.612931.500771016

5.346532.61293[21]  1.50077

5.346542.612931.50077108

5.331562.61146[21]  1.50061

5.331572.611471.50061104

4.202312.47398[21]  1.48478

4.202332.473981.48478102

2.892601.42231[21]  0.88911

2.892621.422320.8891110

5.335922.595841.499401016

5.335922.595841.49940108

5.321332.594441.49926104

4.200762.462241.48469102

2.861511.420010.899621-0.1

Ω3Ω2Ω1KT=KRβ

5.356902.631191.500771016

5.356892.631191.50077108

5.341542.629661.50059104

4.204332.486561.48347102

2.924701.424100.8784610.1

5.346532.61293[21]  1.50077

5.346542.612931.500771016

5.346532.61293[21]  1.50077

5.346542.612931.50077108

5.331562.61146[21]  1.50061

5.331572.611471.50061104

4.202312.47398[21]  1.48478

4.202332.473981.48478102

2.892601.42231[21]  0.88911

2.892621.422320.8891110

5.335922.595841.499401016

5.335922.595841.49940108

5.321332.594441.49926104

4.200762.462241.48469102

2.861511.420010.899621-0.1

Ω3Ω2Ω1KT=KRβ
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Tabla 2. Primeras tres frecuencias de vibración libre adimensionalizadas para diferentes excentricidades y coeficientes de 
forma (comparación numérica con la nota [21]). 

5.368322.641371.486591.5

5.362552.636601.493771

5.356902.631191.500770.5

5.351382.625131.5075600.1

5.358012.62427[21]  1.48603

5.358022.624271.486041.5

5.352202.61890[21]  1.49350

5.352212.618901.493501

5.346532.61293[21]  1.50077

5.346542.612931.500770.5

5.341042.60635[21]  1.50783

5.341052.606351.5078300

5.347422.608301.484151.5

5.341592.602351.491881

5.335922.595841.499400.5

5.330462.588761.506710-0.1

Ω3Ω2Ω1eβ

5.368322.641371.486591.5

5.362552.636601.493771

5.356902.631191.500770.5

5.351382.625131.5075600.1

5.358012.62427[21]  1.48603

5.358022.624271.486041.5

5.352202.61890[21]  1.49350

5.352212.618901.493501

5.346532.61293[21]  1.50077

5.346542.612931.500770.5

5.341042.60635[21]  1.50783

5.341052.606351.5078300

5.347422.608301.484151.5

5.341592.602351.491881

5.335922.595841.499400.5

5.330462.588761.506710-0.1

Ω3Ω2Ω1eβ

 

Tabla 3. Primeras tres frecuencias de vibración libre adimensionalizadas en función de los coeficientes de masa y de forma 
(comparación con lo obtenido en [21]). 

4.883912.508830.910204

4.898052.513010.969483

4.924592.520721.055022

4.992502.539741.1996410.1

4.870832.47021[21]  0.90547

4.870842.470220.905474

4.884252.47486[21]  0.96471

4.884262.474860.964713

4.909562.48347[21]  1.05034

4.909572.483501.050352

4.975092.50506[21]  1.19567

4.975102.505061.1956710

4.859062.431480.900584

4.871762.436580.959743

4.895282.446131.045392

4.958832.470261.191221-0.1

Ω3Ω2Ω1M*β

4.883912.508830.910204

4.898052.513010.969483

4.924592.520721.055022

4.992502.539741.1996410.1

4.870832.47021[21]  0.90547

4.870842.470220.905474

4.884252.47486[21]  0.96471

4.884262.474860.964713

4.909562.48347[21]  1.05034

4.909572.483501.050352

4.975092.50506[21]  1.19567

4.975102.505061.1956710

4.859062.431480.900584

4.871762.436580.959743

4.895282.446131.045392

4.958832.470261.191221-0.1

Ω3Ω2Ω1M*β
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Se fijan los valores JR*=0.1 y e=0 para una torre perfectamente empotrada en la base. La masa tiene un 

papel fundamental sobre la primera frecuencia de vibración libre, porque al aumentarla disminuye esta 
última, en los tres casos analizados en que se varió β. 

Finalmente, en la Tabla 4 y para tres valores del coeficiente β, se han calculado las primeras tres fre-
cuencias de vibración libre teniendo en cuenta la variación del coeficiente adimensionalizado de inercia 
rotacional de la masa JR*. Se establecieron valores de M*=0.1 y e=0 para una torre perfectamente empo-
trada en su base. También en este caso se ha efectuado la comparación numérica con los ejemplos de la 
referencia [21]. El aumento de la inercia rotacional reduce, como en el ejemplo precedente, las primeras 
tres frecuencias adimensionalizadas de vibración libre. 

Todos los ejemplos hechos conocer y muchos otros, así como la fundamentación teórica completa, for-
man parte de la tesis desarrollada en la referencia [22]. 

5. CONCLUSIONES 

En el presente trabajo se ha estudiado el análisis dinámico de un sistema estructural consistente en una 
torre de sección variable con directriz exponencial. Comprende además, la incorporación en su base de 
vínculos elásticos a rotación y traslación, a la par que contempla la existencia de una masa excéntrica 
con inercia rotacional en el extremo libre. El procedimiento analítico adoptado es el correspondiente a la 
solución exacta de la ecuación diferencial vía separación de variables. Se llevaron a cabo varios ejem-
plos numéricos con el fin de evaluar atentamente la influencia, sobre las frecuencias de vibración libre, 
de la forma de la estructura en función de los siguientes parámetros: rigidez a rotación y traslación, masa 
concentrada, excentricidad e inercia rotacional de la masa. 

Los objetivos del presente estudio son susceptibles de ser ampliados y se orientan actualmente a otros 
temas relacionados, como por ejemplo, el interesante caso de estructuras “costa afuera” (offshore). 

Tabla 4. Primeras tres frecuencias adimensionalizadas de vibración libre variando el coeficiente adimensionalizado de la 
inercia rotacional de la masa M y del coeficiente de forma β. (comparación numérica con los resultados de [21]). 
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FREE VIBRATIONS OF BEAM WITH VARIABLE CROSS SECTION, IN THE 
PRESENCE OF ELASTIC BASE CONSTRAINTS AND ECCENTRIC MASS 

WITH ROTARY INERTIA AD THE TIP 

Abstract – Quite recently, dynamic behaviour of wind towers has been investigated by many authors. For ex-
ample, a detailed study of an offshore tower with constant cross section has been offered in [1], and its free vi-
bration frequencies have been detected, for a partially immersed structure with flexible base constraints and 
eccentric mass with rotary inertia at the tip. On the same footsteps, in this paper the free frequencies of an on-
shore tower have been calculated, the cross section is supposed to vary according to an exponential law, the 
base constraints are supposed to be both axially and rotationally flexible, and at the tip an eccentric mass with 
rotary inertia is taken into account. The solution method can be considered “exact”, as long as the differential 
equation of motion is deduced and solved, and various numerical examples are discussed. 

Keywords – Onshore Tower, Free vibrations, Variable cross section, Eccentric mass. 
 


