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Resumen — El presente material estd dedicado a la resolucion de un problema de mecanismos planos de levas, a
saber: a la determinacion del radio de curvatura de la leva, ya que de la determinacion correcta de éste depende
la capacidad de trabajo del mecanismo. En el articulo se muestra el proceso de obtencion de la ecuacion de la
curva de paso y de la determinacién de la ecuacién del radio de curvatura. Estos se muestran para el caso
comun: para mecanismos con seguidor de movimiento lineal alternativo con excentricidad y no nula y para
mecanismos con seguidor oscilante. En una forma muy clara y sencilla se muestra que la curva convexa recibe
signo negativo y la concava, positivo. La definiciéon analiticamente exacta de la magnitud y forma de la
curvatura de una leva tiene mucha importancia, puesto que permite, usando métodos numéricos, disefiar un
mecanismo con parametros optimos.
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1. INTRODUCCION

Uno de los problemas de la sintesis y del anlisis de mecanismos de levas, que resuelve la Teoria de
Mecanismos y Maquinas, es la definicion del radio de curvatura de la leva. De la magnitud de éste
depende la eleccion del radio de rodillo y la magnitud de esfuerzos de contacto y, por consiguiente, la
resistencia al desgaste. El presente trabajo estd dedicado a la resolucién de este problema, ya que su
representacion en la existente literatura técnica es bastante incompleta y en algunas partes no es clara. La
resolucion esta limitada a mecanismos planos.

Para el mecanismo de un seguidor de cara plana el radio de curvatura del perfil de la leva se calcula por
la formula de Herénimus [10]:

p=r0+s82+(582)”, (1

en donde ry es el radio primario de la leva; s* es el desplazamiento del punto B del seguidor y (SB 2) es

la aceleracion del mismo (en adelante con superindices se indicaran la pertenencia de los vectores y de las
coordenadas de los puntos a los eslabones concretos, y con subindices la pertenencia de los mismos al
sistema de coordenadas concreto).

! El tema presentado en el articulo fue discutido en XV Congreso Internacional Anual de la SOMIM (Sociedad Mexicana de
Ingenieros Mecanicos), c. Obregoén, Sonora, México, 2009.
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Para el célculo del radio de curvatura de la curva de paso para los mecanismos de un seguidor del
movimiento lineal alternativo con la punta hecha en forma de cufia, de rodillo y de zapata curva en
[6,7,14,15,18] se propone la siguiente formula:

[(r+9)" +(s') f

(ro +S)2 -}-Z(S')2 —s”(ro +s) '

p paso = (2 )

en donde p,,, = p+r, es el radio de curvatura de la curva de paso, en que p es el radio de la curvatura de

la superficie de la leva en la linea de contacto y 7. es el radio de rodillo del seguidor; 7y es el radio
primario de la leva; s es el desplazamiento del seguidor; s" es el analogo de la velocidad del seguidor y
s" es el analogo de la aceleracion del mismo. Sin embargo, la formula (2) no esta completa ya que es
obtenida para el caso particular cuando la excentricidad es nula (e=0).

Solamente en [14] se representa la formula para el calculo del radio de curvatura para los mecanismos
con seguidor oscilante. Pero debido a la presentacion del esquema del mecanismo en forma especifica la
férmula resulté compleja.

En[1,2,5,11,16] no se demuestra la solucion de este problema.

Seguidamente se muestra el proceso de la deduccion de las ecuaciones para el calculo del radio de
curvatura para los mecanismos con el seguidor del movimiento lineal alternativo y para los que tienen el
seguidor oscilante. Para los primeros, las ecuaciones se obtienen para el caso comun, cuando la
excentricidad no es igual a cero (e # 0), y para los segundos en forma mas conveniente para el calculo.

2. CONCEPTOS GENERALES DE LA DETERMINACION DEL RADIO DE CURVATURA DE
LA LEVA

La obtencion de las formulas para el calculo del radio de curvatura de la leva se basa en la
interpretacion matematica tradicional presentada en [4,8,9,17,19,20], etc:

d¢
k ” 3)
en donde ds es el diferencial del arco de la curva en el punto en que se calcula el radio y d¢ es el
diferencial del angulo del mismo arco.
Al aplicar la ecuacién (3) a la curva de paso de los mecanismos de leva con el seguidor de cuia, de
rodillo o de zapata curva, y luego multiplicar y dividir por dg, en donde ¢ es el angulo de giro de la leva,
ésta obtendra la siguiente forma:

da¢
dgo.

_dgde 1

.= 4
P ds do o s )

En la ecuacion (4), s” es el analogo de la velocidad de deslizamiento del punto que pertenece a la curva

d¢

de paso sobre la propia y o es el analogo de la velocidad de variacion del angulo de orientacion del
®

vector de esta velocidad, provocada por el deslizamiento del punto sobre la curva. Al presentar el
mecanismo en un sistema de coordenadas S(x, y) se obtiene:

!

¢= arctany—’ , (5)

X
en donde x" e y' son las proyecciones del analogo de la velocidad de deslizamiento del punto sobre la

curva de paso de la leva sobre los ejes del sistema de coordenadas S.
Con esto, la derivada de (5) tendréa la siguiente forma:
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ﬁ _ x!yﬂ _x/!y! (6)

o (el
EREE

es el andlogo de la velocidad de deslizamiento del punto sobre la curva de paso.
Asi pues, la ecuacion (4) obtendra la siguiente forma:

en donde:

x! " _ x” ’

kpam. - 3 s
(¥)

y el radio de curvatura de la curva de paso, la siguiente:

, 3
L)
ppaso = k = ' "o ° (9)
paso. Xy —xYy

3. OBTENCION DE LA ECUACION DE LA CURVA DE PASO

Para utilizar la igualdad (9) se usa la ecuacion de la curva de paso cuya obtencion, en forma general, es
posible presentar asi. Se construyen dos sistemas de coordenadas con el inicio en el centro de rotacion de
la leva. Un sistema se considera inmovil, unido rigidamente a la base en que se coloca el seguidor, y el
otro moévil, unido rigidamente a la leva. En el sistema de coordenadas inmoévil se definen las coordenadas
de un punto del seguidor, el que puede ser el centro de rotacion de rodillo, la punta de la cufia u otro. Al
proporcionar el movimiento giratorio al sistema de coordenadas movil junto con la leva, en
correspondencia con la ley de movimiento se trasladara el punto elegido del seguidor. Transfiriendo las
coordenadas de este punto al sistema de coordenadas movil se obtiene la ecuacion de la curva de paso.

3.1. Paralos mecanismos de seguidor del movimiento lineal alternativo

En la Fig. 1 se muestran dos sistemas de coordenadas: S(x, y) es inmoévil y el Si(x;, y;) movil. El inicio
de éstos se ubica en el centro de rotacion de la leva O;. La leva 1 se dispone en el sistema de coordenadas
Sy se une rigidamente a éste y el seguidor 2 se dispone en el sistema S. La leva junto con el sistema de
coordenadas S; realiza el movimiento giratorio con una velocidad angular w; y el seguidor el movimiento
de traslacion en el sistema S correspondiente a la ley de movimiento. En la figura el punto B, es el de
contacto del seguidor con la leva en el comienzo del movimiento del seguidor, pegado a la leva y
expresado en el sistema de coordenadas S}, y By es la posicion del mismo punto expresado en el sistema
de coordenadas S. Entonces el segmento By’ B corresponde al desplazamiento del punto B del seguidor al
proporcionar a la leva el giro al angulo ¢, junto con el sistema de coordenadas ;.

La curva plana, en la teoria de engranajes, en forma general, se escribe como:
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i=/(9). (11)
0, pasando a las proyecciones, en forma:
x=f ((0 (12)
n=v(p)
Esto se obtiene mediante:
n=M,-r, (13)

en donde M, es la matriz de transferencia al sistema de coordenadas S; del S y 7 es el radio vector del
punto de la curva expresado en el sistema de coordenadas S.
Para el esquema representado en la Fig. 1 la matriz de transferencia se expresa en la siguiente forma:

cosp, seng, O
M, =|-seng, cosg, 0. (14)
0 0 1

y el radio vector r, expresado en forma de las coordenadas del punto B del seguidor, escritas en el sistema
de coordenadas S, en la siguiente:

B2
X =e

, (15)
y32:S32+ Iroz_ez

en donde e es la excentricidad, r, es el radio primario de la leva y s es el desplazamiento del punto B del
seguidor.
Al multiplicar (14) por (15) se obtiene la ecuacion de la curva de paso. Su forma es:
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Fig. 2. Esquema para la obtencion de las ecuaciones de la curva de paso, para el mecanismo de seguidor oscilante de rodillo.

x” =ecosg, +(SB2 +yr’—é )sen(p1
2 =—eseng, +(S32 +yn’—€ )COS(p1

(16)

3.2.  Para mecanismos de seguidor oscilante

Para el mecanismo del seguidor oscilante de rodillo, mostrado en la Fig. 2, se consideran los datos
siguientes: la ley del movimiento del seguidor, el radio primario de la leva ry, la longitud del seguidor L,
y la longitud de la base Lo, (si la longitud de la base no se conoce, entonces el centro de rotacion de la
leva se toma en la cuerda que pasa a través de los puntos extremos de la trayectoria del punto B). La leva
gira en el par cinematico de rotacion O; con la velocidad angular w;.

La ley del movimiento del seguidor se considera asignado en una forma 6,=f(¢) o en otra
5" = f(@,): en donde 6, es el desplazamiento angular del seguidor y s™ es el desplazamiento circular de
la punta del mismo. Si la ley del movimiento del seguidor esta dada por 6, =6,(¢,), 6;,=6,(p,) y

07 =0;(¢,), en donde 6, es el analogo de la velocidad angular de éste y @) es el de la aceleracion
angular, entonces la velocidad angular y la velocidad circular del punto B se relacionan mediante
v?? = L8, vy la aceleracién angular y la aceleracion del mismo punto como a”’ = L,8}w, . Asi pues, el
analogo de la velocidad de la punta tendrd la siguiente forma s'°> =L1,0, y el de la aceleracion, la
siguiente s"”* = L,0, .

Igualmente, como en el ejemplo anterior, se toman los sistemas de coordenadas: S(x, y) que es inmdvil
y Si(x1,y1) que es mévil. Los inicios de éstos coinciden y se ubican en el centro de rotacion de la leva O.
En la Fig. 2 se muestra el esquema de dicho mecanismo colocado en el sistema de coordenadas S de tal
modo que la base O,0, coincida con el eje x. El sistema de coordenadas S, estd unido rigidamente a la
leva y gira junto con ésta alrededor del punto O, respecto al S. La posicion de inicio del seguidor es
0,B," y su posicion después del giro de la leva al angulo ¢, es O,B.
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Aceptando la ley de movimiento en la forma 6, =6, (), 6,=6;(¢,) y
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Tabla 1. Sistema de ecuaciones de la curva de paso y sus derivadas, para el mecanismo con el seguidor del
movimiento lineal alternativo.

x” =ecoso, +(\/r02 -é +s32)sen(p1
y” =—eseng, +(«/r02 -é +s‘32)cos;o1

’
(xlm) =—esen¢1+( nl-ée +s82)cos¢1 +<s32) sen ¢,
’ ’
(lel) :—ecosq)l—( n-é +sBz)sen(01 +(SBZ) cos @,
" ! "
(xlBl) =—ecos @, —( n'-é +s“)sen(pl +2(s32) Ccos ¢, +(s32) sen ¢,

J’1Bl )” =eseng, _( JrOZ —et+s” )COS 4 _Z(SBZ )' sen +(SBZ )” cos g,

Tabla 2. Sistema de ecuaciones de la curva de paso y sus derivadas para el mecanismo con el seguidor
oscilante.

X" =Ly, cos, —L, cos(:920 +6, +(p1)
W ==Ly seng +1L, Sen(‘gzo +6, + 501)

Lo, sen g, + L,(1+ 6, )sen (6, + 6, +¢,)

g ) Ly, c08 9, + L, (1+ 6, )005(9204-6’ +9,)

"

Bl
2
X, ) ~Lpyo, c0s @, + L,6," sen (6, + 6, + ¢, )+ L, (1+9 ) cos(0y, +6,+9,)

"

2
lel) Loy sen @, + L,0," cos(0,, +6, + ¢, ) — L (1+t92') sen (O, + 6, +¢,)

(
(
(v
(

del punto B del seguidor en el sistema de coordenadas S se escribiran del siguiente modo:

x" =Ly, — L, cos(6,, +6,)
vy =L,sen(6,,+6,)

b

en donde el angulo 6, se determina por la formula:

2422

0102 0

L
6,, = arccos —=
2L2L0102

Al multiplicar (14) por (17) se obtiene la ecuacion de la curva de paso de la leva:

Bl =|:L0102 —L,cos(0,, +6, )J-COS(DI + L, sen(6,, + 6, )sen g,
= _[Lomz — L, cos(6,, + 6, )] -seng, + L, sen(6,, + 6, )cos g, '

0;=6;(¢,), las coordenadas

(17)

(18)

(19)
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b

Fig. 3. Diagrama que ilustra la correlacion entre el poligono vectorial de velocidades y la construccion geométrica del
esquema del mecanismo.

4. OBTENCION DE LAS ECUACIONES DEL RADIO DE CURVATURA

Para esto se toma la ecuacion (9). En la Tabla 1 se muestran las ecuaciones de la curva de paso y sus
derivadas para el mecanismo con el seguidor del movimiento lineal alternativo y en la Tabla 2 con el
seguidor oscilante.

En el numerador de la ecuacion (9), la velocidad de deslizamiento del punto de la curva de paso sobre
la propia se puede obtener utilizando la formula (7). Pero es mas facil obtenerla mediante los siguientes
razonamientos. Si se toma en cuenta que el seguidor intercepta a la curva de paso en un solo punto, para
los mecanismos de rodillo en el centro de rotacion B de éste, la velocidad relativa v**?' de la punta del
seguidor con respecto a la curva de paso sera la del deslizamiento del punto de la curva sobre la propia.
Para encontrarla se formula la ecuacion vectorial de velocidades:

—B2 —Bl1 —B2B1
v =v +4v (20)
y como resolucion de ésta se construye poligono vectorial.

En la Fig. 3(a) se muestra el esquema de un mecanismo de leva con seguidor del movimiento lineal
alternativo de rodillo, en que OB es el radio vector del punto B del seguidor y n—n es la normal comtn,
y en la Fig. 3(b) la solucion de la ecuacion (20) presentada en forma de poligono vectorial de velocidades.
Al analizar el poligono vectorial y el esquema del mecanismo se llega a la conclusion de que el triangulo
Ap,bib, de éste es semejante al OBA. Esto establece correlacion entre los analogos de las velocidades y
los segmentos del esquema del mecanismo: en donde el segmento AO; por la magnitud es igual al

analogo de la velocidad (SB 2 ), , el radio vector 7l (sBl), y el segmento AB al andlogo de la velocidad

!
. B2Bl1 . ~ .
relativa (s ) disefiados a escala del mecanismo 4.

Asi pues, utilizando dicha igualdad, en la Fig. 3a se determina el analogo de la velocidad de
movimiento del punto B, del seguidor con respecto al B, de la leva. Este tiene la siguiente forma:

(s*#') = 4B=4D* + DB* , 1)
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n

Fig. 4. Esquema para la obtencion de ecuacion de velocidad de deslizamiento del punto B del seguidor sobre la curva de
paso.

en donde AD=A40,-OD y DB=DB,+B,’B. Puesto que 40, es (SB2 )' , O1D es la excentricidad e,

DB,'=\r,> —¢* y ByBes s°°, resulta:
(sml )I =\/(\/i’027+s32 )2 +((SBZ )r —e)z . (22)

Al sustituir en (9) el numerador (la velocidad de deslizamiento) por (22) y los términos del
denominador, por sus valores de la Tabla 1, se obtiene la ecuacion del radio de curvatura de la curva de
paso para el mecanismo con el seguidor lineal alternativo:

o]

- —. 23)
(o xrle) sl A7 | v

en donde: f(sBz) =\’ - +s5", f(sB2) =(s32) —eyC= 3e(s32) e
Igualmente, para un mecanismo con seguidor oscilante presentado en la figura 4a, en que la linea 0,4

esta trazada paralelamente al seguidor O,B, el poligono vectorial de velocidades Ap,b,b, presentado en la
Fig. 4b sera semejante al AOBA del esquema del mecanismo. Con esto se tiene:

0102

(572) =\Lbpy + L2A* = 2Ly, L, AB (24)

en donde L, es la longitud del seguidor; Lo, es la longitud de la base del mecanismo; A =(1+ 492') y
B=cos(6y,+6,).
Sustituyendo en (9) el numerador por (23) y el denominador por sus valores en la Tabla 2 se obtiene:



Determinacion del radio de curvatura de la leva de un mecanismo plano 23
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d6
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O

Fig. 5. Para la definicion del signo del radio de curvatura.

3
_ [Léloz +[§A2 _2L0102L1AB:F
Prwo = 2 2 " ’
_L0102 _L/P _L0102Lzaz D +L0102QABE
endonde: D=sen(6,,+6,)y E=2+6, .

Para comprobar lo obtenido, se toma la ecuacion (24). Tomando la magnitud de excentricidad e=0, ésta
obtiene forma:

(25)

= P (26)

que coincide con la formula (2) indicada en [6], [14], [15], [18]. Pero la coincidencia no es completa ya
que hay diferencia en el signo del denominador y por supuesto en el signo del radio de curvatura. Al
hacer calculo mediante la férmula (2) el radio de curva convexa obtiene signo positivo (+) y el radio de
curva concava, negativo (—), aplicando la formula (26) los signos resultan contrarios. Esta diferencia
obliga buscar la resolucion de este problema ya que la solucion correcta determina el tipo de la curva.

En [12] y [13] se dice “el signo positivo (de la curvatura) significa que el sentido del radio de curvatura
coincide con la direccidon positiva de la normal”. Pero esto no expresa claramente qué tipo de curva es,
concava o convexa, cuando tiene signo positivo o negativo.

En [4,9,8,17,19] en la féormula de curvatura (9) el denominador se toma por médulo, es decir, el signo
de la curvatura no se toma en cuenta.

Por supuesto, en el calculo a mano esto no tiene mucha importancia. Pero con el calculo mediante la
programacion, esto puede conducir a un error ya que en el par cinematico superior, para el calculo de
esfuerzos de contacto, se necesita calcular el radio de curvatura equivalente de las superficies conjugadas,
una de las cuales es convexa y la otra puede ser concava o convexa. Por eso los autores encuentran la
necesidad de definir la forma exacta de la curva.

Se toma el ejemplo de una curva de paso de la leva, mostrada en la Fig. 5, que tiene dos partes: una
concava, en el punto 4, el centro de curvatura esta fuera de la curva, fuera del espacio limitado por los
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planos del sistema de coordenadas S(x, y, z) de un lado y la curva del otro; y otra convexa, en el punto B,
el centro de curvatura estd dentro de la curva, dentro del espacio indicado. Si el sentido de giro de la leva
contrario al de las manecillas del reloj se acepta como positivo, ya que el sentido del vector de la

—4
velocidad angular coincide con el sentido del eje Oz del sistema de coordenadas; entonces el vector v de

—B
la velocidad de deslizamiento de la punta del seguidor con respecto a la leva en el punto 4 y v en el

, : . . . d
punto B tendran el mismo sentido, como se muestra en la Fig. 5. Pero el sentido del vector d% de la

variacion del angulo @, de la orientacion de la tangente 7, — 7, provocada por el movimiento del punto

A sobre la curva es positivo, ya que esta dirigido en el sentido coincidente con el eje Oz, y el sentido del
vector a4y de la variacion del angulo ¢, de la orientacion de la tangente 7, —7,, provocada por el
de B B B

movimiento del punto B es negativo, ya que esta dirigido en sentido contrario al del eje Oz. Entonces, en

el primer caso k, = ? es positivo y en el segundo k, = % es negativo. Asi pues, resulta que el tipo de
s s

la curva de paso define solamente el sentido del vector de la velocidad de la variacion del angulo de la

orientacion de la tangente, provocado por deslizamiento del punto de la curva sobre la propia. Esto

permite llegar a la siguiente conclusion, el radio de curvatura de la curva convexa tiene signo negativo y

de la concava, positivo.

De lo anterior resulta que las ecuaciones (24) y (25) de una sola manera definen la magnitud del radio
de curvatura de la curva de paso y el tipo de ésta.

Seria importante determinar el radio minimo de la curva de paso, ya que de la magnitud de éste depende
la eleccion del radio de rodillo. Para esto se necesita derivar las ecuaciones (24) y (25) e igualarlas a cero,
con esto se calcularia el angulo de la posicion de la leva ¢ cuando el radio de curvatura seria minimo. Sin
embargo, realizar esto es dificil ya que las ecuaciones resultan muy complejas. Se considera mas facil
realizar esto utilizando programacion y los modernos medios numéricos de calculo.

5. CONCLUSIONES

En el material presentado se mostr6 el modo de la obtencion de las ecuaciones de la curva de paso para
los mecanismos de leva del seguidor oscilante y del seguidor del movimiento lineal alternativo con la
punta hecha en forma de cufa, de rodillo y de zapata curva. Con el uso de éstas son obtenidas las
ecuaciones para el calculo del radio de curvatura de la leva. Para los mecanismos con el seguidor del
movimiento lineal alternativo la ecuacion del radio de curvatura se obtuvo para el caso comin e # 0. Fue
comprobada la validez de estas ecuaciones.

En forma muy clara y sencilla se comprobo que en el calculo analitico el radio de curvatura de la curva
convexa obtiene signo negativo y de la concava, positivo. Entonces, las ecuaciones obtenidas para el
calculo de la curvatura de la curva de paso de una sola manera definen tanto la magnitud, como el tipo de
la curva.
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DETERMINATION OF THE RADIUS OF CURVATURE OF THE CAM A
MECHANISM PLANE

Abstract — The presented material is dedicated to resolution of a problem of flat mechanisms of cams, namely:
to determination of the radio of curvature of the cam, as working capacity of the mechanism depends on correct
definition of it. In the paper, the process of deducing of the equation of a curve of a step and definition of the
equation of radio of a curvature are shown. They are shown for the common case: for mechanisms with pusher
of linear alternative movement with eccentricity not zero and for mechanisms with oscillating pusher. In a very
clear and simple form is shown that the convex curve receives a negative sign and concave, positive.
Analytically exact definition of size and the form of a curvature of a fist has greater importance, as it allows
using numerical methods to project the mechanism with optimum parameters.

Keywords — Theory of Mechanisms and Machines, Mechanisms of cam, Curvature.






