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Resumo – A modelação numérica detalhada do comportamento termomecânico de componentes estruturais 
constituídos por materiais compósitos requer geralmente o conhecimento prévio das suas propriedades macros-
cópicas. Por um lado, através de modelos analíticos é possível obter estimativas para os valores das proprieda-
des efectivas dos materiais, assim como majorantes e minorantes para esses mesmos valores. Por outro lado, é 
possível utilizar métodos de natureza numérica, de entre os quais se destaca a homogeneização por expansão as-
simptótica. O recurso a metodologias de homogeneização pode trazer benefícios computacionais bastante signi-
ficativos. Esta técnica permite a substituição de um meio heterogéneo por um meio homogéneo equivalente, 
permitindo, assim, a obtenção de leis de comportamento macroestruturais a partir de informação relativa ao ní-
vel microestrutural. Neste trabalho procede-se a um estudo comparativo das propriedades termoelásticas de ma-
teriais compósitos obtidas através de procedimentos numéricos de homogeneização por expansão assimptótica e 
de modelos analíticos com resultados experimentais obtidos a partir de fontes bibliográficas. 
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1. INTRODUÇÃO 

Os materiais compósitos têm vindo ao longo dos anos a ganhar grande expressão quanto à sua utiliza-
ção, principalmente em engenharia. Estes materiais são constituídos por duas ou mais fases e caracteri-
zam-se por apresentar heterogeneidades. Quando um destes materiais é sujeito a uma mudança de tempe-
ratura, a diferença entre os coeficientes de expansibilidade térmica das fases constituintes origina o apare-
cimento de tensões de ordem térmica, que resultam da referida heterogeneidade microestrutural. Não 
raras vezes a combinação das tensões de origem mecânica com as tensões de origem térmica pode levar, 
em situações de carregamento termomecânico, a fenómenos de cedência ou de ruptura do material. Nestas 
condições, torna-se indispensável conhecer as propriedades termomecânicas efectivas dos materiais cons-
tituintes. Estas podem ser determinadas recorrendo a modelos analíticos ou a simulação numérica. Os 
modelos analíticos são normalmente associados a materiais compósitos com geometrias simples, constitu-
ídos por inclusões esféricas ou cilíndricas, de onde se podem retirar não só as propriedades termomecâni-
cas efectivas mas também minorantes/majorantes dessas mesmas propriedades. Para materiais compósitos 
com geometrias complexas é usual recorrer-se à simulação numérica e em particular à modelação por 
elementos finitos. Todavia, uma correcta definição dos detalhes microestruturais torna necessária a utili-
zação não só de malhas não-estruturadas como de um grande número de elementos finitos. Mesmo em 
termos de termoelasticidade linear, a modelação numérica do comportamento termomecânico deste tipo 
de componentes estruturais fica de certa forma impossibilitada de se realizar, devido ao facto de ser ne-
cessário o uso de grande memória computacional e consequentemente de tempos de computação demasi-
ado longos. 

Deste modo, para se reduzir esses tempos e os elevados custos envolvidos na modelação numérica de 
componentes estruturais de materiais compósitos, pode recorrer-se a metodologias de homogeneização. 
Estas metodologias permitem a substituição de um meio heterogéneo por um meio homogéneo equivalen-
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te, dando origem a leis de comportamento macroestruturais a partir de informação relativa ao nível mi-
croestrutural. Em geral, os materiais compósitos apresentam heterogeneidades microestruturais cujas 
dimensões características se revelam bastante inferiores às dimensões características dos componentes 
estruturais em que são normalmente inseridos. Se a distribuição das heterogeneidades no seio da matriz se 
apresenta de uma forma equitativa, a morfologia dessas heterogeneidades pode ser geralmente aproxima-
da pela repetição periódica de uma célula unitária, que representa os detalhes microestruturais do material 
compósito.  

Desde o início do século XIX que a homogeneização de propriedades físicas é conhecida [1-3]. Mas é 
só na segunda metade do século XX que os primeiros trabalhos relativos à teoria matemática da homoge-
neização se tornaram conhecidos [4-6]. No caso de se ter presente um material compósito com microes-
trutura não-periódica podem utilizar-se diversas técnicas de homogeneização: para problemas simétricos e 
não-periódicos, a convergência-G [4], para problemas não-simétricos e não-periódicos, a convergência-H 
[7] e para problemas que admitem uma caracterização variacional, a convergência-Γ [8]. Contudo estas 
metodologias não permitem obter dados homogeneizados para as propriedades termomecânicas de um 
material compósito, mas apenas estimar limites inferiores e superiores para os valores homogeneizados 
das propriedades efectivas. 

Por outro lado, se se tiver um material compósito com uma microestrutura periódica, pode aplicar-se o 
método de homogeneização por expansão assimptótica (HEA), com ganhos significativos na redução do 
número de graus de liberdade associados à modelação do comportamento termomecânico destas estrutu-
ras e com a possibilidade da caracterização dos campos microestruturais. No que concerne à termoelasti-
cidade e decorrendo desta metodologia, é possível obter equações explícitas que permitem a determinação 
dos níveis microestruturais de fluxo superficial de calor por condução, de tensão e de deformação. Na 
prática, este processo corresponde ao inverso da homogeneização, o qual se denomina localização. A 
HEA permite a obtenção de valores médios (homogeneizados) para as propriedades termomecânicas de 
um determinado material compósito. Esta técnica baseia-se em dois pressupostos: (i) os deslocamentos 
podem ser caracterizados por uma série assimptótica e (ii) as características da microestrutura são defini-
das na célula unitária, representativa da periodicidade na microescala. 

Neste contexto, neste trabalho procede-se a um estudo comparativo das propriedades termoelásticas de 
materiais compósitos obtidas através de procedimentos quer numéricos de homogeneização por expansão 
assimptótica quer analíticos com resultados experimentais de fonte bibliográfica, ilustrando-se a aplicação 
de metodologias de homogeneização. 

2. HOMOGENEIZAÇÃO POR EXPANSÃO ASSIMPTÓTICA EM TERMOELASTICIDADE 

Na homogeneização por expansão assimptótica procede-se à substituição de um meio heterogéneo por 
um meio homogéneo equivalente, o que, com base em dados relativos ao nível microestrutural, possibilita 
a obtenção de leis de comportamento macroestruturais. Neste contexto, considere-se um material hetero-
géneo linear termoelástico associado a um meio sólido Ω∈R3, cuja microestrutura é constituída pela dis-
tribuição espacialmente periódica de uma célula unitária associada a uma região Y, conforme se represen-
ta na Fig. 1. Aquando da solicitação termomecânica dos materiais heterogéneos de microestrutura perió-
dica surgem oscilações periódicas dos campos resultantes de temperaturas, deslocamentos, fluxos superfi-
ciais de calor por condução, tensões e deformações. A generalidade dos materiais heterógeneos de micro-
estrutura periódica apresenta uma relação ε entre as dimensões características dos domínios da micro- e 
da macroestrutura reduzida (ε <<1). Este tipo de oscilações periódicas advém da periodicidade associada 
à heterogeneidade microestrutural e manifesta-se na vizinhança de dimensão ε de qualquer ponto de Ω. 
Desta forma, é natural assumir a existência de duas escalas distintas x e y, associadas, respectivamente, 
aos fenómenos de comportamento do material nos níveis da macroescala Ω e da microescala Y, tal como 
ilustrado na Fig. 1. Assim, resulta que as variáveis associadas aos campos anteriormente referidos passam 
a depender funcionalmente de ambos os sistemas x e y, em que 

.
ε

=
xy  (1) 
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Daqui, obtém-se uma característica formalmente designada por Y-periodicidade, sendo que a 
dependência funcional em y é periódica no domínio Y. 

Se, por um lado, a Y-periodicidade da heterogeneidade microestrutural se reflecte, em termos de 
propriedades lineares termoelásticas, no facto de os tensores de condutividade térmica k, de 
expansibilidade térmica α e de elasticidade D serem Y-periódicos em y, por outro lado, a homogeneidade 
do material ao nível da macroescala resulta na não-dependência directa destes tensores relativamente ao 
sistema de coordenadas da macroescala, x. Neste contexto, em termos das componentes dos tensores de 
condutividade térmica, de expansibilidade térmica e de elasticidade, obtém-se 

 ( )ij ijk k= y  (2) 

 ( ) eij ijα α= y  (3) 

 ( ) ,ijkl ijklD D= y  (4) 

respectivamente. Mas, no sistema de coordenadas da macroescala, x, a heterogeneidade microestrutural 
manifesta-se num período ε-1 vezes menor que a dimensão característica do domínio Y. Sendo assim e de 
acordo com a equação (1), definem-se os tensores 

 ( )ij ijk kε ε= x  (5) 

 ( ) eij ij
εα α ε= x  (6) 

 ( ) ,ijkl ijklD Dε ε= x  (7) 

em que o índice superior ε representa o facto de k, α e D serem εY-periódicos no sistema de coordenadas 
da macroescala, x, dependendo, assim, indirectamente de x. Considerando a convenção de Einstein para a 
notação indicial das componentes das grandezas tensoriais, o problema térmico em regime estacionário é 
descrito por equações de equilíbrio e de Fourier para a condução de calor que correspondem, 
respectivamente, a [9] 

 

Fig. 1. Representação esquemática da célula unitária Y associada à microescala e do material termoelástico heterogéneo Ω, 
utilizados no processo de homogeneização assimptótica, de que resulta o material homogéneo Ωh, com ε→ 0. 
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para i, j=1, ..., 3. qi são as componentes do vector de fluxos superficiais de calor por condução. Q 
representa a taxa temporal de geração de calor por unidade de volume e T é o campo de temperaturas. 
Uma vez mais, o índice superior ε evidencia a εY-periodicidade de uma determinada variável no sistema 
de coordenadas da macroescala, x. Na fronteira Γ de Ω podem ser definidas condições de fronteira de 
Dirichlet, de Neumann e de Robin que correspondem a 

 TDem ,T Tε = Γ  (10) 

 TNem ei iq n qε = − Γ  (11) 

 ( ) TRc em ,i iq n h T Tε ε
∞= − Γ  (12) 

respectivamente, com DTΓ ∪ TNΓ ∪ TRΓ =Γ e TDΓ ∩ TNΓ = TDΓ ∩ TRΓ = TNΓ ∩ TRΓ =∅. T  e q  são 
valores prescritos de temperatura e de fluxo de calor por condução por unidade de área, respectivamente. 
ni são as componentes de um versor normal exterior às superfícies TNΓ  ou TRΓ . hc e T∞  são o coeficiente 
de convecção e a temperatura do meio ambiente, respectivamente. 

Por outro lado, o problema associado de termoelasticidade linear é descrito por equações de equilíbrio, 
relações deformações-deslocamentos linearizadas e relações constitutivas que, assumindo deformações 
infinitesimais associadas a um processo quase-estático, correspondem a [9] 

 0 em ,ij
i

j

f
x

ε

ε

σ∂
+ = Ω

∂
 (13) 

 1 em e
2

ji
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j i

uue
x x

εε
ε

ε ε

⎛ ⎞∂∂
= + Ω⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 (14) 

 em ,ij ijkl kl ijD e Tε ε ε ε εσ β= − Δ Ω  (15) 

respectivamente, em que 

 0 eT T Tε εΔ = −  (16) 

 ( / ).ij ijkl kl ijDε ε ε εβ α β ε= = x  (17) 

σij e eij são as componentes dos tensores das tensões e das deformações de Cauchy, respectivamente. fi e 
ui representam as componentes dos vectores de forças volúmicas e de deslocamentos, respectivamente. T0 
é a temperatura de referência e βij são as componentes do tensor dos módulos térmicos. Na fronteira Γ de 
Ω podem ser também definidas condições de fronteira de Dirichlet e de Neumann, que correspondem a 

 Duem ei iu uε = Γ  (18) 

 Nuem ,ij j in tεσ = Γ  (19) 

respectivamente, com uDΓ ∪ uNΓ =Γ e uDΓ ∩ uNΓ =∅ . iu  e it  são valores prescritos de deslocamento e 
de força superficial, respectivamente. nj são as componentes de um versor normal exterior à superfície 

uNΓ . 
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Assim, com base no pressuposto da existência de duas escalas distintas associadas aos fenómenos de 
comportamento do material nos níveis da macroescala Ω e da microescala Y, procede-se à aproximação 
dos campos de temperaturas e de deslocamentos (variáveis primárias) com base nas respectivas expansões 
assimptóticas em ε: 

(0) (1) 2 (2)( ) ( , ) ( , ) ( , ) eT T T Tε ε ε= + + +x x y x y x y K                                      (20) 

 (0) (1) 2 (2)( ) ( , ) ( , ) ( , ) ,i i i iu u u uε ε ε= + + +x x y x y x y K  (21) 

em que os termos ( )( ) ,rT x y  e ( ) ( ),r
iu x y , com r∈N0, correspondem a funções Y-periódicas em y, 

designadas por correctores de ordem r dos campos de temperaturas e de deslocamentos, respectivamente. 
Atendendo à equação (1) tem-se, de acordo com a regra da cadeia utilizada na derivação de funções, que 

 1 .
i i ix x yε ε

∂ ⋅ ∂ ⋅ ∂ ⋅
= +

∂ ∂ ∂
 (22) 

Neste contexto, a substituição da expansão assimptótica do campo de temperaturas (equação (20)) nas 
equações de Fourier para a condução de calor (expressão (9)) e na lei de Duhamel-Neumann (expressão 
(15)), e a substituição da expansão assimptótica do campo de deslocamentos (expressão (21)) nas relações 
deformações-deslocamentos linearizadas (expressão (14)) permitem a obtenção do problema 
termoelástico homogeneizado. Deste modo, o campo de temperaturas T(0) corresponde à solução do 
problema térmico homogeneizado definido por 

 0 em ,i

i

Q
x
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∂
 (23) 
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(0)

Dem ,T T= Γ  (24) 
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j
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x

∂
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∂
 (27) 

em que Ξi denota as componentes do campo macroestrutural homogeneizado de fluxos superficiais de 
calor por condução e h

ijk  são as componentes do tensor homogeneizado de condutividade térmica, 
definidas por 

 h

Y

1 ( ) I d .
Y

k
k

ik ij j
j

k k Y
y

⎛ ⎞∂ϒ
= −⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠

∫ y  (28) 

Ik
j  correspondem, num referencial cartesiano ortonormado, às componentes do tensor identidade de 

segunda ordem. kϒ  são as componentes do vector do campo de deslocamentos termocaracterísticos [10]. 
Por outro lado, o campo de deslocamentos ui

(0) corresponde à solução do problema de termoelasticidade 
homogeneizado definido por 

 0 em ,ij
i

j

f
x

∂Σ
+ = Ω

∂
 (29) 

 u

(0)
Dem ,i iu u= Γ  (30) 

 Nuem , comij j in tΣ = Γ  (31) 
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em que Σij denota as componentes do campo macroestrutural homogeneizado de tensões. h
ijklD  e h

ijβ  são 
as componentes dos tensores homogeneizados de elasticidade e dos módulos térmicos, respectivamente, 
definidas por 

 h

Y

1 ( ) I d e
Y

mn
mn k

ijmn ijkl kl
l

D D Y
y
χ⎛ ⎞∂

= −⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∫ y  (33) 

 h

Y

1 ( ) ( ) d
Y

k
ij ij ijkl

l

D Y
y

β β
⎡ ⎤∂Ψ

= −⎢ ⎥∂⎣ ⎦
∫ y y , (34) 

sendo Imn
kl  = δkm δln, em que δij é o símbolo de delta de Kronecker. χmn

k  e kΨ  são as componentes dos 
tensores dos campos de deslocamentos característicos e de deslocamentos termocaracterísticos, 
respectivamente [10]. 

Atenda-se ao facto de que a consideração das duas escalas x e y – associadas, respectivamente, aos 
fenómenos de comportamento do material nos níveis da macroescala Ω e da microescala Y – baseia-se na 
hipótese de existirem oscilações periódicas dos campos resultantes de temperaturas e de deslocamentos, 
consequentes da periodicidade associada à heterogeneidade microestrutural. Estas oscilações devem, 
supostamente, sobrepor-se a campos macroscópicos em que não se toma em consideração, pelo menos de 
modo directo, a influência de tais heterogeneidades microestruturais. Assim, para uma aproximação de 
primeira ordem da expansão assimptótica do campo de temperaturas ou deslocamentos, as oscilações 
podem ser interpretadas como flutuações em torno de um valor médio macroscópico, tal como se ilustra 
na Fig. 2. Em termos práticos, constata-se que uma parte significativa das aplicações estruturais de 
engenharia baseadas em materiais heterogéneos de microestrutura periódica se encontra associada a 
valores de ε << 1. 

 

Fig. 2. Ilustração esquemática da aproximação de primeira ordem da expansão assimptótica do campo de temperaturas, para 
um caso unidimensional - o campo de temperaturas, em Ω, é aproximado pela sobreposição do campo homogeneizado da 
macroescala, em Ωh, com as flutuações de primeira ordem oriundas da Y-periodicidade do campo da microescala, em Y. 
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3. MODELOS ANALÍTICOS DE HOMOGENEIZAÇÃO 

3.1. Propriedades mecânicas 

De um modo geral, verifica-se que as propriedades mecânicas efectivas de materiais compósitos não 
seguem a regra das misturas [11]. Por conseguinte, é imperativo proceder à criação de modelos que 
possam prever essas propriedades. Além disso, atendendo ao facto de as constantes elásticas de um 
material compósito dependerem da forma e da distribuição do material de reforço [12, 13], é desejável a 
definição de limites (analíticos) superiores e inferiores para os valores das propriedades mecânicas 
efectivas do material compósito, devendo estes limites serem o mais aproximados possível um do outro 
para que a previsão seja útil e precisa. 

A maioria dos modelos teóricos é idealizada a partir do pressuposto de que existe uma ligação perfeita 
entre as fases constituintes do material, sendo, no entanto, geralmente negligenciada a interacção elástica 
entre partículas. De um modo geral, estes modelos baseiam-se em simplificações geométricas, de modo a 
se obterem expressões analíticas. 

No presente trabalho efectua-se uma comparação entre os resultados da previsão numérica do módulo 
de elasticidade longitudinal do material compósito e os resultados de previsão analítica. Por um lado a 
previsão analítica do módulo de elasticidade é efectuada de acordo com as equações de Halpin-Tsai [14]. 
Considerando, 
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1
m

2 1 2
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ν
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podem ser obtidos os módulos de incompressibilidade e de corte (κ e G respectivamente), 

 1 1 r
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1 r

1 e
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f
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ξηκ κ
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−
 (39) 

 2 2 r
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2 r
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fG G
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ξ η
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−
 (40) 

em que fr é a fracção volúmica do reforço. Atendendo às relações 

 
( )

e
3 1 2

Eκ
ν

=
−

 (41) 

 
( )

,
2 1

EG
ν

=
+

 (42) 

resulta que o módulo de elasticidade transversal corresponde a 

 9 .
3

GE
G

κ
κ

=
+

 (43) 

No que concerne ao coeficiente de Poisson do material compósito, o seu valor pode ser obtido 
analiticamente com base nas equações anteriores de Halpin-Tsai, a que corresponde 
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 3 2 .
6 2
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κν
κ
−

=
+

 (44) 

Por outro lado, foram ainda considerados os limites superior e inferior associados aos modelos 
micromecânicos de Voigt-Reuss [15,16], de Hashin-Shtrikman [17] e de Ravichandran [18]. 

A célula representativa unitária associada ao modelo de Voigt-Reuss pode sofrer dois tipos distintos de 
carregamento mecânico. Por um lado, considere-se um carregamento mecânico segundo a direcção 
paralela à interface das lâminas da matriz e do reforço. Deste modo, assumindo um estado de 
isodeformação, ou seja, um campo uniforme de deformação para a matriz e o reforço, e procedendo à 
minimização da energia potencial do material compósito, o módulo de elasticidade longitudinal do 
material compósito corresponde [15] a 

 ( )V
r r m r1 .E E f E f= + −  (45) 

Por outro lado, considerando que o material compósito está sob um estado de isotensão, ou seja, o 
carregamento mecânico da célula representativa unitária é perpendicular à interface das lâminas da matriz 
e do reforço, o módulo de elasticidade longitudinal corresponde [16] a 

 
( )

R r m

r r r m

.
1

E EE
f E f E

=
− +

 (46) 

Estas equações correspondem ao limite superior de Voigt e ao limite inferior de Reuss, 
respectivamente, para o valor do módulo de elasticidade de um material compósito. No entanto, conforme 
referido por Hill [19], nem a suposição de estados de isodeformação nem de isotensão representam 
condições reais. De facto, as tracções na interface das lâminas da matriz e do reforço não estão em 
equilíbrio, segundo o modelo de Voigt, e a interface das lâminas da matriz e do reforço não se consegue 
manter, segundo o modelo de Reuss. Convém referir que não é aconselhável calcular os coeficientes de 
Poisson sob estados de isotensão ou de isodeformação [20]. De um modo geral, se os valores da rigidez 
dos materiais da matriz e do reforço forem muito diferentes, os limites de Voigt e Reuss definem 
intervalos muito amplos. Ao contrário de Voigt e Reuss, Hashin e Shtrikman (HS) consideram o material 
compósito como uma fase de partículas aleatoriamente distribuídas e uma fase contínua – a matriz. O 
modelo micromecânico de Hashin-Shtrikman requer a consideração de um único princípio variacional, 
com base num material de referência, providenciando limites para as constantes elásticas de um material 
compósito [17,21]. Com base no caso de um material compósito ser constituído por um material de 
reforço mais rígido que o material da matriz, podem retirar-se os limites superior (s) e inferior (i) dos 
módulos de incompressibilidade e de corte (κ e G respectivamente), 
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Atendendo às equações (41) a (43), podem então obter-se o limite superior e o limite inferior de 
Hashin-Shtrikman para o módulo de elasticidade longitudinal, que correspondem, respectivamente, a 
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Para a obtenção do limite superior e do limite inferior para o valor do coeficiente de Poisson, 
Zimmerman [22] propôs modificações simplificativas no seu cálculo, surgindo assim 
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respectivamente. Ravichandran modificou a célula unitária associada aos estados de isodeformação e de 
isotensão, propondo uma célula representativa unitária composta por uma matriz contínua e partículas de 
reforço cúbicas [18]. Neste modelo é aplicado um carregamento unidimensional perpendicular a duas 
faces opostas da célula representativa unitária. Ravichandran sugeriu então que o limite superior e o 
limite inferior para o módulo de elasticidade longitudinal fossem determinados por 
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em que 
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Os limites superior e inferior para o valor do coeficiente de Poisson correspondem a [20] 
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3.2. Propriedades termoelásticas 

O coeficiente de expansibilidade térmica de um material compósito depende fortemente das suas 
características microestruturais [23]. Quando um material compósito é sujeito a uma diferença de 
temperatura geram-se deformações. A deformação de uma das fases num material compósito é restringida 
pela rigidez da outra fase, dependendo a magnitude dessa deformação da transferência de corte na 
interface da matriz-reforço. A expressão mais simples para determinar o coeficiente de expansibilidade 
térmica de um material compósito é dada pela regra das misturas [23] 
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 ( )RM
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Turner foi o primeiro a considerar o módulo de elasticidade na equação para determinar o coeficiente de 
expansibilidade térmica [24], tendo a forma do reforço sido mais tarde considerada por Kerner [25]. 
Kerner assume que o material compósito é reforçado por partículas esféricas embebidas numa camada 
uniforme de material da matriz. O coeficiente de expansibilidade térmica, αK, corresponde, de acordo 
com Kerner, a 
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sendo κr e κm os módulos de incompressibilidade dos materiais do reforço e da matriz, respectivamente, e 
Gm o módulo de corte do material da matriz. 

Schapery [26] também considerou o material de reforço como sendo constituído por partículas 
esféricas, mas utilizando unicamente os módulos de incompressibilidade da matriz e do reforço, obteve 
para o coeficiente de expansibilidade térmica do material compósito 
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Não sendo o módulo de incompressibilidade do material compósito conhecido antecipadamente, a 
consideração dos limites de Hashin-Shtrikman, equações (47) e (48), permitem a obtenção de limites 
superior e inferior para o coeficiente de expansibilidade térmica que, segundo Schapery, correspondem, 
respectivamente, a 
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Por outro lado, no modelo apresentado por Fahmy e Ragai [27] estabelece-se uma expressão para o 
coeficiente de expansibilidade térmica em função dos módulos de elasticidade longitudinal e dos 
coeficientes de Poisson de cada uma das duas fases constituintes do material compósito: 
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3.3. Propriedades térmicas 

A condutividade térmica é uma propriedade bastante importante num material, principalmente em 
materiais de engenharia utilizados em processos que envolvam diferenças de temperatura elevadas. Para a 
previsão analítica do coeficiente de condutividade térmica de um material compósito podem ser utilizados 
os modelos de Maxwell [2], de Rayleigh [3] e de Landauer [28]. 

O modelo de Maxwell baseia-se no princípio de que uma partícula de reforço esférica se encontra 
embebida numa camada uniforme de material da matriz e negligencia-se qualquer interacção entre os 
campos térmicos associados a várias partículas de reforço. Desta forma Maxwell apresentou uma 
expressão para determinar o coeficiente de condutividade térmica, kM, correspondente a 
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Maxwell foi o primeiro a estudar o coeficiente de condutividade térmica de materiais heterogéneos, não 
tendo, no entanto, considerado o efeito de dispersão. Com efeito, o seu modelo tem tendência a prever 
baixos valores do coeficiente de condutividade térmica para elevadas concentrações de fracção volúmica 
de partículas de reforço [29]. 

No modelo de Rayleigh, os pressupostos do modelo anterior mantêm-se, mas neste caso é considerado 
um arranjo periódico cúbico de partículas esféricas com o mesmo diâmetro, que definem o material 
compósito. A expressão para o cálculo do coeficiente de condutividade térmica, kR, é, segundo Rayleigh, 
idêntica à de Maxwell, correspondendo a 
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k k f k k
+ + −

=
+ + −

 (67) 

 Landauer, por sua vez, considerou o efeito quer da distribuição das fases constituintes do material 
compósito quer dos contactos que se podem estabelecer entre as partículas de reforço. Estabeleceu, assim, 
uma expressão para determinar o coeficiente de condutividade térmica de um material compósito com 
reforço de partículas esféricas, correspondente a 
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4. PROCEDIMENTOS NUMÉRICOS 

No presente trabalho utilizou-se o programa COMMA3D [10]. Este é um programa de simulação 
numérica baseado no método dos elementos finitos, desenvolvido em Fortran 90, que constitui a base de 
uma plataforma de modelação numérica do comportamento termomecânico de materiais compósitos e 
inclui o procedimento de homogeneização por expansão assimptótica em termoelasticidade linear. Este 
programa permite a modelação de domínios sólidos utilizando elementos finitos tetraédricos e 
hexaédricos, quer lineares quer quadráticos. 

As tarefas de pré- e pós-processamento foram realizadas com base na utilização do programa GiD®. 
Este programa é uma interface gráfica de modelação geométrica, com várias características que o tornam 
útil nas fases de pré- e pós-processamento de problemas de simulação numérica. 

A modelação numérica de células representativas unitárias de materiais compósitos com geometrias 
complexas foi efectuada com base no programa SPHERECELL [30, 31]. Este programa permite o controlo 
rigoroso de alguns parâmetros geométricos, tais como, por exemplo, (i) a fracção volúmica dos materiais 
constituintes, (ii) a geometria e as dimensões do reforço, (iii) a distribuição do reforço e (iv) as condições 
de fronteira de periodicidade. 

No contexto da aplicação do método de homogeneização por expansão assimptótica à 
termoelasticidade, é necessário garantir a periodicidade não só da geometria das células representativas 
unitárias mas também dos campos dos deslocamentos característicos e dos coeficientes característicos de 
dilatação linear efectiva, no problema termoelástico, e do campo de deslocamentos termocaracterísticos, 
no problema térmico. Neste contexto, foi utilizada a sub-rotina SLAVERY [30, 31] para se proceder, de 
modo expedito, à associação dos nós sujeitos a condições de periodicidade, bem como dos seus 
correspondentes graus de liberdade. 

Com o intuito de proceder ao estudo numérico das propriedades elásticas, termoelásticas e térmicas 
(homogeneizadas) de materiais compósitos para fracções volúmicas de reforço, fr, entre 10% e 50%, 
inclusive, procedeu-se à geração de cinco células representativas unitárias para as cinco fracções 
volúmicas de reforço consideradas. As geometrias das células representativas unitárias geradas 
encontram-se ilustradas na Fig. 3. Em seguida, com base em estudos de convergência quer das matrizes 
Dh e kh quer dos vectores dos módulos térmicos βh associados a cada uma das células representativas 
unitárias que definem o material compósito reforçado com partículas esféricas [10], foram obtidas as 
malhas de elementos finitos apresentadas na Fig. 4. 
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5. APRESENTAÇÃO E DISCUSSÃO DE RESULTADOS 

Na presente secção procede-se à aplicação numérica da técnica de homogeneização por expansão 
assimptótica na determinação numérica de propriedades mecânicas, termoelásticas e térmicas de materiais 
compósitos, desenvolvendo-se o estudo da influência da fracção volúmica de reforço nos valores 
efectivos das referidas propriedades materiais compósitos de partículas esféricas. Os resultados numéricos 
são comparados com resultados quer de previsão analítica quer experimentais. 

5.1. Propriedades elásticas 

Os materiais da matriz e do reforço do material compósito são uma resina de epóxido e fibra de vidro, 
respectivamente. As propriedades termomecânicas destes materiais encontram-se indicadas na Tabela 1 
[32-35]. 

Na Fig. 5 são apresentadas as componentes das matrizes Dh, para células representativas unitárias de 
material compósito de resina de epóxido com 10% a 50% de fracção volúmica de reforço de partículas 
esféricas de fibra de vidro. Verifica-se que para as fracções volúmicas de reforço de 10% e 20% o 
material pode caracterizar-se como sendo cúbico, ou seja, apresenta as mesmas propriedades mecânicas 
segundo as três direcções de ortotropia. Isto significa que o comportamento mecânico do material 
compósito é descrito pelos parâmetros independentes E, ν e G. Para fracções volúmicas de reforço 
superiores a 30%, inclusive, as matrizes constitutivas apresentam um carácter nitidamente ortotrópico, 
embora não-cúbico. 

Na Fig. 6 são ilustrados os resultados de previsão numérica, em conjunto com os de previsão analítica, 
os limites superiores e inferiores de Voigt-Reuss, de Hashin-Shtrikman e de Ravichandran, assim como 
os resultados experimentais [32], para o módulo de elasticidade longitudinal, considerando uma gama de 
fracções volúmicas de reforço até 60%. 

 

Fig. 3. Geometrias das células representativas unitárias geradas com partículas esféricas, para fracções volúmicas de reforço 
de (a) 10%, (b) 20%, (c) 30%, (d) 40% e (e) 50%. 

 

 

Fig. 4. Malhas de elementos finitos obtidas com base em estudos de convergência, para as células representativas unitárias 
com fracções volúmicas de reforço de (a) 10%, (b) 20%, (c) 30%, (d) 40% e (e) 50%. 
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Tabela 1. Propriedades termomecânicas dos materiais da matriz (m) e do reforço (r) para o material compósito de resina de 
epóxido reforçado com fibra de vidro. 

Propriedade Valor 
Módulo de elasticidade do material da matriz, Em [GPa] 3,5 
Coeficiente de Poisson do material da matriz, νm [-] 0,35 
Coeficiente de condutividade térmica do material da matriz, km [Wm-1K-1] 0,195 
Coeficiente de expansibilidade térmica do material da matriz, αm [MK-1] 65,26 
Módulo de elasticidade do material do reforço, Er [GPa] 78 
Coeficiente de Poisson do material do reforço, νr [-] 0,21 
Coeficiente de condutividade térmica do material do reforço, kr [Wm-1K-1] 1,4 
Coeficiente de expansibilidade térmica do material do reforço, αr [MK-1] 6,5 

 

 

Fig. 5. Componentes das matrizes Dh, para células representativas unitárias de material compósito de resina de epóxido com 
10% a 50% de fracção volúmica de reforço de partículas esféricas de fibra de vidro. 

 

Fig. 6. Variação do módulo de elasticidade longitudinal com a fracção volúmica de reforço de partículas esféricas de fibra de 
vidro, para um material compósito de matriz de resina de epóxido. 

 



16 J. Pinho-da-Cruz, P.S. Ferreira, J.A. Oliveira, F. Teixeira-Dias 

   Constata-se que os resultados experimentais se encontram limitados superiormente pelo limite de Voigt, 
que por sua vez vai alargando a sua diferença em relação ao limite de Reuss. Este facto pode ser 
explicado pela grande diferença existente entre os módulos de elasticidade dos materiais constituintes do 
material compósito. Como seria de esperar, os limites de Hashin-Shtrikman revelam-se bastante estreitos 
e os de Ravichandran ainda mais, o que se deve ao facto de estes modelos micromecânicos considerarem 
uma matriz contínua a envolver as partículas isoladas de reforço. Grande parte dos resultados 
experimentais apresentam-se fora dos limites de Ravichandran, apesar de seguirem uma tendência em 
conformidade com os mesmos. Os resultados de previsão analítica coincidem com o limite inferior de 
Hashin-Shtrikman. No que concerne aos resultados numéricos, são apresentados os três módulos de 
elasticidade longitudinal, devido ao carácter ortotrópico do material compósito. 

Na Fig. 7 apresenta-se a globalidade dos resultados experimentais, em conjunto com os resultados de 
previsão analítica e os limites superiores e inferiores de Voigt-Reuss, de Hashin-Shtrikman e de 
Ravichandran, para o módulo de elasticidade longitudinal. Constata-se que para as fracções volúmicas de 
reforço mais elevadas os resultados experimentais seguem, em termos de curva média, a mesma tendência 

 

Fig. 7. Resultados experimentais e de previsão analítica, com os limites superiores e inferiores de Voigt-Reuss, de Hashin-
-Shtrikman e de Ravichandran, para o módulo de elasticidade longitudinal de um material compósito de resina de epóxido 

com partículas esféricas de fibra de vidro. 

 

Fig. 8. Variação do coeficiente de Poisson com a fracção volúmica de reforço de partículas esféricas de fibra de vidro, para 
um material compósito de matriz de resina de epóxido. 
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dos resultados de previsão analítica. 
Os resultados numéricos do coeficiente de Poisson do material compósito considerado são apresentados 

na Fig. 8, em conjunto com os resultados de previsão analítica e os experimentais [32], bem como os 
limites superiores e inferiores de Hashin-Shtrikman e de Ravichandran. Verifica-se que, apesar de 
apresentarem grandes variações,  os resultados experimentais se encontram dentro dos limites de  Hashin-
-Shtrikman. Por outro lado, os limites de Ravichandran definem um intervalo bastante estreito e tanto os 
resultados de previsão numérica como os experimentais saem fora desse intervalo. Além disso, à 
excepção do que ocorre para a fracção volúmica de 40%, os resultados numéricos parecem seguir 
aproximadamente a tendência dos resultados experimentais. 

Por fim, na Fig. 9 e na Fig. 10 apresentam-se, respectivamente, os deslocamentos característicos, χ, e os 
vectores das solicitações mecânicas características, FD, da célula representativa unitária de material 
compósito de resina de epóxido com 30% de partículas esféricas de fibra de vidro (vd. Fig. 3(c)). 

 

Fig. 9. Deslocamentos característicos da célula representativa unitária de material compósito de resina de epóxido com 30% 
de partículas esféricas de fibra de vidro – modos normais (a) χ11, (b) χ22 e (c) χ33, e modos de corte (d) χ12, (e) χ23 e (f) χ13. 

 

Fig. 10. Vectores das solicitações mecânicas características da célula representativa unitária de material compósito de resina 
de epóxido com 30% de partículas esféricas de fibra de vidro – modos normais (a) D

11F , (b) D
22F  e (c) D

33F , e modos de corte 

(d) D
12F , (e) D

23F  e (f) D
13F . 
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5.2. Propriedades termoelásticas 

Considera-se um material compósito de nitrato de alumínio reforçado com partículas esféricas de 
alumina. As propriedades termomecânicas dos materiais da matriz e do reforço do material compósito 
encontram-se indicadas na Tabela 2 [23, 35, 36]. 

As componentes dos vectores homogeneizados dos módulos térmicos, βh, são apresentadas na Fig. 11. 
Verifica-se que estes valores são idênticos para uma mesma percentagem de fracção volúmica de reforço 
e que o aumento dessa percentagem induz um decréscimo no valor dos vectores homogeneizados dos 
módulos térmicos, βh. A multiplicação do vector homogeneizado dos módulos térmicos, βh pela inversa 
da matriz constitutiva Dh dá origem ao vector homogeneizado de coeficientes de expansibilidade térmica, 
αh. Na Fig. 12 estes resultados são comparados com os resultados de previsão analítica e os resultados 
experimentais [23]. Os valores numéricos correspondem aos três coeficientes de expansibilidade térmica 
normal, sendo os restantes numericamente insignificantes, com ordens de grandeza 3 a 5 vezes inferiores. 
Constata-se que os intervalos são muito estreitos, o que se deve ao facto de o módulo de elasticidade 
(coeficiente de expansibilidade térmica) do material da matriz ser cerca de duas vezes inferior (superior) 
ao do material de reforço. Por outro lado, verifica-se que os valores experimentais não se encontram 
acima dos previstos pelo modelo de Kerner, o que sugere que este modelo possa ser usado para estimar 
um majorante para o coeficiente de expansibilidade térmica do material compósito [23]. 
 Por fim, na Fig. 13 apresenta-se o campo dos coeficientes característicos de dilatação linear efectiva, 
Ψ, para a célula representativa unitária de nitrato de alumínio constituída por 30% de partículas esféricas 
de alumina (vd. Fig. 3(c)). 

5.3. Propriedades térmicas 

Adopta-se um material compósito de polietileno de alta densidade reforçado com partículas esféricas de 
alumina. As propriedades termomecânicas dos materiais da matriz e do reforço do material compósito 
encontram-se indicadas na Tabela 3 [23, 35, 37-39]. 

Na Fig. 14, pode observar-se a evolução dos valores de condutividade térmica para um material 
compósito de polietileno de alta densidade reforçado com partículas esféricas de alumina. Constata-se que 
com o aumento da fracção volúmica do reforço os valores dos coeficientes de condutividade térmica 
normal também aumentam, o que se deve ao facto da condutividade térmica da alumina ser superior à do 
polietileno de alta densidade. Para valores acima de 20% de fracção volúmica de reforço manifesta-se o 
aparecimento de componentes de condutividade térmica não-normal, o que revela a existência uma 
percentagem de anisotropia do material compósito, mas com percentagens bastante diminutas em relação 
aos valores das componentes de condutividade térmica normal, a diagonal de kh. Isto não invalida que, na 
prática, o material compósito se possa considerar ortotrópico. 

Tabela 2. Propriedades termomecânicas dos materiais da matriz (m) e do reforço (r) para o material compósito de nitrato de 
alumínio reforçado com partículas esféricas de alumina. 

Propriedade Valor 
Módulo de elasticidade do material da matriz, Em [GPa] 186 
Coeficiente de Poisson do material da matriz, νm [-] 0,31 
Coeficiente de condutividade térmica do material da matriz, km [Wm-1K-1] 92 
Coeficiente de expansibilidade térmica do material da matriz, αm [MK-1] 14 
Módulo de elasticidade do material do reforço, Er [GPa] 401 
Coeficiente de Poisson do material do reforço, νr [-] 0,24 
Coeficiente de condutividade térmica do material do reforço, kr [Wm-1K-1] 34 
Coeficiente de expansibilidade térmica do material do reforço, αr [MK-1] 7,3 
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Fig. 11. Componentes dos vectores dos módulos térmicos, βh, para células unitárias de material compósito de nitrato de 
alumínio com 10% a 50% de fracção volúmica de reforço de partículas esféricas de alumina. 

 

Fig. 12. Variação do coeficiente de expansibilidade térmica com a fracção volúmica de reforço de partículas esféricas de 
alumina, para um material compósito de matriz de nitrato de alumínio. 

 

Fig. 13. Campo dos coeficientes característicos de dilatação linear efectiva, Ψ, de uma célula representativa unitária de 
material compósito de nitrato de alumínio com 30% de partículas esféricas de alumina – representação da configuração 

deformada da célula representativa unitária. 
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Os resultados numéricos são comparados com os resultados de previsão analítica, os limites de Hashin- 

-Shtrikman e os resultados experimentais [38] na Fig. 15. Verifica-se que os resultados do modelo de 
Maxwell coincidem com os do limite inferior de Hashin-Strikman. Por outro lado, são as previsões de 
Landauer as que mais se aproximam dos resultados experimentais. Com o aumento da fracção volúmica 
de reforço os resultados do limite superior de Hashin-Strikman tendem a divergir dos resultados 
experimentais e numéricos. No que concerne aos resultados numéricos, apresentam-se os valores 
correspondentes aos três coeficientes de condutividade térmica normal, como anteriormente referido, 
verificando-se que estes tendem a subestimar os valores do coeficiente de condutividade térmica para as 
fracções volúmicas de reforço mais elevadas. 

Por fim, o campo de deslocamentos termocaracterísticos, ϒ, é ilustrado na Fig. 16, para a célula 
representativa unitária de polietileno de alta densidade constituída por 30% de partículas esféricas de 
alumina (vd. Fig. 3(c)). 

Tabela 3. Propriedades termomecânicas dos materiais da matriz (m) e do reforço (r) para o material compósito de polietileno 
de alta densidade reforçado com partículas esféricas de alumina. 

Propriedade Valor 
Módulo de elasticidade do material da matriz, Em [GPa] 1,07 
Coeficiente de Poisson do material da matriz, νm [-] 0,46 
Coeficiente de condutividade térmica do material da matriz, km [Wm-1K-1] 0,545 
Coeficiente de expansibilidade térmica do material da matriz, αm [MK-1] 210 
Módulo de elasticidade do material do reforço, Er [GPa] 401 
Coeficiente de Poisson do material do reforço, νr [-] 0,24 
Coeficiente de condutividade térmica do material do reforço, kr [Wm-1K-1] 34 
Coeficiente de expansibilidade térmica do material do reforço, αr [MK-1] 7,3 

 
 

 

Fig. 14. Componentes das matrizes de condutividade térmica, para células representativas unitárias de material compósito de 
polietileno de alta densidade com 10% a 50% de fracção volúmica de reforço de partículas esféricas de alumina. 
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6. NOTAS CONCLUSIVAS 

Neste trabalho procedeu-se ao estudo comparativo de propriedades termoelásticas de materiais 
compósitos obtidas através de procedimentos numéricos de homogeneização por expansão assimptótica e 
de métodos de previsão analítica com resultados experimentais obtidos a partir de fontes bibliográficas. 
Em termos gerais, constatou-se que os resultados numéricos obtidos com base no método de 
homogeneização por expansão assimptótica aproximam adequadamente os resultados experimentais 
obtidos, fornecendo, de um modo geral, valores mais precisos do que os dos restantes métodos analíticos. 
Assim, pode afirmar-se que a técnica de homogeneização por expansão assimptótica se revela bastante 
eficaz para a determinação dos valores efectivos das propriedades termoelásticas de materiais compósitos 
com partículas esféricas, permitindo ainda uma análise expedita da influência da geometria da 
microestrutura nas referidas propriedades. 

 

Fig. 15. Variação do coeficiente de condutividade térmica com a fracção volúmica de reforço de partículas esféricas de 
alumina, para um material compósito de matriz de polietileno de alta densidade. 

 

Fig. 16. Ilustração do campo de deslocamentos termocaracterísticos, ϒ, da célula representativa unitária associada ao material 
compósito de polietileno de alta densidade com 30% de partículas esféricas de alumina. 
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HOMOGENISATION OF COMPOSITE MATERIALS’ PROPERTIES IN LINEAR 
THERMOELASTICITY 

Abstract – The detailed numerical modelling of the thermomechanical behaviour of structural components built 
from composite materials requires, in general, the previous knowledge of their macroscopic properties. With 
analytical models it is possible to estimate effective properties of materials, as well their upper and lower 
bounds. On the other hand, numerical methods can also be used in this task, being the asymptotic expansion 
homogenisation method one of the most relevant ones. The use of homogenisation methodologies may lead to 
significant computational benefits. This technique permits the replacement of a heterogeneous medium by an 
equivalent homogeneous medium, leading to macrostructural behaviour models based on the information avail-
able from microstructural level. In this work, numerical asymptotic expansion homogenisation procedures are 
used to obtain the effective values of thermomechanical properties of composite materials. These values are 
compared with the ones obtained with analytical models and with experimental values obtained from bibliogra-
phy. 

Keywords – Composite materials, Homogenisation, Linear thermoelasticity, Finite elements. 



 
 

 
 
 
 

 


