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Resumen – En este artículo se presenta un procedimiento para derivar de forma analítica la región posible para 
la región accesible de un manipulador de tres pares de revolución. La región posible es el espacio dentro del 
cual se puede obtener una región accesible de un manipulador en función de los vínculos de alcance asignados. 
Esta región posible ha sido obtenida de manera analítica y geométrica, interceptando cada una de las regiones 
posibles delimitadas por las expresiones de los coeficientes estructurales del manipulador, las cuales son dedu-
cidas a partir de la expresión analítica de la envolvente de un toro. Se incluye un ejemplo ilustrativo para un 
manipulador genérico de tres pares de revolución con una configuración especifica de las dimensiones de las ba-
rras, donde se muestra la región posible para su región accesible.. 
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1. INTRODUCCIÓN 

El espacio de trabajo constituye una característica fundamental de los robots, sea para el diseño como 
para el uso en aplicaciones adecuadamente justificadas. El objetivo de este artículo ha sido canalizado 
principalmente en obtener la región posible para el espacio de trabajo de un manipulador genérico de tres 
pares de revolución, como extensión del procedimiento presentado en [1] para el caso de manipuladores 
de dos pares de revolución. La región posible puede definirse como la región del espacio cuyos puntos 
son posibles para el espacio de trabajo de un manipulador, ya que cumplen las condiciones que determi-
nan dicha región posible. El espacio de trabajo de un robot manipulador se define como la región del es-
pacio compuesta por todos los puntos que pueden ser alcanzados por el elemento terminal de un manipu-
lador. Utilizando dicha región posible se pueden obtener manipuladores 3R con un espacio de trabajo 
deseado para aplicaciones especificas dentro de la región posible. Por esta razón, como parte del proceso 
de diseño y optimización de un robot manipulador, se han considerado principalmente las características 
del espacio de trabajo que se desea obtener, como es ilustrado en [2-4]. Debido a la importancia de las 
características del espacio de trabajo de un robot, se han desarrollado diferentes estudios analíticos de 
dichas características en robots seriales de dos pares rotacionales, [5-6], tres pares rotacionales, [7-12], n-
pares rotacionales, [13], y también manipuladores paralelos, [4,14-16]. 

Se muestra un procedimiento analítico para determinar dicha región posible, que consiste en manipular 
de manera algebraica la ecuación de la envoltura de un toro, en busca de obtener expresiones analíticas de 
los coeficientes estructurales del manipulador de tres pares de revolución. La naturaleza algebraica de la 
formulación propuesta puede ser también usada para el análisis de manipuladores seriales con más de tres 
pares de revolución, usando una extensión apropiada de la fórmula de la envolvente del toro para la ob-
tención de su región accesible, como es propuesto en [13]. 
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2. UNA FORMULACIÓN PARA DETERMINAR LA REGIÓN POSIBLE PARA EL ESPACIO 
DE TRABAJO 

Se desea determinar la región posible para el espacio de trabajo del manipulador con tres pares de rota-
ción de la Fig. 1, cuyos parámetros de Harternberg y Denavit son a1, a2, a3, d2, d3, 1 y 2.

Específicamente, los parámetros a1, a2 y a3, constituyen las distancias a lo largo de las normales comu-
nes entre los ejes Z1 y Z2, los ejes Z2 y Z3, el eje Z3 y el punto de referencia H del elemento terminal del 
manipulador; los valores de d2 y d3 son las magnitudes a lo largo de los ejes Z2 y Z3; los ángulos 1 y 2

constituyen los ángulos de desfase entre los ejes Z1 y Z2 y los ejes Z2 y Z3, del robot manipulador de la 
Fig. 1, respectivamente. Los ángulos 1, 2 y 3, son los ángulos de rotación de los tres pares de revolu-
ción, medidos entre los ejes X y X1, los ejes X1 y X2, los ejes X2 y X3, respectivamente. Es importante notar 
que el valor del parámetro d1 es irrelevante al momento de determinar el espacio de trabajo del robot ma-
nipulador, debido a que el aporte de este parámetro es el de subir y bajar dicho espacio de trabajo. 

La obtención del espacio de trabajo del robot manipulador de la Fig. 1 se puede realizar a través del 
empleo de una formulación algebraica del contorno externo del toro, previamente obtenida en [1, 5, 7, 8, 
10, 13]. El proceso de generación del toro, [18], consiste en el giro de una superficie toroidal alrededor 
del primer eje del robot Z1, coincidente con el eje Z del sistema de referencia fijo, Fig. 1. La superficie 
toroidal se genera rotando alrededor del eje Z2 la circunferencia que se obtiene al rotar el punto H del 
elemento terminal alrededor del eje Z3, como ha sido ilustrado en [19]. 

Después de algunas manipulaciones de naturaleza algebraica de las ecuaciones de la envoltura de un to-
ro, se pueden obtener expresiones de los alcances radial r y axial z de los puntos de la frontera del espacio 
de trabajo en la forma [1],  

2

1

2

E

FGDCz
zAr  (1) 

C

D

CGE

GEBFEFG
z

22

2222 2

1

 (2) 
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Los parámetros r2 y z2 de (3) representan los alcances radiales y axiales del punto H cuando se toma en 
consideración la superficie toroidal generada únicamente por los ángulos 2 y 3.

Reagrupando las expresiones (1) y (2) de la frontera del espacio de trabajo, se pueden obtener dos nue-
vas expresiones de los alcances radial r y axial z que permitan una mejor manipulación de los parámetros 
contenidos en ellas, de la forma 
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donde los nuevos coeficientes T y Q pueden expresarse como  

T = ( E2 + G2 ) (6) 

Q = [-E2(F2 - B(E2 + G2))]1/2

Con el uso de las ecuaciones (4) y (5) y conociendo las coordenadas ri y zi de los cuatro puntos caracte-
rísticos P*, P2, P3 y P4 de la frontera del espacio de trabajo del manipulador genérico de tres pares de 
revolución, es posible construir un sistema de ecuaciones lineales en función de las variables A, B, C, D,

Fig. 1. Modelo cinemático de un brazo manipulador genérico de tres pares de revolución definido por los parámetros de 
Harternberg y Denavit. 
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E, F y G, que son las incógnitas del problema. Explicitando este sistema de ecuaciones lineales, se obtie-
ne:
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siendo rP*, zP*; rP2, zP2; rP3, zP3, rP4, zP4 las coordenadas radiales y axiales de los puntos P*, P2, P3 y P4.
Las expresiones (4) y (5) han sido obtenidas al compactar las Ecs. (1) y (2), con la finalidad de realizar 

el sistema de ecuaciones en forma matricial:  
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En particular puede observarse que en la Ec. (9) el vector m es el vector de las coordenadas de los 4 
puntos asignados de la frontera del espacio de trabajo del manipulador; el vector l es el vector de incógni-
tas de los coeficientes estructurales A, B, C, D, E, F y G de la Ec. (3) y la matriz O es la matriz de cons-
tantes asignadas de la Ec. (7) cuyas expresiones han sido ilustradas en el Apéndice 1. Es importante des-
tacar que el ultimo termino del vector l es 1, debido a que constituye el termino independiente del sistema 
de ecuaciones lineales (7) que hace cuadrada la matriz O.

El sistema de ecuaciones lineales (7) está constituido por 8 ecuaciones, de las cuales cuatro de ellas de-
penden del alcance radial r de los puntos de la frontera de la región accesible del manipulador de tres 
pares de revolución y constituyen diversas formas de escribir la Ec. (5). Es posible escribir la Ec. (5) de 
cuatro formas diferentes escogiendo los parámetros A, B, C, D, E, F y G, unos como variables y otros 
como constantes. Un ejemplo de ello, es la primera ecuación del sistema de ecuaciones (7) en donde los 
parámetros escogidos como variables son A y F, y los demás parámetros pueden ser escogidos como 
constantes. Las restantes cuatro ecuaciones del sistema de ecuaciones (7), dependientes del alcance axial 
de los puntos de la frontera de la región accesible del manipulador, constituyen cuatro diversas formas de 
escribir la Ec. (4). El sistema de ecuaciones lineales (7) ha sido construido de esta forma con la finalidad 
de desarrollar el sistema de ecuaciones en forma matricial (8). 

El vector de incógnitas l puede obtenerse invirtiendo la Ec. (8) como  
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 l = m O-1     (10) 

Extrayendo del vector l cada una de las expresiones de A, B2, C, D, E, F y G, reagrupando y manipulan-
do estas expresiones, es posible obtener los valores de los coeficientes estructurales en función de los 
parámetros jf, jij y uij de la forma
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Las expresiones de los parámetros jf, jij y uij están incluidas en el Apéndice 2. Cabe destacar que los va-
lores de los parámetros pij son dependientes de los parámetros jf, jij y uij, y por esta razón ha sido posible 
obtener los valores de los coeficientes estructurales de las Ecs. (11) en función de estos últimos y de los 
alcances radial y axial de los cuatro puntos asignados contenidos en la frontera de la región accesible del 
robot manipulador genérico de tres pares revolución de la Fig. 1.  

3. REGIÓN POSIBLE PARA EL REGION ACCESIBLE 

La expresión analítica de la superficie toroidal tiene cuatro coeficientes estructurales, y por esta razón la 
formulación para determinar una superficie toroidal especifica necesita cuatro puntos conocidos de la 
envoltura, como se ilustra en [1]. La expresión analítica de la envoltura de un toro tiene siete coeficientes 
estructurales, como es mostrado en las Ecs. (1) y (2). Sin embardo debido a la naturaleza algebraica de la 
formulación propuesta, para determinar un toro especifico igualmente son necesarios cuatro puntos cono-
cidos de la frontera de la región accesible del manipulador genérico de tres pares de revolución, que 
hacen posible obtener ocho ecuaciones: cuatro ecuaciones del alcance radial r, mostradas en (1) y cuatro 
ecuaciones del alcance axial z, mostradas en (2), que permiten determinar las expresiones de los siete 
coeficientes estructurales A, B, C, D, E, F y G, siguiendo el análisis ilustrado con las Ecs. (1) a (11). 
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De esta forma, las constantes de las expresiones analíticas en (11) que definen la región posible para la 
región accesible del manipulador genérico de tres pares de revolución, pueden ser restringidas a cuatro 
específicos puntos asignados P*, P2, P3 y P4, de los cuales P2, P3 y P4 pueden ser asignados y el cuarto 
punto P* se obtiene con la intersección de las curvas que constituyen las fronteras de la región posible FW

para la región accesible de un manipulador genérico de tres pares de revolución. El cuarto punto P* puede 
utilizarse como variable para identificar áreas de la región posible que cumplan con las restricciones bási-
cas para los coeficientes estructurales según las siguientes definiciones: 


 El coeficiente estructural A debe ser positivo y por ello la subregión posible RA para la región 
accesible puede ser definida como 

� �
 �0:, ** �� AzrR ppA  (12) 


 El coeficiente estructural B debe tener un valor real y por ello la subregión posible RB para la 
región accesible puede ser definida como 

� �
 �0:, 2
** �� BzrR ppB  (13) 


 El coeficiente estructural C no puede ser cero y por ello la subregión posible RC para la región 
accesible puede ser definida 

� �
 �0:, ** �� CzrR ppC  (14) 


 El coeficiente estructural D debe ser negativo y por ello la subregión posible RD para la región 
accesible puede ser definida como        

� �
 �0:, ** �� DzrR ppD
(15)


 El coeficiente estructural E no puede ser cero y por ello la subregión posible RE para la región 
accesible puede ser definida 

� �
 �0:, ** �� EzrR ppE  (16) 


 El coeficiente estructural F debe ser positivo y por ello la subregión posible RF para la región 
accesible puede ser definida como  

� �
 �0:, ** �� FzrR ppF  (17) 


 El coeficiente estructural G debe ser negativo y por ello la subregión posible RG para la región 
accesible puede ser definida como      

� �
 �0:, ** �� GzrR ppG  (18) 

En particular, la anteriormente definida subregión posible RA de un manipulador genérico de tres pares 
de revolución se compone de todos los puntos en donde los valores A > 0 debido a que la expresión del 
coeficiente estructural A de la Ec. (3), presenta todos sus coeficientes elevados al cuadrado, lo cual obliga 
a tener valores de A siempre positivos. La geometría típica de RA se muestra en Fig. 2. 

Igualmente, la subregión posible RB se compone de todos los puntos en donde los valores de B2 � 0 de-
bido a que la expresión del coeficiente estructural B2 de las Ecs. (11), siempre arrojará valores de B reales, 
por estar éste elevado al cuadrado. La geometría típica de RB se muestra en la Fig. 3. 

 Análogamente, la subregión posible RC se compone de todos los puntos en donde se haya C � 0 debido 
a que en la expresión del alcance axial z de la Ec. (2) el coeficiente estructural C está ubicado en el deno-
minador. La geometría típica de RC se muestra en la Fig. 4. 

La subregión posible RD se compone de todos los puntos en donde se haya D � 0, debido a la expresión 
en la Ec. (3). La geometría típica de RD se muestra en la Fig. 5. 
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Fig. 2. Geometría típica de la subregión posible RA definida         Fig. 3. Geometría típica de la subregión posible RB  definida 
por la Ec. (12).               por la Ec. (13). 

Fig. 4. Geometría típica de la subregión posible RC definida         Fig. 5. Geometría típica de la subregión posible RD definida 
por la Ec. (14).                por la Ec. (15). 

Fig. 6. Geometría típica de la subregión posible RE definida          Fig. 7. Geometría típica de la subregión posible RF definida 
por la Ec. (16).                por la Ec. (17). 
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La subregión posible RE se compone de todos los puntos en donde se haya E � 0 debido a que en la ex-
presión del alcance radial r de la Ec. (1) el coeficiente estructural E está ubicado en el denominador. La 
geometría típica de RE se muestra en la Fig. 6. 

La subregión posible RF se compone de todos los puntos en donde se haya F � 0 debido a la expresión 
en la Ec. (3). La geometría típica de RF se muestra en la Fig. 7. 

Finalmente, la subregión posible RG se compone de todos los puntos en donde se haya G � 0 debido a la 
expresión en la Ec. (3). La geometría típica de RG se muestra en la Fig. 8. 

Las anteriormente mencionadas subregiones definidas por las Ecs. (12) a (18), pueden ser obtenidas 
analíticamente usando las Ecs. (11), con la finalidad de determinar las expresiones de las curvas que de-
limitan las subregiones posibles, a través de las condiciones limites A = 0, B2 = 0, C = 0, D = 0, E = 0, F = 
0 y G = 0. De esta manera considerando simultáneamente los vínculos de las subregiones, la región posi-
ble FW puede ser determinada a través de las subregiones posibles como 

� � � � � � � �� � � �
 �DDCCEEAABGW RRRRRRRRRRF ��������������  (19) 

con

RA
’ = RA - RF

RE’ = RE - RF (20) 

RC’ = RC – RE

 RD’ = RD - RF.

donde � es el operador de intersección y � es el operador unión. 
Las subregiones posibles RA, RC, RD y RE al ser analizadas separadamente presentan un comportamiento 

concordante con sus anteriormente definidas restricciones. Sin embargo, al analizar el comportamiento de 
estas cuatro regiones en conjunto se ha podido observar que tomando en cuenta las subregiones posibles 
RE y RF, ellas cambian las respuestas a sus anteriormente definidas restricciones, por un efecto directo de 
la subregión RF en las subregiones RA, RE y RD, y de la subregión RE en la subregión RC. Por esta razón, las 
regiones (RA – RA’), (RE – RE’), (RC – RC’) y (RD – RD’), son definidas como regiones no posibles para el 
espacio de trabajo del manipulador. Es importante destacar que no toda la región (RD – RD’) no es posible, 
debido a que la subregión RD cambia su comportamiento por efecto de RF, pero no por efecto de RG y RB.

Entonces la región [RD � RG � RB] – [(RA – RA’) � (RE – RE’) � (RC – RC’)] dentro de RD – RD’, es una 
región posible para el espacio de trabajo de un manipulador genérico con tres pares de revolución. 

Analizando el anteriormente formulado procedimiento para determinar la región posible FW de un ma-
nipulador genérico de tres pares de revolución, esta región es identificada como las áreas dentro de las  

Fig. 8. Geometría típica de la subregión posible RG dada por la Ec. (18). 
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Fig. 9 Geometría típica de la región RA’ dada por las Ecs. (20).   Fig. 10 Geometría típica de la región RE’ dada por las Ecs.        
         (20). 

Fig. 11 Geometría típica de la región RC’ dada por las Ecs.        Fig. 12 Geometría típica de la región RD’ dada por las Ecs. 
(20).              (20). 

Fig. 13. Geometría típica de la región  posible FW para la región accesible del manipulador genérico de la Fig. 1, señalada por 
la zona gris.  (línea de cuadros A = 0; línea de raya y punto B2 = 0; línea segmentada C = 0; línea de + D = 0; línea continua 
normal E = 0; línea continua gruesa F = 0; línea de círculos G = 0). 
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cuales el espacio de trabajo en forma de un toro puede ser obtenido dados cuatro puntos asignados de su 
frontera. De esta forma puede ser diseñado un manipulador tomando como referencia los puntos de su 
elemento terminal que pasan por dichos cuatro puntos conocidos.  

4. EJEMPLO NUMÉRICO 

Se incluye un ejemplo numérico para mostrar la validez y fiabilidad del análisis propuesto. Las Figs. 2 a 
8 muestran las subregiones posibles para el espacio de trabajo del manipulador genérico de tres pares de 
revolución de la Fig. 1 compuesta por siete diferentes subregiones RA, RB, RC, RD, RE, RF y RG. Ha sido 
definida, para el ejemplo numérico, una especifica estructura del manipulador cuyos parámetros de Har-
ternberg y Denavit han sido asignados como: a1 = 1,613u; a2 = 0,549u; a3 = 1,571u; d2 = 3,192u; d3 = 
0,316u; �1 =0,9006u y �2 =1,3361u, siendo u la unidad de longitud y los ángulos expresados en radianes. 

Particularmente, en las Figs. 2 a 8 se muestran las curvas A = 0, B2 = 0, C = 0, D = 0, E = 0, F = 0, G = 
0, que contienen las subregiones posibles correspondientes a los coeficientes estructurales que se han 
utilizados en las definiciones de las Ecs. (12) a (18). 

En las Figs. 9 a 12, están señaladas por las zonas grises las subregiones posibles de la región accesible 
definidas por las Ecs. (20) utilizando las Ecs. (12) a (19). 

Cabe destacar que la forma de las curvas A = 0, B2 = 0, C = 0, D = 0, E = 0, F = 0 y G = 0 es parabólica 
debido a la expresión cuadrática de las Ecs. (11) en función de rPi.

Finalmente en la Fig. 13 se representa el resultado obtenido con la formulación propuesta. Esta figura 
ha sido determinada a través de las uniones y las intersecciones de las Figs. 2 a 12 según la Ec. (19). En la 
región posible Fw para la región accesible, ilustrada en la Fig. 13 con la zona de color gris, los puntos de 
las curvas limites A = 0, C = 0 y E = 0, no forman parte de la región posible, debido a que los valores de 
los puntos de las subregiones posibles RA, RC y RE están definidos como diferentes de cero en las Ecs. 
(12), (14) y (16), respectivamente.  

5. CONCLUSIÓN 

En este artículo se ha ilustrado un procedimiento analítico para determinar la región posible para el es-
pacio de trabajo de un manipulador genérico con tres pares de revolución. 

Una formulación basada en la ecuación general del toro ha sido usada para derivar las expresiones de 
los coeficientes estructurales del manipulador. Se han restringido analíticamente las expresiones de los 
coeficientes estructurales, para definir las subregiones que componen la región posible para el espacio de 
trabajo de un manipulador. Las subregiones posibles han sido obtenidas definiendo cuatro puntos conoci-
dos de la frontera de la región accesible del manipulador. La finalidad del procedimiento propuesto es 
obtener una región posible que contenga puntos deseables para una región accesible de un manipulador 
con tres pares de revolución. Con este procedimiento es posible identificar los manipuladores, utilizando 
una región posible deseable dentro del espacio de trabajo. Un proceso específico de diseño podría ser el 
argumento a seguir para futuros desarrollos de la formulación propuesta. 
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FEASIBLE REGION FOR THE WORKSPACE OF A GENERAL MANIPULATOR 
WITH THREE REVOLUTE JOINTS 

Abstract – In this paper we have presented a procedure for determining the feasible region for the workspace of 
a manipulator with three revolute joints. A feasible region is a region within which is possible to obtain a work-
space of a manipulator as a function of prescribed reach constraints. The feasible region has been defined 
through a formulation and geometrical interpretation by using feasible subregions that are identified through the 
expressions of manipulator structural coefficients. Those coefficients are defined in an algebraic formulation for 
the boundary surface of a ring workspace. An illustrative examples for a given manipulator is reported to show 
the geometry of the feasible region for its workspace. 

Keywords – Robotics, Kinematics of robots, Manipulators, Workspace. 
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