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Resumen – No presente trabalho, é realizada a comparação das previsões do escoamento bidimensional 
turbulento em degrau (‘backstep’), utilizando-se modelos κ−ε para baixo número de Reynolds (RANS) e o 
modelo de Smagorinsky em uma simulação bidimensional tipo grandes escalas (LES). Os resultados mostraram 
que a simulação de grandes escalas utilizando modelagem bidimensional é inadequada, resultando em previsões 
mais pobres das estatísticas de turbulência, além de requerer um maior esforço computacional. 

1. INTRODUÇÃO 

Escoamentos turbulentos com separação têm recebido uma grande atenção devido a sua importância 
prática. Em muitos escoamentos reais, separação da camada limite é seguida por um reatamento da 
camada separada com a superfície sólida. Compreender as características do reatamento e o conseqüente 
desenvolvimento  do perfil de velocidade é um importante problema em muitas aplicações de engenharia.  

O problema do escoamento turbulento em uma geometria de placas planas com um degrau (‘Backward-
Facing Step’) tem sido muito utilizado no estudo dos escoamentos com separação, devido a simplicidade de 
sua geometria. Além de permitir o estudo de um escoamento cisalhante complexo com separação, esse 
escoamento é um caso clássico, freqüentemente utilizado na avaliação do desempenho dos modelos de 
turbulência e das metodologias de solução. 

Uma avaliação crítica dos modelos de turbulência de duas equações para alto Reynolds foi realizada por 
Thangam e Speziale [1], através da simulação numérica do escoamento turbulento em degrau, a fim de 
estabelecer a capacidade desses modelos predizerem precisamente escoamentos separados. No mesmo 
ano, Yakhot et al. [2] publicaram uma versão dos modelos κ-ε renormalizados (κ-ε RNG) para altos 
números de Reynolds e, novamente utilizando a geometria do degrau, mostraram a habilidade do modelo 
em predizer escoamentos separados. Já Dutta e Acharya [3] e Lien e Leschziner [4] testaram modelos de 
turbulência de duas equações não lineares empregando a mesma geometria. Contudo, foi na avaliação dos 
modelos para baixo número de Reynolds que o referido escoamento foi mais utilizado, conforme pode ser 
visto em diversos trabalhos [5-12]. 

Silveira Neto et al. [13] realizaram uma simulação de grandes escalas do escoamento em degrau, 
investigando as estruturas coerentes após a parede do degrau. Ghosal et al. [14] apontam algumas 
inconsistências matemáticas na formulação original do chamado modelo submalha dinâmico e propõem 
um novo modelo dinâmico para a simulação de grandes escalas. Os autores também testaram seu modelo 
através do escoamento turbulento em degrau. Mais recentemente, Neumann e Wengle [15] realizaram 
uma simulação direta e de grandes escalas desse mesmo escoamento. Entretanto, merece destaque o 
estudo conduzido por Le et al. [16]. Os autores realizaram uma detalhada simulação direta do escoamento 
turbulento com dupla expansão e baixo número de Reynolds. Um trabalho que tem sido utilizado como 
referência em muitos outros estudos [12]. 

Vários trabalhos experimentais também têm sido realizados sobre esse importante escoamento [17-21]. 
Todos estes trabalhos permitiram se obter um maior e melhor conhecimento das características do 
escoamento em degrau, possibilitando ainda se verificar hipóteses sobre algumas propriedades da 
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turbulência. Observou-se que o comprimento de recolamento aumenta com a razão de expansão e com o 
número de Reynolds até Re≈1200, sendo o número de Reynolds baseado na altura do degrau e na 
velocidade da corrente livre [16]. A extensão da região de recirculação diminui no intervalo de transição, 
1200<Re<6600, permanecendo relativamente constante, quando o escoamento torna-se completamente 
turbulento (Re>6600) [16]. A existência da região de recirculação secundária e o comportamento 
oscilatório do ponto de recolamento, observados experimentalmente [17], também foram reproduzidos 
nos experimentos numéricos [16]. Detalhes da estrutura da turbulência, na região próxima às paredes do 
degrau, nos quais incluem-se o campo da energia cinética turbulenta (κ) e de sua taxa de dissipação (ε), 
muitas vezes inacessíveis às técnicas experimentais, estão agora disponíveis. Os dados são ainda 
referentes aos escoamentos turbulentos em baixo número de Reynolds, mas possibilitam o exame 
minucioso do comportamento dos modelos e da própria metodologia de solução na região do degrau. 

Por outro lado, os limitados resultados obtidos com os modelos de tensão de Reynolds e o contínuo 
crescimento da capacidade computacional vem fazendo com que cresça o interesse pelo uso da 
metodologia de simulação de grandes escalas. O objetivo da metodologia é simular as grandes estruturas 
do escoamento turbulento, enquanto se modelam as menores escalas. A ideia básica origina-se da 
observação que as grandes estruturas do escoamento turbulento variam fortemente de escoamento para 
escoamento, sendo conseqüentemente difícil modelá-las de modo universal. Em contrapartida, as 
pequenas estruturas de turbulência são aproximadamente isotrópicas, muito mais universais, e assim mais 
propícias a uma modelagem geral. Portanto, modelos para as pequenas escalas podem ser formulados sem 
depender fortemente da geometria do escoamento. 

Embora a simulação de grandes escalas, em relação a simulação numérica direta (DNS), apresente uma 
efetiva redução do esforço computacional, este é ainda muito alto, quando comparado ao esforço exigido 
pelos modelos de turbulência de duas equações κ−ε. Com o objetivo de reduzir o tempo de computação, 
alguns trabalhos têm realizado simulações numéricas bidimensionais e transientes, tipo simulação de 
grandes escalas, de escoamentos turbulentos complexos [22, 23]. Neste contexto, este trabalho se propõe 
avaliar a capacidade de predição e o esforço computacional despendido com este tipo de solução, face a 
resultados obtidos pelos modelos de viscosidade turbulenta de duas equações κ−ε de baixo número de 
Reynolds, nomeadamente as versões de Launder e Sharma [24] e Sarkar [5]. 

2. SITUAÇÃO FÍSICA 

O problema considerado é o escoamento turbulento de um fluido viscoso e incompressível, através de 
um canal com dupla expansão de área. A Fig. 1 mostra o domínio computacional utilizado. A entrada foi 
especificada a uma distância de dez vezes a altura do salto (10H), a montante do mesmo. Adotou-se um 
comprimento de canal, após o salto, de trinta vezes a altura do salto (30H). O número de Reynolds 
baseado na velocidade máxima na entrada, maxu , e na altura do salto, H,  é Re = ρ maxu  H / µ  = 
5100, onde ρ e µ são a massa específica e a viscosidade dinâmica, respectivamente. O perfil de 
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Fig. 1. Canal com salto de área. 
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velocidade média axial na entrada, u (y), é obtido do perfil de camada limite, para Reθ = ρ maxu  θ / µ  = 
670, onde θ  é a espessura da camada limite da quantidade de movimento. A espessura da camada limite é 
δ99 = 1,2 H.  

Como este escoamento tem se mostrado altamente transiente, mesmo sem a introdução de pequenas 
perturbações no perfil de entrada [13] e perturbações físicas são difíceis de serem geradas numericamente, 
optou-se por não serem introduzidas perturbações no perfil de entrada, quando da simulação tipo grandes 
escalas. No caso da simulação com média de Reynolds, os perfis de energia cinética turbulenta κ e taxa 
de dissipação de energia cinética turbulenta ε na entrada foram impostos como κ = 0,005 ( u (y))2 e ε = 
4,0×102 κ2. As predições foram comparadas aos resultados da simulação direta de Le et al. [16]. 

3. EQUAÇÕES DE GOVERNO 

Em simulação de grandes escalas, o procedimento de filtragem das equações de Navier-Stokes define 
formalmente o processo de separação das escalas. A operação de filtragem sobre uma função f(x,t), com 
um filtro de banda ∆ constante, é definida por [25]: 

 t) dηt)  f( ηη,xG( (x,t) f ,
~

−= ∫
∞

∞−

 (1) 

onde G é a função filtro. A parte filtrada da função,  (x,t)f~ , é a variável para a qual é derivada a equação 
de governo. Na verdade, ao se realizar a operação de filtragem, divide-se o campo do escoamento 
turbulento em grandes estruturas ou grandes escalas, a parte filtrada da função, e pequenas estruturas, 

 (x,t)f ′′ , que correspondem as escalas inferiores à dimensão da malha (submalha). Deste modo, a função 

f(x, t) pode ser escrita como  (x,t)f (x,t)ff (x,t) ′′+= ~
. Os efeitos das flutuações das menores escalas 

sobre o campo resolvido deverão ser modelados. Como, neste trabalho, foi empregado o método dos 
volumes finitos, utilizou-se o filtro ‘top-hat’, o qual é definido, para uma malha uniforme, como: 

 2/   se     0ou             2/    se    /1 3 ∆>−=∆≤−∆= ii xx  G(x)xxG(x)  (2) 

Quando a operação de filtragem é aplicada às equações de Navier-Stokes e da continuidade, para um 
fluido Newtoniano e escoamento de fluido incompressível, obtém-se as equações de movimento das 
grandes escalas na forma: 

 0=
∂
∂

i
i

  x
u  ~   e  















∂

∂
−

∂
∂

∂
∂+

∂
∂−=

∂

∂
+

∂
∂

j

ij

j
i

jij

jii
  x
  

  x
u  

  x
 

x
p

  x
uu  

  t
u  τ

υ
~~~~~~

 (3) 

onde ijτ~  é o tensor das tensões à escala submalha, definido como ( )jijiij u u - uu τ ~~~ = , p~  é a pressão, 

iu~  são os componentes da velocidade das grandes escalas e υ = µ/ρ é a viscosidade cinemática. O tensor 
à escala submalha é uma nova incógnita e conseqüentemente necessita ser modelado. 

4. MODELOS DE TURBULÊNCIA 

O modelo submalha mais conhecido é o modelo de Smagorinsky, o qual assume que a tensão submalha 
é diretamente proporcional à taxa de deformação das escalas resolvidas [25]: 
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O problema do fecho das equações é então reduzido à determinação da viscosidade turbulenta escalar, 
υt, como função das variáveis do campo resolvido. A viscosidade turbulenta submalha no modelo de 
Smagorinsky, conforme vastamente documentado na literatura [25, 26], é dada por SfC sst

~)( 2∆=υ , 

onde ijij SSS ~~2~ = , ∆ é a escala de comprimento espacial associada ao filtro e fs é uma função de 
amortecimento. O valor da constante de Smagorinsky mais utilizado tem sido Cs=0,1 [25]. Quando a 
malha tem espaçamento diferente para cada direção, a escala de comprimento característico (∆) é 
geralmente definida como sendo a raiz cúbica do volume de malha ∆ = (∆x ∆y ∆z)1/3 [25]. No presente 

trabalho, fez-se ∆z = 1 e )]/([exp 251 +−−= yfs , onde υτ /yuy =+  e ρττ /wu =  é a 

velocidade de atrito,  sendo wτ a tensão cisalhante na parede. 
No caso da modelagem com média de Reynolds, as equações de governo permanecem as mesmas da 

técnica de simulação de grandes escalas. Contudo a barra sobre as variáveis agora significa um processo 
de média, conforme proposto por Reynolds, e ijτ é o tensor das tensões de Reynolds ( jiij uu ′′=τ ). Nos 
modelos baseados na clássica hipótese de Boussinesq, o tensor de tensões de Reynolds toma a forma: 
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onde ijS é a taxa média do tensor deformação, ƒµ é uma função de amortecimento e Cµ é uma constante. 
As equações de governo das quantidades turbulentas, nomeadamente a energia cinética e a sua taxa de 
dissipação, podem ser expressas genericamente como: 
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onde E é uma dissipação modificada, χ e ξ são funções de correção, para a região da parede, e ƒ2 é uma 
função de amortecimento. C1, C2, σκ, σε são coeficientes dos modelos. Foram selecionados os modelos κ-
ε  de baixo Reynolds de Launder e Sharma [24], referenciado por LS e de Sarkar [5], referenciado por 
SA. Para adotar um valor nulo de ε na parede, Launder e Sharma essencialmente não resolvem a equação 
(7), para a dissipação ε. A variável resolvida é a pseudo dissipação 2)(2~

jw x∂∂−== κυεε . Deste 

modo, sua condição de contorno é 0~ =wε . Já 2)(2 wjw x∂∂= κυε  é adotada por SA. É a especificação 
de todos os parâmetros e funções que estabelecerá os diferentes modelos. Estes parâmetros e funções 
estão resumidos nas Tabelas 1 e 2. Os números de Reynolds são definidos como Ret = κ2/υ ε , Rey = 
y κ /υ  e Red = (ε υ)1/4y / υ. Na Tabela 1, ε*, utilizado pelo modelo SA, é dado por ε* = ε - 2 υ κ / y2. 

5. MÉTODO NUMÉRICO 

As equações de governo foram resolvidas utilizando o método de volumes finitos [27]. Para solução do 
acoplamento pressão-velocidade utilizou-se o algoritmo SIMPLEC de van Doormall e Raithby [28]. Na 
simulação tipo grandes escalas, os fluxos na direção axial foram aproximados pelo esquema de diferença 
central de quarta ordem, enquanto na direção transversal (y) utilizou-se o esquema QUICK de 
interpolação [29]. A integração no tempo das equações foi realizada com o esquema Crank-Nicolson. Na 
solução do escoamento com modelos κ−ε de baixo Reynolds, os fluxos foram aproximados pelo esquema 
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da lei de potência. O sistema de equações algébricas foi resolvido com o algoritmo TDMA linha por linha 
[27]. Para aumentar a velocidade de convergência utilizou-se o algoritmo de correção por blocos [30]. 
Uma malha não uniforme, com 222×157 pontos nodais, foi empregada nos cálculos com modelos κ−ε. 
Concentrou-se os pontos nas regiões próximas da parede, garantindo-se um mínimo de 15 pontos na 
região de y+ <11 e 30 pontos na região de y+< 50. Para a convergência da solução numérica, controlou-se 
os resíduos da equação da continuidade e das equações de conservação de todas as outras variáveis. Já na 
simulação tipo LES, uma malha uniforme, com 202×242 pontos nodais foi empregada. Para a 
identificação da condição estatisticamente permanente, foi monitorado o comportamento de convergência 
dos coeficientes de atrito e de pressão na parede, do módulo da tensão de cisalhamento em três posições, 
da extensão da região de recirculação e das velocidades u e v em oito posições. O número de Courant-
Friedrich-Lewy foi sempre da ordem de 0,1. 

6. DISCUSSÃO DOS RESULTADOS 

Inicialmente serão discutidas algumas observações que foram extraídas da análise do movimento das 
grandes estruturas na simulação tipo grandes escalas. A Fig. 2 exibe a localização do ponto de 
recolamento, em função do tempo. Para determinar o ponto de recolamento, investigou-se a inversão de 
sinal da velocidade no primeiro ponto nodal acima da parede.  Da análise da figura, verifica-se que os 
resultados obtidos mostram um efetivo comportamento oscilatório a baixa freqüência, como observado 
nos experimentos de Eaton e Johnston [18], Jovic e Driver [21] e Kim et al. [17].e previsto pela simulação 
direta de Le et al. [16]. Contudo, o ponto de recolamento médio não é corretamente predito como será 
visto posteriormente. 

A Fig. 3 mostra o comportamento da velocidade axial (u) no primeiro ponto adjacente à da parede 
inferior após o salto, em duas seqüências de passos de tempo. O tempo foi adimensionalisado pela 
velocidade máxima e a altura do canal (t*=t umax / H). Observando-se a figura, verifica-se nitidamente o 
processo de formação dos vórtices e contra-vórtices. No tempo adimensional t*=15,37, verifica-se a 
existência de um vórtice positivo ( kz

ˆω ) e o início da formação de um vórtice negativo ( kz
ˆω− ). Já no 

tempo t*=20,47, é possível ver esse pequeno vórtice negativo formado, deslocando-se após o vórtice 
positivo. Os tempos seguintes (t*=25,57 e t*=30,67) mostram com mais clareza essas observações. Todo 

Tabela 1. Funções de correção para a vizinhança parietal e constantes dos modelos considerados. 

Modelo χ E ξ σκ σε C1 C2 Cµ 

LS -2υ( jx∂∂ κ )2 ε~  2υt υ [ jx∂∂ / ( ki xu ∂∂ / )]2 1,00 1,30 1,44 1,92 0,090 

SA 0,0 ε  

exp[-(Ret/40)2]×[-0,57 

( ) κε E +0,5(ε*)2/κ - 

2,25 κε Pκ ] 

1,00 1,45 1,50 1,83 0,096 

 

Tabela 2. Funções de amortecimento dos modelos considerados. 

Modelo ƒµ ƒ2 

LS exp[-3,4/(1,0+Ret/50)2 ] 1,0-0,3exp(- 2

tRe ) 

SA ( ) ( )[ ]dt Re- Re exp80131 3/4 ++  × ( )[ ] 2 330 43exp1 /Re-/Re- 2

dd−  1,00 
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esse processo se repete ao longo do tempo. Pode-se observar nitidamente a sucessão de vórtices e contra-
vórtices que se formam e deslocam através da região de recirculação. Esta seqüência de curvas também 
permite ver que o vórtice positivo é dissipado antes do final da região de recirculação, fazendo com que 
os vórtices negativos se unam em único vórtice (t*=117,32). Estas curvas confirmam a região de 
recirculação com a estrutura observada em experimentos e em simulações numéricas diretas [16], ou seja: 
(i) um grande vórtice negativo, na chamada região de recirculação principal; (ii) um vórtice menor, 
girando em sentido contrário, sendo esta região chamada de recirculação secundária; (iii) e um pequeno 
vórtice junto ao degrau, girando no sentido do grande vórtice. 

A análise das linhas de corrente da simulação de grandes escalas, em vários passos de tempo, permitiu 
serem realizadas importantes observações da dinâmica da região do degrau, particularmente quanto a 
camada de cisalhamento e ao comportamento do pequeno vórtice junto à parede vertical. Na Fig. 4 são 
exibidos dois dos gráficos de linhas de corrente da região de recirculação, referentes aos tempos 
adimensionais t*=229,55 e t*=244,87. A análise da seqüência de padrões do escoamento possibilitou 
verificar o movimento vertical da camada de cisalhamento. O grande vórtice, ao expandir-se e 
posteriormente contrair-se, faz com que a camada de cisalhamento tenha um movimento vertical. Le et al. 
[16] também constataram este movimento da camada de cisalhamento, que apontaram como causa da 
oscilação da posição do ponto de recolamento. Os resultados aqui observados confirmam essa análise. Há 
uma efetiva variação da forma da camada de cisalhamento, indicando uma forte interação entre as 
camadas. Foi também estudado o comportamento do pequeno vórtice existente em contra-rotação junto à 
parede inferior. Os gráficos analisados mostraram que o vórtice existente na parede inferior sofre um 
processo de deformação, imposto pelo grande vórtice, fazendo com que ele se dissipe e o ponto de 
recolamento oscile. Por fim, deve-se registrar que todas estas observações são parciais, tendo em vista os 
efeitos tridimensionais do escoamento não terem sido considerados. 

O ponto de recolamento experimental varia entre 6,0H e 6,1H, enquanto a simulação direta obteve, em 
média, 6,28H [16]. Neste trabalho, o ponto de recolamento foi localizado de três modos diferentes: 
utilizou-se a condição de tensão de cisalhamento nula (τw=0) na parede, a velocidade axial nula a nível de 
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Fig. 2. Ponto de recolamento previsto LES. 
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Fig. 3. Velocidade axial (u) no primeiro ponto (y(2)) da parede inferior após salto. 

 



 Simulação do problema do degrau com RANS e LES 63 

primeiro ponto interno e através das linhas de corrente. As diferenças percentuais entre estas três 
formulações foram sempre menores que 4%. Os valores obtidos a partir das linhas de corrente, com a 
respectiva diferença percentual em relação ao resultado da simulação direta, estão indicados na Tabela 3. 
A coordenada do ponto de recolamento da simulação tipo grandes escalas é o valor médio entre os tempos 
adimensionais 150 e 250. Pode-se observar dos resultados que a simulação de grandes escalas subavalia 
fortemente a extensão da região de recirculação. Já o resultado do modelo SA concorda bem com a 
simulação direta de Le et al. [16]. 

Os perfis médios de velocidade axial (u) resultantes das várias simulações são apresentados na Fig. 5. 
Da análise da figura, verifica-se que não há uma efetiva correspondência entre das previsões obtidas pela 
simulação de grandes escalas com a simulação direta e os dados experimentais, especialmente na região 
de recirculação e início da recuperação do escoamento. Em parte, este problema está associado ao 
prematuro recolamento obtido pela simulação. Os resultados obtidos com os modelos de tensão de 
Reynolds, apesar de também exibirem deficiências, concordam melhor com a simulação direta e com os 
dados experimentais. 

O coeficiente de atrito, definido como )/2( 22
maxf uuC τ=  é mostrado na Fig. 6. Verifica-se que as 

previsões dos modelos κ−ε de baixo número de Reynolds aproximam-se mais do comportamento 
observado pelos dados experimentais e pela simulação direta [16]. A simulação tipo grandes escalas 
apresenta um comportamento bastante insatisfatório na região de recirculação, embora, na região após a 
recuperação do perfil de velocidade (x/H>15), o coeficiente de atrito seja bem previsto.  

O coeficiente de pressão foi definido como )/()( 2
maxcp uppC ρ−= , onde p  e cp  são respectivamente, 

as médias temporais da pressão ao longo da parede e sobre a linha de centro na entrada. As variações 
obtidas para este coeficiente, na região após o salto, são comparadas, nas Fig. 7. Os modelos de tensão de 
Reynolds LS e SA apresentam os melhores resultados. O modelo SA prediz muito bem os dados 
experimentais e o comportamento da simulação direta a partir de x/H=2,5. O modelo LS reproduz melhor 
o comportamento até x/H=2,5, porém na região próxima ao ponto de recolamento, observa-se um 
afastamento dos dados previstos em relação aos dados experimentais. Já a simulação tipo de grandes 
escalas apresenta um comportamento da pressão, na parede inferior, totalmente inconsistente. 
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Fig. 4. Linhas de corrente na região do degrau: a) t*=229,55; b) t*=244,87. 

 

Tabela 3. Coordenada do ponto de recolamento. 

 Experimental DNS LS SA LES-2D 

Xr/H 6,0 – 6,1 6,28 
5,43 

13,5% 

6,41 

2,1% 

3,85 

38,7% 
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7. CONCLUSÕES 

Os modelos de tensão de Reynolds, com extensão para a região da parede, de Launder e Sharma e 
Sarkar e uma versão bidimensional do modelo submalha de Smagorinsky foram empregados para calcular 
um escoamento turbulento complexo (‘backstep’). Os resultados indicaram um desempenho muito 
limitado da simulação bidimensional tipo grandes escalas, no que se refere as estatísticas de turbulência. 
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Fig. 5. Perfil de velocidade axial em várias seções. 
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 Fig. 6. Coeficiente de atrito na parede inferior. Fig. 7. Coeficiente de pressão na parede inferior. 
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Os modelos de tensão de Reynolds obtiveram um melhor desempenho, com um esforço computacional 
cerca de quatro vezes menor. 
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SIMULATION OF THE BACKSTEP PROBLEM WITH RANS AND LES 

Abstract – Comparisons are made of the numerical predictions of the two-dimensional turbulent flow over a 
backstep, using two versions of the low Reynolds κ−ε model and a  2-D large eddy simulation (LES) model. 
The numerical results showed that the use of large eddy simulation, in two-dimensional problems, is inadequate, 
resulting in poor prediction of the turbulent statistics and spending a much greater computing effort. 

 


