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Caracteres latinos

a

b

e(y)

n
N
P
r
Val, Va2

b1, I'b2

Vel, Fe2

Adendo del engranaje, altura de cabeza
Dedendo del engranaje, altura de pie.

Ancho de cara

Coeficiente de la aproximacion del potencial unitario inverso
Distancia entre centros nominal

Espesor del diente

Modulo de elasticidad

Punto de entronque entre evolvente y trocoide
Fuerza por unidad de longitud

Fuerza en direccion normal al perfil

Carga normal

Carga tangencial nominal

Moédulo de elasticidad transversal

Holgura de paso

Altura de pie de la herramienta (ISO), adendo de la herramienta

Altura de cabeza de la herramienta (ISO), dedendo de la herramienta

Rigidez de contacto de Hertz

Longitud de la linea de contacto

Modulo de la herramienta

Modulo equivalente de la seccion frontal
Modulo equivalente de la seccion normal
Momento flector

Relacion de transmision

Esfuerzo normal

Potencia transmitida

Coordenada polar de la evolvente o trocoide de circunferencia
Radio exterior del pifion y de la rueda
Radio de base del pifién y de la rueda

Radio en el punto de contacto del pifién y de la rueda
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rE Radio de entronque evolvente-trocoide

ry Radio de acuerdo de la cabeza de la herramienta

Ty Radio primitivo de referencia

7, Radio de la circunferencia de rodadura

Feus Radio de contacto tnico superior

Feui Radio de contacto tinico inferior

¥fin Radio de finalizacion del engrane

R Reparto de carga

R’ Coeficiente de determinacion

T Esfuerzo cortante

u Potencial unitario

U Potencial total de deformacion de una pareja de dientes
U, Potencial de una pareja de dientes debido a flexion

U, Potencial de una pareja de dientes debido a compresion
U, Potencial de una pareja de dientes debido a cortadura
Uey Potencial de una pareja de dientes en el tramo de evolvente
U, Potencial de una pareja de dientes en el tramo de trocoide
Ur Potencial total de deformacion

v Potencial unitario inverso

X1y X2 Factor de desplazamiento de pifion y rueda

Z1, 22 Numero de dientes de piiidn y rueda

Caracteres griegos

a. Angulo de carga

o Angulo de presiéon normal

o Angulo de presion transversal estindar

a’ Angulo de presion de funcionamiento en la seccion transversal
p Angulo de hélice de referencia

y Espesor angular del diente a un radio r

b Espesor angular del diente en la circunferencia de base

Yp Espesor angular del diente en la circunferencia primitiva

Eq Grado de recubrimiento transversal o en la seccion frontal



Lista de simbolos

e’y Grado de recubrimiento transversal ficticio

ep Grado de recubrimiento en el salto

n Coordenada angular relativa de evolvente

0;,0; Angulo de giro del pifidn y de la rueda

Ok 0k Angulo de giro del pifidn/rueda correspondiente al punto de entronque
Ou1, Ou2 Angulo de giro correspondiente al radio de cabeza del pifion/rueda

Angulo de giro para el punto mas alto del engrane

Oinn Angulo de giro para el punto més bajo del engrane

p Radio de curvatura relativo

® Velocidad angular

¢ Pardmetro adimensional de la posicion de giro

a Parametro adimensional para el punto més alto del engrane

Cinn Parametro adimensional para el punto mas bajo del engrane

Em Parametro adimensional para el valor maximo de la funcion V(&)
Eeui Parametro adimensional para el punto de contacto unico inferior
Eeus Parametro adimensional para el punto de contacto unico superior
® Parametro de las ecuaciones del perfil en la base del diente

Variable que determina el punto de la herramienta que talla la trocoide

Subindices

0 Pifi6n cortador

1 Pifion

2 Rueda

h Herramienta de tallado

a Cabeza del diente

ev Evolvente

fit Plano frontal o transversal
inn Punto mas bajo del engrane
n Plano normal

tro Trocoide






Capitulo 1. Introduccién 1

Capitulo 1

Introduccion

Se conoce como engranaje al mecanismo empleado para transmitir potencia de un
componente a otro mediante ruedas dentadas. Los engranajes interiores estan constituidos por
dos ruedas dentadas, de las cuales la mayor se denomina corona y la menor, pifién. Un
engranaje sirve para transmitir movimiento circular entre 2 ejes mediante el contacto de sus
ruedas dentadas. Una de las aplicaciones mas importantes de los engranajes es la transmisién
del movimiento desde el eje de una fuente de energia, como puede ser un motor, hasta otro
eje situado a cierta distancia y que ha de realizar un trabajo. La rueda que estd conectada por la
fuente de energia es conocida como engranaje motor o conductor y la otra que esta conectada
al eje que debe recibir el movimiento del eje motor se denomina engranaje conducido. Cuando
el sistema estda compuesto de mas de un par de ruedas dentadas encadenadas, se denomina

tren de engranajes.
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Los engranajes se pueden emplear para la trasmision de movimiento de un punto a otro,
para variar la direccion o el sentido del movimiento, para variar la velocidad del movimiento

transmitido, etc.

“Eje conductor

Figura 1.1. Engranaje.

La principal ventaja que tienen las transmisiones por engranaje es que debido a que la
transmisién se realiza mediante dientes en contacto intimo, éstos no patinan como las poleas,

con lo que se obtiene exactitud en la relacion de transmisidn a nivel macroscopico.

1.1 Historia

Desde épocas muy remotas se han utilizado cuerdas y elementos fabricados en madera
para solucionar los problemas de transporte, impulsién, elevacién y movimiento. Nadie sabe a
ciencia cierta donde ni cuando se inventaron los engranajes, en la literatura de la antigua China,
Grecia, Turquia y Damasco ya se mencionan engranajes, pero no aportan muchos detalles de

los mismos.

El mecanismo de engranajes mas antiguo que ha llegado a nuestros dias es el mecanismo
de Anticitera. Dicho mecanismo consiste en una calculadora astrondmica datada entre el afio
150 y 100 a. C. y estd compuesta por al menos 30 engranajes de bronce con dientes
triangulares. Presenta caracteristicas tecnoldgicas avanzadas como por ejemplo trenes de
engranajes epicicloidales. Por otro lado, a Arquimedes se le suele considerar uno de los

inventores de los engranajes porque disefié un tornillo sin fin.
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Figura 1.2. Fragmentos del mecanismo de Anticitera recuperados.

En China también se han conservado ejemplos muy antiguos de maquinas con engranajes.
Un ejemplo es el llamado "carro que apunta hacia el Sur" (120-250 d. C.), un ingenioso
mecanismo que mantenia el brazo de una figura humana apuntando siempre hacia el Sur

gracias al uso de engranajes diferenciales epicicloidales.

En la era mas reciente, se le atribuye al francés Phillipe de Lahire ser el primero en concebir
el diente de perfil en evolvente hacia 1695, muy poco tiempo después de que Roemer
concibiera el epicicloidal. Sin embargo, la primera aplicacion prdctica del diente en evolvente
fue debida al suizo Leonhard Euler (1707). Por su parte, Robert Willis (1800-1875), considerado
uno de los primeros ingenieros mecanicos, fue el que obtuvo la primera aplicacidn practica de
la epicicloide al emplearla en la construccién de una serie de engranajes intercambiables asi
como otras realizaciones practicas como la creacidn del odontégrafo, aparato que sirve para el

trazado simplificado del perfil del diente de evolvente.
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En 1874, el norteamericano William Gleason inventd la primera fresadora de engranajes
conicos y gracias a la accion de sus hijos, convirtio a su empresa Gleason Works en una de los
fabricantes de maquinas herramientas mdas importantes del mundo. De la misma forma, el
inventor alemdn Robert Hermann Pfauter (1854-1914), inventd y patentéd una maquina
universal de dentar engranajes rectos y helicoidales por fresa madre. A raiz de este invento y
otros muchos inventos y aplicaciones que realizé sobre el mecanizado de engranajes, fundé la
empresa Pfauter Company que, con el paso del tiempo, se ha convertido en una multinacional

fabricante de todo tipo de maquinas-herramientas.

A finales del siglo XIX, coincidiendo con la época dorada del desarrollo de los engranajes, el
inventor y fundador de la empresa Fellows Gear Shaper Company, Edwin R. Fellows, inventé un
método revolucionario para mecanizar tornillos sin fin globicos tales como los que se montaban

en las cajas de direccion de los vehiculos antes de que fuesen hidraulicas.

1.2 Aplicaciones

Existe una gran variedad de formas y tamafios de engranajes, desde los mas pequefios
usados en relojeria e instrumentos cientificos a los de grandes dimensiones, como los
reductores de velocidad de las turbinas de vapor de los buques, en el accionamiento de los

hornos y molinos de las fabricas de cemento, etc.

El campo de aplicacion de los engranajes es practicamente ilimitado. Los encontramos en
las centrales de produccion de energia eléctrica, en los elementos de transporte terrestre como
locomotoras y automoviles; transporte maritimo, aviones, en la industria siderurgica:
(laminadores, transportadores, etc.), minas y astilleros, fabricas, maquinas-herramientas, etc.,

hasta los mas simples movimientos de accionamiento manual.

Toda esta gran variedad de aplicaciones del engranaje puede decirse que tiene por Unica
finalidad la transmisién de la rotacion o giro de un eje a otro distinto, reduciendo o

aumentando la velocidad del primero. Entre las aplicaciones mas comunes encontramos:
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- Bomba hidraulica.

Una bomba hidrdulica es un dispositivo tal que recibiendo energia mecanica de una fuente
exterior la transforma en una energia de presién transmisible de un lugar a otro de un sistema
hidraulico a través de un liquido. Las bombas hidraulicas son los elementos encargados de
impulsar el aceite o liquido hidraulico, transformando la energia mecanica rotatoria en energia

hidraulica.

Figura 1.3. Bomba hidraulica.

- Mecanismo diferencial.

El mecanismo diferencial estad constituido por una serie de engranajes dispuestos de tal
forma que permite a las dos ruedas motrices de los vehiculos girar a velocidad distinta cuando
circulan por una curva. Asi si el vehiculo toma una curva a la derecha, las ruedas exteriores
giran mas rapido que las interiores, ya que los satélites encuentran mayor dificultad en mover
los planetarios de los semiejes de la derecha porque empiezan a rotar alrededor de su eje
haciendo girar los planetarios de la izquierda a una velocidad ligeramente superior. De esta

forma provocan una rotacion mas rapida del semieje y de la rueda motriz izquierda.
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Corona

Planetario

Satélite

Arbol de transmisién

Figura 1.4. Mecanismo diferencial.

- Caja de velocidades
La caja de velocidades es un elemento comun de los vehiculos de motor de combustion. Un
conjunto de engranajes permite amoldar el par ofrecido por el motor con la velocidad del

vehiculo.

Los dientes de los engranajes de las cajas de cambio son helicoidales y sus bordes estan
redondeados para no producir ruido o rechazo cuando se cambia de velocidad. La fabricacién
de los dientes de los engranajes es muy cuidada para que sean de gran duracion. Los ejes del
cambio estan soportados por rodamientos de bolas y todo el mecanismo estd sumergido en

aceite denso para mantenerse continuamente lubricado.

Figura 1.5. Caja de cambios.



Capitulo 1. Introduccién 7

- Reductores de velocidad

Los reductores de velocidad son mecanismos que transmiten movimiento entre un eje que
rota a alta velocidad, generalmente un motor, y otro que rota a menor velocidad, por ejemplo
una herramienta. Se componen de juegos de engranajes de didmetros diferentes o bien de un
tornillo sin fin y corona. De la misma forma, también encontramos multiplicadores de

velocidad.

1.3 Tipos de engranajes

La principal clasificacién de los engranajes se efectiia segln la disposicion de sus ejes de
rotacién y segun los tipos de dentado. Segun estos criterios existen los siguientes tipos de

engranajes:

- Ejes paralelos
0 Cilindricos de dientes rectos
0 Cilindricos de dientes helicoidales

0 Doble helicoidales

Figura 1.6. Engranaje de ejes paralelos.
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- Ejes perpendiculares

Helicoidales cruzados

Conicos de dientes rectos
Cdnicos de dientes helicoidales

Cénicos hipoides

O O O O o

De rueda y tornillo sin fin

Figura 1.7. Engranaje de ejes perpendiculares.

Por aplicaciones especiales se pueden citar:
- Planetarios

- Interiores de cremallera

Por la forma de transmitir el movimiento:
- Transmisién simple
- Transmisidn con engranaje
- Transmisién compuesta.
- Transmisién mediante cadena o polea dentada

- Mecanismo pifién cadena
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1.4 Engranajes cilindricos de dientes rectos

Los engranajes cilindricos rectos son el tipo de engranaje mas simple que existe. Se utilizan
generalmente para velocidades pequefias y medias; a grandes velocidades, si no son
rectificados, o ha sido corregido su tallado, producen ruido cuyo nivel depende de la velocidad

de giro que tengan. Principales definiciones de los engranajes rectos:

- Diente: son los que realizan el esfuerzo de empuje y transmiten la potencia desde los ejes
motrices a los ejes conducidos. El perfil del diente, o sea la forma de sus flancos, esta
constituido por dos curvas evolventes de circulo, simétricas respecto al eje que pasa por el
centro del mismo.

- Moddulo: el médulo de un engranaje es una caracteristica de magnitud que se define como
la relacidn entre la medida del diametro primitivo expresado en milimetros y el nimero de
dientes. El valor del médulo se fija mediante calculo de resistencia de materiales en virtud
de la potencia a transmitir y en funcién de la relacién de transmision que se establezca. El
tamafo de los dientes estd normalizado. El mddulo estd indicado por numeros. Dos
engranajes que engranen tienen que tener el mismo médulo.

- Circunferencia primitiva: Con relacién a la circunferencia primitiva se determinan todas las
caracteristicas que definen los diferentes elementos de los dientes de los engranajes.

- Paso circular: es la longitud de la circunferencia primitiva correspondiente a un diente y un
vano consecutivos.

- Espesor del diente: es el grosor del diente en la zona de contacto, o sea, del didmetro
primitivo.

- Numero de dientes: es el nimero de dientes que tiene el engranaje. Se simboliza como (Z).
Es fundamental para calcular la relacién de transmision.

- Diametro exterior: es el diametro de la circunferencia que limita la parte exterior del
engranaje.

- Diametro interior: es el didmetro de la circunferencia que limita el pie del diente.

- Pie del diente: también se conoce con el nombre de dedendum. Es la parte del diente

comprendida entre la circunferencia interior y la circunferencia primitiva.
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- Cabeza del diente: también se conoce con el nombre de adendum. Es la parte del diente
comprendida entre el didmetro exterior y el didmetro primitivo.

- Flanco: es la cara interior del diente, es su zona de rozamiento.

- Altura del diente: es la suma de la altura de la cabeza (adendum) mas la altura del pie
(dedendum).

- Angulo de presién: el que forma la linea de accién con la tangente a la circunferencia de
paso.

- Largo del diente: es la longitud que tiene el diente del engranaje

- Distancia entre centro de dos engranajes: es la distancia que hay entre los centros de las
circunferencias de los engranajes.

- Relacidn de transmision: es la relacion de giro que existe entre el pifidn conductor y la
rueda conducida. La relacién de transmision puede ser reductora de velocidad o
multiplicadora de velocidad. La relaciéon de transmisidn recomendada tanto en caso de
reduccion como de multiplicacion depende de la velocidad que tenga la transmisién con los

datos orientativos que se indican:

Daso c'rr'culav

AJ(JEHJUI‘I‘! ole| engrane COI‘TIPGﬁB‘PD

] Raclio cle |a Iaase ole| c]ien{e
..lg. v‘ Dfﬂ]tuncliAa(J do JmJLmjo
R o Profundidad total

Diametm
del paso

Diametm Ael

circulo de base Diametm

D]ametm de
o forna

Figura 1.8. Engranaje cilindrico de dientes rectos.
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1.5 Engranajes Interiores

Los engranajes interiores o anulares son variaciones del engranaje recto en los que los
dientes estan tallados en la parte interior de un anillo o de una rueda con reborde, en vez de en
el exterior. Los engranajes interiores suelen ser impulsados por un pifién, (también llamado
pifidon Sol, que es un engranaje pequefio con pocos dientes). Este tipo de engranaje mantiene el

sentido de la velocidad angular.

Debido a que tienen mas dientes en contacto que los otros tipos de reductores, son
capaces de transferir / soportar mas par por lo que su uso en la industria cada vez estd mas

extendido.

Ventajas:
- Accidn deslizante disminuida debido a la configuracidn interior del diente del engranaje.
- El deslizamiento disminuido se traduce en menos friccion y menos desgaste del diente.
- Los engranajes de dientes interiores podrian ser operados en una posicion fija o una

posicion de rotacidn libre, con un pifidn fijo.

Como cualquier engranaje, los engranajes interiores son afectos por la tension de contacto

de Hertz y agotamiento de los dientes, (en inglés pitting y bending).

Figura 1.9. Engranaje interior.
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1.6 Problematica de los engranajes

Las dos principales fuentes de fallo en un diente de engrane son por la tension de contacto
de Hertz y flexion, (llamados también pitting y bending en inglés), esto es debido a que las
fuerzas logicas durante la transferencia de la fuerza por el engranaje, la tensién de contacto de
diente contra diente y la fuerza que deben de resistir los dientes, tanto el que transfiere como

el que recibe.

Debido a la tensidn de Hertz en la superficie de los dientes, esta drea se despasiva, una de

las cuales se vuelve anddica, mientras la otra se vuelve catddica, conduciendo esta zona a una
corrosién galvanica localizada. Para minimizar el deterioro es necesario seleccionar el
lubricante adecuado, tomando en cuenta no solo la potencia de la aplicacién, asi como la

temperatura, ciclo de trabajo, etc.

La flexién solo puede minimizarse seleccionando los materiales adecuados y/o
seleccionando mas material para el diente, en otras palabras, seleccionando un engranaje mas

grande.

Figura 1.10. Fallo por flexién.
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Como todo elemento técnico el primer fallo que puede tener un engranaje es que no haya
sido calculado con los parametros dimensionales y de resistencia adecuada, con lo cual no es

capaz de soportar el esfuerzo al que estd sometido y se deteriora o rompe con rapidez.

El segundo fallo que puede tener un engranaje es que el material con el que ha sido
fabricado no reune las especificaciones técnicas adecuadas principalmente las de resistencia y

tenacidad.

También puede ser causa de deterioro o rotura si el engranaje no se ha fabricado con las
cotas y tolerancias requeridas o no ha sido montado y ajustado en la forma adecuada dando

lugar a las conocidas interferencias.

1.7 Modelo de calculo actual

Los sistemas de engranajes estdan normalizados y regulados por dos normativas
internacionales que son: AGMA (American Gear Manufacturers Association) e 1SO

(International Organization for Standardization).

Para el cdlculo del reparto de carga ambas se basan en modelos simples de la teoria de la
elasticidad para obtener los esfuerzos (tension de flexidon y presion superficial) en los dientes
para cada instante y parten de la hipétesis de reparto uniforme de la carga a lo largo de la linea
de contacto. Esta hipdtesis no tiene en cuenta que la rigidez de la pareja de dientes es diferente
para cada punto de contacto por lo que se ven obligadas a introducir unos factores de
correccion de forma que los valores calculados de la tensidén en su punto mas desfavorable se

aproximen en mayor medida a los obtenidos experimentalmente.

Por otro lado, ambas normas discrepan en la longitud de la linea de contacto a considerar.
Mientras que la AGMA considera la longitud minima de contacto producida durante el engrane,
ISO emplea una longitud efectiva de contacto que ademas es diferente para el calculo a flexion

y a presion superficial. Incluso, aunque ambas normas parten de las mismas hipotesis de
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partida (contacto de Hertz y reparto uniforme de la carga), discrepan en la localizacién del

punto de maxima presion superficial.

Linea de contacto

,

P, Punto de contacto
a, Comienzo de engrane

fin Fin de engrane

Figura 1.11. Engrane en una transmisidon de engranajes cilindricos de dientes rectos.

Del mismo modo, los modelos clasicos de célculo del rendimiento suelen utilizar la
hipotesis de reparto uniforme de la carga, en lugar del valor real de la carga en cada punto de
contacto. Dicha hipdtesis de reparto de carga uniforme, aunque ampliamente aceptada, se
sabe que no es correcta y que es origen de fuentes de error, por ello, numerosos autores han

estudiado las variaciones de la rigidez en funcion del punto de contacto del perfil del diente

Todo ello implica la necesidad de abordar un estudio detallado de la distribucién de carga a
lo largo de la linea de contacto que sea mas préximo a la realidad y, tomandolo como partida,
plantear modelos de comportamiento frente a presion superficial y a rotura en la base, entre

otros.
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1.8 Objeto del TFG. Nuevo modelo de calculo

En trabajos previos [20], [31], [34] se ha desarrollado un modelo de distribucidon de carga
mas realista, que ha sido obtenido a partir de la condicién de minimo potencial de deformacion
eldstica y es vdlido para dentado exterior. Este modelo, que ha sido contrastado mediante
analisis por el método de los elementos finitos y del que se ha conseguido una formulacién
analitica sencilla muy aproximada, predice con elevada precisidén las condiciones criticas de

carga y elimina las discrepancias que surgen cuando la distribucién se supone uniforme.

El objeto de este Trabajo de Fin de Grado consiste en la determinacidn y analisis de la curva
de potencial unitario inverso para una pareja de dientes de engranaje interior y la propuesta de
formulaciones aproximadas de facil obtencién y operacion, asi como el estudio de fiabilidad de

las mismas ante la variacion de los pardmetros principales.

Para ello, se ha partido de las relaciones geométricas de los dientes de perfil de evolvente
interior y exterior, resumidas en el capitulo 2, asi como la formulacién del potencial inverso,
capitulo 4, de forma que se obtiene la curva del potencial unitario inverso mediante un
programa de cdlculo numérico como es Mathcad y se procede a su estudio y propuesta de

alternativas aproximadas.
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Capitulo 2

Geometria del perfil de evolvente

En el presente capitulo se presentan las relaciones geométricas de los dientes de perfil de
evolvente. En concreto, se definen las principales relaciones para dentado exterior tallado con
cremallera y dentado interior tallado con pifién cortador que se van a emplear para el calculo

del potencial de deformacion.

El objeto de este Trabajo de Fin de Grado no es la definicién y demostracién de la
geometria obtenida al tallar los engranajes, bien con cremallera, bien con pifién cortador, ya
que esta sobradamente explicado en trabajos anteriores como el “Modelo de célculo resistente
de engranajes cilindricos de dentado interior” de Silvia Aguiriano Sanchez, cuyo capitulo de
geometria se incluye en el apéndice 3, con la correccidn de algunas erratas encontradas, para
su consulta por parte del lector. Por ello, con el animo de simplificar la lectura y entendimiento

de este Trabajo, se expone a continuacion un resumen la geometria del perfil de evolvente con
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las principales relaciones geométricas para posteriormente analizar el potencial unitario inverso

y las curvas aproximadas propuestas.

2.1. Engranajes de dentado exterior tallados con cremallera

En este apartado, se definen las ecuaciones de la geometria del pifidén tallado a partir de los

pardmetros geométricos de la cremallera utilizada para tallarla. En este caso se trata de una

cremallera con perfiles rectos, que genera un perfil de evolvente.

2.1.1. Geometria de la cremallera

Los parametros dimensionales que definen la cremallera son:

Linea de referencia (linea primitiva): Recta trazada siguiendo la direcciéon del eje
longitudinal de la herramienta, a una altura tal, que su interseccién con las rectas que
forman los flancos de los dientes determina en ella segmentos que representan el
espesor de los dientes y de los huecos, o intervalos entre dientes, de forma que el
segmento correspondiente al espesor del diente sea igual al del hueco.

Angulo de presiéon (a,): Angulo que forman los flancos de los dientes con la
perpendicular a la linea primitiva.

Paso circular (p): Distancia sobre la linea de referencia entre dos puntos semejantes de
dos dientes consecutivos. Esta misma distancia se hace igual a m por el mddulo, de

forma que:
p =mn

Mddulo (m): El mddulo es una caracteristica de magnitud, y representa la unidad del
sistema de engranajes normalizados. Expresa el nimero de milimetros del didmetro
primitivo, que corresponden a cada diente de la rueda.

Adendo (mh,): Altura de pie de la cremallera. Distancia desde la linea primitiva al plano
de pie de la cremallera. Se convertira en la altura de cabeza del engranaje generado. (h:

factor de adendo)
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- Dedendo (mhgo): Altura de cabeza de la herramienta. Distancia desde la linea primitiva
al plano de cabeza de la cremallera. Se convertira en la altura de pie del engranaje
generado. (hgo: factor de dedendo)

- Radio de acuerdo de cabeza (mry): También llamado radio de cabeza de la herramienta,

estd limitado por el dngulo de presién, adendo y dedendo.

2.1.2. Geometria del piidn. Perfil de Evolvente

El pifion generado por la cremallera corresponde a un pindn de dentado exterior cilindrico.

Sus principales relaciones geométricas son las siguientes.

- Circunferencia primitiva: circunferencia del pifidn que rueda sin deslizar sobre el plano

de la herramienta al que es tangente

mz,

- Circunferencia base: circunferencia tangente a la perpendicular de la tangente del perfil
de evolvente en cada punto. También se puede definir como la circunferencia tangente

a la linea de presién en el punto de contacto de la pareja de engranajes

Tp1 = Tp1 COS Ay

- Engranajes helicoidales: en ruedas helicoidales, la herramienta incide sobre el cilindro a
tallar, de forma que sus caras frontales forman un angulo B, con las generatrices de
dicho cilindro, conocido como angulo de hélice.

1
tgat = @tgan
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Se puede hacer una generalizacién de las expresiones obtenidas para engranajes rectos
referidas al radio primitivo y radio de base, asi pues, en el caso de engranajes helicoidales
tenemos:

r = =
pl 2 2 cos

mz,

2cosf

rbl = T'pl COS dt s COoS at

- Desplazamiento: distancia entre el plano primitivo de la herramienta y la circunferencia
primitiva del pifidn durante el tallado. El desplazamiento se expresa como un numero de

veces el mddulo, el cual se representara por x.

- Ecuaciones paramétricas del perfil de evolvente: el perfil generado por el flanco recto

de la herramienta de tallado es una evolvente de circunferencia.

Tev1 = Tb1,/912 +1

Ny, = 61 —arctg 6,

- Espesor del diente: espesor del diente en cada punto. Se calcula el angulo abarcado por

el espesor del diente a un radio dado mediante:



Capitulo 2. Geometria del perfil de evolvente 21

1,2
— —1—arctg

T 4x;
Y1 =—+—tga, +2(tga; — a;) — 2 3
b

Z Z

Radio primitivo

T N 4x, .
=—+—tga
ypl z, 7 gan

2.1.3. Geometria del pifion. Trocoide

Se llama trocoide a la curva descrita por los puntos del acuerdo de la cabeza de la

herramienta, identificados por el parametro ¢, sobre la rueda generada.
Las ecuaciones paramétricas de la elipse de cabeza son:

T
osf

X=T1,C08Q = cos ¢
C

y =T1,sen@ = rysenq

El punto de acuerdo que se talla en un instante dado es aquél cuya normal a la elipse de

cabeza pasa por el punto de rodadura:

Ferog = J(rm _ B)Z 4 (B cos ﬁ)z

tgo
Donde:

B = m(hpgo — X, — 51 + 751 SEN Q)

El parametro de la trocoide ¢ estard limitado por el valor del dngulo de presién a, y 1/2,

para los casos en los que no se produce penetracidn, que son los casos analizados.
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El angulo de la trocoide 7o, €s:

Neror = 0" — (at —&)

Donde:

( Bcospf )
€ = atan

(rpl - B)tan @

i} 1 CoS ¢ Bcospf
0 =tanat+—(mrf1 —A——)
Tp1 cos tan @
mry — &
A=————+mlhpqo — %1 — 771 ) tana
cos a,, cos fB (hao 1 fl) t

Finalmente, sustituyendo todos estos términos en las ecuaciones paramétricas de la

trocoide se obtiene:

cosf

2
2
Tiro1l = (Tpl — m(hhao — X1 — 51 + 151 S€N (p)) + < m(hhao — X1 — 151 + 151 S€N (p))

tan ¢

2.2. Pidn cortador

La unica diferencia entre la geometria de un engranaje de dentado exterior y un pifidon

cortador estriba en el acuerdo de cabeza de este ultimo, que no existe en el primero.

La geometria del pifidn cortador vendra definida por los mismos parametros que definen la
geometria de las ruedas de perfil de evolvente, como son: el médulo m, el nimero de dientes
2o, el angulo de presidn ay, la altura de cabeza o adendo h,, el desplazamiento con que se tallé
el pifidn cortador x, y el radio de acuerdo de cabeza ry. Los restantes parametros geométricos,

radio de base rby, radio primitivo rpy, espesor angular yy, etc., pueden extraerse de las
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expresiones para engranajes tallados con cremallera. El subindice 0 hace referencia al pifién

cortador.

- Circunferencia primitiva:

mz,

- Circunferencia base:
Tho = Tpo COS Uy
- Radio de cabeza:

Tao = Tpo + MXp + mhyg,

Sin embargo, debido al acuerdo de cabeza, el punto mas alto del perfil activo del diente del
pifidn cortador no estara situado a una distancia ryo del centro, sino rag inferior. Si se designa
por C, el centro de acuerdo, y por r., la distancia de C al centro del pifién cortador, siendo esta

distancia igual a:

c =Tq0 — mrfo

se tiene que la distancia ryo vale:

Tao = |75 + (mrfo + /rcz - rb20> = [+ mrfz0 + 2mry, ’rcz -1

El dngulo ¢, angulo polar del punto C con respecto al origen de la evolvente y el angulo

O40:
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1 mry 2
4
Opo = — | mrso + [1F =18 | = 04 — -1
Tho Tho Tho
2 2
Tho mr; T'C TC
nco=0A0—arcos—=—f+ ——1—arctg |5 —1
T, 7 T T
c b0 b0 b0

2.3. Engranajes de dentado interior

En engranes interiores, la rueda va dentada interiormente y sus dientes presentan el
contacto por su parte concava. Estos engranajes son tallados no por una cremallera, sino por un

pifién cortador, descrito en el epigrafe anterior.

2.3.1. Geometria de la corona. Perfil de Evolvente

- Angulo de presién de generacion:
Si se designa por Cy4 la distancia entre centros de generacion:

Th2 = Tho _ m(z; — 7o)

Cy 2C4cosp

cosay =

La expresion de los radios de rodadura en funcidn de la distancia entre centros de

generacion es:

. 20Cg  Tho
"z, —zy  cosay
_ Zy Cg _ h2
T2 = -
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- Perfil de evolvente:

Las ecuaciones paramétricas del perfil generado por el pifidén cortador:

/ 2
Teva = Tp2 02" + 1

Neyp = b2 —arctg 6,
- Circunferencia primitiva:
mz,
7, = —
p2 2

- Circunferencia base:

Thy = Tpp COS Qg

- Espesor del diente: El espesor del diente de una rueda de dentado interior tallada por

un pifién cortador que, a su vez, como se vio anteriormente, fue tallado por una

cremallera.
Espesor del diente de la corona en el punto de rodadura:
T 4x,

Y2 = —— —tga, — 2(tga, — a,) + Z(tgag —ay)
Zz ZZ

Con el espesor del diente en el punto de rodadura se obtiene la ecuacién para obtener el

angulo de generacion, ay,, y posteriormente la distancia entre centros Cg:

2(xo — x3)

(tgag - ag) = (tga; —a,) + m gan
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El espesor del diente en un punto cualquiera es:

T 4x
Y2 = - Z—Ztgan — 2(tga, — a;) + 2(0, — arctgh,)
2 2

2.3.2. Geometria de la corona. Trocoide

La parte activa de la herramienta genera un perfil de evolvente en la rueda, mientras que el
acuerdo de la cabeza genera en la base del diente un perfil que no es de evolvente. El perfil

generado en la base del diente se correspondera con el de una trocoide.

Tiroz = J522 + 152 + 28,1,5eng

El angulo n:.0» respecto del origen de la evolvente, sera:
Ntroz = 02 — ag — Ay

Donde:

8, = mry + V12 — 1ro2c0os2@ — 1y SENQ

8,

Ttro2

A, = arcsen ( cos (p)

0. = Thob0 + (Th2 — Tho)tgay
, =

re?
— — 1—arctg
T

b0
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8, —mry
& = arcsen| ————cos @
T

C
Finalmente:

1

8,
Neros = - [To0(@g + nc + €2) + (Tpz — Tho) tgay| — ay — arcsen(
2

Ttro2

cos go)

En este caso el pardametro ¢ no determina por si solo el punto de la herramienta que talla
el punto de la trocoide caracterizado por ¢, sino que es también funcidn del angulo de presién

o de la distancia entre centros de generacion. Por otro lado, ¢ varia entre ag y /2.

2.4. Engrane de ruedas interiores de perfil de evolvente

Las propiedades funcionales son dependientes tanto de la rueda como del pifidn que estan

engranando.

- Radio de finalizacidon de engrane: el radio de finalizaciéon de engrane rsp, sera el que

engrana con la cabeza de la rueda contraria.

2 _ .. 2 ! [ 2 2
Trin2” = Th2 +(C sena’ s —/rq1 —rbl)

Los radios de cabeza de pifién y rueda vienen definidos por:
Taz = C + 1 + mx; — mhy,

Tar = Tp1 + Mxy + mhy,y

Puesto que:
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Se tiene:

Th1 Th1
Ofinz = (1 - _) tga's + —0g,
Th2 Th2

'y) b2
Ofin1 = (1 - {) tga's + Eeaz
1 1

- Limites de intervalo de contacto: dngulo de iniciacidn y finalizacidn del contacto de una

pareja de engranajes interiores.

0, = [Hinnr Hout]
Donde:

Oout = 04

Si no hay interferencia primaria ni penetracion:

Oinn = efin

Si hay penetracién en el pifién:

Oinn1 = Oso1
Nota: ver capitulo 3 para restricciones geométricas

- Grado de recubrimiento: el grado de recubrimiento de un par de engranajes se define

como el niumero medio de dientes en contacto.

Grado de recubrimiento en la seccion frontal, &x:
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—ztga',
La componente correspondiente al recubrimiento en el salto es:
Fsen
Ae = P
mm
Grado de recubrimiento efectivo o total:
Tu2? Fsenf

— 14+ (z, —ztgay: |+

1
E=¢&+ Ae =—
! /s Tp2? m

- Radios de contacto unico superior e inferior: el radio de contacto unico es el punto en

el cual un Unico diente soporta toda la carga transmitida por el engranaje.

p _g 2n
cuil — Ya1 7

21

Ocuiz = Oinnz ——
2

21

Ocus1 = Oinn1 +—
Z

21
Ocusz = Ogz + 7
2

En los casos nominales en los que no se producen restricciones geométricas (ver capitulo 3)

se tiene que:

Oinn = efin
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Capitulo 3

Restricciones geomeétricas

A la hora de disefiar una pareja de engranajes que van a trabajar de manera conjunta, es
necesario asegurarse de que el disefio tanto del pifidn como de la rueda es correcto y no se
producen fendmenos indeseables como la penetracién, el engrane en vacio o se produce algun
tipo de interferencia que impide el correcto movimiento de los engranajes.

En este capitulo se presentan las restricciones geométricas que limitan el disefio de los
engranajes interiores. Algunas de ellas, como la penetracién, no impiden el funcionamiento del
sistema pero pueden suponer la generacién de planos de debilidad o comportamiento no lineal
del contacto entre dientes. Otras en cambio, impiden totalmente el funcionamiento de los
engranajes llegando a romper los dientes de los mismos si se fuerza el sistema.

Como ya se ha comentado anteriormente, el objeto del presente Trabajo es el andlisis del
potencial unitario inverso y la propuesta de funciones aproximadas sencillas. Para ello se han
analizado cientos de casos diferentes desechando aquellos en los que se presentaba alguna de
las restricciones geométricas que se detallan a continuacion.
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3.1 Apuntamiento

Para que no exista apuntamiento, el espesor angular en el radio de cabeza del pifién o la

rueda (particularizando para r = r;) debe ser mayor que cero, es decir, los perfiles de evolvente

de una cara y la otra de un mismo diente no se cortan:

- Apuntamiento en pifidn:

I

4x,
Ya1 = — t—tga, + 2(tga, —a;) — 2
Z1 Z1

- Apuntamiento en corona:

Ya >0

2
Ta1

—1—arctg

Tp1

’r ’
Va2 =—+—tgan—2(tgat—at)——2(tgag—ag)+2 a2 > —1—arctg ——1 >0
Th2

- Apuntamiento en pifidn cortador:

En el caso del pifidn cortador la condicidon de no apuntamiento es:

Siendo:

Tp
Neo = O40 — arcos — =

Tco

Ybo
= >
2 Nco
mry 4 5
— — —1—arctg |5 —
Tpo rbo Tho
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3.2 Penetracion en el pifidon

La penetracion es un fendmeno que se produce durante el tallado de ruedas de dentado
exterior cuando la herramienta penetra en la base del diente, reduciendo el espesor del mismo
en ese punto y creando un punto débil. En los engranajes de perfil de evolvente, este fendmeno
de la penetraciéon del diente por la herramienta de tallado, esta influenciado principalmente
por el numero de dientes, el dngulo de presidon y el desplazamiento. Cabe mencionar que la

penetracién no es posible en dentado interior

Durante el tallado de los dientes del pifidn, el filo recto de la herramienta va generando el
perfil evolvente mientras que el filo circular de la herramienta genera el perfil de trocoide
desde donde termina el perfil de evolvente hasta la circunferencia de pie, donde ¢=m/2. El

punto donde se unen evolvente y trocoide se denomina entronque.

El perfil del diente generado es continuo cuando el encuentro entre la evolvente y la
trocoide se produce con una tangente comun, de forma que no aparece ningun punto
anguloso. En el caso de que se produzca penetracion esto no ocurre, pues las dos envolventes
se encuentran en un punto que no se tall6 simultdneamente, por tanto, se producird
penetracién cuando el punto E; (entronque) de la herramienta se encuentre por debajo del

radio base del pifidn.
La condicion de no penetracién viene dada por:
Og1 =0
Siendo

)

9 =tan(a;) ————
E1l ( t) Tbl Sen((){t)

6 = m(hgor — X1 — 751 + 751 SENAY)



Capitulo 3. Restricciones geométricas 34

Tedricamente se deben disefiar los pifiones de forma que no se produzca penetracion en el
diente puesto que debilita el mismo ante los esfuerzos transmitidos en los engranajes. Sin
embargo, debido a las altas relaciones de transmision que se desean conseguir, en la practica es
admisible una pequefia penetracion, siempre que no se rebasen valores que debiliten en

exceso el diente.

El fendmeno de la penetracién, asociado a un debilitamiento de la seccidon en la base,
puede llevar asociado otros efectos favorables mediante una conveniente seleccidon de los
parametros de disefio, como el aumento del grado de recubrimiento mencionado. Un mayor
grado de recubrimiento supone un aumento de la longitud de contacto efectiva y la
consecuente disminucion de las presiones, por lo que pueden existir casos particulares en que

dicho fendmeno pueda ser tolerado.

3.3 Engrane en vacio

Como acabamos de comentar, en el caso de que no haya penetracion, el entronque entre
la trocoide y la evolvente se produce con la misma tangente mientras que en el caso de
penetracién esto no ocurre, pues las dos envolventes se encuentran en un punto que no se

tallé simultaneamente.

En este caso, el punto de entronque ya no corresponde al definido en el epigrafe anterior,
si bien puede obtenerse mediante la siguiente expresiéon aproximada:

0z, = 0,523191¢

donde { debe expresarse en radianes y viene dado por:

Tp1 — M(hgo — X1 — 17 + TpSenay)
¢ = arcos —a;
Tp1
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025
0.2
0.15
SE1
0.1
s
0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
.ﬁlngulu i
Figura 3.1: Parametro &, en funcidn del angulo de rotacion
Donde:
£y = 216
E1 = 5 YE1

En pifiones donde se ha producido penetracion, puede ocurrir que los dientes de la corona
intenten engranar por debajo del punto de entronque E; donde no existe perfil de evolvente
puesto que fue eliminado por la herramienta durante el tallado. En este caso, se produciria el

fenédmeno de engrane en vacio.

El fendmeno de engrane en vacio se produce si la cabeza del diente de la corona intenta
engranar con un punto del pindn situado por debajo del punto de entronque cuando existe

penetracion en el pifidn, es decir:
01(042) < Og4
Siendo:

Th2 Th2 — Th1
0,1(042) = r_gaz - ——tga';

b1 M1

Evidentemente, si no hay penetracién no puede darse el engrane en vacio
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3.4 Interferencia Primaria

La interferencia primaria se produce cuando en ruedas sin penetracion, pifién o corona, la
cabeza del diente conjugado intenta engranar por debajo del entronque entre la evolvente y la
trocoide. Es decir, el diente de la otra rueda intentase penetrar o engranar en el perfil de la

trocoide.

En este caso se puede dar el caso de interferencia primaria tanto en el piidn como en la

corona.

3.4.1 Interferencia Primaria Pifion

La interferencia primaria en la base del pifién puede darse con relativa facilidad en
engranajes interiores. La forma mas comun de evitar este fendmeno consiste en aplicar un
rebaje en el diente de la corona o, es decir, aplicar un factor reductor al adendo de la corona de

forma que se acorta la altura de los dientes.

Para que no exista interferencia en la base del pifidn es preciso asegurar que la cabeza de
la corona engrana en el perfil de evolvente del piiidn, es decir, en un punto superior al punto de

entronque del pifidn.

Por tanto, para que no exista interferencia en la base del pifién se ha de cumplir:

Oz > 0(0g1)

donde 6,(0g;) es el dngulo caracteristico de la rueda cuando el engrane se produce en el
punto de entronque del pifidn, es decir, el angulo de entronque del pifion referenciado a la

rueda y f¢; ya se habia definido con anterioridad y es igual a:

)

7] =tan(a;) ————
E1 ( t) Tt Sen(at)
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Figura 3.2: Relaciones angulares

Observando la Figura 3.2, se deducen las siguientes expresiones:
5202 — 191051 = (Tp2 — Tp1)tga’;
Z1 Zq
0,(0g1) = (1 - —) tga's + —0g;
Zy z

2

Por ultimo, el dngulo de cabeza de la corona es:
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3.4.2 Interferencia Primaria Corona

Razonando de igual manera se deduce la condicién de no interferencia primaria en la base

de la corona:

0q1 > 601(0g2)

Donde 6;(6g>) es ahora el angulo caracteristico de la evolvente del pifidn cuando se estd
engranando en el punto de entronque de la rueda. En esta condicion se expresa que el radio de
cabeza del pifidn debe ser menor que el radio correspondiente al punto de entronque de la

rueda.

Zy .7
01(0g2) = (1 - Z_> tga' ¢ + Z_QEZ

1 1

El angulo de entronque g, de la rueda es:

8,
Og, = tana, — —
b2

Donde:

8, = mrpy + 1.2 — 1% — o tanay

Por ultimo, el dngulo de cabeza del piiidn es:
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3.5 Interferencia Secundaria

Una interferencia propia de los engranajes interiores es la conocida como interferencia
secundaria. Cuando el niumero de dientes de las dos ruedas son préximos pueden tropezar las

cabezas de los dientes fuera de la linea de engrane.

En la Figura 3.3, se comprueba que si el pifidn tuviese un radio algo mayor (mas dientes) al
mismo tiempo que el engrane ocurre en a, los dientes b y ¢ se tocarian interfiriendo el contacto
anterior. Si se estuviera tallando existiria una cierta penetracién en la cabeza del diente de la
rueda. Si por el contrario se esta engranando, existiria interferencia entre pindn y rueda, lo que

haria imposible el engrane.

Figura 3.3: Interferencia secundaria

Se deducira ahora la condicidon de no interferencia secundaria en engranajes de dentado

interior, a la vista de la Figura 3.4.

En primer lugar, se determinardn los angulos §; y 6, que definen la posicién de la rueda y el

pifidn en un momento cualquiera que se considerara como inicial.
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Ta1? = 1g5% + C? — 21,,C cos(8,)

5 ra22 +C? - Ta12
= arcos
z 274,C

Taa? = Tq12 + C% — 21,,C cos(m — &)

Tap? = 1q12 + C? + 214,C cos(8,)

2 2 2
Ta2" — e — Ta1
0, = arcos

2r,1C

Figura 3.4: Condicion de no interferencia secundaria
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Se calculan los angulos 6;” y 6,’, que definen la posicidn limite de interferencia secundaria

de la rueday el piidn en un momento posterior al inicial.
8" =0q — ' — My
Na1 = 0gq — arctg(8qq)
82’ = efinz —a'y— Nrin2

Tp1 Tp1
Opinz = (1= 22) tga’s + 22 0,y
Th2 Th2

Nfinz = Ofinz — arctg(8sinz)

La rueda y el pifién se habran movido un dngulo igual al inicial menos el correspondiente a

la situacion limite.
A81 = 81 _— 81,

A82 = 82 - 82,

La condicidn de no interferencia secundaria sera la que asegure que la cabeza del pifién no
tropieza con la cabeza de la rueda, dicho de otra forma, el pifién debe de haber girado un

angulo mayor que la rueda antes de llegar a la situacion limite que se ha considerado:

2L A8, > 46,
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3.6 Holgura

La holgura es un factor importante en el funcionamiento correcto del engranaje. Todos los
engranajes deben disponer de una serie de holguras para permitir las tolerancias de
concentricidad y forma de los dientes. Una insuficiente holgura causa un rapido fallo debido a
sobrecarga. Una holgura excesiva incrementara la fuerza de contacto reduciendo, también, la

vida del engranaje.

Se conoce como holgura de paso, o simplemente holgura, a la diferencia entre el hueco
entre dientes y el espesor del diente de la rueda contraria, medido sobre las circunferencias de

rodadura.

La suma de los espesores de ambos dientes en la circunferencia de rodadura mas la
holgura ha de ser igual al arco entre los dos dientes en la misma circunferencia, en

consecuencia, si se designa por h el factor de holgura, se verifica que:

e+ e +mh=—r,4
Zy

De esta forma queda:
- V1 —Tr1Vr1 — Trz]’rz)

Para que no se produzca interferencia por holgura este debe ser superior a 0.

h>0
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Capitulo 4

Modelo general de distribucion de carga

En este capitulo se presenta una metodologia de calculo de la distribucién de carga a lo
largo de la linea de contacto entre dientes de engranajes cilindricos basado en el principio de
minimo potencial de deformacién. Esta metodologia ya fue presentada para engranajes de
dentado exterior [20] y se recoge en este capitulo afiadiendo el potencial de contacto de Hertz.
Una vez definida la geometria de los dientes, se determinan las férmulas que definen el
potencial de deformacién y se calculan por integracidn numérica los valores de los potenciales
debidos a flexién, compresion, cortadura y contacto de Hertz, en funcién del punto de
contacto, la fuerza aplicada y los efectos Hertzianos de contacto. Finalmente, una vez obtenido
el potencial interno total se determinan las distribuciones de carga que minimizan dicho

potencial mediante el empleo de métodos variacionales.
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4.1 Potencial de deformacidon de un diente de engranaje

La energia interna de un sistema, también llamada potencial eldstico o potencial de
deformacion, es una funcion de estado asociada al trabajo realizado en el proceso de
deformacion debido a la carga y descarga, manteniendo las deformaciones en el dominio de
comportamiento elastico del material. La variacion de la energia interna tedrica, despreciando
pérdidas energéticas por calor u otros fendmenos, en un ciclo cerrado es nula. De esta forma,
despreciando la generacién de calor producida por el proceso de deformacion, el campo de

tensiones deriva de un potencial, denominado energia elastica, de manera que se cumple:

U (€)
o€

o=

y, reciprocamente, el campo de deformaciones & deriva de un potencial, W (@),
denominado energia complementaria:
. 0W(o)
E=—
do
Asi, el trabajo realizado sobre un cuerpo inicialmente no deformado, hasta un estado

tensional determinado, se puede calcular como:

considerando que la energia elastica inicial es nula.

El potencial de deformacién de un diente cargado, U, en un engranaje cilindrico recto
sometido a una fuerza normal a su superficie, F, como ocurre en el contacto entre una pareja
de dientes de engranaje, puede expresarse como la suma del potencial debido a la flexién, U,, a
la compresién, U, a la cortadura, Us. y los efectos hertzianos de contacto Uy. El signo + de las
expresiones correspondientes a dichos potenciales hacen referencia al pifnén y la rueda,

respectivamente:
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Potencial por flexion:

Ye M2
=+ —
U == f 251 Y
Yp

donde M es el momento flector que produce la fuerza, E el mddulo de elasticidad del
material e / el momento de inercia geométrico de la seccién.

Como se aprecia en las Figuras 4.1y 4.2, y, es el valor de y correspondiente a la seccion de
empotramiento, definida por los puntos de tangencia de los perfiles del diente con la

circunferencia de pie e y. el correspondiente al punto de aplicacidn de la carga.

Potencial por compresion:

siendo N el esfuerzo axial y Q el area de la seccion rectangular

Potencial por cortadura:

Yc Tz
Us == C j ——dy
p 2G1)

donde T es el esfuerzo cortante, G es el médulo de elasticidad transversal del material y Cs,
un factor de correccion del potencial debido a cortadura que tiene en consideracion la
distribucién no uniforme de las tensiones de cortadura en la seccién, de acuerdo con el

teorema de Colignon. Para secciones rectangulares, dicho factor toma el valor Cs = 1,2.

Algunos parametros, reflejados en las ecuaciones anteriores, dependen del punto de

contacto:
M=F [cos a.(y. —y) —r.sen (%) senac]

N =F sen a,
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T =Fcosa,

_ be*(y)
I'= 12
QO = be(y)

sustituyendo estas ecuaciones en las expresiones de los potenciales, obtenemos,

Potencial por flexion:

F2 (Ye((y. —y)cosa, —1.sen (%) sena, )?
Eb Vo e3(y)
Potencial por compresion:
U +1F2 j‘stenZ a,
n= IS¢ y
2Eb Yo e(y)
Potencial por cortadura:
o 1F? ijcoszaCd
s = XTlgo =T Yy
2Gb Vo e(y)

donde a. es el angulo de carga, b el ancho de la cara, e(y) el espesor del diente e y la

coordenada media segun el eje de simetria del diente a partir del centro de la rueda.
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Figura 4.1. Parametros geométricos para el calculo del potencial de deformacion (Pifién)

Ve

Figura 4.2. Parametros geométricos para el calculo del potencial de deformacién (Corona)
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Los dangulos de carga del pifion y la corona, sefialados con subindices 1 y 2,

respectivamente, se pueden calcular con las expresiones:

Pifidn (engranaje exterior):

Y
2
Corona (engranaje interior):
2
0 = Te2 1 Y2
2= |3~ -
Tha 2

en las que rp, es el radio de base, ;, el espesor angular del perfil activo en el radio de base y
re la distancia al centro del punto del perfil sobre el que actua la fuerza. El limite superior de
integracién y., tanto para el pifién como la corona, de acuerdo con las Figuras 4.3 y 4.4, vendra

dado por:

T
= + (r,0. — rytga,.)sena
Ye cos a, (bc pld c) c

mientras que el limite inferior y, sera, sencillamente,

_ "o
Yp =Tpcos—

donde r, es el radio de pie y y, el espesor angular en ese radio.
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Circunfeferncia
base prion

Circunfeferncia
Dase meda

Figura 4.4. Angulo de carga. Corona (Engranajes interiores)

N
N,
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La expresion del espesor del diente e(y) es diferente segin y corresponda a secciones
contenidas en la base del diente (y consecuentemente limitadas por las trocoides de ambos
perfiles, izquierdo y derecho, del diente) o secciones de la parte activa, limitadas por los perfiles
de evolvente. En consecuencia, para la resolucién de las integrales, se habra de descomponer el
dominio de integracion en dos intervalos, separados por el punto E de entronque de ambas
curvas de evolvente y trocoide, los cuales aparecen representados en las Figuras 4.1y 4.2, para

el caso del pifidn y corona respectivamente.

De acuerdo con ello, dichas ecuaciones se pueden escribir de la forma:

Potencial por flexion:

Uy = (Uxtr + Uxev)

siendo,

F2 (Ye((y.—y)cosa.— 1. sen (%) sena, )?
Uptr = £6 — 3 dy

Eb Yo e3(y)

F2 (Y ((y. —y)cosa, —r1.sen (%) sena, )?
Uyer = £6 — f 3 dy

Eb ), e3(y)

Potencial por compresion:

Un = (Uner + Uney)

siendo,

U +1F2 nysenZ a
ntr =Io—or - N y
2EDb Vo e(y)

1F%? [(Yesen?a,
AF et
2Eb J,  e(y)

Unev =
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Potencial por cortadura:

Us = (Ustr + Use)

siendo,

1F? f” cos? a,

dy
v, €O

1F? (Yecos?a,

vy €0

dy

Naturalmente, para la resolucidon de estas integrales se habrd de recurrir al empleo de
métodos numéricos aproximados, debido a la complejidad de la expresion del espesor del

diente e(y), Figura 4.5, especialmente en las secciones de la base, como se presentd en el

Capitulo 2.

PINCON CORONA
/ ‘ \ \ /
/ey 5 vooely)
.'|II| | IIII'. |'| f
III| || | || IIII || '.III III Il
.'I [ I', | I |
2 ‘ AN || |
I| | ll II
, , |
,_--4-—'1| Y@ = e ) e
| f
| ‘ | | |
fy) | 1(y) | |
|
|I ‘ | | ||
| I |

Figura 4.5. Espesor del diente
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En las expresiones anteriores, tanto el valor de la ordenada y, como el espesor del diente,
e(y), dependen de la geometria del perfil del diente, por lo que se debera diferenciar si estan

referidas a la parte del perfil de evolvente o a la parte del perfil constituida por la trocoide.

4.2 Parametros para el calculo del potencial

A continuacidn, se determinan las variables que toman parte en las integrales del potencial
de deformacion para su calculo por métodos numéricos.

4.2.1. Pifidn
Evolvente

En el caso del cdlculo del potencial para el tramo de perfil de evolvente, se propone el
cambio de variable por 6, de forma que las expresiones quedarian de la siguiente forma:

Segun la figura 4.1:

Tp1
= + (1,,0; — 1y tana;) sena
V1 CoS p1Y1 b1 1 1

Vb1
-9, — 2
aq 1 )
e(0,) = 2(ry,6; — 1y, tanay) cos a;

1
Te1 sen% =3 e(0,) = (1,,6,, — 1p; tana;) cos a,,

Aplicando estas formulas en el punto de contacto tenemos:

Tp1
Ye1 = + (1p10c1 — Tpr tana,q) sen agq
COS .y
Vb1
oy = 0,y — 2
cl cl 2

Operando de deduce:

dy =1,,0;cosa; db,
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Como ejemplo, U, quedaria de la forma:

F2 (9 sen? (961 — m) Yor

1 2
Unev = + 577 ” oy mbieos (6, - T) d6,

Como ya se ha visto anteriormente, suponiendo que no hay penetracién, @g; es:

)

6 =tan(a;) —————
E1 ( t) rbl Sen(at)

Por su parte, 6.; varia entre el valor de 6 de inicio del contacto y el de finalizacidn:

Oc1 = [einnlreal]

En el caso de que no se produzcan interferencias ni restricciones geométricas se tiene que:
Oinn1 = Hinfl
Recordemos que:

Th1 — Tp2 Th2
Oinpr = ———tana’y + — 0,
h1 Th1

Trocoide

Para el tramo de trocoide, se propone el cambio de variable por ¢.

Yero1(@)

Y1(@) = 1r01(@) cos —tm;
Yero1(®)
e1(@) = 2 Tiyo1 () sen%

Donde:
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ytrol((p) = ¥Yp1 — 2 ntrol((p)

7’tr01(§0) =vte—a;

B cos ﬁ)z

2
rtrol((p) = (rpl - B) + ( tan ¢

B = m(hhao — X1 — Ty + 17 Sen cp)

1 CoS @ Bcosf
v =tanat+—(mrf —A- )
Tp1 cos tan ¢
mrf
A=————+mlhp — X1 — 77 ) tana
Cos a,, cos fB (hnao =21 = 17) t

< B cos B )
€ = atan
(rm - B)tan @

Los limites de integracion en el caso de que no se produzca penetracidn en el pifidn son:

¢ = [an' %]

4.2.2. Corona
Evolvente

De la misma forma que para el caso del pifidn, para el cdlculo del potencial para el tramo
de perfil de evolvente, se propone el cambio de variable por 6.

Th2
= + (r,,0, — 1, tana,) sen
Y2 oS a1 (1p20; b2 2) 2
a2:02+y2£

e(0,) = 2(ry, tana, — 13,,60,) cos a,

1
Ty sen% = 3 e(0.,) = (r tana, — 1,,60.,) cos a,,
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dy = 1,0, cosa, db,

Aplicando estas férmulas en el punto de contacto tenemos:

Th2
Voo = ———+ (1202 — pp tana,y) senag,
COS Uy
Vb2
A, =0, +
2
Como ya se ha visto anteriormente, O¢; es:
T2 — Tho Tho

GEZ = ——  tan Olg - _HEOIO

Th2 Th2

Por su parte, 6., varia entre el valor de 8 de inicio del contacto y el de finalizacién en la

corona:

O = [eaz'einnz]

En el caso de que no se produzcan interferencias ni restricciones geomeétricas se tiene que:

Oinnz = Qinfz
Recordemos que:

Th2 — Tp1 , b1
Oinpr = ——tana'y + — 04y
b2 b2

Trocoide

Para el tramo de trocoide, se propone el cambio de variable por ¢.

Yeroz (@)

V2(@) = Tr02(@) cos )
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Yero2 ()

(@) = 2192(¢) sen 2

Donde:

Vtroz((p) =VYp2 + 2 Ntro2 ((P)

Nero2(@) = 65 — Ago — Ay

Ttro2 ((P) = \/Trzz + 6(@)2 + 27"7«25(([)) sen @

8() = \/1eg? — T2 COS P2 — g sSen @ + mry

A, = asen( 5(e) cos cp)
2 Ttro2(®)
Neo(@) = Ogoro — B0

Tho Tho
0, = —tana, + —0,
r 9
b2 b2

B0 = Nco(@) + €+ Ag2

(5(@) — mry )
& =asen| ——=cos @

Teco

Los limites de integracion son:

o=[er ]
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4.3 Potencial de deformacion de una pareja de dientes en contacto

Evidentemente, el potencial interno de una pareja de dientes en contacto se puede
expresar como la suma del potencial de cada uno de los dientes, con la carga actuando en los

respectivos puntos de contacto afiadiendo el potencial por contacto de Hertz:
U = Ul + U2 + UH
donde,

Uy =Uxs + Upy + Uy = Uy (1)

Uy = Uyy + Upp + Ugy = Uy (12)

Potencial por contacto de Hertz:

Para el calculo del potencial debido a la deformacién de contacto de Hertz se adopta el
modelo de linea de contacto entre dos cilindros de longitud infinita con carga constante por
unidad de longitud en la generatriz de contacto. Segun este modelo, la deformada de contacto

es proporcional a la carga total por lo que la rigidez es independiente de la carga.

La rigidez de contacto de Hertz es:

Donde «es el coeficiente de Poisson.
Por tanto, el potencial de contacto de Hertz queda:

_F?1

U, = ——
™2 ky
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En el Anexo 3 se demuestra que la suma de los radios de curvatura de los perfiles en el
punto de contacto, medida sobre la tangente comun a ambas circunferencias de base, es una

cantidad constante, y se cumple:

p2—p1 = (1py —Tpy) tana’,

donde a’; es el angulo de presion de funcionamiento en la seccién transversal y los subindices 1
y 2 hacen referencia al pifidn y rueda, respectivamente. En consecuencia, se puede expresar el
radio de contacto de la rueda en funcién del radio de contacto del pifién, por lo que el potencial
interno de la pareja de dientes también se podra expresar en funcién del radio de contacto del

pifidn:

U=U (1) +Uy(rep) + Uy = Uy (1req) + Uy (ry) + Uy = U(ry)

4.4 Potencial de deformacidon de varias parejas de dientes en contacto

Durante el intervalo de contacto y en funcién del grado de recubrimiento de la transmisién
&, , pudiera darse el caso, y asi ocurre, que existiera mds de una pareja de dientes en contacto
simultaneo. Por lo que, en cada instante, el potencial total de la transmisién serd la suma de los

potenciales de todas las parejas en contacto simultaneo:

i

Donde i corresponde a cada diente en contacto simultaneo para un instante dado.

De las ecuaciones generales de los potenciales descritas anteriormente, se deduce que el
potencial interno U es proporcional al cuadrado de la fuerza F. De acuerdo con ello, si se define
el potencial unitario u como el potencial de deformacién por unidad de fuerza, el potencial

interno de la pareja de dientes sera:
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donde u también serd funcién de r;.

De acuerdo con lo expuesto en el epigrafe anterior, en cada instante el potencial total de la

transmision sera:

Ur = Z U; = ZFizul-
i i

Si P es la potencia transmitida y @ la velocidad de rotacidn, se debe verificar:

P
ZFi =F =
; W1Tp1

La minimizacidon de la funcion potencial interno de deformacion, expuesta a la restriccion
dada, permite obtener la distribucion de la carga a lo largo del intervalo de contacto. El
problema puede resolverse mediante el método de los multiplicadores de Lagrange,

obteniéndose la solucidn:

1

u;
Fi_ L

= F
1
Ziu_i

La solucién anterior representa la distribucién de carga a lo largo de la linea de engrane
pues, como ya se ha visto, los respectivos potenciales dependen de la posicién del punto de
contacto. Dicha expresién muestra que la carga que estd actuando en un instante en una pareja
i es igual a la inversa de su potencial unitario dividida por la suma de las inversas de los
potenciales unitarios de todas las parejas de dientes en contacto simultdneo en dicho instante,

y multiplicado por la carga total transmitida.

Definiremos el potencial unitario inverso v como la funcién inversa de la funcién potencial

unitario u:

<
I
SN



Capitulo 4. Modelo general de distribucidén de carga 60

Por otro lado, se define una nueva variable adimensional & para definir el punto de
contacto del pifion. Este variable se obtiene a partir del angulo 6;, mediante una

transformacién que lo adimensionaliza.

De este modo puede definirse el potencial unitario inverso y los limites del intervalo de
contacto como funcion de . Para cada extremo se define la variable adimensional § con el valor
del angulo #; correspondiente: para el punto mas bajo de contacto, &,, y para el punto mds

alto de contacto, es decir, el punto de cabeza del pifidén, &,.

La figura 4.8 muestra el valor del potencial unitario inverso v en funcién del nuevo

parametro ¢ definido.

09
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

v: Potencial Unitario Inverso

0 02 04 06 08 1 1.2 14 16 1.8 2 2.2

Figura 4.8. Funcidén potencial unitario inverso de una pareja de dientes

La distribucion de carga a lo largo de la linea de contacto queda de la forma:
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4.5 Reparto de Carga

Si se representa el coeficiente de reparto de carga R, a lo largo de la linea de engrane, se
obtiene una curva como la representada en la Figura 4.9, para un grado de recubrimiento
transversal entre 1y 2, es decir, que haya una o dos parejas de dientes en contacto a lo largo de

dicho ciclo de engrane.

rep) = 1)

donde la carga para cada punto de engrane F(§), puede ser expresada como:

F(§) = FR()

100% -

90% -
80% -
70% - ; §cui cus
60%

50% -

T i B s S

40% -

Reparto de carga

30% -
200 -
100 -

D% T T T T 1
4.5 5 3.5 6 6.5 7

§

Figura 4.9. Coeficiente de reparto de carga en engranajes rectos de dentado interior con una o
dos parejas de dientes en contacto simultaneo
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Donde:

$inn: punto de contacto inferior
$aic punto de contacto Unico inferior
$as: punto de contacto Unico superior

&4t punto de contacto superior

La variacion del coeficiente de carga a lo largo de la linea de contacto entre dientes rectos
de dentado interior esta representada en la Figura 4.9, para el caso de engranajes con grado de

recubrimiento transversal entre 1y 2.

La variacion de R(&) a lo largo del intervalo de contacto de dos parejas de dientes, es
bastante lineal. Tras el estudio de varios centenares de casos se ha comprobado que los puntos
significativos que definen el contacto durante el engrane &inn, & Sus v &, toman valores

practicamente constantes para todos los casos.

En el proximo capitulo se demuestra que los puntos &inn, &, Eeus ¥ &, que definen la curva
de reparto de carga se corresponden con los valores de las ordenadas 0,35; 0,65; 0,65 y 0,35,

respectivamente, dados de abscisa menor a mayor, Figura 4.9.

Todos los cdlculos han sido obtenidos mediante la herramienta Mathcad, un programa de
calculo simbdlico, en el cual, partiendo de la geometria de los engranajes de perfil de
evolvente, se han formulado las correspondientes expresiones de los diversos potenciales asi
como las restricciones geométricas, cuyos casos han sido rechazados, hasta la obtencion
general del potencial inverso de cada pareja de dientes a lo largo de la linea de engrane y los

valores de reparto de carga.
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Capitulo 5

Potencial unitario inverso aproximado

5.1 Introduccion

Las ecuaciones definidas en el capitulo anterior que permiten calcular el potencial de
deformacion de los dientes de los engranajes interiores, implican la resolucion de varias
integrales de gran complejidad lo que conlleva recurrir a programas de calculo numérico v,
ademads, es necesario realizar dicho calculo para cada posicion de engrane. Este calculo
consume un considerable tiempo de ejecucién, incluso para programas especificos de calculo
numérico y conlleva un largo cédigo de programacién para insertar todas las variables y
relaciones entre ellas, lo que hace que sea facil y comin cometer errores, los cuales son

tediosos de encontrar y corregir.

Esta complejidad para obtener los valores del potencial de forma analitica hace que sea

necesario buscar una funcién aproximada con la que poder trabajar y analizar el
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comportamiento de los dientes de engranajes. El objetivo de la funcién aproximada es la de
encontrar una formulacion lo mas sencilla posible con pardmetros que se puedan obtener
rapidamente para cada caso de engranaje y que los resultados sean lo suficientemente

aproximados como para poder despreciar los errores cometidos.

Por otro lado, es necesario que la funcién obtenida sea lo mas simple posible para poder
utilizarla en otras operaciones que requerirdn su integracién o derivacion de forma que no

complique la operativa.

5.2 Determinacidn de los puntos caracteristicos

Para la obtencidon de los parametros de las funciones aproximadas, los cuales se obtienen
mediante la resolucién de un sistema de ecuaciones, se determinan una serie de puntos
caracteristicos de la curva como puntos coincidentes de la funcidon aproximada. Obviamente, a
mayor numero de parametros sera necesario un mayor nimero de ecuaciones, es decir, puntos
caracteristicos, y mejor sera la aproximacién de la curva, si bien, la expresion sera igualmente

mas compleja.

Se han obtenido las curvas del potencial unitario inverso, asi como el reparto de carga para
una serie de casos con la ayuda del programa Mathcad. La curva en cuestion que se desea
aproximar es la del potencial unitario inverso en funcién del pardmetro adimensional ¢ definido

en el capitulo anterior.

Como primera aproximacién se determina rapidamente, como se puede observar en la
figura 5.1, que la curva se ajusta perfectamente con una funcion polinémica de grado 5, si bien,
el concepto de funcidén sencilla para trabajar no contempla expresiones con tantos parametros
que, ademas, seria necesario determinar para cada caso lo que precisaria 6 puntos
caracteristicos para obtener 6 ecuaciones. Quizas podria plantearse una funcién polindmica de
grado 2 6 3 sin embargo, éstas no se ajustan todo lo bien que se desea y siguen exigiendo

demasiadas variables que seria necesario generalizar para todos los casos.
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0.9
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0.1

v: Potencial Unitario Inverso

Figura 5.1: Funcidon Potencial Unitario Inverso seguin &

Sin embargo, tras el analisis de numerosas funciones de distinto tipo, se determina que,
debido a la forma acampanada que presenta la curva, una funcién senoidal parece la opcidn
mas légica. Para este tipo de solucién se ha seguido la metodologia presentada por [20] para

engranajes de dentado exterior. La funcidn que se propone es del tipo:

cos(b(§ —&p))

Esta funcidn presenta dos parametros, b y &, que es preciso determinar. Para ello sera
necesario determinar dos puntos caracteristicos de la curva que aporten las dos ecuaciones

necesarias. Al tratarse de una funcién normalizada, se descarta el parametro de amplitud.

Obtener estos dos puntos caracteristicos en la funcidn del potencial unitario inverso no es
sencillo ya que, a primera vista, los puntos rapidamente identificables serian los extremos de la
curva e incluso se podria considerar el maximo de la misma. Sin embargo, la posicién de estos
puntos presenta una gran variacion entre unos casos y otros. Esto hace que no sea posible
determinar un valor medio para estos puntos ya que el error cometido seria demasiado grande

por lo que seria necesario obtener los mismos para cada caso concreto, lo que contradice uno
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de los objetivos marcados que era la obtencién sencilla de los parametros de la curva

aproximada.

Por otro lado, analizando en detalle la curva del reparto de carga, existen cuatro puntos
claramente identificables, &,,, &, &us ¥V &, El andlisis de la curva del reparto de carga para
distintos casos determina que si aparece un valor relativamente constante de estos puntos, por

lo que se pueden emplear en la determinacidn de los pardametros by ¢p.

100% -
90% -
80%
70% - € cui cus
60%
50% -

Einn__ . . Ea

40% -

Reparto de carga

30% -
200 -
100 -

0% T T T T 1

Figura 5.2: Reparto de carga segun &

Como ya se ha comentado, sb6lo son necesarias dos ecuaciones para obtener los
pardmetros buscados, es decir, se necesitan identificar dos puntos caracteristicos de la curva de
reparto de carga. Los puntos seleccionados son &, y &, los cuales se denominaran R(1)y R(2)

en los apartados sucesivos.

Para la obtencion de los puntos caracteristicos se han analizado numerosos casos en los
que se han ido variando distintos parametros tanto del pifidn como de la rueda desechando
aquellos en los que se producia algunas de las restricciones geométricas comentadas en el

capitulo 3.
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Con el objetivo de determinar aquellos parametros geométricos que mayor variacion
producen en las curvas del potencial unitario inverso, se han ido variando los mismos vy
analizando las curvas obtenidas. Tras este analisis, se ha llegado a la conclusion que los

pardmetros que mayor impacto tienen en la curva del potencial son:

- z;: Dientes del pifion.
-z, Dientes de la corona.

- a,: Angulo de presién.

x: Desplazamiento.

Una vez obtenidos los parametros principales que se van a variar para determinar cada
caso independiente, se han obtenido los rangos de los mismos en los que no se presentan
restricciones geométricas o, al menos, se producen menos. De esta forma, se obtienen una

gran numero de curvas para analizar.

La siguiente tabla muestra los rangos de valores de los principales parametros geométricos:

Parametros Minimo Maximo
Z, 20 80
Z, 60 210
(o8 19° 24°
X -0.1 0.1

Tabla 5.1: Rango de variacién de los parametros geométricos principales

Cabe destacar que, si bien el maximo valor de z; es mayor que el menor valor de z,, no se
han considerado los casos en los que z; es mayor que z, puesto que se trataria de casos

fisicamente imposibles.

Una vez determinados todos los casos de los que se van a obtener las curvas del potencial

unitario inverso y el reparto de carga, se extraen los valores de R(1)y R(2) y se analizan.
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Como se observa en la figura 5.3, los valores de R(1) y R(2) son practicamente constantes
para todos los casos analizados pudiendo despreciar la pequefia variacién que se produce la

variar los pardmetros geométricos de los dientes escogidos.

1.0
0.9
0.8
0.7

0.6
0.5
0.4

0.3
0.2
0.1
0.0
+R(1) =R(2)

Figura 5.3: Valores de R(1) y R(2) para los multiples casos modelados

Los valores medios de R(1) y R(2) que se consideran para la determinacién de los

parametros by &, de la funcidn aproximada son:

> R(1)=0.35
> R(2)=0.65

5.3 Funcion aproximada “Coseno”

Como se ha comentado, se intenta aproximar la curva del potencial unitario inverso

mediante una funcién del tipo:

v = cos(b(f — Em))
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Los pardmetros b y ¢, se determinan con los valores del reparto de carga de la misma

forma que se ha explicado anteriormente. Esto es:

Para {=¢&in
COS[b(Ein - Em)] _ _
cos[b(&y — &Em)] + cos[bEin — &m + D] 0,35 =R(1)
Para ¢=¢cui
COS[b(Ecui - Em)] _ 0,65 _ R(z)

Cos[b(zcui - Em)] + Cos[b(zcui - Em + 1)]

Para la obtencidn analitica de los pardmetros se ha seguido el procedimiento que se detalla a

continuacién ajustando los valores de R(1) y R(2) a los obtenidos para engranajes interiores.
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Figura 5.4: Rama de reparto ascendente
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Figura 5.5: Valores de reparto en comparacion a los engranajes de dentado exterior

De acuerdo a la figura 5.5 se tiene:

gg—1

1= 3[R G ) — RG]

o RGw)-3
B R(Ecui) — R(Einn)

ge— 1

Se define la variable C como:

1

¢ = 3R G — RG]

Por lo que g queda:

q=1C(e—1)
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La relacion entre é;y & es:

$1=6—C(— 1)

El valor del reparto de carga en los puntos &; y &, para la funcidn coseno aproximada es:

cos[b(&1 — &m)] 1

cos[b(§; —&y)] + cos[b(§; =&, + D] 3

cos[b(§; — &n)] 2

cos[b(, — &) + cos[b(®, — &, + D]~ 3

Desarrollando la funcién coseno en serie de Taylor y aproximandola a los dos primeros
términos:

cosa =1 —Eaz

Operando ambas expresiones con la aproximacién del coseno en serie de Taylor:
1, 2
Eb (G —&m—D*—2]=1

1
B2 — G+ D2+ 26 —§) + 1] =1

Igualando ambas expresiones:

(El_zm_1)2_2=(EZ_Em+1)2+2(§2_Em)+1

Sustituyendo &; por &,-C(g,-1)

(62=Cleg—D—én—-1D?-2=(5H -+ D*+2(5 - &) +1
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Operando:

G = &[4 +2(Cle, — D+ D] =(Cle, —D+1)? -4

La expresion se reduce a:

Cleg,—1) —1
g g CEaD-1

Por tanto:

Cle, —1)—1 Cle, — 1)+ 1
Emz Z_fz 1+f

Como ¢1= ¢inn—k

Cle, — 1) +1

&m = Ginn — k + 2

Por otro lado, para el célculo de b se tiene:

1
Ebz[(& —tn—D?-2]=1

Sabiendo que

Cle,— 1) +1
= B+

Queda:

1 Cley—D+1 )
Eb2[<§1_gl_u_1> _2]=
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Despejando b:

1

(HM)Z_l

N| =

2

Sabiendo que los valores de R(1) y R(2) de los engranajes interiores son 0,35y 0,65
respectivamente:

1 1
C= = =1,11
3[RGcwi) = RGEinn)] 30,65 —0,35)
1 1
K = R(Einn)_g _ 0'35_§ _Ea—l
B R(Ecui) — R(Einn) B 0;65 — 0;35 B 18
g — 1 g1
Finalmente queda:
£
Em = Einn + Ea
1
b= >
%(1 + 1,11(£a2— 1)+ 1) _1

Con estos parametros asi obtenidos se consiguen curvas aproximadas como las que se
muestran a continuacion.
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Reparto de carga

v: Potencial Unitario Inverso
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Figura 5.6: Funcién Real y Aproximacién con coseno

80% -

70% -

60% -

50% -

40% -
30% -
20% -
10% -

0%

2.2

4.5

——Reparto Real ——Reparto Aproximado

Figura 5.7: Curva de Reparto Real y Aproximada con coseno
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5.4 Funcién aproximada “Coseno®”

Si bien la aproximacidon realizada mediante la funcion del coseno se ajusta lo
suficientemente bien como para poder ser empleada en otros célculos, en este trabajo se ha
buscado afinar un poco mas con otras expresiones que, si bien no son tan sencillas como la del

coseno, consigan reducir el error de aproximacion.

Tras multiples pruebas con distintas curvas se comprueba que la funcién senoidal elevada
al cubo se ajusta aun mejor, consiguiendo correlaciones superiores al 99%. En este caso la

funcidn es la siguiente:

v = cos(b(§ — &)

La obtencién de los parametros b y &, se consigue mediante la evaluacion de la funcién
aproximada con la funcion del reparto de carga de la misma forma que se ha realizado para la
funcién coseno. Si bien, en este caso la determinacion analitica de dichos pardmetros se vuelve
muy compleja al tener polinomios de alto grado. Esto hace que el desglose de la funcién en
serie de Fourier lejos de simplificarse, se va complicando hasta obtener expresiones de gran

longitud que poco ayudan a la simplicidad buscada.

Por tanto, debido a que la funcidn aproximada consta de tan solo dos parametros y que el
sistema de ecuaciones no es tedioso ni complejo, se propone la resolucion del mismo por
métodos numéricos con la ayuda de un “solver” de ecuaciones no lineales. Es cierto que esta
solucién implica el empleo de métodos numéricos, si bien, en este caso se trata de la simple
resolucién de un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas que cualquier programa de
calculo numérico resuelve inmediatamente. Por ello, se considera que se mantiene la sencillez

buscada y permite mantener la precisidén en la determinacién de los pardmetros.

Los pardmetros b y ¢, se determinan con los valores del reparto de carga de la misma

forma que se ha explicado anteriormente. Esto es:
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Para {=¢in
COS[b(Ein - Em)]s _ _
cos[b(Ein — Em)]3 + cos[b(&n — §m + DI3 0,35 =R(1)
Para {=¢cui
- 3
Cos[b(fcul Em)] _ ()’645 _ R(Z)

Cos[b(fcui - Em)]3 + cos [b(fcui - fm + 1)]3

La resolucién de este sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas con cualquier
programa de resolucién se sistemas de ecuaciones no lineales nos da los parametros by ¢,
buscados. Debido al caracter ciclico de las funciones senoidales, la solucion al sistema de
ecuaciones no es Unica y conviene determinar el punto de comienzo de iteracién en el intervalo

en el que se encuentra la solucion valida:

b — 0'7 ; Em — fa_zfinn
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v: Potencial Unitario Inverso

= Real = Aproximada (cos3)

Figura 5.8: Funcién Real y Aproximacién con “coseno’”
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Figura 5.9: Reparto de carga Real y Aproximacién con “coseno>”

En el siguiente capitulo se estudia la validez de las aproximaciones propuestas, tanto la

4

funcién “coseno” como la funcién “coseno™ comprobdndose, para los rangos de variacion
habituales de las variables de disefio, un extraordinario ajuste global de la funcién aproximada
a la real calculada numéricamente en cada caso, asi como semejante validez en la localizacién

del valor maximo de la funcidn v(§) y el estimado $me
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Capitulo 6

Estudio de fiabilidad

En el capitulo anterior se han presentado dos propuestas de funcién aproximada para el
potencial unitario inverso de engranajes interiores, cuyos parametros se han obtenido
ajustando el punto de contacto inicial y el punto de contacto Unico inferior de la curva de

reparto de carga.

En objeto del presente capitulo es el analisis de la bondad de estas funciones aproximadas.
Para ello se ha determinado el error maximo cometido, presentado como error relativo entre el
valor aproximado y el valor real, la posicién relativa del mismo, los errores cometidos en los
extremos de la curva, el valor de correlacién R’ obtenido entre la curva original y la

aproximada, asi como la desviacién en la determinacion del punto de maximo potencial.
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6.1 Introduccion

Como se ha visto anteriormente, es necesario conseguir una funcion aproximada que sea
sencilla de obtener y al mismo tiempo se ajuste lo suficientemente bien a la realidad de forma
que el error cometido sea despreciable para los cdlculos posteriores. En este sentido y sabiendo
gue dicha funcion serd empleada posteriormente en otros calculos asociados a los engranajes,
las funciones senoidales presentan la ventaja de su facil derivacién e integracidn sin complicar

excesivamente las expresiones.

Si bien las funciones propuestas: “coseno” y “coseno>”’, a primera vista parecen ajustarse
suficientemente bien a la curva del potencial unitario inverso y presentar un error
practicamente despreciable al obtener el reparto de carga en los engranajes, es necesario llevar
a cabo un analisis en profundidad que detalle el comportamiento para diferentes casos de

engranajes determinando su grado de ajuste los errores cometidos.

Como se ha comentado en el capitulo anterior, se han definido los principales parametros
geométricos de los dientes y el rango de valores que, siendo suficientemente amplio como
aportar generalidad al estudio, presenta pocos casos con restricciones geométricas. De esta

forma, se recuerda los pardmetros definidos y su rango de valores:

z;: Dientes del pifidn. Los valores considerados varian entre 20 y 80

- z,: Dientes de la corona. Los valores considerados varian entre 60y 210
- a,: Angulo de presiédn. Se han considerado dngulos entre 19° y 24°

- x: Desplazamiento. Los valores considerados varian entre -0,1y 0,1

donde: x1=-X2=-Xo

El resto de pardmetros geométricos toma los siguientes valores:

- Zp. 40 - haol 1.25
- m:0.001 - rr0.25
- b:0.003 - p:0

- hg 1l
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Esta seleccion de parametros da lugar a casos con grado de recubrimiento entre 1y 2.

Desechando los casos que producian algun tipo de restriccion geométrica de las definidas
en el capitulo 3, se han analizado en total mas de 700 casos distintos de engranajes interiores.
A continuacién, se muestran los casos extremos para cada tipo de analisis efectuado y las

curvas (real y aproximada) que resultan para dicho caso.

6.2 Analisis de la funcion “coseno”

La principal ventaja de trabajar con una funcion de tipo coseno es que mantiene constante
el grado de la funcién cuando se deriva o integra lo que la hace muy util para poder operar con

ella sin complicar las expresiones y los célculos.

6.2.1. Correlacién R? potencial unitario inverso

El coeficiente de correlacion r de Pearson es una medida de la relacidn lineal entre dos
variables cuantitativas aleatorias y es independiente de la escala de medida de las mismas. Este

coeficiente se emplea para medir el grado de relacién de dos variables y se calcula como:

_ nYxy; — XX LY
JnZ x? — Cx)AnYyi2 — Cyi)?

Tiy

. . 2 . . .7
La regresion lineal R” es el cuadrado del coeficiente de correlacién de Pearson:
RZ =7 2

xy

El promedio del valor de la correlacién para la aproximacion mediante el coseno es

superior a 0,99 lo que supone unos resultados muy buenos.
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Como se puede observar en la figura 6.1., la correlacién para los distintos pardmetros es en
general cercana al valor unitario con algunos casos que quedan justo por debajo de 0,98. En
efecto, el menor valor de R’ encontrado en todos los casos analizados es de 0,976, siendo el

promedio de 0,994 y la mejor aproximacién 0,998.

1.00
0.58 : R s 5

0.92

0.90

* R"2

Figura 6.1: Valores de la correlacién R? para la funcién coseno

La figura 6.2. muestra la curva real y la aproximada para el caso con peor correlacion.
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Figura 6.2: Curva real y aproximada para el caso con peor correlacion
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En la figura 6.2 se observa que la curva aproximada se aleja de la real en la parte izquierda
de la misma presentando valores superiores. Una vez alcanzado el maximo, ambas curvas se

ajustan mejor.

Como se ha comentado, la figura anterior muestra el peor caso de todos los analizados. En
general la curva aproximada se ajusta mas a la real como se observa en la figura 6.3. la cual

muestra la mejor correlacion.
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Figura 6.3: Curva real y aproximada para el caso con mejor correlacién

6.2.2. Maximo error

Asi mismo, se ha determinado la diferencia maxima entre ambas curvas diferenciando los
casos en los que el error es positivo (llamado superior), es decir, la curva aproximada toma
valores superiores a la real y, por tanto, se encuentra por encima de ésta y los casos con error
“inferior” maximo donde la curva aproximada esta por debajo de la real. El error maximo se
presenta como error relativo al valor real:

Vaprox (f) - vreal(f)
Vreal (E)

error =
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La figura 6.4. muestra el error relativo maximo para valores de la curva aproximada que se
encuentran por encima de la curva real. El error maximo estd acotado entre 7 y 13% siendo el
maximo error encontrado de 12,7%, el menor 7,8% y el promedio de todos los casos presenta
un error maximo de 10,5%.
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Figura 6.4: Diferencia relativa con valores aproximados por encima

La figura 6.5. muestra las curvas para el caso con el error superior maximo.
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Figura 6.5: Curva real y aproximada para el caso con mayor error superior
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En la siguiente figura se puede ver dénde se produce el maximo error superior. Se observa
que éste se produce bien el punto ultimo de contacto ¢;,,+&, 0 en el entorno del 13% del rango
de contacto, es decir, en la parte izquierda de la curva.

100% - - o
80%
60%
40%

20%
P“F""a\\\\a\\qs\s\\\\\\-u.s

0%

» Pos_Relativa

Figura 6.6: Posicion relativa del error maximo superior

Del mismo modo se ha realizado el analisis para el caso de valores aproximados por debajo
de los reales.

0% B (88 1 P I P P 05
-1% *F’W
"

-2%
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-5%

-6%

-7%
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Figura 6.7: Diferencia relativa con valores aproximados por debajo
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Como se puede observar en la figura 6.7., el error inferior es muy reducido siendo del
entorno del 1%. En concreto, el maximo cometido es del 1,6% presentando un promedio del
0,3%.

Comparando estos valores con los del error superior, se puede extraer que la aproximacién
del potencial unitario inverso mediante una funcién coseno resulta en una curva aproximada

que, en general, se encuentra por encima de la curva real.

0.8
0.6
0.4
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0 0.5 1 15 2 2.5

= Reg| ==Coseno

Figura 6.8: Curva real y aproximada para el caso con mayor error inferior

La localizacion del maximo error inferior esta entre el 66% vy el 52% con un promedio del
57%, es decir, ligeramente a la derecha de la curva cerca del mdximo

100%
80%
o VAN A
40%
20%

0%

» Pos_Relativa

Figura 6.9: Posicidn relativa del error maximo inferior
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6.2.3. Error en los extremos

Observando que el error en los extremos puede llegar a ser el error maximo cometido, se
analiza en detalle el error en el punto de contacto de entrada éinn y el de salida éinn+ea.

15%

10%

S IPY L

¢ SR,

0%
-5%
-10%

-15%

e Error INN

Figura 6.10: Error en el punto de contacto inicial §inn

El error cometido en el punto inicial varia entre el 3% y el 10% con un valor promedio del
7,5%. En el caso del error en el punto de salida (extremo derecho de la curva) los valores varian
entre el 7% y el 13% con un valor promedio del 10%.

o GBS PP PP P19 P04,

-15%

e Error OUT

Figura 6.11: Error en el punto de contacto final §,,+e,
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6.2.4. Error localizacion del maximo

Otra de las diferencias analizadas entre la curva real y aproximada es el error de
localizacion del maximo del potencial unitario inverso calculado como el error relativo al
intervalo de &. En todos los casos analizados, el maximo real se encuentra ligeramente a la
derecha del maximo de la funcién coseno el cual se encuentra en el punto medio de la curva. Si
bien, las diferencias son pequenas.

Error = (fMax_aprox - fMax_reaI) / €

300

0 | I I I .

0-1 1-2 2-3 3-4 4-5 5-6 6-7
Error (%)

N
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Figura 6.12: Distribucion del error relativo en la localizacion del maximo

Se observa que el error maximo es del 6-7%, siendo la mayoria del entorno 2-4%.
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Figura 6.13: Curva real y aproximada para el caso con mayor error de localizacién
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6.2.5. Maximo error en el reparto de carga

Por udltimo, el andlisis del reparto de carga con la funcidn aproximada muestra que los
errores son mas reducidos que al comparar el potencial unitario inverso.

En el caso de usar la funcién coseno como funcidn aproximacion, se observa que la
correlacién minima es de 0,988 siendo el promedio igual a 0,997. En cuanto a los errores, el
maximo error es del 7,7% siendo la media del maximo error de cada caso del 6%.

1.0 @
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* Reparto Real = Reparto Coseno

Figura 6.14: Reparto de carga real y aproximado para el caso con menor correlacion
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Figura 6.15: Reparto de carga real y aproximado para el caso con mayor correlacién
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6.3 Analisis de la funcién “coseno®”

Con objetivo de lograr aun mejores resultados en la correlacién de la funcion aproximada

con la real, se analiza funcién coseno.

Esta funcién, como se verd mads adelante, se ajusta mads a los valores reales repartiendo de
una forma mas uniforme las diferencias, es decir, el error superior es del mismo orden que el

inferior, al contrario de los que ocurria con la funcidén coseno.

Por otro lado, si bien se sigue trabajando con una funcién de tipo coseno, al estar elevada
al cubo, no presenta las ventajas que presentaba la funcidn coseno en cuanto a la simplicidad

para operar con ella, especialmente en casos en los que se requiera su integracion.

6.3.1. Correlacién R? potencial unitario inverso

En el caso del coseno?, todos los casos presentan valores de R? superior a 0,98 lo que indica
un ajuste de la curva muy bueno. En efecto, el peor ajuste presenta una correlacion de 0,982

siendo el promedio de 0,997.

B s i i ad s aad daddsanss

:
N ]
0.8 | *

0.96
0.94
0.92

0.90

« RA2

Figura 6.16: Valores de la correlacién R* para la funcién coseno®

A continuacidn, se presentan las curvas para los casos con peor y mejor correlacion.



Capitulo 6. Estudio de fiabilidad 91

0.8
0.6
0.4

0.2

0 0.5 1 15 2 25

===Rea| =—=Coseno3

Figura 6.17: Curva real y aproximada para el caso con peor correlacién
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Figura 6.18: Curva real y aproximada para el caso con mejor correlacién

Como se observa en las figuras 6.17. y 6.18., el ajuste que se consigue es francamente

bueno, siendo practicamente coincidente en los casos con mas alta correlacién.
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6.3.2. Maximo error

Como se ha hecho con la funcidon coseno, se ha determinado la diferencia maxima entre
ambas curvas tanto para valores aproximados por encima de los reales como para valores

aproximados por debajo.

La figura 6.19. muestra el error relativo maximo para valores de la curva aproximada que se
encuentran por encima de la curva real. El error maximo esta acotado entre 1y 7% siendo el
maximo error encontrado de 6,3%, el menor 1,1% y el promedio de todos los casos presenta un
error maximo de 3,5%.

Se aprecia como se ha reducido claramente el error maximo superior con respecto a la
funcién coseno siendo ahora del orden de la tercera parte.
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Figura 6.19: Diferencia relativa con valores aproximados por encima

La figura 6.20. muestra las curvas para el caso con el error superior maximo.
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Figura 6.20: Curva real y aproximada para el caso con mayor error superior

El error superior siendo encontrandose en la parte izquierda de la curva como ocurria con
la funcidn coseno, si bien, la diferencia con los valores reales es ahora mucho menor. Se
muestra a continuacién la posicion relativa del error maximo superior encontrado. En la figura
6.21 se puede ver como este error se encuentra en el extremo de contacto ultimo en algunos
casos o en el entorno del 22%. Por lo tanto, descartando el error cometido en los extremos, que
sera estudiado a continuacidn, la curva aproximada se “despega” de la real por encima con su
maxima diferencia en la parte intermedia del lado izquierdo.
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Figura 6.21: Posicidn relativa del error maximo superior
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Del mismo modo se ha realizado el andlisis para el caso de valores aproximados por debajo
de los reales.
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Figura 6.22: Diferencia relativa con valores aproximados por debajo

Como se puede observar en la figura 6.22., el error inferior del mismo orden de magnitud
del superior. En concreto, el maximo cometido es del 5,9% presentando un promedio del 1,9%.
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Figura 6.23: Curva real y aproximada para el caso con mayor error inferior
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Figura 6.24: Posicion relativa del error maximo inferior

En el caso del error maximo inferior, la posicion de este ultimo se encuentra en la mayoria
de los casos en el extremo derecho de la curva (punto ultimo de contacto). Cuando esto no
ocurre, el error se encuentra entre el 50% y el 80% del intervalo de la curva, es decir, a la

derecha del maximo.

6.3.3. Error en los extremos

Observando que el error en los extremos puede llegar a ser el error maximo cometido, se
analiza en detalle el error en el punto de contacto de entrada &, y el de salida &jppt+e,.
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Figura 6.25: Error en el punto de contacto inicial &np,
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El error cometido en el punto inicial para la aproximacion coseno’ varia entre el -6% yel 1%
con un valor promedio del -2%.

En el caso del error en el punto de salida (extremo derecho de la curva) los valores varian
entre el -0,5% y el 6% con un valor promedio del 2,5%.

?

3% |« 32 R
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Figura 6.26: Error en el punto de contacto final §,nteq

Comparando los resultados del error de aproximacion en los extremos entre la funcion

.. 3 . ., 3 . .
coseno y la funcidén coseno”, se puede decir que la funcidn coseno” ajusta bastante mejor en los
valores extremos lo que, combinado con una correlacién mas alta, da a lugar a una curva mas

precisa.

Por ultimo, destacar que en el error cometido en el extremo izquierdo (inicial) es
generalmente negativo, es decir, la curva de la funcién aproximada coseno® comienza
ligeramente por debajo de la curva real, mientras que para el otro extremo el valor es casi
siempre positivo, por tanto, la curva de la funcién aproximada queda ligeramente por encima

de la curva real en el extremo derecho.
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6.3.4. Error localizacion del maximo

De la misma forma que ocurria en el caso de la funcién coseno, en todos los casos
analizados, el maximo real se encuentra ligeramente a la derecha del maximo de la funcién
coseno. En este caso también se reducen las diferencias con respecto a la funcidon coseno, si
bien esta reduccién es minima.
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Figura 6.27: Distribucion del error relativo en la localizacion del maximo

Se observa que el error maximo es del 5-6%, siendo la mayoria del entorno 1-3%.
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Figura 6.28: Curva real y aproximada para el caso con mayor error de localizacién
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6.3.5. Maximo error en el reparto de carga

El andlisis del reparto de carga de la funcién coseno® muestra que ésta también tiene un
mejor ajuste para las curvas de reparto de carga, aunque la diferencia es menos notable.

En el caso de usar la funcién coseno®, se observa gue la correlacién minima es de 0,994
siendo el promedio igual a 0,999. En cuanto a los errores, el maximo error es del 5% siendo la
media del maximo error de cada caso del 2%.
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Figura 6.29: Reparto de carga real y aproximado para el caso con menor correlacion
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Figura 6.30: Reparto de carga real y aproximado para el caso con mayor correlacion

De la figura 6.30. se observa que ambas curvas de reparto son coincidentes siendo
practicamente imposible diferenciar una de la otra con lo que el ajuste en este caso es perfecto.



Capitulo 7. Conclusiones 99

Capitulo 7

Conclusiones

El objetivo de este Proyecto Fin de Carrera es el analisis de la funcion potencial unitario
inverso de una pareja de engranajes interiores, asi como la busqueda de una funcidn

aproximada que sea sencilla de aplicar sin perder precision.

Para la realizacion del andlisis de la funcién potencial unitario inverso, se han obtenido las
curvas de cientos de casos diferentes de engranajes interiores cilindricos rectos de perfil de
evolvente con grado de recubrimiento entre 1y 2. Los distintos casos se han obtenido variando:
el numero de dientes del pifidn (z;), el nimero de dientes de la corona (z,), el angulo de presién

(ctp) y el desplazamiento (x).

Finalmente, se han propuesto dos funciones aproximadas. La primera solucion esta basada
en la propuesta de funcion aproximada para los engranajes exteriores presentada por [20] en la

que la funcién potencial unitario inverso se aproxima mediante una funcidn del tipo:
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v(§) = cos(b(§ — &n))

Esta funcidn presenta un ajuste suficientemente bueno para considerarse sustitutoria del
potencial unitario inverso ella al mismo tiempo que conlleva una gran simplicidad tanto para su

calculo como para operar con ella en la obtencién de otras curvas.

Por otro lado, con objetivo de afinar aun mas la curva aproximada y reducir el error

cometido, se propone una funcion del tipo:

v(&) = cos(b(§ — &n))’

Esta funcién que denominamos “coseno® presenta un altisimo grado de correlacién con la
funcién potencial unitario inverso, reduciendo en gran medida los errores de ajuste. Si bien, no
presenta la misma sencillez que la funcién “coseno” y la obtencion de los parametros by é, no
es directa, siendo necesaria la resolucidon de un sistema de dos ecuaciones no lineal de poca

complejidad.

7.1 Funcion “coseno”

El analisis del grado de aproximacion de la funcidon coseno se realiza en profundidad en el
capitulo 6 obteniendo el mejor y peor ajuste de todos los casos analizados, asi como el maximo
error cometido tanto positivo como negativo, la posicion relativa de dicho error, el error en los
extremos de la curva, el error en la localizacion del maximo de la funcion y, por ultimo, el error

cometido al aplicar la funcién aproximada en la obtencidn del reparto de carga.

Destacamos de nuevo los principales resultados obtenidos de dicho analisis.
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Figura 7.1: Valores de la correlacion R? para la funcién coseno

El grado de correlacién obtenido para la funciéon coseno es bastante alto, lo que sugiere

una buena aproximacion.
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Figura 7.2: Diferencia relativa con valores aproximados por encima

El error mdximo cometido esta acotado y es asumible.
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Figura 7.3: Distribucion del error relativo en la localizacidon del maximo

Lo mismo ocurre con el error en la localizacion del maximo, el cual es del entorno del 2-4%.
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Figura 7.4: Curva real y aproximada

Como se puede observar, la aproximacion puede llegar a ser muy buena.
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7.2 Funcién “coseno>”

Como se ha definido al comienzo del presente capitulo, el objetivo de este Proyecto Fin de
Carrera es la obtencidon de una funcién aproximada para la funcién potencial unitario inverso

gue se ajuste lo mejor posible sin perder “sencillez”.

Ha sido de gran interés por parte del autor la busqueda de la mejor aproximacion posible
gue sea estable para todos los casos analizados y no pierda generalidad. En la bisqueda de una
funcién que se ajuste de forma casi perfecta a la funcién potencial unitario inverso se han
probado multiples funciones, obteniendo finalmente lo que se ha denominado como funcién

“coseno>”
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Figura 7.5: Valores de la correlacion R’ para la funcién coseno’

Esta funcién presenta una correlacién en todos los casos superior al 98%, siendo del 99,7%

el promedio de todos ellos con muchos casos por encima del 99,9%.
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Figura 7.6: Diferencia relativa con valores aproximados por encima

El error maximo se ha reducido considerablemente con respecto a la funcion “coseno”

siendo el promedio del mismo del 3,5%.
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Figura 7.7: Diferencia relativa en la localizacion del maximo

Lo mismo ocurre con el error de localizacion del maximo de la funcion, el cual se ha

reducido al entorno del 1-3%.
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Figura 7.8: Curva real y aproximada
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Figura 7.9: Reparto de carga real y aproximado

Como se aprecia en las figuras 7.8. y 7.9., la funcién aproximada del potencial unitario
inverso y la curva de reparto de carga son en muchos casos practicamente coincidentes con la

curva real.
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INPUTS

11.0=20 =80 22.0=60 2f=210 =40  alphan_0:=19 alphan_fi=24 n_pot=100 xc=0

xl O=-01 xI f=01 m:=0001 E:=21.10" mu=03 b:=0003 hol=1

E
m_;.:u.s PW_!:LJS =025 f2:=025 rp::n.)j beto=0 G = — =0
2+ (14 mu)

RESOLUCION ECUACIONES DIFERENCIALES

ueba

cos (b- (chi_in— m)), it

cos b+ (chin=m)) + cos (b~ (chLin=m-+1))"

cos (b~ (chi_cul—m))”

cos (b- (Oll'_cu'-ﬂn’ +cos (b- (chi_ci = m+ Ny

[ Parametros (b, m, Chi_in , Chi_cut) == find (b, m}

Solver

BUCLE
Matrix:= for 21 € z1_0,21 0+15..21_f

for 12 € 22 0,22 0+ 30..22 f

for alphan & aiphen_0, alphan_0+ 1..alphan_f

for x1 & x1_0,x1_0+0.05..x1_f

x2—xl

X0 +— x1

tanlnhmm

180
dm:—m[ e e ]
1 ml]

0 2

2
p2e—ms
2

po m2
2

b1 — rp1 - cos {aiphat)
b2 — rp2 - cos {alphat)
b0 — rp0 - cos {aiphat)
ol — rpl + m .« (x1 4+ hal)
a2 — rp2+ m. (x2- ha2)
o0 — rp0+ m « (x0 + ha0_2)
o0 —— ol — m .« rifg

—rb1’

1

A m' - b2’

(,...,,mf—"—)

o
C-—rpb—rpl-i—m-w-x.l)
alpha_g « olphat

2= rbo
cos (alpha_g)
m__pe—m[—m;m]

tetha_ol —

tetha_o2 —

g —

m._m.[m_i-u-m+qu alphan

l 8 z.xz.nn[m....'!._]
\2.2 : 11
4.g.m[m.L]

n 180
gamma_b2 = = 2.« (tan {olphat} — alphat)

+ tan {aiphat) — afphat

gamma_bl— 2

tetha eao‘-v-'iﬂ’-- PV
i rbo* b
mhm-—m(ﬂ]

-‘H

m —-1-22, —1+{zz 1) « tan {aipha_pt}

tetha u—un(whal} m_“{w}

tetha_e? —

re1—\m +{m.|‘:m_u}

3

r_e2—\ rb2* + (rb2 . tetha_e2)

rb2 —rbl
I'ﬁ

(rb2 — rbo)
b2

tetha_infi —%-m_cz- - tan {alpha_pt)

rh? —

——tan (alpha_pt)

tetha_supl — % tetha_inf2— L;m:'-m (atpha_pt)
b1 (b2 rb1)
2

mhaw...r_h}..mnah,fu' —————= . tan (aipha_pt)

-[u \’( -1-22. J[ —1+¢zz 21) - tan {olpha_pt)

GO'—O
if GR<2
"

ha2=1

R1=103535

R21=0.6455
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uoonw e
IGOO—M-‘-J.
if 222144
IGO—GO+1
if GO>1
for ne 1,2..n_pot
oot . [2tha_sup1 — tetha,inf
n_pot—1
Dotz . tEtHIn/2— tetha_sup2
n_pot—1

tethacl — tetha_infl + (n— 1) - Diffot1
tethac2 — tetha_sup2 + (n— 1) - Diffot2
tethocl - 21

2.
aiphal (tethal) — tethal -—"‘1 201

ehi —

aiphacl — tethacl —fm-—-?ﬂ
2 (tethal) —m“ {rb1 - tethal — rbl - tan {alphal (tethal}}) - sin {alohai {tethal))
._ﬁ+ {rb1 « tethacl — rb1 « tan (aiphaci)) « sin (miphac1)

el (tethal) — 2+ (rb1 + tethal — rbi  tan (aiphal (tetha1))) - cos (alphal (tetha1))
L

w8 | flei-p {tethaz)) - cos (alphacs) — (sbi «tethacs — b1 - tan {olphacz)) cos {olphocs) +in {alphaez))”
*Eb e tethar)”
-

1 sin (aphact)’
e Im-m-mﬁm(«w (tetha1)) d tethat

12 ms{awﬂi
Mg Im b1« tethal - cos (alphal (tethal)) dtethal

.

az-——-*'ﬂ-—wn-(iw_l—u—ﬂ}'-uﬂfﬂwﬁ

ms[mwhm% + cos (beta)
Mwl}hm-{m_l—xl—mw;ﬂnﬂl))} ‘
. L 81 (phit) « cos
epeton () = a1 o) -tan ww) i
1 cos (phil cos
nul (phiz} «— tan {m}+;-[m-rfb Sl — Al —B1(phiz} + = ]
ntrol (phil) — nul (phi1) + epsilonl (phiz) — alphat
rtro1 (phiz) -—wm—m(wu))’ +(m&;m}- :‘(:::;
gammatrol (phil) — gamma_b1 — 2 - ntrod (phit)
ytrol Mj} — rtrol (phil) - cos M

etrod (phil) «— 2. rtrol (phil) - sin [m]

dytrot (phit) - —— ytrot (o)
dphit

N, E: [((}ﬂ—ml{pml))-m(amml}A{rbx-mi—ml:m(ah'ml}}-m(mj)-ﬂn" ) dytro1 (phit) dphia
etrol (phi1)
i 1 sln(ﬂ:\‘xx_l)‘ dytrod (phiz) dphis

i 2Eb etrol (phil)

o
il ulra-s(tamlma)l
* 216.b

ey e « dytrol {phil) dphil

alpha2 (tetha2) — tethaz + -2 !’-”

gamma_b2

afphac2 — tethacz + £

y2 (tethaz) — + (rb2 - tethaz — rb2 - tan (alpha2 (tetha2})) - sin (alphaz (tethaz))

2 e
cos {alphaZ (tethaz))
mh%ﬁ (rb2 - tethac2 — rb2 - tan (alphac2)) - sin (alphaez)

e2 (tethaz) Hﬁm.m_m.mcmtwﬂ)-m(ﬂmﬂm (tethaz))

gt 16 ({y (tethaz) — ye2) - cos (alphacz) - (rbz - tan ( ) — rb2 « tethac2) cos (alphacz) - sin ))
5 iEek e2(tetha2)’

el
P

1 I sin (nA\n'm:z)l

N — oy o et « b2+ tetha2  cos (alpho2 (tetha2)) dtetha2

[
sl

I [M-m-w-m(w{m))dw

T 2.G-b e2 (tetha2)
-
a2 12
2-120
Ro— 2
2-10

rb1 « tethal « cos (aiphol (tethal) ) dtethar

rh2 + tetha2 « cos (afpha2 (tetha2)} dtetha2
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moz{w.z)—-\fm‘ +6!Mw}‘ 42+ Rr2 - defta2 (phi2) - sin {phi2)

lambda2 (phi2) — uln[%——%z)—-.m (.,m;)]
MW}-—&H[MZW)_’” i w;]

nc_D — tetha_eol0 — tethaco
tetha_0 (phi2) ~— nc_0+ epsilon2 (phi2) + alpha_g

tetha_2 (phiz) — 222120 1an (m_p)-o-%-mm_o{pw}
ntro2 (phi2) — tetha_2 {phi2) — aipha_g — lambda2 (phiz)
gammatro2 {phi2) — pamma_b2 + 2 « ntro2 (phi2)

etra2 (phiZ) — 2+ rtra2 (phiZ) - sin W’“"+W}

w(»m)—ww)-m{%w’]

ytro2 (phiz)
dphiz

dytro2 (phiz) —

"":—fn—' [(w(ﬂﬂzl-wﬂ-m{wml)-{m-uni;‘ }:M-Wﬂ'“"'“ ) «5in (0Iphac2)) o (phiz) aphiz
g by

12
N — . —
B 26.b etro2 (phiz)
ety
IR AL L
4 1-md®

e

ok
M'J-—w(nummr(u).'_‘.numnrbl +*_" ynum2str (ofphan) , *_*, num2str (x2) , *_*, num2str (x2) , “=*, numa2str (n))
M —chi
MI ‘t—li

M —GR
=
]
for k € 0,1..12
U U4N

2.n
Chi_cul — Chi_in+ Epsifon_alpha — 1
be—07
1
F Pt
15
me_u”

Parametros (b, m , Chi_in , oni_cul)

01 eFTOr

o
Chi_m — try
Iwm(b.m.m_m,m_m).

on error
[o
for n e 1.2..n_pot
1 . tetha_supl — tetha_inf1
n_pot—1
tethacl — tetha_inf1 + (n— 1} - DifPot1
e fethacl - 21
2:n
M_._.._mtbﬁnm-{m-cm_m))’
M b formula
M —Chim
LA -
s3—s3+1
N mze tetha_infl«z1 " Epsilon_alpha
2en 2
e | 1
H
Vi[” 1.13 (Epsilon_alpha — 1) + 1 13
2 2
for n e 1,2..n_pot
ey MM‘_SM-M:MLWI
tethocl — tetha_inf + (n— 1) - DifPot1
™ tethacl - 21
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2em
M —cos (b2 (chi—chi_m2))
v

M —b2
.30

M —chim2
-,

sde—sd41

M

excel 1= Matrix

Entradas

Code GR Chi n v v Coseno3 b Chi_m Coseno b2 Chi_m2

Salidas
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INPUTS
2_0:=20

x_0==01

hat_1=1.25

Matrix = fon

21 f=80 22.0=60 2 f=210 =40  oiphon_0s=19 alphan_f =24 n_pot=100 xci=0
xi_f=01 m=0001 E=21-10" mu=03 b=0003 hal=1 ha2=1
E
haf_2=125 fl=025 f2=0.25 fo=025 beta=0 G 1= e s=0 52=0
2+ (14 mu)
2la 21 021 0+15..21

for 22 € 22 0,22 0+ 3.2 f

fon

r alphan & alphan_0,alphan_0+ 1..alphan_f
for x1 € x1_0,x1_0+40.05..x1_f

: lnn[w m]l

0 —xl
cos {beta)

rbl — rp1 « cos (alphat)

1h2 — rp2- cos (alphat)

rb0 — rp0« cos (alphat)

ol «— rpl 4+ m. (x1 & hat)
102 o rp2 4 m« (x2 = hal)
o0 — rpd+ m« (x2 + hao_2)
100 — ro0 —m- 10

f
tetha_ol — —int

1
tetha_o2 —
“ll' z]
tetha_00 — {m-rﬁ& 0" = b0
b

Co—rp2—rpl+m-(x2—x1)
alpha_g — afphat
rb2 — rbo

eos {afpha_g)
aipha_pt «— acos [@]

g

lbﬂ'n-—nh[hﬂ_]—.u—dl +oftesin {ahﬁnn‘ :o]]

2ex1- m[w
gamema_bl — 2 %a,i tan {aiphat) — alphat

L I (tan {aiphat) — alphat}

b0
L p—— ——
l" [u.\/[%}! -1 —u-V[%)l -1 +(z2—21) tan {u'pha_pt)]

delta
tetha_el — tan (aphat) -m
(rbi2 — rbo)
b2

b
~tan {alpha, —— « tetha_eoi0)
(alpha_g) + X

b
re1—Vrba'+ {rb1« tetho_et)

i
re2e— Vrmz‘ 4 (rb2 - tetha_e2)

rb2 b2 = rbl
tetha_infl «— —— - tetha_a2 - ———— tal
ot = 22 teth_02 - 2L )

tetho_e2 —

M= n (alpha_pt)

mm,mwﬁ-m.m-%ﬂ-un (alpha_pt)

(.mz b1}

b1
tetha_nf2 = tetha_al +

tetha_ supz——-mm inf1+ «tan (alpha_pt)

GR-—— JT_I ﬁ+m 21} - tan {alpha_pt)

GD-—I'I
if GR<2
||GO—GO+1
ifzz>21+4
||Go-—so+1
ir o>1
forne 1,2..n_pot
1= mm,uw-m:m_m
tetha_inf2 — tetha
Dipotz . thanf2— tetha sup2
n_pot =1
tethocl — tetha_infl + (n— 1) - DifPott
tethac? — tetha_sup2+ (n— 1) - DifFot2
tethocl 21
2-m

chi —

oiphal (tethol) — tethal — —'"‘ bt

RI=0.3535

s3=0

A2 = (L6455
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gamma_bl
alphacl — tethacl - 0
2

v (tetha1) — + (rb1 + tethal — rb1 + tan (aiphei (tetha1}) ) « sin (aiphal (tethaz)}

o e s
cos (afphal (tethaz))
yel ——$+ {rb1  tethacl — rbl « tan {iphoc1)) « sin {alphoct)

el (tethal) — 2+ {rb1+ tethal — rb1 + tan (giphal (tethal))) + cos (alphal (tethai))

u.-_i- [((}tl—y.l(m.l))-ms(mbhml}—(rm;l!ﬂncl—m_l‘mn{w))m(dplnd}-sln{mﬁ)}! b - tethaz - cos {alphot {tetha)) dtethal

50 e (tethar)”
e
1 sin (dpmr.l)‘
u‘—-m- l_.ﬁww_ﬂ-m-mpmiml (tethal)) dtethat
rw_ad

1 2.6-0 el (tethal)
sevin_at
m=rfl

12 lm-m-m:-m{mum.‘}}dmx

u-———.“7+m.(m_i—u—m)-un(nw)
{M[M;E]-ms{bﬂn)
81 MJ)—M-M_l-:}-r}(:‘;-?’J-m&J}))
81 (phit) - cos

i e (=7~ o= untn(::)}] i

] cos (phil cos
nul (phil} — tan (nwul')-t—;-[m-fﬂ. o — Al— BI (phil} - un(pm)]
ntrol (phil) — nul {phil) + epsitonl (phil) — alphat

2 o5 (bera) 7
rtrol {phi1) —v{m - B1(phi1)) + (a: (phiz) o G0
gammatrol (phil) «— gamma_bl — 2 - ntrol (phil}

mw,}hmw,).m[w

etrol (pm}——z.nm:w.u).gn[ﬂ__ﬁ:lﬂ]

dytrol (phit) —Lm: (phiz)
dphil

hn s 2
™

u—-L- {(ycl—mn](pldl)}‘ms{awﬂ—(rbi-l!mnrl—m]‘m{uhhncl})-m(Mr_l)-sln(a.hlnt.l)}l

s dytrol (phil) dphil
etrol (phil)

sin (m:}‘
etral (phil)

. . d
N, T dytrol {phi1) dphil

]
-
b ]

2
12 cos (alphocl)
PP ey o ) »dytrol {phil) dphil
T

alpha2 (tetha2) — tetha2 +

N —
*

gamma_b2
2

aiphoc2 o tethacz + b2
e
cos {aipha2 (tethaz))
rh2
m—ma, {rb2 - tethoc2 - b2 - tan {alphac2)) - sin (alphoc2)
e2 (tethaz) — ﬂm-m- rb2 - tan (alphaz (tethaz})) - cos (alpha2 (tethaz))

¥2 (tetha2) — + (b2« tetha2 — rb2 - tan (alpha2 (tetha2)}) « sin {alpha2 (tetha2}}

N — rb2 « tetha2 - cos (alpha2 (tetha2)) dtethaz

5 [({yz{m}—m}.m{mnrz)—(m.un{m:)—m.m}m{mz}-yu{mcz}f
E-b

e2 (tethal) *

g _al
nact

N —

1 [m.m.w.m(mz(m)}dw

T 2E:b e2 (tetha2)
uthe_ad
wrocl
T
12 cos (alphoc2)
% 2:G+b [ez(mma} " bt ( ) d
tena_od
P i B
2-10
F L
2-20

mz(alﬂ)—vrw‘-mo‘-cos(,o_ﬂz 5 = R0« sin (phi2) +m« rf2

m(wz}—\lllmz‘ +m:{wz}’ 42+ Ar2 - deltaZ (phi2) - sin (phiZ)
detta2 (phi2)

fombda2 {phiz) — ssin W—w.mw)]

,mzw)._uh{w.mw;}]

fc_0 — tetha_eoi0 — tethacd

tetha_0 (phi2) — nc_0+ epsilon2 (phi2) + alpha_g

tetha_2 (phiz) — 2100, i (alpha_g) +%-:m_o (phiz}

ntro2 (phi2) — tetha_2 (phi2) — alpha_g — lambda2 (phiz)

gammatro2 (phiz} «— gamma_b2 + 2 « ntro2 (phiz)

W@HJ}-—:.WW)&H[M

ytro2 (phi2) — o2 (phi2) - cos [L""ﬂ;—W}
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o2 (o) — —— yero2 )
phiz

dytroz (phi2) dphiz

~_L_ (bmez{wz)-xz)-m(a{om)-(roz-un(q‘pmz}-m-ww}-m{cw}-m{w})!
SLED etro2 (phiz)"
Lt
1
1
1 sin (alphac2) s
M lE-b‘[ﬁnﬂ@li!) Aot (ko) dphty
oha_y
T
12 cos (alphac2)
" Zewp J etro2 (phi2) ohes) ayniz
wate_y
n E«b
R
1
nu-r
M, concat {numastr (21 ,*_" , num2str (22}, "_", numastr (alphan) ,"_" , numstr (x1) ,=_" , numastr (x2) ,":" , num2str {n))
M —chi
1
M ~—n
e
M —GR
.
u—o
for ke 0,1..12
||!.F-—I.I+MI
M __"
P T
e
Se—541
forn & 1,2..n_pot
\f.
K]
25241
for ne 1,2..n_pot
_ tetha_sup1 — tetha_inf1
DifPot1 T
_ tetha_inf2— teth_sup2
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Apéndice 3

Geometria del perfil de evolvente

En el presente capitulo se define la geometria del perfil de evolvente para los dientes de
engranajes de dentado interior, tanto el pifidn, de dientes exteriores, como la corona de
dientes interiores. Las relaciones geométricas del perfil de evolvente dependen exclusivamente
de las propiedades de la herramienta de tallado y su desplazamiento durante el mismo,
mientras que las relaciones de funcionamiento dependen de la geometria de ambas ruedas en
conjunto. Algunas de estas relaciones, como los radios o dngulos de engrane, son puramente
geométricas, y otras, como los grados de recubrimiento o la longitud minima de contacto,

especificamente funcionales.

A continuacion, se va a proceder a estudiar la geometria de la rueda tallada a partir de los
parametros geométricos de la herramienta que la talla. Las dentaduras de perfil de evolvente

se pueden generar bien con herramientas de flancos rectos, como es el caso de la cremallera
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para engranajes de dentado exterior bien con pifones cuyos flancos sean perfiles de evolvente,

estudio que llevaremos a cabo en el presente capitulo.

Lh""a" olvants

o

Curva trocoide

Figura A3.1. Curvas dentado de engranaje de perfil de evolvente. Fuente: TFG Silvia Aguiriano

En primer lugar, se describira la evolvente de circunferencia, asi como la generacién de
este perfil y sus ecuaciones paramétricas. Se determinaran las ecuaciones del perfil que la
herramienta genera en el tallado, demostrando que corresponde a la ecuacién de una
evolvente de circunferencia, asi como en el acuerdo inferior, donde la evolvente no existe,

correspondiendo en este caso a una trocoide.

A3.1 Perfil de evolvente. Propiedades geométricas

La evolvente de circunferencia se define como el lugar geométrico de los puntos de un
plano que verifican que la tangente por ellos a una circunferencia, llamada circunferencia de
base, define un punto de tangencia que dista del punto considerado una distancia igual a la
longitud del arco de la circunferencia de base limitado por el punto de tangencia y uno dado de

la circunferencia.
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En otras palabras, de la Fig. A3.2, los puntos P y Py de la evolvente cumplen que la distancia
QP es igual al arco QPo. El punto Py es el punto de la evolvente a partir del cual se inicia la
misma, por lo que de ahora en adelante se le denominara origen de evolvente.

Circunferencia de cabeza
Eje Y Circunferencia de base

Figura A3.2. Evolvente de circunferencia. Fuente: TFG Silvia Aguiriano

Si r, es el radio de la circunferencia de base, y 6 es el dangulo que abarca el arco de
circunferencia limitado por el origen de la evolvente Py y un punto cualquiera Q de la
circunferencia de base, el punto de la evolvente correspondiente a este Ultimo habra de

verificar:

p= /rbz + 1202 =154/1 + 02

1,0
n=60-—arctg— =6 — arctgf
Tp
lo que constituye las ecuaciones paramétricas de la evolvente en coordenadas polares,
referidas a unos ejes cuyo origen de radios es el centro de la rueda, y su origen de angulos, el

radio que contiene el origen de la evolvente.

A3.2. Engranajes de dentado exterior tallados con cremallera

En este apartado, definiremos las ecuaciones de la geometria de la rueda tallada a partir de
los pardametros geométricos de la herramienta utilizada para tallarla. En el caso de engranajes
exteriores de perfil de evolvente, esta herramienta es una cremallera con perfiles rectos, que

genera el perfil deseado.
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A continuacién, se introduciran los parametros dimensionales que definen la cremallera. Se
presentaran los valores normalizados comunmente utilizados en la practica, asi como las
restricciones existentes entre ellos. Los desarrollos posteriores se realizardn con valores
genéricos, bajo hipdtesis de verificar dichas restricciones pero sin preestablecer ninguno de
ellos. Posteriormente, se determinardn las ecuaciones del perfil que la cara recta de la
herramienta genera en el tallado, demostrandose que corresponde a la ecuacién de una

evolvente.

Finalmente, una vez determinado el perfil del diente y conocida, por tanto, su geometria,
se deduciran las expresiones de algunas magnitudes importantes derivadas como la variacién

del espesor del diente con el radio, y las condiciones que limitan los parametros de tallado.

A3.2.1. Geometria de la cremallera

La Figura A3.3, muestra la geometria de una herramienta de tallado. Los flancos de los
dientes de la cremallera son de perfil rectilineo y ambos tienen la misma inclinacién con la

direccion del eje principal.

".\. |
\'\I |
\
/r\\ )
\"\. | Linea de a
I\"\.I | ay, y _reEeE a
\|
\"L _ ’
-\ ¥ h
\ . ; al
\ f el
X N

Figura A3.3. Geometria de la cremallera. Fuente: TFG Silvia Aguiriano

A continuacidn, se definen los parametros caracteristicos que en ella aparecen:

- Linea de referencia (linea primitiva): Recta trazada siguiendo la direccién del eje
longitudinal de la herramienta, a una altura tal, que su interseccién con las rectas que

forman los flancos de los dientes determina en ella segmentos que representan el
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espesor de los dientes y de los huecos, o intervalos entre dientes, de forma que el
segmento correspondiente al espesor del diente sea igual al del hueco.

- Angulo de presiéon (a,): Angulo que forman los flancos de los dientes con la
perpendicular a la linea primitiva.

- Paso circular (p): Distancia sobre la linea de referencia entre dos puntos semejantes de
dos dientes consecutivos. Esta misma distancia se hace igual a m por el mdédulo, de

forma que, de la Figura A3.3
p=mn

- Moédulo (m): El mdédulo es una caracteristica de magnitud, y representa la unidad del
sistema de engranajes normalizados. Expresa el nimero de milimetros del didametro
primitivo, que corresponden a cada diente de la rueda.

- Adendo (mhy): Altura de pie de la cremallera. Distancia desde la linea primitiva al plano
de pie de la cremallera. Se convertird en la altura de cabeza del engranaje generado. (hq:
factor de adendo)

- Dedendo (mhgo): Altura de cabeza de la herramienta. Distancia desde la linea primitiva
al plano de cabeza de la cremallera. Se convertird en la altura de pie del engranaje
generado. (hgo: factor de dedendo)

- Radio de acuerdo de cabeza (mrs): También llamado radio de cabeza de la herramienta,

estd limitado por el angulo de presién, adendo y dedendo.

A3.2.2. Circunferencia primitiva

El tallado de una rueda se lleva a cabo de forma que mientras la rueda va girando
alrededor de su centro, Figura A3.4, la herramienta se desplaza de manera que una
circunferencia de la rueda, denominada circunferencia primitiva, rueda sin deslizar sobre el
plano de la herramienta al que es tangente. Por tanto, si la rueda gira un angulo de, la
herramienta se desplaza una distancia rp; dg, donde rp; es el radio de la circunferencia

primitiva, que vendra dado por:



Apéndice 3. Geometria del perfil de evolvente 126

mz,

con lo que tanto el paso p como el médulo m descritos en el epigrafe anterior podran

expresarse en funcion de rp.

Sentido de tallado

Centro instantaneo r/
de rotacion T L

|llll
In'

L ' Circunferencia \/ / Z/{: Linea primitiva
_ AN,

. primitiva N

N

A

Figura A3.4. Geometria de la cremallera. Fuente: TFG Silvia Aguiriano

La Figura A3.5, describe el movimiento de la herramienta durante el tallado. Supdngase
que el punto 1 de la rueda pasa a ocupar la posicion 2 tras un giro de alrededor de su centro. La
herramienta se desplazard hacia la izquierda una distancia rp1 de, y su perfil, que antes pasaba
por el punto 3’, pasara a situarse sobre el punto 3. La distancia del punto de la rueda al perfil de

la herramienta, antes y después del giro, sera, de acuerdo con la Figura A3.5:
01 = Ly = Ly
8y = ly3
La distancia entre los puntos 2 y 2" se puede expresar de dos maneras:
Lyz) = s + Ly, = ryd@ sen(p — ay) + 6,

Iyp, = I3 + I35, = 8, + I33, cos(ay,) = 6, + 1p1de cos(ay,)
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77 77,
4 “
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Figura A3.5. Desplazamiento de la herramienta durante el tallado. Fuente: TFG Silvia Aguiriano

Por consiguiente, igualando ambas expresiones:
r sen(Q — a,) dg + 8; = 6, + 1y cos(ay) do

Lo que permite obtener las diferenciales primera y segunda de la distancia del punto a la

herramienta, la primera despejando de la ecuacion anterior y la segunda por derivacion.

dé =6,—6; = [r1 sen(p — ay) — Ty cos(an)]d<p
)
d?s = —(p) =1, cos(p — a,) de?

Para buscar las condiciones de distancia minima, se tiene:

dé =0 - r;sen(g — a,) = 1y cos(ay)

T
d26>0—><p—an<§
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luego los puntos (rz,¢) de la rueda que verifican estas dos condiciones, distan de la
herramienta una distancia que es minima. Es evidente que, si ademds de ser minima, esta
distancia fuese nula, el punto seria un punto del perfil del diente. Por consiguiente, en cada
posiciéon de la herramienta, el punto de la misma cuyas coordenadas (ri;, ¢) verifican las

ecuaciones anteriores, estara tallado un punto del perfil.

Figura A3.6. Localizacién de los puntos de tallado. Fuente: TFG Silvia Aguiriano

En un plano de referencia fijo, como el de la Figura A3.6, estos puntos se localizan en la
semirrecta 13, como se puede comprobar facilmente. Por consiguiente, todos los puntos del
perfil del diente son tallados por la herramienta en algun punto de la recta perpendicular al

perfil de ésta y cuya distancia al centro del engrane vale rpicosan.

A3.2.3. Ecuacidn del perfil generado

En la Figura A3.6, cuando la herramienta esté tallando el punto 1, situado a una distancia rp

del centro de la rueda, el punto que tallé cuando estaba en 3 habra girado un angulo:

_ha_ b
T, Tycos(ay,)
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y se habra situado en 3". El dngulo S de la figura vendra dado por:

T 1 T
prama=(G-0) =G tle-a3)
haciendo:
1
tg(fp—an)=9—1
y por tanto:
T 1
tglo—ap—=)=——————<=-6
9(0-a 2) tglp —a)
1
t —a 0, 1
sen (¢ — a,) = g(fp2 n 8
V1+tg*(p —ay) L1 \/leﬂ
6,°

_ Tprcos(ay)

_ 2
=Sen(o—a) Tp1 cos(ay) |07 + 1

L]

Que corresponden a las ecuaciones paramétricas de la evolvente anteriormente obtenidas,

con un radio base:

Tp1 = Tpy cos(ay)

Por lo tanto, queda demostrado que el perfil generado por la recta de la herramienta de
tallado por encima de un radio rp;cosan, es una evolvente de circunferencia. El radio de base de
esa circunferencia se conoce como radio de base del engranaje, rp:. El perfil de evolvente es la

evolvente de las trayectorias de los puntos de la cara de la herramienta.
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A3.2.4. Ruedas helicoidales

130

En ruedas helicoidales, la herramienta incide sobre el cilindro a tallar, de forma que sus
angulo de hélice.

caras frontales forman un angulo S, con las generatrices de dicho cilindro, conocido como

giro, también diferencial, respecto al anterior.

Cada cara perpendicular al eje de la rueda, llamada seccion frontal o transversal del
engranaje helicoidal, sera un engranaje recto de espesor diferencial, que estara desplazado un

De acuerdo con la Figura A3.7, la seccion frontal corresponde a un engranaje recto cuyo
angulo de presién y mdédulo se expresan como:

L
ta_cosﬁ_ 1 £_ 1
9% = H cosBH
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Figura A3.7. Tallado de un engranaje cilindrico helicoidal. Fuente: TFG Silvia Aguiriano
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Se puede hacer una generalizacion de las expresiones obtenidas para engranajes rectos
referidas al radio primitivo y radio de base, asi pues, en el caso de engranajes helicoidales
tenemos:

Mz MpZy
L= =
P 2 2cosfB

myz;

2cosf

Tp1 = Tp1 COS QA = cos a;

En lo sucesivo, se sustituirda m,, modulo normal, por m, mdédulo de la herramienta de

tallado, ya que coinciden.

Por tanto, para el estudio de un engranaje helicoidal, se podra considerar éste como una
sucesion de engranajes rectos de espesor diferencial, tallados con estos valores del médulo m:
y del angulo de presién a:, a los que se designara por modulo y angulo de presién en la seccion

frontal, respectivamente.

A3.2.5. Desplazamiento. Coeficiente de desplazamiento

Se llama desplazamiento de la herramienta a la distancia entre el plano primitivo de la
misma y la circunferencia primitiva de la rueda durante el tallado. En consecuencia, una rueda
sin desplazamiento se talla con el plano primitivo de la herramienta situado a una distancia del

centro de la rueda igual al radio primitivo de ésta.

En general, el desplazamiento se expresa como un nimero de veces el mddulo, el cual se
representara por xi;, y se conoce como coeficiente de desplazamiento, o simplemente
desplazamiento. El desplazamiento se entendera como positivo cuando la herramienta se aleja
de la rueda, y negativo en caso contrario. Asi mismo, es bastante intuitivo el hecho de que un
desplazamiento positivo da lugar a un diente mas ancho en la base y, por tanto, mds robusto,

mientras que un desplazamiento negativo genera un diente mas delgado y débil.
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A3.2.6. Espesor del diente

Cuando una herramienta talla una rueda con desplazamiento xz, la circunferencia primitiva
del engranaje rueda sin deslizar, sobre un plano situado a una distancia mx por debajo del
plano primitivo de la herramienta. De acuerdo con la Figura A3.8, el espesor de la herramienta

en este plano de rodadura sera:

7m/cosf

Plano primitivo

Figura A3.8. Espesor de la herramienta en el plano de rodadura. Fuente: TFG Silvia Aguiriano

m;
e=—- 2mx; tg(a,) =

mm ) (@)
- mxl t dt
2cosp g
Puesto que durante el tallado, en este plano se tiene rodadura sin deslizamiento, dicho
espesor coincidird con el hueco a una distancia rp: del centro, medido sobre la circunferencia
primitiva. Por consiguiente, seglin se observa en la Figura A3.9, el angulo abarcado por el diente

a un radio rp; sera:

mm
_27‘[ e _271' zcosﬁ_zmxlt«g(“t)_ZE m  4x, tg(a;)cospf
Ypr =TT =~ mz, =_——_-*
R 2cosf

z, Z Z;

T 4x;
=—+—t
)/pl Z, Z, g(an)



Apéndice 3. Geometria del perfil de evolvente 133

[ I| ¥ |I { |l
| - -
e | IIT b -Ir ] B s
= ) 1 | |I | s |
— \ | | [ 'I T h I
— i | { I
- \ Lo 4 [ ~ ™
1 \ II | [T }'I...' I ~
| 1 | | | i |'|I
| | 14 || [ f / / 5 ki
|I [ = ; i 2k
Ll A N 4 /' Ciscunferencia primitiva

Circunferencia de base

Figura A3.9. Espesores angulares del diente. Fuente: TFG Silvia Aguiriano

Segln la Figura A3.9, obtenemos:
y+2n= Vo + 277p

pero, debido a que tanto r y n como rpy np verifican la ecuacion de la evolvente, se tiene:

T2
— —1—arctg

=0 —arctgl =
n arctg 2

T2
Np = e 1—arctg
Sustituyendo:
T 4x 72
yy = —+——tg(ay) +2(tga, —a,) — 2| |5 —1—arctg
Z1 Z1 1§)
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Esta expresion del espesor angular de un diente a un radio cualquiera, refleja que dicho
espesor disminuye a medida que aumenta el radio. Ello quiere decir que existe un valor maximo
para el radio de cabeza de la rueda rq; a partir del cual se eliminaria todo el material durante el

tallado. Es lo que se conoce como apuntamiento del diente.

Para ruedas sin desplazamiento situadas de manera que la distancia entre centros sea igual
a la suma de los radios primitivos de ambas, rp1 y rp2, que es lo que se conoce como distancia

entre ejes nominal Co, el radio de cabeza acostumbra a calcularse con la expresion:

Ta1 = T'pl + mhal

A3.2.7. Ecuacion de la trocoide en la base del diente

Las ecuaciones de las curvas que generan los puntos de la zona redondeada de la cabeza de

la herramienta no se corresponden con la ecuacién de una evolvente.

Se llama trocoide a la curva descrita por los puntos del acuerdo de la cabeza de la

herramienta, identificados por el parametro ¢, sobre la rueda generada.

El desarrollo siguiente se realiza para el caso de ruedas helicoidales en el que el tallado se
produce con puntos de la cabeza de la herramienta en la seccién frontal. El acuerdo de la
herramienta se ve como una elipse, en lugar de una circunferencia, cuyo semieje vertical vale ry,
y su semieje horizontal ri/cosf. Las distancias verticales se mantendran invariantes para
engranajes rectos y helicoidales, y las horizontales apareceran divididas por cosf en el caso de
engranajes helicoidales. Como es sabido, para el caso de engranajes rectos el angulo de hélice
esigual a 0°y el angulo de presidn en la seccidn transversal a: coincide con el angulo de presidon

en la seccion normal a.

Durante el tallado existe rodadura sin deslizamiento en el punto de tangencia de la
circunferencia primitiva de la rueda con el plano horizontal de la herramienta que es tangente a
ella. Por consiguiente, este punto es el centro instantaneo de rotacién del movimiento relativo,

y en consecuencia, el punto de acuerdo que se talla en un instante dado es aquél cuya normal a
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Figura A3.10. Tallado con puntos de acuerdo en cabeza de herramienta. Fuente: TFG Silvia Aguiriano

De la Figura A3.10, aplicando el Teorema de Pitagoras para la determinacidn del radio de la

trocoide en el punto generado en cada instante por el flanco curvo de la herramienta, las

ecuaciones paramétricas de la trocoide vendran dadas por:

Bcosf z
Ttro1 = (rpl - B)Z + <—)

tg @

Nero1 = 0" — (& — 5)

135

la elipse de cabeza pasa por el punto de rodadura. Las ecuaciones paramétricas de dicha elipse
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donde ¢, como se ha mencionado, determina el punto de la herramienta que talla el punto
de la trocoide, es decir, para un ¢ dado, el punto de la cabeza de la herramienta caracterizado
por ¢ es el que talla el punto de la trocoide cuyas coordenadas polares vienen dadas por las
expresiones anteriores, particularizadas para el mismo ¢. Por tanto, el parametro de la trocoide
¢ estara limitado por el valor del angulo de presion a, y /2 en el caso de que no se produzca

penetracion.

m, Gugxr) | mohas

I M Fy

myfy
cosda, cosf

Figura A3.11. Determinacion de las ecuaciones del perfil de trocoide. Fuente: TFG Silvia Aguiriano
Se puede observar, con ayuda de la Figura A3.11, que el término auxiliar B es igual a:
B = m(hpgo — X, — 51 + 751 SEN Q)

y ademas, se ha tenido en cuenta que el angulo que forma la normal a la elipse de cabeza

con una recta horizontal es:
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tg o
cosf

Para la determinacion del angulo de la trocoide S0, se observa en la Figura A3.11 que el

angulo € se puede expresar como:

( B cos B )
€ = atan
(r,; — B)tan @

La distancia A se puede ver que corresponde a:

A—mrf—_(so+m(h — X1 — T, )tana
cos a,, cos fB hao =411 t
donde 60 es la protuberancia de la herramienta, que es igual a cero en los casos

considerados en este proyecto. Sustituyendo y despejando el angulo auxiliar 8 se obtiene:

1 cos @ Bcospf
0" =tana; + — (mrfl —A- —)
Tp1 cosf tan @

Finalmente, sustituyendo todos estos términos en las ecuaciones paramétricas de la

trocoide se obtiene:

cosf
tan @

2
2
Ttrol = (rm - m(hhao — X1 — 51 + 751 S€N (p)) + < m(hhao — X1 — 751 + 751 S€n cp))

A3.3. Tallado de ruedas interiores con piiidon cortador

Las dentaduras de perfil de evolvente se pueden generar no sélo con herramientas de
flancos rectos, sino también con pifnones cuyos flancos sean perfiles de evolvente. La Unica
diferencia entre la geometria de un engranaje y un pifién cortador estriba en el acuerdo de

cabeza de éste ultimo, que no existe en el primero. Se demostrara que la rueda de dentado
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exterior es idéntica en su parte activa, es decir, en la parte del perfil que es de evolvente, a otra
de iguales caracteristicas generada por cremallera, y Unicamente, se diferencian en la trocoide

gue se genera en la base del diente.

A3.3.1. Geometria del piiidn cortador

La geometria del pifidon cortador vendra definida por los mismos pardmetros que definen la
geometria de las ruedas de perfil de evolvente, como son: el médulo m, el nimero de dientes
Zo, el dngulo de presion ay, la altura de cabeza o adendo hqg, el desplazamiento con que se talld
el pifdn cortador xo y el radio de acuerdo de cabeza ry . Los restantes parametros geométricos,
radio de base rbg, radio primitivo rps, espesor angular yo, etc., pueden extraerse de las
expresiones para engranajes tallados con cremallera. El subindice 0 hace referencia al pifidn

cortador.

Circunferencia primitiva:

mz,
po 2

ﬁ
I

Radio base:
Tho = Tpo COS Uy
El radio de cabeza sera:

Tao = Tpo + MXg + Mhyg

Sin embargo, debido al acuerdo de cabeza, el punto mas alto del perfil activo del diente del
pifidn cortador no estara situado a una distancia rqo del centro, sino rao inferior. Si se designa
por C, el centro de acuerdo, y por r, la distancia de C al centro del pifidn cortador, siendo esta

distancia igual a:

c = Tqo — mrfo
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se tiene que la distancia rap vale:

Tao = |15 + <mrf0 + /rcz - rb20> = |r?+ mrfzo + 2mry, frcz — 15

segun se aprecia en la Figura A3.12.

Figura A3.12. Acuerdo pifidn cortador Fuente: TFG Silvia Aguiriano

De la Figura A3.13, se puede deducir el valor del angulo nco, angulo polar del punto C con

respecto al origen de la evolvente y el angulo 6.40:

1 mryg 2
9A0=—<mr0+ /rz—rlf): + [=-1
Tho d ¢ ° Tho Tho

2
Tho mr; TC TC
nco=6A0—arcos—=—f ——1—arctg |5 —1
e  Tuo Tho Tho

Con este angulo se puede establecer la condiciéon de no apuntamiento de la herramienta,

siendo ésta:
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Ybo
LU
2 Nco

T B0+ (t y> Ly ey g |7~ 1
—+—tga ga; —ay) =—+ |——1—arctg |[—=—
2z zp © " Tpo 5 2

Figura A3.13. Geometria del pifién cortador Fuente: TFG Silvia Aguiriano

A3.4. Engranajes de dentado interior tallados con pifion cortador

En engranes interiores, la rueda va dentada interiormente y sus dientes presentan el
contacto por su parte céncava, mientras que el pifién es de dentado exterior y su estudio ha

sido llevado a cabo en el epigrafe anterior.

Las reglas de normalizacion y el estudio de las posibles disposiciones de engranajes de
dentado interior conducen a resultados andlogos a los obtenidos para engranajes exteriores,
con la salvedad del cambio de signo que acompana al nimero de dientes del pifidn en todas las
férmulas, dado que en este tipo de engranajes —interiores- la rotacién de la rueda y del pifion
es en el mismo sentido. No obstante, no se aplicara esta regla y se deduciran la geometria y los
pardmetros de funcionamiento de manera analoga a cuando se hizo para engranajes de

dentado exterior.



Apéndice 3. Geometria del perfil de evolvente 141

En la Figura A3.15, se muestra un pifién engranando con una rueda de dentado interior o
corona. Notese que, ahora, ambos engranajes tienen sus centros de rotacion en el mismo lado
del punto donde se estd produciendo el contacto, y que las circunferencias primitivas seran
tangentes interiormente. Asi pues, las posiciones de las circunferencias de adendo y de
dedendo, con respecto a la circunferencia primitiva, estan invertidas: la circunferencia de

adendo de la corona queda dentro de la circunferencia primitiva.

Figura A3.15. Engranajes interiores Fuente: TFG Silvia Aguiriano

Al aumentar la distancia entre centros se incrementa el angulo de presién y se reduce la
longitud de la linea de accidn, pero los dientes siguen siendo conjugados, el requisito para la
transmisién de movimiento uniforme todavia se cumple y no se altera la relacién de

velocidades angulares.

A3.4.1. Angulo de presion de generacion

Cuando los desplazamientos entran en juego la determinacion de la posicién de las ruedas
para el tallado se complica. Como se indicd anteriormente, la distancia entre centros ha de
calcularse de manera que el diente generado tenga el mismo espesor que un diente generado

por cremallera con el desplazamiento deseado x;. Si se designa por Cy la distancia entre centros
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dado por:

142

de generacidn, para tallar un diente con desplazamiento x, el angulo de presion ay vendra
cosagy =

m(z; — zp)
Cy2

cosay
2C4cosp
centros de generacion.

Se puede deducir la expresion de los radios de rodadura en funcién de la distancia entre

N ZZCg h2
" z,—2zy cosay
zyCy Tho
Tro

. Cg
\

Figura A3.16. Distancia entre centros y angulo de presion de generacidon. Fuente: TFG Silvia Aguiriano



Apéndice 3. Geometria del perfil de evolvente 143

A3.4.2. Generacion del perfil de evolvente

En epigrafes anteriores se demostrd que el punto de rodadura, y por tanto, el centro
instantaneo de rotacidén del movimiento relativo, esta situado en la interseccidén de la linea de
presion -normal al perfil del diente- y la linea de centros. Esto quiere decir que, durante la
generacion, el punto de la herramienta que talla en cada instante es aquél cuya normal pasa
por el centro instantdaneo de rotacion, es decir, aquél que en cada momento se encuentra
situado sobre la linea de presidn de generacion, o lo que es lo mismo, a la tangente comun a las
dos circunferencias de base durante la generacién. Los puntos que forman parte del perfil
generado son aquellos que a medida que gira la rueda se sitdan sobre una recta, por lo tanto, el

perfil generado por el pifidn cortador es un perfil de evolvente.

Ademas, y puesto que los radios de rodadura del pifidn cortador y rueda generada estan en

la misma relacion que los respectivos radios de base, se tiene:

T T _%

™o Tro 2o

Las ecuaciones paramétricas del perfil generado por la parte activa del pifidon cortador
corresponden a las de una evolvente. Para calcular dichas ecuaciones se considera que, durante
la generacion, la herramienta habra girado un angulo ap respecto de un instante anterior,
girando la rueda que esta siendo generada un angulo aj, cuya relacién con ap se establece

mediante la relacion de transmision:

Al desplazarse la herramienta un angulo ay, el punto de la misma que estaba tallando en el
instante anterior se habra desplazado, segun las propiedades de la evolvente, una distancia
equivalente a rpyoap. De esta manera, la distancia recorrida por la herramienta entre los dos

instantes de la generacién considerados es:

*
ThoBo = Tpobo — ThoQo
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donde Oo* sera el angulo que define la nueva posicion de la herramienta.

De manera analoga, la rueda habra girado un angulo a; durante la generacion, y el punto
que fue generado en un instante anterior se habrd desplazado una distancia equivalente a
re20t2. El espacio recorrido por la rueda generada entre los dos instantes considerados debe ser

el mismo que el recorrido por la herramienta, por lo que podemos decir:
Tp2lz = TpoQo

Th2

Como se puede observar, las dos ecuaciones que dan el giro de rueda y herramienta
expresan que la relacion que existe entre los radios y los angulos girados por la rueda vy la
herramienta permanece constante. Con todo lo dicho se puede asegurar que los perfiles del

pifién cortador y de la rueda generada serdn conjugados.

Cuando se definio el perfil del pifién cortador se dijo que era de evolvente, por lo que el
perfil que genere en la rueda, al ser conjugado del de la herramienta, también serd de

evolvente.

De la Figura A3.17, se deducen las ecuaciones paramétricas del perfil generado:

/ 2
rzz = rbzz + Tb2292 —>Tr = rbz 92 + 1

Tp20,

n, =60, —arctg -n, =0, —arctg 0,

Tp2
donde r, es el radio del punto considerado. Se comprueba que estas ecuaciones se
corresponden con las de la evolvente, con lo que queda demostrado que el perfil activo

generado es de evolvente.
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Figura A3.17. Perfil de evolvente generado. Fuente: TFG Silvia Aguiriano

A3.4.3. Ecuacion del perfil en la base del diente. Trocoide

La parte activa de la herramienta genera un perfil de evolvente en la rueda, mientras que el
acuerdo de la cabeza genera en la base del diente un perfil que no es de evolvente. El perfil

generado en la base del diente se correspondera con el de una trocoide.

El punto del perfil de la herramienta que talla en cada instante es aquél cuya normal pasa
por el punto de rodadura. Pero en el caso que se esta considerando, el acuerdo de cabeza es
una circunferencia, por lo que las normales pasan siempre por su centro C. En consecuencia, el
punto de acuerdo que talla un punto de la trocoide es aquel que en cada instante se encuentra

alineado con el centro del acuerdo y el punto de rodadura.
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Figura A3.18. Trocoide en la base del diente. Fuente: TFG Silvia Aguiriano

En la Figura A3.18, el punto de la herramienta que esta tallando un punto de la trocoide es
el punto P, y las coordenadas polares del punto que estd siendo generado seran r y n. Se
determinaran a continuacion las ecuaciones genéricas del punto de la trocoide que esta siendo

generado.

La distancia entre los puntos C y R viene dada por:

2 2
ler =leg—lre = /looc —loyo” = lre = \/rc2 — 170°C0S% ¢ — Tyg SEN @

donde el punto C es el centro del radio de acuerdo de la herramienta.
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En consecuencia, la distancia entre los puntos P y R sera:

8, = Ipg = Ipc + Icg = mry + V12 — 1p92c052¢ — 1y SENQP

A partir de este resultado se obtiene el valor de r aplicando el teorema del coseno al

triangulo OPR:

s
Teroz? = 0% 4+ 1yp2 — 28,7, COS (E + (p)

Tiroz = JGZZ + 152 + 28,1,5eng

En cuanto al angulo A;, se aplica el teorema del seno al tridngulo OPR y resulta:

8, _ Ttro2
senl;  gsen (% + (p)
5,
A, = arcsen ( cos (p)
Ttro2

y por tanto el angulo n; respecto del origen de la evolvente, sera:

n,=0;—«a

g_AZ

Se debe calcular 62 ya que en este caso nos es desconocido. Aplicando el teorema del seno

al triangulo OgRC, se calcula el valor del angulo &;:

cos(p) seng

Tc lre



Apéndice 3. Geometria del perfil de evolvente

148

cos(¢p)
sen 82 s RC

Se debe recordar que:
IRC = 82 - mrf

Te = Tqo — MTf

con lo que queda:

8, —mry
& = arcsen| ————cos @
T

c

De la Figura A3.18, se deduce que:

90=0(g+77c+€2

donde ncya quedé definido cuando se definié la geometria del pifién cortador:

rc?
— — 1—arctg
T

b0

Tho MIf
Ne = 049 —arccos— = ——
Tc  Tho

Finalmente, se relaciona 62 con 6y de la siguiente forma:

Tpo — 1

b0
Tp2b, — Cgsen ay = 120, — ————sen ay = 1,0, — (Tp2 — Tpo)tgay = 1o

COS Ay
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Tp202 — (h2 — Tho)tgay
90 =

Tho

Igualando las expresiones obtenidas para 0o, y despejando, se obtiene la ecuacién para 6::

_ Tpobo + (b2 — Tpo)tgay
, =

b2

Aplicando la ecuacién n; = 62 - ag2 — A, para calcular el dngulo polar del punto P, quedara
definida la trocoide formada en la base del diente por el acuerdo de cabeza del pifndn cortador.

1

8,
Neros = - [To0(@g + nc + €2) + (1p2 — Tho) tgay| — ay — arcsen(
2

Ttro2

cos go)

Debe notarse que en este caso el pardmetro ¢ no determina por si solo el punto de la
herramienta que talla el punto de la trocoide caracterizado por ¢, sino que es también funcion
del angulo de presiéon o de la distancia entre centros de generacion. Asimismo, se puede

apreciar que ¢ varia entre oy y /2.

A3.4.4. Espesor del diente

Se calcula el espesor del diente de una rueda de dentado interior que es tallada por un
pifidn cortador que, a su vez, como se vio anteriormente, fue tallado por una cremallera y cuyo

espesor ya se obtuvo.

Durante el tallado, en el plano de rodadura se tiene rodadura sin deslizamiento, esto es, la
herramienta rueda sin deslizar sobre la rueda. De la Figura A3.19, se deduce que el espesor del
diente de la rueda de dentado interior mas el hueco que deja la herramienta es igual a 2mtr.2/z2,

donde ry; es el radio de rodadura de la rueda.
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P
7.

Figura A3.19. Espesor del diente en el plano de rodadura. Fuente: TFG Silvia Aguiriano

Por tanto, en la circunferencia de rodadura, el espesor del diente de la rueda y/; es:

27Ty
T2Vr2 = — TroYro
2T Tyo 2m 2z,
Yo ="T——7"Yro= " "Vro
Z; T Z; 7

siendo yro el espesor del hueco en el plano de rodadura, o espesor de la herramienta en dicho
plano, denotando sus pardmetros con el subindice 0 ya que actua como herramienta.

T 4x

Yro = —+—tgay + 2(tga, — ar) — 2(tgay — ay)
0

Zg
Por otro lado, al ser un perfil de evolvente el diente de la corona, tendrd la expresiéon
siguiente:

T 4x,

Vr2 = —— ——tga, — 2(tga, — a) + 2(tgay, — ay)
Zy Zp

Igualando las expresiones para el espesor del diente de la rueda en el radio de rodadura, se

obtiene:
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T+ 4xotgay, + 2zo(tga, — ar) — 2z5(tga, — ay) + w — dxytga, — 2z, (tga, — a;)

+ ZZz(tgag - ag) =2n

Despejando:

2(xy — x3)
(tgay — a,) = (tga, — ar) + ﬁ tga,

Para engranajes tallados con un desplazamiento tal que, xo = x2, el angulo de presion de

generacién ag coincide con el dngulo de presion de la seccidn frontal a:..

En un punto genérico de la rueda, en un radio diferente al de rodadura, tenemos, como se

deduce de la Figura A3.20, que el espesor del diente es:

Y2 = Vo2 + 202 = Vrz — 202 + 21,

Para un radio cualquiera n vale:

52

Th2

= —1—arct
coszag g
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e 1
o ekl
| |

Figura A3.20. Espesor del diente. Fuente: TFG Silvia Aguiriano

Sustituyendo los parametros calculados en la formula del espesor del diente de la rueda, se

obtiene la siguiente ecuacidn, correspondiente al espesor de la rueda en un punto genérico.

T 4x,
V2= g - 2(tgae — ap) + 2(tgay — ag) — 20y, + 21,
Finalmente,
T 4x,
Y2 = ————tga, — 2(tga; — a;) + 2
Z;  Zy
T 4x,

=———tga, — 2(tga; — a;) + 2(0, — arctgh,)
Z 23
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A3.5. Engrane de ruedas interiores de perfil de evolvente

Una vez deducidas las propiedades geométricas de una rueda interior a partir de la
herramienta de tallado, determinaremos las propiedades funcionales, dependientes tanto de la
rueda como del pifién que estan engranando. A partir de ahora, la distancia entre centros vy el

angulo de presién, se denominaran distancia entre centros y angulo de presion de

funcionamiento.

A3.5.1. Radio de finalizacion de engrane

Puesto que el contacto entre dientes se produce siempre en la linea de presién, los radios
de los puntos que contactan de uno y otro diente estan relacionados entre si. De la Figura
A3.20 se deduce que la distancia entre los puntos de tangencia de la linea de presién con
ambas circunferencias de base es:

— — !
A =C sena,,; = C sena’;

rsfy —"\
r* 7 1)

k="

Figura A3.21. Radios de finalizacion de engrane (Engranajes interiores). Fuente: TFG Silvia Aguiriano
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Como se demostrd anteriormente, el radio de curvatura del perfil en un punto es igual a la
distancia del mismo al punto de tangencia de la normal al perfil por él, con la circunferencia de
base. Por tanto, la suma de los radios de curvatura de los dos perfiles en puntos de contacto es

constante. Recordando la expresion del radio de curvatura:
p=1,0 =1r?2—n,2
A =1y, 0, =11 04

Por tanto,

Jr2 =12 — /12 — 1,2 = C sena’,

12 =12 + (C sena'y — 1% — rblz)

En particular, el radio de finalizaciéon de engrane rsin, entendido como el radio del punto
mas bajo del perfil que contacta con alguno de otra rueda, sera el que engrana con la cabeza de

la rueda contraria.

2 _ . 2 ! [ 2 2
Trin2” = Tp2 +(C sena’;s — /Ty, —rbl)

Los radios de cabeza de pifidn y rueda vienen definidos por:
Taz = C + 1 + mxy; — mhy,
Ta1r = Tp1 + Mxy + Mhyy

Cabe destacar, como se vera posteriormente al estudiar las interferencias, que en
engranajes de dentado interior puede producirse interferencia primaria en la base del pifién. La
soluciéon mas comun para evitar este efecto indeseado es rebajar el diente de la corona. Esto
quiere decir que, en la primera de las ecuaciones anteriores, el término del adendo se vera
afectado por un factor que hard que la altura del diente sea algo menor. Este factor sélo

afectara al adendo de la corona, sin influir en los demas parametros de forma alguna.
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A3.5.2. Angulo recorrido entre dos puntos de engrane

Volviendo a la Figura A3.21, se observa que, cuando el contacto se produce en un punto P
del perfil, situado a una distancia r de la rueda, el dngulo © correspondiente al punto P viene

dado por:

de manera que los angulos 6; y 6>, correspondientes a dos puntos del perfil cuyos radios son r;
y r2, vendran dados por esta expresion, particularizada para r; y r2. Pero teniendo en cuenta que
el punto B de la figura esta situado sobre la rueda y se mueve solidariamente con ella, el angulo
girado por la rueda entre dos puntos de engrane caracterizados por r1 y r; es precisamente la

diferencia entre los correspondientes angulos 6.

2 2
—0,—0,= |1 |21
Wi =0 == m5 =17 727
b b

A3.5.3. Grado de recubrimiento

Como se ha visto anteriormente, el grado de recubrimiento de un par de engranajes se
define como el nimero medio de dientes en contacto. Sera, por lo tanto, igual al angulo girado
por una rueda desde que comienza el engrane de un diente hasta que acaba, dividido por el

angulo abarcado por el diente, es decir, 2m/z.

Segun la expresion obtenida en el apartado anterior, el angulo girado por la rueda entre el

radio de cabeza y el de rodadura viene dado por:

2 2 2
W. . = rL_l_ Tr__lz ri—l—tga'
a-r rbz rbz rbz t
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En consecuencia, la contribucion de este tramo del engrane al grado de recubrimiento

sera:

y eso mismo para la otra rueda correspondera a la contribucién al grado de recubrimiento del
tramo de engranaje entre el punto de rodadura y el de finalizacion. La suma de ambos es lo que

se conoce como grado de recubrimiento en la seccién frontal,

2
Ta2

et 1+ (2, — z)tga',
2

En un engranaje recto, el grado de recubrimiento total coincide con el grado de

recubrimiento en la seccién frontal, pero no ocurre lo mismo en un helicoidal.
La componente correspondiente al recubrimiento en el salto es:

Fsen
Ne = _'8
mm

Como va se indicé, el grado de recubrimiento efectivo o total vendra dado por la suma del

recubrimiento en la seccion frontal mas el recubrimiento en el salto:

2
Taz

Fsen
1+ (z, —zptga,,: |+ i

1
e=¢& + Ae =— - —
! s Tp2? m
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A3.5.4. Radios de contacto Unico superior e inferior

Un engranaje, para estar disefiado correctamente, debe tener un grado de recubrimiento
mayor que 1, lo que significa que cuando un diente comienza su engrane, el anterior no lo ha
finalizado aun. Si se considera un engranaje recto, cuando un diente comienza su engrane,
contactando en la cabeza, otro diente estd en contacto. Inicialmente, el contacto se producird a
radios progresivamente menores, pero manteniéndose dos dientes en contacto. Esta situacion
se mantendra hasta el momento en que el diente previo finalice su engrane. En este instante
habra un Unico diente en contacto, contacto que tendra lugar a un cierto radio, denominado
radio de contacto Unico superior. El diente se mantendra en contacto Unico hasta un punto, el
punto de contacto Unico inferior que corresponde al instante en que otro diente inicia su

engrane, contactando en la cabeza.

Los puntos de contacto Unico determinan el intervalo en el que un Unico diente de un
engranaje recto estd soportando toda la carga, lo que suele determinar la condicién mas
desfavorable para el cdlculo de la resistencia del diente. Obviamente, los radios de contacto
Unico superior e inferior de una rueda engranan con los radios de contacto Unico inferior y
superior respectivamente, de la rueda contraria. En el caso de engranajes helicoidales, los
puntos de contacto Unico carecen de interés, pues no determinan la condicidon mas restrictiva.
No obstante, desde un punto de vista tedrico, se puede hablar de los puntos de contacto uUnico

de la seccion frontal de un engranaje helicoidal.

Se define el radio de contacto Unico superior como el punto en el cual un Unico diente
soporta toda la carga transmitida por el engranaje. En ese instante, el diente previo estd
finalizando su engrane, es decir, esta engranando en el radio de finalizacion de engrane rin, por
lo que el diente que estamos considerando esta en una posicion tal que habra de girar 2mn/z

para contactar en ryin. Fijdndonos en la Figura A3.21 se deduce:

—_ I __ !
Tp20z — 15101 = C sena’y = (1rpy — 1p1)tga’s

T T
0, = (1 —ﬂ) tga', + 220,
Th2 Tb2
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Utilizando la relacion de transmision, se expresa la ecuacion anterior en funcién de los

numeros de dientes de la rueda vy el pifidn.

» =<1—Z—1>t '+ 219
fin2 7, g ¢ 2, al

2T

Ocus2 = gf in2
)

Zy , Zy
Hfinl = (1 - Z_1> tga's + Z_lgaz

El radio de contacto Unico superior para engranajes de dentado interior es:

Teus2 = Tp2
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