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RESUMEN: La geometria griega incorpora una serie de
elementos que carecen de consistencia en el mundo sensible,
como son el punto, la linea y el plano, pero que surgen por
la necesidad de superar la indefinicién que la idea de infini-
to suscitaba en las mentes de los filésofos griegos. La intro-
duccién de estos elementos en la composicién de cuadratu-
ras originé una serie de paradojas y contradicciones que
persistieron hasta el descubrimiento, en pleno siglo XVII,
del cdlculo integral. Aqui se revisan algunos conceptos esen-
ciales de la geometria euclidea y se analizan brevemente los
métodos de exhaucidn practicados por Hipécrates, Euclides
y Arquimedes, observando cémo este dltimo se encuentra
mds préximo a las tradiciones pricticas provenientes de Meso-
potamia, mientras Euclides continda fiel a la corriente pla-
ténico-aristotélica.

DESCRIPTORES: Exhaucidn, Filosofia griega, Geometria
griega.

ABSTRACT: Greek geometry includes a number of ele-
ments with no reliance on the world of the senses, such as the
point, the line and the plane. But they arise from the need to
overcome the uncertainty that the idea of infinite raised in
the minds of Greek philosophers. The introduction of these
elements, in the composition of quadratures, caused a num-
ber of paradoxes and contradictions that persisted until the
discovery, in the seventeenth century, of calculus. Here some
basic concepts of Euclidean geometry are reviewed and the
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several methods of exhaustion practiced by Hippocrates, Euclid
and Archimedes are briefly discussed, noting that the latter
is closest to the traditions from Mesopotamia, while Euclid
remains faithful to the Platonist and Aristotelian tendency.

KEYwoRrDSs: Exhaustion, Greek Philosophy, Greek
Geometry.

1. Nocion de borde o frontera

La nocién de cuerpo limitado y finito, en oposicién a lo que es infinito y
confuso, porque no tiene limites, condiciona el entramado de la geometria grie-
ga: las figuras geométricas necesitan una frontera o borde que las defina. Los limi-
tes perfilan y extraen al objeto de su imprecisidn, le proporcionan realidad; el
espacio se sustancializa cuando se acota. Los conceptos de punto, linea y plano
se introducen en la mente como entidades separadas: serdn los extremos de la
linea, de la superficie y del sélido, respectivamente. El punto es entendido sin
magnitud, porque no tiene partes; la linea se extiende en una sola dimensién y
el plano lo hace en dos: longitud y anchura.

La geometria elaborada por los matemdticos de las antiguas civilizaciones de
Mesopotamia y Egipto, no menciona esos conceptos: no concibe bordes ni extre-
mos de orden inferior. El confin de una superficie es una regién de esa misma
superficie, no una linea. Y lo mismo sucede con los cuerpos sélidos, los cuales
no tienen caras adheridas a modo de cdscara o envoltura. Una linea serfa la hue-
lla que deja el estilo sobre la tableta de arcilla, la cuerda tendida por el agrimen-
sor para medir una porcién de tierra. Un punto solo es una sefial, una marca. El
plano es como el suelo que pisamos. En la geometria babildnica, las figuras se
determinan por sus elementos: el todo se nombra por la parte; idénticas palabras
para describir la circunferencia y el circulo (GUR), el rectdngulo y su diagonal
(siliprum), el cuadrado y su lado (mithartum). La idea de circulo se conceptuali-
za a partir de la nocién de su longitud'. Los objetos fisicos no adquieren o pier-
den cualidades al ser representados en un dibujo. No hay abstracciones que des-
doblen la realidad en elementos heterogéneos. El escriba de la Antigua Babilonia

' FEleanor Robson (1999).
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opera siempre con magnitudes homogéneas; pues, aunque en apariencia sume
lineas y superficies, o superficies a sélidos, lo que hace realmente es afiadir line-
as y planos cuyo espesor es la unidad®. Son los indivisibles que mds adelante uti-
lizarfa Arquimedes.

Concebir un objeto sin extensién y sin partes, como se define el punto en
los Elementos, no es sélo una conjetura, sino mds bien una hipétesis que se intro-
duce por conveniencia. Porque Platdén utilizaba el término hipdtesis en el senti-
do de «condicién preliminar de la verdad de lo que se busca»’ y Aristételes afir-
maba que las hipdtesis garantizan la existencia de los objetos matemdticos simples’.
También podriamos decir que estas entidades (punto, linea y plano), tal como
las entiende Euclides, son dnicamente postulados, en el sentido explicitado por
Aristételes’, pues dudamos acerca de su existencia y posibilidad, y carecen de sig-
nificacién fuera de la geometria.

2. El infinito es lo que no tiene limites

El concepto de infinito no es univoco. Hallamos un infinito de cardcter sus-
tancial, aunque indefinido, en Anaximandro®, cuando se refiere a lo ilimitado
(dpeiron): aquello que carece de bordes o fronteras y por ello se muestra difuso,
sin perfilar; como un paisaje difuminado y perdido en su indeterminacién. En
Parménides el Ser perfecto y completo abarca todo lo existente; es indivisible e
inmutable; definido en sus propios limites. Los pitagdricos observaron el infi-
nito como algo imperfecto y negativo: lo ilimitado; pero sometido al elemento
configurador de lo limitado, el cual le da forma y determina, como lo impar
limita a lo par; pues todas las cosas en la naturaleza proceden de lo limitado y
lo ilimitado.

? Jens Hoyrup (2002).

? Mendn 86 e.

* Arist6teles, Anal. Post. 12y en110, 76 b: «Lo que es capaz de ser demostrado, pero el maes-
tro lo presupone sin prueba alguna es una hipédtesis».

5 Aristételes, ibid., I 10, 76 b: «el postulado ilegitimo es contrario a la opinién del discipulo»,
aunque, como la hipétesis, es «una proposicién demostrable [que] se supone y se utiliza sin demos-
traciény.

¢ Conrado Eggers y Victoria Julid (1978).
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El denominado por nosotros infinito matemdtico, lo encontramos en la pala-
bras de Anaxdgoras: «En lo pequeno no existe lo minimo sino sélo algo menor,
porque es imposible que el ser se convierta en el No-Ser por divisién, pero en lo
grande existe siempre lo mayor» (fr. 694, p. 343). Haciendo alusién al infinito
geométrico, que permite disminuir cada vez mds la magnitud, y al aritmético,
por el que anadimos un niimero m4s al que tenemos.

También, en las multiplicidades de Leucipo y Demdcrito y en el Ndmero hay
infinito. Ahora, este vocablo no serd el sujeto de la oracién sino su predicado: /nfi-
nito es el nimero de 4tomos que invaden el espacio, también inabarcable, segtin
Demdcrito; aunque quizd sélo quisiera indicar inconmensurable. Infinita es la
cantidad de partes en que podemos fragmentar un cuerpo; infinita es, asimismo,
la posibilidad de anadir algo mds a lo que ya tenemos. Los filésofos antiguos entre-
mezclaron pensamiento y realidad, l6gica y naturaleza, pues jamds alcanzamos
cotas infinitas ni en la divisién ni en la magnitud; tampoco al numerar; ni tene-
mos constancia de la existencia actual de particulas sin partes o indivisibles. Con-
cebimos cualquier tipo de infinito: la perfeccién absoluta; la indefinicién extre-
ma; la ilimitada divisibilidad de la materia; la inagotable multiplicidad de los
dtomos y la facultad de numerar sin limite. No obstante, los pensadores antiguos
intercambiaron adjetivos y definiciones, tanto del mundo fisico como del con-
ceptual, dejando sin concretar cada uno de sus dominios y entendiendo la mate-
mdtica como mera imagen de lo real: Los dtomos del universo se trasladarfan al
mapa geométrico en forma de puntos, perdiendo en este viaje su magnitud’. Los
pitagdricos concibieron puntos en el espacio fisico y en el matemdtico, en una
cantidad finita. Por el contrario, el continuo postulado por AristSteles permane-
cerfa intacto en la geometria, tan divisible al infinito como su modelo material.

3. Sobre el pensamiento de Aristoteles

El filésofo Estagirita defini6 el infinito en los siguientes términos:

«En un sentido es lo que no puede ser recorrido porque su naturaleza no
lo permite, como la voz es invisible; en otro, lo que puede se recorrido de

7 Elementos 1, defs. 1 y 3: «punto es lo que no tiene partes» y «los extremos de la linea son pun-
tos».
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manera incompleta, o que apenas puede serlo, o lo que no puede ser reco-
rrido ni limitado aunque por su naturaleza pueda serlo. Ademds, todo infi-
nito es o por adicién o por divisién o de ambos modos»”®.

Admitié dnicamente el infinito en tanto proceso o devenir, como potencia-
lidad, es decir, el infinito matemdtico; rechazando los denominados sustanciales
y la posibilidad de actualizar ese infinito potencial’: porque esta accién conlleva
la idea de finitud o determinacién. Mds adelante afiade:

«Resulta que lo infinito es lo contrario de lo que se dice. Pues no es aque-

llo fuera de lo cual no hay nada, sino aquello de lo cual siempre hay algo fue-
10
ra .

Indicando, ademds, que «lo continuo se divide al infinito, pero hacia lo mayor
. . 11 . .
no hay infinito» . El continuo de Aristételes se define como aquello cuyos extre-
mos son una sola cosa y sus partes se diferencian inicamente en cuanto al lugar
12 . sz . 7
que ocupan . Puede ser recorrido y también medido, pero nunca habrd una can-
tidad tan grande que sobrepase los limites de la finitud.

Aristételes niega la existencia de particulas en el continuo: Los 4tomos exten-
sos poseen partes: sus bordes, y por tanto, no son indivisibles. Tampoco los pun-
tos inextensos serfan los componentes dltimos del continuo geométrico, ya que
la unién de dos cuerpos se realiza de parte a parte, o de parte a todo, o bien de
todo a todo: Los puntos solamente se unirfan formando una especie de amasijo,
pues al carecer de partes, se afiade el todo al todo.

Las tesis indivisibilistas originaron una serie de contradicciones y paradojas;
la mds llamativa de todas fue la que surgié a raiz de comprobar la inconmensu-
rabilidad entre el lado y la diagonal del cuadrado. Aristételes, en cambio, recu-
rri6 a la dualidad potencia /acto para negar la existencia aqui y ahora de toda cla-
se de infinito; este posee una realidad potencial en el interminable proceso de

8 Fisica 111, 5, 204 a.

? Del Cielo 5, 7.

9 Fisica IV, 6, 206 b-207 a.
" Tbid., 207 b.

2 Tbid., VI, 1.
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hallar las partes de una extensién. Igualmente, es posible contar indefinidamen-
te partiendo de uno y afiadiendo una unidad al ntimero anterior. Jamds obten-
dremos un ndmero inferior a uno y si partes del continuo cada vez menores, pues
estos son los dnicos infinitos potenciales admitidos por Aristételes: el geométri-
co en la divisién y el aritmético en la adicién. Descarta, por el contrario, un infi-
nito actual al afirmar que cualquier magnitud se agota si de ella se extrae pro-
gresivamente una cantidad constante o alicuota y desmiente a los que defienden
el aumento infinito de una extensién, sin tener en cuenta c6mo esto supone un
infinito exterior del cual se va tomando.

El universo aristotélico es finito, delimitado por la esfera de las estrellas fijas,
mids alld de la cual no habria nada, ni siquiera el vacio. Su infinito potencial se
enmarca en los limites de la magnitud: al sustraer de una cierta cantidad partes
progresivamente menores, o cuando afiadimos esos mismos términos en canti-
dad infinita. Aristételes estd aqui aludiendo a las progresiones infinitas, de tér-
minos proporcionalmente menores o mayores, respectivamente”. Asf resuelve
las paradojas de Zendn: por muchas partes que atraviese Aquiles, al final recorre
una magnitud finita en un tiempo finito. Pues lo contrario: andar una infinidad
de partes finitas (por muy pequefias que éstas sean) supone recorrer una distan-
cia infinita; lo cual es imposible.

4. Elementos de la geometria euclidea

La geometria euclidea se encuentra inmersa en un universo platénico. No
solo en cuanto a que obedece al formalismo impuesto por la Academia, sino tam-
bién respecto a los objetos que maneja. Euclides se esmera en crear una obra acor-
de a la filosofia platdnica, sin cémputos ni mediciones, donde sus elementos se

. . . PRI
muestren eternos, inmutables y ajenos a los vaivenes del mundo sensible . Asig-
né a los Elementos un orden cronolégico que, obviamente, caminaba a la par que
sus dificultades intrinsecas. Lo comprobamos en los primeros libros, al no apa-

" De la generacion y la corrupcion 1, 2.

" «Ademis de las cosas sensibles y de las Formas, dice [Platén] que hay los objetos de las mate-
mdticas, los cuales ocupan una posicién intermedia, diferencidndose de las cosas sensibles por cuan-
to son eternos ¢ inmutables, y de las Formas por cuanto hay muchos que son semejantes, mien-
tras que la Forma misma es tinica en cada caso». Aristdteles, Mezafisica 987 b.

ENDOXA: Series Filosdficas, n.” 23, 2009, pp. 57-81. UNED, Madrid



REFLEXIONES SOBRE GEOMETRIA GRIEGA 63

recer en ellos razones ni proporciones, pero sf la comparacién entre unas figuras
y otras. Por el contrario, en los libros aritméticos (VII, VIII y IX) se observa una
clara influencia mesopotdmica y en ellos «no se advierte el menor sintoma de
axiomatizacién»'’

4.1. Magnitud

En los Elementos no se define el término magnitud, quizd porque a Eudoxo
(probable autor de los libros V y VI que tratan de la teorfa de la proporcionali-
dad)" o al mismo Euclides', no les conviniera incluir un enunciado tan obvio;
pero sf se definen razdn y niimero. Comenzaremos expresando la cantidad" como
aquello que indica cudnto hay de algo, ya sea discreto o continuo; encontramos
cantidad discreta en los agregados de las cosas y cantidad continua en la exten-
sién, el movimiento y el tiempo.

Magnitud es la cantidad extensa, susceptible de medida. Y es magnitud la
linea, como también lo son el plano, el sélido y el dngulo, extendidos en las tres
direcciones del espacio. La linea es la longitud sin anchura (1, def. 2) y el extremo
de una superficie (1, def. 6); posee ademds una sola dimensién; en cambio, la
superficie dnicamente tiene dos (I, def. 5) y el sélido tres. El dngulo plano se defi-
ne como la inclinacién de dos lineas (I, def. 8).

5 E Vera, nota 1 al libro VII de los Elementos, en Cientfficos griegos, Aguilar, Madrid, 1970.

' Se atribuye a Eudoxo la teorfa general de la proporcién expuesta en los libros V'y VI de los
Elementos. Aristételes, de modo indirecto, lo comenta en Anal. Post. 15,74 ay 1117, 99 a. Tam-
bién, en los escolios 1 y 3 del libro V, en la edicién de Heiberg (1888): Euclidis Opera Omnia V,
pp- 280 y 282; en Stamatis (1977), V, pp. 211-213, se comenta que el contenido del libro V se
debe a Eudoxo y su disposicién a Euclides. En el Catdlogo de gedmetras (Prologus 11, 39), Proclo
dice que «Eudoxo de Cnido, un poco mds joven que Ledn, se convirtié en miembro de la escuela
de Platén y fue el primero en aumentar la cantidad de teoremas llamados “generales”, a las tres
proporciones conocidas afiadié otras tres, acrecentd el nimero de proposiciones sobre la “seccién”
—que debe su origen a Platén— e hizo uso del “andlisis” para su tratamiento». Proclo (1970), Pro-
cli Diadochi in primum Euclidis Elementorum librum commentarii, G. Friedlin (ed.), Leipzig, 1883,
reimp. 1967.

"7 Ibid. 67.26: <No mucho mds joven [que Hermétimo de Colofén y Filipo de Medma, dis-
cipulos de Platén] es Euclides, quien compilé los elementos poniendo en orden varios teoremas
de Eudoxo, perfeccionando muchos resultados de Teeteto y dando, asimismo, demostraciones irre-
futables de aquello que sus predecesores s6lo habian demostrado con escaso rigor».

' Arist6teles habla de la cantidad en Metafisica X 1, 1053 b.
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Son las tres posibles direcciones de la magnitud las que nos dan una idea del
espacio, nocién sin definir en los Elementos, pero requisito indispensable de la
arquitectura geométrica; realmente, deberfa figurar como postulado inicial, pero
no fue asi. El motivo lo hallamos en el dominio que el pensamiento platénico
ejercié sobre la concepcidén de la geometria euclidea: los objetos geométricos no
deben situarse en ningin espacio ni en ningdn tiempo sensibles; son formas inter-
medias ubicadas en mundos separados al nuestro.

4.2. Numero

Cada objeto es una unidad, pues «cada una de las cosas que hay se llama
una»'’. Nimero (arithmos) es entonces «una pluralidad compuesta de unidades»™.
Los niimeros, en la geometria de Euclides, son exclusivamente los naturales, y
#no no es un nimero, sino la medida de cualquiera de ellos®'. Por eso, todo nlime-
ro es parte o partes de otro nimero™*. Es parte (méros) cuando lo mide exacta-
mente, como dos es parte de cuatro o de seis; pero ese mismo dos es partes (mere)™
de tres y también de cinco, ya que dos son las dos terceras partes de tres, o las
dos quintas partes de cinco. Tal operacién se puede realizar porque los niimeros
poseen una medida comin que es la unidad.

En los libros aritméticos (Elementos V11, VIII y IX), los nimeros se repre-
sentan por lineas. Hay ndmeros planos: aquellos que resultan del producto de
otros dos; y nimeros sélidos: los que surgen tras multiplicar tres nimeros; cada

7 . . . 24
uno de los ndmeros que interviene en el producto se denomina lado™. Para Tee-
teto, quien posiblemente inspiré esta teorfa, los nimeros cuadrados [(1-1), (2-2),

Y Elementos V1L, def. 1.

%0 Ibid., def. 2.

2L Aristételes, Metafisica XIV 3, 1087 b: «La unidad representa la medida de cierta magnitud
o pluralidad, y el ntimero es la pluralidad medida y la pluralidad de las medidas, de donde se sigue,
con razén, que la unidad no es un nimero».

22 Elementos 1, def. 3: «Un ntiimero es parte de un ndmero, el menor del mayor, cuando mide
al mayor» y def. 4: «pero partes cuando no lo mide». (def. 4).

» Se refiere a partes alicuotas.

** Tbid. VII, defs. 17 a 19. Los pitagéricos distinguieron varias clases de niimeros. Los niime-
ros cuadrados (1, 4, 9,...), cuyos respectivos gnomones son (3, 5, 7,...), es decir, a cada uno de los
cuadrados se suma uno de los gnomones, obteniendo el siguiente ndmero cuadrado. Los ntime-
ros triangulares (1, 3, 6, 10,...) y sus gnomones (2, 3, 4,...). Ndmeros pentagonales (1, 5, 12, 22,...)

ENDOXA: Series Filosdficas, n.” 23, 2009, pp. 57-81. UNED, Madrid



REFLEXIONES SOBRE GEOMETRIA GRIEGA 65

(3-3) ...] resultan del producto de igual por igual, y es la figura del cuadrado la
que los evoca; mientras los restantes ndmeros, se forman del producto de canti-
dades diferentes [(1-2), (1-3), (1-5), (2-3),... ], una mayor y otra menor, y los des-
cribimos como rectdngulos. Asi, distinguimos los nimeros cuadrados de aquellos

que nombramos oblongos™.

4.3. Medida

El concepto de medida no se define en los Elementos, aunque lo identifica-
mos con la idea de parte (méros); asi, la medida de una magnitud es una parte
de esa magnitud26 o ella misma. Utilizamos medida y parte, tanto para los niime-
ros como para las magnitudes. Por el contrario, el concepto de partes (mere) no
aparece en relacién a la magnitud, pues supondria la posibilidad de que hubie-
ra una medida comun a todas las magnitud6527, como ocurre con la unidad
respecto de los nimeros. Medir es trasladar una magnitud a otra las veces nece-
sarias hasta intentar agotarla®. Pero «es conveniente que la medida sea siem-
pre un ser idéntico en especie a los que debe medirn?’; es decir, la longitud se
mide con la longitud, la superficie con la superficie y el volumen con el séli-
do. Si de dos magnitudes desiguales, la menor no es parte de la mayor, se tra-
tard de averiguar si ambas poseen una medida comiin o, por el contrario, son

y sus gnomones (4, 7, 10,...). Los nimeros perfectos son aquellos cuya suma de divisores da ese
mismo nimero. Los nimeros amigos son los que, una vez sumados los divisores de uno, obtene-
mos el otro nimero. Cf. Morris Kline (1992 1, pp. 53 y ss.).

P Teeteto 147 d.

% Elementos V, def. 1: «Una magnitud es parte de una magnitud, la menor de la mayor, cuan-
do mide a la mayor». Def. 2: «Y la mayor es mdltiplo de la menor cuando es medida por la menor».

%" Elementos X, def. 1: «Se llaman magnitudes conmensurables aquéllas que se miden con la
misma medida, e inconmensurables aquéllas de las que no es posible que haya medida comtn».

** Nos apoyamos en la Nocion Comiin 7 del libro 1 de los Elementos: «Las cosas que coinciden
entre sf son iguales». Este enunciado se conoce como principio de congruencia y justifica la igual-
dad de las figuras geométricas por el método prictico de epharmdzein.

? Aristoteles, Metafisica XIV 2, 1087 b y X1, 1053 b.

** El descubrimiento de la inconmensurabilidad se halla ligado al intento de los pitagéricos
en conseguir la duplicacién del cuadrado (Paul Rusnok 1995, p. 114); asf consta en Mendn 82 b-
fy Teetero 147 d. Segtin Knorr (1998, p. 421): «So that any attempt to describe the first discovery
of the incommensurables is necessarily speculative». En Anal. Post. 123, 41 est4 la prueba de la
inconmensurabilidad de la diagonal del cuadrado.
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inconmensurables una respecto de la otra™. Para ello se aplica el procedimiento
de antifairesis’'. Ulteriormente, este método serd llamado algoritmo de Eucli-
des. En el libro X, proposicién 2 de los Elementos’, se define como criterio de
inconmensurabilidad:

«Si al restar continua y sucesivamente la menor de la mayor de dos mag-
nitudes desiguales, la restante nunca mide a la anterior, las magnitudes serdn
inconmensurables».

Aristételes ya aludi6 a esta técnica, denomindndola antanairesis: «... al demos-
trar que la linea que corta al plano paralelo a un lado divide, de manera seme-
jante, a la linea que corta y al 4rea, [...] el hecho afirmado resulta inmediatamente
evidente, porque se ha restado a las dreas la misma fraccién que se habia restado
a los lados, y ésta es la definicién de la misma proporcién o semejanza»™.

4.4. Razén y Proporcionalidad

Medimos o aplicamos antifairesis a las magnitudes homogéneas: «aquellas que
al multiplicarse se exceden una a la otra». Pero si dos magnitudes son incon-
mensurables, podemos establecer una relacién —o rzzdn— entre ambas y hacer-
la después corresponder a otra relacién computable y mejor conocida; asi Hipé-
crates de Quios (h. 470-400) comprobé que los circulos son uno a otro como los
cuadrados de sus didmetros respectivos.

Eudoxo expresard juntas la condicién de homogeneidad y 1a idea de razdn; lo
vemos en el libro V de los Elementos:

* Definicién 3: «Una razdn es determinada relacion con respecto a su tamariio

*' Se desconoce el origen de la antifairesis, como técnica de medir. El esquema es el siguien-
te: A=y m+s;3 M=y 8 + 5,58 = 158, + 535 etc.

%> Fowler (1979, p. 818) afirma que el uso de este algoritmo probd, primeramente, la incon-
mensurabilidad entre la diagonal y el lado de un pentdgono regular (idéntico esquema que el de
las magnitudes en extrema y media razén). Creemos que con el método antifairético, Hipasos de
Metaponto (s. V a.C.) descubrié la inconmensurabilidad en el dodecaedro (Szabé 1977, p. 32).
Knorr (1998, op. cit.), por el contrario, niega que fuera el método antifairético el que desvelara la
existencia de magnitudes inconmensurables.

¥ Tépicos VIIL, 158 b.
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entre dos magnitudes homogéneas».

* Definicidén 4: «Se dice que guardan razén entre si las magnitudes que al mul-
tiplicarse, pueden exceder una a la otra».

Y restringe el uso de razones a las cantidades extensas y homogéneas, exclu-
yendo no sélo a cualquier otro tipo de cantidades, como puedan ser los ndme-
ros, los movimientos, el tiempo, etc., sino también a las magnitudes heterogé-
neas entre si. Hallaremos razén entre pares de lineas, de superficies o de sélidos;
pero no entre linea y sélido, superficie y linea ni tampoco entre plano y sélido.
Medir, entonces, consistird en establecer una razén entre dos magnitudes homo-
géneas para luego buscar su proporcidn, es decir, para determinar la proporcio-
nalidad existente entre esa razén y una proporcién concreta. Por eso decimos que
A mide 7 veces M o que A es a M como 7 es a 1: La proporcionalidad se susten-
ta de razones y proporciones andlogas. Cuando los cocientes (o las veces que una
magnitud contiene a otra)** de dos esquemas antifairéticos coinciden, sus razo-
nes correspondientes son equivalentes y, por tanto, las magnitudes respectivas
son proporcionales.

5. Los métodos de exhaucion

Las superficies y los volimenes de figuras limitadas por curvas contienen un
elemento de irracionalidad que dificulta su medida; el deseo de rigor impulsé a
los griegos hacia la busqueda de nuevos procedimientos que facilitasen su cdlcu-
lo y el mds sencillo de ellos consistia en utilizar como instrumento de medida for-
mas rectilineas conocidas con las cuales establecer una relacién de proporcionali-
dad. Generalmente, procuraban inscribir esa figura curva en un paralelogramo si
era plana o, en un prisma, si se trataba de un sélido; pero observaron que aproxi-
mando sucesivamente desde su interior poligonos que doblaban el niimero de sus
lados, o paralelepipedos que incrementaban la cantidad de sus caras, lograrfan
quizds completar esa superficie o ese volumen buscados, consiguiendo asf su medi-

4 .- . . .

** Utilizar el vocablo cocientes es anacrénico, porque en la geometria euclidea no hay ningu-
na operacién de divisién entre magnitudes, sino sustracciones sucesivas; al igual que tampoco halla-
mos productos entre magnitudes y niimeros, sino repeticiones continuadas de esas mismas mag-
nitudes.
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da. A estas técnicas las denominamos de exhaucion, porque pretenden agotar la
totalidad de la superficie y el volumen de una figura geométrica curva.

La proposicién 1 del libro X de los Elementos fundamenta el método de exhau-

% con el que se hallardn cuadraturas y cubaturas:

cion

«Dadas dos magnitudes desiguales, si se quita de la mayor una [magni-

tud] mayor que su mitad, y de la que queda, una magnitud mayor que su

mitad y asi sucesivamente, quedard una magnitud que serd menor que la
magnitud menor dada».

La argumentacién de Euclides descansa en la definicién 4 del libro V'y el resul-
tado, aclara su autor, serfa el mismo si tomdramos mitades exactas. Este teorema
también es llamado principio de biseccion™, porque su técnica reside en duplicar el
nimero de lados de un poligono regular para incrementar su drea y restdrsela des-
pués a la superficie cuestionada. Eudoxo fue el primero en enunciarlo” cuando des-
cubrid las proporciones existentes entre las superficies de determinadas figuras y los
volimenes de ciertos s6lidos regulares; proporciones que Hipdcrates, y también
Demdcrito, habfan advertido anteriormente, pero que no llegaron a demostrar for-
malmente, segdin nos cuenta Arquimedes™. Euclides incluyd los resultados de Eudo-
xo en el libro XII. Los teoremas 2, 5, 10, 11, 12 y 18 desarrollan una pauta comuin.

Antes de Eudoxo, Antifén habfa intentado hallar la cuadratura del circulo

'AvVTLpdvTog
Wevdoypapnuo:

Figura 1

% El término exhaucién lo sugirié Gregorio de San Vicente, en Theoremata Mathematica (1624),
para calificar el método desarrollado por Euclides en el libro XII.

% Knorr (1978) distingue el principio de biseccion (teorema X.1) del principio de convergencia
(X.1 introducido como lema para llevar a cabo el método de exhaucién del libro XII y el mérodo
de compresién de Arquimedes), y les dio estos nombres. Una diferencia tan sutil que no toda la cri-
tica acepta: Dijksterhuis (1987) lo llama principio de dicotomia. Heath (The Thirtenn, op. cit.),
Mueller (1981) y Jesseph (1993) no los diferencian.
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inscribiendo en €l un cuadrado, luego un octégono, etc., concluyendo que el
poligono resultante de infinitos lados deberia coincidir con el circulo. Pero tnica-
mente podemos intuir su modo de argumentar, pues nada nos queda de él.

Se atribuye a Hip6crates de Quios el empleo del método de biseccién cuan-

do manifesté que los circulos son uno a otro como los cuadrados de sus didmetros”.

. . . . 40 . . . . .
Hipdcrates, segin refiere Simplicio™, manejaba sumas de infinitos términos, inter-
ndndose asf en el ambiguo terreno del infinito. Theokritos Kouremenos efectda
una reconstruccién de lo que serfa su razonamiento:

«Si una magnitud finita puede ser concebida como la suma de 1/2, 1/4, 1/8,
1/16, etc., cada uno de los circulos # y K puede ser también concebido como la
suma infinita de (s + £ 7,) y (§ + XI',), respectivamente; siendo sy S los cuadra-
dos inscritos en £y K; T,y T, los tridngulos obtenidos por biseccién en cada uno
de los circulos mencionados. Entonces, se cumple que los cuadrados de los did-
metros estdn en la misma razén que los poligonos inscritos en cada uno de los cir-
culos (Elementos X11.1), luego los cuadrados son como esos mismos circulos»'.

Hipdcrates apoyarfa sus tesis en una proposicion que después expresaria Eucli-

7 Arquimedes as lo asegura, en: «Carta a Eratéstenes» (E/ Método), «Carta a Dositeo» (Pre-
facio Sobre la esfera y el cilindro 1) y en el Prefacio de La cuadratura de la pardbola.

** En La cuadratura de la pardbola, Arquimedes afirma que fue Demdcrito quien determiné
que los voltimenes del cono y de la pirdmide son, respectivamente, un tercio de los del cilindro y
el prisma de bases iguales e idénticas alturas, pero sin llegar a demostrarlo. Asimismo, Herdn, en
el prefacio de su Métrica, comenta esto mismo.

* Eudemo, al comentar que Hipécrates fue el primero en describir la cuadratura de las lanu-
las, afirmé que «lo demostrd apoydndose en lo que ya habia demostrado: que los circulos son entre
sf como sus didmetros en potencia», segin refiere F. Vera en su edicién de los Elementos, Madrid:
Aguilar, 1970. Esta proporcién figura en Elementos X1I, prop. 2.

“ Simplicio, Simplicii In Aristotelis Physicorum libros quattuor posteriores commentaria consilio
et auctoritate, ed. Diels; Academiae Litterarum, Regiae Borussiae. Se basa en /2 Historia de la Geo-
metria de Eudemo.

“' T. Kouremenos (1997, p. 232), combina las hipétesis de Knorr y Toeplitz. Este sostiene
que, seguramente, Hipdcrates partié de la semejanza entre los poligonos inscritos en una circun-
ferencia y los cuadrados de sus didmetros, para afirmar, entonces, que un circulo deberfa ser con-
siderado el limite de un poligono de infinitos lados, y establecer asi la proporcién entre los circu-
los y sus respectivos cuadrados de los didmetros. Knorr (1982) cree que Hipdcrates basé sus
razonamientos en una proposicién como Elementos V.12. Toeplitz (1925, pp. 175-203).

“ Esdeciria: b cidueifuuminz@rcren. +m):(b+d+f+ ... +n). Aristéte-
les la menciona en Etica a Nicomaco V' 7.
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des en Elementos V.12:

Figura 2

«Si de cualquier nimero de magnitudes, cada una de las antecedentes

tiene la misma razén con cada una de las consecuentes, en la misma razén
. 4
estardn todos los antecedentes y todos los consecuentes»™.

Hipdcrates transforma este enunciado en un teorema de sumas infinitas, aun-
que ya sabemos que el término 7nfinito significa indefinido.

Su razonamiento serfa el siguiente:
— Supongamos las siguientes igualdades:

K=S+T'+1,+...+T,
k=s+ T+ T +...+7T, (1]

— Establecemos las razones entre los cuadrados S'y sy sus respectivos tridn-
. . 4
gulos T, y 7,, y aplicamos el enunciado V.12 *:

S:suligul, i oal i, (S+T +
+ L+ +0) G+ + T, +...+ T)

— De esta relacién de proporcionalidad se infiere que: S:s:: K: £

% Como los poligonos inscritos, a partir del cuadrado, tienen 2% 23,24 etc. lados, los T yT
. 4 ., . .,
son, en realidad: 2%, 2°, 2°,... 2" tridngulos. Por ejemplo, T, representa a 2° tridgngulos, T', a 2°,...
I',a 2™ etc.
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— Porque
Kiko:(S+T +0,+...+0):6+7,+T,+...+ T,)

O lo que es lo mismo: los circulos son uno a otro como las respectivas sumas de
sus figuras inscritas. Sin embargo, ignoramos cémo Hipdcrates consumé el resul-
tado previsto, el que afirma que los circulos son como los cuadrados de sus did-
metros. Posiblemente fuera esta la causa de que Arquimedes opinara que antes
de Eudoxo nadie habia logrado demostrar este teorema.

Gracias a esta hipotética reconstruccién reparamos ademds en otras cosas;
por ejemplo, que esos postulados previos [1] indican que un poligono con una
cantidad indeterminada de lados, consigue identificarse con el circulo circunscriro.
Es decir, que la suma de esos infinitos tridngulos, junto al cuadrado inicial, alcan-
za el limite que viene sefalado por el contorno de la curva. Algo que 7o se des-
prende del texto expresado en Elementos X.1, pues aqui la suma indefinida se detie-
ne en cualquier momento y el gedmetra se conforma con encontrar una diferencia
entre el circulo y el poligono menor que cualquier magnitud dada, fijada de ante-
mano y arbitraria. Por tanto, el modelo concebido por Hipdcrates no se ajusta
al axioma de congruencia (/V.C. 7).

“ Heath (1956, op. cit., p. 368) muestra el texto recogido por Plutarco (De Comm. Not. adb.
Stoicos XXXIX, 3) en el que Demdcrito expone la paradoja del cono, segin la cual no sabrfamos
decidir si una ldmina, paralela y continua a la base del cono, es o no idéntica a ésta. Heath, apo-
yado en una frase en la que el filésofo de Abdera afirma que el cono parecerd estar hecho de seccio-
nes iguales, asegura que «esto confirma que Demdcrito ya tenia la idea de que un sélido estd for-
mado por la suma de un infinito ndmero de planos paralelos, o de léminas indefinidamente delgadas,
indefinidamente prdximas». Y le parece una evidente anticipacién de Arquimedes (E/ Mérodo) y
del teorema de Cavalieri (Geometria 11, teorema I1I);sin embargo, el matemdtico italiano no iden-
tifica colecciones de infinitos elementos con sus sumas, ni iguala estas colecciones con las figuras a las
que pertenecen; al menos, de un modo explicito.

> En los Elementos es el porisma a XIL.7: «Una pirdmide es 1/3 del prisma que tiene la mis-
ma base y altura».

“ Kouremenos (ibid) compara el razonamiento de Demécrito con el de Newton: «Indepen-
dientemente de si fue primero avanzado por Demdcrito o por HipGcrates, esta técnica guarda una
afinidad muy clara con el método de Newton de las primeras y dltimas razones de cantidades». El
autor alude al corolario del lema IV del libro I de los Principia: «Si dos cantidades de cualquier
tipo son divididas de cualquier manera en un nimero igual de partes, y esas partes —cuando su
ndmero es aumentado y su magnitud disminuida hasta lo infinito— guardan una razén dada entre
si, la primera con la primera, la segunda con la segunda y asf sucesivamente en orden, todas ellas
tomadas conjuntamente guardardn entre si esa misma razén dada».
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Demécrito determiné el volumen de un cono® de modo parecido a como
Hipdcrates habia razonado respecto del circulo: Tomando el enunciado V.12 y
conociendo la relacién que guardan entre si una pirdmide y un prisma de la mis-
ma base y altura (1:3)*, afirmarfa que «como rodas las diferencias entre el cono y
cada una de las pirdmides, y entre el cilindro y cada prisma, respectivamente, estdn
en razon constante, ast el cono y el cilindro estdn en esa misma razén»"*®

Difiere, entonces, el principio de biseccién aplicado por Hipécrates y Demé-
crito del lema de exhaucién formulado por Eudoxo-Euclides. X.1 soslaya el infi-
nito, no alcanza el limite, Gnicamente descubre segmentos circulares que la linea
poligonal va dibujando en su constante proceso de biseccién. Son diferencias tan
pequefias como queramos y; sin embargo, finitas. La propuesta de Eudoxo-Eucli-
des se ajusta, por una parte, al dictum de divisibilidad infinita® y por otra, evi-
ta contradecir el principio de homogeneidad expresado en V.4, ya que, por muy
numerosos que fueran los lados del poligono inscrito y aumentara su superficie,
jamds llegarfan a coincidir sus bordes con los de la circunferencia.

En opinién de Kouremenos, ambos gedmetras, HipScrates y Demdcrito, sélo
precisaban postular que e/ todo es como la suma de sus partes, pues «no necesita-
ban hacer explicita una suma infinita; simplemente, deberfan haber argumenta-
do que el primer circulo es al segundo como todos los tridngulos del primer cir-
culo son a todos los tridngulos del segundo circulor”, insinuando aqui totalidades
semejantes a las propuestas, siglos después, por Cavalieri en su Geometria indivisi-
bilibus (1635)*. En realidad, eso fue lo primero que hicieron: identificar el todo
con la suma de sus partes y asentar este principio como fundamento de su razo-
namiento.

Manejar colecciones infinitas significa introducir la nocién de un infinito

" No existe una magnitud infinita en acto; pero esta magnitud sf podria ser infinita en su
divisibilidad», Aristételes, Fisica 111 6, 206.

8 Kouremenos, ibid., p. 233.

Y Geometria indivisibilibus continuorum nova quadam ratione promota, Bologna: Clemente
Ferroni (ed.), 1635. Creemos que Kouremenos alude al corolario del teorema IV del libro II.

* «Quienes renunciaron a la divisién hasta lo infinito por la imposibilidad de dividir las cosas
indefinidamente y demostrar que tal divisién no tiene limite, decfan que los cuerpos estdn for-
mados por particulas indivisibles y se descomponen en éstas», aludiendo a Demécrito y Leucipo.
Ct. Diels, Die Fragmente der Vorsokratiker, 1903; Simplicio (54-A-13).
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actual, pero desconocemos si fue esa la verdadera intencién de Hipdcrates y

Demdcrito. Tampoco sabemos si al final del proceso de biseccién el poligono

coincide con el circulo. Los indivisibilistas, pitagéricos y atomistas, creerfan que

la linea poligonal de infinitos lados acaba resolviéndose en puntos que se super-
50, . . . . e

ponen a la curva™; por el contrario, la tesis continuista aristotélica defiende que

jamds un poligono se identifica con su circulo circunscrito.

El teorema XII.2 de los Elemnentos es paradigmdtico respecto al uso del procedi-
miento de exhaucién; con él, Euclides pretende demostrar que «los circulos son uno

Figura 3: Elementos XII.2

a otro como los cuadrados de sus didmetros». Junto a X.1, incorporado como lema,
Euclides introduce un doble razonamiento apagdgico de reduccién al absurdo. El
lema de exhaucién impide identificar el circulo con cualesquiera de los poligonos
inscritos en él: la diferencia hallada serd menor que una magnitud asignada. Precisa-
mente, se distingue del principio de biseccién, tal como es manejado por Hipdcra-
tes y Demdcrito, en la cota que Euclides fija, evitando un proceso ilimitado’". Fl infi-
nito para Euclides es, como para Aristételes, una posibilidad y no una actualidad™.

6. El axioma de Arquimedes

> Aristételes manifiesta que «La magnitud se puede dividir siempre por la mitad» (Fisica 111
7,207 a).

52 El dnico infinito que concibe AristSteles es el potencial: «lo continuo se divide al infinito,
pero hacia lo mayor no hay infinito» (Fisica IV 6, 207 b) y «es evidente también que no es posi-
ble que el infinito exista como algo dotado de existencia actual» (Fisica 111 5, 204 a).

>3 R. Netz (2004). Durdn, A. y P. Gonzélez Urbaneja (2006).

> Sobre la esfera y el cilindro 1, asuncién 5. Cf. Dijksterhuis (op. cit., pp 146 y ss.). También,
en La cuadratura de la pardbola'y Sobre las lineas espirales. Luigi Borzacchini (2000).
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Arquimedes™ afiadié nuevos matices al enunciado X.1. El proceso de ins-
cripcién de poligonos a superficies curvas dejaba ciertos residuos sin cubrir que,
seglin su pensamiento, deberfan ser homogéneos a los anteriores. Lo expresé asi:

«De desiguales lineas, desiguales superficies y desiguales sélidos, el mayor
excede al menor por una cantidad tal que, cuando se afiade a si misma, pue-
de exceder cualquier magnitud asignada del tipo de las magnitudes compa-

4
radas una con otra» ",

De esta manera, la linea poligonal nunca alcanzard a la curva ni se identifi-
card con ella; tampoco se resolverd en puntos. Bajo esta idea, subyace otra de
cardcter filos6fico: Arquimedes ignora los bordes de las figuras; éstos no poseen
una entidad propia, separada del todo, ni son concebidos con anterioridad a esa
totalidad. Las lineas, los planos y los sélidos no contienen elementos heterogg-
neos de orden inferior. El célebre matemdtico alejandrino se desvincula de las
tesis platénicas™ y se sittia muy cercano a los matemdticos orientales cuando con-
cibe, por ejemplo, las superficies sin aristas y las lineas sin extremos. Al efectuar
cuadraturas, utilizard segmentos de anchura unitaria, elementos que ya fueron
manejados por sus antecesores babilonios.

El enunciado anterior se conoce como axioma de continuidad o lema de Argui-
medes'y, al contrario que X.1, fue incluido sin demostracién. Su asuncidn resta-
blece la legitimidad de las construcciones de HipScrates y Demdcrito, garanti-
zando que al introducir el teorema de exhaucién no sobrepasaremos el nivel de
homogeneidad requerida, aunque para ello hayamos tenido que prescindir de
alcanzar el limite que identifica las lineas poligonal y curva™

> Comenta Proclo: «La mayorfa de la gente, observando que esos limites existen imperfecta-
mente en las cosas limitadas, tienen una idea confusa de su ser. Algunos dicen que tnicamente son
abstraidos de las cosas sensibles por reflexién, otros [creen] que no tienen existencia aparte de nues-
tros pensamientos. Pero las formas de todos ellos existen en el mundo inte[igible, existen en los
érdenes del alma, existen en la naturaleza y después de todo, en los cuerpos». (op. cit., 91. 18).
Conociendo la afiliacién neoplatdnica de Proclo, no nos extrafian sus palabras. Arquimedes, por
el contrario, no se adhiere a esta opinién.

* Dijksterhuis, por el contrario, caracteriza el método de compresién arquimediano como
un paso al limite, lo cual contradice el diczum de divisibilidad infinita y el lema X.1 (Ibid.,
p- 32).

%7 Consultar la edicién de P. Gonzdlez Urbaneja y Joan Vaqué (1993).
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Arquimedes cuenta en E/ Método™ a Eratéstenes, cémo consiguié calcular
las cuadraturas y cubaturas de algunas superficies y sélidos limitados por lineas
curvas:

Pues algunos de los [teoremas] que primero se me hicieron patentes mecd-
nicamente, recibieron luego demostracién geométricamente, habida cuenta
de que la investigacion hecha por este método no comporta demostracién;
pues es mds fdcil, después de haber adquirido por ese método cierto cono-
cimiento de la cuestiones objeto de investigacién, dar luego la demostracién,

. . . . , . . 58
que Investigar sin ningun conocimiento previo...

Es decir, traslada su investigacién a una mdquina simple, como la balanza,
comprobando las relaciones de equilibrio existentes en ella e introduciendo medi-
das unitarias de peso; éstas, en el contexto de la geometria, son los indivisibles: las
lineas y los planos; pero con espesor o anchura, lo cual los hace distintos a los

definidos por Euclides.

Expresado de modo sucinto, el método de Arquimedes es el siguiente: pri-
mero, establece proporciones geométricas entre segmentos. Después, las trans-
fiere a un hipotético esquema mecdnico de cardcter estdtico. A continuacion,
identifica /ineas y pesos, y conjetura que fodas las lineas de una determinada figu-
ra plana constituyen esa figura y que, asimismo, todos los planos de un sélido com-

T
) Z
H M
N E
K X
o8B
A — a r
Figura 4

*® «Carta a Eratéstenes», en El Método. El texto fue encontrado por Heiberg en 1906. Aqui
observamos claramente la distincién entre justificacién y descubrimiento. También, P. Gonzdlez
Urbaneja (2008).
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ponen ese sélido. Por dltimo, concluye la cuadratura o cubatura requerida.

Por ejemplo, para demostrar que el drea de un segmento parabélico, S, es un
tercio del tridngulo, AZI, formado por la recta que abarca la ortétoma, la tan-
gente en uno de sus extremos y la perpendicular en el otro, Arquimedes com-
pone la figura 4, siendo BA el didmetro y ME una paralela cualquiera a éste;
dibuja AB y BT prolonga ésta tltima hasta ©, de tal modo que describa una
palanca cuyo centro se sittie en K, y analiza las razones entre las partes.

La proposicién 5 de La cuadratura de la pardbola nos da la pauta para expre-
sar la primera proporcién:

M=E:Z0::TA:ZEA
Por semejanza de tridngulos:
I'K:KN:TA:ZA

Luego,
ME:EO :: TK:KN
Y como 'K = K6:
M=:Z0:: KO : KN (2]
Observamos que la expresidn [2] también define las relaciones de equilibrio
que existirfan entre una linea, ZO, perteneciente al segmento parabdlico y sus-
pendida del extremo de la palanca, ©, y otra, ME, contenida en el tridngulo AZI"
y colocada en el punto N, el cual es el centro de gravedad de la recta MZ. O, lo
que es lo mismo, hemos hallado la razén entre una linea del segmento y otra del

tridngulo, resultado que Arquimedes generaliza:

Andlogamente, cuantas paralelas a EA se tracen en el tridngulo AZI’

" El Método, ed. de L Vega (1986, pp. 41-42). P. Gonzélez Urbaneja (1993).
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equilibrardn, manteniéndose en su sitio, a los segmentos intersecados sobre
ellas por la seccién y transportados al punto ©, de modo que el centro de
gravedad de unas y otros sea el punto K. Ahora bien, como las rectas traza-
das en el tridngulo AZI” constituyen el propio tridngulo AZI" y los segmentos
tomados en la seccién del mismo modo que ZO componen el segmento
ABT, por ende el tridngulo AZI', manteniéndose en su sitio, equilibrard res-
pecto del punto K al segmento de la seccién colocado con su centro de gra-
vedad en © de manera que el centro de gravedad de la suma de ambos sea
el punto K”.

Una vez establecida la proposicién [*], buscamos en OI" un punto Z, tal que
I'K = 3KE, con lo cual, KE = 1/3 TK, y por tanto, = es el centro de gravedad
del tridngulo AZI". Podemos formular ahora una nueva relacién:

OK:K=::VAZI: ABI

Es decir, el tridngulo AZI" se equilibra en su centro de gravedad, Z, con el
segmento parabdlico, ABT, situado en ©.Y como K= = 1/3 KI' = 1/3 OK:

OK:1/30K::VAZl:S
Luego
S=1/3V AZI

La clave de este razonamiento reside en el paso inductivo desde una a todas las
lineas, y en afirmar que todas ellas conforman el tridngulo, en un caso, y el seg-
mento parabdlico, en el otro. Arquimedes no se preocupé de la naturaleza de estos
indivisibles, ni de su cantidad ni de los problemas epistemolégicos que podrian oca-
sionar en geometria; estas polémicas surgirfan siglos después. Tampoco dudé de la
equivalencia entre el conjunto de todos ellos y la figura entera; por tanto, aqui si
hay colecciones de un niimero indeterminado de elementos. Es indiferente si esas
colecciones fueron interpretadas como sumas o, simplemente, como su agregado
o conjunto, pues argumentando desde la mecdnica comprendemos que, efectiva-
mente, la acumulacién o suma de cierto niimero de elementos colocados a un lado

% Denominamos infinitésimo a la expresién , ideada por John Wallis en Arithmetica Infinito-
rum, Opera Mathematica, 1693-1699, vol. L., p. 454. Leer A. Malet (1996, pp. 40-48). También,
P. Yuste (2002).
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del fulcro logra equilibrar la carga situada en el otro extremo de la balanza. Arqui-
medes no menciona expresamente que trabaje con sumas, pues no lo necesita; es
suficiente aludir a fodos o todas. Pensemos que esos indivisibles arquimedianos tie-
nen su origen en la mecdnica y s6lo después de experimentar con ellos se incorpo-
ran al razonamiento geométrico; toman prestados de esta disciplina sus rasgos y
caracteristicas peculiares, lo cual significa que poseen cierta consistencia fisica y que
no son simples objetos abstraidos de la realidad; en geometria, son entendidos como
unidades, y su conjunto, superpuesto a cada figura, conforma un continuo discreto
susceptible de descomponerse en esas mismas unidades; de ninguna manera son

S pe . = 60
infinitésimos, aunque su anchura sea minima o extremadamente pequena’ .

La analogfa descubierta entre mecdnica y geometria permite intercambiar
proposiciones entre ambas disciplinas, algo que el formalismo euclideo nunca
hubiera tolerado. Arquimedes fue consciente de esto y de la desconfianza que su
método mecdnico con indivisibles suscitaba; por tanto, sélo lo utilizé como pre-
dmbulo o ensayo de otro mds geométrico y formal, como es el de compresidn e,
incluso, el de aproximacion.

Siglos después, Bonaventura Cavalieri, podria haber suscrito las palabras de
Arquimedes:

...y todos los tridngulos del prisma guardan con todos los tridngulos conte-
nidos en el segmento del cilindro la misma razén que todas las rectas del
paralelogramo guardan con todas las rectas comprendidas entre la seccién
de cono recténgulo y la recta...”

Aunque Cavalieri no recurrié a la mecdnica cuando incorporé indivisibles
en sus cuadraturas y sf los concibié al modo euclideo, es decir, sin anchura. Arqui-
medes también fue el precursor ignorado del procedimiento utilizado por Evan-
gelista Torricelli en la cuadratura de la pardbola; esta vez, inspirado en la mecd-
nica.

¢ El Método, p- 88, donde se determina de modo mecédnico la cubatura del segmento de un
cilindro.
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7. Conclusion

En este trabajo hemos repasado algunos aspectos de la geometria griega, des-
tacando cémo las ideas de punto, linea y plano fueron introducidas, simplemente,
como instrumentos de cdlculo y para inyectar consistencia a los objetos geomé-
tricos. La nocién de infinito, en el sentido de lo que es indefinido y sin limites,
se excluy6 de la geometria: los cuerpos y figuras fueron dotados de extremos y
aristas, que los salvaban de la imprecisién. También se rechazé por imposible el
infinito actual, que imaginaba la coexistencia de una multitud ilimitada de indi-
viduos de la misma clase. Sélo se acepté el llamado por Aristdteles infinito poten-
cial, que permite la accién de contar y dividir sin término.

La nocién de infinito es primordial en la bisqueda de la medida del circulo.
La inconmensurabilidad descubierta entre la circunferencia y el didmetro exhor-
ta a los matemdticos griegos a ensayar otros procedimientos de cdlculo: si es impo-
sible medir con exactitud, sf al menos, se puede establecer una relacién entre
magnitudes. Se investiga la razén existente entre la superficie del circulo y el cua-
drado de su didmetro. Antifén y Demdcrito conciben un nuevo procedimiento:
el de exhaucién. En dos figuras andlogas, aproximan un ndmero indeterminado
de poligonos al circulo que los circunscribe, y fijan una relacién de proporcio-
nalidad entre sus respectivas superficies. El paso al limite entrafia la introduccién
de sumas infinitas y la identificacién de las lineas curva y poligonal, originando
inquietantes paradojas. Contrariamente, los principios enunciados por Euclides
en los Elementos descartan el uso de infinitos y la posibilidad de igualar el circu-
lo con cualquier poligono inscrito en él, aunque sean muy numerosos sus lados.
Asi, la dificultad de calcular cuadraturas es evidente y las contradicciones surgi-
das dejan el tema inmerso en un mar de vaguedad y confusién.

Arquimedes examina esta cuestién desde una perspectiva mds realista. Los
objetos de la geometria proceden del mundo sensible y conservan sus notas y
caracteristicas; por tanto, carecen de entidades heterogéneas que los limiten. Pun-
to, linea y plano, son elementos que se postulan en geometria para efectuar una
construccién eventual y esquemdtica; indicar una posicién en el espacio; sefialar
una distancia o longitud; determinar un lugar de referencia. Podemos prescin-
dir de su espesor o anchura, si asi nos conviene, pero no son los bordes de las
figuras geométricas. Posiblemente, el sabio de Siracusa heredé estas ideas de los
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matemdticos orientales, para quienes los objetos fisicos poseen siempre tres dimen-
siones y no hay un infinito que domenar. El axioma de continuidad incide, pre-
cisamente, en este pensamiento; ni siquiera precisa demostracién algo tan evi-
dente. El uso de la mecdnica supone la transferencia de elementos, proposiciones
e hipétesis procedentes del contexto tecnoldgico hacia el émbito puramente con-
ceptual y abstracto. La ortodoxia euclidea prohibia estas /ibertades. Los indivisi-
bles de Arquimedes son como los rectingulos cuya longitud es la unidad y como
los sélidos con altitud igual a uno, que manejaban los escribas de Babilonia para
legitimar la suma (o resta) de superficie y lado, o de volumen y 4rea. Son coin-
cidencias que reclaman nuestra atencidn.
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