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TEMA 0 

HISTORIA DE LA AUTOMATICA

1

0.1 INTRODUCCION
La Real Academia de la Lengua define el término Automática de la siguiente forma:

“Ciencia que trata de sustituir en un proceso al operador humano por dispositivos mecánicos

o electrónicos.”

En esta definición se hace referencia expresa a dos actividades propias del operador

humano: la tarea física y la tarea mental. Normalmente las tareas realizadas por el hombre

son un conjunto de ambas. Se dice que un proceso está automatizado cuando no precisa la

intervención de un operador humano.

La Automática1 es una disciplina básicamente ingenieril, por ello sus avances están

estrechamente ligados a los problemas prácticos que necesitaban ser resueltos por el

hombre. Los principales eventos a lo largo de la historia de la humanidad que afectaron al

progreso de la Automática fueron:

1.  La preocupación de los Griegos y de los Arabes por conseguir una medida precisa

del tiempo. Este periodo se extiende desde cerca del 300 a.c. hasta el 1200 de

nuestra era.

2.  La Revolución Industrial en Europa. Se suele decir que la Revolución Industrial

comenzó a finales del siglo dieciocho, sin embargo, sus raíces pueden ubicarse

mucho antes, alrededor del 1600.

3.  El desarrollo de las telecomunicaciones y las Guerras Mundiales. Este periodo

comprende desde 1910 hasta 1945.

                                                          
1En este capítulo se usarán de forma sinónima los términos Automática, Teoría de Control Automático y Teoría
de Control Realimentado.
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4.  El comienzo de la era espacial y de la era de las computadoras en 1957.

En algún punto entre la Revolución Industrial y las Guerras Mundiales, la Teoría de

Control Automático comenzó a formularse en términos matemáticos. Fue J. C. Maxwell en

1868 quién realizaría el primer análisis matemático riguroso de un sistema de control

realimentado. Así, este año se utiliza para dividir la historia de la Automática en cuatro

periodos fundamentales:

 Prehistoria que abarca todos los descubrimientos realizados en esta área

anteriores al 1868.

 Periodo primitivo, que abarca el periodo de tiempo comprendido entre 1868

y comienzos del siglo XX.

 Periodo clásico, que abarca el periodo de tiempo comprendido entre

comienzos del siglo XX y 1960.

 Periodo moderno, que abarca el periodo de tiempo comprendido entre

1960 y la actualidad.

En las siguientes secciones se describen los principales tendencias y descubrimientos

clave de cada uno de estos periodos.

0.2 HISTORIA DE LA AUTOMATICA

0.2.1 La prehistoria de la automatica

0.2.1.1 Los relojes de agua de los Griegos y de los Arábes

En la antigüedad la primera motivación para la realización de un control realimentado

fue la necesidad por determinar de forma precisa el paso del tiempo. Así, alrededor del año

270 a. c. el griego Ktesibios inventó un regulador flotante para un reloj de agua. La función

de este regulador era mantener a una altura constante el nivel de agua almacenada en un

tanque. Esta altura constante generaba a su vez un flujo constante de agua a través de una

tubería ubicada en el fondo del tanque, el cual se utilizaba para llenar de agua a un ritmo

constante un segundo tanque. De esta forma se conseguía que el nivel de agua en el

segundo tanque dependiera únicamente del tiempo transcurrido.

El regulador de Ktesibios usaba un corcho flotante, a modo de válvula, para controlar el

flujo de entrada de agua al primer tanque. Cuando el nivel de agua en el primer tanque
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disminuía el corcho dejaba de taponar la entrada de flujo al tanque, con lo que esté se volvía

a llenar. El llenado se paraba cuando se alcanzaba una altura adecuada de tal forma que el

corcho  volvía a taponar el flujo entrante de agua.

Los Griegos usaron los reguladores flotantes y dispositivos similares para: la

implementación de relojes de agua, la dispensación automática de vino, el diseño de sifones

para mantener una diferencia constante de niveles de agua entre dos tanques, la apertura

de las puertas de los templos, etc.

En el periodo comprendido entre el año 800 y el 1200 diferentes ingenieros árabes

utilizaron reguladores flotantes para relojes de agua y otras aplicaciones. Durante este

periodo, fue utilizado uno de los principios más importantes de la realimentación, el control

“on/off”.

Cuando Bagdad fue tomada por los Mongoles en 1258, todo el pensamiento creativo

asociado a este tipo de reguladores finalizó. Además, la invención de relojes mecánicos en

el siglo XIV dejó a los relojes de agua y sus sistemas de control realimentado obsoletos. (El

reloj mecánico no es un sistema de control realimentado). El regulador flotante no

aparecería de nuevo hasta su uso en la Revolución Industrial.

0.2.1.2 La Revolución Industrial

La Revolución Industrial en Europa estuvo marcada por la invención de avanzados

molinos de grano, hornos, calderas y la máquina de vapor. Estos dispositivos no podían ser

adecuadamente regulados a mano por lo que se hizo necesario la invención de controles

automáticos. Una amplia variedad de reguladores fueron inventados: flotantes, de

temperatura, de presión, de control de velocidad,..., etc.

J. Watt inventó su motor de vapor en 1769, y esta fecha marca, según todos los

historiadores, el comienzo de la Revolución Industrial. No obstante, las raíces de la

Revolución Industrial podrían situarse sobre el 1600 o incluso un poco antes con el

desarrollo de diferentes tipos de molinos de grano y hornos.

En 1788 Watt completó el diseño del regulador centrifugo “flyball” para regular la

velocidad rotacional del motor de vapor. Este regulador caló hondo dentro del mundo

ingenieril y llegó a convertirse en toda una sensación en Europa. Éste fue el primer uso del

control realimentado del que existe conocimiento popular.
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0.2.2 El periodo primitivo de la automatica: El nacimiento de la
teoria matematica de control

El diseño de sistemas de control realimentados durante el periodo de la Revolución

Industrial se realizaba mediante prueba y error, requería de una fuerte componente de

intuición ingenieril. En conclusión, era más un arte que una ciencia. Fue a mediados del

siglo XIX cuando se dotó de un formalismo matemático el diseño de los sistemas de control

realimentado.

En 1840, en Greenwich, el astrónomo británico G. B. Airy desarrolló un dispositivo

realimentado para posicionar un telescopio. Su dispositivo era un sistema de control de

velocidad que giraba el telescopio automáticamente para compensar la rotación de la Tierra,

posibilitando así el estudio una determinada estrella durante un mayor tiempo.

Desafortunadamente, Airy descubrió que debido a un diseño inadecuado del lazo de control

realimentado se introducían oscilaciones bruscas en el sistema. Así el fue el primero en

discutir la inestabilidad de los sistemas en lazo cerrado, y el primero en usar ecuaciones

diferenciales en su análisis.

La teoría de las ecuaciones diferenciales estaba por aquel entonces bien desarrollada,

debido al descubrimiento del cálculo infinitesimal (I. Newton (1642-1727), G. W. Leibniz

(1646-1716), J. F. Riccati (1676-1754), etc). El uso de la ecuación diferencial en el análisis

de sistemas dinámicos fue establecido por J. L. Lagrange (1736-1813) y W. R. Hamilton

(1805-1865).

El primer trabajo sobre análisis matemático de sistemas de control se realizó mediante

el uso de ecuaciones diferenciales. J. C. Maxwell analizó la estabilidad del regulador “flyball”

de Watt [Maxwell 1868]. Su técnica consistía en linealizar las ecuaciones diferenciales del

movimiento para encontrar la ecuación característica del sistema. El estudió el efecto de los

parámetros del sistema sobre la estabilidad y mostró que el sistema es estable si las raíces

de la ecuación característica tienen parte real negativa.

Asimismo, el ruso I. I. Vyshnegradsky en 1877 independientemente de Maxwell también

analizó la estabilidad de reguladores usando ecuaciones diferenciales. Por ello, a Maxwell y

a Vyshnegradsky se les considera los fundadores de la la teoría de control de sistemas.

E. J. Routh aportó una técnica numérica para determinar cuando una ecuación

característica tiene raíces estables [Routh 1877]. En 1893, A. B. Stodola estudió la

regulación de una turbina de agua usando las técnicas de Vyshnegradsky. También modeló

las dinámicas del actuador e incluyó el retardo de los mecanismos de actuación en su
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análisis. Fue el primero en mencionar la noción de constante de tiempo del sistema. Sin

conocer el trabajo de Maxwell y Routh el propuso el problema de determinar la estabilidad

de la ecuación característica a A. Hurwitz quién lo resolvió en 1895 [Hurwitz 1895].

Otra aportación fundamental a la teoría de control fue realizada por A. M. Lyapunov, que

estudió en 1892 la estabilidad de ecuaciones diferenciales no lineales usando una noción

generalizada de energía [Lyapunov 1892]. Desafortunadamente, aunque su trabajo fue

aplicado y continuado en Rusia, su elegante teoría no llegó a Occidente hasta 1960.

0.2.3 Periodo clásico de la automática
El análisis matemático de los sistemas de control había sido realizado hasta la fecha

usando ecuaciones diferenciales en el dominio temporal. Durante los años 20 y los años 30,

en los laboratorios de la compañía Bell Telephone, los trabajos en el dominio de la

frecuencia realizados entre otros por P. S. Laplace (1749-1827), J. Fourier (1768-1830) y A.

L. Cauchy (1789-1857) fueron aplicados a las telecomunicaciones.

Un problema fundamental para el desarrollo de las líneas telefónicas era la necesidad

de amplificar periódicamente la señal de voz. Desafortunadamente, si esta amplificación no

se realiza cuidadosamente, se amplifica tanto el ruido como la voz. Para disminuir la

distorsión en estos amplificadores H. S. Black demostró en 1927 la utilidad de la

realimentación negativa [Black 1934]. El problema de diseño consistía en introducir un

desplazamiento de fase en las frecuencias adecuadas del sistema. La teoría de

regeneración para el diseño de amplificadores estables fue desarrollada por H. Nyquist

[1932], quién enunció el conocido como criterio de estabilidad de Nyquist sobre el diagrama

polar de una función compleja. H. W. Bode en 1938 fue el primero en usar diagramas de

magnitud y de fase de una función compleja [Bode 1940]. Estudió la estabilidad en lazo

cerrado utilizando las nociones de margen de fase y margen de ganancia.

Durante las Guerras Mundiales se produjo un importante desarrollo de los sistemas de

control realimentados. Se construyeron buques cada vez más sofisticados. Un problema

militar importante era el control de los movimientos propios de los buques y la fijación

automática de su rumbo. En 1910, E. A. Sperry inventó el giróscopo, que utilizó en la

estabilización y fijación de rumbo de los buques, y posteriormente en el control de aviones.

En 1922 N. Minorsky  introdujo su controlador de tres términos para la fijación de rumbo de

los buques, fue el primero en usar el controlador proporcional integral derivativo (PID).

Además estudió efectos no lineales en los sistemas en lazo cerrado.
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Otro problema militar importante durante este periodo era la fijación precisa de objetivos

para armas ubicadas en barcos y aviones. Con la publicación en 1934 del libro “Teoría de

Servomecanismos” de h. L. Házen, se inició el uso de la teoría de control mecánica en este

problema. En su libro, Házen acuño el término servomecanismo, que implicaba una relación

maestro-esclavo en los sistemas.

En 1940 se creó el denominado como “Laboratorio de Radiación” en el Instituto

Tecnológico de Massachusetss (MIT) para estudiar problemas de control y de procesado de

la información asociados con el radar. Muchos de los trabajos sobre teoría de control

durante la década de los 40 surgieron de este laboratorio.

En 1941 A. C. Hall reconoció los efectos derivados de ignorar el ruido en el diseño de

los sistemas de control. Se dio cuenta que la tecnología basada en el dominio de la

frecuencia desarrollada en los Laboratorios Bell podía ser empleada en prevenir los efectos

del ruido, y usó esta aproximación al diseño de sistemas de control para un radar

aerotransportado. Este éxito demostró concluyentemente  la importancia de las técnicas del

dominio de la frecuencia en el diseño de sistemas de control.

Por otra parte, W. R. Evans presentó su técnica del lugar de las raíces [Evans 1948], la

cual aportaba una forma directa de determinar la posición en el plano s de los polos en lazo

cerrado. Durante la década de los 50, muchos trabajos de control estuvieron centrados en el

plano s, y en como obtener respuestas temporales adecuados de la salida de un sistema en

lazo cerrado en término del tiempo de subida, sobreelongación, etc.

Durante este periodo, también se introdujeron técnicas estocásticas para teoría de

control y teoría de comunicación. En el MIT en 1942, N. Wiener analizó los sistemas de

procesado de la información usando modelos de procesos estocásticos. Trabajando en el

dominio de la frecuencia, desarrolló un filtro óptimo estadístico para señales continuos

estacionarias que mejoraba la relación señal/ruido en un sistema de comunicación. El ruso

A. N, Kolmogorov en 1941 proporcionó una teoría para procesos estocásticos estacionarios

discretos [Kolmogorov 1941].

En conclusión en este periodo clásico de la Automática predominaron las técnicas de

diseño de control en el dominio de la frecuencia que disponían de suministraron una gran

intuición y garantizaban soluciones a los problemas de diseño. Estas herramientas fueron

aplicadas usando cálculos manuales, o mayormente reglas de actuación junto con técnicas

gráficas.
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La aproximación en el dominio de la frecuencia era apropiada para sistemas lineales

invariantes en el tiempo. Además era mejor usarla en el caso de sistemas de una entrada-

una salida (SISO), ya que su aplicación a sistemas de multiples entradas-multiples salidas

(MIMO) se tornaba bastante tediosa.

Esta teoría tuvo algunos éxitos con sistemas no lineales. Usando las propiedades de

rechazo del ruido de las técnicas del dominio de la frecuencia, un sistema de control puede

ser diseñado para que sea robusto a variaciones en los parámetros del sistema, y para tener

en cuenta (medir) errores y perturbaciones externas. Así, las técnicas clásicas puede ser

utilizadas sobre la versión linealizada de un sistema no lineal.

Las técnicas del dominio de la frecuencia pueden ser también aplicadas a sistemas con

no linealidades sencillas usando la aproximación de la función descriptiva, la cual se basa

en el criterio de Nyquist. Esta técnica fue usada por primera vez por J. Groszkowski en el

diseño de transmisores de radio antes de la Segunda Guerra Mundial y fue formalizada en

1964 por J. Kudrewicz.

Desafortunadamente, utilizando la suposición de linealidad y tratando un par de

transmisión SISO a la vez no es posible diseñar sistemas de control para sistemas

multivariables fuertemente no lineales, como los que aparecen en las aplicaciones

aeroespaciales.

0.2.4 Periodo Moderno de la Automática
Con la llegada de la era espacial, los diseños de control abandonaron las técnicas en el

dominio de la frecuencia y volvieron a las técnicas de ecuaciones diferenciales de finales del

siglo XIX, las cuales se desarrollaban en el dominio del tiempo.

En la Unión Sovietica, siguiendo las ideas de Lyapunov hubo una gran actividad en el

diseño de controles no lineales. En 1948, Ivachenko había investigado el principio del

control del relé, donde la señal de control es conmutada discontinuamente entre valores

discretos. En 1955, Tsypkin utilizó el plano de fase para el diseño de controles no lineales.

Por su parte, V. M. Popov introdujo el criterio del círculo para el análisis de estabilidad no

lineal [Popov 1961]. Toda esta actividad, condujo en 1957 a que la Unión Soviética fuese la

primera nación en lanzar un satélite (Sputnik) al espacio. Además tuvo su reconocimiento

internacional con la celebración en Moscú en 1960 de la primera conferencia de la

recientemente creada IFAC (International Federation of Automatic Control).
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Por aquella época, existía una fuerte rivalidad de los Estados Unidos con la Unión

Soviética, por ello el lanzamiento del Sputnik produjo una tremenda actividad en el diseño de

controles automáticos en los Estados Unidos. En 1957, R. Bellman aplicó programación

dinámica al control óptimo de sistemas discretos, demostrando que la dirección natural para

resolver problemas de control óptimo es haciéndolo hacia atrás en el tiempo. Su

procedimiento, resultaba en un esquema en lazo cerrado generalmente no lineal.

Hacía 1958, L. S. Pontryagin había desarrollado su principio del máximo como una

generalización de la mecánica hamiltoniana, el cual resolvía problemas de control óptimo

usando el cálculo de variaciones desarrollado por L. Euler (1707-1783). Pontryagin resolvió

el problema del tiempo mínimo, derivando como control óptimo una ley de control del tipo

relé on/off.

En 1960, se publicaron tres trabajos fundamentales de R. Kalman. El primero de estos

[Kalman y Bertram 1960] trataba sobre control en el dominio del tiempo de sistemas no

lineales y utilizaba las ideas de Lyapunov, dándolas a conocer a Occidente. El segundo

[Kalman 1960a] discutía el control óptimo de sistemas, aportando las ecuaciones de diseño

para el regulador cuadrático lineal (LQ). El tercer trabajo [Kalman 1960b] discutía la teoría

de estimación y filtrado, y aportaba las ecuaciones de diseño del filtro discreto2 de Kalman.

En el periodo de un año gracias a los trabajos de Kalman, las principales limitaciones de

la teoría de control clásica fueron superadas y nuevas herramientas teóricas fueron

presentadas. En definitiva, 1960 marcó el comienzo de la era del control moderno.

Con las ideas aportadas por Kalman, el programa espacial de los Estados Unidos

experimentó un fuerte desarrollo. Por ejemplo, el primer módulo que aterrizó en la Luna

usaba un filtro de Kalman en su sistema de navegación.

Los puntos claves del trabajo de Kalman son los siguientes:

 Es una aproximación en el dominio del tiempo válida no solo para sistemas

invariantes en el tiempo sino también para sistemas variantes con el

tiempo y sistemas no-lineales.

                                                          
2 El filtro continuo de Kalman fue desarrollado en [Kalman y Bucy 1961].
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 Al trabajar con algebra lineal y matrices los sistemas MIMO podían ser

fácilmente tratados.

 Usó el concepto de estado interno de un sistema; es decir, utilizó la

representación interna de un sistema y no únicamente la representación

externa (entrada-salida).

 Introdujo las ideas de controlabilidad y observabilidad.

La teoría de Kalman aportaba soluciones óptimas que conducían a sistemas de control

que garantizaban unas determinadas especificaciones. Estos controles eran obtenidos

directamente mediante la resolución de complicadas ecuaciones matriciales no lineales, las

cuales generalmente tenían una solución única. En contraste, las técnicas clásicas en el

dominio de la frecuencia aportan unas herramientas formales, típicamente herramientas

gráficas, para el diseño de sistemas de control que no tenían una solución única.

En 1962, Rosenbrock establece las ideas básicas del control modal, en el cual el criterio

de diseño es la colocación de los polos en lazo cerrado del sistema en posiciones

especificadas. Más tarde en 1967, Wonham establece las relaciones entre el problema de

control modal y la controlabilidad de la representación. Asimismo Luenberguer descompone

el problema de control en dos etapas: En la primera etapa se calcula el control como si el

estado fuese accesible y en la segunda se busca un medio de estimar dicho estado a partir

del conocimiento de la salida del sistema, tarea a la que aporta su teoría de observadores

que había desarrollado en 1964.

En la década de los 60 se produjeron grandes avances en el desarrollo de las

computadoras digitales, que son necesarias en los controles modernos por dos motivos. En

primer lugar, se necesitan para resolver las ecuaciones de diseño matriciales que permiten

obtener la ley de control. Esto se realiza de forma off-line (fuera de línea) durante el proceso

de diseño. En segundo lugar, puesto que las leyes de control optimas y los filtros son

generalmente variantes con el tiempo, las computadoras son necesarias para implementar

sobre los sistemas los esquemas de control moderno y filtrado.

Los sistemas de control que son implementados con computadores digitales deben ser

formulados en tiempo discreto. Por tanto, el desarrollo en esta época de la teoría de control

digital ([Jury 1960], [Kuo 1963]) fue algo natural.

La idea de usar computadores digitales para el control de procesos industriales también

surgió durante este periodo. Los trabajos serios comenzaron en 1956 con el proyecto de
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colaboración entre TRW y Texaco, que resultó en un sistema controlado por computador

que fue instalado en la refinería de Port Arthur en Texas en 1959. El desarrollo de reactores

nucleares durante la década de los 50 fue una motivación muy importante para explorar el

control de procesos industriales y su instrumentación. En 1970, con los trabajos entre otros

de K. Aström [Aström 1970], la importancia de los controles digitales en los procesos fue

firmemente cimentada.

Con toda su potencia y ventajas, el control moderno también tenía algunas carencias. El

comportamiento garantizado que se obtenía tras resolver las ecuaciones de diseño

matriciales significaba que a menudo era posible diseñar un sistema de control que trabajara

en la teoría sin precisar de ninguna intuición ingenieril sobre el problema. Por el contrario,

las técnicas en el dominio de la frecuencia requieren de bastante intuición.

Otro problema es que un sistema de control moderno con algunas dinámicas del

compensador puede dejar de ser robusto frente a perturbaciones, dinámicas no modeladas

y ruido de medida. Por otra parte, la robustez es implementada en la aproximación del

dominio de la frecuencia usando nociones tales como margen de fase y margen de

ganancia.

Por tanto, en la década de los 70, especialmente en Gran Bretaña hubo gran actividad

en intentar extender las técnicas en el dominio de la frecuencia y del lugar de las raíces a los

sistemas multivariables. Esto condujo a Rosenbrook a introducir el concepto de dominanza

diagonal con el que se busca reducir, no eliminar, la interacción en un sistema, y que se

plasma en su método de diseño con el diagrama inverso de Nyquist multivariable.

En la misma dirección se realiza un gran esfuerzo para generalizar los conceptos propios de

la respuesta en frecuencia a los sistemas multivariables, tarea en la que los trabajos de

Owens, Kouvaritakis y McFarlane, bajo enfoques distintos, juegan un papel relevante, sin

olvidar los desarrollos de Rosenbrock sobre las relaciones de estas formulaciones y las del

espacio de estados.

Uno de los principales defensores de las técnicas clásicas aplicadas a sistemas

multivariables fue I. Horowitz, cuya teoría de realimentación cuantitativa (QFT) [Horowitz

1963] permitía obtener controladores robustos trabajando sobre el diagrama de Nichols.

También por esta época aparecieron dos nuevas técnicas de control, el control

adaptativo [Aström 89] y el control predictivo basado en modelos (M.B.P.C) [García 89]. El

control adaptativo es un tipo especial de sistema de control no lineal que puede alterar sus
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parámetros para adaptarse a un medio ambiente cambiante. Los cambios en el medio

ambiente pueden representar variaciones en la dinámica del proceso o cambios en las

características de las perturbaciones. Por su parte bajo el nombre control predictivo basado

en modelos (M.B.P.C) se agrupan una diversidad de familias de estrategias de control que

hacen uso explícito de un modelo del proceso para predecir el valor de la variable controlada

durante un horizonte de tiempo.

También a comienzos de los 70 nació el control inteligente con técnicas tales como:

lógica borrosa, redes neuronales, mecanismos de aprendizaje, tolerancia a fallos, etc. El

control inteligente intenta sistematizar analíticamente sistemas de control con capacidades

semejantes a la interacción del hombre con el entorno sobre el que actúa.

Desde los primeros años de la década de los ochenta se ha vuelto a considerar de

nuevo el dominio frecuencial, hecho motivado principalmente por el control robusto y la

teoría H∞, con las aportaciones de Doyle, Glover, y Francis entre otros [Dorato, 87].

En 1981 J. Doyle and G. Stein mostraron la importancia de los diagramas del valor

singular frente a la frecuencia en el diseño multivariable robusto. Usando estos diagramas,

muchas de las técnicas clásicas del dominio de la frecuencia pueden ser incorporadas

dentro de los diseños modernos. Este trabajo fue aplicado al control de aviones y al control

de procesos por M . Athans entre otros.

A finales de los ochenta surgió un interés creciente por los temas de modelado e

identificación [Ljung 87], se pretendía afrontar directamente los problemas que planteaban

las inexactitudes de las representaciones matemáticas de las plantas industriales.
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1.1 INTRODUCCION
El primer paso en el estudio de un sistema físico es el desarrollo de una representación

o modelo del mismo. Un modelo es una idealización del sistema físico, usado para reducir el

esfuerzo de cálculo en el análisis y diseño del sistema. El modelo se desarrolla de forma que

represente adecuadamente al sistema.

Al desarrollar un modelo para un sistema físico, ciertos parámetros y variables del

sistema o relaciones entre sus componentes se pueden despreciar. Sin embargo, se debe

de tener cuidado de no despreciar parámetros o relaciones que son cruciales para la

precisión del modelo. Esto implica que un sistema físico pueda tener modelos diferentes

dependiendo de la aplicación del modelo. Por ejemplo, un transistor tiene diferentes

modelos dependiendo de la amplitud y frecuencia de la señal aplicada. Generalmente, se

elige un modelo que resulte simple y que, al mismo tiempo, describa adecuadamente la

conducta del sistema.

Los modelos se pueden dar en varias formas y con diferentes grados de formalismo

matemático dependiendo del grado de sofisticación necesarios. Así, se pueden usar

modelos mentales, como los usados en la vida diaria, sin ningún formalismo matemático.

Por ejemplo este es el caso del modelo usado cuando se conduce un automóvil (“al girar el

volante el automóvil gira” o “al pisar el freno el automóvil reduce la velocidad”).

Para ciertas aplicaciones, la descripción del sistema se puede hacer mediante modelos

gráficos y tablas numéricas. Por ejemplo, un sistema lineal se puede describir mediante su

diagrama de Bode o las gráficas de respuesta a un impulso o a un escalón.

Para aplicaciones más avanzadas necesitan modelos que describan las relaciones

entre sus variables y componentes en término de expresiones matemáticas como
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ecuaciones diferenciales o en diferencias, es decir, usar modelos matemáticos.

Dependiendo del tipo de ecuaciones diferenciales o en diferencias usadas, estos modelos

matemáticos serán continuos o discretos, lineales o no lineales, deterministas o

estocásticos, etc.

Los modelos matemáticos se pueden obtener de dos formas distintas pero no

excluyentes:

 Modelización matemática. Es un método analítico que usa las leyes físicas (como

las leyes de Newton o las leyes de Kirchoff) para describir la conducta dinámica

del proceso. El modelado depende totalmente de la aplicación y a menudo tiene

sus raíces en la tradición y en las técnicas específicas del área de aplicación.

Generalmente, supone considerar el sistema dividido en subsistemas cuyas

propiedades son conocidas de experiencias anteriores y de los que se tienen

modelos matemáticos. El modelo del sistema completo se obtiene uniendo

matemáticamente los modelos de los subsistemas considerados.

 Identificación de sistemas. Este es un procedimiento experimental. En este

método se tienen que realizar algunos experimentos sobre el sistema; un modelo

del sistema es obtenido a partir de los datos registrados en los experimentos,

estimando valores numéricos de los parámetros del modelo.

Hay dos procedimientos de modelado y análisis de sistemas lineales usados

habitualmente: el procedimiento de la función de transferencia o del dominio frecuencial, y el

procedimiento en el espacio de estados.

El método en el espacio de estados puede resultar novedoso a ingenieros

acostumbrados a pensar en términos de funciones de transferencia. Pero es una forma

natural de representación de sistemas dinámicos para matemáticos y físicos.

La representación en el espacio de estados facilita la aplicación de algoritmos de diseño

asistido por ordenador. Además, se observan más fácilmente algunos desarrollos teóricos

de control óptimo, estimación y la relación entre variables internas y variables externas de

entrada y salida. Asimismo, el estudio de sistemas de control con más de una entrada y/o

más de una salida es más fácilmente tratable en el espacio de estados.

En este tema se estudian la representación en el espacio de estados de sistemas

continuos y la resolución de las ecuaciones diferenciales de estado A continuación se

enuncian dos propiedades propias de este tipo de representación: la controlabilidad y la
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observabilidad. La parte final del tema se dedica al diseño de sistemas de control en el

espacio de estados, en concreto al diseño mediante la ubicación de polos y al diseño de

observadores.

1.2 REPRESENTACION EN EL ESPACIO DE ESTADOS DE

SISTEMAS CONTINUOS

La noción de estado de un sistema dinámico es una noción fundamental en física. La

premisa básica de la dinámica newtoniana es que la evolución futura de un proceso

dinámico está completamente determinada por su estado actual. Esta premisa sirve como

base para una definición abstracta del estado de un sistema dinámico.

Definición: El estado de un sistema dinámico es un conjunto de cantidades físicas,

cuyas especificaciones (en ausencia de excitación externa) determina completamente la

evolución del sistema.

Un sistema continuo SISO1 invariante en el tiempo se puede representar por un modelo

lineal descrito mediante una ecuación diferencial ordinaria de coeficientes constantes de

orden n de la forma:
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donde u(t) es la entrada del sistema en el instante t e y(t) es la correspondiente salida del

sistema en ese mismo instante.

El comportamiento del sistema se describe mediante su función de transferencia G(s)

que se obtiene al aplicar la transformada de Laplace sobre la ecuación (1.1) considerando

condiciones iniciales nulas:
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La forma de la respuesta temporal del sistema está determinada por la localización de

los ceros y los polos de la función de transferencia G(s).

                                                          
1 SISO (Simple Input - Simple Output) es el acrónimo inglés que se utiliza para designar a los sistemas que
poseen una sola entrada y una única salida.



TEMA 1: Modelos de sistemas continuos

18

La representación en el espacio de estados de este sistema es un conjunto de n

ecuaciones diferenciales de primer orden, que se pueden agrupar en una ecuación

diferencial vectorial de la forma:

)(·)(·)( tubtxAtx +=& (1.3)

donde x es el vector de estados de dimensión n x 1, A es una matriz constante de dimensión

n x n y b es un vector constante de dimensión n x1.

La ecuación de salida asociada, con n>m es:

)(·)( txCty =       (1.4)

donde C es una matriz de dimensión 1 x n.

En el caso que n=m la ecuación de salida toma la forma:

)(·)(·)( tudtxCty +=         (1.5)

donde d es una constante.

En la Figura 1.1 se muestra la representación en diagramas de bloques del sistema

descrito por las ecuaciones (1.3) y (1.4).

b

A

C+ ∫)(tx& )(tx)(tu )(ty

Figura 1.1: Diagrama de bloques del modelo en variables de estado de un sistema continuo.

La solución de las ecuaciones diferenciales (1.3) requiere el conocimiento de las

condiciones iniciales del sistema, es decir, el valor del vector de estados x0=x(t0) en el

instante inicial.
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A partir de las ecuaciones (1.3) y (1.4) o (1.5) es posible obtener la función de

transferencia G del sistema:

[ ] dbAIsCsG +−= −1··)( (1.6)

A la matriz [s·I-A]-1 se le suele representar con el símbolo Φ(s) y se le denomina matriz

resolvente. Es la transformada de Laplace de la matriz de transición de estados que se verá

a continuación. La ecuación (1.5) pone de manifiesto el hecho de que los polos de la función

de transferencia son iguales a los autovalores de la matriz A.

Para sistemas invariantes MIMO2 el modelo en el espacio de estados es:
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Si el sistema tiene r entradas y m salidas, entonces:

• u(t) es el vector de entradas de dimensión r x 1.

• y(t) es el vector de salidas de dimensión m x 1.

• A es la matriz que describe la dinámica del sistema de dimensión n x n.

• B es la matriz de entrada de dimensión n x r.

• C es la matriz de salida de dimensión m x n.

• D es la matriz de alimentación directa de dimensión m x r.

Modelos equivalentes MIMO se pueden desarrollar en la forma de una función de

transferencia matricial, cuyos elementos son las funciones de transferencia de las

componentes individuales de los vectores de entrada y salida.
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2 MIMO (Multiple Input -Multiple Output) es el acrónimo inglés que se utiliza para designar a los sistemas que
poseen varias entradas y varias salidas.
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Por lo general este modelo es bastante voluminoso, por lo que se prefiere usar el

modelo en el espacio de estados.

Para sistemas variables con el tiempo también se usan modelos en el espacio de

estados pero suponiendo que las matrices que definen la estructura del sistema son función

del tiempo:

)()·()()·()(
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(1.9)

Para este tipo de sistemas los métodos de la transformada de Laplace no suelen

aplicarse.

♦ Ejemplo 1.1: Masa con resorte y amortiguamiento sobre móvil

Sobre un móvil (ver Figura 1.2) que se mueve con una aceleración u(t) se sitúa una masa m sujeta a

la pared del móvil por un muelle de constante de elasticidad k y un amortiguador de coeficiente de

amortiguación b.

)(tu

)(ty
m

b

k

Figura 1.2: Masa con resorte y amortiguamiento sobre móvil

Para este sistema la variable de entrada es la aceleración u(t) y la variable de salida es el

desplazamiento y(t).

La ecuación del movimiento de este sistema se obtiene aplicando la segunda ley de Newton:

amF ·=

Donde F es la suma de todas las fuerzas aplicadas a cada cuerpo en el sistema, m es la masa del

cuerpo y a es el vector aceleración de cada cuerpo.

En este sistema las fuerzas que están actuando son las correspondientes al muelle y al amortiguador,

que actúan en la dirección horizontal:



Apuntes de Automática II

21

dt
dybykF ·· −−=

La aceleración total es:
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dt

tyda −=

Con lo que la ecuación del movimiento es:
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Tomando la transformada de Laplace con condiciones iniciales nulas sobre la ecuación anterior:

)()(·)(·)(· 2 smUsYkssYbsYsm =++

Luego la función de transferencia tendrá la siguiente forma:
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Si se definen las siguientes variables de estado:

dt
dyxyx == 21

Entonces la ecuación de estados que describe las dinámicas del sistema es:
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Y la ecuación de salida es:

( ) 







=

)(
)(

·01)(
2

1

tx
tx

ty

Fácilmente se comprueba que aplicando la expresión (1.5) se obtiene la función de transferencia

G(s).

♦ 
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♦ Ejemplo 1.2: Red eléctrica RLC

Se considera la red eléctrica RLC de la Figura 1.3. La variable de entrada es la tensión aplicada u=vs

y la de salida es la intensidad de corriente por la resistencia R, es decir, y=i1. Como variables de

estado se pueden elegir la caída de tensión x1 =vc en el condensador C y la corriente x2=i2 a través de

la inductancia L.

+
-
+
-)(tvs

)(tvcC

R

L

)(1 ti )(2 ti

Figura 1.3: Red eléctrica RLC

Aplicando las leyes de Kirchoff a este circuito se obtienen las siguientes expresiones:
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Operando sobre estas expresiones se obtienen las ecuaciones de estado:
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En forma matricial:
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La ecuación de salida es:
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1
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Este caso se corresponde con el indicado en la ecuación (1.5).

La función de transferencia G(s) se obtiene aplicando la ecuación (1.6):
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♦ 

♦ Ejemplo 1.3: Motor de corriente continua excitado por separado
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Figura 1.4: Diagrama esquemático del motor de corriente continua excitado por separado

En la Figura 1.4 se representa un diagrama esquemático de un motor de corriente continua. En dicha

figura Ra y La representan la resistencia y la inductancia de la armadura. eb(t) representa la fuerza

contra-electromotriz debida a la rotación de los conductores de la armadura en el campo magnético.

Análogamente, Rf y Lf indican la resistencia y la inductancia de la bobina del campo. Las

no-linealidades y la dependencia de los parámetros con el tiempo de estas bobinas se han

despreciado.

Se supone que la bobina del campo (el estator) está conectada a una fuente de voltaje constante y la

bobina de la armadura (el rotor) está conectada a una fuente de voltaje variable v(t). De esta forma, la

intensidad de campo ef se puede considerar constante. El voltaje ea(t) puede variar para cambiar la

velocidad angular ω(t) del rotor.
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El flujo magnético de la bobina del campo es una constante cuando if se supone constante. El torque

Tr con el eje del motor es proporcional a ia por una constante Km del motor.

amr iKT ·=

El voltaje eb(t) generado como resultado de la rotación, es proporcional a la velocidad de rotación del

eje ω, por una constante Kg
3 del generador:

)(·)( tKte gb ω=

Aplicando las leyes de Kirchoff al circuito de la armadura se obtiene:

)()(·
)(

·)( tetiR
dt

tdi
Lte baa

a
aa ++=

El torque del rotor Tr(t) y la velocidad angular están relacionados mediante la segunda ley de Newton

de la dinámica:

)(·)(·)()( tc
dt

tdJtTtT dr ωω
++=

Donde Td(t) es el torque de la carga en el eje del rotor, c es la constante de rozamiento viscoso y J es

el momento de inercia de la carga.

Combinando estas ecuaciones se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales con

coeficientes constantes:
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ωω

ω

Estas ecuaciones se pueden escribir en la forma matricial de ecuaciones de estado:
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3 En unidades consistentes, Km es igual a Kg, pero en algunos casos la constante motor-torsión viene dada en
otras unidades, como onzas-pulgadas por amperes, y la constante del generador debe de expresarse en unidades
de voltios por 1000 rpm.
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Si se considera como salida del sistema la velocidad de rotación del motor, entonces la ecuación de

salida es:

( ) 
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·10
t
ti

y a

ω

Si las variables de salida son el torque desarrollado por el eje del rotor y la velocidad de rotación,

entonces se tiene como ecuación de salida:
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La función de transferencia matricial es:
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Operando se obtiene:
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1.3 TRANSFORMACIÓN DE VARIABLES DE ESTADO
La representación en variables de estado no es única. De hecho, hay un número infinito

de posibles elecciones de las variables de estado para representar al mismo sistema físico.

Es posible pasar de una definición particular del vector de estados x a otra definición x’

mediante una transformación lineal de la forma:

xTx ·=′ (1.10)

Donde T es una matriz no singular de dimensión n x n, de forma que siempre se puede

hacer la transformación inversa:
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xTx ′= − ·1 (1.11)

Las matrices A, B, C y D de la representación original del sistema en variables de

estado se transforman ahora en las matrices A’, B’, C’ y D’. Para obtener sus expresiones se

va a suponer que T es constante, en caso contrario, habría que incluir su derivada en las

expresiones a deducir. Se sustituye en (1.7) x por (1.11) con lo que se obtiene:

uDxTCy
uBxTAxT

···
····

1

11

+′=

+′=′
−

−− &
(1.12)

O equivalentemente:

uDxTCy
uBTxTATx

···
·····

1

1

+′=

+′=′
−

−&
(1.13)

Que ya está en la forma normal:

uDxCy
uBxAx
··
··
′+′′=

′+′′=′&
(1.14)

Luego comparando (1.14) con (1.13) se obtienen las siguientes expresiones:

DDTCC
BTBTATA

=′=′

=′=′
−

−

1

1

·
···

(1.15)

En el lenguaje del álgebra matricial se dice que la matriz A’ de la dinámica del sistema

transformado es similar a la matriz A de la dinámica del sistema original. Un hecho bien

conocido del álgebra matricial es que matrices similares tienen el mismo polinomio

característico. Ello supone que la función de transferencia entre las variables de entrada y

de salida no dependen de la definición del vector de estados.

♦ Ejemplo 1.4: Masas acopladas mediante un muelle

Las ecuaciones  del movimiento de las masas m1 y m2 acopladas mediante un muelle (ver Figura 1.5)

y que se desplazan en una dirección son:
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1u 2u

1x

2x

1m 2m

Figura 1.5: Masas acopladas mediante un muelle
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&&

donde u1 y u2 son las aceleraciones asociadas a las fuerzas aplicadas externamente y K es la

constante del muelle.

Si se definen como variables de estado a:

Txxxxx ][ 2121 &&=

las matrices que definen las ecuaciones de estado son:
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Sin embargo, muchas veces es mejor definir el movimiento de este sistema en función del

movimiento del centro de masas xc y de la diferencia entre las posiciones de las dos masas δ:

21

212
2

1
1

xx

mmMx
M
mx

M
mxc

−=

+=+=

δ

Eligiendo ahora como variables de estado a:
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T
cc xxx ][ δδ &&=′

Se comprueba que la matriz de transformación entre las dos representaciones es:
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Luego las matrices del sistema transformado son:
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♦ 

1.4 FORMAS CANÓNICAS
La elección de las variables de estado va a depender de la aplicación en concreto. Así,

en aplicaciones donde es necesaria la realimentación es preferible elegir como vector de

estados a un conjunto de variables físicas que pueden medirse directamente. Pero también

suelen utilizarse representaciones que simplifiquen la estructura de las matrices A, B y C,

tales como las formas canónicas controlable y observable, o la forma canónica de Jordan.

1.4.1 Forma canónica controlable
Si se considera un sistema SISO su representación en variables de estado en la forma

canónica controlable se puede generar directamente de la función de transferencia (1.2) o

de la ecuación diferencial (1.1) y tiene la siguiente expresión:
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(1.16)

Cuya representación en diagrama de bloques es la que se muestra en la Figura 1.6

∫u

y

mb

∫ ∫∫

1b 0b

1−na

+

+ +

1a

+

0a

−

+ nx& nx 1x& 1x

Figura 1.6: Diagrama de bloques de la representación en variables de estado en la forma canónica

controlable.

En el caso en que m=n la ecuación de salida toma la forma:

)(·)(]·0...0...[)( 10 tubtxbbty nn += − (1.17)

En este caso el diagrama de bloques de la Figura 1.6 se debe modificar para incluir el

término bn·u(t).

El nombre de forma controlable corresponde al hecho de que si una representación

no-mínima4 se pone en esta forma entonces la representación será controlable pero no

observable.

                                                          
4 Representación no-mínima: Representación en variables de estado de orden mayor al orden de la ecuación
diferencial que describe al sistema.
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♦ Ejemplo 1.5:

Para un sistema de segundo orden descrito por la ecuación diferencial:

)(·)(·)(·)(···2)( 2
2

2

tu
dt

tduty
dt

tdy
dt

tyd
nn βαωωδ +=++

Cuya función de transferencia es:

22 ···2
·)(

nn ss
ssG

ωωδ
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++
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=

u

y

∫ ∫

α β

+

nωδ ··2

+

2
nω

−

+ 1x& 1x2x& 2x

Figura 1.7: Forma canónica controlable para un sistema de segundo orden.

La representación en la forma canónica observable es:
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En la Figura 1.7 se muestra el diagrama de bloques para este sistema.

♦ 
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1.4.2 Forma canónica observable
La forma canónica observable recibe su nombre por una razón análoga a la de la forma

controlable. Para una representación mínima la forma observable tiene la forma:
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(1.18)

En el caso de que n=m la ecuación de salida toma la forma:

)(·)(]·0...01[)( 0 tugtxty += (1.19)

∫

u

y
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1g 0g

1−na

+

1a

+

0a

−

+ nx& nx 1x& 1x

2−na

+

+

1−ngng

++

Figura 1.8: Diagrama de bloques de la representación en variables de estado en la forma canónica

observable.

En la Figura 1.8 se muestra el diagrama de bloques para la forma canónica observable.

Los elementos gi de la matriz B provienen del desarrollo en serie de Laurent5 en el origen

s=0 de G(s)

                                                          
5 Las series de Laurent son objeto de estudio en los libros de Variable Compleja, como por ejemplo: Variable
Compleja y aplicaciones. R. V. Churchill & J. W. Brown. Ed. McGraw-Hill
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k
k sgsgsggsgsG (1.20)

y se obtienen resolviendo la siguiente integral compleja (recuérdese que dis ωσ ·+=  es una

variable compleja) sobre cualquier contorno C cerrado simple, orientado en sentido

antihorario, en torno del origen:

∫=
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k
k ssG

i
g )·(·

··2
1
π

(1.21)

En el caso que m<n entonces g0=0, además para una G(s) dada en la forma (1.2) existe

una expresión alternativa6 para calcular los coeficientes gi:
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(1.22)

Por otra parte si se compara la forma controlable (1.16) con la forma observable (1.18)

se observa que la matriz A tiene la misma forma, mientras que las matrices B y C son

distintas. Existe otra variante de la forma canónica observable7 que se caracteriza porque su

matriz A es distinta a la de (1.16), pero tiene la ventaja de que B se obtiene de forma directa

a partir de los coeficientes de la función de transferencia.

♦ Ejemplo 1.6:

La función de transferencia del Ejemplo 1.5, se puede rescribir de acuerdo con (1.2) como:

01
2

01)(
asas

bsb
sG

++
+

=

Luego 2
0101 ;··2;; nn aabb ωωδβα ==== .

El desarrollo en serie de Laurent de G(s) es:

                                                          
6 La deducción de esta expresión se puede encontrar en el libro Linear Systems. T. Kailath. Ed. Prentice-Hall.
(1980)
7 Como se puede ver por ejemplo en el libro Ingenieria de Control Moderna de K. Ogata
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2
2

1
10 ··)( −− ++= sgsggsG

En este caso n=2 y m=1 luego como m<n g0=0. Los coeficientes g1 y g2 se pueden calcular a través

de (1.22):
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Sustituyendo los valores de a1, b0 y b1 en la expresión anterior:
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Operando se obtiene:
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Luego la forma canónica observable es:
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En la Figura 1.9 se muestra el diagrama de bloques para este sistema.
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Figura 1.9: Forma canónica observable para un sistema de segundo orden.

♦ 
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1.4.3 Forma canónica de Jordan
La forma canónica de Jordan proporciona los modos desacoplados del sistema. En ella

la matriz A es una matriz diagonal cuyos valores son los autovalores λi (polos de la función

de transferencia) del sistema, si estos son distintos.

En el caso SISO la representación en variables de estado en forma canónica de Jordan

toma la siguiente expresión:
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(1.23)

Los coeficientes ci y los autovalores λi se obtienen desarrollando en fracciones simples

la función de transferencia G(s):
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+u ∫
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1λ

+
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+ ∫

nλ

1c

nc
nx

Figura 1.10: Diagrama de bloques de la representación en variables de estado en la forma canónica

de Jordan.

En la Figura 1.10 se muestra el diagrama de bloques para la forma canónica de Jordan.

Se observa claramente la separación de modos del sistema.
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♦ Ejemplo 1.7:

Para el sistema de segundo orden del ejemplo 1.5, los autovalores (polos de la función de

transferencia) son:

1·· 2
2,1 −±−= δωωδλ nn

Los correspondientes residuos están dados por:

( )
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Luego, la representación en la forma canónica de Jordan es:
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♦ 

Si lo que quiere es pasar de una representación en variables de estado cualquiera a la

forma canónica de Jordan, existen varios métodos para ello. Un método indirecto sería

calcular la función de transferencia del sistema a partir de la representación en variables de

estado original y a partir de la función de transferencia obtener la representación canónica

de Jordan.

Pero también se puede obtener  la matriz de transformación T entre las dos

representaciones, y usar la ecuación (1.10) para la transformación. Para ello hay que tener

en cuenta que la matriz A’ en la forma canónica de Jordan es una matriz diagonal formada

por los autovalores del sistema, que son invariantes a la representación elegida, con lo que

vale con calcular los autovalores de la matriz A original a partir de la ecuación:

0· =− AIλ (1.25)

También hay que tener en cuenta que en la forma de Jordan B’ es un vector de unos,

de forma que las ecuaciones de transformación son:
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BBT
TAAT

=
=

'·
·'·

(1.26)

permiten tener n2+n ecuaciones, de las cuales n2 son independientes, con lo que es posible

resolverlas para obtener los coeficientes de la matriz T. Una vez conocida T, C’ se calcula

mediante la expresión:

TCC TT ·' = (1.27)

♦ Ejemplo 1.8:

Para el sistema de segundo orden del ejemplo 1.5, los autovalores son:
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Las expresiones (1.26) quedan:
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Luego:
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♦ 

Si hay raíces repetidas, la representación canónica de Jordan sufre algunos cambios.
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♦ Ejemplo 1.9:

Si el autovalor λ1 posee una multiplicidad 3, la ecuación (1.23) toma la forma:
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Se observa en A que el bloque asociado al autovalor λ1 posee unos sobre la diagonal principal. Esto

siempre es así para modelos de sistemas SISO de dimensión mínima. No necesitan ser todos unos

para sistemas MIMO.

♦ 

Si algunos de los autovalores son pares complejos conjugados entonces la matriz de

Jordan A tendrá valores complejos en su diagonal y el vector de estados x(t) tendrá alguna

componente compleja. Para evitar esta situación se introduce la forma canónica de Jordan

modificada que mantiene la característica de separación de modos sin que aparezcan

valores complejos en la matriz A ni el vector de estados x(t).

♦ Ejemplo 1.10:

Por ejemplo, si se tiene la siguiente forma canónica:
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Una transformación de la forma:
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Lleva a una descripción del sistema mediante únicamente valores reales:
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1.5 RESOLUCION DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES DE
ESTADO

Si se considera un sistema de parámetros constantes (invariante en el tiempo). La

solución a la ecuación diferencial (1.7) está dada por la solución a la ecuación diferencial de

estados homogénea más una solución particular del sistema completo.

La ecuación diferencial de estados “homogénea” es:

)(·)( txAtx =& (1.28)

Su solución tiene la siguiente forma:

ketx tA ·)( ·= (1.29)

donde k es un vector constante y tAe ·  es la función exponencial matricial definida mediante

la serie de Taylor:
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tAtAtAIe tA (1.30)

♦ Demostración:

Para verificar la solución (1.29) se deriva x(t):
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Considerando el desarrollo en serie (1.30):

tA
tA

eAtAtAtAIAtAtAA
dt

de ·
3

3
2

2
2

32
·

·
!3

·
!2

···...
!2

·· 







++++=+++=
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Con lo que (1.31) queda:

)(···)( · txAkeA
dt

tdx tA ==

Con lo que se demuestra que (1.29) es solución de (1.28)

♦ 

Si se dan una condiciones iniciales, x(t0)=x0, el vector constante k se puede calcular

particularizando (1.29) en el instante t0:

ketx tA ·)( 0·
0 =

Despejando k:

( ) )(· 0
1· 0 txek tA −

=

Por lo tanto la solución (1.29) se puede expresar como:

( ) )(·)(··)( 0
)·(

0
1·· 00 txetxeetx ttAtAtA −−

== (1.31)

A la matriz )·( 0ttAe −  se le denomina matriz de transición de estados ya que permite

calcular el vector de estados en un instante t conocido el vector de estados en un instante t0.

La matriz de transición de estados depende únicamente de la matriz A, es decir, de la

dinámica del sistema.

Para calcular una solución “particular” de (1.7) se puede usar el método de variación de

la constante. Así dicha solución tendrá la siguiente forma:

)(·)( · tketx tA= (1.32)

donde k(t) es un vector función del tiempo que hay que determinar. Si se calcula la derivada

de (1.32):

)(·)(··)(·)(·)()( ···
·

tketkeA
dt

tdketk
dt
ed

dt
tdx tAtAtA

tA
&+=+=

Sustituyendo la expresión anterior en (1.7) se obtiene:
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)(·)(·)(·)(··)(·)(·· ···· tuBtketuBtkeAtketkeA tAtAtAtA =⇒+=+ &&

Multiplicando por la izquierda por tAe ·− :

)(··)( · tuBetk tA−=&

Luego el vector k(t) se puede obtener integrando:

∫ −=
t

t

A duBetk
inf

)·(··)( · τττ

Obsérvese que el límite inferior tinf de la integral aún no se puede especificar, puesto

que es necesario poner la solución particular junto a la solución de la ecuación homogénea

para obtener la solución completa.

La solución particular (1.32) será por tanto:

∫∫ −− ==
t

t

tAt

t

AtA duBeduBeetx
infinf

)·(··)·(···)( )·(·· ττττ ττ (1.33)

La solución completa se obtiene sumando esta solución particular a la solución de la

ecuación homogénea (1.31):

∫ −− +=
t

t

tAttA duBetxetx
inf

0 )·(··)(·)( )·(
0

)·( τττ (1.34)

Ahora si es posible determinar el valor de tinf en la integral. Para ello en la ecuación

anterior se toma t=t0:

0)·(··)·(··)(·)( 0

inf

0
0

inf

000 )·()·(
0

)·(
0 =⇒+= ∫∫ −−− t

t

tAt

t

tAttA duBeduBetxetx ττττ ττ

La integral debe ser 0 para cualquier posible valor de u(t) y ello solo es posible si tinf=t0.

Por lo tanto la solución completa de (1.7) es:

∫ −− +=
t

t

tAttA duBetxetx
0

0 )·(··)(·)( )·(
0

)·( τττ (1.35)

Esta solución a la que se denomina integral de superposición matricial, es suma de dos

términos, el primero corresponde al estado inicial x(t0) y el segundo a la entrada u(τ) en el

intervalo de tiempo [t0,t].
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Otro hecho a resaltar es que el término integral, debido a la entrada, es una integral de

convolución. Es decir, la contribución al estado x(t) debido a la entrada u(t) es la convolución

de u(t) con Be tA ·· . En este caso, la función Be tA ·· representa el mismo papel que la

respuesta a un impulso del sistema cuando la entrada es u(t) y la salida es x(t).

La salida y(t) en (1.7) se calcula sustituyendo el vector de estados x(t) por (1.35)

∫ ++= −− t

t

tAttA tuDduBeCtxeCty
0

0 )(·)·(···)(··)( )·(
0

)·( τττ (1.36)

Luego la respuesta a un impulso del sistema es BeC tA ·· )·( τ− .

En todo el desarrollo expuesto hasta aquí no se ha requerido en ningún momento que

las matrices B y C fuesen constantes. De hecho el desarrollo es válido también si B y C son

variables con el tiempo. En este caso, que se corresponde con el sistema genérico (1.9), la

solución a la ecuación diferencial variante con el tiempo, suponiendo que A y B·u son

continuos a tramos y con condiciones iniciales x(t0)=x0, es:

∫ Φ+Φ=
t

t
duBttxtttx

0

)·()·()·,()()·,()( 00 ττττ (1.37)

donde ),( 0ttΦ  es la matriz de transición de estados. Esta ecuación es la generalización de

la integral de superposición matricial.

♦ Demostración:

Para demostrar que (1.37) satisface la ecuación diferencial (1.9) se diferencia (1.37) utilizando la

regla de Leibnitz. Dicha regla tiene la siguiente expresión:

dt
tdAtAtf

dt
tdBtBtfd

t
tfdtf

dt
d tB

tA

tB

tA

)()]·(,[)()]·(,[·),()·,(
)(

)(

)(

)(

−+
∂

∂
= ∫∫ ττττ

Luego:

)()·()·,()·()·()·,()()·,()(
0

00 tutBttduBttxtt
dt

tdx t

t
Φ+Φ+Φ= ∫ ττττ&&

Sustituyendo el valor de la derivada de la matriz de transición de estados:
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)()·()·()·()·,()·()()·,()·()(
0

00 tutBduBttAtxtttA
dt

tdx t

t
+Φ+Φ= ∫ ττττ

Sacando factor común a A(t):

)()·()·()·()·,()()·,()·()(
0

00 tutBduBttxtttA
dt

tdx t

t
+



 Φ+Φ= ∫ ττττ

El termino entre corchetes es justo la forma supuesta para el vector de estados x(t), luego esta es la

solución deseada.

También se puede ver fácilmente que (1.37) satisface la condición inicial x(t0)=x0:

0000000 0·)·()·()·,()()·,()( 0

0

xxIduBttxtttx
t

t
=+=Φ+Φ= ∫ ττττ

♦ 

♦ Ejemplo 1.11:

La ecuación diferencial de una masa m a la cual se le aplica una fuerza externa F es:

m
Fx =&&

En este caso la variable de control u es la aceleración total x&& .

Si se escogen las variables de estado:

xx
xx
&=

=

2

1

Se tiene la forma en el espacio de estados:

ux
xx

=
=

2

21

&

&

Luego para este ejemplo:
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Aplicando el desarrollo en serie de Taylor (1.30) se obtiene la matriz de transición de estados:
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La serie termina tras solo dos términos.

La integral en (1.37) con t0=0 es:
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00 )·(
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1
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1
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·
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Así, la solución usando (1.37) es:
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∫
∫

t

t

du

dut

x
xt

tx
tx

0

0

2

1

2

1

)·(

)·()·(

)0(
)0(

·
10

1
)(
)(

ττ

τττ

Y operando se obtiene:

∫

∫
+=

−++=

t

t

duxtx

dutxtxtx

022

0211

)·()0()(

)·()·()0(·)0()(

ττ

τττ

Estas soluciones se podrían haber obtenido directamente de la ecuación diferencial que describe al

sistema sin usar todo el aparato en el espacio de estados que se ha desarrollado. El interés y la

utilidad de este aparato matemático se ponen de manifiesto en los casos en los que los métodos

sencillos fallan.

♦ 

La matriz de transición de estados, que es fundamental en la teoría de sistemas

dinámicos, satisface las siguientes propiedades:

1)  Verifica la misma ecuación diferencial homogénea que el vector de estados:
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),()·(
),(

0
0 tttA

dt
ttd

Φ=
Φ

(1.38)

2) Para t0=t es igual a la matriz identidad.

tItt ∀=Φ ),( (1.39)

3) Propiedad del semigrupo:

),()·,(),( 122313 tttttt ΦΦ=Φ (1.40)

Esta propiedad es una consecuencia directa del hecho que para ir de un estado a

otro el resultado final es el mismo, se siga el camino que se siga.

4) Es no singular (invertible).

000
1 ,),(),( tttttt ∀Φ=Φ − (1.41)

♦ Demostración:

A continuación se van a demostrar las cuatro propiedades indicadas para la matriz de transición de

estados:

• Primera propiedad

La ecuación homogénea para el vector de estados es:

)()·()( txtA
dt

tdx
= (d.1)

Donde la solución x(t) está dada por:

)()·,()( 00 txtttx Φ= (d.2)

La derivada de x(t), por supuesto debe satisfacer la ecuación homogénea para cualquier t y x(t). x(t0)

es un dato inicial y no una función del tiempo. Luego:

)(·
),()(

0
0 tx

t
tt

dt
tdx

∂
Φ∂

= (d.3)
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Obsérvese que se utiliza la derivada parcial porque la matriz de transición de estados es función de

dos argumentos, t y t0. Sustituyendo (d2) y (d3) en (d1) se obtiene:

)()·,()·()(·
),(

000
0 txtttAtx

t
tt

Φ=
∂

Φ∂

Como se debe de verificar para todo x(t0), se puede cancelar x(t0) en ambos lados de la ecuación,

con lo que se obtiene:

),()·(
),(

0
0 tttA

dt
ttd

Φ=
Φ

Tal y como se quería demostrar.

• Segunda propiedad

La solución de la ecuación homogénea se verifica para cualquier t y t0, incluyendo t=t0. Luego:

)()()·,()( txtxtttx ∀Φ=

Luego se concluye que:

tItt ∀=Φ ),(

Tal y como se quería demostrar

• Tercera propiedad

La ecuación diferencial homogénea para el vector de estado no solo posee una solución para

cualquier estado inicial x(t0) y cualquier intervalo de tiempo [t,t0] sino que esta solución es única.

Suponiendo la existencia y unicidad de soluciones se puede escribir:

131133 ,)()·,()( tttxtttx ∀Φ= (d.4)

Y también:

232233 ,)()·,()( tttxtttx ∀Φ= (d.5)
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121122 ,)()·,()( tttxtttx ∀Φ= (d.6)

Sustituyendo (d.6) en (d.5):

)()·,()·,()( 112233 txtttttx ΦΦ= (d.7)

Y comparando (d.7) con (d.6) se obtiene:

),()·,(),( 122313 tttttt ΦΦ=Φ

Tal y como se quería demostrar.

• Cuarta propiedad

De la propiedad segunda y tercera se tiene que:

Itttttt =Φ=ΦΦ ),(),()·,( 00

Luego operando sobre la ecuación anterior se obtiene:

000
1 ,),(),( tttttt ∀Φ=Φ −

Tal y como se quería demostrar.

♦ 

Para el caso de sistemas invariantes en el tiempo, las cuatro propiedades anteriores

toman la siguiente forma:

)(·
)(

0
0 ttA

dt
ttd

−Φ=
−Φ

(1.42)

I=Φ )0( (1.43)

)()()·( 00 tttt +Φ=ΦΦ (1.44)

)()(1 tt −Φ=Φ −      (1.45)
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También para sistemas invariantes se define la matriz resolvente:

[ ] 1·)( −−=Φ AIss (1.46)

Esta matriz ya se usó en la ecuación (1.6) al relacionar la representación en variables

de estado con la función de transferencia.

♦ Demostración:

Se va a demostrar la ecuación (1.46). Si se hace t0=0 y se toman transformadas de Laplace sobre la

ecuación:

)(·
)(

0
0 ttA

dt
ttd

−Φ=
−Φ

Se obtiene:

)(·)(·)(·)0()(· sAIsssAss Φ=−Φ⇒Φ=Φ−Φ

Y operando:

[ ] ⇒=Φ− IsAIs )(·· [ ] 1·)( −−=Φ AIss

Tal y como se quería demostrar.

♦ 

1.6 CONTROLABILIDAD Y OBSERVABILIDAD

Muchos de los conceptos en el espacio de estados se pueden ver como

reinterpretaciones de conceptos anteriores del dominio frecuencial, pero otros son

conceptos nuevos exclusivos de los métodos en el espacio de estados. Éste es el caso de

los conceptos de controlabilidad y observabilidad, que son propiedades de la representación

específica en el espacio de estados, más que del sistema en si mismo.

Las ideas de controlabilidad y observabilidad fueron introducidas por Kalman, como una

forma de explicar porque un método de diseño de compensadores para sistemas inestables

mediante cancelación de polos inestables (polos en el semiplano derecho), mediante ceros

en el semiplano derecho está condenado a fracasar aunque la cancelación sea perfecta.

Kalman demostró que de una cancelación polo-cero perfecta resultaría un sistema inestable

con función de transferencia estable. La función de transferencia, sin embargo, es de orden
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menor que el sistema, y los modos inestables o no serían afectados por la entrada

(incontrolable) o no serían visibles en la salida (inobservables).

1.6.1 Controlabilidad del estado

La controlabilidad hace referencia al efecto de las entradas sobre los estados para un

modelo del sistema. Formalmente se dice:

Definición: Una representación en variables de estado de un sistema continuo es

completamente controlable si y solo si es posible transferir el sistema desde cualquier

estado inicial x(t0)=x0 a cualquier estado final x(t1)=x1 en un tiempo finito t1- t0>0, mediante la

aplicación de señales de control u(t), t0 < t <t1.

Consecuentemente, para que sea completamente controlable, la estructura del modelo

debe ser tal que u pueda afectar a todas las variables de estado. El sistema no es

completamente controlable si solo es posible hacer que el sistema vaya de algunos estados

(no todos) a otros estados, o si el tiempo requerido para ir de cualquier estado inicial a

cualquier estado final es infinito.

El intervalo t1-t0 debe ser finito para que el sistema sea controlable. En sistemas

variantes puede ser necesario restringir t1-t0 a ser mayor que algún intervalo fijo T. En

sistemas invariantes, la única restricción es que t1-t0 sea mayor que cero. De hecho, si se

permiten entradas impulsivas, entonces es posible, en un sistema controlable, ir

instantáneamente (en tiempo cero) de un estado a otro. En la práctica, en un sistema

controlable es posible ir de un estado a otro en un tiempo arbitrariamente corto si se

permiten entradas suficientemente grandes.

Teorema de controlabilidad: El modelo del sistema dado por (1.9) es completamente

controlable si y solo si el grammian de controlabilidad:

∫ ΦΦ=
1

0

)·,()·()·()·,(),( 1110

t

t

TT
c dtBBtttW τττττ (1.47)

cumple para algún t1>t0 alguno de los criterios equivalentes siguientes:

1)  El dominio de Wc(t0,t1) es ℜn.

2)  El rango de la matriz Wc(t0,t1) es n.
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3)  Wc(t0,t1) es no singular y por lo tanto invertible.

4)  Wc(t0,t1) es definida positiva (siempre es semidefinida positiva).

5)  El determinante de Wc(t0,t1) es distinto de cero.

La equivalencia entre los criterios 2, 3, 4 y 5 es obvia. No resulta tan obvia la

equivalencia con el criterio 1. Para poner de manifiesto esta equivalencia hay que considerar

la solución de la ecuación diferencial (1.9) dada por (1.37) evaluada en t1:

∫ Φ+Φ== 1

0

)·()·()·,()()·,()( 100111

t

t
duBttxtttxx ττττ

Si el sistema es completamente controlable existe la posibilidad de alcanzar cualquier

estado x1 en el instante t1 desde el estado inicial x0. Esta afirmación es equivalente a decir

que [ ])()·,( 0011 txttx Φ−  puede ser cualquier vector de ℜn. Y en conclusión que el dominio

de ∫ Φ1

0

)·()·()·,( 1

t

t
duBt ττττ  es todo ℜn. Se puede demostrar que este dominio es equivalente

al dominio de la matriz Wc(t0,t1).

En el caso de sistemas invariantes el grammian de controlabilidad está dado por:

∫∫
−

−− ==−
011

0

11

0

)()(
01 ········)(

tt
tATAt

t

t

tATtA
c dteBBedeBBettW

TT

τττ (1.48)

O de forma equivalente tomando T=t1-t0:

∫=
T

tATAt
c dteBBeTW

T

0

····)( (1.49)

Si Wc(t0,t1) es singular y de rango k<n, entonces hay (n-k) estados no controlables en la

representación. Si se puede obtener un modelo equivalente sin estados no-controlables, ello

es preferible para el diseño de controladores Cuando se introduce ruido dentro del modelo

también es conveniente estudiar la controlabilidad con respecto a las entradas de control y

de ruido.

Matrices con la forma del grammian de controlabilidad (1.47) o (1.49) para sistemas

invariantes, se tienen que calcular algunas veces en problemas de control óptimo y

estimación. Sin embargo, calcular estas integrales solamente para verificar la controlabilidad
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de un sistema supone un gran esfuerzo para un objetivo simple. Sería, por tanto,

conveniente disponer de un test alternativo mucho más simple. Solamente los sistemas

invariantes con el tiempo disponen de este test alternativo, que viene definido a través del

siguiente teorema:

Teorema algebraico de controlabilidad. El sistema invariante (1.7) es completamente

controlable si y solo la matriz de controlabilidad definida de la siguiente forma:

[ ]BABABM n
c ·|...|·| 1−= (1.50)

tiene rango n, es decir, hay n columnas linealmente independientes, o equivalentemente, el

espacio dominio de Mc es ℜn.

Mc es un matriz con n filas y n·r columnas. Cada columna de Mc representa un vector en

el espacio de estados a lo largo del cual es posible el control. Si es posible el control a lo

largo de n direcciones linealmente independientes (por ejemplo, una base de ℜn) entonces

es posible el control en todo ℜn.

Como Mc es una matriz constante, tiene rango constante. Así, si Mc es singular,

entonces Wc(T) es singular para todo T. Análogamente, si Wc(T) es no singular para

cualquier T>0, debe ser no singular para todo T>0. Esto significa que si un sistema es

controlable, hay una entrada que transfiere el sistema desde cualquier estado inicial a

cualquier otro estado en un tiempo arbitrariamente corto. Obviamente, para conseguir un

tiempo más corto se necesita una mayor entrada.

1.6.1.1 Controlabilidad de la salida

En el diseño práctico de un sistema de control, tal vez se desee controlar la salida en

lugar del estado del sistema. Una controlabilidad completa del estado no es necesaria ni

suficiente para controlar la salida del sistema. Por esta razón, es conveniente definir una

controlabilidad completa de la salida por separado.

Definición: Una representación en variables de estado de un sistema continuo es de

salida completamente controlable si es posible construir un vector de control sin

restricciones u(t) que transfiera cualquier salida inicial determinada y(t0) a cualquier salida

final y(t1) en un intervalo de tiempo finito t0 < t <t1.



Apuntes de Automática II

51

Teorema algebraico de controlabilidad. El sistema invariante (1.7) es de salida

completamente controlable si y solo la matriz de controlabilidad de salida definida de la

siguiente forma:

[ ]DBACBACBCM n
cy |··|...|··|· 1−= (1.51)

cuya dimensión es m x (n+1)·r tiene rango m.

Obsérvese que la presencia del término D·u en el sistema (1.7) siempre ayuda a

establecer la controlabilidad de la salida.

1.6.1.2 Alcanzabilidad

En algunos libros se usa el concepto de alcanzabilidad (reachability) que es similar al de

controlabilidad, su definición es la siguiente:

Definición: Un sistema de control se define como alcanzable si, al empezar desde el

origen del espacio de estados, el estado puede ser llevado a un punto arbitrario en el

espacio respectivo en un periodo finito, siempre que el vector de control no esté restringido

(no acotado).

1.6.2 Observabilidad
La observabilidad hace referencia al efecto de los estados sobre las salidas. Así, se

puede dar la siguiente definición:

Definición: Una representación en variables de estado de un sistema continuo es

completamente observable si y solo si dadas las entradas u(t) y las salidas y(t) para todo

t∈[t0,t1], es posible deducir x(t) para t∈[t0,t1].

Para que una representación en variables de estado sea completamente observable, su

estructura debe ser tal que un cambio en cualquier variable de estado afecte, de alguna

manera, a la salida y(t). Además el efecto de una variable de estado sobre la salida se debe

distinguir del efecto de cualquier otra variable de estado.
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y

1x
∫1x&

2x
∫2x&

+ ∫
)( 21 xx && + yxx =+ )( 21

(a) (b)

Figura 1.11: Modelo homogéneo de dos estados: a) Modelo original. b) Modelo equivalente.

Así en el modelo homogéneo de la Figura 1.11a, las dos variables de estado x1 y x2

afectan a la salida y, pero no hay forma de obtener información separada sobre x1 y x2 a

partir sólo de la observación de y. De hecho, desde el punto de vista de las observaciones

de y, este modelo es equivalente al de la Figura 1.11b.

Teorema de observabilidad: El modelo del sistema dado por (1.9) es completamente

observable si y solo si el grammian de observabilidad:

∫ ΦΦ=
1

0

)·,()·()·()·,(),( 1110

t

t

TT
o dtCCtttW τττττ (1.52)

cumple para algún t1>t0 alguno de los criterios equivalentes siguientes:

1)  El espacio nulo de W0(t0,t1) es 0∈ℜn.

2)  Wo(t0,t1) es no singular y por lo tanto invertible.

3)  Wo(t0,t1) es definida positiva.

4)  El determinante de Wo(t0,t1) es distinto de cero.

Como se puede observar el grammian de observabilidad (1.52) mantiene una fuerte

semejanza con el grammian de controlabilidad (1.47). Así en (1.52), en lugar de la matriz de

transición de estados ),( 1 τtΦ aparece su transpuesta y en lugar de la matriz de control B



Apuntes de Automática II

53

aparece la matriz de observación C. Debido a esta semejanza se suele decir que

controlabilidad y observabilidad son conceptos duales.

Análogamente a como se hizo para la controlabilidad, para modelos invariantes se

puede considerar un procedimiento más práctico para determinar la observabilidad:

Teorema algebraico de observabilidad. El sistema invariante (1.7) es completamente

observable si y solo la matriz de observabilidad definida de la siguiente forma:

( )[ ]TnTTTT
o CACACM ·|...|·| 1−

= (1.53)

tiene rango n, es decir, hay n columnas linealmente independientes, o equivalentemente, el

espacio dominio de Mo es ℜn.

Para sistema de una sola salida, la matriz Mo es de dimensión n x n, y la condición

anterior corresponde a decir que su determinante sea distinto de cero. Esto es equivalente

a decir que la función de transferencia dada por (1.8) no tenga cancelaciones polo-cero.

♦ Ejemplo 1.12:

Considérese el sistema de segundo orden (n=2) descrito mediante la siguiente representación en

variables de estado:
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Para estudiar su controlabilidad, puesto que es un sistema invariante, se puede calcular su matriz de

controlabilidad Mc:
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Dado que el rango de Mc es 2, el sistema es completamente controlable.

Análogamente, para estudiar su observabilidad, se puede calcular su matriz de observabilidad Mo
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Dado que el rango MO es 2, el sistema es completamente observable.

♦ 

♦ Ejemplo 1.13:

Considérese el sistema de tercer orden (n=3) descrito mediante la siguiente representación en

variables de estado:
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Se desea saber si es completamente observable. Para ello se calcula su matriz Mo:

( )[ ]
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Como:

0
111

575
664

=
−−

−
−

el rango de Mo es menor que 3. Y en consecuencia el sistema no es completamente observable.

La función de transferencia entre la entrada y la salida se puede calcular con la ecuación (1.8)
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Factorizando la expresión anterior:
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Se observa que los dos factores (s+1) se cancelan el uno al otro, debido a esta cancelación el

sistema no es completamente observable.

♦ 

1.7 DISEÑO DE SISTEMAS DE CONTROL EN EL ESPACIO DE
ESTADOS

1.7.1 Diseño mediante la ubicación de polos
Supóngase que todas las variables de estado son medibles y que están disponibles

para la realimentación. Se demuestra que, si el sistema considerado es de estado

completamente controlable, los polos del sistema en lazo cerrado se pueden ubicar en

cualquier posición deseada mediante una matriz de ganancias de realimentación del estado.

Supongamos que se decide que los polos en lazo cerrado deseados estén en s=µ1,

s=µ2, ... s=µn. Seleccionando una matriz de ganancias apropiada para una realimentación

del estado, es posible forzar al sistema para que tenga los polos en lazo cerrado en las

posiciones deseadas, siempre y cuando el sistema original sea de estado completamente

controlable.

Con el objetivo de simplificar los aspectos matemáticos del esquema de ubicación de

polos, se va a considerar el caso en que la señal de control es un escalar. Considérese el

sistema de control:

uBxAx ·· +=& (1.54)

Se supone que la señal de control u es un escalar, se selecciona como:

xKu ·¡ −= (1.55)

A este esquema de control (ver Figura 1.12) se le denomina realimentación del estado,

se trata de un esquema de control en lazo cerrado.
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B

A

+ ∫x& xu

-K

Figura 1.12: Sistema de control en lazo cerrado mediante realimentación del estado.

Puesto que u es un escalar, la matriz K es de dimensión 1 x n, a dicha matriz se le

denomina matriz de ganancias de realimentación del estado.

Si se sustituye (1.55) en (1.54) se obtiene la expresión:

uKBAx )··( −=& (1.56)

La ecuación característica del sistema en lazo cerrado viene dada por la expresión:

0)·(·)( =−−=∆ KBAIssc (1.57)

Que puede expresarse en función de los valores deseados para los polos µ1,µ2,...,µn de

la siguiente forma:

0
1

121 ...·))·...·()·(()( ααµµµ +++=+++=∆ −
−

n
n

n
n

c ssssss (1.58)

La matriz de ganancias de realimentación de estado K que obliga a los valores

característicos de (1.56) a ser µ1, µ2, ..., µn (valores deseados), es decir, a poseer una

ecuación característica de la forma (1.57) se demuestra que entre otros métodos se puede

determinar mediante la fórmula de Ackermann:

[ ][ ] [ ]IAABABABK n
n

nn ·...···|...|·|·10...00 0
1

1
11 αα +++= −

−

−− (1.59)

Se observa en (1.59) que el vector fila de dimensión 1 x n es la última fila de una matriz

identidad de dimensión n x n, a dicho vector se le puede denotar por en. A continuación, de

acuerdo con (1.50), se tiene a la inversa de la matriz de controlabilidad Mc. Finalmente, se
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tiene la ecuación característica )(Aφ  que satisface la matriz A de acuerdo con el teorema

de Caley-Hamilton:

IAAA n
n

n ·...··)( 0
1

1 ααφ +++= −
−

Luego la fórmula de Ackermann se puede expresar en la forma:

)(·· 1 AMeK cn φ−= (1.60)

♦ Obtención de la ecuación de Ackermann:

La ecuación característica del sistema en lazo cerrado viene dada por la expresión (1.57). Esta

ecuación puede expresarse en función de los valores deseados para los polos µ1,µ2,...,µn en lazo

cerrado según la forma (1.58).

Defínase:

)·(~ KBAA −=

Por el teorema de Caley-Hamilton se sabe que la matriz A~  satisface su propia ecuación

característica:

0·...~·~)~( 0
1

1 =+++= −
− IAAA n

n
n ααφ

Para obtener la fórmula de Ackermann se va a suponer por simplicidad que n=3. Luego:

0·~·~·~)~( 01
2

2
3 =+++= IAAAA αααφ (d.1)

Calculando las potencias de segundo y tercer orden:

( ) AKBKBAAKBAA ~·····~ 222 −−=−= (d.2)

( ) 22333 ~··~······~ AKBAKBAKBAAKBAA −−−=−= (d.3)

Y sustituyendo (d.2) y (d.3) en (d.1):

( ) ( ) 0·)···(~·····~··~····· 01
2

2
223 =+−+−−+−−− IKBAAKBKBAAAKBAKBAKBAA ααα

Reordenando términos:
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( ) 0~··~·······~········· 22
12201

2
2

3 =−−−−−−+++ AKBAKBAKBAKBAKBKBAIAAA αααααα

Como:

)(··· 01
2

2
3 AIAAA φααα =+++

Entonces:

0~··~·······~······)( 22
122 =−−−−−− AKBAKBAKBAKBAKBKBAA αααφ

Y despejando )(Aφ :

22
122

~··~·······~······)( AKBAKBAKBAKBAKBKBAA +++++= αααφ

Reordenando términos

( ) KBAKAKBAKAKAKBA ··)·~··(··~··~··)( 2
212

2 +++++= αααφ

Que se puede expresar equivalentemente de la siguiente forma:
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Se supone que el sistema es de estado completamente controlable, luego la inversa de la matriz de

controlabilidad Mc existe. Luego:
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Multiplicando por el vector e3=[0 0 1] ambos miembros de esta ecuación:

[ ] [ ]
















+
++

⋅=⋅ −
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KAKAK
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12
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Operando se obtiene:
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[ ] )(·)(·100 1
3

1 AMeAMK cc φφ −− ⋅=⋅=

Que es precisamente la ecuación de Ackermann para el caso n=3.

♦ 

Un resultado fundamental obtenido por W.M. Wonham es el siguiente: “Todos los polos

de un sistema en lazo cerrado puede ser arbitrariamente asignados mediante el método de

realimentación de variables de estados si y solo si el sistema es completamente

controlable”.

Obsérvese que la controlabilidad del sistema es fundamental para poder aplicar la

fórmula de Ackermann ya que si no existiría la inversa de la matriz de controlabilidad.

Es importante señalar que la matriz K para un sistema SISO determinado no es única,

sino que depende de las ubicaciones de los polos en lazo cerrado deseados (los cuales

determinan la velocidad y el amortiguamiento) seleccionados. Obsérvese que la selección

de los polos en lazo cerrados deseados, o de la ecuación característica deseada, es un

compromiso entre la rapidez de la respuesta del vector de error y la sensibilidad ante

perturbaciones y el ruido de medición. Es decir, si se incrementan la velocidad de respuesta

de error, por lo general se incrementan los efectos adversos de las perturbaciones y el ruido

en la medición.

Por lo tanto, al determinar la matriz de ganancias de realimentación del estado K, para

un sistema determinado, es conveniente examinar mediante simulaciones por computador

las características de respuesta del sistema para varias matrices K diferentes y elegir

aquella que ofrezca el mejor comportamiento del sistema.

♦ Ejemplo 1.14:

Considérese el sistema de tercer orden (n=3) descrito mediante la siguiente representación en

variables de estado:

u
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Usando el control mediante la realimentación del estado u=-K·x, se quiere que los polos en lazo

cerrado se ubiquen en s=-2±j·4 y s=-10. Para ello hay que calcular la matriz de ganancias de

realimentación del estado K.
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En primer lugar hay que comprobar si el sistema es de estado completamente controlable, ya que

sólo en dicho caso será posible realizar una ubicación arbitraria de polos. La matriz de controlabilidad

para este sistema es:

[ ]
















−
−==
3161

610
100

·|·| 2 BABABM c

Puesto que |Mc|=-1, el rango de Mc es 3 y el sistema es de estado completamente controlable. Por

tanto, es posible la ubicación arbitraria de polos.

Método 1:

Para calcular la matriz de ganancias de realimentación K mediante la fórmula de Ackermann (1.60) es

necesario calcular la inversa de la matriz de controlabilidad y la ecuación característica que satisface

la matriz A de acuerdo con el teorema de Caley-Hamilton:
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Luego sustituyendo los valores calculados en (1.60) y operando se obtiene la ganancia K de

realimentación de estado:

[ ] [ ]855199
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− AMeK cn φ

Con esta realimentación de estado los polos se ubican en las posiciones deseadas.

Método 2:

Para sistema de ordenes pequeños (n≤ 3) otra forma alternativa usualmente más sencilla de calcular

K es igualando la ecuación característica en lazo cerrado )·(· KBAIs −− ,
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)1()·5()·6(
651

10
01

)·(· 12
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3
3
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ksksks
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s
s

KBAIs ++++++=
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−

−
=−−

con la ecuación característica deseada:

200·60·14 23 +++ sss

Por tanto,

2001
605
146

1

2

3

=+
=+
=+

k
k
k

Resolviendo las ecuaciones anteriores se obtienen los elementos del vector de ganancias K

8,55,199 321 === kkk

Método 3:

Si la representación en variables de estado del sistema viene dada en su forma canónica controlable,

como sucede en este caso, entonces la matriz de ganancias se puede calcular a través de la

siguiente fórmula:

]|...|[ 11 aaK nn −−= αα

Donde los ai i=1,...,n son los coeficientes de la ecuación característica del sistema |s·I-A|=0, y los αi

son los coeficientes de la ecuación característica deseada.

32
2

1
323 ··1·5·6

651
10

01
· asasassss

s
s

s
AIs +++=+++=

+
−

−
=−

Luego: a1= 6, a2=5 y a3=1.

La ecuación característica deseada es:

32
2

1
323 ··200·60·14 ααα +++=+++ ssssss

Luego: α1= 14, α2=60 y α3=200.
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Por lo tanto:

]855199[]6145601200[ =−−−=K

♦ 

1.7.2 Observadores de estado
Ocurre muchas veces en la práctica que no todas las variables de estado se encuentran

disponibles para su realimentación. En dicho caso, es necesario estimar las variables de

estado que no están disponibles. La estimación de dichas variables de estado se suele

denominar observación.

Un dispositivo o un programa de computadora que estima u observa las variables de

estado se denomina observador de estado, o, simplemente, observador. Si el observador de

estado estima todas las variables de estado del sistema, sin importar si algunas de las

variables puede ser medida directamente, entonces se denomina observador de estado de

orden completo. Asimismo un observador que estima menos de n variables de estado,

siendo n la dimensión del vector de estado, se denomina observador de estado de orden

reducido. Si el observador de estado reducido tiene el orden mínimo posible, se denomina

observador de estado de orden mínimo.

Un observador de estado estima las variables de estado a partir de las mediciones de

las variables de salida y de control. Sólo pueden diseñarse si y sólo si se satisface la

condición de observabilidad.

Se denotará por x̂ al vector de estado estimado u observado. En muchos casos

prácticos, x̂ se usa en la realimentación de estado en lugar de x para generar el vector de

control deseado.

Considérese el sistema real definido mediante:

uBxAx ·· +=& (1.61)

xCy ·=          (1.62)

Supóngase que el estado x se aproximará mediante el estado x̂ del siguiente modelo

dinámico:
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( ) yKuBxCKAxCyKuBxAx eee ··ˆ··)ˆ··(·ˆ·ˆ ++−=−++=& (1.63)

que representa al observador de estado.

Obsérvese que el observador de estado tiene como entradas a y e u, y como salida a

x̂ . Además el último término del segundo miembro del modelo, es un término de corrección

que contiene la diferencia entre la salida y medida y la salida C· x̂  estimada. La matriz Ke

funciona como una matriz de ponderación. El término de corrección vigila al estado x̂ .

La dinámica del observador se caracteriza mediante las matrices A y B y mediante el

término de corrección adicional, que contiene la diferencia entra la salida medida y la

estimada. Para el siguiente análisis se supone que las matrices A y B usadas en el modelo

son iguales a las del sistema real.

1.7.2.1 Observador de estado de orden completo

En este caso el orden del observador es igual al del sistema. Para obtener la ecuación

de error del observador, se resta (1.63) de (1.61).

( ) )ˆ·(·)ˆ···(ˆ··ˆ xxCKAxCxCKxAxAxx ee −−=−−−=− && (1.64)

Si se define el vector de error e como:

)ˆ( xxe −=

entonces la ecuación (1.64) se convierte en

( )eCKAe e ··−=& (1.65)

El comportamiento dinámico del vector de error se determina mediante los valores

característicos de la matriz A-Ke·C. Si esta matriz es estable, el vector de error convergerá a

cero para cualquier vector de error inicial e(0). Es decir, que x̂ convergerá a x

independientemente de cuales sean sus valores iniciales.

Si el sistema es completamente observable, se demuestra que es posible seleccionar

una matriz Ke tal que A-Ke·C tenga los valores característicos arbitrariamente deseados.

El problema de diseñar un observador de orden completo se convierte en determinar la

matriz de ganancias del observador Ke tal que la dinámica de error definida mediante (1.65)
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sea asintóticamente estable con una velocidad de respuesta suficiente, es decir, los valores

característicos de A-Ke·C tomen unos determinados valores deseados.

Una forma de abordar este problema es considerar el problema dual, es decir,

resolviendo el problema de ubicación de polos para el siguiente sistema dual:

zB
vCzAz

T

TT

·
··

=

+=

η

&

Se supone que la señal de control v es:

zKv ·−=

Si el sistema dual es de estado completamente controlable, la matriz de ganancias de

realimentación del estado K se determina de tal modo que la matriz AT- CT·K produzca un

conjunto de valores característicos deseados.

Si µ1, µ2,..., µn son los valores característicos de la matriz del observador de estado,

tomando los mismos µi que los valores característicos deseados de la matriz de ganancias

de realimentación del estado del sistema dual, se obtiene la ecuación característica del

sistema en lazo cerrado para el sistema dual

))·...·()·(()·(·)( 21 n
TTc sssKCAIss µµµ +++=−−=∆

Considerando que los valores característicos de AT- CT·K y A - KT C son iguales se tiene

que:

)·(·)·(· CKAIsKCAIs TTT −−=−−

Comparando estos polinomios característicos con la ecuación (1.65) se observa que:

T
e KK =     (1.66)

Por lo tanto está relación, permite calcular la matriz de ganancias del observador Ke a

partir de la matriz K determinada mediante el enfoque de ubicación de polos en el sistema

dual.
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Para la resolución de este problema de ubicación de polos el sistema dual debe ser de

estado completamente controlable. Luego el rango de la matriz de controlabilidad del

sistema dual

( ) ]·|...|·|[ 1 TnTTTT CACAC −

debe ser n.

Obsérvese que la matriz de controlabilidad del sistema dual es a su vez la matriz de

observabilidad del sistema original. Esto significa que una condición necesaria y suficiente

para la observación del estado del sistema definido mediante las ecuaciones (1.61) y (1.62)

es que el sistema sea completamente observable.

La resolución del este problema de ubicación de polos en el sistema dual se puede

resolver aplicando la ecuación de Ackermann (1.60) al mismo. En este caso toma la forma:

)(·· 1 T
on AMeK φ−= (1.67)

Luego de acuerdo con (1.66) se tiene que:

( )TT
one AMeK )(·· 1 φ−= (1.68)

♦ Ejemplo 1.15:

Considérese el diseño de un sistema regulador para la planta siguiente:
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Diseñar un observador de estado de orden completo, suponga que los valores característicos

deseados de la matriz del observador son:

4.2·8.14.2·8.1 21 jj −−=+−= µµ

El diseño del observador se reduce a la determinación de la matriz de ganancias del observador Ke

apropiada.
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En primer lugar hay que comprobar la observabilidad del sistema, para ello se calcula la matriz de

observabilidad:









==
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Como |Mo|=-1 su rango es 2, y por lo tanto el sistema es de estado completamente observable y es

posible la determinación de la matriz de ganancias del observador Ke.

Una posible forma de calcular Ke es usando la ecuación (1.68). Para aplicarla hay que calcular en

primer lugar la inversa de la matriz de observabilidad:
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Además hay que calcular la ecuación característica deseada para el observador:

9·6.3)4.2·8.1)·(4.2·8.1()( 2 ++=++−+=∆ ssjsjssc

Por el Teorema de Caley-Hamilton se obtiene )(Aφ :

IAAA ·9·6.3)( 2 ++=φ

Y evaluándola en AT:
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·9·6.3)( 2 IAAA TTTφ

Luego aplicando (1.68) se obtiene:

[ ] 
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=
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01
10
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eK

Para sistemas de orden pequeño (n≤3) otra forma alternativa de calcular Ke es igualando la ecuación

característica del observador con la ecuación característica deseada. Para este sistema se tendría:

9·6.3))·((·· 2
21 ++=++=+− ssssCKAIs e µµ
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Desarrollando el lado izquierdo de la ecuación anterior se obtiene:

[ ] 12
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Luego:

9·6.36.20· 2
12

2 ++=+−+ ssksks ee

Por lo tanto, ke1=29.6 y ke2=3.6.

La ecuación para el observador de orden completo se obtiene a partir de la ecuación (1.63)
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1.7.2.2 Algunos comentarios sobre la selección de la mejor Ke

Si en el sistema están implícitos factores desconocidos significativos la señal de

realimentación a través de la matriz Ke debe ser relativamente grande. Sin embargo, si la

señal de salida se contamina en forma significativa con perturbaciones y ruido en la

medición, la salida y no es de fiar. Por lo tanto la señal de realimentación a través de la

matriz Ke debe ser relativamente pequeña.

En consecuencia al determinar la matriz Ke se debe examinar con cuidado los efectos

de las perturbaciones y el ruido implícito en la salida y. En general la elección de la mejor

matriz Ke debe ser un compromiso entre la respuesta rápida y la sensibilidad ante

perturbaciones y ruidos.

1.7.2.3 Efectos de la adición del observador en un sistema en lazo cerrado

En el proceso de diseño mediante la ubicación de polo descrito en la sección 1.7.1 se

supuso que el estado real x(t) se encontraba disponible para su realimentación. Sin

embargo, en la práctica tal vez no puedan medirse el estado real x(t), por lo que se

necesitará diseñar un observador y usar el estado observado )(ˆ tx para la realimentación, tal

y como se aprecia en la Figura 1.13.

Por lo tanto, el proceso de diseño tiene ahora dos etapas:



TEMA 1: Modelos de sistemas continuos

68

1)  Determinar la matriz de ganancias de realimentación K para producir la ecuación

característica deseada.

2)  Determinar la matriz de ganancias del observador Ke para obtener la ecuación

característica deseada del observador

B

A

+ ∫x& xu

-K

B

A

+ ∫x&̂ x̂u

Ke

C
y

+ C
+

−

ŷ

Figura 1.13: Sistema de control mediante la realimentación del estado observado.

Se van analizar, a continuación, los efectos del uso del estado observado en lugar del

estado real en la ecuación característica de un sistema en lazo cerrado. Considérese el

sistema definido por (1.61) con el control mediante la realimentación del estado observado

xKu ˆ·−=         (1.69)

Con este control la ecuación de estado toma la siguiente forma:

xBKxAx ˆ·· −=&

Que se puede escribir equivalentemente en la forma:

)·(·)··( xxKBxKBAx )
& −+−= (1.70)
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La sustitución del vector de error produce

eKBxKBAx ··)··( +−=&        (1.71)

Combinando esta ecuación con la ecuación (1.65) del observador de estado se obtiene:

















−

−
=








e
x

CKA
KBKBA

e
x

e

·
·0

··
&

&
(1.72)

Esta ecuación describe la dinámica del sistema de control mediante la realimentación

del estado observado. La ecuación característica par este sistema es:

·0
··0

···
=

+−
−+−

CKAIs
KBKBAIs

e

(1.73)

O equivalentemente:

·0····· =+−+− CKAIsKBAIs e (1.74)

Se pone de manifiesto que los polos en lazo cerrado del sistema de control mediante la

realimentación del estado observado consisten en los polos producidos sólo por el diseño

mediante ubicación de polos y los polos producidos sólo por el diseño del observador. En

conclusión el diseño mediante la ubicación de los polos y el diseño del observador son

independientes uno del otro.

En general los polos del observador se seleccionan para que la respuesta del

observador sea mucho más rápida que la respuesta del sistema. Una regla práctica es elegir

una respuesta del observador al menos de 2 a 5 veces más rápida que la respuesta del

sistema. Por lo general la velocidad de respuesta máxima del observador se limita sólo

mediante el problema de sensibilidad y el ruido implícitos en el sistema de control. Puesto

que los polos del observador se ubican a la izquierda de los polos en lazo cerrado deseados

en el proceso de ubicación de polos, estos últimos dominarán en la respuesta.

1.7.2.4 Función de transferencia para el controlador-observador

La ecuación del observador (1.63) dado que se realimenta al sistema el estado

observado (1.69) se convierte en:

( ) yKxKBCKAx ee ·ˆ···ˆ +−−= (1.75)
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Si se toma la transformada de Laplace de esta ecuación, supuesto condiciones iniciales

nulas, se obtiene:

( ) )(·)(ˆ···)(ˆ· sYKsXKBCKAsXs ee +−−= (1.76)

Despejando )(ˆ sX se obtiene:

( ) )(·····)(ˆ 1 sYKKBCKAIssX ee
−++−= (1.77)

Si se toma la  transformada de Laplace de la ecuación (1.69) y se sustituye en ella

(1.77) se obtiene:

( ) )(······)( 1 sYKKBCKAIsKsU ee
−++−−= (1.78)

Se define la función de transferencia del controlador-observador como:

( ) ee KKBCKAIsK
sY

sU ·····
)(

)( 1−++−=
−

(1.79)

En la Figura 1.14 se muestra la representación del sistema en diagrama de bloques:

Planta
)(sY)(sU

−

+0)( =sR
( ) ee KKBCKAIsK ····· 1−++−

Figura 1.14: Representación en diagrama de bloques del sistema con un controlador-observador.

♦ Ejemplo 1.16:

Considérese el diseño de un sistema regulador para la planta siguiente:
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Supóngase que se ha utilizado el enfoque de ubicación de polos para el diseño del sistema y que los

polos en lazo cerrado deseados para este sistema están en s=-1.8+j·2.4 y s=-1.8-j·2.4. La matriz de

ganancias de realimentación del estado K para este caso es:

]6.36.29[=K

Supóngase además que se usa un control mediante realimentación del estado observado:

[ ] 







−=

2

1
~
~

·6.36.29
x
x

u

Se elige que los valores característicos de la matriz de ganancias del observador sean:

821 −== µµ

Hay que determinar la matriz de ganancias del observador Ke.

En primer lugar hay que comprobar la observabilidad del sistema, para ello se calcula la matriz de

observabilidad:









==

01
10

]·|[ TTT
o CACM

Como |Mo|=-1 su rango es 2, y por lo tanto el sistema es de estado completamente observable y es

posible la determinación de la matriz de ganancias del observador Ke.

Una posible forma de calcular Ke es calculando la ecuación característica deseada para el

observador,

64·16)8)·(8( 2 ++=++ ssss

Calculando la ecuación característica del observador,

[ ] 21
2

2

1

2

1 6.20·
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e igualando ambas ecuaciones:

64·166.20· 2
21

2 ++=+−+ ssksks ee

se obtiene, ke1=16 y ke2=84.6. Es decir,
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La ecuación del observador (1.63) dado que se realimenta al sistema el estado observado (1.69) se

convierte en:

( ) yKxKBCKAx ee ·~···ˆ +−−=&

Sustituyendo valores se obtiene:

y
x
x

x
x ·

6.84
16

ˆ
ˆ

·
6.36.93

116
ˆ
ˆ

2

1

2

1








+
















−−

−
=








&

&

Por otra parte, la función de transferencia del controlador-observador viene dada por (1.79),

sustituyendo valores se obtiene:

[ ]
2.151·6.19

72.3690·16.778
6.84

16
·

6.36.93
116

6.36.29
)(

)(
2 ++

+
=
















+
−+

=
− ss

s
s

s
sY

sU

Su diagrama de bloques sería el dado en la Figura 1.15:

)(sY)(sU

−

+0)( =sR

2.151·6.19
72.3690·16.778

2 ++
+
ss

s
6.20

1
2 −s

Figura 1.15

El sistema, como un todo, es de cuarto orden y su ecuación característica sería:

0)64·16)·(9·6.3(····· 22 =++++=+−+− ssssCKAIsKBAIs e

Operando:

0576·4.374·6.130·6.19 234 =++++ ssss
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Obsérvese que esta ecuación característica también se puede obtener calculando la función de

transferencia en lazo cerrado Y(s)/R(s), su denominador igualado a cero sería precisamente dicha

ecuación característica.

♦ 

1.7.2.5 Observador de orden mínimo

En la práctica algunas variables de estado se miden con precisión y no necesitan

estimarse. Supóngase que el vector de estados x es de dimensión n y que el vector de

salida y es un vector de dimensión m medible. Dado que las m variables de salida son

combinaciones lineales de las variables de estado, sólo necesitan estimarse n-m variables

de estado. Así, el observador de estado de orden reducido será de orden n-m.

Para establecer la idea básica del observador de orden mínimo, sin complicaciones

matemáticas innecesarias, se va a presentar el caso en el que la salida es un escalar (m=1)

y se obtendrá la ecuación de estado para el observador de orden mínimo.

Supóngase que el vector de estado x se divide en dos partes xa (un escalar) y xb (un

vector de dimensión n-1). Aquí la variable de estado xa es igual a la salida y que se mide

directamente. Mientras que xb es la parte que no se puede medir del vector de estado.

Teniendo en cuenta esta distinción las ecuaciones de estado y de salida toman la siguiente

forma:
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(1.80)

En donde:

Aaa es un escalar.

Aab es una matriz de dimensión 1 x (n-1).

Aba es una matriz de dimensión (n-1) x 1.

Aba es una matriz de dimensión (n-1) x (n-1).

Ba es un escalar.

Bb es una matriz de dimensión (n-1) x 1
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A partir de (1.80), la ecuación para la parte medida del estado es:

uBxAxAx ababaaaa ··· ++=&

O equivalentemente:

babaaaaa xAuBxAx ··· =−−& (1.81)

Esta ecuación relaciona las cantidades medibles y no medibles del estado, y funciona

como la ecuación de salida

Por otra parte, a partir de (1.80), la ecuación para la dinámica de la parte no medida del

estado es:

uBxAxAx bbbbabab ··· ++=& (1.82)

Observador de estado de orden
completo

Observador de estado de orden
mínimo

Ecuación de estado uBxAx ·· +=& uBxAxAx bbbbabab ··· ++=&

Ecuación de salida xCy ·= babaaaaa xAuBxAx ··· =−−&

Tabla 1.1

Observador de estado de
orden completo

Observador de estado de orden
mínimo

x̂ bx

A bbA

uB· uBxA baba ·· +

y uBxAx aaaaa ·· −−&

C abA

eK (matriz de n x 1) eK (matriz de (n-1) x 1)

Tabla 1.2
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Si se comparan las ecuaciones de estado y de salida para el observador de orden

completo con la del observador de orden mínimo (Ver Tabla 1.1) se pueden generar una

lista de las sustituciones necesarias para escribir la ecuación para el observador de estado

de orden mínimo (ver Tabla 1.2)

La ecuación del observador de estado de orden completo es (ver sección 1.7.2.1)

( ) yKuBxCKAx ee ··ˆ··ˆ ++−=& (1.83)

Realizando en esta ecuación las sustituciones indicadas en la Tabla 1.2, reordenando

términos y definiendo:

η=−=− aebeb xKxyKx ·· (1.84)

y

η̂·ˆ·ˆ =−=− aebeb xKxyKx (1.85)

entonces la ecuación del observador de orden mínimo es:

( ) ( )[ ] ( )uBKByAKAKAKAAKA aebaaebaeabebbabebb ······ˆ··ˆ −+−+−+−= ηη&  (1.86)

Además la ecuación de error para el observador de orden mínimo es:

( )eAKAe abebb ··−=& (1.87)

La dimensión del vector de error e es (n-1) x 1.

Para que sea posible la determinación de la matriz de ganancias del observador Ke y

poder diseñar el observador de orden mínimo, la condición de observabilidad que se debe

cumplir es que:
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sea de rango n-1.

La ecuación característica para el observador de orden mínimo se obtiene a partir de la

ecuación de error de la siguiente forma:

0ˆˆ...ˆ··)( 01
2

2
1

min =++++=+−=∆ −
−

− asasasAKAIss n
n

n
abebb

c (1.89)

Si los valores característicos deseados para el observador de orden mínimo son

µ1,µ2,...,µn-1, entonces la ecuación característica deseada sería:

0))·...·()·(()( 121min =−−−=∆ −n
c ssss µµµ (1.90)

La constante de error Ke puede obtenerse a partir de la ecuación (1.68) modificándola

de la siguiente forma:

( ) T
nobbe eMAK 1

1min ·)·( −

−
= φ (1.91)

en donde:

IaAaAaAA bb
n

bbn
n

bbbb ·ˆˆ...ˆ)( 01
2

2
1 ++++= −

−
−φ

♦ Ejemplo 1.17:

Considérese el sistema:
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Suponga que la salida y se puede medir con precisión, con lo cual no necesita estimarse la variable

de estado x1 (ya que es igual a y). Diseñar un observador de orden mínimo (que será de segundo

orden) supuesto que los valores característicos deseados para dicho observador son:

32·2

32·2

2

1

j

j

−−=

+−=

µ

µ
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El vector de estado y las matrices A y B se pueden reescribir de la siguiente forma:
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Luego se tiene:

1xxa = 







=

3

2

x
x

xb

0=aaA [ ]01=abA 







−

=
6

0
baA 








−−

=
611

10
bbA

0=aB 







=

1
0

bB

Para que sea posible la determinación de la matriz de ganancias del observador Ke y poder diseñar el

observador de orden mínimo, la condición de observabilidad que se debe cumplir es que:
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sea de rango n-1=3-1=2. Efectivamente esto es así.

De acuerdo con la ecuación (1.90), la ecuación característica deseada para el observador de orden

mínimo es:

016·4)32·2)·(32·2()( 2
min =++=++−+=∆ ssjsjssc (1.92)

Luego )( bbAφ es:
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La constante de error Ke se va a obtener a través de la ecuación (1.91):
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Puesto que:
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La ecuación para el observador de estado de orden mínimo, de acuerdo con (1.86) es:
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Operando se obtiene:
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En donde:
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O equivalentemente:
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Si se usa la realimentación del estado observado, la señal de control u se convierte en:
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en donde K es la matriz de ganancias de realimentación del estado (que no se ha determinado en

este ejemplo).

♦ 
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2.1 INTRODUCCION
En las últimas décadas se ha incrementado el uso de controladores digitales en

sistemas de control. Los controladores digitales se utilizan para alcanzar el desempeño

óptimo, por ejemplo, en la forma de productividad máxima, beneficio máximo, costo mínimo

o la utilización mínima de energía. La capacidad en la toma de decisiones y la flexibilidad en

los programas de control son las mayores ventajas de los sistemas de control digital.

La tendencia actual de controlar los sistemas dinámicos en forma digital en lugar de

analógica, se debe principalmente a la disponibilidad de computadores digitales de bajo

costo y a las ventajas de trabajar con señales digitales en lugar de señales en tiempo

continuo.

Los sistemas de control en tiempo discreto son aquellos sistemas en los cuales una o

más variables pueden cambiar sólo en valores discretos de tiempo. Estos instantes, pueden

especificar los tiempos en los que se lleva a cabo alguna medición de tipo físico o los

tiempos en los que se extraen los datos de la memoria de un computador digital. El intervalo

de tiempo entre estos dos instantes discretos se supone que es lo suficientemente corto de

modo que el dato para el tiempo entre éstos se pueda aproximar mediante una interpolación

sencilla.

Los sistemas en tiempo discreto, los cuales involucran señales de datos muestreados o

señales digitales y posiblemente señales en tiempo continuo, se pueden describir mediante

ecuaciones en diferencias después de la apropiada discretización de las señales en tiempo

continuo.

En este tema se extienden al caso de los sistemas discretos los conceptos estudiados

en el tema anterior. Además se estudia el enfoque de ecuaciones polinomiales para el
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diseño de sistemas de control, que es una técnica alternativa al diseño mediante ubicación

de polos cuyo estudio resulta útil de cara a comprender mejor el control estocástico (Tema-

9).

2.2 MODELADO DE SEÑALES DISCRETAS

2.2.1 Secuencias
Las señales que maneja un computador se pueden modelar como secuencias, que son

conjuntos ordenados de valores. El orden se indica mediante un número entero y se

representan por: {y0, y1, y2,.., }, o de forma abreviada por {yk}.

Una forma alternativa de definir una señal es mediante la posible función que define el

término genérico de la secuencia. Por ejemplo: yk=1+0.5k-0.32k define la secuencia

{1,1.41,1.242,...}.

Las operaciones básicas que se pueden realizar con una secuencia son:

• Suma o resta:

,...},,{}{}{}{ 221100 uyuyuyuyx kkk +++=+=

• Multiplicación por un escalar:

,...}·,·,·{}·{}{ 210 yyyyx kk αααα ==

• Retraso de una secuencia:

,...},,,0,...,0,0{}{}{ 21010 yyyyx ddkk == −

Estas secuencias se pueden obtener como valores que, a lo largo del tiempo y

normalmente en instantes de tiempo igualmente espaciados por un periodo T, va tomando

una variable determinada. Para estos tipos de secuencia obtenidas a partir del muestreo con

periodo T de una señal continua es corriente usar la siguiente notación:

{ } ,...2,1,0),...·2(),(),0()·( == kTyTyyTky

Si el periodo es T=1 s, entonces:

{ } ,...2,1,0),...2(),1(),0()( == kyyyky
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que es equivalente a la notación:

{ } { } ,...2,1,0,...,,)( 210 ==≡ kyyyyky k

♦ Ejemplo 2.1:

Considérese la planta

1
1)(
+

=
s

sP

En la Figura 2.1 se muestra en línea continua la respuesta y(t) de la planta al ser excitada por una

entrada escalón. Además se representa con círculos la respuesta muestreada con un periodo

T=0.25 s. Los puntos muestreados forman la secuencia:

{ } ( ) ,...2,1,0....,3934.0,2212.0,0),...50.0(),25.0(),0()25.0·( ==≡ kyyyky

0 1 2 3 4 5
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Tiempo (s)

y(
t)

Figura 2.1: Respuesta y(t) (línea continua) a un escalón de la planta P(s) y puntos muestreados

(círculos) con T=0.25 s.

♦ 

2.2.2 La transformada Z de una secuencia
Trabajar con secuencias no parece lo más apropiado para obtener las características

dinámicas y estáticas de los sistemas discretos. Por este motivo, se introduce la

transformada Z que facilita el análisis matemático de las secuencias. La transformada Z en
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sistemas de control en tiempo discreto juega el mismo papel que la transformada de Laplace

en los sistemas de control en tiempo continuo.

Dada una secuencia {yk} su transformada Z se define mediante la siguiente ecuación:

...···] }{y[)( 2
2

1
10

0
k +++=== −−

∞

=

−∑ zyzyyzyZzY
i

i
i (2.1)

La transformada Z de una función del tiempo y(t) que ha sido muestreada con un

periodo T, obteniéndose la secuencia de valores y(k·T) con k=0,1,2,... se define mediante la

siguiente ecuación:

...)··2()·()0()··(y] )·(y[] )(y[)( 21

0
+++==== −−

∞

=

−∑ zTyzTyyzTkTkZtZzY
k

k (2.2)

Algunas de sus propiedades más importantes son:

• Multiplicación por una constante.

)(·] }{y[·] }{y·[ kk zYaZaaZ ==

• Carácter lineal de la transformación.

)(·)(·] }{u[·] }{y[·] }b{u}{y·[ kkkk zUbzYaZbZaaZ +=+=+

• Desplazamiento temporal:

)(·}{ zYzyZ d
dk

−
− = (2.3)

11
1

0 ·...··)(·}{ −
−

+ −−−−= d
ddd

dk yzyzyzzYzyZ (2.4)

• Teorema del valor final. Permite el cálculo del valor límite de la secuencia, si éste

existe (todos los polos de X(z) se encuentran dentro del círculo unitario con la

posible excepción de un solo polo en z=1), a partir del conocimiento de la función

transformada, según la expresión:

[ ])()·1(lim}{lim 1

1
zYzy

zkk

−

→∞→
−= (2.5)
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♦ Ejemplo 2.2:

Sea la función escalón unitario:





<
≥

=
00
01

)(
t
t

ty

Se trata de un función continua en el tiempo. Si dicha señal se muestrea con un periodo T se

obtendría la siguiente secuencia:

{ } { } ,...2,1,0,,...1,1,1 == kyk

La transformada Z se calcula aplicando la ecuación (2.1):

11
1...1·] }{y[)( 1

321

0
k −

=
−

=++++=== −
−−−

∞

=

−∑ z
z

z
zzzzyZzY

i

i
i

♦ 

♦ Ejemplo 2.3:

Sea la función rampa unitaria:





<
≥

=
00
0

)(
t
tt

ty

Se trata de un función continua en el tiempo. Si dicha señal se muestrea con un periodo T se

obtendría la siguiente secuencia:

{ } { } ,...2,1,0,,...,·2,,0 == kTTyk

La transformada Z se calcula aplicando la ecuación (2.1):

( )

( ) ( )221

1

321321

0
k

1
·

1
·

·3·2·...··3··2·0·] }{y[)(

−
=

−
=

++=++++===

−

−

−−−−−−
∞

=

−∑

z
zT

z
zT

zzzTzTzTzTzyZzY
i

i
i

♦ 
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La transformación en Z es biunívoca, pudiendo pasar a su secuencia asociada de forma

inmediata. Así dada la transformada Z de una secuencia es posible obtener la secuencia

original aplicando la transformada Z inversa, que se denota mediante Z-1. Es decir,

{ }kykyzYZ ==− )()]([1 (2.6)

Si Y(z) viene expresada de forma racional existen diferentes métodos para obtener la

transformada Z inversa, por ejemplo:

1)  Método de expansión en fracciones simples. Se descompone en fracciones simples a

Y(z) y se utiliza una tabla de transformadas elementales para obtener la

transformada Z inversa de cada uno de las fracciones.

2)  Método de la división directa. Se divide el numerador de Y(z) entre el denominador

de Y(z), el cociente que se va obteniendo es la expansión de Y(z) en una serie

infinita de potencias de z--1. Los coeficientes de cada una de las potencias z--i son de

acuerdo con (2.1) los elementos de la secuencia {y0, y1, y2,...}. Con este método rara

vez es posible obtener la expresión para el término general {yk}.

2.3 MODELADO DE SISTEMAS DISCRETOS

Existen tres formas de modelar los sistemas discretos: ecuación en diferencia, ecuación

de estado y función de transferencia.

2.3.1 Ecuación en diferencias
Una ecuación en diferencias da el valor de la salida actual yk en función de los valores

de las salidas anteriores yk-1,yk-2,... y de las entradas actual uk y anteriores uk-1,uk-2....

),...,,,,...,,( 211 nkkkmkkkk yyyuuufy −−−−−=

La ecuación en diferencias permite representar el modelo con un número finito de

términos. Si la función f es no lineal el proceso será discreto no lineal y si la ecuación es

lineal pero sus coeficientes varían con el tiempo, el proceso es lineal y variable con el

tiempo. De la misma forma, si la función que representa el modelo es lineal y sus

coeficientes son constantes el proceso discreto es lineal e invariante. Para este último caso

la ecuación en diferencias queda:
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∑∑
=

−
=

− −=
n

i
iki

m

i
ikik yauby

10
·· (2.7)

O de forma equivalente:

)(·...)1(·)(·)(·...)1(·)( 101 mkubkubkubnkyakyaky mn −++−+=−++−+ (2.8)

Si se define el operador retardo q-1 como

)1()(·
)1()(·1

+=
−=−

kykyq
kykyq

entonces la ecuación (2.8) se puede expresar como:

)()()()( 11 kuqBkyqA ⋅=⋅ −−

donde

m
m

n
n

qbqbqB

qaqaqA
−−−

−−−

+++=

+++=

·...·1)(

·...·1)(
1

1
1

1
1

1

♦ Ejemplo 2.4:

Se desea resolver la siguiente ecuación en diferencias:

)()2()1(·2)(·2 kukykyky =−+−−

donde y(k)=0 para k<0 y





<
=

=
00

2,1,01
)(

k
k

ku

Los valores de la secuencia y(k) se obtienen a partir de la ecuación en diferencias:

2
)()2()1(·2)( kukykyky +−−−

=

Los primeros valores de la secuencia son:
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5.0
2

)0()2()1(·2)0( =
+−−−

=
uyyy

1
2

105.0·2
2

)1()1()0(·2)1( =
+−

=
+−−

=
uyyy

25.1
2

15.01·2
2

)2()0()1(·2)2( =
+−

=
+−

=
uyyy

Se va a resolver la ecuación en diferencias tomando la transformada Z:

1
21

1
1)()(·2)(·2 −

−−

−
=+−

z
zYzzYzzY

Despejando Y(z):

)1·22)(1()·22(
1·

)1(
1)( 2

3

211 +−−
=

+−−
= −−− zzz

z
zzz

zY

Expandiendo Y(z) en fracciones simples:

21

1

12

2

·22
1

1
1

1·221
)( −−

−

− +−
+−

+
−

=
+−

+−
+

−
=

zz
z

zzz
zz

z
zzY

Nótese que los polos involucrados en el último término cuadrático de Y(z) son complejos conjugados.

Por lo tanto Y(z) se puede rescribir de la siguiente forma:

21

1

21

1

1 ·5.01
·5.0·

2
1

·5.01
·5.01·

2
1

1
1)( −−

−

−−

−

− +−
+

+−
−

+
−

=
zz

z
zz

z
z

zY

Si se acude a una Tabla de transformadas z (ver Apéndice A), se encuentra que:

)··(·)(
·)···cos(·21

)·(··)( ··
2··21·

1·

Tksenekx
zezTe

TsenzezX Tka
TaTa

Ta

ω
ω

ω −
−−−−

−−

=⇒
+−

=

y que

)···cos()(
·)···cos(·21

)··cos(·1)( ··
2··21·

1·

Tkekx
zezTe

TzezX Tka
TaTa

Ta

ω
ω

ω −
−−−−

−−

=⇒
+−

−
=
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Para Y(z) se identifica que

2
1)·cos(

5.0··2

=

=−

T

e Ta

ω

Luego, se obtiene que

2
1)·(

4
·

=

=

Tsen

T

ω

πω

Entonces la transformada Z inversa de Y(z) se puede escribir como:

)··(··
2
1)···cos(·

2
11)( ···· TkseneTkeky TkaTka ωω −− +−=

Y sustituyendo valores:

...2,1,0
4
··

2
1·

2
1

4
··cos

2
1·

2
11)( =















+















−= kksenkky

kk
ππ

Conviene comprobar que el término general obtenido es el correcto, para ello se van calcular los

primeros valores de la secuencia:

( ) ( )

25.1
2

·
2

1·
2
1

2
·cos

2
1·

2
11)2(

1
4

·
2

1·
2
1

4
·cos

2
1·

2
11)1(

5.00·
2

1·
2
10·cos

2
1·

2
11)0(

22

00

=














+















−=

=














+















−=

=







+








−=

ππ

ππ

seny

seny

seny

♦ 

2.3.2 Ecuación de estado
Para sistemas (lineales o no lineales) de tiempo discreto variantes en el tiempo, la

ecuación de estado se puede escribir como:
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),,(1 kuxfx kkk =+

Y la ecuación de salida como:

),,( kuxgy kkk =

Para los sistemas lineales de tiempo discreto variantes en el tiempo, la ecuación de

estado y la ecuación de salida se pueden simplificar a la forma:

kkkkk

kkkkk

uDxCy
uGxFx

··
··1

+=
+=+

donde:

xk es el vector de estado de dimensión n x 1

yk es el vector de salida de dimensión m x 1

uk es el vector de entrada de dimensión r x 1

Fk es la matriz de estado de dimensión n x n

Gk es la matriz de entrada de dimensión n x r

Ck es la matriz de salida de dimensión m x n

Dk es la matriz de transmisión directa m x r

La presencia del subíndice k implica que tanto los vectores como las matrices varían

con el tiempo. Si dicho subíndice no aparece se supone que son invariables en el tiempo, es

decir, constantes. Luego si el sistema lineal es invariante en el tiempo entonces las

ecuaciones toman la forma:

kkk uGxFx ··1 +=+    (2.9)

kkk uDxCy ·· += (2.10)

En la Figura 2.2 aparece representado el diagrama de bloques asociado a las

ecuaciones (2.9).
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G

F

+ Iz ·1−)1( +kx )(kx)(ku C
)(ky

+

D

Figura 2.2: Diagrama de bloques de un sistema de control lineal en tiempo discreto invariante en el

tiempo representado en el espacio de estados.

2.3.3 Función de transferencia
Si se toma la transformada Z sobre la ecuación en diferencias que representa a una

sistema lineal e invariante en el tiempo (2.8)

)(··...)(··)(·)(··...)(··)( 1
10

1
1 zUzbzUzbzUbzYzazYzazY m

m
n

n
−−−− +++=+++    (2.11)

La ecuación anterior se puede escribir de la siguiente forma:

n
nn

m
mm

n
n

m
mmn

azaz
bzbzb

zaza
zbzbbz

zU
zYzH

+++
+++

=
+++
+++

=≡ −

−

−−

−−
−−

...·
...··

·...·1
·...·

)(
)()( 1

1

1
10

1
1

1
10)( (2.12)

A H(z) se le conoce como función de transferencia discreta.

También es posible obtener H(z) a partir de las ecuaciones de estado y de salida de un

sistema lineal e invariante en el tiempo. Si se toma la transformada Z en (2.9) y (2.10) y

supuesto x0=0:

)(·)(·)(
)(·)(·)(·

zUDzXCzY
zUGzXFzXz

+=
+=

Operando se obtiene:

DGFIzC
zU
zYzH +−== − ·)··(

)(
)()( 1 (2.13)

H(z) es una matriz de m x r, y se le denomina como matriz de transferencia pulso. En el

caso SISO (m=1, r=1), H(z) es un escalar y se le denomina función de transferencia pulso.
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La relación entre la ecuación en diferencias (2.8) y la función de transferencia discreta

(2.12) es directa y biunívoca. Sin embargo dada la función de transferencia discreta (2.12)

pueden existir distintas representaciones (formas canónicas) en variables de estado (2.9)

asociadas.

2.3.4 Formas canónicas
La función de transferencia discreta (2.12) de un sistema de orden n contiene n+m+1

parámetros: los coeficientes del numerador b0, b1,..., bm y los coeficientes del denominador

a1,...,an. Un modelo en el espacio de estados se dice  que está en forma canónica si se

escribe en términos de n+m+1 parámetros y puede representar a una función de

transferencia arbitraria de m ceros y n polos.

Al igual que sucede con los sistemas continuos (ver sección 1.4), existen principalmente

tres formas canónicas para la representación en variables de estado de un sistema discreto:

1) Forma canónica controlable (si m<n):

kmk

kk

nnn

k

xbby

ux

aaaa

x

]·0...0...[

·

1
0
....
...
0

·

...
1...000
...............
0...100
0...010

0

1321

1

=























+























−−−−

=

−−−

+ (2.14)

En el caso en que n=m entonces la ecuación de salida es:

kkmk ubxbby ·]·0...0...[ 00 += (2.15)

2) Forma canónica observable 1(si m<n):

kk

k

n

n

k

nnn

k

xy

u

g
g

g
g

x

aaaa

x

]·0...01[

·....·
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1...000
...............
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0...010

1

2

1

1321

1

=























+























−−−−

=

−

−−−

+ (2.16)

                                                          
1 Existe otra expresión equivalente para la forma canónica observable como se puede comprobar en el libro
Sistemas de Control en Tiempo Discreto. K. Ogata
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En el caso de que n=m la ecuación de salida toma la forma:

)(·)(]·0...01[)( 0 tugtxty += (2.17)

Los elementos gi provienen del desarrollo en serie de Laurent en el origen z=0 de H(z).

Es decir,

...·...···
)(
)()( 2

2
1

10
0

1

1

+++++=== −−−
∞

=

−
−

−

∑ n
n

k

k
k zgzgzggzg

zdenH
znumHzH (2.18)

En el caso de sistemas discretos el desarrollo en serie de Laurent se obtiene dividiendo

de forma directa el numerador de la función de transferencia numH(z-1) entre su

denominador denH(z-1).

3)  Forma canónica de Jordan

En el caso SISO la representación en variables de estado en forma canónica de Jordan

toma la siguiente expresión:

kknk

kk

n

k

udxcccy

uxx

·]·...[

·

1
1
....
1
1

·

...00
............
0...0
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21
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1
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=+

λ

λ
λ

(2.19)

Los coeficientes ci y los autovalores λi se obtienen desarrollando en fracciones simples

la función de transferencia H(z):

n

n

z
c

z
c

z
cdzH

λλλ −
+++

−
+

−
+= ...)(

2

2

1

1 (2.20)

2.4 RESOLUCION DE LAS ECUACIONES DE ESTADO

2.4.1 Sistemas lineales invariantes en el tiempo
Considérense las ecuaciones de estado (2.9) y de salida (2.10) para un determinado

sistema discreto lineal e invariante en el tiempo. La solución de la ecuación (2.9) para

cualquier entero positivo k se puede obtener directamente por recursión, de la siguiente

forma:
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:
········

······

··

210
2

0
3

223

100
2

112

001

uGuGFuGFxFuGxFx

uGuGFxFuGxFx

uGxFx

+++=+=

++=+=

+=

Luego mediante la repetición de este procedimiento, se obtiene:

3,2,1···
1

0

1
0 =+= ∑

−

=

−− kuGFxFx
k

i
i

ikk
k (2.21)

Se observa que la solución xk está formada por dos partes, una que representa la

contribución del estado inicial x0 y otra que representa la contribución de la entrada ui

i=0,1,2,...,k-1. Conocido xk entonces de acuerdo con (2.10) la salida está dada por la

expresión:

k

k

i
i

ikk
k uDuGFCxFCy ······

1

0

1
0 ++= ∑

−

=

−− (2.22)

La matriz de transición de estados (matriz fundamental) Ψk para el sistema definido por

(2.9), es la solución de la ecuación homogénea:

kk Fxx =+1 (2.23)

Luego:

0·xx kk Ψ= (2.24)

Donde Ψk es una matriz única de dimensión n x n que satisface la condición:

I
F kk

=Ψ
Ψ=Ψ +

0

1 ·
(2.25)

Por lo tanto Ψk puede estar dada por:

k
k F=Ψ             (2.26)

Se observa que la solución (2.24) es simplemente una transformación del estado inicial.

La matriz de transición de estados Ψk contiene toda la información  sobre los movimientos

libres del sistema homogéneo.
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Considerando la matriz de transición de estados Ψk las ecuaciones (2.21) y (2.22) se

escriben en la forma:

∑
−

=
−−Ψ+Ψ=

1

0
10 ···

k

i
iikkk uGxx (2.27)

k

k

i
iikkk uDuGCxCy ······

1

0
10 +Ψ+Ψ= ∑

−

=
−− (2.28)

que se puede expresar equivalentemente en la forma:

∑
−

=
−−Ψ+Ψ=

1

0
10 ···

k

i
ikikk uGxx (2.29)

k

k

i
ikikk uDuGCxCy ······

1

0
10 +Ψ+Ψ= ∑

−

=
−− (2.30)

2.4.2 Sistemas lineales variantes en el tiempo
Considérense las siguientes ecuaciones para un sistema lineal discreto variante en el

tiempo:

kkkkk uGxFx ··1 +=+ (2.31)

kkkkk uDxCy ·· += (2.32)

La solución de la ecuación de estado se puede encontrar fácilmente mediante recursión

( )
:

···········
··

111111111112

1

++++++++++++

+

++=++=+=
+=

hhhhhhhhhhhhhhhhhhhh

hhhhh

uGuGFxFFuGuGxFFuGxFx
uGxFx

La matriz de transición de estado para este sistema se define como ),( hkΨ . Se trata de

una matriz única que satisface las condiciones:

Ihh
hhhkhkFhk k

=Ψ
++=Ψ=+Ψ

),(
,...2,1,),(·),1(

Se deduce que ),( hkΨ  está dada por la ecuación:
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hkFFFhk hkk >=Ψ −− ·...··),( 21 (2.33)

Utilizando ),( hkΨ , la solución de la ecuación de estado  (2.31) toma la forma:

∑
−

=

>+Ψ+Ψ=
1

·)·1,()·,(
k

hi
iihk hkuGikxhkx (2.34)

♦ Demostración:

Se va a demostrar que (2.34) es efectivamente solución de la ecuación de estado (2.31).

Se tiene que:

),(··...··),1( 1 hkFFFFhk khkk Ψ==+Ψ −         (2.35)

Sustituyendo esta expresión en:

∑
=

+ ++Ψ++Ψ=
k

hi
iihk uGikxhkx ·)·1,1()·,1(1 (2.36)

se obtiene:
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k
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k
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iihkk

uGxF

uGuGikxhkF

uGIuGikFxhkF
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··)·1,()·,(·

···)·1,(·)·,(·
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+Ψ+Ψ=

++Ψ+Ψ=

++Ψ+++Ψ+Ψ=

∑

∑

∑

−

=

−

=

−

=
+

Tal y como se quería demostrar.

♦ 

Conocido el valor de xk, la ecuación de salida (2.32) toma la forma:

hkuDuGikCxhkCy kk

k

i
iikhkk >++Ψ+Ψ= ∑

−

=

··)·1,(·)·,(·
1

0
(2.37)
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Otra propiedad importante de la matriz de transición de estados es que si Fk es no

singular para todos los valores de k considerados, de forma que la inversa de ),( hkΨ  exista

entonces:

[ ] 1
1

1
1

11
21

1 ·...···...··),(),( −
−

−
+

−−
−−

− ==Ψ=Ψ khhhkk FFFFFFkhhk (2.38)

2.5 RESPUESTA IMPULSIONAL EN TIEMPO DISCRETO
Es posible utilizar las ecuaciones (2.21) y (2.22) para derivar una fórmula para la

respuesta impulsional de un sistema en tiempo discreto en términos de sus matrices en el

espacio de estado. La respuesta impulsional hk de un sistema en tiempo discreto es la

respuesta (con condiciones iniciales nulas) a la siguiente secuencia de entrada





≠∀
=

=
00

01
k

k
kδ (2.39)

Si se hace uk=δk en (2.22), supuesto condiciones iniciales nulas, se obtiene la expresión

para la respuesta impulsional hk

k

k

i
i

ik
k DGFCh δδ ····

1

0

1 += ∑
−

=

−− (2.40)

Sustituyendo el valor de δk:





>
=

= − 0··
0

1 kGFC
kD

h kk (2.41)

La respuesta impulsional y la función de transferencia discreta verifican:

( ) )(zHhZ k = (2.42)

En la sección 2.3.3 se obtuvo la expresión (2.13) de la función de transferencia discreta

H(z) en función de las matrices de la representación en variables de estado. También es

posible calcular dicha expresión aplicando la transformada Z a la respuesta impulsional

(2.40).

Si se considera la definición de transformada Z dada en (2.1)
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( ) DzGFCzhZzH
i

ii

i

i
i +=== ∑∑

∞

=

−−
∞

=

−

1

1

0
k ····] }{h[)( (2.43)

Puesto que C y F son constantes se pueden sacar del sumatorio:

( ) DGzFCzH
i

ii +







= ∑

∞

=

−− ···)(
1

1 (2.44)

Haciendo el cambio de variable j=i-1, la ecuación anterior toma la siguiente forma:

( ) DGzFCzH
j

jj +







= ∑

∞

=

−− ···)(
0

1 (2.45)

Que es equivalente a:

( ) DGFzzCzH
j

j
+








= ∑

∞

=

−− ···)(
0

11 (2.46)

Haciendo uso de la siguiente identidad matricial para una matriz M cuyos valores

propios se encuentren dentro del círculo de radio unidad.

∑
∞

=

−−=
0

1)(
j

j MIM    (2.47)

En este caso M=z -1·F. Entonces:

( ) DGzFzICDGFzIzCzH +−=+−=
−−−−− ·)··(··)·(·)( 11111 (2.48)

Con lo que finalmente se obtiene

DGFIzCzH +−= − ·)··()( 1 (2.49)

Luego se ha demostrado que efectivamente hk y H(z) realmente forman una pareja de

transformada Z.

2.6 DISCRETIZACION DE LAS ECUACIONES EN EL ESPACIO DE
ESTADO EN TIEMPO CONTINUO

Considérese el siguiente modelo en el espacio de estados para un determinado sistema

continuo lineal e invariante en el tiempo:
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)(·)(·)(
)(·)(·)(
tuDtxCty
tuBtxAtx

+=
+=&

         (2.50)

De acuerdo con la sección 1.5 el vector de estado vendrá dado por la expresión:

∫ −− +=
t

t

tAttA duBetxetx
0

0 )·(··)(·)( )·(
0

)·( τττ (2.51)

Si se considera t0=k·T y t=k·T+T, donde T es el periodo de muestreo, entonces (2.51) da

una fórmula que permite actualizar el vector de estado entre los instantes de muestreo. Esto

es, integrando la ecuación de estado durante un instante de muestreo se obtiene:

∫
+ −++=+

TTk

Tk

TTkATA duBeTkxeTkTx
·

·

)··(· )·(··)·(·)( τττ     (2.52)

Por otra parte, se supone que la entrada de control en tiempo continuo u(t) a la planta

es la salida de un retenedor de orden cero:

TktTkutu k )·1(·)( +≤≤= (2.53)

Por lo tanto es posible sacar u fuera de la integral:

k

TTk

Tk

TTkATA udBeTkxeTkTx ···)·(·)(
·

·

)··(·





+=+ ∫

+ −+ ττ (2.54)

Si se considera el siguiente cambio de variables en la integral γ=k·T+h-τ se obtiene:

k

T ATA udBeTkxeTkTx ···)·(·)(
0

··





+=+ ∫ γγ (2.55)

Esta última expresión permite calcular el valor del vector de estado x(t) sólo en los

instantes de muestreo t=k·T. Si se define la secuencia de vectores de estado en tiempo

discreto por:

)·( Tkxxk = (2.56)

y se definen

TAe ·=Φ (2.57)
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∫=Γ
T A dBe
0

· ·· γγ       (2.58)

entonces (2.55) se convierte en la ecuación de estado en tiempo discreto:

kkk uxx ··1 Γ+Φ=+         (2.59)

Por su parte la ecuación de salida es:

kkk uDxCy ·· +=         (2.60)

Las ecuaciones (2.59) y (2.60) constituyen un sistema en tiempo discreto cuya salida

por construcción coincide exactamente con la salida del sistema continuo si su entrada de

control permanece constante en cada periodo de muestreo, es decir, la entrada de control

discreta se hace pasar por un retenedor de orden cero. Por eso a la ecuación de estado

dada por (2.59) se le conoce como equivalente con retenedor de orden cero de la ecuación

de estado en tiempo continuo dada por (2.50).

Los cálculos requeridos para muestrear un sistema en tiempo continuos son la

evaluación de una matriz exponencial Φ  y la integración de esta matriz para obtener el

vector Γ . Su obtención se puede realizar por diferentes métodos, cabe reseñar los

siguientes:

• Desarrollo en serie de Φ

...
!3

·
!2

··
3

3
2

2· ++++==Φ
tAtAtAIe tA (2.61)

• Utilizando la transformada inversa de Laplace. En la sección 1.5 se demostró que:

( ) 1·)( −−=Φ AIss

Luego tomando la transformada inversa se obtiene:

( )[ ]11· ·)( −− −==Φ AIset tA L (2.62)

• Utilizando el teorema de Cayley-Hamilton

• Utilizando paquetes software de cálculo numérico o simbólico como Matlab,

Maple, Mathematica, etc.
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Por otra parte se observa en (2.57) que si T<<1 entonces Iee ATA ≈≈=Φ 0·· . Es decir,

conforme el periodo de muestreo T se hace más pequeño la matriz Φ  se aproxima a la

matriz identidad.

♦ Ejemplo 2.5: Motor de corriente continua

Un motor de corriente continua se puede describir mediante un modelo de segundo orden formado

por un integrador y una constante de tiempo (ver Figura 2.3).

1
1
+s s

1u 1x 2x
Tensión Velocidad Posición

Figura 2.3: Modelo normalizado de un motor de corriente continua

La entrada es la tensión aplicada al motor y la salida es la posición del eje. La constante de tiempo se

debe a los elementos del sistema y no se considera la dinámica asociada con la parte eléctrica. Un

modelo normalizado del proceso se puede expresar como:

)(·
)1·(

1)( sU
ss

sY
+

=

Si se introducen como variables de estado la posición y la velocidad del eje del motor (ver Figura 2.3),

el modelo en el espacio de estados viene dado por:

[ ] xy

uxx

·10

·
0
1

·
01
01

=









+







−
=&

Supuesto un periodo de muestreo T se desea obtener el modelo equivalente con retenedor de orden

cero. Para ello hay que calcular Φ  y Γ . Se va usar el método de la transformada inversa de

Laplace. Se sabe que:









−
+

=−
s

s
AIs

1
01

·

La inversa de esta matriz es:
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Tomando la transformada inversa de Laplace de la matriz anterior (ver Apéndice A) se obtiene:

( )[ ] 








−
=−==Φ

−

−
−−

11
0

· 11·
T

T
TA

e
e

AIse L

Asimismo

∫∫∫ 
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==Γ
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− T
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TTT A

eT
e

d
e

e
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e
e

dBe
000

·

1
1

·
1

··
0
1

·
11
0

·· γγγ
γ

γ

γ

γ
γ

♦ 

2.7 CONTROLABILIDAD Y OBSERVABILIDAD
En la sección 1.6 se estudiaron los conceptos de controlabilidad y observabilidad para el

caso de sistemas continuos. En esta sección se particularizan estos conceptos para el caso

de sistemas discretos.

2.7.1 Controlabilidad
Definición: Una representación discreta de un sistema es completamente controlable si

y solo si es posible transferir el sistema desde cualquier estado inicial x0 a cualquier estado

final xN, con N finito, mediante una secuencia de control u0,u1,...,uN-1.

La condición necesaria y suficiente de controlabilidad viene dada por el teorema de

controlabilidad enunciado en la sección 1.6, pero en el caso de sistemas discretos el

grammian de controlabilidad (1.47) toma la forma:

∑
=

−− ΦΓΓΦ=
N

i
i

T
i

T
iiNcd ttttttttW

1
01100 ),()·()·()·,(),( (2.63)

Para sistemas invariantes discretos, la matriz de controlabilidad toma la siguiente forma:

[ ]ΓΦΓΦΓ= − ·|...|·| 1n
cdM (2.64)
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Esta matriz tiene que cumplir las condiciones del teorema algebraico de controlabilidad

enunciado en la sección 1.6.

Por otra parte, para sistemas invariantes discretos la matriz de controlabilidad de salida

toma la siguiente forma:

[ ]DCCCM n
cdy |··|...|··|· 1 ΓΦΓΦΓ= −

Esta matriz tiene que cumplir las condiciones del teorema algebraico de controlabilidad

de la salida enunciado en la sección 1.6.

2.7.2 Observabilidad
Definición: Una representación en variables de estado de un sistema discreto es

completamente observable si cualquier estado inicial x(0) puede determinarse a partir de la

observación de y(k) sobre un número finito de periodos de muestreo. El sistema, por lo

tanto, es completamente observable, si cualquier transición del estado de manera eventual

afecta a todos los elementos del vector de salida.

La condición necesaria y suficiente de observabilidad viene dada por el teorema de

observabilidad enunciado en la sección 1.6, pero en el caso de sistemas discretos el

grammian de observabilidad (1.51) toma la forma:

∑
=

ΦΦ=
N

i
iii

T
i

T
Nod tttCtCttttW

1
000 ),()·()·()·,(),( (2.65)

Para sistemas invariantes discretos, la matriz de observabilidad toma la siguiente forma:

( )[ ]TnTTTT
od CCCM ·|...|·| 1−

ΦΦ= (2.66)

Esta matriz tiene que cumplir las condiciones del teorema algebraico de observabilidad

enunciado en la sección 1.6.

2.8 DISEÑO DE SISTEMAS DE CONTROL EN EL ESPACIO DE
ESTADOS

En la sección 1.7 se estudió el diseño de sistemas de control en el espacio de estados

para el caso de sistemas continuos. En esta sección se particulariza este diseño para el

caso de sistemas discretos.
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2.8.1 Diseño mediante la ubicación de polos
Considérese el sistema lineal invariante en tiempo discreto cuya ecuación de estado es

kkk uGxFx ··1 +=+ (2.67)

Se supone el siguiente control:

kk xKu ·−= (2.68)

En la expresión anterior K es la matriz de ganancia de realimentación del estado.

Sustituyendo este control en la ecuación de estado se obtiene:

( ) kk xKGFx ··1 −=+ (2.69)

A este esquema de control (ver Figura 2.4) se le denomina realimentación del estado,

se trata de un esquema de control en lazo cerrado.

G

F

+ Iz ·1−
1+kx kxku

-K

Figura 2.4: Sistema de control en lazo cerrado mediante realimentación del estado.

La matriz K se debe escoger de forma que los valores característicos de F-G·K sean los

polos en lazo cerrado deseados: µ1, µ2,...,µn. Una condición necesaria y suficiente para la

ubicación arbitraria de los polos, es que el sistema sea de estado completamente

controlable.

La ecuación característica del sistema en lazo cerrado viene dada por la expresión:

0)·(·)( =−−=∆ KGFIzzc (2.70)
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Que puede expresarse en función de los valores deseados para los polos µ1,µ2,...,µn de

la siguiente forma:

0
1

121 ...·))·...·()·(()( ααµµµ +++=+++=∆ −
−

n
n

n
n

c zzzzzz (2.71)

La matriz de ganancias de realimentación de estado K que obliga a los valores

característicos de (2.70) a ser µ1,µ2,...,µn (valores deseados), es decir, a poseer una

ecuación característica de la forma (2.71) se demuestra que entre otros métodos se puede

determinar mediante la fórmula de Ackermann:

[ ][ ] [ ]IFFGFGFGK n
n

nn ·...···|...|·|·10...00 0
1

1
11 αα +++= −

−

−− (2.72)

Se observa en (2.72) que el vector fila de dimensión 1 x n es la última fila de una matriz

identidad de dimensión n x n, a dicho vector se le puede denotar por en. A continuación, de

acuerdo con (2.64), se tiene a la inversa de la matriz de controlabilidad discreta Mcd

Finalmente, se tiene la ecuación característica )(Fφ  que satisface la matriz F de acuerdo

con el teorema de Caley-Hamilton.

IFFF n
n

n ·...··)( 0
1

1 ααφ +++= −
− (2.73)

Luego la fórmula de Ackermann se puede expresar en la forma:

)(·1 FMeK cdn φ−⋅= (2.74)

2.8.2 Observadores de estado
Considérese el sistema de control definido por las ecuaciones

kkk uGxFx ··1 +=+ (2.75)

kk xCy ·= (2.76)

kk xKu ·−= (2.77)

Supóngase que el estado xk se aproximará mediante el estado kx̂ del siguiente modelo

dinámico:

( ) kekkekkekkk yKuGxCKFxCyKuGxFx ··ˆ··)ˆ··(·ˆ·ˆ 1 ++−=−++=+ (2.78)
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kx̂ es una estima de xk y se denomina estado observado. Por tanto la ecuación anterior es la

ecuación del observador de estado. En dicha ecuación, la matriz Ke es una matriz de

ponderación que se denomina matriz de ganancia de realimentación del observador (es una

matriz n x m).

2.8.2.1 Observador de estado de orden completo

Se supone que el sistema es de estado completamente controlable y completamente

observable, pero que xk no está disponible para medición directa. En este caso el orden del

observador es igual al del sistema. Para obtener la ecuación de error del observador, se

resta (2.75) de (2.78).

( ) )ˆ·(·)ˆ···(ˆ··ˆ 11 kkekkekkkk xxCKFxCxCKxFxFxx −−=−−−=− ++ (2.79)

Sea el vector de error ek :

)ˆ·( kkk xxe −=

La ecuación (2.79) se convierte en

( ) kek eCKFe ··1 −=+ (2.80)

Luego el comportamiento dinámico de la señal de error queda determinado por los

valores característicos de la matriz F-Ke·C. Si ésta es estable, el vector de error convergerá

a cero para cualquier error inicial e0. Si los valores característicos de F-Ke·C se seleccionan

de forma que el comportamiento dinámico del vector de error es suficientemente rápido,

entonces cualquier vector de error tenderá a cero con una velocidad adecuada. Si el sistema

es completamente observable, se demuestra que es posible seleccionar una matriz Ke tal

que F-Ke·C tenga los valores característicos arbitrariamente deseados.

Una posible forma de obtener la matriz Ke es aplicando la fórmula de Ackermann a un

sistema dual (ver sección 1.7)

( )TT
odne FMeK )(·· 1 φ−= (2.81)



Apuntes de Automática II

105

2.8.2.2 Observador de estado de orden mínimo

La obtención del observador de estado de orden mínimo para el sistema de control

descrito por (2.75)-(2.77) es sencilla simplemente hay que seguir los pasos que se indican

en la sección 1.7.2.5 y sustituir las magnitudes continuas por sus equivalentes discretas.

2.9 ENFOQUE DE ECUACIONES POLINOMIALES PARA EL DISEÑO
DE SISTEMAS DE CONTROL

En la sección anterior se describió el diseño de sistemas de control en el espacio de

estados mediante realimentación, al usar la técnica de la ubicación de polos. Si alguna de

las variables de estado no se podía medir de forma directa se empleaban los estados

observados.

Existe una técnica diferente para el diseño de sistemas de control, es el denominado

enfoque de ecuaciones polinomiales, que es un enfoque alternativo al diseño mediante

ubicación de polos con un observador del estado de orden mínimo. En este enfoque se

resuelven ecuaciones Diofánticas para determinar polinomios en z que se pueden utilizar

para construir sistemas físicamente realizables. Este punto de vista proporciona una

solución matemática rápida a ciertos tipos de problema de diseño.

Este enfoque se puede aplicar a sistemas MIMO, aunque en esta sección se van a

considerar por sencillez únicamente sistemas SISO.

2.9.1 La ecuación Diofántica
Considérese el sistema definido por la función de transferencia pulso:

)(
)(

)(
)(

zA
zB

zU
zY

= (2.82)

donde

n
nn

n
nn

bzbzbzB

azazzA

+++=

+++=
−

−

...··)(

...·)(
1

10

1
1

Supóngase A(z) y B(z) no tienen factores comunes, es decir, no existen cancelaciones

entre los polos y ceros de la función de transferencia (es de estado completamente

controlable y completamente observable). En este caso A(z) y B(z) se dice que son
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polinomios coprimos. Por otra parte, un polinomio en z se dice que es mónico si el

coeficiente del término de mayor grado es uno. Por tanto, el polinomio A(z) es mónico.

Sea el siguiente polinomio estable D(z) de grado (2·n-1)

12
·2

1
1·2

0 ...··)( −
− +++= n

nn dzdzdzD

Existen polinomios únicos de grado (n-1), α(z) y β(z) tales que

)()()·()()·( zDzBzzAz =+ βα (2.83)

donde

1
2

1
1

0

1
2

1
1

0

...··)(

...··)(

−
−−

−
−−

+++=

+++=

n
nn

n
nn

zzz

zzz

ββββ

αααα

A la ecuación (2.83) se le denomina ecuación Diofántica, en honor de Diofanto de

Alejandría (246-330) d.C. Esta ecuación se puede resolver para α(z) y β(z) mediante el uso

de la matriz de Sylvester E de dimensión 2·n x 2·n, la cual se define en términos de los

coeficientes de los polinomios coprimos A(z) (supuesto que es mónico) y B(z) como sigue:
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−−
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nn

nn

nn

nnnn

nn

(2.84)

La matriz de Sylvester E es no singular si y solo si A(z) y B(z) son coprimos.

Ahora se definen los vectores D y M tales que:
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D (2.85)

Entonces es posible demostrar que la solución a la ecuación Diofántica se determina a

mediante la resolución del siguiente sistema de ecuaciones lineales:

DME =·         (2.86)

Una posible forma de resolver este sistema es calculando la inversa de E y multiplicarla

por el vector D:

DEM ·1−=

♦ Ejemplo 2.6

Sean los siguientes polinomios:

3

2

)(
2)(

5.0)(

zzD
zzB

zzzA

=

+=
++=

Luego a1=1, a2=0.5, b0=0, b1=1, b2=2, d0=1, d1=0, d2=0 y d3=0

El problema es encontrar dos polinomios únicos α(z) y β(z) tales que:

)()()·()()·( zDzBzzAz =+ βα

donde

10

10

·)(
·)(

βββ
ααα

+=
+=

zz
zz

Hay que resolver por tanto una ecuación Diofántica, es decir, resolver el sistema de ecuaciones

(2.86):
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Operando se obtiene: α1=-1.2, α0=1, β1=0.3 y β0=0.2

Es decir,

3.0·2.0)(
2.1)(
+=

−=
zz

zz
β
α

Que se puede comprobar que verifican la ecuación Diofántica.

♦ 

2.9.2 Sistemas de control elementales

2.9.2.1 Configuración 1 del sistema de control

Considérese el diagrama de bloques del sistema de control que se muestra en la Figura

2.5. La función de transferencia B(z)/A(z) es la planta, mientras que β(z)/α(z) funciona como

un regulador. Los polinomios α(z) y β(z) se pueden obtener resolviendo la siguiente

ecuación Diofántica:

)()·()()·()()·( zFzHzBzzAz =+ βα

donde A(z) es un polinomio mónico de grado n, B(z) es un polinomio m (m≤n) (no existen

factores comunes entre A(z) y B(z)), H(z) es el polinomio característico deseado para la

parte de ubicación de polos y F(z) es el polinomio característico deseado para el observador

de orden mínimo. Ambos polinomios H(z) y F(z) son estables. El grado del polinomio H(z) es

n y el de F(z) es n-1. Se supone que la salida del sistema es el único estado medible. Por lo

tanto, el orden del observador mínimo es n-1.

La ganancia K0 debe ser ajustada para que la salida en estado estacionario y(k) sea

igual a uno cuando la entrada r(k) es una secuencia de escalón unitario.
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Figura 2.5: Diagrama de bloques del sistema de control (configuración 1)

La función de transferencia en lazo cerrado es:

)()·(
)()·(·

)()·()()·(
)()·(·

)(
)(·

)(
)(1

)(
)(

·
)(
)(

000 zFzH
zBzK

zBzzAz
zBzK

z
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zB

K
zR
zY α

βα
α

α
β

=
+

=
+

= (2.87)

El sistema en lazo cerrado es de orden (2·n-1), a menos que exista alguna cancelación

entre α(z)·β(z) y H(z)·F(z).

Para determinar K0 se aplica (2.5):

( ) 1
)1()·1(
)1()·1(·

1
·

)()·(
)()·(··1lim)(·1lim)(lim 001

1

1
==








−

−
=−=

→

−

→∞→ FH
BK

z
z

zFzH
zBzK

z
zzYzky

zzk

αα

Luego:

)1()·1(
)1()·1(

0 B
FHK

α
= (2.88)

♦ Ejemplo 2.7

Considérese el sistema de control de la Figura 2.5 con K0=1. La función de transferencia de la planta

es:

1·2
02.0·02.0

)1(
)1·(02.0

)(
)(

)(
)(

22 +−
+

=
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+
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z
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zR
zY
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A(z) es un polinomio mónico de grado 2 y no existe cancelaciones entre el numerador y el

denominador. Se tiene que a2=-2, a1=1, b0=0, b1=0.02, b2=0.02.

Por otra parte, aunque R(z)=0, la función de transferencia en lazo cerrado para el sistema está dada

por:

)1·(02.0)·()1)·((
)()·1·(02.0

)()·()()·(
)()·(

)(
)(

2 ++−
+

=
+

=
zzzz

zz
zBzzAz

zz
zR
zY

βα
α

βα
βα

Supóngase que los polos en lazo cerrado deseados mediante realimentación de estado sean

4.0·6.04.0·6.0 21 jzjz −=+=

Es decir, la ecuación característica deseada es:

52.0·2.1)4.0·6.0)·(4.0·6.0()( 2 +−=+−−−= zzjzjzzH

Por otra parte, la ecuación característica deseada para el observador es:

zzF =)(

Para determinar α(z) y β(z), se resuelve la ecuación Diofántica siguiente:

)()()·()()·()()·( zDzHzFzBzzAz ==+ βα

Se tiene que

zzzdzdzdzdzHzFzD ·52.0·2.1···)()·()( 23
32

2
1

3
0 +−=+++==

Obsérvese que D(z) es un polinomio estable de grado (2·n-1) en z (donde n=2 para este caso).

Además

10

10

·)(
·)(

βββ
ααα

+=
+=

zz
zz

Para resolver la ecuación Diofántica hay que resolver el sistema de ecuaciones (2.86):
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Operando se obtiene: α1=0.32, α0=1, β1=-16 y β0=24

Es decir,

16·24)(
32.0)(

−=
+=

zz
zz

β
α

En consecuencia el regulador realimentado se obtiene como









+
−

=
32.0

6667.0·24
)(
)(

z
z

z
z

α
β

Una forma alternativa de obtener este regulador es usando el diseño en el espacio de estado

mediante el método de ubicación de polos combinado con un observador de orden mínimo.

Supóngase ahora el caso en que se desea ajustar el valor de la ganancia K0 para que la salida en

estado estable y(k) sea igual a uno cuando la entrada r(k) es una secuencia de escalón unitario. En

este caso K0 viene dada por la ecuación (2.88)

04.0·32.1
1·32.0

)1()·1(
)1()·1(

0 ==
B
FHK

α
=6.06

La función de transferencia en lazo cerrado es:

zzz
zz

zFzH
zBzK

zBzzAz
zBzK

zR
zY

·52.0·2.1
)1·(02.0)·32.0·(06.6

)()·(
)()·(·

)()·()()·(
)()·(·

)(
)(

23
00

+−
++

==
+

=
α

βα
α

Obsérvese que el sistema es de tercer orden

♦ 

2.9.2.2 Configuración 2 del sistema de control

Considérese el diagrama de bloques de la Figura 2.6
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zB)(zU )(zY
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-

)(
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)(
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Figura 2.6: Diagrama de bloques del sistema de control (configuración 2)

Se verifica la siguiente ecuación:

)(·)(·
)(
)()()(·

)(
)()( 0 zRKzY

zF
zzUzU

zF
zzU +








+−−=

βα

Que se puede simplificar a:

)(·)(·
)(
)()(·

)(
)(

0 zRKzY
zF
zzU

zF
z

+−=
βα

(2.89)

La función de transferencia pulso de la planta es:

)(
)(

)(
)(

zA
zB

zU
zY

=

Donde A(z) es un polinomio mónico de grado n, B(z) es un polinomio m (m≤n). Luego:

)(·
)(
)()( zY

zB
zAzU = (2.90)

Al sustituir (2.90) en (2.89) se obtiene:

)(·)(·
)(
)(·

)(
)(·

)(
)(

0 zRKzY
zF
z

zB
zA

zF
z

=







+

βα

Luego
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)()·()()·(
)()·(·

)(
)(·

)(
)(·

)(
)()(

)( 00

zBzzAz
zBzFK

zF
z

zB
zA

zF
z

K
zR
zY

βαβα +
=

+
=

Como

)()·()()·()()·( zFzHzBzzAz =+ βα

se obtiene:

)(
)(·

)()·(
)()·(·

)(
)( 00

zH
zBK

zFzH
zBzFK

zR
zY

== (2.91)

Obsérvese que el polinomio F(z) ha sido cancelado ya que se suponía que era estable y

en consecuencia su cancelación está permitida. Por otra parte el polinomio característico del

sistema en lazo cerrado está dado por H(z). H(z) es el polinomio estable de grado n

deseado pero que, en esencia, “se escoge de manera arbitraria”. Por lo tanto, el sistema de

control diseñado es de orden n.

♦ Ejemplo 2.8

Considérese el sistema de control de la Figura 2.6, supóngase que los polinomios A(z), B(z), H(z),

F(z), α(z) y β(z) son los considerados en el Ejemplo 2.7. En ese caso la función de transferencia en

lazo cerrado, de acuerdo con la ecuación (2.91), toma la forma:

52.0·2.1
)02.0·02.0·(

)(
)(

2
0

+−
+

=
zz
zK

zR
zY

Para determinar la constante K0 se requiere que y(∞) en la respuesta al escalón unitario sea igual a

uno.

( )
1

81
·

52.0·2.1
02.0·02.0·

·1lim)()·1(lim)(lim 0
2
0

1

1

1
==

−+−
+−

=−=
→

−

→∞→

K
z

z
zz
zK

z
zzYzky

zzk

Por lo tanto el valor de K0 es 8.

Entonces la función de transferencia en lazo cerrado es:
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52.0·2.1
16.0·16.0

)(
)(

2 +−
+

=
zz

z
zR
zY

Obsérvese que el sistema es de segundo orden.

Si se compararan las respuestas al escalón unitario de los sistemas de control de la configuración 1

(Ejemplo 2.7) y 2 se observaría que son idénticas. Por otra parte si se compararán las respuestas a la

rampa unitaria de los dos sistemas, se obtendría que el sistema de control de la configuración 2 tiene

un error (E(z)=R(z)-Y(z)) un 10 % (se supone un periodo de muestreo T=0.2 seg) menor en estado

estable e(∞) al seguir la entrada rampa unitaria que el sistema de control de la configuración 1.

♦ 

2.9.3 Diseño de sistemas de control mediante la igualación a un
modelo

Considérese el sistema definido por la función de transferencia pulso:

)(
)(

)(
)(

zA
zB

zU
zY

= (2.92)

donde

m
mm

n
nn

bzbzbzB

azazzA

+++=

+++=
−

−

...··)(

...·)(
1

10

1
1

Supóngase A(z) y B(z) (m≤n) no tienen factores comunes, es decir, no existen

cancelaciones entre los polos y ceros de la función de transferencia. Si B(z) es un polinomio

estable es posible escoger H(z) (la ecuación característica del sistema), tal que incluya al

polinomio B(z), es decir,

)()·()( 1 zHzBzH =

Entonces, de acuerdo a la ecuación (2.91) se tiene

)()()·(
)(·

)(
)(·

)(
)(

1

0

1

00

zH
K

zHzB
zBK

zH
zBK

zR
zY

===

Esto significa que es posible eliminar, si así se desea, los ceros de la planta.

Supóngase que se desea hacer al sistema igual a un cierto modelo:
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)(
)(

)(
)(

zA
zB

G
zR
zY

m

m
m ==

Bajo ciertas condiciones, es posible diseñar tal sistema mediante el uso del enfoque de

ecuaciones polinomiales. A este tipo de sistema de control se le llama sistema de control

mediante la igualación a un modelo.

En este proceso de diseño se debe escoger H(z) como el polinomio característico

deseado estable de grado n  y un polinomio H1(z) estable de grado n-m. La selección de

H1(z) es en cierto sentido arbitraria, siempre que sea un polinomio estable.

)(
)(

zA
zB)(zU )(zY

)(· 1 zHGm

)(zR

-

)(
)(

zF
zβ

)(
)(

zF
zα -

)(zV

Figura 2.7: Diagrama de bloques del sistema de control mediante la igualación a un modelo.

Considérese el diagrama de bloques de la Figura 2.7. Se deben determinar los

polinomios α(z) y β(z) de grado n-1 mediante la resolución de la siguiente ecuación

Diofántica:

)()·()·()()·()()·( 1 zHzBzFzBzzAz =+ βα

donde F(z) es un polinomio estable de grado (n-1).

Se verifica la siguiente ecuación:

)()(·
)(
)()()(·

)(
)()( zVzY

zF
zzUzU

zF
zzU +








+−−=

βα

Que se puede simplificar a:
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)()(·
)(
)()(·

)(
)( zVzY

zF
zzU

zF
z

=+
βα

(2.93)

Como

)(·
)(
)()( zY

zB
zAzU = (2.94)

se tiene

)()(·
)(
)(·

)(
)(·

)(
)( zVzY

zF
z

zB
zA

zF
z

=







+

βα

Luego

)(
1

)()·()·(
)()·(

)()·()()·(
)()·(

)(
)(

11 zHzHzBzF
zBzF

zBzzAz
zBzF

zV
zY

==
+

=
βα

Como

)()·(·)( 1 zRzHGzV m=

entonces se obtiene:

m
m G

zH
zHG

zRzV
zVzY

zR
zY

===
)(

)(·
)()·(
)()·(

)(
)(

1

1

Es decir, se consigue el control mediante la igualación a un modelo.

Comentarios:

1)  Para lograr que la función de transferencia Gm·H1(z) sea físicamente realizable, el

grado del numerador debe ser igual o menor que el grado del denominador.

2)  El polinomio B(z) debe ser estable.

3)  En este enfoque de ecuaciones polinomiales, no ocurren cancelaciones entre polos

inestables (o críticamente estable (z=1)) y ceros durante el proceso de diseño y, por

lo tanto el sistema resultante siempre es estable.
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♦ Ejemplo 2.8

Considérese la planta definida por:

3679.0·3679.1
2642.0·3679.0

)1)·(3679.0(
2642.0·3679.0

)(
)(

2 +−
+

=
−−

+
=

zz
z

zz
z

zB
zA

Por lo tanto a1=-1.3679, a2=0.3679, b0=0, b1=0.3679 y b2=0.2642. Claramente B(z) es estable.

Se supone un periodo de muestreo T=1 seg. Se desea diseñar un sistema de control (ver Figura 2.7)

tal que el sistema en lazo cerrado sea:

52.0·2.1
3.0·62.0

)(
)(

2 +−
−

==
zz

z
zR
zY

G
m

m
m

Como la función de transferencia de la planta es de segundo orden (n=2), se escoge a H1(z) como un

polinomio estable de grado uno (n-1). Por ejemplo, se puede escoger a H1(z) como:

5.0)(1 += zzH

Luego

)5.0)·(2642.0·3679.0()()·()( 1 ++== zzzHzBzH

Se escoge F(z) de forma que sea cualquier polinomio estable de grado (n-1). Por ejemplo:

zzF =)(

Luego D(z) es:

zzzzzzzHzBzFzD ·1321.0·4482.0·3679.0)5.0)·(2642.0·3679.0·()()·()·()( 23
1 ++=++==

Por lo tanto d0=0.3679, d1=0.4482, d2=0.1321, d3=0

Ahora se debe resolver la siguiente ecuación Diofántica:

)()·()·()()·()()·( 1 zHzBzFzBzzAz =+ βα

Donde α(z) y β(z) son polinomios en z de primer orden:

10

10

·)(
·)(

βββ
ααα

+=
+=

zz
zz
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Para resolver la ecuación Diofántica hay que resolver el sistema de ecuaciones (2.86):
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Operando se obtiene: α1=0.2642, α0=0.3679, β1=-0.3679 y β0=1.8680.

Por lo tanto:

3679.0·8680.1)(
3679.0·2642.0)(

−=
+=

zz
zz

β
α

En consecuencia, la función de transferencia Y(z)/V(z) se escribe de la siguiente forma:

5.0
1

)(
1

)()·()·(
)()·(

)(
)(

11 +
===

zzHzHzBzF
zBzF

zV
zY

Puesto que:

52.0·2.1
)5.0)·(3.0·62.0()(·

)(
)(

21 +−
+−

==
zz

zzzHG
zR
zV

m

Se tiene que la función de transferencia Y(z)/R(z) es

mG
zz

z
zR
zY

=
+−

−
=

52.0·2.1
3.0·62.0

)(
)(

2

♦ 
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3.1 INTRODUCCION
La existencia de perturbaciones en las entradas y/o en las salidas de un sistema,

impone limitaciones fundamentales en su comportamiento. Por ejemplo, el ruido de medida

en un sistema de seguimiento limita el ancho de banda alcanzable por el sistema en lazo

cerrado. Para mejorar el comportamiento de un sistema sometido a perturbaciones se hace

imprescindible el uso de sistemas de control. La naturaleza de las perturbaciones

determinará la calidad de la regulación de un control aplicado a un cierto proceso. Con el

objetivo de poder diseñar los controles más apropiados se hace necesario el disponer de

modelos matemáticos de las perturbaciones.

En este tema se estudian en primer lugar los modelos clásicos de las perturbaciones. A

continuación, se describen las posibles formas de reducción de los efectos de las

perturbaciones. Seguidamente, debido al carácter estocástico o aleatorio de algunas

perturbaciones, se incluye un repaso a los conceptos básicos de la teoría de procesos

estocásticos. A continuación se describe la formulación tanto discreta como continua de

modelos de procesos estocásticos. Finalmente se describe el filtrado de procesos aleatorios

de tipo estacionario y la factorización espectral.

El material que se estudia en este tema resulta fundamental para comprender el filtro de

Kalman (Tema 4) y las técnicas de control estocástico (Tema 9).

3.2 MODELOS CLASICOS DE PERTURBACIONES

3.2.1 Carácter de las perturbaciones
Comúnmente se distinguen tres tipos diferentes de perturbaciones atendiendo a su

carácter:
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 Perturbaciones en la carga. Este tipo de perturbaciones influyen sobre las

variables del proceso. En general este tipo de perturbaciones varían lentamente, y

pueden ser periódicas. En sistemas mecánicos las perturbaciones en la carga se

representan por fuerzas de perturbación, por ejemplo las ráfagas de viento sobre

una antena estabilizada, las olas sobre un barco, la carga en un motor. En

sistemas térmicos las perturbaciones en la carga podrían ser variaciones en la

temperatura del medio ambiente.

 Errores de medida. Este tipo de perturbaciones se introducen en los sensores de

medida. Pueden existir errores estacionarios en algunos sensores debido a

errores de calibración. Sin embargo, los errores de medida típicamente poseen

componentes de alta frecuencia. Estos errores pueden poseer una cierta dinámica

debido a la dinámica de los sensores. Un ejemplo típico es el termopar, que posee

una contante de tiempo de entre 10 y 50 s dependiendo de su encapsulado. Por

otra parte, pueden existir complicadas interacciones dinámicas entre los sensores

y el proceso. Un ejemplo típico son las medidas de los giróscopos y las medidas

del nivel de líquido en los reactores nucleares.

 En algunos casos no es posible medir la variable controlada directamente,

entonces su valor es inferido a partir de las medidas de otras variables. La

relación existente entre estas variables y la variable controlada puede ser bastante

compleja. Una situación muy común es que un instrumento dé una rápida

indicación con errores bastante grandes y otro instrumento dé una medida muy

precisa pero a costa de un alto retardo.

 Variaciones en los parámetros. Cuando se consideran sistemas lineales, la

perturbación en la carga y el ruido de medida se introducen en el sistema de una

forma aditiva. Los sistemas reales son, en la mayoría de los casos, no lineales,

esto significa que las perturbaciones se introducirán en el sistema de una forma

mucho más complicada. Puesto que los sistemas lineales son obtenidos mediante

linealización de modelos no lineales, algunas perturbaciones aparecen entonces

como variaciones en los parámetros del modelo lineal.

3.2.2 Modelos de perturbaciones simples
Existen cuatro tipos diferentes de perturbaciones (ver Figura 3.1) atendiendo a su forma

que son comúnmente utilizadas en el análisis de los sistemas de control: impulso, escalón,

rampa y sinusoide.
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Pulso Escalón Rampa Sinusoide

Figura 3.1: Modelos idealizados de perturbaciones simples

 El impulso y el pulso. Son realizaciones simples de perturbaciones inesperadas de

duración muy corta. Pueden representar tanto a perturbaciones en la carga como

a errores de medida. Para sistemas continuos la perturbación es modelada como

un impulso; para sistemas discretos se modela como un pulso con amplitud

unidad y una duración de un periodo de muestreo.

 El pulso y el impulso son también importantes por motivos teóricos ya que la

respuesta de un sistema lineal continuo en el tiempo está completamente

especificada por su respuesta a un impulso, mientras que la de un sistema

discreto está determinada por su respuesta a un pulso.

 El escalón. Se usa típicamente para representar una perturbación en la carga o un

offset en una medida.

 La rampa. Es una señal que se utiliza para representar la deriva en los errores de

medida así como a perturbaciones que de repente comienzan a desplazarse. En

la práctica estas perturbaciones se encuentran acotadas, sin embargo el uso de

una señal rampa suele ser una útil idealización.

 La sinusoide. Es el prototipo de una perturbación periódica. La posibilidad de

seleccionar su frecuencia la hace idónea para representar tanto a las

perturbaciones en la carga (de baja frecuencia) como al ruido de medida (de alta

frecuencia).

Es conveniente visualizar a las perturbaciones como siendo generadas por sistemas

dinámicos. El escalón puede ser generado por un integrador, la rampa por un doble

integrador y una sinusoide por un oscilador armónico.
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3.3 REDUCCION DE LOS EFECTOS DE LAS PERTURBACIONES
Las perturbaciones pueden ser reducidas actuando sobre su fuente, usando

realimentación local o usando feedforward. Por otra parte técnicas de predicción pueden ser

usadas para estimar perturbaciones no medibles.

3.3.1 Reducción en la fuente
La forma más obvia de reducir los efectos de las perturbaciones es intentar actuar sobre

la fuente que origina dichas perturbaciones. Esta aproximación está estrechamente ligada a

la etapa de diseño del proceso. Algunos ejemplos típicos son:

• En una planta química reducir las variaciones en la composición mediante la

introducción de un tanque con una mezcla eficiente.

• Reducir las fuerzas de fricción en un servo usando cojinetes mejores.

• Ubicar un sensor en una posición donde hay perturbaciones más pequeñas.

• Modificar la electrónica del sensor para obtener menos ruido.

• Sustituir un sensor por otro que posea una respuesta más rápida.

• Cambiar el procedimiento de muestreo espaciando las muestras mejor en el tiempo

para obtener una representación mejor de las características de los procesos.

3.3.2 Reducción mediante realimentación local
Si las perturbaciones no se pueden atenuar en su fuente, se puede intentar entonces su

reducción mediante realimentación local (ver Figura 3.2). Para usar esta aproximación es

necesario que las perturbaciones se introduzcan en el sistema en una o varias posiciones

bien definidas. También es necesario tener acceso a la variable medida que es resultado de

la perturbación. Además es necesario tener acceso a la variable de control que entra al

sistema en la vecindad de la perturbación. Las dinámicas que relacionan la variable medida

con la variable de control deberían ser tales que se pueda utilizar un lazo de control de

ganancia elevada.
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Figura 3.2: Reducción de perturbaciones mediante el uso de realimentación local. La perturbación se

introduce en el sistema entre los puntos A y B. Las dinámicas entre estos dos puntos deben ser tales

que sea posible usar una alta ganancia en el lazo.

El uso de la realimentación es a menudo fácil y efectivo ya que no es necesario tener

información detallada de las características de los procesos, siempre que una alta ganancia

pueda ser utilizada en el lazo. En caso contrario, se necesitará un lazo extra de

realimentación. Algunos ejemplos de realimentación local son:

• En sistemas hidráulicos, la reducción en las variaciones en el suministro de

presión en válvulas, instrumentos y reguladores mediante el uso de un regulador

de presión.

• En sistemas térmicos, la reducción de las variaciones en el control de temperatura

mediante la estabilización del suministro de voltaje.

3.3.3 Reducción mediante feedforward
Las perturbaciones que sean medibles pueden ser reducidas usando una estructura de

tipo feedforward. El principio genérico de esta estructura se ilustra en la Figura 3.3. Se mide

la perturbación y se aplica al sistema una señal de control que intenta contrarrestarla.

Si la funciones de transferencia que relacionan la salida y a la perturbación w y al

control u son Hw y Hp, respectivamente, entonces la función de transferencia Hff del

compensador feedforward idealmente sería:

wpff HHH ·1−−=
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Figura 3.3: Reducción de perturbaciones mediante el uso de una estructura feedforward

Si la función de transferencia Hff es inestable o no-realizable (mayor número de ceros

que de polos) se debe seleccionar alguna aproximación adecuada. El diseño de un

compensador feedforward se basa a menudo en un simple modelo estático, es decir, Hff es

una ganancia. La estructura feedforward es especialmente útil para perturbaciones

generadas por cambios en la señal de referencia.

3.3.4 Reducción mediante predicción
La reducción de perturbaciones mediante predicción es una extensión de la técnica de

feedforward que puede utilizarse cuando las perturbaciones no pueden ser medidas.

Consiste en predecir la perturbación a partir de la medida de señales. La señal de

feedforward se genera a partir de la perturbación predecida.

Es importante observar que no es necesario predecir la propia perturbación en si misma

sino que es suficiente con modelar una señal que represente el efecto de la perturbación

sobre las variables del proceso más importantes.

3.4 CONCEPTOS BÁSICOS DE LA TEORÍA DE PROCESOS
ESTOCÁSTICOS

Es natural el usar conceptos estocásticos, es decir, aleatorios, para describir a una

amplia variedad de perturbaciones. El usar estos conceptos permite formular de forma más

exacta diversos problemas de predicción.
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3.4.1 Variables aleatorias
Una variable aleatoria x(k) es una variable que puede tomar valores aleatorios en

función de los resultados de algún experimento aleatorio. Es decir, los resultados aleatorios

de un experimento se pueden representar por un número real x(k), llamado variable

aleatoria.

Para un experimento aleatorio, los posibles resultados se denominan espacio de

muestra. Una variable aleatoria x(k) es una función definida para los k puntos del espacio de

muestra, que toma valores reales en el rango [-∞,+∞] asociados a cada uno de los k puntos

que pueden ocurrir.

La forma de especificar la probabilidad con que la variable aleatoria toma diferentes

valores es mediante la función de distribución de probabilidad F(x), definida de la siguiente

forma:

))(()( xkxPxF ≤=

Es decir, es la probabilidad de que la variable aleatoria x(k) tome valores menores o

iguales a x. La función de distribución de probabilidad cumple las siguientes propiedades:

1)(
0)(

)()(

=∞
=−∞

≤≤

F
F

basibFaF

Si la variable aleatoria tiene un rango continuo de valores, entonces se puede definir la

función densidad de probabilidad f(x):

[ ]






∆
∆+≤<

=
→∆ x

xxkxxPxf
x

)(lim)(
0

Se verifica que:

0)( ≥xf

1)( =∫
∞

∞−

dxxf

dx
xdFxf )()( =
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La probabilidad de que x(k) tome un valor entre x y x+dx es f(x)·dx.

En el caso de que x(k) tome valores discretos xi con probabilidades pi distintas de cero,

entonces la función f(x) se puede expresar como una serie de funciones de Dirac δ por las

probabilidades correspondientes:

∑ −=
i

ii xxpxf )(·)( δ

El valor medio de una variable aleatoria escalar x(k), también denominado valor

esperado o primer momento se define como:

[ ] dxxxfkmx ∫
∞

∞−

=== )()(x(k)E µ    (3.1)

El valor cuadrático medio o segundo momento de x(k) se obtiene mediante la expresión

[ ] dxxfxx ∫
∞

∞−

=Ψ= )((k)xE 222 (3.2)

Si x no es un escalar entonces

[ ] dxxfx ∫
∞

∞−

=Ψ= )((k)x(k)·x(k)x(k)·xE T2T

Un parámetro que se utiliza en lugar del valor cuadrático medio es la raíz cuadrada

positiva del mismo, conocido por su terminología anglosajona como rms de “root-mean

squared”.

La varianza de la variable aleatoria x(k) se define como

[ ] 222
x

22
x )()-(x)-(x(k)E xxx dxxf µµσµ −Ψ=== ∫

∞

∞−

(3.3)

Si x no es un escalar:

[ ] 22
xx

2
xx )()-(x(k))·-(x(k))-(x(k))-(x(k)E xx

T
x

T dxxf µµµσµµ −Ψ===⋅ ∫
∞

∞−
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La raíz cuadrada de la varianza, σx, es por definición la desviación estándar de la

variable aleatoria. Si el valor medio es nulo, entonces la desviación estándar coincide con el

valor rms.

♦ Ejemplo 3.1: Distribución Gaussiana o Normal

 Una variable aleatoria x(k) tiene una distribución gaussiana o normal si su función densidad de

probabilidad está dada por:
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 Se puede ver fácilmente que a y b se corresponden con el valor medio y la desviación estándar de la

variable aleatoria x(k)
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 La función de distribución de probabilidad normal es por definición:
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 Figura 3.4: Función densidad de probabilidad normal o gaussiana

♦ 
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La consideración simultánea de más de una variable aleatoria es a menudo necesaria y

útil. En el caso de tener dos variables aleatorias x(k) e y(k), la probabilidad de que se den

pares de valores en un determinado rango de valores está dada por la función de

distribución de probabilidad conjunta F2(x, y).

[ ]ykyxkxPyxF ≤≤= )(&)(),(2

La correspondiente función de densidad de probabilidad se define como:

[ ] [ ]








∆∆

∆+≤<∆+≤<
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yykyyPxxkxxPyxf
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)(&)(lim),(
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Que verifica las siguientes propiedades:

0),(2 ≥yxf

yx
yxF

yxf
∂∂

∂
=

),(
),( 2

2

2

1),(2 =∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

dxdyyxf

Sean fx y fy las funciones de densidad de probabilidad de las variables aleatorias x(k) e

y(k), si se verifica que

)()·(),(2 yfxfyxf yx=

entonces las dos variables son estadísticamente independientes. Es decir, el suceso

x(k) ≤ x es independiente del suceso y(k) ≤ y.

El valor medio de una función continua real g(x,y) de dos variables aleatorias x(k) e y(k)

es:

[ ] dxdyyxfyxg∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

= ),(),(y)g(x,E 2

La covarianza rxy entre x(k) e y(k) se define como:
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[ ] dxdyyxf∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

== ),()-)(y-(x)-)(y(k)-(x(k)Er 2yxyxxy µµµµ (3.4)

Que se puede expresar de forma equivalente como:

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]y(k)E·x(k)Ex(k)y(k)Ex(k)y(k)-x(k)y(k)E)-)(y(k)-(x(k)E yxyxyx −=+−= µµµµµµ

La covarianza normalizada por las desviaciones estándar de x(k) e y(k) se denomina

coeficiente de correlación:

yx

xy
xy

r
σσ

ρ = (3.5)

Se verifica que

11 ≤≤− xyρ

El coeficiente de correlación proporciona una medida del grado de dependencia lineal

entre las variables aleatorias x(k) e y(k). Así si x(k) e y(k) son independientes entre si

entonces ρxy=0, y se dice que las variables aleatorias x(k) e y(k) no están correlacionadas (la

afirmación contraria no es cierta).

3.4.2 Procesos estocásticos
Un proceso aleatorio o estocástico (señal aleatoria) se puede considerar como un

conjunto de funciones temporales (ver Figura 3.5), cada una de las cuales se puede

observar en el ensayo de un experimento. El conjunto puede incluir un número finito, un

número infinito contable o un número infinito incontable de tales funciones. Al conjunto de

tales funciones se les representa por:

{ } ),(),( ωtxTttx ≡∈

Usualmente se supone que t es el tiempo y T∈ℜ. Si se considera sistemas discretos

entonces T es el conjunto de instantes de muestreo T={0,h,2·h,...} siendo h el periodo de

muestreo. Para un ω fijo, ω=ω0, se tiene que x(t, ω0) es una función del tiempo que se

denomina realización. Mientras que para un instante de tiempo fijo, t= t0, se tiene que

x(t0, ω)=x(t0) es una variable aleatoria.
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),( 1ωtx

),( 2ωtx

),( 3ωtx

)( 1tx )( 2tx

Realizaciones
Variables aleatorias

t

),( ωtx

Figura 3.5: Tres realizaciones x(t, ω1), x(t, ω2) y x(t, ω3) de un mismo proceso estocástico x(t, ω). Se

detallan las variables aleatorias x(t1) y x(t2) que se obtienen cuando se fija el tiempo a t=t1 y t=t2

La probabilidad de que x(t1) tome valores en un cierto rango está dada por la función de

distribución de probabilidad, como para cualquier variable aleatoria.

])([),( 1111 xtxPtxF ≤=

La correspondiente función de densidad de probabilidad es:

1

11
11

),(),(
dx
txdFtxf =

El valor medio de x(t1) es:

[ ] 111111 ),()(tE)(t dxtxfxxm ∫
∞

∞−

== (3.6)

Se observa que el valor medio es función del instante de tiempo t1.

La probabilidad de obtener un determinado par de valores en un cierto rango está dada

por la función de distribución conjunta de segundo orden:

])(&)([),;,( 22112211 xtxxtxPtxtxF ≤≤=

La correspondiente función de densidad de probabilidad conjunta es:
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21

2211
2

2211
),;,(),;,(

xx
txtxFtxtxf

∂∂
∂

=

La función de covarianza o autocovarianza de un proceso se denota por como:

( ) ( ))(),(cov, 2121 txtxttrxx ≡

Y se define como:

( ) ( )( )[ ] ( )( )[ ]TT
xx tmtxtmtxtxtxtxtxttr )()()()(E)]([E)()]([E)(E, 2211221121 −−=−−= (3.7)

La covarianza se pueda expresar de forma equivalente mediante la expresión:

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

= ),;,())(-))(x(-(x),( 22112
T

22112121 txtxftmtmdxdxttrxx

La función de covarianza cruzada se define como:

( ) ( ))(),(cov, 2121 tytxttrxy = (3.8)

Obsérvese que si t1=t2 entonces se obtiene la varianza.

Un proceso aleatorio estacionario es aquel cuya estadística es invariante en el tiempo.

Esto implica que la función densidad de probabilidad para el proceso f(x1,t1) es

independiente del tiempo de observación. Todos los momentos de esta distribución, tales

como m(t1)=E[x(t1)] y m(t2)=E[x(t2)] son también independientes del tiempo, es decir, son

constantes. En este caso la función de densidad de probabilidad de segundo orden no

depende del tiempo absoluto de observación t1 y t2, sino de la diferencia entre ellos

12 tt −=τ

Por lo tanto, las funciones de covarianza para procesos estacionarios toman la forma:

( ) ( ))(),(cov 11 ττ += txtxrxx (3.9)

( ) ( ))(),(cov 11 ττ += tytxrxy           (3.10)

Cuando x es un escalar a ( ) ( )ττ xxx rr ≡  se le denomina función de autocovarianza.
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Un propiedad importante es que si un proceso es estacionario al evaluar la función de

covarianza en τ=0 se obtiene la varianza del proceso, es decir,

( ) ( ) 200 xxxx rr σ== (3.11)

La función de correlación, se define como:

( )
( )0

)(
x

x
x r

r τ
τρ = (3.12)

De la desigualdad de Schwartz se cumple que:

( ) ( )0xx rr ≤τ

Luego:

1)( ≤τρ x           (3.13)

El valor )(τρ x  da la correlación entre los valores del proceso espaciados

temporalmente un valor τ. Valores cercanos a la unidad indican la existencia de una fuerte

correlación. El valor cero indica que no existe correlación. Valores negativos indican la

existencia de una correlación negativa.

La función de densidad espectral de potencia (o espectro de la densidad de potencia)

del proceso aleatorio discreto {x(t)} se define como la transformada de Fourier de la función

de covarianza:

∑
∞

−∞=

−=Φ
k

ik
xxxx ekr ω

π
ω )(

2
1)( (3.14)

La Función de densidad espectral de potencia cruzada de los procesos aleatorios

discretos {x(t)}  e {y(t)} se define se define como la transformada de Fourier de la función de

covarianza cruzada:

∑
∞

−∞=

−=Φ
k

ik
xyxy ekr ω

π
ω )(

2
1)( (3.15)

En el caso de considerar procesos aleatorios continuos se tiene:
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∫
∞

∞−

−=Φ dtetr it
xxxx

ω

π
ω )(

2
1)( (3.16)

dtetr it
xyxy ∫

∞

∞−

−=Φ ω

π
ω )(

2
1)( (3.17)

Tomando la transformada inversa se tendría, en procesos estocásticos discretos

∫
−

Φ=
π

π

ω ωω dekr xx
ik

xx )()( (3.18)

∫
−

Φ=
π

π

ω ωω dekr xy
ik

xy )()( (3.19)

Y en procesos estocásticos continuos:

∫
∞

∞−

Φ= ωωω detr xx
it

xx )()( (3.20)

∫
∞

∞−

Φ= ωωω detr xy
it

xy )()( (3.21)

Las relaciones que se acaban de definir permiten pasar del dominio temporal al

frecuencial y viceversa en el análisis de los procesos aleatorios estacionarios.

La potencia de una señal o proceso aleatorio en el rango de frecuencias [ω1, ω2] se

calcula como:

( )∫ Φ2

1

2
ω

ω
ωω dxx (3.22)

3.4.3 Ruido blanco
Una forma particularmente simple del espectro de la densidad de potencia es una

constante, por ejemplo

( )
π

σω
·2

2

=Φ (3.23)
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Esto implica que la densidad espectral es constante para todas las frecuencias. Por

analogía con la situación correspondiente para la luz blanca, a tal proceso aleatorio,

generalmente un ruido, se le denomina ruido blanco.

Aplicando la relación (3.20) es posible calcular la función de covarianza para el ruido

blanco:

)(···
2
1)( 22 τδσωσ
π

ω == ∫
∞

∞−

detr it
xx   (3.24)

Donde δ es la función delta de Dirac:





≠
=∞

=
00
0

)(
τ
τ

τδ
si
si

En conclusión se observa que este proceso no es físicamente realizable. En realidad, el

ruido blanco es un concepto idealizado, muy útil, como aproximación a situaciones en los

que el ancho de banda del ruido de perturbaciones es mayor que el ancho de banda del

sistema.

Si se considera tiempo discreto dicho proceso se caracteriza por poseer la siguiente

función de covarianza





±±=
=

=
,...2,10

0
)(

2

τ
τσ

τxxr (3.25)

El ruido blanco juega un papel importante en la teoría de control estocástica. Todos los

procesos aleatorios que se puedan necesitar pueden ser generados mediante la

implementación de un filtro adecuado al que se le aplique en su entrada ruido blanco.

3.4.4 Procesos estocásticos gaussianos y markovianos
Un proceso aleatorio {x(k)} es un proceso aleatorio gaussiano si las variables aleatorias

xk(tk) asociadas al mismo siguen una distribución normal gaussiana multidimensional para

cualquier instante de tiempo.

Los procesos aleatorios gaussianos están bastante extendidos en problemas físicos y

muchas veces pueden ser pronosticados  matemáticamente mediante el teorema del límite

central. También se puede demostrar que si un proceso gaussiano sufre una transformación
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lineal, el resultado de la transformación también es un proceso gaussiano; esta propiedad es

muy importante en muchas aplicaciones teóricas y prácticas de la teoría de procesos

aleatorios.

La función de densidad de un proceso gaussiano está dada por:

2

2

2
)(

2·
1),( x

xx

x

etxf σ
µ

πσ

−
−

= (3.26)

La distribución conjunta de x(t1) y x(t2) es la distribución normal bivariable; distribuciones

conjuntas de orden superior están dadas por la distribución normal multivariable. Si x(t) es

un vector gaussiano n-dimensional entonces la distribución de x(t) es la distribución normal

dada por:
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xxxf T
nnn (3.27)

En la expresión anterior x es un vector n-dimensional constituido por las n variables

aleatorias:

),...,,( 21 nxxxx =

Y µ y P son la media y la covarianza de x:

T
nxExExE ))(),...,((][ 1==µ (3.28)
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Todas las propiedades estadísticas de un proceso aleatorio gaussiano están definidas

por el primer y segundo momento de la distribución. De acuerdo con esto, se suele usar la

siguiente notación abreviada para designar a este tipo de procesos:

),( PNx µ≡

Otra clase de procesos aleatorios útiles, que se pueden generar haciendo pasar ruido

blanco a través de un determinado filtro, es la familia de los procesos markovianos.

Un proceso continuo x(t) se dice que es un proceso de markov de primer orden si para

todo k y t1< t2<...< tk se verifica que

[ ] [ ])(|)()(),...,(|)( 111 −− = kkkk txtxFtxtxtxF

Es decir, la distribución de probabilidad del proceso x(tk) depende solamente del valor

del punto inmediatamente anterior x(tk-1). Los procesos de Markov de primer orden se

pueden asociar con la siguiente ecuación diferencial:

wxt
dt
dx

=+ )·(1β (3.31)

Donde w es ruido blanco.

Para procesos de Markov de primer orden discretos, la relación correspondiente es una

ecuación en diferencias de primer orden.

Si la función densidad de probabilidad de w es gaussiana entonces x es también

gaussiano y al proceso x(t) se le denomina de Gauss-Markov, que posee la siguiente

función de autocorrelación:

2·2 1·)]()·([)( µσττϕ τβ +=+= −etxtxExx (3.32)

Al valor 1/β1 se le denomina tiempo de correlación. La densidad espectral del ruido

blanco w que genera el proceso descrito por (3.32) está dada en términos de la varianza de

x como 2·β1·σ2. Las autocorrelaciones de muchos fenómenos físicos se describen muy bien

mediante la ecuación (3.32), pudiéndose modelar con la ecuación diferencial (3.31).

Un proceso continuo x(t) se dice que es un proceso de markov de segundo orden si

para todo k y t1< t2<...< tk se verifica que
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[ ] [ ])(),(|)()(),...,(|)( 2111 −−− = kkkkk txtxtxFtxtxtxF

Es decir, la distribución de probabilidad del proceso x(tk) depende de sólo dos puntos

inmediatamente anteriores. La ecuación diferencial asociada a este proceso es:

wt
dt
dxt

dt
xd

=++ )()·(·2 2
222

2

ββ (3.33)

Si la función densidad de probabilidad de w es gaussiana entonces x(t) es un proceso

gaussiano de segundo orden. Si x(t) tiene media µx y es estacionario, su función

autocorrelación tiene la forma:

( ) 2·
2

2 2·1·)]()·([)( xxx etxtxE µτβσττϕ τβ ++=+= −   (3.34)

El tiempo de correlación de este proceso es aproximadamente 2.146/β2; la densidad

espectral del ruido blanco w es )(···4 23
2 τδσβ .

3.5 MODELOS DE PROCESOS ESTOCÁSTICOS

3.5.1 Modelos en el espacio de estados

3.5.1.1 Formulación discreta

Considérese un sistema en tiempo discreto donde el periodo de muestreo se ha tomado

igual a la unidad. Sea x(k) el estado en el instante k. La distribución de probabilidad del

estado en el instante de tiempo k+1 será entonces una función de x(k). Si el valor medio es

lineal en x(k) y la distribución alrededor de la media es independiente de x(k), entonces

x(k+1) se puede representar mediante una ecuación en diferencias lineal estocástica:

)()(F· )1( kvkxkx +=+ (3.35)

donde v(k) es una variable aleatoria de media cero que es independiente de x(k) y de todos

los valores pasado de x. Esto implica que v(k) también es independiente de todos los

valores pasados de v. La secuencia {v(k), k=0,1,...} es una secuencia de variables aleatorias

independientes igualmente distribuidas. Por lo tanto el proceso estocástico {v(k)} es ruido

blanco en tiempo discreto.
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Para definir al proceso aleatorio {x(k)} completamente, es necesario especificar las

condiciones iniciales. Se supone que el estado inicial tiene valor medio m0 y matriz de

covarianza R0. Asimismo la covarianza de las variables aleatorias v se denota mediante R1.

Teorema 3.1: Considérese un proceso aleatorio definido por la ecuación en diferencias

estocástica (3.35), donde {v(k)} es un proceso de ruido blanco con valor medio cero y

covarianza R1. Considérese que el estado inicial tiene valor medio m0 y covarianza R0. La

función del valor medio del proceso está por la siguiente ecuación en diferencias:

0)0(),(F· )1( mmkmkm ==+ (3.36)

y la función de covarianza por:

0),(·F ),( ≥=+ ττ τ kPkkr (3.37)

donde P(k)=cov[x(k),x(k)] viene dada por:

01 )0()·(F· )1( RPRFkPkP T =+=+       (3.38)

♦ Demostración Teorema 3.1:

 Para obtener la función valor medio

 [ ])()( kxEkm =

 simplemente hay que tomar el valor medio en ambos lados de la ecuación (3.35)

 [ ] [ ] )]([)(·)1()()(· )1( kvEkmFkmkvkxFEkxE +=+→+=+

 Como E[v(k)]=0 entonces se obtiene

 )(F· )1( kmkm =+

 Luego el valor medio se propagará de la misma forma que un sistema no perturbado.

 Para calcular la función de covarianza, se considera la siguiente variable

 mxx −=~

 de tal forma que:
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 [ ](k)x~(k)·x~Ex(k)]ov[x(k), )( T== ckP

 Esta x~  satisface la ecuación (3.35) si la condición inicial tiene media cero. Para calcular la

covarianza hay que formar la siguiente expresión

 
)()·()·(~)·()()·(~·)·(~)·(~·

)]()(~·)]·[()(~·[)1(~)·1(~

kvkvFkxkvkvkxFFkxkxF
kvkxFkvkxFkxkx

TTTTTT

TT

+++=

++=++

 Tomando valores medios

 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ])()·(·)(~)·()()·(~··)(~)·(~·)1(~)·1(~ kvkvEFkxkvEkvkxEFFkxkxEFkxkxE TTTTTTT +++=++

 Se obtiene

 1)·(F· )1( RFkPkP T +=+

 Esta ecuación recursiva para P indica como se propaga la covarianza.

 Para calcular la función de covarianza del estado, hay que darse cuenta que:

 )(~)]·()(~·[)(~)·1(~ kxkvkxFkxkx TT +=+

 Puesto que v(k) y )(~ kx son independientes y v(k) tiene media cero, entonces:

 

[ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

)(·
)(~)·()(~)·(~··)(~)·()(~)·(~·

)(~)]·()(~·[)(~)·1(~
))()())·(1()1(()](),1(cov[),1(

kPF
kxkvEkxkxEFkxkvkxkxFE

kxkvkxFEkxkxE

kmkxkmkxEkxkxkkr

TTTT

TT

T
xx

=
+=+=

+=+=

−+−+=+=+

 Para obtener la expresión

  )(·),( kPFkkrxx
ττ =+

 se debe operar de forma similar al caso ),1( kkrxx +  pero considerando que ahora

 )(~)]·(·)(~·[)(~)·(~ 1

0

1 kxjkvFkxFkxkx T

j

jT ++=+ ∑
−

=

−−
τ

τττ

♦ 
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 Los términos de (3.38) pueden interpretarse físicamente. La covarianza P representa la

incertidumbre en el estado, el término TFkP )·(F· indica la incertidumbre en el instante k que

se propaga debido a la dinámica del sistema, y el término 1R  describe el incremento en la

incertidumbre debido a la perturbación v.

 Por otra parte, si el sistema tiene una salida

 xCy ·=

 puede demostrarse fácilmente que su función valor medio es

 mCmy ·=

 y que su función de covarianza es

 T
xxyy CrCr ··=

 Asimismo la función de covarianza cruzada entre y e x está dada por:

 xxyx rCr ·=

♦ Ejemplo 3.2:

 Considérese el siguiente sistema de primer orden

 )()(·)1( kvkxakx +=+

 donde v es una secuencia de variables aleatorias no correlacionadas con valores medios nulos y

covarianzas r1. Supóngase que en el instante k0 el estado tiene un valor medio m0 y covarianza r0.

Para obtener el valor medio del estado x(k) hay que resolver la ecuación en diferencias (3.36):

 00 )(),(·)1( mkmkmakm ==+

 La solución a esta ecuación en diferencias es:

 0·)( 0 makm kk−=

 Por otra parte la aplicación de la ecuación (3.38) da

 001
2 )()(·a )1( rkPrkPkP =+=+
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 Resolviendo esta ecuación en diferencias se obtiene:

 12

)k-2·(k

0
)k-2·(k ·

1
a1·a )(

0
0 r

a
rkP

−
−

+=

 Por otra parte, de acuerdo con 3.37

 klkPklr kl
x ≥= − )(·a ),(

 kllPklr lk
x <= − )(·a ),(

 Si |a|<1 y k0→ -∞, entonces:

 

2
1

2
1

1
·),(

1
)(

0)(

a
arkkr

a
rkP

km

x −
→+

−
→

→

τ

τ

 Se observa que en ese caso el proceso pasa a ser estacionario ya que m es una constante y la

función de covarianza es únicamente función de τ.

 Si se considera la siguiente salida

 )()()( kekxky +=

 donde e(k) es una secuencia de variables aleatorias no correlacionadas con media cero y covarianza

r2, entonces la función de covarianza de y es

 










≠
−

=
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=

0
1

·

0
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τ
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a
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a
rr
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 La densidad espectral de la salida se obtiene de la expresión (3.14):
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−−

+= − ωππ
ωφ ωω ·cos·21
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·
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3.5.1.2 Formulación continua

Modelos en el espacio de estados para procesos en tiempo continuo estocásticos se

pueden obtener mediante una generalización formal de la ecuación (3.35):

vxA
dt
dx

&+= ·

donde v&  es un vector cuyos elementos son procesos estocásticos de ruido blanco. Puesto

que v&  tiene una varianza infinita, se acostumbra a escribir la ecuación en término de

diferenciales, es decir:

dvdtxAdx += ·· (3.39)

La señal v es la integral de v& , se supone que tiene valor medio cero, incrementos no

correlacionados entre si, ni con x, y varianza

tRtvtv ·)](),(cov[ 1=   (3.40)

A la ecuación (3.39) se le denomina ecuación diferencial estocástica lineal. Para

especificarla completamente es necesario dar la distribución de probabilidad inicial de x en

el instante inicial.

Teorema 3.2: Considérese un proceso estocástico definido por la ecuación diferencial

estocástica lineal (3.39) donde el proceso v tiene media cero y covarianza incremental R1·dt.

Supóngase que el estado inicial tiene media m0 y covarianza R0. El valor medio del proceso

x viene dado por la solución de la  ecuación diferencial

0)0(),(·)( mmtmA
dt
tdm

== (3.41)

La covarianza es

tstPetxsx tsA ≥= − ),(·)](),(cov[ )( (3.42)

donde P(t)=cov[x(t),x(t)] es la solución de la ecuación diferencial

01 )0()·()(·)( RPRAtPtPA
dt
tdP T =++= (3.43)



Apuntes de Automática II

143

♦ Demostración Teorema 3.2:

 La ecuación (3.41) se obtiene tomando el valor medio de (3.39)

 [ ] [ ] [ ]dvEdtxAEdxE += ··

 Considerando que los valores constantes se pueden sacar del operador valor medio E y que además

éste conmuta con respecto al diferencial:

 [ ] [ ] [ ]vdEdtxAExdE +=

 Que es equivalente a

 dttmAtdm )·(·)( =

 Y dividiendo por dt se obtiene (3.41).

 Para obtener la ecuación diferencial (3.43), hay que considerar que

 
TTTTTT dxdxxdxdxxxxdxxdxxxxd ····))·(()·( ++=−++=

 Sustituyendo en la expresión anterior la ecuación (3.39) se obtiene:

 [ ] [ ] [ ][ ]TTTT dvdtxAdvdtxAxdvdtxAdvdtxAxxxd ++++++= ···········)·(

 Desarrollando la ecuación anterior se obtiene:

 
TTTT

TTTTTTTT

dvdvdvdtxAAxdtdv
AxdtxAxdvdtxxAdvxdtAxxxxd

·······
··)·(·········)·( 2

+++

+++++=

 Si se toma el valor medio, puesto que v es independiente de x se obtiene:

 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]TTTTTTT dvdvEdtAxxEAdtxxEAdtAxxExxEd ·)(·········)·( 2 +++=

 Como por definición

 [ ]TxxEtP ·)( =

 y de (3.40)

 [ ] dtRdvdvE T ·· 1=
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 Entonces

 dtRdtAtPAdttPAdtAtPtdP TT ·)()·(·)·(··)·()( 1
2 +++=

 Dividiendo por dt

 )()·(·)(·)·()(
1 dtAtPARtPAAtP

dt
tdP TT +++=

 y tomando el límite cuando dt tiende a 0 se obtiene (3.43).

 Finalmente para obtener (6.42), se considera s≥t y se integra la ecuación (3.39) se obtiene

 ∫ −− +=
s

t

ssAtsA sdvetxesx )(·)(·)( ')()( '

 Si se multiplica por la derecha con xT(t) a ambos miembros se obtiene:

 )(·)(·)()·(·)()·( ')()( '

txsdvetxtxetxsx T
s

t

ssATtsAT








+= ∫ −−

 Si se aplica el operador valor medio, considerando que dv(s’) no está correlacionado con x(t) si s’≥ t,

entonces se obtiene (3.42).

♦ 

♦ Ejemplo 3.3:

 Considérese la siguiente ecuación diferencial estocástica escalar

 

000

00

)](),(cov[
)(

··

rtxtx
mtx

dvdtxadx

=
=

+−=

 donde el proceso {v(t), t∈T} posee una covarianza incremental r1·dt. La ecuación diferencial que da la

expresión de la media es

 00 )(· mtmma
dt
dm

=−=

 La solución de esta ecuación es:
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 )(
0

0·)( ttaemtm −−=

 La función covarianza viene dada por

 






≤

≥
==

−−

−−

tstPe
tstPe

txsxtsr
sta

tsa

)(·
)(·

)](),(cov[),(
)(

)(

 La ecuación (3.43) da la siguiente ecuación diferencial para P.

 001 )(··2 rtPrPa
dt
dP

=+−=

 Cuya solución es:

 [ ])(·21
0

)(·2
1

)(·2
0

)(·2 00

0

0 1·
·2

····)( ttattat

t

statta e
a
rredsreretP −−−−−−−− −+=+= ∫

 Cuando t0→-∞, la función valor medio tiende a cero y la función covarianza tiende a

 )(1 ·
·2

),( stae
a
rtsr −−=

 Puesto que esta función depende de la diferencia s-t, el proceso sería estacionario y su función de

covarianza se puede escribir como:

 ττ ·1 ·
·2

)( ae
a
rr −=

 Por otra parte, la correspondiente densidad espectral vendría dada por la aplicación de (3.16).

 22
1 1·
·2

)(
a

r
+

=
ωπ

ωφ

♦ 

3.5.1.3 Muestreo de una ecuación diferencial estocástica

Si el modelo de un proceso se presenta como ecuaciones diferenciales estocásticas,

puede ser útil muestrearlas y obtener un modelo en tiempo discreto.
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Considérese el proceso descrito por

dvdtxAdx += ·· (3.44)

donde el proceso v tiene media cero e incrementos no correlacionados. La covarianza

incremental de v es R1·dt. Sean los instantes de muestreo {tk; k=0,1,...}. La integración de

esta ecuación sobre un intervalo de muestreo [tk, tk+1] da

∫
+

++ −−
+ +=

1

11 )(·)(·)( )()(
1

k

k

kkk

t

t

stA
k

ttA
k sdvetxetx

Considérese la variable aleatoria

∫
+

+ −=
1

1 )(·)( )(
k

k

k

t

t

stA
k sdvete

Esta variable tiene media cero puesto que v también tiene media cero. Las variables

aleatorias e(tk) y e(tl) no están correlacionados si k≠l puesto que los incrementos de v sobre

intervalos disjuntos están no correlacionados. La covarianza de e(tk) está dada por

[ ]

∫

∫ ∫
+

++

+

+

+

−−

−−

=

=











=

1

11

1

1

1

)(
1

)(

)()(

··

)·(·)(·)()(

k

k

k
T

k

k
T

k

k

k

t

t

stAstA

ttAT
t

t

stA
k

T
k

dseRe

etdvsdveEteteE

(3.45)

Se obtiene así que la secuencia aleatoria {x(tk), k=0,1,...} obtenida muestreando el

proceso {x(t)} está descrita por la ecuación en diferencias

)()(·)( )(
1

1
kk

ttA
k tetxetx kk += −

+
+

donde {e(tk)} es una secuencia de variables aleatorias no correlacionadas con media cero y

covarianza (3.45).
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3.5.2 Filtrado de procesos estacionarios

3.5.2.1 Formulación discreta

H(z)
u y

Figura 3.6: Sistema discreto estacionario

Teorema 3.3. Considérese un sistema dinámico de tiempo discreto estacionario con

periodo de muestreo T= 1 (ver Figura 3.6) y función de transferencia pulso H(z). Sea la

señal de entrada u un proceso estocástico con media mu y densidad espectral φu. Si el

sistema es estable, entonces la salida y es también un proceso estacionario con media

)()·1()( kmHkm uy =     (3.46)

y densidad espectral

)()·()·()( ωω ωφωφ iT
u

i
y eHeH −= (3.47)

Además la densidad espectral cruzada entre la entrada y la salida está dada por la

expresión

)()·()( · ωφωφ ω
u

i
yu eH= (3.48)

♦ Demostración Teorema 3.3:

 Para el sistema considerado la relación entre la entrada y la salida es:

 ∑∑
∞

=−∞=

−=−=
0

)()·()()·()(
n

k

n
nkunhnunkhky

 Tomando valores medios
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[ ]
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 Se observa que el valor medio de la salida se obtiene filtrando el valor medio de la entrada.

 Para determinar la covarianza, primero hay que darse cuenta que

 [ ]∑
∞

=

−−−=−
0

)()()·()()(
n

uy nkmnkunhkmky

 Luego la diferencia entre la señal de salida y su valor medio se propaga a través del sistema de la

misma forma que la señal de entrada. Con vistas a simplificar la escritura de las ecuaciones se va a

suponer que los valores medios son cero. Además se supondrá que todas las series infinitas existen

y que las operaciones de suma infinita y valor esperado son conmutativas. Así, la definición de

covarianza da
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 De forma similar se obtiene la covarianza cruzada entre la entrada y la salida.
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 La definición de densidad espectral es 

 ∑
∞

−∞=

−==
n

y
ni

yyy nre )(·
2
1)()( ·· ω

π
ωφωφ

 Sustituyendo la expresión de la covarianza en esta ecuación y recolocando términos
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 Haciendo el cambio de variable  p=n+l-k en la segunda sumatoria se obtiene:

 ∑ ∑ ∑
∞

=

∞

−∞=

∞

=

−−=
0 0

······ )(·)(·)(·
2
1)(

k p
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π
ωφ

 Introduciendo la función de transferencia pulso H(z) del sistema, que se relaciona con la respuesta a

un impulso {h(k), k=0,1,...} mediante la expresión:

 ∑
∞

=

−=
0

)(·)(
n

n nhzzH       (3.49)

 Como z=eiωT y T=1 se tiene

 ∑
∞

=

−=
0

·· )(·)(
n

ini nheeH ωω

 Entonces la ecuación para la densidad espectral se puede escribir de la siguiente forma:

 )()·()·()( ωω ωφωφ iT
u

i
y eHeH −=

 De forma similar, la ecuación para la densidad espectral cruzada es

 )()·()(·)(
2
1)()·(

2
1)(
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·· ωφ
ππ

ωφ ωωωω
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− ==−=

♦ 

 El resultado indicado en este teorema tiene una sencilla interpretación física. El número

)( ωieH  es la amplitud en el estado estacionario de la respuesta del sistema a una señal

seno de frecuencia ω. El valor de la densidad espectral de la salida es entonces el producto

de la ganancia de la potencia 
2

)( ωieH  y la densidad espectral de la entrada φu(ω).
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 Por otra parte, la ecuación (3.48) indica que la densidad espectral cruzada es igual a la

función de transferencia del sistema si la entrada es ruido blanco con densidad espectral

unidad. Este resultado puede ser utilizado para determinar la función de transferencia pulso

del sistema.

♦ Ejemplo 3.4:

 Considere el proceso {x(k)} del Ejemplo 3.2. Este proceso puede ser generado haciendo pasar ruido

blanco a través de un filtro función de transferencia pulso:

 
az

zH
−

=
1)(

 Puesto que la densidad espectral de {v(k)} es:

 
π

ωφ
·2

)( 1r
v =

 La densidad espectral de {x(k)} se determina aplicando la ecuación (3.47)

 ( )ωππ
ωφωφ ωω

ωω

·cos·21··2))·((
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)()·()·()( 2
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i
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 Por otra parte, el proceso

 )()()( kekxky +=

 tiene la siguiente densidad espectral
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 Se observa que este resultado es el mismo obtenido en el Ejemplo 3.2.

♦ 

3.5.2.2 Formulación continua

Considérese un sistema estable invariante en el tiempo con respuesta a impulso g. La

relación entre la entrada y la salida de dicho sistema viene dada por:
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∫∫
∞

∞−

−=−=
0

)()·()()·()( dsstusgdssustgty
t

(3.50)

Sea la señal de entrada u a un proceso estocástico con función valor medio mu y

función de covarianza ru. El siguiente teorema es análogo al Teorema 3.3 enunciado para

sistemas en tiempo discreto.

Teorema 3.4: Filtrado de procesos estacionarios. Considérese un sistema lineal estacionario

con función de transferencia G. Sea la señal de entrada un proceso estocástico estacionario

en tiempo continuo con valor medio mu y densidad espectral φu. Si el sistema es estable,

entonces la salida es también un proceso estacionario con valor medio

uy mGm )·0(=      (3.51)

y densidad espectral

)()·()·()( ωωφωωφ iGiG T
uy −=      (3.52)

La densidad espectral cruzada entre la entrada y la salida está dada por

)()·()( ωφωωφ uyu iG=         (3.53)

Ejemplo 3.5:

Considérese el sistema del Ejemplo 3.3. El proceso x se puede considerar como el resultado de filtrar

ruido blanco con varianza r1/(2·π) a través de un sistema con función de transferencia

as
sG

+
=

1)(

La densidad espectral se puede calcular usando (3.52):
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3.5.3 Factorización espectral

3.5.3.1 Formulación discreta

Por factorización espectral se entenderá al problema de obtener el sistema lineal H(z)

que al ser excitado por ruido blanco de covarianza unidad genera una salida cuya densidad

espectral φy(ω), racional en ωcos , es conocida de antemano.

Como la entrada es ruido blanco su densidad espectral es

π
ωφ

·2
1)( =u

Además como

ωiez =

entonces por la ecuación (3.47) del Teorema 3.3 se tiene que:

)()()·(·
·2
1)( 1 zFzHzH T

y == −

π
ωφ

Se verifica que si iz  es un cero de )(zH  entonces 1−
iz  es un cero de )( 1−zH .

Análogamente  si  ip  es un polo de )(zH  entonces 1−
ip  es un polo de )( 1−zH . Es decir,

existe una simetría tal que

1·

1·

=

=

ji

ji

pp

zz

Siendo ji zz ·  ceros de F(z) y siendo ji pp · polos de F(z).

Los pasos para encontrar una función H que corresponda a una determinada densidad

espectral racional  φy son:

1)  Dada φy(ω) obtener los polos pi y los ceros zi de F(z).

2)  Construir H(z) de la siguiente forma:

)(
)(

)(
)(

·)(
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zB

pz
zz

KzH
i

i =
−

−
=

∏
∏
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Puesto que el proceso estocástico se ha supuesto estacionario los polos pi y los ceros zi

verificarán las siguientes condiciones:

1

1

<

≤

i

i

p

z

El resultado obtenido se resume en el siguiente teorema.

Teorema 3.5: Teorema de factorización espectral.  Dada una densidad espectral φ(ω),

que sea una función racional en ωcos , existe un sistema lineal con función de transferencia

pulso

)(
)()(
zA
zBzH =      (3.54)

tal que la salida que se obtiene, cuando la entrada del sistema es ruido blanco, es un

proceso aleatorio estacionario con densidad espectral φ. El polinomio A(z) tiene todos sus

ceros dentro del círculo unidad. El polinomio B tiene todos sus ceros dentro del disco unidad

o sobre el circulo unidad.

La principal conclusión de este teorema es que es posible generar cualquier proceso

aleatorio estacionario con densidad espectral racional como la salida de un sistema lineal

estable al cual se le excita con ruido blanco.

Por tanto es suficiente con estudiar como se comportan los sistemas cuando son

excitados por ruido blanco. Todos los otros procesos estacionarios con densidad espectral

racional pueden ser generados mediante el filtrado adecuado del ruido blanco.

A menudo se supone que el polinomio B(z) posee todos sus ceros dentro del circulo

unidad. Esto significa que la inversa del sistema H es estable.

♦ Ejemplo 3.6:

 Considérese el proceso {y(k)} de los Ejemplos 3.2 y 3.4. Este proceso tiene la siguiente densidad

espectral
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 Pasando el factor 2π al otro miembro
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 Se observa que el denominador ya está en forma factorizada. Para factorizar el numerador,

observamos que puesto que únicamente posee potencias en z, entonces

 ))·(·()()·( 121 bzbzzBzB −−= −− λ

 Que se puede escribir como

 )·(·)1·()()·( 12221 −− +−+= zzbbzBzB λλ

 Igualando B(z)·B(z-1) con el numerador de 2·π·F(z)

 )·(·)1·()·(·)1·( 1
2

2
21

1222 −− +−++=+−+ zzararrzzbb λλ

 Igualando ahora los coeficientes de la misma potencia de z se obtienen el siguiente par de

ecuaciones:
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 Si se despeja λ2 de la segunda ecuación

 
b
ar ·22 =λ

 y se define la variable p como:

 )1·( 2
21 arrp ++=

 Es posible escribir la primera ecuación como una ecuación algebraica de segundo orden para b

 0···· 2
2

2 =+− arpbbar

 Esta ecuación tiene la siguiente solución válida, es decir, dentro del círculo unidad:
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♦ 

♦ Ejemplo 3.7:

 Se desea calcular el filtro H(z) que genera una señal estocástica con densidad espectral
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 F(z) se puede escribir como:
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 Luego
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 Definiendo las variables
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 Y desarrollando los productos se obtiene
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 Igualando B(z)·B(z-1) con el numerador de 2·π·F(z)

 [ ] )·(125.03125.0)·()1(· 1122 −− ++=+−+ zzzzbbλ

 se obtienen las ecuaciones:

 3125.0)1·( 22 =+ bλ

 125.0·2 =− bλ

 Eliminando λ2 se obtiene la siguiente ecuación cuadrática para b

 01·5.22 =++ bb

 Cuya única solución dentro del círculo unidad es: b=-0.5. Con lo que λ=0.25.

 Por otra parte, igualando A(z)·A(z-1) con el denominador de 2·π·F(z)

 )·(5.0)·(5.125.2)·(·))·(··()··2·( 22122
21

1
12212121

−−−− +++−=++++−+ zzzzzzaazzpapaaapp

 se obtiene las ecuaciones:
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 sustituyendo la variable p2 de acuerdo a su definición se obtiene la siguiente ecuación:

 05.0·5.1·25.2·5.1·5.00)1·(·5.1·25.1)1·(5.0 2
2
2

3
2

4
2

2
22

2
2

22
2 =+−+−⇒=+−++ aaaaaaaa

 Cuyas soluciones dentro del círculo unidad son a2=0.5+j·0.5 y a2=0.5-j·0.5

 Luego a1=0.5-j·0.5 y a1=0.5+j·0.5

 Con lo que finalmente H(z) es:
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3.5.3.2 Formulación continua

Teorema 3.6: Factorización espectral. Dada una densidad espectral racional φ(ω), existe

un sistema lineal de dimensión finita con función de transferencia

)(
)()(
sA
sBsG =

tal que la salida que se obtiene, cuando la entrada del sistema es ruido blanco, es un

proceso estocástico estacionario con densidad espectral φ. El polinomio A tiene todos sus

ceros en el semiplano izquierdo del plano s. El polinomio B no tiene ceros en el semiplano

derecho del plano s.

3.5.4 Cálculo de varianzas
La varianza de una señal obtenida mediante el filtrado de ruido blanco puede ser

calculada usando la ecuación recursiva (3.38) si se tiene un modelo en variables de estados

del sistema. En esta sección se van obtener algunas fórmulas que permiten calcular la

varianza de una señal si se dispone de la función de transferencia del sistema que genera

dicha señal.

Considérese una señal generada por

)(·
)(
)()( ke
qA
qBky = (3.55)
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donde e es ruido blanco de varianza unidad. De acuerdo con el Teorema 3.5 la densidad

espectral de la señal y esta dada por

)()·(
)()·(

·2
1)( 1

1

−

−

=
zAzA
zBzB

π
ωφ

También se sigue de dicho Teorema 3.5 que la varianza de la señal y está dada por la

integral compleja
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2 (3.56)

El calculo de las integrales que poseen esta forma está estrechamente ligado al test de

estabilidad de Jury que se usa para conocer si las raíces de la ecuación característica de un

sistema discreto en lazo cerrado se encuentran ubicadas dentro del círculo unidad. Así para

evaluar este tipo de integrales hay que construir la Tabla 3.1, considerando la siguiente

estructura para los polinomios A(z) y B(z):
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Tabla 3.1: Tabla asociada al test de estabilidad de Jury



Apuntes de Automática II

159

En dicha tabla se definen:
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Donde
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Se puede demostrar que el resultado de la integral (3.56) viene dado por la expresión

∑
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=
n
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i
in b

a
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··1 β (3.59)

En el caso de n=1 y n=2 la expresión (3.59) toma los siguientes valores
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3.1 INTRODUCCION
La existencia de perturbaciones en las entradas y/o en las salidas de un sistema,

impone limitaciones fundamentales en su comportamiento. Por ejemplo, el ruido de medida

en un sistema de seguimiento limita el ancho de banda alcanzable por el sistema en lazo

cerrado. Para mejorar el comportamiento de un sistema sometido a perturbaciones se hace

imprescindible el uso de sistemas de control. La naturaleza de las perturbaciones

determinará la calidad de la regulación de un control aplicado a un cierto proceso. Con el

objetivo de poder diseñar los controles más apropiados se hace necesario el disponer de

modelos matemáticos de las perturbaciones.

En este tema se estudian en primer lugar los modelos clásicos de las perturbaciones. A

continuación, se describen las posibles formas de reducción de los efectos de las

perturbaciones. Seguidamente, debido al carácter estocástico o aleatorio de algunas

perturbaciones, se incluye un repaso a los conceptos básicos de la teoría de procesos

estocásticos. A continuación se describe la formulación tanto discreta como continua de

modelos de procesos estocásticos. Finalmente se describe el filtrado de procesos aleatorios

de tipo estacionario y la factorización espectral.

El material que se estudia en este tema resulta fundamental para comprender el filtro de

Kalman (Tema 4) y las técnicas de control estocástico (Tema 9).

3.2 MODELOS CLASICOS DE PERTURBACIONES

3.2.1 Carácter de las perturbaciones
Comúnmente se distinguen tres tipos diferentes de perturbaciones atendiendo a su

carácter:
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 Perturbaciones en la carga. Este tipo de perturbaciones influyen sobre las

variables del proceso. En general este tipo de perturbaciones varían lentamente, y

pueden ser periódicas. En sistemas mecánicos las perturbaciones en la carga se

representan por fuerzas de perturbación, por ejemplo las ráfagas de viento sobre

una antena estabilizada, las olas sobre un barco, la carga en un motor. En

sistemas térmicos las perturbaciones en la carga podrían ser variaciones en la

temperatura del medio ambiente.

 Errores de medida. Este tipo de perturbaciones se introducen en los sensores de

medida. Pueden existir errores estacionarios en algunos sensores debido a

errores de calibración. Sin embargo, los errores de medida típicamente poseen

componentes de alta frecuencia. Estos errores pueden poseer una cierta dinámica

debido a la dinámica de los sensores. Un ejemplo típico es el termopar, que posee

una contante de tiempo de entre 10 y 50 s dependiendo de su encapsulado. Por

otra parte, pueden existir complicadas interacciones dinámicas entre los sensores

y el proceso. Un ejemplo típico son las medidas de los giróscopos y las medidas

del nivel de líquido en los reactores nucleares.

 En algunos casos no es posible medir la variable controlada directamente,

entonces su valor es inferido a partir de las medidas de otras variables. La

relación existente entre estas variables y la variable controlada puede ser bastante

compleja. Una situación muy común es que un instrumento dé una rápida

indicación con errores bastante grandes y otro instrumento dé una medida muy

precisa pero a costa de un alto retardo.

 Variaciones en los parámetros. Cuando se consideran sistemas lineales, la

perturbación en la carga y el ruido de medida se introducen en el sistema de una

forma aditiva. Los sistemas reales son, en la mayoría de los casos, no lineales,

esto significa que las perturbaciones se introducirán en el sistema de una forma

mucho más complicada. Puesto que los sistemas lineales son obtenidos mediante

linealización de modelos no lineales, algunas perturbaciones aparecen entonces

como variaciones en los parámetros del modelo lineal.

3.2.2 Modelos de perturbaciones simples
Existen cuatro tipos diferentes de perturbaciones (ver Figura 3.1) atendiendo a su forma

que son comúnmente utilizadas en el análisis de los sistemas de control: impulso, escalón,

rampa y sinusoide.
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Pulso Escalón Rampa Sinusoide

Figura 3.1: Modelos idealizados de perturbaciones simples

 El impulso y el pulso. Son realizaciones simples de perturbaciones inesperadas de

duración muy corta. Pueden representar tanto a perturbaciones en la carga como

a errores de medida. Para sistemas continuos la perturbación es modelada como

un impulso; para sistemas discretos se modela como un pulso con amplitud

unidad y una duración de un periodo de muestreo.

 El pulso y el impulso son también importantes por motivos teóricos ya que la

respuesta de un sistema lineal continuo en el tiempo está completamente

especificada por su respuesta a un impulso, mientras que la de un sistema

discreto está determinada por su respuesta a un pulso.

 El escalón. Se usa típicamente para representar una perturbación en la carga o un

offset en una medida.

 La rampa. Es una señal que se utiliza para representar la deriva en los errores de

medida así como a perturbaciones que de repente comienzan a desplazarse. En

la práctica estas perturbaciones se encuentran acotadas, sin embargo el uso de

una señal rampa suele ser una útil idealización.

 La sinusoide. Es el prototipo de una perturbación periódica. La posibilidad de

seleccionar su frecuencia la hace idónea para representar tanto a las

perturbaciones en la carga (de baja frecuencia) como al ruido de medida (de alta

frecuencia).

Es conveniente visualizar a las perturbaciones como siendo generadas por sistemas

dinámicos. El escalón puede ser generado por un integrador, la rampa por un doble

integrador y una sinusoide por un oscilador armónico.
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3.3 REDUCCION DE LOS EFECTOS DE LAS PERTURBACIONES
Las perturbaciones pueden ser reducidas actuando sobre su fuente, usando

realimentación local o usando feedforward. Por otra parte técnicas de predicción pueden ser

usadas para estimar perturbaciones no medibles.

3.3.1 Reducción en la fuente
La forma más obvia de reducir los efectos de las perturbaciones es intentar actuar sobre

la fuente que origina dichas perturbaciones. Esta aproximación está estrechamente ligada a

la etapa de diseño del proceso. Algunos ejemplos típicos son:

• En una planta química reducir las variaciones en la composición mediante la

introducción de un tanque con una mezcla eficiente.

• Reducir las fuerzas de fricción en un servo usando cojinetes mejores.

• Ubicar un sensor en una posición donde hay perturbaciones más pequeñas.

• Modificar la electrónica del sensor para obtener menos ruido.

• Sustituir un sensor por otro que posea una respuesta más rápida.

• Cambiar el procedimiento de muestreo espaciando las muestras mejor en el tiempo

para obtener una representación mejor de las características de los procesos.

3.3.2 Reducción mediante realimentación local
Si las perturbaciones no se pueden atenuar en su fuente, se puede intentar entonces su

reducción mediante realimentación local (ver Figura 3.2). Para usar esta aproximación es

necesario que las perturbaciones se introduzcan en el sistema en una o varias posiciones

bien definidas. También es necesario tener acceso a la variable medida que es resultado de

la perturbación. Además es necesario tener acceso a la variable de control que entra al

sistema en la vecindad de la perturbación. Las dinámicas que relacionan la variable medida

con la variable de control deberían ser tales que se pueda utilizar un lazo de control de

ganancia elevada.
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Realimentación
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Figura 3.2: Reducción de perturbaciones mediante el uso de realimentación local. La perturbación se

introduce en el sistema entre los puntos A y B. Las dinámicas entre estos dos puntos deben ser tales

que sea posible usar una alta ganancia en el lazo.

El uso de la realimentación es a menudo fácil y efectivo ya que no es necesario tener

información detallada de las características de los procesos, siempre que una alta ganancia

pueda ser utilizada en el lazo. En caso contrario, se necesitará un lazo extra de

realimentación. Algunos ejemplos de realimentación local son:

• En sistemas hidráulicos, la reducción en las variaciones en el suministro de

presión en válvulas, instrumentos y reguladores mediante el uso de un regulador

de presión.

• En sistemas térmicos, la reducción de las variaciones en el control de temperatura

mediante la estabilización del suministro de voltaje.

3.3.3 Reducción mediante feedforward
Las perturbaciones que sean medibles pueden ser reducidas usando una estructura de

tipo feedforward. El principio genérico de esta estructura se ilustra en la Figura 3.3. Se mide

la perturbación y se aplica al sistema una señal de control que intenta contrarrestarla.

Si la funciones de transferencia que relacionan la salida y a la perturbación w y al

control u son Hw y Hp, respectivamente, entonces la función de transferencia Hff del

compensador feedforward idealmente sería:

wpff HHH ·1−−=
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Figura 3.3: Reducción de perturbaciones mediante el uso de una estructura feedforward

Si la función de transferencia Hff es inestable o no-realizable (mayor número de ceros

que de polos) se debe seleccionar alguna aproximación adecuada. El diseño de un

compensador feedforward se basa a menudo en un simple modelo estático, es decir, Hff es

una ganancia. La estructura feedforward es especialmente útil para perturbaciones

generadas por cambios en la señal de referencia.

3.3.4 Reducción mediante predicción
La reducción de perturbaciones mediante predicción es una extensión de la técnica de

feedforward que puede utilizarse cuando las perturbaciones no pueden ser medidas.

Consiste en predecir la perturbación a partir de la medida de señales. La señal de

feedforward se genera a partir de la perturbación predecida.

Es importante observar que no es necesario predecir la propia perturbación en si misma

sino que es suficiente con modelar una señal que represente el efecto de la perturbación

sobre las variables del proceso más importantes.

3.4 CONCEPTOS BÁSICOS DE LA TEORÍA DE PROCESOS
ESTOCÁSTICOS

Es natural el usar conceptos estocásticos, es decir, aleatorios, para describir a una

amplia variedad de perturbaciones. El usar estos conceptos permite formular de forma más

exacta diversos problemas de predicción.



Apuntes de Automática II

125

3.4.1 Variables aleatorias
Una variable aleatoria x(k) es una variable que puede tomar valores aleatorios en

función de los resultados de algún experimento aleatorio. Es decir, los resultados aleatorios

de un experimento se pueden representar por un número real x(k), llamado variable

aleatoria.

Para un experimento aleatorio, los posibles resultados se denominan espacio de

muestra. Una variable aleatoria x(k) es una función definida para los k puntos del espacio de

muestra, que toma valores reales en el rango [-∞,+∞] asociados a cada uno de los k puntos

que pueden ocurrir.

La forma de especificar la probabilidad con que la variable aleatoria toma diferentes

valores es mediante la función de distribución de probabilidad F(x), definida de la siguiente

forma:

))(()( xkxPxF ≤=

Es decir, es la probabilidad de que la variable aleatoria x(k) tome valores menores o

iguales a x. La función de distribución de probabilidad cumple las siguientes propiedades:
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Si la variable aleatoria tiene un rango continuo de valores, entonces se puede definir la

función densidad de probabilidad f(x):
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La probabilidad de que x(k) tome un valor entre x y x+dx es f(x)·dx.

En el caso de que x(k) tome valores discretos xi con probabilidades pi distintas de cero,

entonces la función f(x) se puede expresar como una serie de funciones de Dirac δ por las

probabilidades correspondientes:

∑ −=
i

ii xxpxf )(·)( δ

El valor medio de una variable aleatoria escalar x(k), también denominado valor

esperado o primer momento se define como:

[ ] dxxxfkmx ∫
∞

∞−

=== )()(x(k)E µ    (3.1)

El valor cuadrático medio o segundo momento de x(k) se obtiene mediante la expresión

[ ] dxxfxx ∫
∞

∞−

=Ψ= )((k)xE 222 (3.2)

Si x no es un escalar entonces

[ ] dxxfx ∫
∞

∞−

=Ψ= )((k)x(k)·x(k)x(k)·xE T2T

Un parámetro que se utiliza en lugar del valor cuadrático medio es la raíz cuadrada

positiva del mismo, conocido por su terminología anglosajona como rms de “root-mean

squared”.

La varianza de la variable aleatoria x(k) se define como
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Si x no es un escalar:
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La raíz cuadrada de la varianza, σx, es por definición la desviación estándar de la

variable aleatoria. Si el valor medio es nulo, entonces la desviación estándar coincide con el

valor rms.

♦ Ejemplo 3.1: Distribución Gaussiana o Normal

 Una variable aleatoria x(k) tiene una distribución gaussiana o normal si su función densidad de

probabilidad está dada por:

 
2

2

2
)(

2
1)( x

ax

e
b

xf σ

π

−
−

=

 Se puede ver fácilmente que a y b se corresponden con el valor medio y la desviación estándar de la

variable aleatoria x(k)
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 La función de distribución de probabilidad normal es por definición:
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 Figura 3.4: Función densidad de probabilidad normal o gaussiana
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La consideración simultánea de más de una variable aleatoria es a menudo necesaria y

útil. En el caso de tener dos variables aleatorias x(k) e y(k), la probabilidad de que se den

pares de valores en un determinado rango de valores está dada por la función de

distribución de probabilidad conjunta F2(x, y).

[ ]ykyxkxPyxF ≤≤= )(&)(),(2

La correspondiente función de densidad de probabilidad se define como:

[ ] [ ]








∆∆

∆+≤<∆+≤<
=

→∆
→∆ yx

yykyyPxxkxxPyxf
y
x

)(&)(lim),(
0
02

Que verifica las siguientes propiedades:

0),(2 ≥yxf

yx
yxF

yxf
∂∂

∂
=

),(
),( 2

2

2

1),(2 =∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

dxdyyxf

Sean fx y fy las funciones de densidad de probabilidad de las variables aleatorias x(k) e

y(k), si se verifica que

)()·(),(2 yfxfyxf yx=

entonces las dos variables son estadísticamente independientes. Es decir, el suceso

x(k) ≤ x es independiente del suceso y(k) ≤ y.

El valor medio de una función continua real g(x,y) de dos variables aleatorias x(k) e y(k)

es:

[ ] dxdyyxfyxg∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

= ),(),(y)g(x,E 2

La covarianza rxy entre x(k) e y(k) se define como:
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[ ] dxdyyxf∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

== ),()-)(y-(x)-)(y(k)-(x(k)Er 2yxyxxy µµµµ (3.4)

Que se puede expresar de forma equivalente como:

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]y(k)E·x(k)Ex(k)y(k)Ex(k)y(k)-x(k)y(k)E)-)(y(k)-(x(k)E yxyxyx −=+−= µµµµµµ

La covarianza normalizada por las desviaciones estándar de x(k) e y(k) se denomina

coeficiente de correlación:

yx

xy
xy

r
σσ

ρ = (3.5)

Se verifica que

11 ≤≤− xyρ

El coeficiente de correlación proporciona una medida del grado de dependencia lineal

entre las variables aleatorias x(k) e y(k). Así si x(k) e y(k) son independientes entre si

entonces ρxy=0, y se dice que las variables aleatorias x(k) e y(k) no están correlacionadas (la

afirmación contraria no es cierta).

3.4.2 Procesos estocásticos
Un proceso aleatorio o estocástico (señal aleatoria) se puede considerar como un

conjunto de funciones temporales (ver Figura 3.5), cada una de las cuales se puede

observar en el ensayo de un experimento. El conjunto puede incluir un número finito, un

número infinito contable o un número infinito incontable de tales funciones. Al conjunto de

tales funciones se les representa por:

{ } ),(),( ωtxTttx ≡∈

Usualmente se supone que t es el tiempo y T∈ℜ. Si se considera sistemas discretos

entonces T es el conjunto de instantes de muestreo T={0,h,2·h,...} siendo h el periodo de

muestreo. Para un ω fijo, ω=ω0, se tiene que x(t, ω0) es una función del tiempo que se

denomina realización. Mientras que para un instante de tiempo fijo, t= t0, se tiene que

x(t0, ω)=x(t0) es una variable aleatoria.
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),( 1ωtx

),( 2ωtx

),( 3ωtx

)( 1tx )( 2tx

Realizaciones
Variables aleatorias

t

),( ωtx

Figura 3.5: Tres realizaciones x(t, ω1), x(t, ω2) y x(t, ω3) de un mismo proceso estocástico x(t, ω). Se

detallan las variables aleatorias x(t1) y x(t2) que se obtienen cuando se fija el tiempo a t=t1 y t=t2

La probabilidad de que x(t1) tome valores en un cierto rango está dada por la función de

distribución de probabilidad, como para cualquier variable aleatoria.

])([),( 1111 xtxPtxF ≤=

La correspondiente función de densidad de probabilidad es:

1

11
11

),(),(
dx
txdFtxf =

El valor medio de x(t1) es:

[ ] 111111 ),()(tE)(t dxtxfxxm ∫
∞

∞−

== (3.6)

Se observa que el valor medio es función del instante de tiempo t1.

La probabilidad de obtener un determinado par de valores en un cierto rango está dada

por la función de distribución conjunta de segundo orden:

])(&)([),;,( 22112211 xtxxtxPtxtxF ≤≤=

La correspondiente función de densidad de probabilidad conjunta es:
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21

2211
2

2211
),;,(),;,(

xx
txtxFtxtxf

∂∂
∂

=

La función de covarianza o autocovarianza de un proceso se denota por como:

( ) ( ))(),(cov, 2121 txtxttrxx ≡

Y se define como:

( ) ( )( )[ ] ( )( )[ ]TT
xx tmtxtmtxtxtxtxtxttr )()()()(E)]([E)()]([E)(E, 2211221121 −−=−−= (3.7)

La covarianza se pueda expresar de forma equivalente mediante la expresión:

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

= ),;,())(-))(x(-(x),( 22112
T

22112121 txtxftmtmdxdxttrxx

La función de covarianza cruzada se define como:

( ) ( ))(),(cov, 2121 tytxttrxy = (3.8)

Obsérvese que si t1=t2 entonces se obtiene la varianza.

Un proceso aleatorio estacionario es aquel cuya estadística es invariante en el tiempo.

Esto implica que la función densidad de probabilidad para el proceso f(x1,t1) es

independiente del tiempo de observación. Todos los momentos de esta distribución, tales

como m(t1)=E[x(t1)] y m(t2)=E[x(t2)] son también independientes del tiempo, es decir, son

constantes. En este caso la función de densidad de probabilidad de segundo orden no

depende del tiempo absoluto de observación t1 y t2, sino de la diferencia entre ellos

12 tt −=τ

Por lo tanto, las funciones de covarianza para procesos estacionarios toman la forma:

( ) ( ))(),(cov 11 ττ += txtxrxx (3.9)

( ) ( ))(),(cov 11 ττ += tytxrxy           (3.10)

Cuando x es un escalar a ( ) ( )ττ xxx rr ≡  se le denomina función de autocovarianza.
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Un propiedad importante es que si un proceso es estacionario al evaluar la función de

covarianza en τ=0 se obtiene la varianza del proceso, es decir,

( ) ( ) 200 xxxx rr σ== (3.11)

La función de correlación, se define como:

( )
( )0

)(
x

x
x r

r τ
τρ = (3.12)

De la desigualdad de Schwartz se cumple que:

( ) ( )0xx rr ≤τ

Luego:

1)( ≤τρ x           (3.13)

El valor )(τρ x  da la correlación entre los valores del proceso espaciados

temporalmente un valor τ. Valores cercanos a la unidad indican la existencia de una fuerte

correlación. El valor cero indica que no existe correlación. Valores negativos indican la

existencia de una correlación negativa.

La función de densidad espectral de potencia (o espectro de la densidad de potencia)

del proceso aleatorio discreto {x(t)} se define como la transformada de Fourier de la función

de covarianza:

∑
∞

−∞=

−=Φ
k

ik
xxxx ekr ω

π
ω )(

2
1)( (3.14)

La Función de densidad espectral de potencia cruzada de los procesos aleatorios

discretos {x(t)}  e {y(t)} se define se define como la transformada de Fourier de la función de

covarianza cruzada:

∑
∞

−∞=

−=Φ
k

ik
xyxy ekr ω

π
ω )(

2
1)( (3.15)

En el caso de considerar procesos aleatorios continuos se tiene:
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∫
∞

∞−

−=Φ dtetr it
xxxx

ω

π
ω )(

2
1)( (3.16)

dtetr it
xyxy ∫

∞

∞−

−=Φ ω

π
ω )(

2
1)( (3.17)

Tomando la transformada inversa se tendría, en procesos estocásticos discretos

∫
−

Φ=
π

π

ω ωω dekr xx
ik

xx )()( (3.18)

∫
−

Φ=
π

π

ω ωω dekr xy
ik

xy )()( (3.19)

Y en procesos estocásticos continuos:

∫
∞

∞−

Φ= ωωω detr xx
it

xx )()( (3.20)

∫
∞

∞−

Φ= ωωω detr xy
it

xy )()( (3.21)

Las relaciones que se acaban de definir permiten pasar del dominio temporal al

frecuencial y viceversa en el análisis de los procesos aleatorios estacionarios.

La potencia de una señal o proceso aleatorio en el rango de frecuencias [ω1, ω2] se

calcula como:

( )∫ Φ2

1

2
ω

ω
ωω dxx (3.22)

3.4.3 Ruido blanco
Una forma particularmente simple del espectro de la densidad de potencia es una

constante, por ejemplo

( )
π

σω
·2

2

=Φ (3.23)
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Esto implica que la densidad espectral es constante para todas las frecuencias. Por

analogía con la situación correspondiente para la luz blanca, a tal proceso aleatorio,

generalmente un ruido, se le denomina ruido blanco.

Aplicando la relación (3.20) es posible calcular la función de covarianza para el ruido

blanco:

)(···
2
1)( 22 τδσωσ
π

ω == ∫
∞

∞−

detr it
xx   (3.24)

Donde δ es la función delta de Dirac:





≠
=∞

=
00
0

)(
τ
τ

τδ
si
si

En conclusión se observa que este proceso no es físicamente realizable. En realidad, el

ruido blanco es un concepto idealizado, muy útil, como aproximación a situaciones en los

que el ancho de banda del ruido de perturbaciones es mayor que el ancho de banda del

sistema.

Si se considera tiempo discreto dicho proceso se caracteriza por poseer la siguiente

función de covarianza





±±=
=

=
,...2,10

0
)(

2

τ
τσ

τxxr (3.25)

El ruido blanco juega un papel importante en la teoría de control estocástica. Todos los

procesos aleatorios que se puedan necesitar pueden ser generados mediante la

implementación de un filtro adecuado al que se le aplique en su entrada ruido blanco.

3.4.4 Procesos estocásticos gaussianos y markovianos
Un proceso aleatorio {x(k)} es un proceso aleatorio gaussiano si las variables aleatorias

xk(tk) asociadas al mismo siguen una distribución normal gaussiana multidimensional para

cualquier instante de tiempo.

Los procesos aleatorios gaussianos están bastante extendidos en problemas físicos y

muchas veces pueden ser pronosticados  matemáticamente mediante el teorema del límite

central. También se puede demostrar que si un proceso gaussiano sufre una transformación
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lineal, el resultado de la transformación también es un proceso gaussiano; esta propiedad es

muy importante en muchas aplicaciones teóricas y prácticas de la teoría de procesos

aleatorios.

La función de densidad de un proceso gaussiano está dada por:

2

2

2
)(

2·
1),( x

xx

x

etxf σ
µ

πσ

−
−

= (3.26)

La distribución conjunta de x(t1) y x(t2) es la distribución normal bivariable; distribuciones

conjuntas de orden superior están dadas por la distribución normal multivariable. Si x(t) es

un vector gaussiano n-dimensional entonces la distribución de x(t) es la distribución normal

dada por:





 −−−= − )·(·)·(
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xPx
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xxxf T
nnn (3.27)

En la expresión anterior x es un vector n-dimensional constituido por las n variables

aleatorias:

),...,,( 21 nxxxx =

Y µ y P son la media y la covarianza de x:

T
nxExExE ))(),...,((][ 1==µ (3.28)
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Todas las propiedades estadísticas de un proceso aleatorio gaussiano están definidas

por el primer y segundo momento de la distribución. De acuerdo con esto, se suele usar la

siguiente notación abreviada para designar a este tipo de procesos:

),( PNx µ≡

Otra clase de procesos aleatorios útiles, que se pueden generar haciendo pasar ruido

blanco a través de un determinado filtro, es la familia de los procesos markovianos.

Un proceso continuo x(t) se dice que es un proceso de markov de primer orden si para

todo k y t1< t2<...< tk se verifica que

[ ] [ ])(|)()(),...,(|)( 111 −− = kkkk txtxFtxtxtxF

Es decir, la distribución de probabilidad del proceso x(tk) depende solamente del valor

del punto inmediatamente anterior x(tk-1). Los procesos de Markov de primer orden se

pueden asociar con la siguiente ecuación diferencial:

wxt
dt
dx

=+ )·(1β (3.31)

Donde w es ruido blanco.

Para procesos de Markov de primer orden discretos, la relación correspondiente es una

ecuación en diferencias de primer orden.

Si la función densidad de probabilidad de w es gaussiana entonces x es también

gaussiano y al proceso x(t) se le denomina de Gauss-Markov, que posee la siguiente

función de autocorrelación:

2·2 1·)]()·([)( µσττϕ τβ +=+= −etxtxExx (3.32)

Al valor 1/β1 se le denomina tiempo de correlación. La densidad espectral del ruido

blanco w que genera el proceso descrito por (3.32) está dada en términos de la varianza de

x como 2·β1·σ2. Las autocorrelaciones de muchos fenómenos físicos se describen muy bien

mediante la ecuación (3.32), pudiéndose modelar con la ecuación diferencial (3.31).

Un proceso continuo x(t) se dice que es un proceso de markov de segundo orden si

para todo k y t1< t2<...< tk se verifica que
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[ ] [ ])(),(|)()(),...,(|)( 2111 −−− = kkkkk txtxtxFtxtxtxF

Es decir, la distribución de probabilidad del proceso x(tk) depende de sólo dos puntos

inmediatamente anteriores. La ecuación diferencial asociada a este proceso es:

wt
dt
dxt

dt
xd

=++ )()·(·2 2
222

2

ββ (3.33)

Si la función densidad de probabilidad de w es gaussiana entonces x(t) es un proceso

gaussiano de segundo orden. Si x(t) tiene media µx y es estacionario, su función

autocorrelación tiene la forma:

( ) 2·
2

2 2·1·)]()·([)( xxx etxtxE µτβσττϕ τβ ++=+= −   (3.34)

El tiempo de correlación de este proceso es aproximadamente 2.146/β2; la densidad

espectral del ruido blanco w es )(···4 23
2 τδσβ .

3.5 MODELOS DE PROCESOS ESTOCÁSTICOS

3.5.1 Modelos en el espacio de estados

3.5.1.1 Formulación discreta

Considérese un sistema en tiempo discreto donde el periodo de muestreo se ha tomado

igual a la unidad. Sea x(k) el estado en el instante k. La distribución de probabilidad del

estado en el instante de tiempo k+1 será entonces una función de x(k). Si el valor medio es

lineal en x(k) y la distribución alrededor de la media es independiente de x(k), entonces

x(k+1) se puede representar mediante una ecuación en diferencias lineal estocástica:

)()(F· )1( kvkxkx +=+ (3.35)

donde v(k) es una variable aleatoria de media cero que es independiente de x(k) y de todos

los valores pasado de x. Esto implica que v(k) también es independiente de todos los

valores pasados de v. La secuencia {v(k), k=0,1,...} es una secuencia de variables aleatorias

independientes igualmente distribuidas. Por lo tanto el proceso estocástico {v(k)} es ruido

blanco en tiempo discreto.
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Para definir al proceso aleatorio {x(k)} completamente, es necesario especificar las

condiciones iniciales. Se supone que el estado inicial tiene valor medio m0 y matriz de

covarianza R0. Asimismo la covarianza de las variables aleatorias v se denota mediante R1.

Teorema 3.1: Considérese un proceso aleatorio definido por la ecuación en diferencias

estocástica (3.35), donde {v(k)} es un proceso de ruido blanco con valor medio cero y

covarianza R1. Considérese que el estado inicial tiene valor medio m0 y covarianza R0. La

función del valor medio del proceso está por la siguiente ecuación en diferencias:

0)0(),(F· )1( mmkmkm ==+ (3.36)

y la función de covarianza por:

0),(·F ),( ≥=+ ττ τ kPkkr (3.37)

donde P(k)=cov[x(k),x(k)] viene dada por:

01 )0()·(F· )1( RPRFkPkP T =+=+       (3.38)

♦ Demostración Teorema 3.1:

 Para obtener la función valor medio

 [ ])()( kxEkm =

 simplemente hay que tomar el valor medio en ambos lados de la ecuación (3.35)

 [ ] [ ] )]([)(·)1()()(· )1( kvEkmFkmkvkxFEkxE +=+→+=+

 Como E[v(k)]=0 entonces se obtiene

 )(F· )1( kmkm =+

 Luego el valor medio se propagará de la misma forma que un sistema no perturbado.

 Para calcular la función de covarianza, se considera la siguiente variable

 mxx −=~

 de tal forma que:
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 [ ](k)x~(k)·x~Ex(k)]ov[x(k), )( T== ckP

 Esta x~  satisface la ecuación (3.35) si la condición inicial tiene media cero. Para calcular la

covarianza hay que formar la siguiente expresión

 
)()·()·(~)·()()·(~·)·(~)·(~·

)]()(~·)]·[()(~·[)1(~)·1(~

kvkvFkxkvkvkxFFkxkxF
kvkxFkvkxFkxkx

TTTTTT

TT

+++=

++=++

 Tomando valores medios

 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ])()·(·)(~)·()()·(~··)(~)·(~·)1(~)·1(~ kvkvEFkxkvEkvkxEFFkxkxEFkxkxE TTTTTTT +++=++

 Se obtiene

 1)·(F· )1( RFkPkP T +=+

 Esta ecuación recursiva para P indica como se propaga la covarianza.

 Para calcular la función de covarianza del estado, hay que darse cuenta que:

 )(~)]·()(~·[)(~)·1(~ kxkvkxFkxkx TT +=+

 Puesto que v(k) y )(~ kx son independientes y v(k) tiene media cero, entonces:

 

[ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

)(·
)(~)·()(~)·(~··)(~)·()(~)·(~·

)(~)]·()(~·[)(~)·1(~
))()())·(1()1(()](),1(cov[),1(

kPF
kxkvEkxkxEFkxkvkxkxFE

kxkvkxFEkxkxE

kmkxkmkxEkxkxkkr

TTTT

TT

T
xx

=
+=+=

+=+=

−+−+=+=+

 Para obtener la expresión

  )(·),( kPFkkrxx
ττ =+

 se debe operar de forma similar al caso ),1( kkrxx +  pero considerando que ahora

 )(~)]·(·)(~·[)(~)·(~ 1

0

1 kxjkvFkxFkxkx T

j

jT ++=+ ∑
−

=

−−
τ

τττ

♦ 
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 Los términos de (3.38) pueden interpretarse físicamente. La covarianza P representa la

incertidumbre en el estado, el término TFkP )·(F· indica la incertidumbre en el instante k que

se propaga debido a la dinámica del sistema, y el término 1R  describe el incremento en la

incertidumbre debido a la perturbación v.

 Por otra parte, si el sistema tiene una salida

 xCy ·=

 puede demostrarse fácilmente que su función valor medio es

 mCmy ·=

 y que su función de covarianza es

 T
xxyy CrCr ··=

 Asimismo la función de covarianza cruzada entre y e x está dada por:

 xxyx rCr ·=

♦ Ejemplo 3.2:

 Considérese el siguiente sistema de primer orden

 )()(·)1( kvkxakx +=+

 donde v es una secuencia de variables aleatorias no correlacionadas con valores medios nulos y

covarianzas r1. Supóngase que en el instante k0 el estado tiene un valor medio m0 y covarianza r0.

Para obtener el valor medio del estado x(k) hay que resolver la ecuación en diferencias (3.36):

 00 )(),(·)1( mkmkmakm ==+

 La solución a esta ecuación en diferencias es:

 0·)( 0 makm kk−=

 Por otra parte la aplicación de la ecuación (3.38) da

 001
2 )()(·a )1( rkPrkPkP =+=+
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 Resolviendo esta ecuación en diferencias se obtiene:

 12

)k-2·(k

0
)k-2·(k ·

1
a1·a )(

0
0 r

a
rkP

−
−

+=

 Por otra parte, de acuerdo con 3.37

 klkPklr kl
x ≥= − )(·a ),(

 kllPklr lk
x <= − )(·a ),(

 Si |a|<1 y k0→ -∞, entonces:

 

2
1

2
1

1
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1
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a
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a
rkP
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x −
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−
→

→

τ

τ

 Se observa que en ese caso el proceso pasa a ser estacionario ya que m es una constante y la

función de covarianza es únicamente función de τ.

 Si se considera la siguiente salida

 )()()( kekxky +=

 donde e(k) es una secuencia de variables aleatorias no correlacionadas con media cero y covarianza

r2, entonces la función de covarianza de y es
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 La densidad espectral de la salida se obtiene de la expresión (3.14):
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3.5.1.2 Formulación continua

Modelos en el espacio de estados para procesos en tiempo continuo estocásticos se

pueden obtener mediante una generalización formal de la ecuación (3.35):

vxA
dt
dx

&+= ·

donde v&  es un vector cuyos elementos son procesos estocásticos de ruido blanco. Puesto

que v&  tiene una varianza infinita, se acostumbra a escribir la ecuación en término de

diferenciales, es decir:

dvdtxAdx += ·· (3.39)

La señal v es la integral de v& , se supone que tiene valor medio cero, incrementos no

correlacionados entre si, ni con x, y varianza

tRtvtv ·)](),(cov[ 1=   (3.40)

A la ecuación (3.39) se le denomina ecuación diferencial estocástica lineal. Para

especificarla completamente es necesario dar la distribución de probabilidad inicial de x en

el instante inicial.

Teorema 3.2: Considérese un proceso estocástico definido por la ecuación diferencial

estocástica lineal (3.39) donde el proceso v tiene media cero y covarianza incremental R1·dt.

Supóngase que el estado inicial tiene media m0 y covarianza R0. El valor medio del proceso

x viene dado por la solución de la  ecuación diferencial

0)0(),(·)( mmtmA
dt
tdm

== (3.41)

La covarianza es

tstPetxsx tsA ≥= − ),(·)](),(cov[ )( (3.42)

donde P(t)=cov[x(t),x(t)] es la solución de la ecuación diferencial

01 )0()·()(·)( RPRAtPtPA
dt
tdP T =++= (3.43)
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♦ Demostración Teorema 3.2:

 La ecuación (3.41) se obtiene tomando el valor medio de (3.39)

 [ ] [ ] [ ]dvEdtxAEdxE += ··

 Considerando que los valores constantes se pueden sacar del operador valor medio E y que además

éste conmuta con respecto al diferencial:

 [ ] [ ] [ ]vdEdtxAExdE +=

 Que es equivalente a

 dttmAtdm )·(·)( =

 Y dividiendo por dt se obtiene (3.41).

 Para obtener la ecuación diferencial (3.43), hay que considerar que

 
TTTTTT dxdxxdxdxxxxdxxdxxxxd ····))·(()·( ++=−++=

 Sustituyendo en la expresión anterior la ecuación (3.39) se obtiene:

 [ ] [ ] [ ][ ]TTTT dvdtxAdvdtxAxdvdtxAdvdtxAxxxd ++++++= ···········)·(

 Desarrollando la ecuación anterior se obtiene:

 
TTTT

TTTTTTTT

dvdvdvdtxAAxdtdv
AxdtxAxdvdtxxAdvxdtAxxxxd

·······
··)·(·········)·( 2

+++

+++++=

 Si se toma el valor medio, puesto que v es independiente de x se obtiene:

 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]TTTTTTT dvdvEdtAxxEAdtxxEAdtAxxExxEd ·)(·········)·( 2 +++=

 Como por definición

 [ ]TxxEtP ·)( =

 y de (3.40)

 [ ] dtRdvdvE T ·· 1=
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 Entonces

 dtRdtAtPAdttPAdtAtPtdP TT ·)()·(·)·(··)·()( 1
2 +++=

 Dividiendo por dt

 )()·(·)(·)·()(
1 dtAtPARtPAAtP

dt
tdP TT +++=

 y tomando el límite cuando dt tiende a 0 se obtiene (3.43).

 Finalmente para obtener (6.42), se considera s≥t y se integra la ecuación (3.39) se obtiene

 ∫ −− +=
s

t

ssAtsA sdvetxesx )(·)(·)( ')()( '

 Si se multiplica por la derecha con xT(t) a ambos miembros se obtiene:

 )(·)(·)()·(·)()·( ')()( '

txsdvetxtxetxsx T
s

t

ssATtsAT








+= ∫ −−

 Si se aplica el operador valor medio, considerando que dv(s’) no está correlacionado con x(t) si s’≥ t,

entonces se obtiene (3.42).

♦ 

♦ Ejemplo 3.3:

 Considérese la siguiente ecuación diferencial estocástica escalar

 

000

00

)](),(cov[
)(

··

rtxtx
mtx

dvdtxadx

=
=

+−=

 donde el proceso {v(t), t∈T} posee una covarianza incremental r1·dt. La ecuación diferencial que da la

expresión de la media es

 00 )(· mtmma
dt
dm

=−=

 La solución de esta ecuación es:
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 )(
0

0·)( ttaemtm −−=

 La función covarianza viene dada por

 






≤

≥
==

−−

−−

tstPe
tstPe

txsxtsr
sta

tsa

)(·
)(·

)](),(cov[),(
)(

)(

 La ecuación (3.43) da la siguiente ecuación diferencial para P.

 001 )(··2 rtPrPa
dt
dP

=+−=

 Cuya solución es:

 [ ])(·21
0

)(·2
1

)(·2
0

)(·2 00

0

0 1·
·2

····)( ttattat

t

statta e
a
rredsreretP −−−−−−−− −+=+= ∫

 Cuando t0→-∞, la función valor medio tiende a cero y la función covarianza tiende a

 )(1 ·
·2

),( stae
a
rtsr −−=

 Puesto que esta función depende de la diferencia s-t, el proceso sería estacionario y su función de

covarianza se puede escribir como:

 ττ ·1 ·
·2

)( ae
a
rr −=

 Por otra parte, la correspondiente densidad espectral vendría dada por la aplicación de (3.16).

 22
1 1·
·2

)(
a

r
+

=
ωπ

ωφ

♦ 

3.5.1.3 Muestreo de una ecuación diferencial estocástica

Si el modelo de un proceso se presenta como ecuaciones diferenciales estocásticas,

puede ser útil muestrearlas y obtener un modelo en tiempo discreto.
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Considérese el proceso descrito por

dvdtxAdx += ·· (3.44)

donde el proceso v tiene media cero e incrementos no correlacionados. La covarianza

incremental de v es R1·dt. Sean los instantes de muestreo {tk; k=0,1,...}. La integración de

esta ecuación sobre un intervalo de muestreo [tk, tk+1] da

∫
+

++ −−
+ +=

1

11 )(·)(·)( )()(
1

k

k

kkk

t

t

stA
k

ttA
k sdvetxetx

Considérese la variable aleatoria

∫
+

+ −=
1

1 )(·)( )(
k

k

k

t

t

stA
k sdvete

Esta variable tiene media cero puesto que v también tiene media cero. Las variables

aleatorias e(tk) y e(tl) no están correlacionados si k≠l puesto que los incrementos de v sobre

intervalos disjuntos están no correlacionados. La covarianza de e(tk) está dada por

[ ]

∫

∫ ∫
+

++

+

+

+

−−

−−

=

=











=

1

11

1

1

1

)(
1

)(

)()(

··

)·(·)(·)()(

k

k

k
T

k

k
T

k

k

k

t

t

stAstA

ttAT
t

t

stA
k

T
k

dseRe

etdvsdveEteteE

(3.45)

Se obtiene así que la secuencia aleatoria {x(tk), k=0,1,...} obtenida muestreando el

proceso {x(t)} está descrita por la ecuación en diferencias

)()(·)( )(
1

1
kk

ttA
k tetxetx kk += −

+
+

donde {e(tk)} es una secuencia de variables aleatorias no correlacionadas con media cero y

covarianza (3.45).
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3.5.2 Filtrado de procesos estacionarios

3.5.2.1 Formulación discreta

H(z)
u y

Figura 3.6: Sistema discreto estacionario

Teorema 3.3. Considérese un sistema dinámico de tiempo discreto estacionario con

periodo de muestreo T= 1 (ver Figura 3.6) y función de transferencia pulso H(z). Sea la

señal de entrada u un proceso estocástico con media mu y densidad espectral φu. Si el

sistema es estable, entonces la salida y es también un proceso estacionario con media

)()·1()( kmHkm uy =     (3.46)

y densidad espectral

)()·()·()( ωω ωφωφ iT
u

i
y eHeH −= (3.47)

Además la densidad espectral cruzada entre la entrada y la salida está dada por la

expresión

)()·()( · ωφωφ ω
u

i
yu eH= (3.48)

♦ Demostración Teorema 3.3:

 Para el sistema considerado la relación entre la entrada y la salida es:

 ∑∑
∞

=−∞=

−=−=
0

)()·()()·()(
n

k

n
nkunhnunkhky

 Tomando valores medios
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[ ]

[ ] ∑∑

∑
∞

=

∞

=

∞

=

−=−=

=







−==

00

0

)()·()()·(

)()·()()(

n
u

n

n
y

nkmnhnkuEnh

nkunhEkyEkm

 Se observa que el valor medio de la salida se obtiene filtrando el valor medio de la entrada.

 Para determinar la covarianza, primero hay que darse cuenta que

 [ ]∑
∞

=

−−−=−
0

)()()·()()(
n

uy nkmnkunhkmky

 Luego la diferencia entre la señal de salida y su valor medio se propaga a través del sistema de la

misma forma que la señal de entrada. Con vistas a simplificar la escritura de las ecuaciones se va a

suponer que los valores medios son cero. Además se supondrá que todas las series infinitas existen

y que las operaciones de suma infinita y valor esperado son conmutativas. Así, la definición de

covarianza da

 

[ ]

[ ] [ ]

[ ]

∑∑

∑∑

∑∑

∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

−+=

=−−+=

=



















−








−+=

=+=

0 0

0 0

00

)()·()·(

)(·)()·()·(

)()·(·)()·(

)()·()(

n

T

l
u

n

T

l

T

T

ln

T
y

lhnlrnh

lhlkunkuEnh

lkulhnkunhE

kykyEr

τ

τ

τ

ττ

 De forma similar se obtiene la covarianza cruzada entre la entrada y la salida.

 

[ ] [ ]

[ ] ∑∑

∑
∞

=

∞

=

∞

=

−=−+=

=















−+=+=

00

0

)()·()()·()·(

)(·)()·()()·()(

n
u

n

T

T

n

T
yu

nrnhkunkuEnh

kunkunhEkukyEr

ττ

τττ

 La definición de densidad espectral es 

 ∑
∞

−∞=

−==
n

y
ni

yyy nre )(·
2
1)()( ·· ω

π
ωφωφ

 Sustituyendo la expresión de la covarianza en esta ecuación y recolocando términos
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∑ ∑ ∑

∑ ∑∑

∑ ∑∑

∞

=

∞

−∞=

∞

=

−+−−

∞

−∞=

∞

=

∞

=

−−+−−

∞

−∞=

∞

=

∞

=

−+−+−

−+=

−+=
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−+=

0 0

··)··(··

0 0

··)··(··

0 0

)··(

)(·)(·)(·
2
1

)(·)·(·)·(·
2
1

)()·()·(·
2
1)(

k n

T

l

li
u

klniki

n k

T

l

li
u

klniki

n k

T

l
u

llkkni
y

lheklnrekhe

lheklnrekhe

lhklnrkhe

ωωω

ωωω

ω

π

π

π
ωφ

 Haciendo el cambio de variable  p=n+l-k en la segunda sumatoria se obtiene:

 ∑ ∑ ∑
∞

=

∞

−∞=

∞

=

−−=
0 0

······ )(·)(·)(·
2
1)(

k p

T

l

li
u

piki
y lheprekhe ωωω

π
ωφ

 Introduciendo la función de transferencia pulso H(z) del sistema, que se relaciona con la respuesta a

un impulso {h(k), k=0,1,...} mediante la expresión:

 ∑
∞

=

−=
0

)(·)(
n

n nhzzH       (3.49)

 Como z=eiωT y T=1 se tiene

 ∑
∞

=

−=
0

·· )(·)(
n

ini nheeH ωω

 Entonces la ecuación para la densidad espectral se puede escribir de la siguiente forma:

 )()·()·()( ωω ωφωφ iT
u

i
y eHeH −=

 De forma similar, la ecuación para la densidad espectral cruzada es

 )()·()(·)(
2
1)()·(

2
1)(

0

·····

0

·· ωφ
ππ

ωφ ωωωω
u

k

i

n
u

niki

k
u

n

ni
yu eHnrekheknrkhe ∑ ∑∑∑

∞

=

∞

−∞=

−−
∞

=

∞

−∞=

− ==−=

♦ 

 El resultado indicado en este teorema tiene una sencilla interpretación física. El número

)( ωieH  es la amplitud en el estado estacionario de la respuesta del sistema a una señal

seno de frecuencia ω. El valor de la densidad espectral de la salida es entonces el producto

de la ganancia de la potencia 
2

)( ωieH  y la densidad espectral de la entrada φu(ω).
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 Por otra parte, la ecuación (3.48) indica que la densidad espectral cruzada es igual a la

función de transferencia del sistema si la entrada es ruido blanco con densidad espectral

unidad. Este resultado puede ser utilizado para determinar la función de transferencia pulso

del sistema.

♦ Ejemplo 3.4:

 Considere el proceso {x(k)} del Ejemplo 3.2. Este proceso puede ser generado haciendo pasar ruido

blanco a través de un filtro función de transferencia pulso:

 
az

zH
−

=
1)(

 Puesto que la densidad espectral de {v(k)} es:

 
π

ωφ
·2

)( 1r
v =

 La densidad espectral de {x(k)} se determina aplicando la ecuación (3.47)

 ( )ωππ
ωφωφ ωω

ωω

·cos·21··2))·((
1·

·2
)()·()·()( 2

11

aa
r

aeae
reHeH ii

iT
u

i
x −+

=
−−

== −
−

 Por otra parte, el proceso

 )()()( kekxky +=

 tiene la siguiente densidad espectral

 





−+
+=

ωπ
ωφ

·cos·21
·

·2
1)( 2

1
2 aa

rry

 Se observa que este resultado es el mismo obtenido en el Ejemplo 3.2.

♦ 

3.5.2.2 Formulación continua

Considérese un sistema estable invariante en el tiempo con respuesta a impulso g. La

relación entre la entrada y la salida de dicho sistema viene dada por:



Apuntes de Automática II

151

∫∫
∞

∞−

−=−=
0

)()·()()·()( dsstusgdssustgty
t

(3.50)

Sea la señal de entrada u a un proceso estocástico con función valor medio mu y

función de covarianza ru. El siguiente teorema es análogo al Teorema 3.3 enunciado para

sistemas en tiempo discreto.

Teorema 3.4: Filtrado de procesos estacionarios. Considérese un sistema lineal estacionario

con función de transferencia G. Sea la señal de entrada un proceso estocástico estacionario

en tiempo continuo con valor medio mu y densidad espectral φu. Si el sistema es estable,

entonces la salida es también un proceso estacionario con valor medio

uy mGm )·0(=      (3.51)

y densidad espectral

)()·()·()( ωωφωωφ iGiG T
uy −=      (3.52)

La densidad espectral cruzada entre la entrada y la salida está dada por

)()·()( ωφωωφ uyu iG=         (3.53)

Ejemplo 3.5:

Considérese el sistema del Ejemplo 3.3. El proceso x se puede considerar como el resultado de filtrar

ruido blanco con varianza r1/(2·π) a través de un sistema con función de transferencia

as
sG

+
=

1)(

La densidad espectral se puede calcular usando (3.52):

22
11 1·
·2

1·1·
·2

)(
a

r
aiai

r
+

=
+−+

=
ωπωωπ

ωφ

♦ 
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3.5.3 Factorización espectral

3.5.3.1 Formulación discreta

Por factorización espectral se entenderá al problema de obtener el sistema lineal H(z)

que al ser excitado por ruido blanco de covarianza unidad genera una salida cuya densidad

espectral φy(ω), racional en ωcos , es conocida de antemano.

Como la entrada es ruido blanco su densidad espectral es

π
ωφ

·2
1)( =u

Además como

ωiez =

entonces por la ecuación (3.47) del Teorema 3.3 se tiene que:

)()()·(·
·2
1)( 1 zFzHzH T

y == −

π
ωφ

Se verifica que si iz  es un cero de )(zH  entonces 1−
iz  es un cero de )( 1−zH .

Análogamente  si  ip  es un polo de )(zH  entonces 1−
ip  es un polo de )( 1−zH . Es decir,

existe una simetría tal que

1·

1·

=

=

ji

ji

pp

zz

Siendo ji zz ·  ceros de F(z) y siendo ji pp · polos de F(z).

Los pasos para encontrar una función H que corresponda a una determinada densidad

espectral racional  φy son:

1)  Dada φy(ω) obtener los polos pi y los ceros zi de F(z).

2)  Construir H(z) de la siguiente forma:

)(
)(

)(
)(

·)(
zA
zB

pz
zz

KzH
i

i =
−

−
=

∏
∏
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Puesto que el proceso estocástico se ha supuesto estacionario los polos pi y los ceros zi

verificarán las siguientes condiciones:

1

1

<

≤

i

i

p

z

El resultado obtenido se resume en el siguiente teorema.

Teorema 3.5: Teorema de factorización espectral.  Dada una densidad espectral φ(ω),

que sea una función racional en ωcos , existe un sistema lineal con función de transferencia

pulso

)(
)()(
zA
zBzH =      (3.54)

tal que la salida que se obtiene, cuando la entrada del sistema es ruido blanco, es un

proceso aleatorio estacionario con densidad espectral φ. El polinomio A(z) tiene todos sus

ceros dentro del círculo unidad. El polinomio B tiene todos sus ceros dentro del disco unidad

o sobre el circulo unidad.

La principal conclusión de este teorema es que es posible generar cualquier proceso

aleatorio estacionario con densidad espectral racional como la salida de un sistema lineal

estable al cual se le excita con ruido blanco.

Por tanto es suficiente con estudiar como se comportan los sistemas cuando son

excitados por ruido blanco. Todos los otros procesos estacionarios con densidad espectral

racional pueden ser generados mediante el filtrado adecuado del ruido blanco.

A menudo se supone que el polinomio B(z) posee todos sus ceros dentro del circulo

unidad. Esto significa que la inversa del sistema H es estable.

♦ Ejemplo 3.6:

 Considérese el proceso {y(k)} de los Ejemplos 3.2 y 3.4. Este proceso tiene la siguiente densidad

espectral
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 Pasando el factor 2π al otro miembro

 







−−

+−++
= −

−

))·((
)·(·)1(

)(··2 1

1
2

2
21

azaz
zzararr

zFπ

 Se observa que el denominador ya está en forma factorizada. Para factorizar el numerador,

observamos que puesto que únicamente posee potencias en z, entonces

 ))·(·()()·( 121 bzbzzBzB −−= −− λ

 Que se puede escribir como

 )·(·)1·()()·( 12221 −− +−+= zzbbzBzB λλ

 Igualando B(z)·B(z-1) con el numerador de 2·π·F(z)

 )·(·)1·()·(·)1·( 1
2

2
21

1222 −− +−++=+−+ zzararrzzbb λλ

 Igualando ahora los coeficientes de la misma potencia de z se obtienen el siguiente par de

ecuaciones:

 
arbz

arrbz

··:

)1·()1·(:

2
21

2
21

220

=

++=+

λ

λ

 Si se despeja λ2 de la segunda ecuación

 
b
ar ·22 =λ

 y se define la variable p como:

 )1·( 2
21 arrp ++=

 Es posible escribir la primera ecuación como una ecuación algebraica de segundo orden para b

 0···· 2
2

2 =+− arpbbar

 Esta ecuación tiene la siguiente solución válida, es decir, dentro del círculo unidad:
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2

2
2

2

··2
)··(4

ra
arpp

b
−+

=

 Con lo que

 
2

2
2

2
22

)··(4

)··(2

arpp

ar

−+
=λ

 Luego

 
az
bzzH

−
−

=
)·()( λ

♦ 

♦ Ejemplo 3.7:

 Se desea calcular el filtro H(z) que genera una señal estocástica con densidad espectral
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= −−

−
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1

zzzz
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π

 F(z) se puede escribir como:
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1
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 Luego
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)·(
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)()(

21 azaz
bz
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zBzH
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−

==
λ

 Definiendo las variables

 
2
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2
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1

1
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ap

+=
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 Y desarrollando los productos se obtiene
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[ ]
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1
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zzbb
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 Igualando B(z)·B(z-1) con el numerador de 2·π·F(z)

 [ ] )·(125.03125.0)·()1(· 1122 −− ++=+−+ zzzzbbλ

 se obtienen las ecuaciones:

 3125.0)1·( 22 =+ bλ

 125.0·2 =− bλ

 Eliminando λ2 se obtiene la siguiente ecuación cuadrática para b

 01·5.22 =++ bb

 Cuya única solución dentro del círculo unidad es: b=-0.5. Con lo que λ=0.25.

 Por otra parte, igualando A(z)·A(z-1) con el denominador de 2·π·F(z)

 )·(5.0)·(5.125.2)·(·))·(··()··2·( 22122
21

1
12212121

−−−− +++−=++++−+ zzzzzzaazzpapaaapp

 se obtiene las ecuaciones:

 

5.0·
5.1··

25.2··2·

21

1221

2121

=
=+

=+

aa
papa
aapp

 Luego

 

2
1

2
1

25.1

5.0

p
p

a
a

=

=

 Por tanto

 22
2
2

2
22

2

2
22

2
22

2

··5.1·25.1·5.0·5.125.1··5.05.125.1··5.0 paapa
p

ap
p

ap
a

=+⇒=+⇒=+
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 sustituyendo la variable p2 de acuerdo a su definición se obtiene la siguiente ecuación:

 05.0·5.1·25.2·5.1·5.00)1·(·5.1·25.1)1·(5.0 2
2
2

3
2

4
2

2
22

2
2

22
2 =+−+−⇒=+−++ aaaaaaaa

 Cuyas soluciones dentro del círculo unidad son a2=0.5+j·0.5 y a2=0.5-j·0.5

 Luego a1=0.5-j·0.5 y a1=0.5+j·0.5

 Con lo que finalmente H(z) es:

 
5.0

25.0·5.0
))5.0·5.0())·(5.0·5.0((

))5.0(·(5.0
))·((

)·()( 2
21 +−

+
=

+−−−
−−

=
−−

−
=

zz
z

jzjz
z

azaz
bzzH λ

♦ 

3.5.3.2 Formulación continua

Teorema 3.6: Factorización espectral. Dada una densidad espectral racional φ(ω), existe

un sistema lineal de dimensión finita con función de transferencia

)(
)()(
sA
sBsG =

tal que la salida que se obtiene, cuando la entrada del sistema es ruido blanco, es un

proceso estocástico estacionario con densidad espectral φ. El polinomio A tiene todos sus

ceros en el semiplano izquierdo del plano s. El polinomio B no tiene ceros en el semiplano

derecho del plano s.

3.5.4 Cálculo de varianzas
La varianza de una señal obtenida mediante el filtrado de ruido blanco puede ser

calculada usando la ecuación recursiva (3.38) si se tiene un modelo en variables de estados

del sistema. En esta sección se van obtener algunas fórmulas que permiten calcular la

varianza de una señal si se dispone de la función de transferencia del sistema que genera

dicha señal.

Considérese una señal generada por

)(·
)(
)()( ke
qA
qBky = (3.55)
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donde e es ruido blanco de varianza unidad. De acuerdo con el Teorema 3.5 la densidad

espectral de la señal y esta dada por

)()·(
)()·(

·2
1)( 1

1

−

−

=
zAzA
zBzB

π
ωφ

También se sigue de dicho Teorema 3.5 que la varianza de la señal y está dada por la

integral compleja

[ ] ∫ ∫∫
−

−

−
−

−

===
π

π

ωω
π

π π
ωφωωφ

z
dz

zAzA
zBzB

i
ede

i
dyE ii ·

)()·(
)()·(

··2
1)()·(·1)·( 1

1
2 (3.56)

El calculo de las integrales que poseen esta forma está estrechamente ligado al test de

estabilidad de Jury que se usa para conocer si las raíces de la ecuación característica de un

sistema discreto en lazo cerrado se encuentran ubicadas dentro del círculo unidad. Así para

evaluar este tipo de integrales hay que construir la Tabla 3.1, considerando la siguiente

estructura para los polinomios A(z) y B(z):

n
nn

n
nn

bzbzbzB

azazazA

+++=

+++=
−

−

...··)(

...··)(
1

10

1
10

0a 1a ...
1−na na 0b 1b ...

1−nb nb

na 1−na ...
1a 0a nα na 1−na ...

1a 0a nβ

1
0

−na 1
1

−na ... 1
1

−
−
n
na

1
0

−nb 1
1

−nb ... 1
1

−
−
n
nb

1
1

−
−
n
na

1
2

−
−
n
na ... 1

0
−na 1−nα 1

1
−
−
n
na

1
2

−
−
n
na ... 1

0
−na 1−nβ

:

:
1
0a

1
1a

1
0b

1
1b

1
1a

1
0a 1α 1

1a
1
0a 1β

0
0a 1 0

0b 0β

Tabla 3.1: Tabla asociada al test de estabilidad de Jury



Apuntes de Automática II

159

En dicha tabla se definen:

k

k
k

kk

k
k

k

n
n

n
n

a
b

a
a

a
b

a
a

00

00

==

==

βα

βα
(3.57)

Donde

k
ikk

k
i

k
i

k
ikk

k
i

k
i

abb

aaa

−
−

−
−

−=

−=

·

·
1

1

β

α
(3.58)

Se puede demostrar que el resultado de la integral (3.56) viene dado por la expresión

∑
=

=
n

i
i

i
in b

a
I

00

··1 β (3.59)

En el caso de n=1 y n=2 la expresión (3.59) toma los siguientes valores

)·(
···2)·(

2
1

2
00

1100
2

1
2
0

1 aaa
abbabbI

−
−+

= (3.60)

])···()··[(
)··(····

121101
2
2

2
00

12
2
12101100

2 aaaaaeaaa
eaaBaaBeaBI

−−−
−+−

= (3.61)

Donde

201

202

2011

2
2

2
1

2
00

··2
)·(·2

aae
bbB

bbbB
bbbB

+=
=

+=
++=

(3.62)
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4.1 INTRODUCCION
En las secciones 1.7.2 y 2.8.2 se describió el diseño de observadores o estimadores de

estado considerando que se disponía de un modelo matemático exacto del sistema y

despreciando la posible existencia de ruido de medida. A los observadores obtenidos bajo

estas hipótesis se les denomina observadores deterministas. Desafortunadamente, los

modelos matemáticos de un proceso real no suelen ser exactos y además suele existir ruido

de medida. Existe una familia de observadores que de forma explícita tienen en cuenta

estas circunstancias son los denominados observadores estocásticos. El más utilizado de

esta tipo de observadores es el filtro de Kalman que fue introducido por R. Kalman en 1960.

El filtro de Kalman es uno de lo logros fundamentales de la denominada Teoría

Moderna del Control y desde su desarrollo por Kalman ha tenido un gran éxito en

aplicaciones prácticas, como por ejemplo en el proyecto Apolo de la NASA. Desde entonces

viene siendo aplicado en los más diversos campos: Biología, Astronáutica, Geología,

Comunicaciones, etc.

Este tema está dedicado exclusivamente a la formulación de las ecuaciones del filtro de

Kalman discreto. Se deja para el Tema-7 la demostración de las ecuaciones del filtro en

estado estacionario. Asimismo se deja para el Tema-9 la aplicación del filtro de Kalman en el

diseño de controladores LQG.

4.2 EL FILTRO DE KALMAN
Considérese el proceso discreto representado por las ecuaciones

kkk

kkkk

exCy
vuxx

+=
+Γ+Φ=+

·
··1 (4.1)
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donde v y e son procesos de ruido blanco Gaussiano discreto, de media nula y con

covarianza

2

1

]·[

]·[

ReeE

RvvE
T
kk

T
kk

=

=
(4.2)

Además se supone que v y e no están correlacionados, es decir,

0]·[ =T
kk evE (4.3)

Por otra parte se supone que el estado inicial x(0) del proceso es una variable aleatoria

Gaussiana de media

0)]0([ mxE = (4.4)

y covarianza

0)]0(cov[ Rx = (4.5)

Se supone también que R0, R1 y R2 son semidefinidas positivas y que el sistema es

controlable y observable. El problema consiste en determinar lo mejor posible el estado a

partir de las medidas y(k).

Supóngase que se desea aproximar el estado xk+1 de (4.1) por el estado 1ˆ +kx  del

modelo

kkk uxx ·ˆ·ˆ 1 Γ+Φ=+    (4.6)

En este modelo se parte de un determinado estado xk que se ha determinado de alguna

manera de forma óptima utilizando todas las medidas realizadas hasta ese instante y0, y1,...,

yk. A dicho estado se le denotará por )|(ˆ kkx  para significar que es el estado estimado en el

instante k utilizando las medidas obtenidas hasta ese mismo instante k. A partir de dicho

estado se “predice” como valor del vector de estados para el siguiente instante, el que

proporcionaría el modelo (4.1) si no estuviera afectado de ruido. Luego (4.6) se escribe en la

forma

kukkxkkx ·)|(ˆ·)|1(ˆ Γ+Φ=+  (4.7)
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donde )|1(ˆ kkx + denota al estado estimado para el instante k+1 usando las medidas hasta

yk, las cuales han permitido estimar )|(ˆ kkx .

Supóngase que una vez realizada la medida yk+1 es posible mejorar la estima del vector

de estados para dicho instante k+1. Considérese que dicha estima )1|1(ˆ ++ kkx  tiene la

estructura característica de un observador de estados:

[ ])|1(ˆ··)|1(ˆ)1|1(ˆ 11 kkxCyKkkxkkx k
e
k +−++=++ ++ (4.8)

En esta ecuación se observa como la estima )|1(ˆ kkx +  se corrige de forma

proporcional a la diferencia entre la medida real de la salida yk+1 en el instante k+1 y la salida

que se obtendría si el estado real fuera )|1(ˆ kkx + . Esta diferencia es precisamente el error

de la salida estimada. La constante de proporcionalidad estaría dada por el vector e
kK 1+ . La

actualización que se realiza en el vector de estados )|1(ˆ kkx + una vez que se ha realizado

la medida yk+1 es:

[ ])|1(ˆ·· 11 kkxCyK k
e
k +−++ (4.9)

Por ello a la ecuación (4.8) se la conoce como de “actualización de la medida”.

Se debe tener claro que )1|1(ˆ ++ kkx  es el vector de estados estimado para el instante

k+1 usando las medidas obtenidas hasta el instante k+1. Éste se utilizará en el modelo dado

por la ecuación (4.7) para predecir el valor del vector de estados en el instante k+2, a partir

de las medidas realizadas hasta k+1, y así sucesivamente.

Por otra parte el error de reconstrucción o de estimación del estado en el instante k+1

usando las medidas obtenidas hasta el instante k es:

)|1(ˆ)|1(~ 1 kkxxkkx k +−=+ + (4.10)

Como E[x(0)]=m0, el valor medio del error de reconstrucción es cero para todos los

instantes k≥0 independientemente de Ke si 0)]0(ˆ[ mxE = . Luego su varianza es:

)]|1(~)·|1(~[)]|1(~cov[)|1( kkxkkxEkkxkkP T ++=+≡+ (4.11)

De forma análoga el error de reconstrucción del estado en el instante k+1 usando las

medidas obtenidas hasta el instante k+1 es
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)1|1(ˆ)1|1(~ 1 ++−=++ + kkxxkkx k     (4.12)

y su varianza

)]1|1(~)·1|1(~[)]1|1(~cov[)1|1( ++++=++≡++ kkxkkxEkkxkkP T (4.13)

El objetivo que se plantea es diseñar el vector de ganancia e
kK 1+  de la ecuación de

actualización de forma que se minimice la varianza del error de estimación. Dado un instante

inicial )0|0(ˆ)0(ˆ xx = de covarianza P(0)=P(0|0), las cinco ecuaciones recursivas que

resuelven este problema se denominan filtro de Kalman (ver Cuadro 4.1).

Ecuaciones del filtro de Kalman

• Entre medidas (Actualización temporal)

kukkxkkx ·)|(ˆ·)|1(ˆ Γ+Φ=+ (4.14)

1)·|(·)|1( RkkPkkP T +ΦΦ=+ (4.15)

• Instante en que se realiza la medida (Actualización de medida)

( ) 121 )·|1(··)·|1( −

+ +++= TTe
k CkkPCRCkkPK (4.16)

[ ])|1(ˆ··)|1(ˆ)1|1(ˆ 11 kkxCyKkkxkkx k
e
k +−++=++ ++ (4.17)

)|1(··)|1()1|1( 1 kkPCKkkPkkP e
k +−+=++ + (4.18)

Cuadro 4.1: Ecuaciones del filtro de Kalman

♦ Obtención de las ecuaciones (4.15), (4.16) y (4.18)

a) Obtención de (4.15)

Teniendo en cuenta que (4.1) y (4.7) es posible expresar (4.10) de la siguiente forma:

( ) ( ) kkkk vkkxukkxvukxkkx +Φ=Γ+Φ−+Γ+Φ=+ )|(~··)|(ˆ··)(·)|1(~ (d.1)
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Sustituyendo esta expresión en (4.11) y desarrollando se obtiene

]·[])·|(~·[])·|(~·[])·|(~)·|(~·[

)])|(~)·()|(~·[(

]))|(~·)·()|(~·[()|1(

T
kk

TT
k

T
k

TT

T
k

TT
k

T
kk

vvEkkxvEvkkxEkkxkkxE

vkkxvkkxE

vkkxvkkxEkkP

+Φ+Φ+ΦΦ=

+Φ+Φ=

+Φ+Φ=+

Teniendo en cuenta que vk y )|(~ kkx  son independientes, que 1]·[ RvvE T
kk =  y que

])|(~)·|(~[)|( TkkxkkxEkkP =  la ecuación anterior toma la forma de la ecuación (4.15)

1)·|(·)|1( RkkPkkP T +ΦΦ=+

b) Obtención de (4.16) y (4.18)

Sustituyendo (4.8) en (4.12) se obtiene

[ ][ ])|1(ˆ··)|1(ˆ)1|1(~ 111 kkxCyKkkxxkkx k
e
kk +−++−=++ +++

Sustituyendo en esta ecuación el valor de yk+1 dado por (4.1) se tiene

[ ])|1(ˆ···)|1(ˆ)1|1(~ 1111 kkxCexCKkkxxkkx kk
e
kk +−+−+−=++ ++++

Considerando la definición del error de reconstrucción la ecuación anterior se puede expresar como

[ ]11 )|1(~··)|1(~)1|1(~ ++ ++−+=++ k
e
k ekkxCKkkxkkx

Desarrollando el producto

111 ·)|1(~··)|1(~)1|1(~ +++ −+−+=++ k
e
k

e
k eKkkxCKkkxkkx

Y sacando factor común se obtiene

111 ·)|1(~]··[)1|1(~ +++ −+−=++ k
e
k

e
k eKkkxCKIkkx (d.2)

Si se sustituye (d.1) en (d.2) se obtiene:

1111 ·]··[)|(~·]··[)1|1(~ ++++ −−+Φ−=++ k
e
kk

e
k

e
k eKvCKIkkxCKIkkx

Tomando valores medios en esta ecuación

[ ] [ ] [ ] [ ]1111 ·]··[)|(~·]··[)1|1(~ ++++ −−+Φ−=++ k
e
kk

e
k

e
k eEKvECKIkkxECKIkkxE
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Puesto que vk y ek poseen media nula entonces

[ ] [ ])|(~·]··[)1|1(~ 1 kkxECKIkkxE e
k Φ−=++ + (d.3)

Tomando valores medios en (d.1) se obtiene

[ ] [ ])|(~·)|1(~ kkxEkkxE Φ=+       (d.4)

Luego si el valor medio de la estima inicial )]0(ˆ[xE coincide con el valor medio del estado inicial

0)]0([ mxE =  entonces de las ecuaciones (d.3) y (d.4) se deduce que el valor medio del error de

reconstrucción es cero para todo k≥0 independientemente del valor de la ganancia eK  ya que

0)]0(~[ =xE .

Sustituyendo (d.2) en (4.13) se tiene:

( )( )[ ]
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e
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KekkxCKIECKIkkxkkxCKIE

KeCKIkkxeKkkxCKIE

eKkkxCKIeKkkxCKIEkkP

1111111

11111

111111

111111

···]·)·[|1(~··

]·)·|1(~]··[]]·)·[|1(~)·|1(~]··[

·]·)·[|1(~··)|1(~]··[

·)|1(~]··[··)|1(~]··[)1|1(

+++++++

+++++

++++++

++++++

+−+−

++−−−++−=

=−−+−+−=

=−+−−+−=++

Teniendo en cuenta la independencia de )|1(~ kkx +  y ek+1:

[ ] ( )[ ]
[ ] [ ]( )Te

k
T
kk

e
k

Te
k

Te
k

Te
k

T
kk

e
k

Te
k

Te
k

KeeEKCKIkkxkkxECKI

KeeKECKIkkxkkxCKIEkkP

111111

111111

···]··[)|1(~)·|1(~]··[

···]·)·[|1(~)·|1(~]··[)1|1(

++++++

++++++

+−++−=

=+−++−=++

Considerando el valor de la covarianza de e y la definición (4.11) la ecuación anterior se puede

expresar en la forma:

( )Te
k

e
k

Te
k

e
k KRKCKIkkPCKIkkP 12111 ··]·)·[|1(]··[)1|1( ++++ +−+−=++ (d.4)

Esta ecuación (d.4) junto con la (4.15) son unas ecuaciones recursivas que con la condición inicial

P(0)=R0, permiten conocer la evolución de la covarianza del error de estimación sin necesidad de ver

evolucionar el sistema, ya que estas ecuaciones dependen de Φ, Γ, C, R0, R1, R2 y las ganancias Ke.

Además de estas ecuaciones se deduce que si P(k|k) es semidefinida positiva, también lo son

P(k+1|k) y P(k+1|k+1).
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Por otra parte, se va a suponer que el criterio para determinar Ke es que se minimice la covarianza

del error de estimación una vez que se ha obtenido la medida asociada a dicho estado, o de forma

equivalente, que se minimice el escalar:

TkkP αα )·1|1(· ++

donde α es un vector arbitrario. Se ha elegido minimizar P(k+1|k+1) en lugar de P(k+1|k) porque esta

última no depende de Ke y además la mejor estima que se puede obtener es la asociada a la propia

medida en k+1.  Para abreviar las expresiones se va a usar la siguiente notación P=P(k+1|k)

( ){ } TTe
k

e
k

Te
k

e
k

T KRKCKIPCKIkkP αααα ···]··[]··[·)·1|1(· 12111 ++++ +−−=++

La ganancia e
kK 1+  puede determinarse de la ecuación anterior completando los cuadrados. Se tiene

así:

[ ]
[ ][ ][ ] TTTTe

k
TTTe

k

TTTT

CPCRCPKCPCRCPCRCPK

PCCPCRCPPkkP

αα

αααα
1

212
1

21

1
2

)···(·····)···(··

··)···(··)·1|1(·
−

+
−

+

−

+−++−+

++−=++

que se puede comprobar operando que es igual a la ecuación anterior. Ahora la ecuación está

descompuesta en dos términos. El primero no depende de e
kK 1+  y el segundo es no negativo, ya que

la matriz (R2+C·P·CT) es definida positiva. Por ello el mínimo se obtiene si K se elige de modo que la

segunda parte o término de la ecuación es nulo. Entonces, y usando la notación original se tiene que

( ) 121 )·|1(··)·|1( −

+ +++= TTe
k CkkPCRCkkPK

Con lo que

)|1(··)|1()1|1( 1 kkPCKkkPkkP e
k +−+=++ +

Que son precisamente las ecuaciones (4.16) y (4.18), respectivamente.

♦ 

El filtro de Kalman es un filtro óptimo en el sentido de que la varianza de la estima

P(k+1|k+1) es mínima. De esta forma el problema de estimación se ha resuelto como un

problema de optimización paramétrica suponiendo la estructura (4.17) para el estimador. Se

puede demostrar que esta estructura es en realidad la óptima si las perturbaciones son del

tipo Gaussiano.
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La implementación de las ecuaciones del filtro de Kalman se realiza con la ayuda de

computadores, habiéndose desarrollado técnicas que permiten implementaciones robustas

frente a errores de tipo numérico y con reducción del número de operaciones que se tienen

que realizar.

La importancia del filtro de Kalman reside en que a partir de unas medidas y0, y1,..., yk+1

se puede determinar el vector de estados con una precisión o varianza del error dada por la

matriz P. Es lo mejor que se puede pedir para un proceso estocástico.

Por otra parte, es importante conocer como se comportará el filtro de Kalman en el

estado estacionario. Se puede demostrar (ver sección 7.5) que en el estado estacionario se

tiene

1
1

2 ]···)···(··[ RPCCPCRCPPP TTT +Φ+−Φ= − (4.19)

( ) 12 ···· −
+= TTe CPCRCPK (4.20)

♦ Ejemplo 4.1:

Considérese el siguiente sistema escalar:

kkk

kk

exy
xx

+=
=+1

donde ek tiene una desviación estándar σ y x(0) tiene valor medio m0=-2 y varianza R0=0.5. Se tiene

por tanto un estado que es constante y se desea reconstruirlo a partir de unas medidas que están

afectadas de ruido.

En este ejemplo Φ=1, Γ=0 y C=1. Además como no existe ruido sobre los estados R1=0. De acuerdo

con el Cuadro 7.1 el filtro de Kalman viene dado por:

)(ˆ)|(ˆ)|1(ˆ kxkkxkkx ==+

)()|()|1( kPkkPkkP ==+

)(
)(

21 kP
kPK e

k +
=+ σ

[ ])(ˆ·)(ˆ)(ˆ)1(ˆ 11 kxyKkxkxkx k
e
k −+==+ ++
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·
)(
)(·)1()1|1( 2

2

kP
kPkPkkP

+
=+=++

σ
σ

La varianza P(k+1) y la ganancia e
kK 1+  disminuyen con el tiempo. La Figura 4.1 muestra unas

realizaciones del error de estimación cuando se usan ganancias eK con un valor constante y cuando

se emplea la ganancia óptima dada por el filtro de Kalman. Se observa que una gran ganancia fija da

una disminución del error muy rápida, sin embargo la varianza en el estado estacionario es grande.

Por el contrario una ganancia fija de valor pequeño da una disminución lenta del error pero un mejor

comportamiento de la varianza en el estado estacionario. Se observa también que el mejor

comportamiento se obtiene con la ganancia óptima que proporciona el filtro de Kalman.

Figura 4.1. Error de estimación del sistema del ejemplo 4.1 cuando x0=-2, σ=1 y cuando se tiene: a)
eK =0.01; b) eK =0.05; c) eK dada por el filtro de Kalman.

En el estado estacionario se tendría:









+

−=
P

PPP 2

2

σ



TEMA 4: Estimación óptima

170

P
PK e

+
= 2σ

Luego P=0 y K=0.

Por lo tanto, puesto que la covarianza del error de estimación en el estado estacionario es nula es

posible llegar a conocer con precisión el estado.

♦ 

♦ Ejemplo 4.2:

Considérese el siguiente sistema de primer orden

11 ·· −+ +=+ kkkk eceyay

donde e tiene desviación estándar σ. Además supóngase que |c|<1. Una posible representación en el

espacio de estados de este sistema es:

kkk

kkk

exacy
exax
+−=

+−=+

)·(
·1

Luego en este ejemplo Φ=-a, Γ=0 y C=c-a.

Es fácil verificar que el filtro de Kalman en el estado estacionario está caracterizado por P=0 y K=1.

El estado predecido en el instante k+1 considerando las medidas realizadas hasta ese instante

estaría dado por:

[ ] 11 )|1(ˆ·)|1(ˆ)·()|1(ˆ·)1|1(ˆ ++ ++−=+−−++−=++ kk ykkxckkxacykkxakkx

♦ 
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5.1 INTRODUCCION
La obtención de modelos matemáticos de sistemas dinámicos tiene una gran

importancia en muchas áreas de la ciencia y de la ingeniería. Existen dos métodos

fundamentales de obtención de estos modelos:

 Modelización Matemática. Se utilizan leyes físicas, químicas, económicas,

etc, para describir la dinámica de un proceso o fenómeno.

 Identificación de Sistemas. Se determina el modelo del proceso mediante

realización de experimentos a partir de los cuales se realiza el ajuste

adecuado de los parámetros del modelo para que este se ajuste a los

datos registrados.

Ambas formas de modelización no se deben ver como separadas. En muchos casos los

procesos son tan complejos que no es posible obtener un modelo usando únicamente

principios físicos. En tal caso se requiere el uso de técnicas de identificación. No obstante

para la elección de estas técnicas es importante todo el conocimiento físico previo que se

tenga de la planta. También puede ocurrir que se obtenga un modelo a partir del análisis

físico de la planta pero existan parámetros que no se conozcan y que puedan ser estimados

mediante identificación. La diferencia fundamental entre ambos métodos viene dada por las

siguientes características de los métodos de identificación:

• Tienen una validez limitada por el proceso, el punto de operación, el tipo

de entrada elegido, etc.

• Los parámetros del modelo no suelen tener una interpretación física

directa.
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• Son relativamente sencillos de construir y usar.

La Figura 5.1 muestra un esquema del procedimiento general de la identificación. El

primer aspecto a considerar en el proceso de identificación es el objetivo final al que se

dirige el modelo, ya que esto determina el tipo de modelo a usar, su fiabilidad y el método de

identificación que se utilizará. La Tabla 5.1 muestra las relaciones entre el objetivo final a

que se destinará el modelo y las especificaciones sobre la identificación.

Objetivo Final Conocimiento a priori

Diseño del experimento

Generación de señales
Medida y registro de los datos

Aplicación del método
de identificación

Modelo del proceso

Verificación del modelo

Modelo Final

Suposiciones sobre 
la estructura del modelo

Determinación de 
la estructura del modelo

Figura 5.1: Procedimiento general en la identificación de un proceso
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Objetivo Final Tipo del modelo

del proceso

Fiabilidad del modelo Método de

identificación

Verificación de
modelos teóricos

Lineal / Continuo

Paramétrico /

No paramétrico

Media / Alta

Off-line

Respuesta a un salto

Respuesta en
frecuencia

Estimación de
parámetros

Sintonía de
parámetros de un

controlador

Lineal

No paramétrico

Continuo

Baja para
comportamiento de

Entrada-Salida

Off-line

Respuesta a un salto

Diseño asistido por
computador de

sistemas de control

Lineal

Paramétrico /

No paramétrico

Discreto

Media para
comportamiento de

Entrada-Salida

Off-line/on-line

Estimación de
parámetros

Control digital
adaptativo

Lineal

Paramétrico

Discreto

Media para
comportamiento de

Entrada-Salida

Estimación
paramétrica on-line en

lazo cerrado

Detección de fallos

Monitorización de
parámetros

Lineal/No lineal

Paramétrico

Continuo

Alta para los
parámetros del proceso

Estimación on-line de
los parámetros

Tabla 5.1: Relación entre el objetivo final del modelo y las especificaciones.

El conocimiento a priori del proceso se basa, por ejemplo, en la comprensión general

del proceso, en leyes físicas a las que este obedece y en medidas previas. Todo ello permite

disponer de una idea sobre el grado de linealidad del proceso, su varianza o invarianza con

el tiempo, comportamiento integral o proporcional, constantes de tiempo dominantes,

retardos, características del ruido, rango de algunos parámetros, valor de algunos de ellos,

limitaciones de la estructura del modelo, etc. A partir de estas características se decide

sobre el diseño del experimento y el método de identificación que se utilizará.

Para realizar el diseño de los experimentos y una vez elegido el tipo de modelo que se

va a utilizar hay que intentar responder a las siguientes preguntas: ¿Bajo que condiciones se

consigue el mejor comportamiento del algoritmo de estimación que se va a usar?. ¿Como

funciona el algoritmo de identificación en las condiciones en que se va a ver obligado a

funcionar?. En algunos casos será necesario realizar experimentos separados de las

condiciones de operación, sometiendo al sistema a un conjunto muy rico de información de
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entrada para conseguir las mejores prestaciones del algoritmo. En otros casos la

identificación se tendrá que realizar mientras el sistema está siendo controlado.

Además de seleccionar la estructura del modelo entre las elecciones que se deben

realizar se incluyen la selección y determinación de:

• Señales de entrada (amplitud, espectro, generación, almacenamiento).

• Periodo de muestreo.

• Duración del experimento (nº de medidas).

• Modo de identificación (lazo abierto o cerrado, on-line, off-line, valores

iniciales, ...).

• Prefiltrado de las señales.

• Retardo.

Atendiendo a la estructura del modelo los métodos de identificación se suelen dividir en

paramétricos y no paramétricos. En los métodos paramétricos los modelos se caracterizan

por un vector de parámetros que se suele representar por θ. El modelo asociado a dicho

vector se suele representar por M(θ). Cuando θ varía en un determinado conjunto tenemos

un conjunto de modelos o una estructura de modelos M. El problema consiste en determinar

aquel θ que hace que M(θ) sea, de todos los elementos de M, quien mejor ajuste los datos

obtenidos por los experimentos.

En los métodos no paramétricos el modelo se describe por una curva, función o tabla

que no necesitan necesariamente ser parametrizadas por un vector de parámetros de

dimensión finita. Las técnicas de identificación no paramétrica más usuales son:

 Análisis del transitorio. La entrada se toma como un escalón o un impulso y

la salida constituye el modelo.

 Respuesta en frecuencia. Se mide la respuesta en el estacionario de la

salida del sistema a una entrada sinusoidal. Los cambios en la amplitud y

la fase determinan la respuesta del sistema a dicha frecuencia.
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 Análisis de correlación. La entrada es ruido blanco. Se obtiene una función

normalizada de la correlación cruzada entre la entrada y la salida que

proporciona una estima de la función de ponderación entre ambas señales.

 Análisis espectral y de Fourier. Se obtiene la respuesta en frecuencia del

sistema a partir de la relación entre los espectros de las señales de salida

y de entrada. Las entradas son arbitrarias.

Para las dos primeras técnicas anteriores también se suelen utilizar modelos

paramétricos. Mientras que para las dos restantes sólo se suelen considerar modelos no

paramétricos.

Por último el modelo identificado debe ser verificado y validado. Para ello se comparan

los datos generados por el sistema con los que genera el modelo. El problema reside en

encontrar el modelo que con la menor complejidad resulta adecuado para el uso final a que

se dedica. Para este fin es necesario escoger un criterio, o un conjunto de criterios, que

permitan decidir que modelo de la clase de modelos elegido es el que mejor ajusta los datos

registrados en los experimentos. Como se indica en la Figura 5.1, en general el proceso de

identificación es iterativo: dependiendo del resultado de la validación se puede cambiar la

estructura del modelo y se repite todo el proceso.

Este tema se dedica al estudio de los aspectos prácticos de la identificación paramétrica

de sistemas. En primer lugar se describe la identificación por el método de los mínimos

cuadrados tanto en su formulación fuera de línea (off-line) como en su formulación recursiva.

También se estudia el caso de la existencia de parámetros variables con el tiempo. En

segundo lugar se estudia la identificación de sistemas lineales estocásticos. En tercer lugar

se analiza la selección de la señal de entrada con que se va a excitar al sistema que se

desea identificar. En cuarto lugar, se describe el problema de la identificación en lazo

cerrado y su resolución. En quinto lugar se estudia la selección del periodo de muestreo. En

sexto lugar se describe el tratamiento de los datos que van a ser utilizados en el proceso de

identificación. En séptimo lugar se analiza la elección del tipo y estructura del modelo para el

sistema que va a ser identificado. Finalmente se estudia las distintas técnicas de validación

del modelo identificado.



TEMA 5: Identificación de sistemas

176

5.2 IDENTIFICACION POR MINIMOS CUADRADOS

5.2.1 Planteamiento del problema
Se van a considerar en primer lugar modelos deterministas de sistemas dinámicos. Por

deterministas se entienden aquellos sistemas en los que el modelo da una descripción

completa de la respuesta del sistema o, también, que el ruido y las perturbaciones son de

segunda importancia con respecto a los errores de modelado del sistema.

Sea el sistema descrito por la ecuación en diferencias

)(...)1()(...)1()( 11 ntubtubntyatyaty nn −++−=−++−+ (5.1)

A esta ecuación se le conoce como modelo DARMA (Deterministic AutoRegressive

Moving Average) o como modelo ARX (AutoRegressive eXogenus) y puede expresarse

también de la siguiente forma:

0
TT

0 θ)·()(·θ)( ttty φφ ==       (5.2)

donde θ0 es el vector de parámetros del proceso

[ ]rnrrnr bbaa ,...,,,...,θ 11
T
0 =

y )(tφ  es el vector de regresión
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Supóngase que en un experimento para determinar los parámetros del modelo

(a a b bn n1 1... ... ) se aplica la secuencia de entrada { })( ... )2( )1( tuuu  y se observa la siguiente

secuencia en la señal de salida { })( ... )2( )1( tyyy . Se pueden formar entonces pares de

observaciones y de vectores de regresión

{ }tiiiy ,...,1))(),(( =φ (5.3)
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El problema que se desea resolver se enunciaría de la siguiente forma:

Problema: Determinar una estima θ del vector de parámetros del proceso θ0 de tal forma

que las salidas del proceso estimadas por el siguiente modelo:

θ)·()( T tty φ=)   (5.4)

se ajusten lo mejor posible a las salidas medidas experimentalmente para el sistema real

(5.2).

5.2.2 Estima de mínimos cuadrados
El problema planteado en la sección anterior se puede resolver mediante estimación por

mínimos cuadrados, cuya formulación se describe en esta sección.

De acuerdo con (5.3) se tienen t medidas, con lo que es posible estimar t salidas:

θ)·()(
.
.

θ)·2()2(ˆ2
θ)·1()1(1

T

T

T

ttyti
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yi

φ

φ

φ

==

==

==

)

)

que se pueden escribir en notación matricial como:

·θY Φ=
)

o equivalentemente como:



















































−−−−−−

−

=



















n

n

b

b
a

a

ntutuntyty

uy

ty

y

)

)
)

)

)

)

·
·

·
·

·

)(··)1()(··)1(
········
········
0..)0(0..)0(

)(
.
.

)1(

1

1

Se observa que: Y
)

es un vector de dimensión t x 1, Φ es una matriz de dimensión t x

2·n y es un vector de dimensión 2·n x 1.
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Una forma de determinar θ sería elegir el número de medidas t igual al número de

parámetros 2n, con lo que Φ es una matriz cuadrada y se resuelve la ecuación para θ. Sin

embargo, en la práctica, debido a la presencia de ruido, perturbaciones y desajuste del

modelo resulta conveniente utilizar un número de medidas superior al número de

parámetros a identificar: t > 2n. Con los datos adicionales es posible realizar una mejor

estimación.

Los errores o residuos entre los valores medidos en el sistema real y los estimados por

el modelo están dados por las ecuaciones:

θ)·()()()()( iiyiyiyi Tφε −=−= )

Al igual que para las medidas y los vectores de regresión, los errores se agrupan en un

vector:

θ·YYY

)(
.
.

)1(

E Φ−=−=



















=
)

tε

ε

donde E es un vector error de dimensión t x 1. A los errores ε(.) se les denomina residuos.

Para determinar θ se usa la siguiente función de coste o ponderación (Gauss, siglo

XVIII)

2
2

1

2

2
1

2
1)(·

2
1),( EEEitV T

t

i
=== ∑

=

εθ

Es decir, la suma de los cuadrados de los errores o residuos, de aquí el nombre de

estima de mínimos cuadrados.

El objetivo es encontrar aquel vector de parámetros θ̂  que minimice la función de coste.

( )( )θθ VV min)ˆ( =

A dicho vector θ̂  se le denomina estima de mínimos cuadrados. Y verifica la denomina

como ecuación normal:
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YTT ·θ)··( Φ=ΦΦ
)

(5.5)

Si la matriz (ΦT·Φ) es no singular, el mínimo es único y está dado por la ecuación:

YTT ··)·(θ 1 ΦΦΦ= −
)

       (5.6)

Es decir, se requiere que (ΦT·Φ) sea invertible para ello debe poseer rango completo.

Esta ecuación puede también escribirse en la forma:
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)
(5.7)

A P(t) se le denomina matriz de covarianza de las estimas.

Resulta interesante examinar algunas características estadísticas de la estima de

mínimos cuadrados. Para ello supóngase que el proceso real del que se han tomado datos

de entrada-salida satisface la siguiente ecuación:

)(θ)·()( 0
T tetty += φ

Supuesto que e(t) es una variable estocástica de media nula y varianza σ2  entonces la

estima θ̂  de 0θ  verifica:

1)  Es una estima no polarizada, es decir, es independiente del ruido e(t) o de

cualquiera de sus parámetros estadísticos.

2)  Su matriz de covarianza es:

( ) Pcovarianza T ·· 212 σσ =ΦΦ=
−

♦ Ejemplo 5.1: Estima de una constante

Se supone que el proceso a identificar es una constante más un ruido aleatorio e(t) de varianza σ2:

)()( 0 tebty += (e1)

Se considera como modelo para la identificación 
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bty =)(ˆ (e2)

En este caso b,=  ,1)( θφ =t .Se tienen t medidas
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Aplicando la ecuación (5.7) se obtiene la siguiente estima de mínimos cuadrados

[ ] [ ]∑∑∑
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1

0
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)(1)(1)(1)(θ
)

(e3)

Si t→∞

)]([)(θ 0 teEbbt +==
)

Se observa que la estima esta polarizada por el valor medio del ruido. Por tanto, el valor estimado

tiende al valor real b0 si el ruido sobre la medida es de media nula.

La varianza de la estima es:
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♦ Ejemplo 5.2: Sistema de primer orden

El proceso a identificar es:

)1()()1()1()( 000 −++−+−−= tectetubtyaty (e4)

donde e(t) es ruido aleatorio de varianza σ2y u(t) es una entrada aleatoria de varianza λ2 y media

nula.

El modelo que se considera para la identificación es:

)1()1()(ˆ −+−−= tbutayty (e5)

En este caso:
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Para construir la ecuación normal (5.5) hay que hacer las siguientes multiplicaciones de matrices
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que se pueden expresar en la forma:
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Luego la ecuación normal es:
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Multiplicando ambos miembros de la ecuación por 1/t y haciendo la aproximación:
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la ecuación normal se puede expresar en la forma:
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Resolviendo el sistema se obtendrían las estima de mínimos cuadrados de los parámetros a y b:
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Si t→ ∞  la ecuación normal se puede expresar en la forma:
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    (e6)

Hay que calcular los valores esperados de diferentes magnitudes. Como la entrada u y el ruido e son

independientes se cumple:

0)]()·([
0)]1()·([
0)]1()·([

=
=−
=−

tuteE
tutuE
teteE

Por otra parte

22

22

])([
])([

λ

σ

=

=

iuE
ieE

Además como el valor el valor pasado de la salida y es independiente del valor actual de e o de u, se

cumple:
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En segundo lugar se va a calcular )]1()·([ −tutyE

2
0

2
0

000

000

·00·0

)]1()·1([)]1()·([)]1()·1([)]1()·1([
)]1())·1()()1()1([()]1()·([

λλ bb

tutecEtuteEtutubEtutyaE
tutectetubtyaEtutyE

=+++=

=−−+−+−−+−−−=
=−−++−+−−=−

En tercer lugar se va a calcular ])([ 2tyE

]))1()()1()1([(])([ 2
000

2 −++−+−−= tectetubtyaEtyE
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desarrollando el cuadrado, tomando el valor esperado, y considerando únicamente los términos no

nulos se obtiene la siguiente expresión

)]1([·)]([

)]1([·)]1()·1([···2)]1([·])([
22

0
2

22
000

22
0

2

−++

+−+−−−−=

teEcteE

tuEbtyteEcatyEatyE
(e.7)

Se observa que para poder obtener ])([ 2tyE  se requiere calcular )]1()·1([ −− tyteE :

22
000

000

000

)]1()·2([)]1()·1([)]1()·2([)]1()·2([
)]1())·2()1()2()2([()]1()·1([

σσ =+++=

=−−+−−+−−+−−−=
=−−+−+−+−−=−−

tetecEteteEtetubEtetyaE
tetectetubtyaEtetyE

Asimismo si se consideran las siguientes aproximaciones:

222

222

22

])([])1([
])([])1([
])([])1([

σ

λ

=≈−

=≈−

≈−

teEteE
tuEtuE
tyEtyE

entonces la ecuación (e.7) toma la forma

22
0

222
0

2
00

22
0

2 ·····2])([·])([ σσλσ cbcatyEatyE +++−=

Luego, despejando ])([ 2tyE se obtiene:

2
0

2
00

2
0
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02

1
)21(

)]([
a

cacb
tyE

−
−++

=
σλ

Finalmente se va a calcular )]1()·([ −tytyE

2
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2
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2
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2
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2
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·
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·00])([·

)]1()·1([)]1()·([)]1()·1([)]1()·1([
)]1())·1()()1()1([()]1()·([

a
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c
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tytecEtyteEtytubEtytyaE
tytectetubtyaEtytyE

−
−−+−

=

=+
−

−+−+−
=

=+++−=

=−−+−+−−+−−−=
=−−++−+−−=−

σλ

σ
σλ

σ

Por lo tanto, la ecuación normal toma la forma:
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Resolviéndola se obtienen las siguientes estimas:

0

2
00

2
0

22
0

2
0000

22
00

)21(
)1)((

bb
cacb
caacba

a

=
−++

−−−
=

σλ
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Que se puede expresar equivalentemente en la forma:

0

2
00

2
0

22
0

22
00

0 )21(
)1(

bb
cacb

ac
aa

=
−++

−−
+=

σλ
σ

(e8)

Se observa que la estima a del parámetro a0 está polarizada.

Si el sistema no tiene ruido correlacionado (c0=0) la estima de los parámetros coincide con el valor

real. Sin embargo, si el ruido está correlacionado no se puede estimar bien el parámetro a0, se dice

que la estima está polarizada. En este caso no importa cuantas medidas se tomen ya que siempre se

obtendrá una medida polarizada.

Por otro parte, si la relación señal- ruido (λ2/σ2) aumenta, disminuye la polarización en la estima a.
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En un sistema con a b c0 0 00 8 1 0 8= − = = −. , , . ,      = = 1λ σ  se obtiene la estima a=-0.588, b=1.0.

♦ 

5.2.3 Estima de mínimos cuadrados recursiva

5.2.3.1 Formulación

En él método de identificación de los mínimos cuadrados descrito en la sección anterior

los datos se registran y almacenan y después se realizan los cálculos de identificación

utilizando todas las medidas a la vez. La identificación se puede hacer, a partir de los datos
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almacenados, en un único paso, como en el método anterior, o bien mediante algoritmos

iterativos, como en el método de máxima verosimilitud. Este tipo de métodos se denominan

"off-line" o de procesamiento por lotes (batch).

En los métodos recursivos u “on-line” la estima de los parámetros se realiza procesando

cada medida que se realiza para obtener una nueva estima. Esto quiere decir que si existe

una estima θ(t-1) basada en los datos del experimento hasta el tiempo t-1, el valor θ(t) se

calcula mediante alguna modificación sencilla de θ(t-1), teniendo en cuenta en los cálculos

los datos en t.

Las características generales de estos métodos de identificación son:

• Forman parte de los sistemas adaptativos.

• No se almacenan todos los datos a la vez, por lo que sus necesidades de

memoria son modestas.

• Se pueden implementar como algoritmos de tiempo real para el

seguimiento de parámetros variables con el tiempo.

• Se pueden usar como elemento inicial en los algoritmos de detección de

fallos.

Por la definición de P(t) dada en (5.7)

1

1
)()()(

−

=









= ∑

t

i

T iitP φφ            (5.8)

se sigue que









+= ∑

−

=

− )()()()()(
1

1

1 ttiitP T
t

i

T φφφφ

luego

)()()1()( 11 tttPtP Tφφ+−= −− (5.9)

Si se evalúa la ecuación normal en el instante t-1
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la estima de mínimos cuadrados se puede expresar en la forma:









+=








= ∑∑

−

==

)()·()()·()·()()·()·()(θ̂
1

11
tytiyitPiyitPt

t

i

t

i
φφφ

con lo que

)]()·()1(θ̂)1()·[()(θ̂ 1 tytttPtPt φ+−−= −       (5.10)

Como

)()()()1( 11 tttPtP Tφφ−=− −− (5.11)

Sustituyendo la expresión anterior en (5.10) se obtiene:

)]1(θ̂)()()·[()·()1(θ̂)(θ̂ −−+−= tttyttPtt Tφφ       (5.12)

El error de predicción es la diferencia entre la salida actual y(t) del sistema y aquella

( )1|(ˆ −tty ) que para el tiempo t produce el modelo a partir de la estima en el tiempo t-1

(θ(t-1)).

)1(θ̂)()()1|(ˆ)()( −−=−−= tttyttytyt Tφε (5.13)

Si ε(t) es pequeño la estima es buena y no debe modificarse mucho.

La ganancia de Kalman se define como

)()·()( ttPtK φ=

debe interpretarse como un factor de peso o de ganancia que indica cuanto modificará el

error de predicción a cada uno de los parámetros.

Se tiene por tanto el siguiente algoritmo recursivo de estimación por mínimos

cuadrados:
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)1(ˆ)()()(

)()()(
)()()1(θ̂)(θ̂

−−=

=
+−=

tttyt

ttPtK
ttKtt

T θφε

φ
ε

(5.14)

La estima en el instante actual es una corrección de la estima en el instante anterior.

Además la ganancia K es variable y depende de P. A su vez P también es variable y

depende de la excitación de entrada u.

Se observa en el algoritmo que es necesario calcular 1][)( −ΦΦ= TtP  lo que requiere la

inversión de una matriz en cada paso. Esto supone una gran carga computacional.

Utilizando el denominado “Lema de inversión de una matriz” es posible expresar P(t) de la

siguiente forma:

[ ] 1)()1()(1)1()()()1()1()( −
−+−−−−= ttPttPtttPtPtP TT φφφφ (5.15)

En la ecuación anterior aparece la inversión de un escalar pero no de una matriz. El

algoritmo (5.14) se puede simplificar a la forma:

)1())()(()(
)]()1()(1)[()1()()()(

)]1(θ̂)()()[()1(θ̂)(θ̂
1

−−=

−+−==

−−+−=
−

tPttKItP
ttPtttPttPtK

tttytKtt

T

T

T

φ

φφφφ

φ

   (5.16)

♦ Ejemplo 5.3: Estima de una constante

Para el sistema y el modelo dados por (e1) y (e2) respectivamente la estima θ=b dada por (e3) se

puede poner de forma recursiva, teniendo en cuenta que φ( )t ≡ 1,

[ ]

[ ])1()(
t
1

+1)-(t=       

)()1()1(
1

)()(
1

)(
1

1

−−

=+−−=







+= ∑
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=

tty

tytt
t

tyiy
t

t
t

i

θθ

θθ
                      (e9)

La varianza de θ(t) está dada, escalando por el factor σ2, por

t
tP 1)'()( 1 =ΦΦ= −

De forma recursiva
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1)1()( 11 +−== −− tPttP

de donde se obtiene

P t
P t

P t
P t

( )
( )

( )
( )

=
− +

=
−

+ −−

1
1 1

1
1 11 (e10)

La ecuación (5.15) es en este caso

P t P t P t
P t

P t
P t

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

= − −
−

+ −
=

−
+ −

1 1
1 1

1
1 1

2

que coincide con (e10). Ahora

K t P t t( ) = ( ) = /1

y teniendo en cuenta que φ( )t ≡ 1 se obtiene a partir de (5.16)

[ ])1()(
t
1

+1)-(t=(t) −− tty θθθ

que coincide con (e9).

♦ 

5.2.3.2 Elección de los valores iniciales

Para comenzar la identificación en el algoritmo recursivo son necesarios uno valores

iniciales para θ̂ (0) y para P(0). Como P(t) es, salvo un factor de σ2, la covarianza de la

estima es razonable pensar en θ̂ (0) como una estima a priori del vector real de parámetros

y en P(0) como una indicación de la confianza en dicha estima.

Si P(0) es pequeño también lo será K(t) para todos los valores de t, y eso hará que los

parámetros no varíen mucho de actualización a actualización; si por el contrario, P(0) es

grande, la estima pronto se alejarán del valor θ̂ (0). Si no se dispone de información a priori

del vector de parámetros se suele escoger

IP ρθ == )0(  ,0)0(

donde ρ es un valor elevado.
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Se puede optar también por realizar una estimación inicial por el método de los mínimos

cuadrados ordinarios. Supongamos que se realiza esto hasta el instante t0, de modo que se

tiene

)()(')()(
))()('()(

0000

1
000

tYttPt
tttP

Φ=
ΦΦ= −

θ

Se pueden considerar como valores iniciales ).()0(  ),()0( 00 tPPt == θθ  En un tiempo t

se verificará

P t P t t t( ) ( ( ) ' ( ) ( ))= +− −1
0

1Φ Φ

P(t) se puede hacer tan próximo a 1))()('( −ΦΦ tt  como se desee eligiendo P t( )0

suficientemente grande.

5.2.4 Parámetros variables con el tiempo
La matriz P satisface la ecuación

)()()1()( 11 tttPtP Tφφ+−= −−

Se observa que P crece de forma monótona con el tiempo, luego la ganancia del

algoritmo de mínimos cuadrados K(t)→0, cuando t crece. Esto es, llega un momento en que

el estimador de mínimos cuadrados se desconecta.

Este comportamiento puede resultar adecuado si los parámetros son invariantes con el

tiempo, pero no si el algoritmo debe seguir de forma continua a parámetros variables con el

tiempo. Desde el punto de vista del control adaptativo, resulta adecuado para controladores

autosintonizantes (controladores que se pueden sintonizar pero no ajustar a parámetros

variables con el tiempo) pero no para controladores que necesitan sintonizarse inicialmente

y siempre que cambie la dinámica del proceso (controladores con adaptación continua).

Existen numerosas soluciones para el seguimiento de los parámetros variables con el

tiempo, destacan por su importancia los siguientes métodos:

• Introducción de un factor de olvido (mínimos cuadrados ponderados).

• Método del gradiente
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• Modificación de la matriz de covarianza

• Reinicialización de la matriz de covarianza.

5.2.4.1 Introducción de un factor de olvido (mínimos cuadrados ponderados)

Si los parámetros están variando es lógico considerar que los datos mas recientes

aportan más información sobre la estructura actual del sistema que los anteriores. En

consecuencia, se les debe aplicar más valor (peso) a los datos recientes que a los pasados,

los cuales se deben irán olvidando de forma exponencial. Esto se puede hacer considerando

como función a minimizar

∑
=

=
t

i
i iwtV

1

2)(··
2
1),( εθ

donde wi es el peso.

Una ponderación muy utilizada es

1λ0,λ i-t ≤<=iw

donde λ factor de olvido, un valor usual de este parámetro es 0.995λ9.0 ≤< .

En esta función de coste al valor actual se le da un peso unidad (λ0=1), pero a los que

tuvieron lugar hace n unidades de tiempo se les pesa por λn.

El olvido también se puede introducir de forma equivalente en la forma

)()()1()( 11 tttPtP Tφφλ +−= −− (5.17)

Se tiene por tanto el siguiente algoritmo recursivo:

λφ

φφλφφ

φ

/)1())()(()(
)]()1()(1·)[()1()()()(

)]1(θ̂)()()[()1(θ̂)(θ̂
1

−−=

−+−==

−−+−=
−

tPttKItP
ttPtttPttPtK

tttytKtt

T

T

T

      (5.18)

De forma aproximada se puede considerar que el número de medidas o puntos

significativos que entran en la estima es de 1/(1-λ).
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El método tiene la desventaja de que el olvido se produce aunque no haya aporte de

nueva información en los datos. Así, en sistemas servo con pocas perturbaciones, la mayor

excitación al sistema se produce por cambios en el punto de consigna. Tales cambios

pueden ser muy irregulares y si no existen cambios el vector Pφ es cero. En este caso, como

se ve en la ecuación (5.17)

P t P t( ) ( )= −
1 1
λ

Luego P crece de forma exponencial si λ<1.

Si no existe aporte de información durante mucho tiempo, P puede hacerse muy grande

un pequeño cambio en la señal de control puede llevar entonces a cambios bruscos en el

valor de los parámetros y de la señal de salida produciéndose el fenómeno conocido como

estallido.

Un modo de evitar el fenómeno del estallido consiste en variar el factor de olvido λ

dependiendo de la información contenida en los datos. Un algoritmo sencillo de este tipo es:

2

2 )('1)(
ε

ελλ tt −= (5.19)

donde ε(t) es el error de predicción, ε2  es el valor medio de ε2 (t) sobre un cierto periodo de

tiempo y λ' es una constante pequeña (1/1000).

Otra ley de adaptación es

λ λ ε
φ φ

( ) ' ( )
' ( ) ( ) ( )

t t
t P t t

= −
+ −

1
1 1

2

(5.20)

Esta ley es similar a la anterior ya que 1 1+ −φ φ' ( ) ( ) ( )t P t t  es proporcional a ε2 .

De las ecuaciones (5.19) y (5.20) se deduce que si ocurre un cambio en la planta ε2 (t)

aumenta y λ(t) disminuye, por lo que aumenta P produciéndose la adaptación. Después de

la adaptación ε2 (t) disminuye y λ(t) vuelve a un valor muy próximo a uno.

Los algoritmos no evitan que P no crezca demasiado. Para evitar esto se puede

examinar la traza de P (trP)
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y si cae por debajo de un valor umbral entonces λ=1 y se pasa a los mínimos cuadrados

sin factor de olvido.

5.2.4.2 Método del gradiente

Este algoritmo se obtiene del método de los mínimos cuadrados tomando P=I y

haciendo

)()('
)()(
tt

ttK
φφα

γφ
+

=

donde normalmente α =1, y γ es un valor constante que se elige como un compromiso entre

velocidad de seguimiento (velocidad grande si γ es grande) e influencia del ruido sobre las

fluctuaciones de θ ( si γ es pequeño también lo son las fluctuaciones de θ). Normalmente se

elige

γτ γ
τmax
max

<< → <<1 1     

donde

{ })(')(      maxmax ttEdeautovalorimo φφτ = .

Este algoritmo tiene la ventaja de su simplicidad, reduciendo el número de cálculo

necesario considerablemente, pero tiene la desventaja de una velocidad de convergencia

muy lenta por lo que sólo se suele utilizar en el caso de que los parámetros varíen muy

lentamente.

5.2.4.3 Modificación de la Matriz de Covarianza.

Este método se suele utilizar en lugar del método del factor de olvido en aquellos casos

en que los parámetros varían de forma continua. El método surge al considerar el método de

los mínimos cuadrados como un filtro de Kalman con la ecuación de estado
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)()1(

tetxtty
txtx

+=
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φ

donde el vector de estado está formado por los parámetros del modelo: x=θ. El filtro de

Kalman aplicado a la ecuación de estado anterior lleva directamente al método de los

mínimos cuadrados recursivos. Una forma de modificar el algoritmo de estimación para que

pueda seguir a parámetros variables con el tiempo es considerar que estos tienen una

deriva o un camino aleatorio, lo que lleva a

x t x t t( ) ( ) ( )+ = +1 ν

donde ν(t) es una secuencia aleatoria no correlacionada de media nula y covarianza R.

Se tiene así el algoritmo siguiente:

[ ]
RtPttKItP

ttPtttPttPtK

tttyt
ttKtt

+−−=
−+−==

−−=
+−=

−

)1())(')(()(
)()1()('1)()1()()()(

)1()(')()(
)()()1()(

1

φ
φφφφ

θφε
εθθ

Ahora la matriz P no puede decrecer hacia cero, lo que evita la desconexión del

algoritmo y los parámetros se estarán identificando continuamente. Cuanto mayor sea la

velocidad de variación de los parámetros mayor es R, y P permanece en un valor

estacionario elevado. Se debe evitar que P pueda crecer demasiado, para lo que se

examina la traza de P y si crece demasiado no se le añade la matriz R.

Con este método la velocidad de cambio de los parámetros se puede seleccionar de

forma individual, seleccionando de forma adecuada los distintos elementos de la diagonal de

la matriz R.

5.2.4.4 Reinicialización de la Matriz de Covarianza.

El caso de que los parámetros de la planta varíen de forma abrupta se puede tratar

reinicializando de forma periódica la matriz P al valor ρI, donde ρ es un valor elevado. La

inicialización de P se puede realizar en función de su traza, iniciándose cada vez que esta

caiga por debajo de un determinado valor.
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5.3 IDENTIFICACION DE SISTEMAS LINEALES ESTOCASTICOS
Considérese un sistema que obedece a la ecuación

A q y t B q u t v t0
1

0
1( ) ( ) ( ) ( ) ( )− −= +

o de forma equivalente

)()()( 0
' tvtty += θφ

Donde θ0  es el vector de parámetros reales. Supóngase que v(t) es una señal

estocástica independiente de la señal de entrada. Si la estima proporcionada por el método

de mínimos cuadrados es buena, el valor θ obtenido de la ecuación (5.7) debe estar próximo

al valor θ0 . Para ver si esto es cierto se calcula la diferencia entre estos valores
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donde el último término tiende a los valores medios cuando t crece. La diferencia entre el

valor estimado y el real se anula si

1)  )](')([ ttE φφ  es no singular y 0  )](')([ =tvtE φ

2)  [ ] 0  )()( =tvtE Tφ

La primera condición se cumple la mayoría de las veces salvo en los siguientes casos:

• La entrada no es de excitación persistente (ver sección 5.4.1) de un orden

adecuado.

• La entrada se genera mediante realimentación por un controlador de orden

pequeño. El modelo es demasiado grande y no existe ruido sobre el

proceso (v(t)=0) lo que lleva a que los polinomios A(q) y B(q) tengan

factores comunes.

La segunda de las condiciones no se cumple la mayoría de las veces salvo si v(t) es

una secuencia de ruido blanco. En este caso v(t) no está correlacionada con sus valores
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previos y por lo tanto no lo estará con φ(t) y al tener media nula el término se hace cero, y

por lo tanto la estima tiende al valor real. Pero si v(t) no es ruido blanco, estará

correlacionada con valores previos y por lo tanto con y(t) ya que este depende de v(s) para

s≤t.

De la forma más general un sistema lineal, invariante en el tiempo sometido a

perturbaciones de tipo estocástico se puede representar mediante la ecuación

y t G q u t H q e t( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + (5.21)

donde G(q) modela la dinámica determinista del sistema y H(q) la parte estocástica. La

secuencia {e(t)} representa una señal de ruido blanco de media nula.

De la observación de los datos { } { })(  ,)( tytu  se pueden calcular valores ε (t) para e(t),

denominados errores de predicción, en la forma

ε( ) ( ) ( ) ( ) ( )t H q y t G q u t= −−1 (5.22)

Para unos valores de y(.), u(.) dados, estos errores son función del modelo utilizado,

esto es de G y H. Los métodos de estimación paramétrica denominados de error de

predicción estiman G y H de manera que se minimice la función de coste

V G H it
i

t

( , ) ( )=
=
∑ε2

1

El método de los mínimos cuadrados es del tipo de error de predicción con

G q B q
A q

H q
A q

( ) ( )
( )

, ( )
( )

= =  1

Se va a considerar ahora el caso más general dado por

G q B q
A q

H q C q
A q

( ) ( )
( )

, ( ) ( )
( )

= =  

donde A(q) representa el mínimo común múltiplo de los denominadores de las partes

determinista y estocástica.

También es posible escribir el sistema en la forma
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A q y t B q u t C q e t( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + (5.23)

O equivalentemente como la ecuación en diferencias

y t a y t a y t n b u t b u t n e t c e t c e t nn n n( ) ( ) ... ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) ... ( )+ − + + − = − + + − + + − + + −1 1 11 1 1

donde algunos coeficientes pueden ser nulos. Ahora el vector de parámetros tiene la forma

[ ]nnn ccbbaa ... ... ...' 111=θ (5.24)

Este modelo describe la parte observable de cualquier sistema dinámico, lineal,

invariante en el tiempo.

El polinomio C(q-1) tiene sus raíces dentro del circulo unidad si no existen

perturbaciones periódicas y dentro o sobre el circulo unidad si existen perturbaciones

periódicas.

5.3.1 Mínimos cuadrados extendidos (MCE)
El modelo (5.23) puede ponerse en la forma

C q y t e t B q u t C q A q y t( )( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ( ) ( )) ( )− = + −

Si se representa al error de predicción del modelo (5.23) por

)()()(ˆ tetyty −=

Entonces se tiene

[ ]
)(
)(

)()(
)(
)(

)()(ˆ
qC
ty

qAqC
qC
tu

qBty −+=                           (5.25)

La expresión anterior indica que la predicción se obtiene filtrando las señales u(.) e y(.)

por C(q). La ecuación (5.25) se puede expresar también como

[ ] [ ] ))(ˆ)((1)()()()()(1)(ˆ tytyqCtuqBtyqAty −−++−=   (5.26)

Los valores

)()(ˆ)( ttyty ε=−              (5.27)
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dan los errores de predicción. Estos valores no tienen porque coincidir con e(t) ya que el

filtrado de las señales u(.), y(.) para estimar (.)ŷ  comenzando en t=0, necesita conocer los

valores

)1(..., ),1( ),0( ),1(..., ),1( ),0( ),1(ˆ..., ),1(ˆ ),0(ˆ +−−+−−+−− nuuunyyynyyy

Si estos valores no se conocen, se pueden tomar como ceros, en cuyo caso la

predicción ε difiere de e por un cierto error que decrece como tCµ  siendo µ  el cero de

mayor magnitud de C(q).

Se debe expresar por tanto (5.26) en la forma de la ecuación de regresión lineal.

θφ )(')(ˆ tty = (5.28)

Ahora el vector de regresión tiene la forma

φ ε ε' ( ) ( ( ),..., ( ), ( ),..., ( ), ( ),..., ( )t y t y t n u t u t n t t n= − − − − − − − −1 1 1 (5.29)

El método de los mínimos cuadrados se puede utilizar ahora para la ecuación de

regresión lineal (5.28). Dicho método se conoce como Mínimos Cuadrados Extendidos

(MCE) ya que, con respecto al método de los mínimos cuadrados, el vector de regresión se

ha extendido con los residuos, y el vector de parámetros con los coeficientes del polinomio

C(q).

El algoritmo recursivo (5.16) se aplica ahora con el vector de parámetros definido por

(5.24) y con el vector de regresión dado por (5.29) con

)1()(')()(ˆ)()( −−=−= tttytytyt θφε

El método de los MCE se puede considerar que se obtiene de minimizar la función de

coste

V t i
i

t

( , ) ( )θ ε=
=
∑1

2
2

1

suponiendo la relación lineal entre los parámetros

[ ]
)(

)(')()(
t

ttyt
φ

∂θ
θφ∂

∂θ
∂ε

−=
−

=
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Es decir, se hace la aproximación de que ε(t) no es función del vector de parámetros θ,

cosa que no es cierta, ya que como se ve por (5.23)

C q t A q y t B q u t( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )θ ε θ θ= − (5.30)

siendo C(q,θ), A(q,θ), B(q,θ) los polinomios con los parámetros estimados.

5.3.2 Algoritmo de Máxima Verosimilitud (MV)
Si se deriva (5.30) se tiene

∂ε
∂θ

φ( ) ( )
( )

( )t z t
C q

t= =
1

El vector z(t)se puede calcular de forma recursiva como
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       (5.31)

donde















 −−
=

1...0
0...1

...1 ncc
M (5.32)

El algoritmo recursivo que se denomina de Máxima Verosimilitud (MV) es el siguiente

[ ]
[ ]
)1())()(()(

)()1()(1)()1()()()(

)1()()()()1()(
1

−−=

−+−==

−−+−=
−

tPtztKItP
tztPtztztPtztPtK

tttytKtt

T

T

T θφθθ

(5.33)
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Comentarios:

 Los métodos de MCE y MV permiten identificar la dinámica del ruido y

evitan el tener estimas polarizadas para el modelo determinista.

 La estimación por el método MV es en general más rápida que con el

método MCE.

 La discusión sobre la elección inicial de la matriz de covarianza y del vector

de parámetros que se para los mínimos cuadrados se extiende a los

métodos MCE y MV.

 Para la estima de parámetros variables en el tiempo se puede utilizar

cualquiera de los métodos expuestos en los mínimos cuadrados.

5.3.3 Método de la Variable Instrumental (VI)
El método de la variable instrumental (VI) se utiliza para identificar modelos de la forma

A q y t B q u t v t( ) ( ) ( ) ( ) ( )= +

donde v t( )  es una señal de ruido blanco correlacionado. En este caso el método de los

mínimos cuadrados produce una estima correlacionada. Si no interesa estimar un modelo

para el ruido (es decir no interesa conocer H(q)), se puede utilizar el método de la variable

instrumental.

En este método se pretende minimizar la función de coste

V t z i i
i

t

( , ) ( ) ( )θ ε=
=
∑1

2
2

1

donde z(i) es un vector de dimensión igual a la del vector de parámetros conocida como

variable instrumental. Se tiene ahora

















= ∑∑

=

−

=

t

i

t

i

T iyiziizt
1

1

1
)()()()()( φθ    (5.34)

Luego en este caso



Apuntes de Automática II

201

















=


























=−

∑∑

∑ ∑∑

=

−

=

= =

−

=

t

i

t

i

T

t

i

t

i

T
t

i

T

iviz
t

ii
t

iiziyiz
t

iiz
t

1

1

1

1
0

1

1

1
0

)()(1)()(1          

)()(
t
1  -  )()(1)()(1

φφ
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(5.35)

Si z(t) se elige de manera que no exista correlación entre ella y el ruido sobre el sistema

el último término de (5.35) se anula y por lo tanto se tiene una estima consistente, es decir,

(θ θ→ → ∞0 ,   t ).

De forma recursiva

[ ]
[ ]
)1())()(()(

)()1()(1)()1()()()(

)1()()()()1()(
1

−−=

−+−==

−−+−=
−

tPttKItP
tztPttztPtztPtK

tttytKtt

T

T

T

φ

φ

θφθθ

 (5.36)

La variable instrumental se puede elegir de muchas formas; normalmente se toma

z t g t g t n u t u t n( ) ( ),..., ( )= − − − −1 1 ( - ),..., ( - )

donde

 )()1()1()(
)()()(

τβϑϑβϑ
ϑ

−+−−=
=

ttt
ttztg T

donde  0 01 0 1. .≤ ≤β  y τ es un entero entre 5 y 10.

5.4 SELECCIÓN DE LA SEÑAL DE ENTRADA

5.4.1 Grado de excitación persistente de una señal
Un sistema determinista, lineal, dinámico, invariante en el tiempo está caracterizado de

forma única por su respuesta a un impulso. La respuesta a un impulso tiene un número

infinito de elementos, pero si el sistema es estable la respuesta al impulso tiende a cero y

puede truncarse, dando lugar a lo que se denomina Modelo de Respuesta a un Impulso

Finita (FIR1), que se puede describir mediante la ecuación

)(..)2()1()(ˆ 21 ntubtubtubty n −++−+−=           (5.37)

                                                          
1 Acrónimo inglés derivado de Finite Impulse Response
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O de forma equivalente

0
')()( θφ tty =

donde

[ ]nbb ...1
'

0 =θ

[ ])()...1()(' ntutut −−=φ

Resulta obvio que los parámetros del sistema (5.37) no pueden determinarse si la

entrada no cumple algunos requisitos. La solución al problema de los mínimos cuadrados

viene dada por los valores solución a la ecuación normal (5.5). Esta solución es única si la

matriz )( 'ΦΦ  de la ecuación normal tiene rango máximo n. Para este modelo se tiene
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(5.38)

Si la señal de entrada no excita suficientemente al sistema )( 'ΦΦ no será de rango

completo.

Además se tiene
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(5.39)

Para valores elevados de t los efectos finales son despreciables y todos los sumatorios

de (5.38) y (5.39) se pueden tomar desde 1 a t. Si en ambas ecuaciones dividimos por t y

representamos por r ku ( )  la covarianza empírica de la entrada,
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r k lim
t

u i u i ku t
n

t

( ) ( ) ( )= −→∞
+

∑1
1

y por r kyu ( )  la covarianza empírica entre la entrada y la salida,

r k lim
t

y i u i kyu t
n

t

( ) ( ) ( )= −→∞
+

∑1
1

entonces la ecuación normal se puede poner como
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θ (5.40)

O de forma equivalente como

   )(θ̂)( nRnR yuu =⋅ (5.41)

La condición de unicidad de la matriz (5.38) se expresa ahora como unicidad de la

matriz R nu ( ) . Esto lleva a la siguiente definición:

Definición: Una señal de cuadrado sumable u se denomina de excitación persistente

(EP) de orden n si la matriz R nu ( )  definida por (5.40) es definida positiva, es decir, todos sus

autovalores son positivos.

Para el modelo FIR la estima es consistente (θ θ→ → ∞0 ,   t ) si la señal de entrada es

de EP de orden n.

En general para un sistema dinámico con ruido no correlacionado la estima es

consistente si la señal de entrada es de EP de grado 2n, es decir, coincide con el número de

parámetros que posee el modelo.

♦ Ejemplo 5.4:

Considérese el ejemplo 5.2 de un sistema de primer orden en el que la entrada u(t) es una señal

escalón de amplitud λ. En el estado estacionario la ganancia estática del sistema es:

S b
a

=
+

0

01
      (e11)
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Luego

uSy ·=

Y por tanto:

λ
λ

·)]([
)]([

StyE
tuE

=
=

En consecuencia las ecuaciones (e7) toman la forma:
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(e12)

Con lo que finalmente resolviendo la ecuación normal se llega a

00
2
0

0
000

00
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0

2
00

0

21
1
21

)1(

cac
acbbb

cac
ac

aa

−+
−

−=

−+
−

−=
(e13)

Se observa, que las estimas son distintas de los valores reales, es decir, están polarizadas. Además,

l son independientes del valor de la amplitud λ de la señal de entrada.

Si no existiera ruido correlacionado sobre el sistema, entonces c0 0= , y se obtendría

a a
b b

=
=

0

0

Si, por ejemplo c a0 0= , entonces

a

b b
a

=

=
+

0

1
0

0



Apuntes de Automática II

205

que se desvía claramente de los valores reales.

Es interesante observar que de (e13) se deduce que siempre se verifica la relación

b
a

b
a1 1

0

0+
=

+

Es decir la ganancia estática se determina perfectamente.

En el caso de que no haya ningún ruido actuando sobre el proceso, esto es σ2 0= , entonces la

matriz en (e6) se hace singular










−
−
1

2
2

S
SS

λ

En este caso la solución está caracterizada por

b
a

S
1+

=

En conclusión, con una entrada constante (EP de orden 1), y sin otro tipo de excitación, sólo se

puede determinar perfectamente un parámetro: la ganancia estática de la planta.

♦ 

De acuerdo con esta definición para el sistema de primer orden del ejemplo 5.2 se

obtiene una estima consistente (θ θ→ → ∞0 ,   t ) si la señal de entrada es de EP de orden 2.

Resulta interesante conocer el grado de excitación de algunas señales, lo que puede

ayudar a la comprensión de este concepto.

 Sea u(t) una señal aleatoria de ruido blanco con media nula y varianza λ2.

Entonces R nu ( ) =λ2In por lo que la señal es de EP de todos los grados.

 Sea u(t) un escalón de amplitud λ entonces r ku ( )=λ2 para todo k. Luego

R nu ( )  es no singular si y solo si n=1. Luego su grado de excitación es 1.

 Si u(t) es un impulso u(t)=1 para t=0 y 0 en cualquier otro caso luego

r ku ( )=0 para todo k y R nu ( ) =0 para todo n. Luego es de EP de grado 0.
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Una propiedad importante es que si la señal escalar u(t) es de EP de grado n entonces

su densidad espectral de potencia es distinta de cero en al menos n puntos. De esta

propiedad se sigue que una señal suma de m sinusoides

πωωϕω <<<<+= ∑
=

m

m

i
iii tatu ..0   ,)sin()( 1

1

es de excitación persistente de orden 2m.

En general si se excita un sistema de N parámetros con una señal de EP de orden n<N,

la señal de entrada no estaría excitando suficientemente al sistema para identificar todos

sus parámetros.

Como se ha visto un escalón tiene grado 1 de EP y en el ejemplo 5.4 se puso de

manifiesto que con esta entrada se podía determinar un único parámetro: la ganancia

estática del sistema. Este valor corresponde al comportamiento del sistema a frecuencia

cero.

Una sinusoide posee grado 2 de EP y se sabe que con una sinusoide de entrada se

puede fijar la respuesta de un sistema a una determinada frecuencia, lo que necesita dos

parámetros: la amplitud con que se modifica la señal al pasar por el sistema y el desfase

que se introduce.

La señal de ruido blanco posee cualquier grado de EP y eso es así porque dispone de

todas las frecuencias.

En el caso de no utilizar ruido blanco ¿que tipo de frecuencias debería contener la

señal?. La respuesta es: aquellas en las que interese tener una buena fiabilidad del modelo.

Si el rango de frecuencias de actuación del modelo se conoce se puede elegir como señal

de entrada una suma de sinusoides distribuidas de forma regular sobre dicho rango. Si no

se conoce el rango lo mejor es utilizar una señal lo mas parecida posible al ruido blanco,

como por ejemplo una señal pseudo aleatoria binaria (PRBS2)

5.4.2 Señal pseudo aleatoria binaria (PRBS)
Como se ha visto en la sección anterior la mejor entrada para identificar un sistema es

el ruido blanco. En la identificación de sistemas se suele utilizar en su lugar una señal

denominada pseudo aleatoria binaria (PRBS) que tiene las siguientes propiedades:

                                                          
2 Acrónimo inglés derivado de Pseudo Random Binary Signal
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 La señal tiene dos niveles ±V y puede cambiar de uno a otro sólo en

ciertos intervalos de tiempo t=0, λ, 2λ, 3λ..... A λ se le conoce como tiempo

de reloj.

 Si se va a producir o no el cambio de la señal en un determinado intervalo

está "predeterminado". Luego la señal PRBS es determinista y los

experimentos se pueden repetir.

 La señal es periódica con periodo T0=N·λ, siendo N un número entero

impar.

 En un periodo T0 hay (N+1)/2 intervalos de un nivel y (N-1)/2 intervalos en

el otro nivel.

 La señal de autocorrelación es

r ku ( )=V 2 , k=0, N·λ, 2·N·λ, 3·N·λ,..

r ku ( )=-V 2 /N, λ(1+i·N)< k < λ(N-1+i·N), i=0,1,2,..

 Las señales PRBS mas utilizadas son las que se basan en secuencias de

longitud máximas, para las cuales N=2n-1, siendo n un entero. Estas

secuencias se pueden generar utilizando un registro de desplazamiento de

n-estados con realimentación. Sólo unas pocas conexiones de

realimentación llevan a una secuencia de longitud máxima para cualquier n

elegida.

 Las señales PRBS son de EP de grado N pero no mayor que N, siendo N

el periodo de la señal.
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Figura 5.2: Representación temporal y espectro de potencia de una señal PRBS de ejemplo.
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En la Figura 5.2 se muestra la representación temporal y el espectro de potencia de una

señal PRBS de ejemplo.

5.4.3 Amplitud de la señal de entrada
Otra consideración importante a realizar es la selección de la amplitud de la señal de

entrada. Para su elección se deben tener en cuenta los siguientes aspectos:

 Pueden existir limitaciones físicas y económicas sobre la máxima variación

de las señales de entrada u(t) y salida y(t) durante la realización del

experimento.

 Si el modelo corresponde a una linealización de un sistema no lineal, su

validez estará limitada a una determinada zona, por lo que no se debe

escoger la señal de entrada de modo que saque al sistema fuera de la

zona de validez del modelo. No obstante, tras la identificación del modelo

puede resultar interesante realizar otro experimento con una amplitud

mayor para determinar la zona de validez de este.

 El aumento de la amplitud de la señal de entrada aumenta la relación entre

la señal y el ruido del sistema y por lo tanto cabe esperar una mejora en la

identificación del sistema.

5.5 IDENTIFICACION EN LAZO CERRADO
En muchos casos puede ser necesario identificar al sistema en lazo cerrado. El sistema

en lazo abierto puede ser inestable por lo que es imposible obtener ningún tipo de registro

significativo si el sistema no se controla sin una realimentación que lo estabilice. En otros

casos razones de orden económico pueden impedir realizar la identificación en lazo abierto

del sistema. También puede ser conveniente la utilización de un regulador de estabilización

del sistema durante la identificación por razones de seguridad.

Para el sistema dinámico (5.1) la matriz Φ es
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Una ley de realimentación de orden suficientemente pequeño introduce dependencias

lineales entre las columnas de la matriz Φ lo que hace que los parámetros no se puedan

identificar de forma única, ya que )( 'ΦΦ  no tendría rango completo.

♦ Ejemplo 5.5:

Se va a considerar el sistema de primer orden del ejemplo 5.2 de con c0=0. Además se utiliza la

siguiente ley de control

u t ky t( ) ( )= −

La ecuación normal es ahora

∑∑ 
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La matriz (ΦTΦ) es singular y no existe solución única.

El mismo aspecto se pone de manifiesto si se multiplica a la ley de control por un valor arbitrario α y

se le suma a la ecuación del sistema

)())1(α)1(α()1()1()( 00 tetututubtyaty +−−−+−=−+

Recolocando términos se obtiene

y t a k y t b u t e t( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= − − − + + − +0 01 1α α

Esto muestra que cualquier par de parámetros que cumplan

α
α

+=
−=

0

0

bb
kaa

dan la misma relación de entrada salida y por lo tanto todos ellos son solución a la ecuación normal.

♦ 

El problema de la falta de identificabilidad debido a la realimentación desaparece si se

utiliza una ley de realimentación lineal de orden elevado o si la ganancia de la

realimentación es variable con el tiempo (se evita la dependencia lineal de las columnas de

Φ).
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Para asegurar la identificabilidad del sistema del Ejemplo 5.5 bastaría considerar una

ley de control de la forma

u t k y t k y t( ) ( ) ( )= − − −1 2 1

Otra posibilidad es utilizar una ley de control de la forma

u t k t y t( ) ( ) ( )= −

donde la ganancia basta que varíe entre dos valores para asegurar la identificabilidad.

5.6 ELECCION DEL PERIODO DE MUESTREO
La elección del periodo de muestreo en el proceso de toma de datos de entrada/salida

del sistema a identificar está ligada a las constantes de tiempo de dicho sistema. Además se

deben tener en cuenta los siguientes aspectos:

 La existencia de un intervalo de tiempo fijo para el experimento. Como el

periodo de muestreo no puede disminuirse una vez realizado el registro de

los datos conviene muestrear a una velocidad rápida y realizar después la

estimación considerando valores dobles, triples, etc del valor de muestreo.

 El número total de datos a registrar fijo. El periodo de muestreo se debe

elegir entonces como un compromiso. Si es muy grande los datos

contendrán poca información sobre la dinámica de alta frecuencia del

sistema. Si el periodo es pequeño las perturbaciones pueden tener una

influencia excesiva en el modelo y, además, puede haber poca información

del comportamiento a baja frecuencia.

 El objetivo final de la aplicación. Para los sistemas en lazo abierto se

aconseja tomar entre 2 y 4 muestras en el tiempo de subida. Para sistemas

en lazo cerrado se aconseja también ese número de muestras en el tiempo

de subida del sistema en lazo cerrado o bien entre 8 y 16 muestras en una

oscilación amortiguada del sistema. Otro valor que se suele indicar es el de

realizar entre 5 y 16 muestras en el tiempo de asentamiento al 95% de la

respuesta del sistema en lazo cerrado a un escalón de entrada.

 La fiabilidad del modelo resultante. El uso de periodos de muestreo muy

pequeños puede llevar a problemas prácticos, ya que los polos tienen a

agruparse en torno al punto z=1 del plano complejo y la determinación del
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modelo se hace muy sensible, pudiendo resultar que pequeños errores en

los parámetros tengan una influencia importante sobre las propiedades de

entrada-salida del modelo. Además un muestreo muy rápido lleva a que el

modelo sea de fase no mínima lo que puede causar problemas a la hora

de diseñar la ley de control.

En general la elección del periodo de muestreo no suele resultar crítica en la mayoría de

los casos ya que el rango entre los valores pequeños y grandes es relativamente amplio.

♦ Ejemplo 5.6:

Se tiene la siguiente expresión para la función de transferencia de una planta que posee a su entrada

un retenedor de orden cero.

;4;2;3;7;10;1
)1)(1)(1(

)1·(
)(

4321

321

4

======
+++

+
=

−

d

sT

TTTTTK
sTsTsT

esTK
sG

d

El modelo discreto equivalente que se obtiene considerando un periodo de muestreo T es:

)1(
)()( 3

3
2

2
1

1

3
3

2
2

1
10

−−−

−−−
−

+++
+++

=
zazaza
zbzbzbbzzG nk

La ganancia es

K
b
a
i

i

=
+
∑
∑1

En la Tabla 5.2 se muestran los valores de los coeficientes de G(z) en función del periodo de

muestreo T.

Cuando el periodo de muestreo disminuye las magnitudes de los parámetros a se incrementa y la de

los parámetros b decrece. Por ello, para un periodo de muestreo pequeño , por ejemplo T=1, se tiene

b a b a ai i i i i<< = + <<∑ ∑   y   1

Pequeños errores en los parámetros pueden tener una influencia significativa en el comportamiento

entrada-salida del modelo, ya que, por ejemplo, el valor de bi∑  depende fuertemente de los valores

de las cifras decimales cuarta y quinta.
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T[seg.] 1 4 8 16

a1 -2.48824 -1.49836 -0.83771 -0.30842

a2 2.05387 0.70409 0.19667 0.02200

a3 -0.56203 -0.09978 -0.00995 -0.00010

b0 0 0 0.06525 0.37590

b1 0.00462 0.06525 0.25598 0.32992

b2 0.00169 0.04793 -0.02850 0.00767

b3 -0.00273 -0.00750 -0.00074 -0.00001

∑bi 0.00358 0.10568 0.34899 0.71348

1+∑ai 0.00358 0.10568 0.34899 0.71348

Tabla 5.2: Coeficientes de G(z) en función del periodo de muestreo.

Por otra parte la elección de un periodo de muestreo muy grande puede llevar a una simplificación

excesiva del modelo dando este una descripción muy pobre de su comportamiento dinámico. En el

ejemplo se ve que para T=8sec. el modelo se reduce prácticamente a un sistema de segundo orden,

porque

a a b bi i3 31<<    y   <<  + ∑ ∑

Para T=16 el modelo se reduce prácticamente a uno de primer orden.

♦ 

5.7 TRATAMIENTO DE LOS DATOS
Antes de iniciar el proceso de identificación es necesario realizar un tratamiento de los

datos de entrada/salida medidos. Dicho tratamiento consta de las siguientes acciones:

• Filtrado.

• Eliminación de valores medios.

• Detección de outliers.

Siempre hay que analizar si es necesario llevar a cabo cada una de estas acciones.

Dependiendo de la calidad de los datos de que se dispongan pueden ser necesario realizar

todas, alguna o ninguna de estas acciones.
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5.7.1 Filtrado de las señales
Un modelo tiene validez dentro de un rango limitado de frecuencias. No se pueden

modelar efectos por encima de la frecuencia de Nyquist (fs=π/T, T= periodo de muestreo).

Normalmente fs se elige entre 5 y 10 veces superior a la máxima frecuencia de interés para

evitar así la perdida de fiabilidad entre las estimas. El filtrado analógico previo de las señales

es necesario para evitar el aliasing (plegamiento de la función de densidad espectral de la

señal) y de esta manera eliminar las perturbaciones con frecuencias superiores a la de

Nyquist.

La anchura de banda del filtro es inversamente proporcional al periodo de muestreo.

Como regla aproximada se suele considerar la relación

ω BT ≈ −0 5 1.

donde ω B  es la anchura de banda del filtro.

El filtro debe tener ganancia constante y fase próxima a cero para valores bajos y

medios de frecuencias, para no distorsionar de forma innecesaria a la señal. Para altas

frecuencias la ganancia debe caer rápidamente. La eliminación de las altas frecuencias en

la señal mejora la relación señal ruido y por lo tanto permite una mejor identificación del

sistema.

Debido a que el filtro previo tiene una cierta dinámica esta se incluye en el modelo que

se identifica (ver Figura 5.3).

Proceso Filtro
Analógico{u(k)}

{y(k)}

Modelo

D/A A/D

Figura 5.3: Diagrama de bloques que pone de manifiesto como el modelo que se identifica posee la

dinámica del proceso y la del filtro analógico.
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Si existen perturbaciones de baja frecuencia en el sistema éstas también deben ser

filtradas. Para ello se suelen utilizar filtros digitales sobre las señales registradas como fase

previa a la identificación. Ambas señales la de entrada y la de salida son filtradas usando un

mismo tipo de filtro (ver Figura 5.4). Con ello se consigue elegir la banda de frecuencias en

las que el modelo debe proporcionar una buena estima del sistema. Normalmente basta con

utilizar filtros pasa alta de primer orden

)1()()1()(
)1()()1()(

−−+−⋅=
−−+−⋅=
kykykyky
kukukuku

FF

FF

α
α

donde

τα /Te−=

donde τ la contante de tiempo del filtro. Además )(kuF e )(kyF  son las señales filtradas que

se utilizan en el algoritmo de identificación. τ se debe elegir de manera que el filtro pasa alta

no elimine la menor frecuencia de la señal de entrada. Para señales PRBS con intervalo de

reloj λ y periodo N la constante de tiempo debe cumplir la relación

τ λ
π

>
N

2

Proceso

Filtro
Pasa-alta

{u(k)} {y(k)}

Filtro
Pasa-alta

{uF (k)} {yF (k)}
Se usan

para identificar

Figura 5.4: Filtrado de perturbaciones de baja frecuencia

5.7.2 Eliminación de valores medios
Un modelo lineal sólo suele ser valido para variaciones en torno a un punto de

equilibrio, por lo que las señales de entrada y de salida normalmente tendrán un valor medio

igual a los valores en las posiciones de equilibrio, por lo general diferirán del valor cero. Sin

embargo en la identificación sólo se puede obtener el modelo real si los valores medios son

nulos.
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Se suelen seguir dos métodos para tratar medias distintas de cero:

• Estimar de forma explícita los valores medios.

• Usar modelos con valores incrementales.

5.7.2.1 Estimar de forma explícita los valores medios.

Para ello se puede proceder de dos formas:

A) Forma 1: Estimar, eliminar e identificar

Fijar una tendencia polinomial a la entrada y la salida mediante regresión lineal

y t m m t m t
u t n n t n t

r
r

s
s

*

*

( ) ...
( ) ...

= + + +

= + + +
0 1

0 1

Después calcular los datos eliminando las tendencias

y t y t y t
u t u t u t

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

*

*

= −

= −

Es a estos datos a los que se aplica el algoritmo de identificación.

Si los grados r y s son cero el procedimiento consiste simplemente en calcular los

valores medios de las señales

y
N

y t
t

N
* ( )=

=
∑1

1

u
N

u t
t

N
* ( )=

=
∑1

1

y sustraerlos de las medidas. Con valores de r,s>0 se modela una deriva en los datos

(tendencia polinomial).

B) Forma 2: Estimar los valores medios durante la fase de identificación

Se considera ahora el siguiente modelo

A q y t B q u t e t m( ) ( ) ( ) ( ) ( )− −= + +1 1
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donde m es un parámetro que también es estimado. Ahora

θ0 1 1
' ... ...= a a b b mn n  

es el vector de parámetros del proceso y

φ ' ( ) ( )... ( ) ( )... ( )t y t y t n u t u t n= − − − − − −1 1 1  

es el vector de regresión. El modelo se puede generalizar introduciendo, en lugar de un

valor constante, un polinomio en t (tendencia polinomial) en el que los coeficientes son

parámetros a identificar.

5.7.2.2 Usar modelos con valores increméntales.

Sea ∆ el operador diferencia

∆ = − −1 1q

Se utiliza el modelo

A q y t B q u t e t( ) ( ) ( ) ( ) ( )− −= +1 1∆ ∆ ∆

Como se ve, ahora en el algoritmo de identificación se utilizan los datos diferenciados.

5.7.3 Detección de outliers
Cuando se realizan los experimentos ocurre a veces que hay grandes errores en las

medidas. Estos errores, denominados outliers, pueden estar causados por perturbaciones,

errores en las transmisiones de datos, fallos en la conversión, etc. Es importante detectar y

eliminar esos errores antes de analizar los datos, ya que su influencia cambiará en gran

medida los resultados de la identificación. Los outliers aparecen como picos en la secuencia

de errores de predicción y por ello tendrán gran influencia en la función de coste.

Existen dos formas de tratar los outliers.

• Hacer un test de presencia de outliers y ajustar los datos erróneos.

• Usar una función de coste modificada.
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5.7.3.1 Hacer un test de presencia de outliers y ajustar los datos erróneos.

En este caso se obtiene un modelo ajustando los datos sin prestar atención a los

outliers. Después se obtienen los residuos ε θ( , )t  y se representan gráficamente. Se detecta

la existencia de posibles picos en la secuencia {ε θ( , )t }. Si por ejemploε θ( , )t  es

anormalmente grande entonces la salida correspondiente y(t) se modifica. Una modificación

sencilla es tomar

[ ])1()1(·5.0)( ++−= tytyty

Otra posibilidad es tomar como valor y(t) el valor que predice θ

),1(ˆ)( θ−= ttyty

La secuencia de valores obtenida haciendo las substituciones anteriores se utiliza para

obtener un nuevo modelo.

5.7.3.2 Usar una función de coste modificada.

El método consiste en modificar la función de coste de modo que se penalice más a las

medidas que contienen outliers. Este método se suele utilizar en los cálculos on-line. En el

algoritmo de los mínimos cuadrados se modifica el vector de ganancia de Kalman K(t) en la

forma

1
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1
)()1()(
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El parámetro γ se elige como un compromiso entre robustez y fiabilidad de las estimas.

Para valores pequeños de γ el estimador es muy robusto frente a la presencia de outliers

pero puede dar una fiabilidad muy pobre, y viceversa si γ es grande. Un valor ajustado de γ

es entre 2 y 4.

5.8 ELECCION DEL TIPO Y LA ESTRUCTURA DEL MODELO

5.8.1 Elección del tipo de modelo
En la identificación paramétrica de modelos discretos se distinguen principalmente

cuatro tipos de modelos:

 Modelo ARX (AutoRegressive eXogenus).

)()()()()( tetuqBtyqA +=

Son los más sencillo de identificar por eso siempre se recomienda su

elección al principio de cualquier proceso de identificación.

 Modelo ARMAX (AutoRegressive Moving Average eXogenus)

)()()()()()( teqCtuqBtyqA +=

Presentan una mayor flexibilidad para tratar las perturbaciones y se suelen

utilizar cuando éstas aparecen a la entrada del sistema.

 Modelos OE (Output Error)

)()(
)(
)()( tetu
qF
qBty +=

Se utilizan cuando las propiedades de las señales de perturbación no son

modeladas. Permiten obtener una descripción correcta de la función de

transferencia determinista sin importar la forma de las perturbaciones.
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 Modelos BJ (Box-Jenkins)

)(
)(
)(

)(
)(
)(

)( te
qD
qC

tu
qF
qB

ty +=

La dinámica del sistema está separada de la dinámica de las

perturbaciones. Son unos modelos difíciles de estimar, aunque resultan

adecuados cuando las perturbaciones aparecen en la salida.

La elección del modelo va estar fuertemente influida por el uso final al que se destine.

La bondad final del modelo se pondrá de manifiesto cuando se use en la práctica y se

comprueben los resultados obtenidos.

5.8.2 Elección de la estructura del modelo
Una vez seleccionada la familia o tipo de modelos con la que se va identificar, se

procede a estimar modelos con distintos órdenes de los polinomios (estructuras) y realizar

test de comparación entre ellos para determinar el más apropiado. Hay tres aspectos a

considerar:

1)  Ver si la estructura del modelo es lo suficientemente grande para contener

al sistema real. Hay que determinar si el grado del modelo está

subestimado.

2)  Ver si el modelo es demasiado complejo (muchos parámetros). Hay que

determinar si el grado del modelo está sobreestimado.

3)  Ver que estructura de modelo se debe escoger entre dos o más posibles.

Será en la fase de validación del modelo donde se pondrán de manifiesto los tres

aspectos mencionados y por tanto que estructura para el modelo es la mejor.

5.9 VALIDACION DE ESTRUCTURAS Y MODELOS
Para analizar la validez de los modelos estimados es conveniente realizar diferentes

estudios:

 Test sobre las funciones de coste (Criterios de información). El método

más sencillo consiste en considerar la función de coste V como una

función del grado n del modelo V(n). Los valores de V para el valor real de
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n y para valores superiores a n no debe diferir de forma significativa. No

obstante, por lo general siempre se reducirá la función de coste cuando se

aumente el grado, por ello se utilizan test estadísticos para poner de

manifiesto si la reducción es significativa. Los test más utilizados son: F-

test (Test de la distribución F), AIC-test (Akaike Information Criterion) y

FPE-test (Final Prediction Error).

 Cancelación de polos y ceros. Si el modelo identificado es de orden (por

ejemplo n) mayor que el real (por ejemplo n0) entonces aparecerán n-n0

pares de ceros-polos que se cancelan entre si de forma aproximada.

 Análisis de los residuos del modelo. Algunos métodos de identificación

como el de los mínimos cuadrados, y en general todos los métodos de

error de predicción, requieren que los residuos sean ruido blanco para

asegurar de este modo que la estima no está polarizada. Este aspecto se

suele analizar calculando la función de autocorrelación de los residuos. Si

los residuos son ruido blanco la función de autocorrelación deberá ser

aproximadamente cero en todos los puntos salvo en el origen.

Para comprobar si existe realimentación entre la entrada y la salida, lo que

puede producir polarización en las estimas, se realiza un test sobre la

correlación entre los residuos y las entradas. Si no existe realimentación la

función de correlación debe ser aproximadamente nula en todos sus

puntos.

 Verificación del comportamiento de entrada-salida. Para ello se realizan los

siguientes test:

1)  Comparar la respuesta temporal medida y la calculada con el modelo.

2)  Comparar la respuesta en frecuencia obtenida por el modelo

identificado con la calculada mediante transformada de Fourier a partir

del registro de los datos.

3)  Comparar las funciones de correlación cruzada entre las salidas y las

entradas producidas con datos medidos y con datos generados por el

modelo.
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 Aplicación del modelo. Es el test último y más importante, con el que se

obtendrá la evaluación final del modelo obtenido.

Es muy importante tener en cuenta que en el proceso de validación de los modelos se

debe usar un conjunto de datos distinto a los usados para estimar los modelos.
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Este tema introductorio a la optimización está dedicado al estudio de los extremos de

una función de varias variables sin y con restricciones. Esto servirá para introducir la

optimización estática u optimización cuando el tiempo no aparece como parámetro. Además,

este tema sirve de preparación para tratar con sistemas variables con el tiempo y para

introducir algunos aspectos matemáticos que son necesarios conocer para comprender

mejor los Temas 7 y 8.

En el Apéndice B se dan algunas nociones de cálculo diferencial en ℜn que pueden ser

revisadas para un mejor seguimiento de este Tema.

6.1 EXTREMOS DE FUNCIONES
Considérese una función escalar J(x), con x=[x1,x2,...,xn] ∈ ℜn, es decir, J: ℜn→ℜ. El

gradiente de J con respecto a x es el vector columna1:
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El Hessiano de J con respecto a x es la derivada segunda













∂∂
∂

=
∂
∂

≡
ji

xx xx
J

x
JJ

2

2

2

     (6.2)

                                                          
1 En algunos libros el gradiente se define como un vector fila, aunque se puede utilizar un vector columna tal y
como se desprende de la definición (6.1)
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que es una matriz simétrica de dimensión n x n. En término del gradiente y del Hessiano, el

desarrollo en serie de Taylor de J(x) en torno a x0 es:

)3()·()(
2
1)()()( 0000

00
OxxJxxxxJxJxJ

xxxx
T

xxx
+−⋅−+−⋅+=

==
(6.3)

Donde O(3) representa términos de orden 3, y donde Jx y Jxx están calculados en x0. De

forma incremental el desarrollo en serie se puede poner:

)3(
2
1 OdxJdxdxJdJ xx

TT
x +⋅+⋅= (6.4)

El punto x0 es un punto crítico o estacionario cuando el incremental dJ es cero en una

aproximación de primer orden, para todos los incrementos dx. Esto es, si

0=xJ      (6.5)

se tiene un punto crítico.

Supóngase que se está en un punto crítico, de modo que Jx=0. Para que el punto crítico

sea un mínimo local, se requiere que:

)3(
2
1 OdxJdxdJ xx

T +⋅=      (6.6)

sea positiva para todos los incrementos dx. Esto se garantiza si la matriz Jxx es definida

positiva

0>xxJ      (6.7)

Si Jxx es definida negativa, el punto crítico es un máximo local, y si Jxx es indefinida, el

punto crítico es un punto de silla que es inestable. Si Jxx es semidefinida, se deben de

examinar los términos de orden superior de la ecuación (6.4) para determinar el tipo de

punto crítico. A la matriz Jxx se le conoce como matriz de curvatura.

Conviene recordar que Jxx es definida positiva (negativa) si todos sus autovalores son

positivos (negativos), e indefinida si tiene autovalores negativos y positivos. Es semidefinida
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si tiene algunos autovalores iguales a cero. Por lo que si det[Jxx]=0, el termino de segundo

orden no especifica completamente el tipo de punto crítico.

♦ Ejemplo 6.1:

 Determinar los valores extremos de

 )()()(),( yxsenysenxsenyxJ +++= (1)

 donde 0 ≤ x ≤ 2π, 0 ≤ y ≤ 2π.

 Solución:

 Notar que se pide encontrar el extremo de la función dentro del rectángulo de la Figura 1.1

 

y

2π

2π x

 Figura 1.1

 Los puntos críticos deben satisfacer simultáneamente las ecuaciones:

 
0)cos()cos(
0)cos()cos(

=++≡
=++≡

yxyJ
yxxJ

y

x
(2)

 De estas ecuaciones se deduce que los puntos críticos son aquellos para los que cos(x)= cos(y), esto

es, x=y± 2·n·π (n = 0, 1, 2, ...). Pero los puntos en cuestión deben estar dentro del cuadrado de la

Figura 1.1, luego y=x. Con este valor de y en (2) se obtiene cos(x)+cos(2x)=0, que es lo mismo que:

 01)cos()(cos2 2 =−+ xx (3)

 ya que cos(2x)=2·cos2(x)-1.

 Las soluciones a la ecuación cuadrática (3) son cos(x)=-1 y cos(x)=1/2, por lo que x=π, x=π/3, x=5π/3.

Así hay tres puntos críticos en el interior del cuadrado,

 )3/5,3/5(),3/,3/(,),( ππππππ (4)

 Para determinar la naturaleza de estos puntos, se debe evaluar el Hessiano en los puntos críticos:
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 Para (π,π) el determinante del Hessiano es cero, luego la matriz es indefinida y no se puede

determinar el tipo de punto crítico que es:
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 Para el punto (π/3,π/3):
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 El Hessiano es definido negativo, luego el punto produce un máximo J(π/3,π/3)=3 ( ) 2/33 .

 Finalmente para el punto (5π/3, 5π/3):
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 El Hessiano es definido positivo, luego el punto produce un mínimo J(5π/3,5π/3)=- ( ) 2/33 .

 Como no hay otros puntos críticos en el cuadrado se concluye que J(π,π)=0 no corresponde ni a un

mínimo ni a un máximo.

Falta investigar el comportamiento de J(x,y) en la frontera o borde del cuadrado. En el borde que

coincide con el eje x, y=0, luego J(x,0)=sen(x)+sen(0)+sen(x+0)=2sen(x). Luego los valores extremos
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de J(x,y) también varían entre 2 y -2. En definitiva, se concluye de este estudio que los valores

extremos de J en la región considerada son - ( ) 2/33  y ( ) 2/33 .

♦ 

6.2 EXTREMOS CONDICIONADOS

La sección anterior se dedicó al cálculo del máximo y del mínimo de funciones de varias

variables independientes. En muchos casos se requiere encontrar los valores máximos y

mínimos de J(x) cuando las variables xi, están conectadas por algunas relaciones de tipo

funcional, de modo que las componentes xi no son independientes.

Considérese que J(x1,x2,x3) representa la temperatura en el punto (x1,x2,x3) del espacio

e interesa conocer el valor máximo o mínimo sobre una cierta superficie f(x1, x2, x3)=0.

Si se pudiera despejar una de las variables en función de las otras, en la ecuación de la

superficie, se podría sustituir dicho valor en J y obtener los valores extremos en función de

las variables independientes. Por ejemplo si x3=h(x1,x2), entonces el problema se reduce a

encontrar los valores extremos de:

H(x1, x2) = J(x1, x2, h(x1, x2))

En muchos casos, sin embargo, puede resultar imposible despejar unas variables en

función de otras. El problema se puede complicar aún más si la temperatura se deseara

conocer en los puntos de una curva del espacio, ya que en ese caso la restricción sobre las

variables se expresa en la forma de intersecciones de dos curvas f1(x1,x2,x3)=0 y

f2(x1,x2, x3)=0.

Si se pudiera expresar a partir de estas dos ecuaciones, dos variables en función de la

tercera, se podría sustituir dichas funciones en J y obtener así una función de una única

variable. Desafortunadamente esto no suele ser posible. Se recurre entonces al método de

Lagrange.

El método de Lagrange es como sigue:

Sea J(x1, x2, ..., xn) una función en ℜ, cuyos valores extremos se piden cuando las

variables están sometidas a las m condiciones o restricciones f1(x1, x2, ..., xn)=0,...,

fm(x1, x2, ..., xn)=0. Se introducen ahora los parámetros λ1, λ2,...,λm y se forma la siguiente

función que se denomina Hamiltoniano:
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),...,,(...),...,,(),...,,(),...,,,,...,,( 212111212121 nmmnnmn xxxfxxxfxxxJxxxH λλλλλ +++=

Si se define

))(),...,((),...,,( 121 xfxff m
T

m
T == λλλλ

El Hamiltoniano puede ser escrito de la siguiente forma:

),...,,(),...,,(),...,,,,...,,( 21212121 n
T

nmn xxxfxxxJxxxH λλλλ +=

Los números λ1,..., λm que se introducen como ayuda para resolver el problema, se

conocen como multiplicadores de Lagrange. Lagrange descubrió que si el punto (x1, x2,...,xn)

es un punto crítico, entonces  las derivadas parciales de H con respecto a las n+m variables

x1,x2,...,xn,λ1,..,λm deben de ser nulas, es decir se debe satisfacer el sistema de n+m

ecuaciones.
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(6.8)

O bien en forma compacta:
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∂
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xfH
x
xf

x
xJ

x
H T
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  (6.9)

Este método proporciona una condición necesaria para que un punto sea un extremo de

la función J. Los puntos así obtenidos deben comprobarse para determinar si originan un

máximo, un mínimo, o ninguna de las dos cosas.
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♦ Ejemplo 6.2:

 Encontrar las distancias máxima y mínima desde el origen a la curva 5x2+6xy+5y2-8 = 0.

 Solución:

 El problema consiste en determinar los valores extremos de J(x,y)=x2+y2 con la condición f(x,y)=

5x2+6xy+5y2-8 = 0.

 En primer lugar, se construye el Hamiltoniano

 H(x,y,λ) = x2 + y2 + λ·(5x2 + 6x·y+ 5y2 -8)

 Las ecuaciones (6.8) toman la forma
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 Multiplicando la primera ecuación por y  la segunda por x, y restando se obtiene:

 0)·(6 22 =− xyλ

 Luego y= ± x. Sustituyendo estos valores de y en la tercera de las ecuaciones se tiene:

 
42
12/1

2

2

=⇒=

=⇒=

Jx
Jx

 Luego el primer valor es un mínimo y el segundo valor es un máximo. Los puntos de mínimo son:

 )2/1,2/1()2/1,2/1( −−

 Y los de máximo

 )2,2()2,2( +−−

 La curva corresponde pues, a una elipse de semiejes 2 y 1 cuyo eje mayor hace un ángulo de 45

grados con el eje x.

♦ 
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6.3 OPTIMIZACION DE SISTEMAS DINAMICOS
Se va a introducir desde un punto de vista matemático, los elementos utilizados en el

cálculo de extremos de funciones en el problema de la optimización de sistemas dinámicos.

Con posterioridad se verá el porque de la optimización en el control de sistemas y sus

interpretaciones físicas.

Considérese una función escalar J(x,u) o índice de coste, o también índice de

realización; donde u es el vector de control, u∈ℜm y x es el vector de estados, x∈ℜn.

ℜ→ℜ ×mnuxJ :),(

Hay que comentar que el vector x de las secciones anteriores ahora está formado por

las componentes del vector de estados del sistema (que se denomina también por x) y por el

vector de control u.

Supóngase que la descripción matemática del sistema esta dada por:

0),( =uxf (6.10)

El vector auxiliar x se determina para un u determinado a partir de la ecuación (6.10),

luego f es un conjunto de n funciones escalares f∈ℜn.

Se plantea el siguiente problema de extremos condicionados: Encontrar el vector u que

minimice la función J(x,u) y que satisfaga la condición f(x,u)=0.

Para encontrar las condiciones necesarias y suficientes para un extremo local de J(x,u)

que satisfaga además f(x,u)=0, se puede proceder como en la sección anterior.

Defínase el Hamiltoniano

),(·),(),,( uxfuxJuxH Tλλ += (6.11)

donde λ∈ℜn, es un multiplicador de Lagrange que debe determinarse. Como se vio en la

sección anterior, los puntos de mínimo deben cumplir la condición necesaria:
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Las ecuaciones (6.12) son similares a las ecuaciones (6.9) ya que el vector

x=(x1,x2,...,xn) de la sección anterior equivale en este caso al vector (x,u).

Las ecuaciones (6.12b) y (6.12c) representan en realidad una única ecuación, que

señala que la derivada del Hamiltoniano con respecto a cada una de las variables de la

función f es nula. La ecuación (6.12a) sólo hace constatar la ecuación de ligadura.

Se define el vector gradiente de una función escalar como un vector columna, luego:
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El Jacobiano de f con respecto a x es una matriz de n x n
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donde f es una matriz de n x m.

De forma análoga se define 
x
JJ x ∂

∂
≡  y 

u
JJu ∂

∂
≡ .

Luego las ecuaciones (6.12) se pueden expresar de la siguiente forma:
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Es interesante hacer notar lo siguiente. Los incrementos en H dependen de los

incrementos en x, u y λ en aproximación de primer orden de acuerdo con la ecuación:

λλ dHduHdxHdH TT
u

T
x ++=

Se observa que las ecuaciones (6.13) permiten tratar los incrementos dx y du como si

fueran independientes, ya que de la condición de mínimo dH=0, se han deducido las

ecuaciones (6.12). En realidad dx y du don incrementos dependientes, ya que x y u están

relacionados por la ecuación (6.10), sin embargo, la introducción del vector de

multiplicadores λ permite solucionar dx y du “como si” fueran independientes. Mediante la

introducción de los multiplicadores de Lagrange se ha reemplazado el problema de

minimizar J(x,u) sujeta a las ligadura f(x,u)=0, por el problema de minimizar H(x,u,λ) sin

ligaduras.

Se va a obtener ahora una condición que garantice que el punto estacionario obtenido

de (6.13) es un mínimo.

El desarrollo en serie de Taylor para los incrementos de J y f es:
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donde 
xu
ff xu ∂∂
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·

2

 y así sucesivamente.

Para introducir el Hamiltoniano, se utilizan las ecuaciones anteriores para obtener:
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Para un punto estacionario f=0, ya que esa es la ligadura para todo punto, y dJ debe ser

también nulo, para incrementos de primer orden, para todos los incrementos dx, du. Como f

es igual a cero, df también es igual a cero, luego en aproximación de primer orden se debe

verificar Hx=0, Hu=0 como en (6.13), luego el primer termino de (6.16) es nulo.
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Para encontrar condiciones suficientes para el mínimo, nos fijamos en el segundo

término de (6.16). Antes introducimos en (6.16) la dependencia de dx con respecto a du. En

una aproximación de primer orden:

duffdxdufdxfdf uxux ·0 1−−=⇒=+= (6.17)

Sustituyendo esta relación en (6.16) se obtiene
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Para que el punto estacionario sea un mínimo, dJ en (6.18) debe ser positivo para todos

los incrementos du. Ahora bien, si sustituimos dx por su valor (6.17) en J(x,u) se obtiene que

J es sólo función de u, luego la ecuación (6.14) queda al ser Jxx=Jxu=Jux=0.

duJdudJ f
uu

T ···
2
1

= (6.19)

Donde f
uuJ  se define como el valor de la derivada segunda de J con respecto al valor u

cuando el valor de x se sustituye en función de u.

Igualando (6.17) y (6.18) se obtiene
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Luego si “la matriz de curvatura con la ligadura f igual a cero” dada por (6.20) es:

• Definida positiva → el punto estacionario es un mínimo.

• Definida negativa → el punto estacionario es un máximo.

• Indefinida→el punto estacionario es un punto de silla.

♦ Ejemplo 6.3: Superficie cuadrática con ligadura lineal

 Supóngase que la función de coste viene dada por la siguiente expresión:
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 Y la ligadura está dada por

 03),( =−= xuxf

 El Hamiltoniano es:

 )3·(
2
1 22 −++++=+= xuuxuxfJH T λλ

 Donde λ es un escalar. Las condiciones para determinar un punto estacionario son (6.13) o
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uxH
uxH

xH

u

x λ
λ

 Que tiene como solución x=3, u=-2, λ=-1, luego el punto estacionario es:

 (x, u)* = (3, -2)

 Para verificar que este punto estacionario es un mínimo se determina la matriz de curvatura con la

ligadura x=3.

 2=f
uuJ  = 2

 Como f
uuJ  es positiva, eso significa que el punto (x,u)* es un mínimo. El valor de J en el mínimo es

 J*(3,-2) = 0.5

♦ 

♦ Ejemplo 6.4: Indice de realización cuadrático con ligadura lineal.

 Considérese el siguiente índice de realización cuadrático
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 con la ligadura lineal

 cumxuxf −+= ·),(
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 Los contornos de J(x,u) son elipses; si J(x,u)= l/2, los semiejes mayor y menor son a l y b·l. La

ligadura f(x,u) es una familia de líneas rectas parametrizadas por c (Notar que u es la variable

independiente, estando x determinada por f(x,u)=0).

 El Hamiltoniano es:
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 Las condiciones para un punto estacionario son:
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 Para resolver este sistema de ecuaciones se utiliza la ecuación (3) para expresar el control optimo u

en términos del multiplicador de Lagrange.

 λ··2 mbu −=

 Sustituyendo este valor en (1) y resolviendo el sistema (1) y (2) se obtiene:

 222222

2

··
·

mba
c

mba
cax

+
−

=
+

= λ

 Con lo que el control óptimo es:

 

 222

2

·
···
mba
cmbu

+
=

 Para ver que este punto estacionario es un mínimo, se debe calcular la matriz de curvatura (6.20):

 22

2 1·
ba

mJ fuu +=

 Puesto que Jf
uu es siempre positiva, entonces el punto estacionario es un mínimo.

 El valor de la función de coste mínimo es:
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 222

2
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·
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2
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mba
cJ

+
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♦ 

♦ Ejemplo 6.5: Ligaduras múltiples

 Encontrar la distancia mínima entre la parábola dxbxay ++= ·· 2 y la línea recta cxy += .

 Solución:

 En el problema hay dos ligaduras:

 
0),(

0··),(

22222

1
2

11111

=−−=
=−−−=

cxyyxf
dxbxayyxf

 donde (x1, y1) es un punto de la parábola y (x2, y2) es un punto de la recta.

 Se considera como función de coste la mitad del cuadrado de la distancia entres los dos puntos:

 2
21

2
212211 )(

2
1)(

2
1),,,( yyxxyxyxJ −+−=

 Se introduce un multiplicador de Lagrange por cada ligadura. El Hamiltoniano es:

 )·()···()(
2
1)(

2
1

2221
2

111
2

21
2

21 cxydxbxayyyxxH −−+−−−+−+−= λλ

 Las condiciones para un punto estacionario son:

 0····2 111211
=−−−= bxaxxH x λλ (1)

 02212
=−+−= λxxH x (2)

 0·1211
=+−= λyyH y (3)

 02212
=++−= λyyH y (4)

 0·· 1
2

111
=−−−= dxbxayH λ (5)
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 0222
=−−= cxyH λ (6)

 De (5) se obtiene

 dxbxay ++= 1
2

11 ·· (7)

 De (2) y (4) se obtiene

 12122 yyxx −=−=λ (8)

 De (7) y (6) se obtiene

 cxdxxaxx −−++=− 21
2
112 · (9)

 Luego

 ))·1(··(
2
1

1
2
12 cdxbxax −+−+= (10)

 De (3) y (4), λ1=-λ2, por lo que de (8) y (10) λ1=x1-x2

 ))·1(··(
2
1

1
2
11 cdxbxa −+−+−=λ (11)

 Por último fijarse que la ecuación de la parábola es:

 0))·1(·2( 11 =−+ λbxa (12)

 o

 0))·1(·))·(1(··2( 1
2
11 =−+−+−+ cdxbxabxa (13)

 La ecuación cúbica (13) determina el x1 óptimo para unos valores dados de a, b, c y d. Si la recta

cruza la parábola, la(s) intersección(es) es la solución óptima. (En este caso λ1=λ2=0). En otro caso

habrá un único par de puntos distintos (x1, x2), (y1, y2 ).

 Una vez conocido x1, los valores de x2, y1 e y2 se determinan de (10), (7) y (8) respectivamente.

Sustituyendo estos valores en la función de coste se determina que la distancia mínima es *·2 J .

♦ 
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6.4 SOLUCIONES NUMERICAS
La solución analítica para el punto estacionario (x,u)* y el valor mínimo J* de la función

de coste, sólo es posible determinarlos en casos muy sencillos. En la mayoría de los casos

reales se deben utilizar métodos o algoritmos numéricos de optimización que se

implementan en programas para ser ejecutados en computadores. Algunos de los métodos

numéricos de optimización más utilizados son: el método del gradiente, el método del paso

descendente, el método de Fletcher-Powell, el método del gradiente conjugado, etc.

El programa MATLAB dispone de una potente librería de funciones denominada

Optimization Toolbox para la resolución de problemas de optimización.
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7.1 INTRODUCCION
En este capítulo se extiende el método del Tema 6 a la optimización de una función de

índice o coste, asociada con un sistema dinámico discreto que varía con el tiempo.

En el tema anterior se introdujo la función de coste como una función escalar que se

tenía que minimizar y después se introdujo las ligaduras entre las variables. En la

optimización de sistemas dinámicos, el proceso siempre es a la inversa. En primer lugar se

introducen las ecuaciones dinámicas que describen al sistema, y que constituyen

ecuaciones de ligadura. Estas ecuaciones están determinadas por la física del problema. La

función de coste se selecciona por el ingeniero para hacer que el sistema funcione de una

manera determinada.

En los Temas 1 y 2 se ha estudiado diversos métodos de diseño de controladores para

sistemas continuos y discretos, respectivamente. Esto métodos permiten colocar los polos

del sistema en lazo cerrado (en el caso de que el sistema sea controlable y observable) en

las posiciones que se especifiquen y que normalmente se fijan en función del

comportamiento deseado en el transitorio y en el estacionario (velocidad de respuesta,

sobreelongación máxima, tiempo de asentamiento, errores en el estado estacionario, etc.).

No obstante, existen muchos casos en los que no resulta sencillo saber donde colocar los

polos del sistema en lazo cerrado.

Por ejemplo, supóngase el caso de un motor del que se desea obtener una respuesta

dinámica muy rápida. Lógicamente se deberán situar los polos muy alejados del origen del

plano s, lo que hará que la señal de control tome valores muy elevados, que incluso pueden

llegar a superar el valor máximo del actuador, haciendo que la señal de control se sature, es
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decir, quede limitado a su valor máximo. Así, si la máxima salida que puede dar el actuador

es de 5 Voltios, puede ocurrir que para conseguir una velocidad de respuesta muy rápida se

requiera una señal de control superior a los 5 Voltios, como esta señal no puede ser

suministrada por el actuador, la respuesta del motor no sería la establecida por los polos en

lazo cerrado del sistema. Por ello en muchos casos es necesario limitar la velocidad de

respuesta de un sistema al valor que puede conseguirse sin llegar a la saturación de la

señal de control.

Existen también muchos problemas de control en que las especificaciones de diseño se

hacen en forma de limitaciones de ciertas variables de estado y que resultan imposibles de

especificar de forma sencilla como asignación de polos.

Otra razón para el control óptimo está en que el sistema puede que no sea controlable,

por lo que existirá una región del espacio de estados a la que el sistema no puede llevarse,

por lo que no todos los polos del sistema se podrán situar donde se desee. La teoría del

control optimo permitirá en estos casos, siempre que la parte no controlable sea estable,

que el sistema se comporte de una forma aceptable.

7.2 SOLUCION AL PROBLEMA GENERAL DE LA OPTIMIZACION
DISCRETA

7.2.1 Formulación del problema
Supóngase que la planta está descrita por la siguiente ecuación general dinámica, no

lineal, discreta en el tiempo:

),(1 kk
k

k uxfx =+ (7. 1)

La condición inicial es x0. El superíndice en la función f significa que en general está

función será variable con el tiempo. Se supone que el vector de estado xk es de dimensión

n, y que el vector de control uk es de dimensión m. La ecuación (7.1) es la ecuación de

ligadura ya que permite determinar el valor del estado en k+1 en función del vector de

control y del vector de estado en el tiempo k,. Claramente f∈ℜn.

Supóngase que se tiene asociado una función coste o índice de comportamiento dado

por la expresión general.
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∑
−

=

+=
1

),(),(
N

ik
kk

k
Ni uxLxNJ φ (7. 2)

Donde:

• [i, N] es el intervalo de tiempo en el que se está interesado en el comportamiento

del sistema.

• φ(N, xN) es una función del tiempo final N y del valor del estado en dicho instante.

• Lk(xk, uk) es una función del estado y del control en los instantes k del intervalo [i,

N], en general será variable con el tiempo (de ahí el superíndice k).

 El problema de control óptimo consiste en determinar el control u*
k en el intervalo [i,N]

que hace que el sistema (7.1) evolucione según los estados x*
k  de modo que se minimiza la

función de coste (7.2)

 

♦ Ejemplo 7.1:  Algunas funciones de coste útiles

a)  Problemas de Tiempo Mínimo

Supóngase que se desea encontrar el control uk que lleva al sistema de un estado inicial x0 a un

estado final deseado x en un tiempo mínimo N. En este caso, es posible, seleccionar la función de

coste como:

∑
−

=

==
1

0
1

N

k
NJ

y especificar la condición frontera

xxN =

En este caso φ=N y L=0, o de forma equivalente φ=0 y L=1.

b)  Problemas de Combustible Mínimo

Supóngase que la acción de control es función directa de la cantidad de combustible o fuente de

energía necesaria para controlar el sistema, como en misiles, aviones o control de temperatura de

hornos y calefacciones.

Para determinar el control escalar uk que lleva al sistema desde x0 a un estado final deseado x en un

tiempo fijo N utilizando el mínimo combustible, se puede utilizar:



TEMA 7: Control óptimo de sistemas discretos

246

∑
−

=

=
1

0

N

k
kuJ

Ya que el combustible quemado es proporcional a la magnitud del vector de control. En este caso φ

=0 y Lk=|uk|. La condición frontera es, también esta vez, xN=x.

c)  Problemas de energía mínima

Supóngase que se desea determinar el vector de control uk que minimice la energía del estado final y

de todos los estados intermedios, así como la del control utilizado para conseguirlo. Supóngase que

se fija el instante final en N. Se puede utilizar como función de coste:

( )∑
−

=

++=
1

0
·····

2
1···

2
1 N

k
k

T
kk

T
kN

T
N uurxxqxxsJ

Donde s, q y r son factores escalares de peso. En este caso:

)·····(
2
1···

2
1

k
T
kk

T
kN

T
N uurxxqLxxs +==φ

son funciones cuadráticas.

Minimizar la energía corresponde, de alguna manera, a mantener el estado y el control próximos a

cero. En el caso de que sea más importante mantener pequeños a los estados intermedios, se debe

elegir un valor de q elevado, para que influya más en J, función que se desea minimizar.

Por otra parte, si es más importante que la energía de control sea pequeña, entonces se debe

seleccionar un valor elevado de r.

Finalmente si se está interesado en un valor pequeño del estado final, entonces el valor de s debe ser

elevado.

Para mayor generalidad se pueden elegir matrices de peso Q, R y S en lugar de escalares.

♦ 

7.2.2 Solución al problema
Para determinar la secuencia de control óptima u*

i, u*
i+1,..., u*

N-1 que minimiza J se utiliza

el método de los multiplicadores de Lagrange (explicado en el Tema 6).

Como en cada instante k del intervalo [0, N] existe una ligadura dada por (7.1), se debe

introducir un multiplicador de Lagrange en cada instante. Como la ligadura es un vector de
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dimensión n, se introduce el multiplicador λk ∈ ℜn, y se añade la ligadura (7.1) a la función

de coste (7.2) para obtener una función de coste aumentado J1.

[ ]∑
−

=
++ −++=

1

0
11

1 )),((),(),(
N

k
kkk

kT
kkk

k
N xuxfuxLxNJ λφ (7. 3)

Se define el Hamiltoniano como:

),(),(),( 1 kk
kT

kkk
k

kk
k uxfuxLuxH ++= λ (7. 4)

Por lo que la función de coste modificando algunos índices se puede escribir en la

forma:
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T
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k
N

T
NN xuxHuxHxxNJ λλφ (7. 5)

Con respecto al Tema 6 se tienen las siguientes diferencias: el Hamiltoniano no incluye

a xk+1 y se define un Hamiltoniano para cada instante k.

Se van a examinar a continuación los incrementos en J1 debido a incrementos en las

variables xk, uk y λk. Supóngase que el tiempo final N  es fijo. De acuerdo con la teoría de los

multiplicadores de Lagrange, el incremento dJ1 debe de ser cero en un punto de mínimo. El

incremento en la función de coste se puede escribir de la siguiente forma:
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(7. 6)

Donde

k

kk
x x

H
H

k ∂
∂

=

y así sucesivamente. Las condiciones necesarias para un mínimo son ahora:
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1-N 0,...,k0(c)
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(7. 7)

Estas condiciones se obtienen de los términos incluidos en los sumatorios y del

coeficiente du0. De los otros términos se obtiene:
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(7. 8)

Del examen de las ecuaciones (7.3) y (7.4) se puede ver que λ0 no aparece en J1. La

definición de los λ se ha hecho de modo que el índice inferior en (7.7b) se puede tomar 0 en

lugar de como 1, ya que λ0=0, obteniéndose así una notación más limpia.

Si se comparan las ecuaciones (7.7) con las (6.13), se puede ver que son muy

similares, salvo que en este caso las ecuaciones se deben de verificar para cada instante k

del intervalo [0, N-1]. A la condición (7.7c) se le denomina la condición de estacionaridad.

Si escribimos las ecuaciones (7.7) de forma explícita en términos de Lk y f k utilizando la

ecuación (7.4) se obtiene las fórmulas del Cuadro 7.1.

La igualdad (7.9a) es la ecuación de ligadura o ecuación del sistema. Es una ecuación

recursiva que se evalúa hacia adelante para calcular los estados xk. Por el contrario la

ecuación (7.9b) es la ecuación del co-estado una ecuación recursiva para los

multiplicadores λk que se evalúa hacia atrás.

Se obtiene, pues, que los multiplicadores de Lagrange, introducidos de forma ficticia, es

una variable que tiene una ecuación dinámica propia. A λ se le suele denomina el co-estado

del sistema, y la ecuación (7.9b) se denomina sistema adjunto. El sistema (7.9a) y el

sistema (7.9b) son ecuaciones en diferencias acopladas, y definen un problema de valores

de frontera en dos puntos, ya que las condiciones frontera necesarias para la solución, son

el estado inicial x0 y el co-estado final λN.
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Problema general de optimización discreta

Modelo del sistema ),(1 kk
k

k uxfx =+

Función de coste
∑
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1

0
),(),(

N

k
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k
N uxLxNJ φ

Hamiltoniano ),(),(),( 1 kk
kT

kkk
k

kk
k uxfuxLuxH ++= λ

Controlador Optimo

Ecuación de estado
),(f k

1
1 kk

k

k

k uxHx =
∂
∂

=
+

+ λ
                       (7. 9a)

Ecuación del co-estado
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Condición estacionaria
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Condiciones frontera
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Cuadro 7.1

La condición de estacionaridad (7.9c) permite que el control óptimo uk se exprese en

términos del co-estado. Se da así la situación paradójica de que para obtener el control

óptimo sea necesario previamente el cálculo del co-estado λk.

Las ecuaciones (7.8) especifican las condiciones frontera necesarias para resolver las

ecuaciones en diferencias (7.9). La primera de ellas impone una condición en el instante

final N, mientras que la segunda la impone en el instante inicial. En nuestras aplicaciones, el

sistema comenzará siempre en un estado inicial conocido x0. Por lo que al ser este valor fijo

dx0=0, y no existe pues ninguna restricción al valor de H0
x0. Por lo que siempre se puede

ignorar (7.8b) y utilizar como condición inicial el valor x0.
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Para la ecuación (7.8a), si el estado final se fija, se usa el valor de dicho estado xN,

como condición terminal del sistema de ecuaciones, ya que en ese caso dxN=0, y se cumple

la condición (7.8a).

En el caso de que no se esté interesado en un determinado valor final del vector de

estado, entonces xN puede variarse en la búsqueda de la solución óptima. En este caso dx0

no es cero, por lo que la ecuación (7.8a) requiere que se verifique

N
N x∂

∂
=

φλ (7. 10)

Que es la condición final del co-estado.

En resumen, la condición inicial para el problema del valor frontera en dos puntos es el

estado inicial x0. La condición final es, o bien un valor deseado para xN, o el valor (7.10) de

λN.

7.3 CONTROL ÓPTIMO DE SISTEMAS DINÁMICOS, LINEALES Y
DISCRETOS

7.3.1 Formulación del problema
Supóngase que la dinámica del sistema viene dada por una ecuación en diferencias,

lineal, discreta, en variables de estado de la forma

kkk uGxFx ··1 +=+ (7. 11)

Donde:

x es el vector de estados de dimensión n x 1.

u es el vector de control de dimensión m x 1.

F y G son matrices constantes conocidas de dimensiones n x n y n x m

respectivamente.

El estado inicial x0 se supone conocido. Como en el caso del control por realimentación

de variables de estado (ver sección 2.8), se busca una ley de control lineal de la forma:

kk xKu ·−=
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Donde K es una matriz de ganancia que se determinará de modo que se minimice una

determinada función de coste o índice de realización J, que se expresa como el sumatorio

de una forma cuadrática en los estados y de una forma cuadrática en el control

( )∑
−

=

++=
1

0
·····

2
1···

2
1 N

k
k

T
kk

T
kN

T
N uRuxQxxSxJ (7. 12)

Donde S, Q y R son matrices simétricas, semidefinidas positivas y se supone, además,

que R  es distinto de cero. El intervalo de control es [0, N], luego se debe encontrar la

secuencia u0, u1,...,un-1 que minimiza J.

Normalmente el tiempo final será infinito, lo cual indica que se está interesado en la

evolución del sistema de ahora en adelante, incluyendo pues los estados transitorio y

estacionario. No obstante en algunos casos el tiempo N es finito y con un valor fijo, como

ocurre en los problemas de guiado de misiles en los que se está interesado en la evolución

del móvil hasta un instante de tiempo finito y fijo en el que se producirá el contacto con otro

cuerpo, en estos casos, el intervalo de control va decreciendo hasta anularse, instante en el

que finaliza el proceso de control.

Las matrices Q, R y S se conocen como matrices de peso del estado, del control y del

estado final, respectivamente. El problema estriba en dadas unas matrices Q, R, S, F y G

encontrar la matriz K que minimiza la función de coste. En este punto, el problema deja de

ser un problema de control para convertirse en un problema de cálculo numérico.

Surge la siguiente pregunta “¿Como se eligen las matrices S, Q y R?”. El problema no

es sencillo, ni existe un método general aplicable a todos los casos. En realidad, rara vez se

va a encontrar un problema real cuyo último objetivo de diseño sea minimizar una función de

coste. Precisamente el problema suele residir en encontrar una formulación matemática que

exprese los objetivos de diseño.

La ventaja de la formulación del objetivo de diseño en la forma realizada es que permite

un compromiso práctico entre la formulación real del problema, que no se puede resolver, y

la formulación de un problema artificial que si se puede resolver. Este método no es extraño

y aparece en muchos contextos de las ciencias y de la ingeniería.

El objetivo del diseñador del sistema de control estriba, pues, fundamentalmente en la

selección de las matrices S, Q y R.
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El término cuadrático xT·Q·x es una medida de lo que se aparta el estado del sistema en

el instante k del valor de origen x0, y el término uT·R·u representa la penalización o coste del

control.

La matriz de peso Q especifica la importancia relativa de unos a otros que se concede a

los elementos del vector de estado.

♦ Ejemplo 7.2:

 Supóngase que x1 representa el error del sistema (diferencia entre variables de salida y valor de

referencia deseado), y que x2 representa su derivada. Si sólo interesa imponer limitaciones al valor

del error y no a su derivada, se puede seleccionar la matriz Q como

 







=

00
01

Q

 Lo que produce la forma cuadrática

 2
1·· xxQxT =

 Pero esta elección como función de peso del estado puede conducir a un sistema de control para el

que la velocidad x2 es mayor de lo que se desea. Para limitar la velocidad, la forma cuadrática debe

de incluir un factor de peso en la velocidad, por ejemplo

 2
2

22
1 ··· xcxxQxT +=

 Lo que hace que la matriz de peso Q tenga la siguiente forma:

 







= 20

01
c

Q

♦ 

Un caso muy interesante surge cuando se está interesado únicamente en la influencia

del estado en la salida del sistema.

Cxy =

Si el sistema es de una sola salida, entonces

xCy T=
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Si se quiere limitar las variaciones en la señal de salida un criterio apropiado de

minimización es:

xCCxy TT ···2 =

Luego en este caso

TCCQ ··=

Lo dicho para el vector de estados y la matriz Q es extensible al vector de control, a la

matriz R, al estado final y a la matriz S. Alguna de las matrices puede hacerse cero, lo que

implicaría que no se pone ninguna restricción sobre dicho elemento.

Si por ejemplo R es nulo, la señal de control no está sometida a ninguna limitación, lo

que puede hacer que la señal de control generada por el controlador sea superior a la

máxima que puede producir el actuador (dispositivo físico que produce la señal de control

que actúa sobre la planta), lo que hará que éste se sature. Esta saturación puede llevar

incluso a la inestabilidad del sistema, aunque en el diseño, sin tener en cuenta la saturación,

el sistema en lazo cerrado es estable.

La relación entre las matrices de peso Q, S y R y el comportamiento dinámico del

sistema en lazo cerrado depende, por supuesto, de las matrices F y G, y en general la

relación es muy compleja. Como ya se ha señalado con anterioridad, lo normal es seguir un

proceso interactivo, determinando el valor de K para distintos valores de las matrices de

peso, y elegir aquellas que produzcan un mejor resultado en la simulación.

Para resolver el problema lineal, cuadrático se define, en primer lugar el Hamiltoniano,

en la forma:

( ) ( )kk
T
kk

T
kk

T
k

k uGxFuRuxQxH ·······
2
1

1 +++= +λ (7. 13)

Teniendo en cuenta la relación existente entre la ecuación (7.4) y la (7.13), la solución

del Cuadro 7.1 da las siguientes ecuaciones de estado y de co-estado o ecuación adjunta.

kk
k

k

k uGxFHx ··
1

1 +=
∂
∂

=
+

+ λ
(7. 14)

1·· ++=
∂
∂

= k
T

k
k

k

k FxQ
x
H λλ (7. 15)
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Y la ecuación de control o ecuación estacionaria

1··0 ++=
∂
∂

= k
T

k
k

k

GuR
u
H λ (7. 16)

Se deben definir también las condiciones frontera. Como ya se ha señalado, el estado

inicial x0 se supone conocido, lo que fija una de las condiciones. Para la otra, se supone que

el estado final xN no se fija, luego la condición frontera se obtiene de la ecuación (7.10),

como φ=(1/2)·xN
T·S·xN toma la forma:

NN
N

N xS
x

·=
∂
∂

=
φλ (7. 17)

Se tiene perfectamente especificado el problema de control óptimo para sistemas

lineales, discretos con función de coste cuadrático. Consiste en dos ecuaciones en

diferencias (7.14) y (7.15), con el control dado por (7.16), con la condición inicial dada y con

el valor final de λ dado por (7.17).

7.3.2 Solución del problema
Supóngase que se verifica una relación como la (7.17) para todo tiempo k ≤ N.

kkk xS ·=λ (7. 18)

Ahora (7.16) se puede poner

)···(···· 111 kkk
T

kk
T

k uGxFSGxSGuR +−=−= +++

Despejando uk se obtiene

( ) kk
T

k
T

k xFSGGSGRu ······ 1
1

1 +

−

++−= (7. 19)

Sustituyendo (7.18) en (7.15) se obtiene

kkk
T

kk xQxSFxS ···· 11 += ++ (7. 20)

Utilizando la ecuación (7.14) para xk+1, se obtiene

( ) kkkk
T

kk xQuGxFSFxS ······ 1 ++= + (7. 21)

En la expresión anterior,  utilizando (7.19) para uk se obtiene:



Apuntes de Automática II

255

( )[ ] kkk
T

k
T

kk
T

kk xQxFSGGSGRGxFSFxS ············ 1
1

11 ++−= +

−

++

Y llevando todos los términos a un lado se obtiene

( )[ ] 0··········· 1
1

111 =−++− +

−

+++ kk
T

k
T

k
T

k
T

k xQFSGGSGRGSFFSFS (7. 22)

Como la ecuación (7.22) se debe verificar para cualquier xk, la matriz debe ser

idénticamente nula, de lo que se deduce la siguiente ecuación de recurrencia hacia atrás

para Sk.

( )[ ] QFSGGSGRGSSFS k
T

k
T

kk
T

k ++−= +

−

+++ ········ 1
1

111 (7. 23)

La condición frontera para (7.23) es conocida y está dada por la relación (7.17). Se ha

encontrado, pues, una secuencia de valores de S que hace que se cumpla la relación (7.18)

para todo k≤N.

Como la matriz SN y las matrices Q y R son simétricas también lo son las matrices Sk. A

la ecuación (7.23) se le denomina ecuación de Riccati. A menudo se suele escribir en la

forma:

QFMFS k
T

k += + ·· 1 (7. 24)

donde:

( ) 1
1

1111 ······ +

−

++++ +−= k
T

k
T

kkk SGGSGRGSSM (7. 25)

La matriz que debe invertirse (R+GT·Sk+1·G) tiene la misma dimensión que el vector de

control, que suele ser menor que el número de estados. Para sistemas de una entrada y una

salida es, pues, un escalar.

Las ecuaciones (7.24) y (7.25) deben de resolverse hacia atrás con la condición inicial

SN. Para determinar uk se utiliza (7.19) para obtener

kkk xKu ·−=      (7. 26)

donde

( ) FSGGSGRK k
T

k
T

k ····· 1
1

1 +

−

++=     (7. 27)
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A Kk se le denomina ganancia de Kalman y es la ganancia de realimentación óptima que

se estaba buscando. El procedimiento de cálculo se resume en el Cuadro 7.2.

1)  Condiciones iniciales  KN ← 0; SN

2)  Hacer k ← N

3)  Hacer Mk  ← Sk- Sk·G·(R+GT·Sk·G)-1·GT·Sk

4)  Hacer Kk-1 ← (R+GT·Sk·G)-1·GT·Sk·F

5)  Guardar Kk-1

6)  Hacer Sk-1 ← FT·MK·F+Q

7)  Hacer k ← k-1

8)  Ir al paso 3

Cuadro 7.2: Algoritmo de cálculo

Independientemente de cual sea el estado inicial x0, para aplicar el control a una planta

dada, siempre se utilizan las ganancias calculadas con el algoritmo anterior, que deben por

ello estar almacenadas en un computador.

De la ecuación de estados (7.11) y de la ley de control (7.26) se obtiene la función de

transferencia en lazo cerrado

( ) kkk xKGFx ··1 −=+ (7. 28)

que permite calcular la trayectoria óptima de los estados.

Un aspecto importante que hay que hacer notar es que aunque el sistema es invariante

en el tiempo (las matrices F y G son constantes) se obtiene una ley de realimentación

variable en el tiempo, es decir, la ganancia K depende del instante k. No obstante, estos

valores pueden ser calculados y guardados para su uso posterior, siempre que la longitud N

del intervalo de control sea conocida. Esto es así debido a que, como se muestra en el

Algoritmo 2.1, no se necesita el estado inicial x0 para el cálculo de las ganancias;  luego,

independientemente de cual sea el estado inicial del sistema, la ley de control es la misma.
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Regulador Discreto Lineal Cuadrático

Modelo del sistema
kkk uGxFx ··1 +=+      k>0, x’0 dado

Función de coste ( )∑
−

=

++=
1

0
·····

2
1···

2
1 N

k
k

T
kk

T
kN

T
N uRuxQxxSxJ

Suposiciones S ≥ 0, Q ≥ 0, R ≥ 0  y simétricas

Ley de realimentación óptima

( )[ ] QFSGGSGRGSSFS k
T

k
T

kk
T

k ++−= +

−

+++ ········ 1
1

111       k < N, SN dado

( ) FSGGSGRK k
T

k
T

k ····· 1
1

1 +

−

++=        k<N

kkk xKu ·−=     k<N

000
* ···

2
1 xSxJ T=

Cuadro 7.3

Con la ley de control óptima se obtiene, después de algunos cálculos, que la función de

coste óptima es:

000
* ···

2
1 xSxJ T= (7. 29)

Este resultado es interesante. Como se ha visto, la secuencia Sk puede calcularse antes

de que se aplique la ley de control, por lo que un estado inicial x0 se puede utilizar (7.29)

para determinar el valor de la función de coste que se obtiene al aplicar el control óptimo

¡¡antes de que se aplique!!.

En general cualquier tiempo k del intervalo [0, N] puede considerarse como el intervalo

inicial del subintervalo [k,N], de modo que el valor de la función de coste para ese

subintervalo es:

kk
T
kk xSxJ ···

2
1* = (7. 30)
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Lo que significa que dado el estado actual xk se puede calcular el “coste restante” de

aplicar la ley de control desde los tiempos k a N.

En el Cuadro 7.3 resumen las ecuaciones de control óptimo para sistemas lineales,

discretos, con función de coste cuadrática.

Aunque el problema se ha resuelto con las matrices F, G, Q y R constantes, el resultado

del Cuadro 7.3 es válido para sistemas variables en el tiempo Fk, Gk, Qk y Rk, sin más que

añadir los subíndices a estas matrices en todos los resultados anteriores. Las

demostraciones son idénticas. El hecho de haber considerado el caso invariante en el

tiempo ha sido por simplificar un poco la notación.

Salvo en los casos más sencillos, la solución del problema de control óptimo requiere el

uso de un computador. Existe un gran número de paquetes matemáticos que permiten

resolver la ecuación de Riccati.

♦ Ejemplo 7.3:. Control digital de un circuito RC

 

+
-
+
-

R

C +
- x(t)u(t)

 Figura 7.1: Circuito RC

 El circuito RC de la Figura 7.1 tiene como ecuación de estado continua:

 uxx ·1·1
ττ

+
−

=&

 Con la constante de tiempo τ = 5, de modo que se tiene

 uxx ·2.0·2.0 +−=&

 Se desea controlar la tensión del condensador x(t) aplicando a la entrada u(t), por un

microprocesador, sólo en los instantes k·T. El microprocesador también muestrea x(t) en cada
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periodo de muestreo T. Se supone que T=0.5 seg (para un buen control se debería seleccionar

T<(τ/10)).

 El sistema discreto tiene por ecuación:

 kkk ugxfx ··1 +=+

 Pasando de continuo a discreto se obtiene que

 









−==

−−
ττ
TT

egef 1

 En este caso f=0.9048 y g=0.0952.

 Supóngase que se desea que el control uk y el estado xk tomen un valor pequeño en un intervalo de

5 segundos, cualquiera que sea el valor inicial x0 de que se parta. En ese caso N=5/T=10. Para

expresar estos objetivos matemáticamente, se selecciona la función de coste

 ∑
−

=

++=
1

0

222 )··(·
2
1··

2
1 N

k
kkN urxqxsJ
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 Figura 7.2: Simulación de la dinámica de la planta: (a) Estado x sin control (línea punteada) y con

control óptimo con q=1, r=1, sN=100 y x0=10 (línea continua). (b)Señal de control u.

 En este caso las ecuaciones (7.27) y (7.23) toman la forma:



TEMA 7: Control óptimo de sistemas discretos

260

 

q
rsg

srf
s

rsg
sgf

K

k

k
k

k

k
k

+
+

=

+
=

+

+

+

+

1
2

1
2

1
2

1

·
··

··

 Haciendo sN muy elevado se puede forzar a que el valor de xN sea muy pequeño.

 La Figura 7.2 muestra el valor del estado y del control cuando no existe ninguna acción de control, y

cuando el control óptimo se determina con q=1, r=1, sN=100 y x0=10.

♦ 

♦ Ejemplo 7.4: Control digital de un integrador doble

 Muchos sistemas pueden describirse por la siguiente ecuación diferencial (por ejemplo la ley de

Newton m·a=F).

 u
dt
yd

=2

2

 Su función de transferencia es G(s)=1/s2.

 Si se introducen los estados x1=y, x2= y& , se obtiene la representación de estados:

 

[ ] xy

uxx
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·
00
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+








=&

 Si se muestrea al sistema utilizando un retenedor de orden cero, con el periodo de muestreo T, se

obtiene el siguiente modelo de estados discretos:
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 Se supone un periodo de muestreo T=0.01 seg. Las matrices de coste Q y S se eligen

arbitrariamente como:

 







==

00
01

QS
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 Figura 7.3: Ganancias k1 y k2 para r=1 (línea sólida), r=0.1 (línea discontinua) y r=0.01 (línea

punteada).
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 Figura 7.4: Representación de los estados x1 (línea sólida) y x2 (línea discontinua) y de la señal de

control u (línea punteada) para r=1.
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 Figura 7.5: Representación de los estados x1 (línea sólida) y x2 (línea discontinua) y de la señal de

control u (línea punteada) para r=0.1.
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 Figura 7.6: Representación de los estados x1 (línea sólida) y x2 (línea discontinua) y de la señal de

control u (línea punteada) para r=0.01.

 Estas matrices indican que se “pesa” el valor de la señal y, pero no el de la velocidad y& .

 La matriz R es en este caso un escalar r, pues sólo hay una señal de control. Se puede investigar la

influencia de este factor de peso, las Figuras 7.3 - 7.6 se muestran los valores de la ganancia K=[k1,

k2], de los estados x=[x1,x2]T y del vector de control u para r = 1.0, r= 0.1 y r=0.01. El número de
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pasos considerado es de N=50, lo que para un periodo de muestreo de T=0.1 seg, significa que el

tiempo total es de t=5 seg. Por otra parte, se considera como estado inicial x1=1 y x2=0.

 Como se puede observar, las ganancias permanecen constantes durante la mayor parte del intervalo

de control, siempre que este sea grande comparado con el transitorio de las ganancias. Este

importante aspecto será estudiado en la siguiente sección.

 De las Figuras 7.4 - 7.6 se desprende que un aumento en el valor de r hace que disminuya la

magnitud de la señal de control u.

♦ 

Incluso en los problemas más sencillo, como los presentados en los ejemplos

anteriores, resulta muy laborioso realizar los cálculos de forma manual, por lo que estos se

realizan con la ayuda de un computador.

El algoritmo indicado en el Cuadro 7.2 y la evolución del sistema (7.10), con el control

(7.26) son muy fáciles de programar en un computador, lo que permite realizar el estudio

con comodidad. En este sentido es muy recomendable resolver los ejemplos anteriores

utilizando paquetes software tipo Matlab para el análisis y síntesis de controladores óptimos.

7.4 SOLUCION EN EL ESTADO ESTACIONARIO

7.4.1 Consideraciones generales
Como se ha visto, a pesar de considerar sistemas invariantes en el tiempo, la ganancia

solución al problema de control óptimo Kk es variante en el tiempo. Supóngase que se desea

encontrar en un intervalo de control infinito la ganancia de control K que minimiza la función

de coste:

( )∑
∞

=
∞∞∞ ++=

0
·····

2
1···

2
1

k
k

T
kk

T
k

T uRuxQxxSxJ (7. 31)

En este caso el instante final es infinito N=∞. La forma cuadrática en S se debe

entender en el sentido que se impone un peso distinto al estado final que al resto de los

estados. Como se verá más adelante, esto no plantea ninguna incongruencia en los casos

que son de interés.

Supóngase que se parte de un estado inicial, S∞, para determinar la ley de control

óptima según el algoritmo 2.1. Según se calcula Sk se pueden tener las siguientes formas de

comportamiento de la secuencia:



TEMA 7: Control óptimo de sistemas discretos

264

a)  Converger a una matriz en el estado estacionario que puede ser cero,

definida positiva o semidefinida positiva.

b)  No converger a ninguna matriz finita.

Si la secuencia converge, entonces para un número elevado de iteraciones se verifica

que S≡ Sk≡ Sk+1. Por lo que en el límite la ecuación de Riccati toma la siguiente forma que no

tiene ninguna dependencia temporal:

( )[ ] QFSGGSGRGSSFS TTT ++−=
− ······ 1

(7. 32)

A esta ecuación se le denomina ecuación algebraica de Riccati (EAR).

Al igual que la matriz SN, la matriz S∞ es simétrica y definida positiva. Sin embargo, la

solución a la ecuación algebraica (7.32) puede tener soluciones no semidefinidas positivas,

no simétricas e incluso complejas. Por lo que, para un S∞ dado, no todas las soluciones a

EAR son soluciones en el estado estacionario de la ecuación variante en el tiempo. Por

supuesto si la solución límite o estacionaria  a (7.23), S , existe, es una solución de (7.32).

En este caso la ganancia de Kalman en estado estacionario es:

( ) FSGGSGRK TT ····· 1−
+= (7. 33)

Se trata de una ganancia constante de realimentación. En algunos casos, en lugar del

control óptimo (7.26) y (7.27) puede ser aceptable utilizar una ley de realimentación

invariante en el tiempo

kk xKu ·−= (7. 34)

El valor de la función de coste asociado a la estrategia de control estacionaria (7.34) se

puede demostrar que está dada por:

00 ···
2
1 xSxJ T=∞ (7. 35)

Otro resultado interesante en el estado estacionario es que si (F, G) es estabilizable y

(F, C) observable entonces la ley de control constante uk=-K ·xk es el control óptimo para un

problema de control particular, aquel que minimiza la función de coste en un intervalo infinito

de tiempo. Esto es, aquel que minimiza
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( )∑
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=
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·····
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T
kk

T
k uRuxQxJ (7. 36)

♦ Discusión adicional:

Analizando los resultados obtenidos en esta sección pueden surgir las siguientes preguntas:

1)  ¿Cuando existe una solución estacionaria S  a la ecuación de Riccati para todas las

elecciones de S∞?

2)  En general, la solución límite S  depende de la condición frontera S∞. ¿Cuando es S  la

misma para todas las elecciones de S∞?

3)  ¿Cuando es el sistema en lazo cerrado estable?

Las respuestas a estas preguntas están ligadas a las propiedades dinámicas del sistema (7.11) con

el índice de realización (7.12).

No se va a realizar un estudio detallado, sino que sólo se presentarán aquellos hechos que son

importantes para la mayoría de los diseños. Estos hechos se resumen en los siguientes teoremas

que además sirven para responder a las tres preguntas anteriormente formuladas.

- Teorema 7.1: Si el par (F, G) es estabilizable1, entonces para toda elección S∞ existe una solución

límite acotada S  a (7.23). Además, S es una solución semidefinida positiva a la ecuación de Riccati

(7.32).

Es importante hacer notar que ni la solución al problema de control óptimo del Cuadro 7.3, ni en los

ejemplos posteriores se hizo ninguna referencia a la controlabilidad de la planta. Independientemente

de las propiedades de controlabilidad de la planta, el control óptimo tratará de hacer lo mejor posible

la minimización de la función de coste.

El teorema anterior muestra que si en realidad la planta es estabilizable, entonces existe una solución

limite infinita, S , a la ecuación de Riccati. Esto significa que cuando el intervalo de control [0, N]

tiende a infinito, la función de coste óptimo J* permanece acotada. Como R>0, el hecho anterior

garantiza que el control óptimo u*
k  tampoco tiende a infinito.

El Teorema 7.1 a veces se enuncia en términos de la condición más fuerte de alcanzabilidad (la cual

implica la estabilizabilidad), y que puede comprobarse examinando el rango de la matriz de

alcanzabilidad discreta (que es igual que la matriz de controlabilidad discreta).

                                                          
1 Un sistema se dice que es estabilizable si todos los modos inestables de su matriz F son alcanzables.
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[ ]GFGFGM n
cd ·,...,·, 1−=

Siendo n la dimensión del vector de estado.

El Teorema 7.2 que se enuncia a continuación sirve para responder a la segunda y tercera preguntas

que se han formulado.

- Teorema 7.2: Sea C una raíz cuadrada de la matriz de peso Q, de modo que se verifica Q=CT·C ≥ 0.

Supóngase que R>0 y que el par (F, C) es observable. Entonces el par (F,G) es estabilizable si y solo

sí:

a)  Existe una única solución definida positiva a la solución límite S  de la ecuación de Riccati

(7.23). Además, S es la única solución definida positiva de la ecuación algebraica de Riccati

(7.32).

b)  El sistema en lazo cerrado ( ) kk xKGFx ··1 −=+  es asintóticamente estable, donde K está

dada por (7.33)

Se va a proceder a discutir algunas implicaciones de este teorema y como es posible utilizarlo.

• La parte a) del Teorema 7.2 dice que si el intervalo [0,N] es suficientemente elevado,

entonces la función de coste óptima del control es:

 00 ···
2
1 xSxJ T=∞

 Es decir, que es finita e independiente del valor seleccionado para el peso del estado final

S∞. Por lo que, tanto si se pesa mucho o poco el estado final de la función de coste, el

valor óptimo de esta función o coste óptimo, es el mismo.

• Como R>0, la finitud de J significa que el control óptimo es también finito, todos los

objetivos se pueden lograr con un control finito.

• El teorema también garantiza la existencia de una ganancia estacionaria K  que estabiliza

la planta. Esto significa dos cosas:

1)  Al comienzo de la acción de control, lejos del estado final, el sistema en lazo

cerrado (F- G·Kk) es prácticamente (F- G·K ), por lo que en su arranque el

sistema es estable.

2)  Si se decide utilizar una ganancia constante igual a K , uk=-K ·xk para todo k,

se tiene garantizada la estabilidad en lazo cerrado.
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Estas propiedades son muy convenientes, para garantizar que se cumplen sólo se necesita asegurar

que la planta es estabilizable y elegir adecuadamente Q.

La selección de Q= CT·C se debe hacer para algún C que haga que (F,C) sea observable. Esto se

verificará siempre si se elige una Q definida positiva, ya que (F,C) es observable para cualquier C de

rango n.

Intuitivamente todo lo anterior significa lo siguiente:

• Si la planta es observable a través de la salida ficticia dada por yk=C·xk, entonces los

movimientos en cualquier dirección del espacio ℜn tienen una influencia en la función de

coste. Si alguna componente del vector de estados se incrementa también lo hace la

función de coste. Por lo que si J es pequeño también lo es el estado. Cualquier control que

hace pequeño a J hace que el estado se mantenga próximo al origen.

• Si (F,C) no es observable, entonces si el estado tiende a infinito en una dirección no

observable de ℜn, este movimiento no tendrá repercusión en J. En este caso el que la

función de coste permanezca acotada no garantiza que también lo esté el estado.

 La hipótesis del Teorema 2.2 es demasiado fuerte de forma innecesaria. Todo lo que se requiere para

que se verifique el Teorema es la detectabilidad de (F,C). Es decir, sólo se requiere que sean

observables a través de la función de coste los modos inestables. Sin embargo, es este caso sólo se

puede garantizar que la solución estacionaria S sea semidefinida positiva.

 Un resultado de lo dos teoremas anteriores es que proporcionan una forma de estabilizar cualquier

sistema con múltiples entradas-salidas. Si Q y R son cualesquiera  matrices definidas positivas de un

orden apropiado, entonces la ley de control uk=-K ·xk obtenida en (7.32) y (7.33), da una función de

transferencia en lazo cerrado estable. Dependiendo de las matrices Q y R se obtendrán distintos

polos para (F-G·K ), pero estos polos serán siempre estables. Más adelante se verá como se

localizan estas raíces.

 Es importante hacer notar que en el caso de que la salida real del sistema esté dada por yk=C·xk

entonces la elección de Q=CT·C sólo pesa las salidas del sistema.

♦ 

7.4.2 Resultados en el dominio de la frecuencia
Los sistemas invariantes en el tiempo tienen, en el estado estacionario, una ley de

realimentación constante, por lo que es posible examinar la ecuación característica en lazo

cerrado para examinar la situación de los polos del sistema, lo que permitirá seguir un

diseño para los controladores óptimos muy similar al método del lugar de las raíces.
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En todo lo que sigue se supone que se verifican las condiciones del Teorema 7.2, es

decir (F, G) es estabilizable y (F, C) es observable.

La ecuación característica del sistema en lazo abierto es:

FIzz −=∆ ·)( (7. 37)

Y la ecuación característica del sistema en lazo cerrado es:

( ) ( ) )(·········)·(·)( 11 zGFIzKIFIzFIzKGIKGFIzzc ∆−+=−−+=−−=∆ −− (7. 38)

De acuerdo con la Figura 7.7, el término ( ) GFIzK ··· 1−−−  puede interpretarse como

una matriz de ganancia del lazo de control. De modo que ( ) GFIzKI ··· 1−−+  es una matriz

de diferencia de retorno del lazo de control.

z-1G +
-

K

F

Figura 7.7: Control óptimo en lazo cerrado con el control óptimo representado como

realimentación de estado.

Sea la salida real o ficticia del sistema la dada por la expresión:

kk xCy ·= (7. 39)

Se define la función de transferencia del sistema en lazo abierto, entre la entrada de

control y la salida real o ficticia mediante la siguiente expresión:

( ) GFIzCzH ···)( 1−−= (7. 40)

Usualmente se considera Q=CT·C, luego C= Q

Se verifica la siguiente relación entre los polos del sistema en lazo cerrado y los del

sistema en lazo abierto
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1111 ··)·()·(·)()·()()·(
−−−− +∆∆+=∆∆ RGSGzzRzHzHzz TTcc (7. 41)

Esta relación se conoce como ecuación de Chang-Letov y proporciona un método de

diseño, para el control óptimo en estado estacionario, muy similar al del lugar de las raíces.

El término de la derecha se conoce perfectamente salvo una constante, ya que dado el

sistema en lazo abierto y la función de coste, se tienen perfectamente determinados a H(z)

(y por lo tanto a H(z-1)) y a ∆(z) (y por lo tanto a ∆(z-1)).

El término 
1

···
−

+ RGSGT  depende del valor, todavía desconocido, de la solución de la

ecuación algebraica de Riccati, S , pero esto es irrelevante ya que el término representa

sólo una constante de normalización.

Luego todo el término de la derecha de la ecuación de Chang-Letov es conocida salvo

una constante multiplicativa.

El polinomio ∆c(z-1)·∆c(z) de la izquierda tiene unas propiedades interesantes, sus raíces

son las raíces zi de ∆c(z) y sus recíprocas 1/zi (que son las raíces de ∆c(z-1)).

La función de transferencia en lazo cerrado es estable, por lo que los polos en lazo

cerrado óptimos se pueden determinar seleccionando las raíces estables del polinomio de la

derecha de la ecuación de Chang-Letov.

La importancia de esta ecuación es evidente, ya que permite determinar directamente

de F,G,Q y R que son conocidas, los polos en lazo cerrado óptimos.

Considérese el caso de tener una única entrada con Q=q·I, entonces C= q ·I. Luego:

( )
)(
)(·

)(
)]··([·····)( 1

z
zNq

z
GFIzadjqGFIzIqzH

∆
=

∆
−

=−= − (7. 42)

donde N es un vector columna. Entonces, la ecuación de Chang-Letov es ahora:

rGSG
zzzNzNrqzz T

T
cc

/··1
)()·()()·()·/()()·(

11
1

+
∆∆+

=∆∆
−−

− (7. 43)

En este caso al ser un escalar se ha representado a la matriz R por r. Las raíces de la

parte derecha de la ecuación (7.44) son los ceros de:
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)()·(
)()·(·1 1

1

zz
zNzN

r
q T

∆∆
+ −

−

(7. 44)

La expresión (7.45) está en la forma exacta que se requiere para el análisis del lugar de

las raíces. Por lo que toda la teoría sobre este método de diseño se puede aplicar.

Evidentemente, cuando q/r varía de 0 (no se pesa el estado) a ∞ (no se pesa el control), los

polos del control óptimo se mueven de los polos estables de

)()·()( 1 zHzHzG T −= (7. 45)

a sus ceros estables (se debe recordar que las raíces de G(z) son recíprocas, luego tiene

igual número de raíces estables que inestables). Luego el peso r puede elegirse para

obtener los polos en lazo cerrado deseados.

♦ Ejemplo 7.5: Control en estado estacionario de un sistema escalar

 Sea la planta

 kkk ugxfx ··1 +=+ (1)

 con la función de coste

 ( )∑
∞

=
∞ +=

0
·····

2
1
k

k
T
kk

T
k uurxxqJ (7)

 El control óptimo que minimiza Joo es la realimentación constante

 kk xku ·−= (3)

 Donde la ganancia de Kalman es

 
rsg
sgfk

+
=

·
··

2 (4)

 Y s es la solución positiva a la ecuación algebraica de Riccati (7.32) que ahora es:

 q
rsg
sgfsfs +

+
−=

·
··· 2

222
2 (5)

 Con el control (3), el sistema en lazo cerrado es:
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s
r
g
fkgff c

·1
· 2

+
=−= (6)

 La ecuación (5) se puede escribir en la forma:

 [ ] 0···)·1(· 2222 =−−−+ rqsqgrfsg (7)

 Si se define la variable auxiliar:

 
rf

qg
)·1(

·
2

2

−
=∆ (8)

 se puede escribir (7) de la siguiente forma:

 0)·1(· 2
2 =

∆
−∆−+

∆
g
rss

q
(9)

 Que tiene dos soluciones dadas por:

 







∆−−

−
∆

+∆−±
∆

= )1(
)1(

·4)1(·
·2 2

2

f
qs (10)

 Se pueden considerar dos casos:

 a) Sistema estable

 Supóngase que | f |<1, entonces (1-f2)>0 y ∆>0. En este caso la única solución no negativa de (7) es:

 







∆−−

−
∆

+∆−
∆

= )1(
)1(

·4)1(·
·2 2

2

f
qs (12)

 y la ganancia en estado estacionario está dada por (4).

 En el caso escalar, la observabilidad de (f,q1/2) es equivalente a q≠0, y la controlabilidad de la planta

es equivalente a g≠0. Luego las condiciones de controlabilidad y observabilidad implican que ∆>0 y

por lo tanto s>0. De estas condiciones se deduce de la ecuación (6) la relación

 ff c < (11)

 Luego el sistema en lazo cerrado es estable.
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 Como |f|<1, si q=0, el sistema es detectable, es decir, el modo no observable es estable, y entonces

∆=0, pero de acuerdo con la ecuación (6) fc = f, y el sistema en lazo cerrado, aún así, es estable. En

este caso s=0 es semidefinida positiva.

 b) Sistema inestable

 Supóngase que | f |>1, entonces (1-f2)<0 y ∆<0. En este caso la única solución no negativa de (7) es:

 







∆−−

−
∆

+∆−
∆

−= )1(
)1(

·4)1(·
·2 2

2

f
qs (13)

 De nuevo, la observabilidad y controlabilidad implican que ∆ es estrictamente negativa, luego de

acuerdo con (13) s>0.

 De acuerdo con (6), si ∆<0, todavía se verifica |fc|<|f|, pero ahora no resulta fácil demostrar que |fc|<1 .

Sin embargo se tiene que

 









∆−−

−
∆

+∆−±
−

−

=

)1(
)1(

·4)1(·
2

11 2
2

2

f
f

ff c (14)

 De modo que si |f|>>1, entonces ∆≡0 y

 
f

f c 1
≅ (15)

 que ciertamente es estable.

 Hay que hacer notar que fc no depende de g, q y r de forma individual, sino de la cantidad g2·q/r. (Esto

también es cierto si f es estable).

 Si |f|>1, entonces la observabilidad de (f,q1/2) es equivalente a q≠0, que es una condición necesaria

para que (14) sea estable

♦ 

 

♦ Ejemplo 7.6: Diseño de un regulador lineal cuadrático en el estado estacionario para un oscilador

armónico.

 Se considera como sistema el oscilador armónico descrito por la siguiente ecuación:
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 uxx ·
10
0

·
··2

10
2 








+








−−

=
ωδω

& (1)

 con una frecuencia natural 2=ω  y un coeficiente de amortiguamiento 2/1−=δ , de modo que:

 uxx ·
10
0

·
·22

10








+








−

=& (2)

 La planta es inestable con polos en s=1 ± j. Discretizando con T= 25 mseg se tiene

 kkkkk uGxFuxx ···
256.0
003.0

·
051.1051.0
026.0999.0

1 +=







+








−

=+ (3)

 Los polos en lazo abierto son:

 026.0025.1 ±=z (4)

 Como función de coste se considera la siguiente función:

 ( )∑
∞

=
∞ +=

0

2···
2
1
k

kk
T
k uxxqJ (5)

 Es decir Q=q·I, R=1, el intervalo de control infinito [0, ∞ ) significa que se está interesado en el control

en el estado estacionario

 La función de transferencia ficticia está dada por la ecuación (7.40), se considera  C= IqQ ·= ,

luego

 
051.1·050.2

256.0·256.0
003.0·003.0

·
)(
)(·)( 2

2/12/1

+−









−
+

=
∆

=
zz

z
z

q
z
zNqzH (6)

 El diseño se basa en la función racional

 
)()·(
)()·()( 1

1

zz
zNzNzG

T

∆∆
= −

−

(7)

 Como los ceros de

 ( )zG
r
q ·1+ (8)

 son las raíces de )()·( 1 zz cc ∆∆ − . Esta función es:
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 ( )( )

051.1·205.4308.6025.4051.1
·066.0131.0066.0

051.1·050.2·051.1·050.2
256.0·256.0
003.0·003.0

·
256.0·256.0
003.0·003.0
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1

1

+−+−
−+−
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+−+−









−
+










−
+

= −−

−

−

zzzz
zzzG

zzzz
z
z

z
z

G

T

(9)

 Conviene fijarse en la simetría de los coeficientes del numerador y del denominador, esto significa

que si z es una raíz de uno de estos polinomios también lo es de z-1.

 La función G(z) puede factorizarse en la siguiente forma:

 [ ][ ]2222 026.0)025.1(·024.0)975.0(
)025.1)·(975.0·(·063.0)(

+−+−
−−−

=
zz

zzzzG (10)

 En la Figura 7.8  se representa el lugar de las raíces de (8) cuando q varía de 0 a ∞.
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 Figura 7.8: Lugar de las raíces de la ecuación (8) cuando q varía de 0 a ∞

 De acuerdo con la ecuación de Chang-Letov, los polos óptimos del sistema en lazo cerrado (F-G·K)

con el regulador lineal cuadrático, son los ceros estables de (8) para cualquier valor de q y r. Cuando

q=0, los polos en lazo cerrado son los polos de la planta reflejados dentro del círculo unidad (esto es,



Apuntes de Automática II

275

los polos inestables zi son sustituidos por zi
-1), y cuando q→ ∞ , son los ceros de H(z) reflejados

dentro del círculo unidad.

 Supóngase que se examina el lugar de las raíces y se decide que los polos en lazo cerrado

correspondientes a q=0.07 son satisfactorios para nuestros propósitos. Estos son 0.952 y 0.948.

Luego el polinomio característico en lazo cerrado deseado es:

 912.0·910.1)948.0)·(962.0()( 2 +−=−−=∆ zzzzzc (11)

 La ganancia constante que sitúa los polos del sistema en lazo cerrado en las raíces de )(zc∆  se

obtiene de la fórmula de Ackerman.

 )(·]·10[ 1 FMK c
cd ∆= − (12)

 Donde Mcd es la matriz de controlabilidad y )(Fc∆  representa el polinomio matricial obtenido al

sustituir la matriz F por la variable z en la ecuación característica

 IFFFc ·912.0·910.1)( 2 +−=∆ (13)

 )(Fc∆ que es una matriz real de dimensión 2 x 2. Por otra parte la matriz de controlabilidad es

 [ ] 







==

269.0256.0
010.0003.0

FGGMcd (14)

 Se obtiene así la ganancia

 ]545.0109.0[=K (12)

♦ 

7.5 ESTIMACION OPTIMA EN EL ESTADO ESTACIONARIO
Para finalizar este tema y dado que ahora si se cuentan con las herramientas

necesarias, se van a justificar las ecuaciones (4.19) y (4.20) que daban el comportamiento

del filtro de Kalman (estudiado en el Tema 4) en el estado estacionario.

Las ecuaciones que se deben resolver para determinar la ganancia del estimador

óptimo (ver sección 4.2) son:

1)·|(·)|1( RkkPkkP T +ΦΦ=+ (7. 46)
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( ) )|1(··)·|1(··)·|1()|1()1|1( 1
2 kkPCCkkPCRCkkPkkPkkP TT ++++−+=++

−  (7. 47)

Si se compran estas ecuaciones con las relaciones de recursión (7.24) y (7.25)

obtenidas para el problema de control óptimo discreto se observa que tienen la misma

forma. Con la diferencia que la ecuación (7.47) se evalúa hacia adelante en lugar de hacia

atrás como le ocurre a (7.24). Luego para determinar la solución en el estado estacionario

se pueden intercambiar las variables y utilizar la solución al problema de control óptimo en

estado estacionario como solución al problema de la estimación en el estado estacionario.

La Tabla 7.1 muestra la correspondencia que se obtiene de la comparación directa de

los algoritmos de control y de estimación: (7.24) con (7.47) y (7.25) con (7.48).

Control óptimo Estimación óptima
TF Φ

G TC

Q 1R

R 2R

S )|1( kkP +

M )|( kkP

Tabla 7.1: Dualidad entre control óptimo y estimación óptima

En el estado estacionario se cumple que

PkkPkkP =−=+ )1|()|1(

y resolviendo la ecuación algebraica de Riccati para el control óptimo discreto en el

estado estacionario (7.32) con el cambio de variables indicado en la Tabla 7.1 se obtienen

las ecuaciones (4.19) y (4.20), que se reproducen a continuación:

( ) 1
2

1
1

2

····

]···)···(··[
−

−

+=

+Φ+−Φ=
TTe

TTT

CPCRCPK

RPCCPCRCPPP
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8.1 INTRODUCCION
Existen varias diferencias entre los problemas de control óptimo para sistemas

continuos y sistemas discretos, una de las cuales es la mayor simplicidad de las ecuaciones

para el caso continuo.

Otra diferencia reside en los pasos iniciales que se deben seguir para la obtención de la

ley de control. Para sistemas continuos es preciso distinguir diferenciales y variaciones de

una cantidad, algo que no era necesario en el tema anterior. Esto implica que se va a utilizar

el cálculo de variaciones, del que se hace un breve repaso en la siguiente sección.

Las deducciones en este tema son similares, en su mayoría, a la de los sistemas

discretos, por lo que se intentará exponerlas sin duplicar en exceso lo dicho en el tema

anterior.

8.2 EL CALCULO DE VARIACIONES

8.2.1 Planteamiento del problema
Los cambios en J dependerán de los diferenciales del tiempo y del estado dt y dx, pero

estas cantidades no son independientes. Lo que se pretende en esta sección es clarificar

este aspecto y obtener relaciones útiles a posteriori.

Si x(t) es una función continua del tiempo t, entonces los diferenciales dx(t) y dt no son

independientes. Sin embargo, se puede definir un pequeño cambio en x(t) que es

independiente de dt.
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Definición: Se define la variación en x(t), δx(t), como el cambio incremental en x(t)

cuando el tiempo t permanece fijo.

Para encontrar una relación entre dx, δx y dt hay que fijarse en la Figura 8.1. En ella se

muestra la función x(t), y también una función muy próxima x(t)+dx(t), en el intervalo [t0, T].

Además del incremento dx(t) en cada instante de tiempo t, se ha incrementado también el

tiempo final en dT. De la Figura 8.1, resulta claro que el incremento global de x en T, dx(t),

depende de dT.

x(t)

tt0

δx(T)

(T)·dTx& dx(T)

x(t)

x(t)+dx(t)

T        T+dT

dT

Figura 8.1: Relación entre la variación δx y el diferencial dx.

De acuerdo con su definición, la variación de δx(t), como se muestra, tiene lugar en un

valor fijo de t=T y es independiente de dT. Como x(t) y x(t)+dx(t) tienen aproximadamente la

misma pendiente x& (T) en t=T, y como dt es pequeño, se tiene:

dTTxtxTdx )·()()( &+= δ (8. 1)

Otra relación útil es la regla de Leibniz para funcionales. Si x(t)∈ℜn es una función de t

y:

∫=
T

t
dtttxhxJ

0

)),(()( (8. 2)

donde J(.) y h(.) son ambos funcionales escalares de tipo real (esto es, funciones de la

función x(t)), entonces:

∫+−=
T

t

T
x dtxttxhdtttxhdTTTxhdJ

0

]·)·),(([)·),(()·),(( 000 δ (8. 3)

Se ha utilizado la notación: 
x
hhx ∂

∂
≅
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Por comodidad, de ahora en adelante, se omitirá la dependencia de las variables con

respecto al tiempo, cosa que siempre se debe suponer salvo que se señale lo contrario.

8.3 SOLUCION AL PROBLEMA GENERAL DE LA OPTIMIZACION
CONTINUA

8.3.1 Formulación del problema
Supóngase que la planta está descrita por la siguiente ecuación dinámica, no lineal,

variante en el tiempo:

),,()( tuxftx =& (8. 4)

Donde x(t)∈ℜn es el vector de estados y u(t)∈ℜm es el vector de control. A este sistema

se le va asociar la siguiente función de coste:

∫+=
T

t
dtttutxLdTTTxtJ

0

)·),(),(()·),(()( 0 φ (8. 5)

Se considera que [t0, T] es el intervalo de interés.

El problema de control óptimo consiste en determinar la entrada u*(t) en el intervalo

[t0,T] que genera la trayectoria x*(t) del sistema (8.4) de modo que se minimiza la función de

coste (8.5), y tal que:

0)),(( =Ψ TTx       (8. 6)

Siendo Ψ ∈ ℜp.

La función )),(( TTxφ es una función del estado final que se desea minimizar. Mientras

que la función )),(( TTxΨ es una función del estado final que se desea hacer exactamente

cero. Ambas funciones no deben ser confundidas.

♦ Ejemplo 8.1:

Considérese un satélite artificial con el estado ]θ,θ,,[ &&rrx =  donde r y θ son el radio y la posición

angular respectivamente. Se puede elegir

)()·()·(·
2
1)),(( TxTSTxTTx T=φ
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Siendo S(T) una función de peso. En este caso φ es equivalente a la energía del sistema. Si se quiere

situar el satélite en una órbita circular de radio R, se puede tomar como función del estado final que

se debe anular a:





















−

−
=Ψ

3R
µ)(θ

)(
)(

)),((

t

tr
Rtr

TTx

&

&

Donde µ=G·M, siendo G la constante gravitacional de la masa M.

♦ 

8.3.2 Solución al problema
Para resolver el problema, se van a utilizar los multiplicadores de Lagrange para

adjuntar las ligaduras (8.4) y (8.6) a la función de coste (8.5). Como la ecuación (8.4) se

verifica para todo t∈[t0,T] se necesita un multiplicador función del tiempo λ(t)∈ℜ. Además

como (8.6) se verifica sólo en el instante T, se necesitará también un multiplicador constante

ν∈ℜp asociado a dicha ligadura. La función de coste aumentada es:

∫ −++Ψ+=
T

t

T

0

]]),,()·[(λ·),,([)·),((·ν)·),((' dtxtuxfttuxLTTxTTxJ T &φ (8. 7)

Se define la función Hamiltoniana como:

),,(·λ·),,(),,( tuxftuxLtuxH T+= (8. 8)

Introduciendo (8.8) dentro de la función de coste se obtiene:

∫ −+Ψ+=
T

t

T

0

]·λ·),,([)·),((·ν)·),((' dtxtuxHTTxTTxJ T &φ (8. 9)

Utilizando la regla de Leibniz, el incremento en J’ es función de los incrementos en

x,λ,ν,u y t es:

( ) ( )
dtxxuHxHdtx

dtxdtdxdJ

TTT
u

T
xt

T

T
TT

T

TT
ttT

TT
xx

]··)-(H·λ··[)··λ-(H

)··λ-(Hdυ ·υ·υ'
T

t

T

00
λδδδδ

φφ

λ &&&

&

∫ +−++−

−+Ψ+Ψ++Ψ+=
(8. 10)

Para eliminar la variación en x& , hay que integrar por partes para ver que:
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∫∫ ++=−
T

t

T

t 000

··λ·λ·λ-··λ dtxxxdtx T
t

T
T

TT δδδδ && (8. 11)

Si ahora se sustituye esta ecuación en (8.10), se obtienen términos en t=T que

dependen de dx(t) y δx(T). Se puede utilizar la ecuación (8.1) para expresar δx(T) en

términos de dx(t) y dT. Realizando estas dos sustituciones, se obtiene:

( ) ( )

∫ −+++++

+−Ψ+

+++Ψ++Ψ+=

T

t

T
u

T

T

00

0

δλ]dt·)x(H·H·)λ[(H·λ

)··λ·λ-(Hdυ 

··λ·λ-Hυ·λ-υ'

TT
t

t
TTT

T

TTTT
ttT

TT
xx

uxdx

dtxx

dtxxdxdJ

&&

&&

&&

λλ δδ

φφ

(8. 12)

Modelo del sistema:

                                             fijadottttuxfx 00),,,( ≥=&

Función de coste:

                                             ∫+=
T

t
dttuxLdTTTxtJ

0

)·,,()·),(()( 0 φ

Ligadura en el estado final:

                                             0)),(( =Ψ TTx

Controlador Optimo

Hamiltoniano:

                                             ),,(·λ·),,(),,( tuxftuxLtuxH T+=

Ecuación del estado:

                                                0, ttfHx ≥=
∂
∂

=
λ

&

Ecuación del co-estado:

                                              Tt
x
L

x
f

x
H T

≤
∂
∂

+
∂

∂
=

∂
∂

=− ,λ·λ&

Condición de estacionaridad:

                                                  λ·0
u
f

u
L

u
H T

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

=

Condición frontera:

                                             dadotx )( 0

                                             0)Hν()()λ-ν( T =+Ψ++Ψ+ dtTdx
T

T
ttT

T
xx φφ (8. 13)

Cuadro 8.1: Controlador continuo no lineal óptimo con una función del estado final fija.
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De acuerdo con la teoría de Lagrange, el mínimo con ligaduras de J (8.5) se obtiene

como el mínimo sin ligaduras de J’ (8.7). Éste se obtiene cuando dJ=0 para todos los

incrementos independientes de sus argumentos. Por lo que igualando a cero los coeficientes

de los incrementos independientes dν, δx, δu y δλ se obtienen las condiciones necesarias

para obtener un mínimo (ver Cuadro 8.1). Para las aplicaciones en que estamos, t0 y x(t0) se

suponen conocidos y fijos, de modo que dt0 y dx(t0) son ambos iguales a cero, luego los dos

términos de (8.12) que se evalúan en t=t0 son iguales a cero.

La condición (8.13) del Cuadro 8.1 se debe a que dx(T) y dT no son independientes,

como se puso de manifiesto en la sección 8.2. Por ello no se pueden poner de forma

separada iguales a cero, sino que toda la expresión debe de anularse simultáneamente, en

t=T. Esto se debe a que se ha permitido que el instante final pueda variar, hecho que se

verifica en los problemas de tiempo mínimo.

Si el tiempo final es fijo, entonces dT=0 y se tendría:

0)()λ-ν( T =Ψ+ Tdx
T

T
xxφ (8. 13b)

Si el estado final se deja libre la condición frontera, puesto que dx(T)≠0 y Ψ =0, toma la

forma:

λ(T))( =Txφ (8. 13c)

En el Cuadro 8.1 muestra las condiciones de mínimo en términos de H, L y f. Si se

compara éste con el Cuadro 7.1, se puede observar que tanto en el caso discreto como en

el continuo la ecuación del co-estado, también denominada ecuación adjunta al estado, se

evalúa hacia atrás en el tiempo.

Como en el caso discreto, el control óptimo del Cuadro 8.1, depende de la solución a un

problema de valores frontera en dos puntos, ya que x(t0) se da y λ(T) se determina de (8.13).

El valor de λ(t) no interesa, sin embargo se hace necesario su cálculo, como un paso

intermedio para determinar el control óptimo u*(t), que depende de λ(T) mediante la

condición de estacionaridad o ecuación de control.

♦ Ejemplo 8.2: Principio de Hamilton en la Dinámica Clásica

El principio de Hamilton para sistemas conservativos en física clásica afirma lo siguiente: “De todas

las posibles trayectorias que puede seguir un sistema dinámico para ir de un punto a otro, dentro de
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un intervalo de tiempo especifico (consistente con las ligaduras), el sistema siempre sigue aquel que

minimiza la integral temporal de la diferencia entre las energías cinética y potencial”.

a) Ecuaciones del movimiento de Lagrange

A partir de este principio se pueden obtener las ecuaciones de Lagrange del movimiento. Si se define:

q ≡ Vector de coordenadas generalizadas

u= q& ≡ Vector de velocidad

U(q) ≡ Energía potencial

T(q,u) ≡ Energía cinética

L(q,u) ≡  Lagrangiano del sistema

La “planta” está descrita ahora por:

),( uqfuq ==& (1)

Donde la función f se obtiene de la física del problema. Para encontrar la trayectoria, el principio de

Hamilton dice que se debe minimizar la siguiente función de coste:

∫=
T

dtuqLJ
0

)·,()0( (2)

Luego el Hamiltoniano es:

uLH Tλ+= (3)

Del Cuadro 8.1 se deduce que para un mínimo se necesita

q
L

q
H

∂
∂

=
∂
∂

=λ- & (4)

y

λ+
∂
∂

=
∂
∂

=
u
L

u
H0 (5)

Combinando estas ecuaciones se obtienen las ecuaciones de Lagrange del movimiento

0=







∂
∂

−
∂
∂

q
L

dt
d

q
L

&
(6)
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Luego se observa que en este contexto, la ecuación adjunta y la ecuación de control son equivalentes

a la ecuación de Lagrange. En el contexto general de problemas variacionales, a la ecuación (6) se la

conoce como ecuación de Euler.

b) Ecuación del movimiento de Hamilton

Si se define el vector momento generalizado de la siguiente forma:

q
L
&∂

∂
−=λ (7)

Entonces, se pueden escribir las ecuaciones del movimiento en la siguiente forma:

λ∂
∂

=
Hq& (8)

q
H

∂
∂

=λ- & (9)

Las ecuaciones (8) y (9) son conocidas como las ecuaciones de Hamilton del movimiento. Así, el

problema del control óptimo, la ecuación de estado y su ecuación adjunta son una formulación

generalizada de las ecuaciones del movimiento de Hamilton.

♦ 

♦ Ejemplo 8.3: Distancia mínima entre dos puntos

La longitud de una curva x(t), dependiente de un parámetro t, entre t=a y t=b está dada por:

( )∫ +=
b

a
dttxJ )(1 2& (1)

La curva debe unir los puntos del plano (a,A), (b,B), luego se tienen las condiciones frontera:

Aax =)( (2)

Bbx =)( (3)

Se desea encontrar la curva x(t) que une (a,A), (b,B) y que minimiza (1). Este problema se puede

resolver expresándolo en la forma de un problema de control óptimo, para lo cual definimos la

“entrada” (ver ejemplo anterior), en la forma:

ux =& (4)
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Esta es la ecuación de la “planta”. Ahora (1) toma la forma:

∫ +=
b

a
dtuJ 21 (5)

El Hamiltoniano es:

λu1 2 ++= uH (6)

Del Cuadro 8.1 se deducen las condiciones:

uHx == λ& (7)

0λ- == xH& (8)

21
uλ0
u

Hu
+

+== (9)

De (9) se obtiene:

2λ1
λ
−

=u (10)

Pero de acuerdo a (8), λ es constante. Por lo tanto:

constu = (11)

La ecuación (11) es el control óptimo (la pendiente de la curva es constante). De la ecuación (7) se

obtiene, pues:

21)( ctctx += (12)

Para determinar c1 y c2, se utilizan las condiciones frontera (2) y (3), con lo que se obtiene:

ba
bAaBtBAtx

−
−+−

=
)()()( (12)

Luego la trayectoria óptima entre dos puntos del plano es una línea recta.

♦ 
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♦ Ejemplo 8.4: Control de temperatura

Se desea calentar una habitación utilizando la mínima energía posible. Si θ(t) es la temperatura en la

habitación, θa(t) es la temperatura ambiente fuera de la habitación, que se supone constante θa(t)= θa,

y u(t) es el calor suministrado a la habitación, la ecuación dinámica del sistema es:

uba ·)θ-θ·(θ a +−=& (1)

Donde a y b son unas ciertas constantes que dependen del aislamiento de la habitación y de otros

factores. Se define el estado del sistema como:

aθ-θ(t))( =tx (2)

La ecuación anterior permite escribir la siguiente ecuación de estado

ubxa ··x +−=& (3)

Para controlar la temperatura en un intervalo fijo de tiempo [0,T] con la menor cantidad posible de

suministro de energía se toma como función de coste:

∫=
T

dttuJ
0

2 )(
2
1)0( (4)

El Hamiltoniano es:

b·u)λ(-a·x
2

2

++=
uH (5)

De acuerdo con el Cuadro 8.1, el control óptimo se determina resolviendo las ecuaciones:

ubxaHx ·· +−== λ& (6)

λλ aH x =−=& (7)

λ·0 buHu +== (8)

La condición de estacionaridad indica que el control óptimo está dado por:

λ(t)·)( btu −= (9)

Luego para determinar u*(t) se debe determinar λ*(t). Si se sustituye (9) en (6), se obtienen las

ecuaciones de estado y adjunta:
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λ··x 2bxa −−=& (10a)

a·λλ =& (10b)

La solución de (10a) y (10b) dará los valores óptimos λ*(t) y x*(t).

Todavía no se ha fijado λ(T), pero supóngase que es conocido. La solución a (10b) es:

λ(T)·eλ(t) t)--a·(T= (11)

Usando este valor en (10a) se obtiene:

t)--a·(T2 T)·e(··(t)x λbxa −−=& (12)

Utilizando la transformada de Laplace, se obtiene:









−

+
+

−
−

+
=

−+
−

+
=

)(
2/1

)(
2/1T)·e(·

as
x(0)

))((
T)·e(·

as
x(0)X(s) a·T-

2-a·T2

asas
λ

a
b

asas
λb

(13)

Luego:

)·(·T)·e(
a
be)·0(x(t) a·T-

2
a·t- tasenhλx −= (14)

Donde senh es el seno hiperbólico.

Las ecuaciones (11) y (14) dan los valores óptimos de λ y de la trayectoria x*(t) en función del valor,

todavía no especificado λ(T). El valor inicial x(0) se considera conocido.

Considérese ahora dos objetivos de control distintos, que darán dos formas de determinar λ(T):

a)  Estado final fijo:

Supóngase que la temperatura inicial de la habitación es θa=60°. Entonces:

º0x(0) = (15)

Considérese como objetivo de control llevar la temperatura exactamente a 70° en el intervalo fijo de T

segundos. En este caso se pide que el estado final tenga un valor fijo de:

º10x(T) = (16)
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Obsérvese en que como el instante final T y el estado final x(T) se han fijado, dT y dx(T) son nulos,

de modo que se verifica la ecuación (8.13). De (15) y (16) se debe determinar λ(T); después, se

puede hallar λ(t) utilizando (11) y la ley de control óptima utilizando (9). Para encontrar λ(T), se usa

(14):

)e-T)·(1(
2a
be)·0(x(T) 2aT-

2
a·T- λx −= (17)

Que con los valores de x(T) y x(0) dados en (15) y (16) da:

)e-(1b
20aλ(T) 2a·T-2−= (18)

Por lo que la trayectoria óptima es:

·senh(a·T)b
10·a·e(t)λ 2

a·t
* −= (19)

Finalmente, la ley de control óptima está dada por (9):

Tt ≤≤= 0
)b·senh(a·T

10·a·e(t)u
at

* (20)

Si se sustituye (20) en (3) y resolviendo el sistema se haya que efectivamente:

senh(a·T)
senh(a·t)10(t)x* = (21)

Por lo tanto, x*(T)=10 como se deseaba.

b) Estado final libre:

Supóngase que el objetivo de control no es llevar el estado final exactamente a 10°, sino que se

desea que el control minimice:

( ) ∫+−=
T

dttuTxsJ
0

22 )(
2
110)(·

2
1)0( (22)

El valor de s será seleccionado a posteriori. Si s es elevado, la solución óptima hará que x(T) esté

próximo a 10°, ya que sólo de esta manera se logrará que el primer término de (22), tenga una

pequeña contribución en el coste.
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De acuerdo con el Cuadro 8.1 la ecuación de estado y su ecuación adjunta son todavía válidas, así

como la condición de estacionaridad, luego (10) y (9) se mantienen; (11) y (14) siguen siendo válidas.

La condición inicial es todavía (15), pero la condición final debe ser determinada usando (8.13). El

tiempo final T está fijado, así que dT=0 y el segundo término de (8.13) es automáticamente igual a 0.

Puesto que x(T) no está fijado, dx(T) es distinto de cero. Por lo tanto se requiere que:

( )10)(·λ(T) −=
∂
∂

= Txs
x T

φ
(23)

(Obsérvese que no existe ninguna función Ψ  en este problema). Ésta es la nueva condición terminal

y de (15) y de (23) se debe determinar λ(T). Para hacer este cálculo hay que darse cuenta de que:

10
s

λ(T)x(T) += (24)

Y usarlo en (15) y (17). Se obtiene que el co-estado final es:

)1·(··2
··20λ(T) 22 aTesba
sa

−−+
−

= (25)

Usando (11) se obtiene la trayectoria del co-estado óptimo:

)(···
···10(t)λ 2

*

aTsinhbsea
esa

aT

at

+
−

= (26)

Finalmente de (9) se obtiene el control óptimo:

)(···
····10(t)u 2

*

aTsinhbsea
esba

aT

at

+
= (27)

Para comprobar el resultado, se simula el control utilizando u*(t) en la planta (3). Resolviendo para la

trayectoria del estado óptimo se obtiene:

)(···
)(···10(t)x 2

2
*

aTsinhbsea
atsinhbs

aT +
= (28)

En el instante final:

)(···
)(···10(T)x 2

2
*

aTsinhbsea
aTsinhbs

aT +
= (29)
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c)  Discusión:

El valor final x*(T) en (29) es diferente al valor deseado de 10°. Éste es función del peso del estado

final s en la función de coste. Cuando s aumenta, se le está dando más importancia relativa a que

x(T) sea igual a 10° que a que u2(t) sea pequeño en [0,T]. De hecho, en el límite s→∞, el co-estado

(26), el control (27) y la trayectoria del estado (28) tienden a la expresión encontrada en el apartado

a). En este límite, el estado final x*(T) en (29) no llega a ser, de hecho, exactamente 10°.

Examinado (29), se puede determinar x*(T)  para varios valores de s y seleccionar un valor que

proporcione un buen compromiso entre llevar a x(t) al valor final deseado y conservar la energía del

control. Usando este valor de s en (27) se obtiene el control óptimo que se aplicaría para calentar la

habitación.

♦ 

8.4 CONTROL OPTIMO PARA SISTEMAS LINEALES CONTINUOS
Considérese un sistema lineal, continuo e invariante en el tiempo:

)(·)(·)( tuBtxAtx +=& (8. 14)

Donde x(t)∈ℜn, u(t)∈ℜm. Considérese que la función de coste es de tipo cuadrático y

está dada por:

( )∫ ++=
T

t

TTT dtuRuxQxTxTSTxtJ
0

····
2
1)()·()·(·

2
1)( 0 (8. 15)

El intervalo de tiempo en el cual se está interesado para el control de la planta es [t0, T].

Se desea determinar el control óptimo u*(t), t∈[t0,T] que minimiza J.

Se supone que el tiempo final T es fijo y conocido, y que no se especifica ninguna

función Ψ  del estado final. Además, se supone que el estado inicial del sistema x0(t) es

conocido. Las matrices S(T) y Q se consideran simétricas y semidefinidas positivas. R se

considera simétrica y definida positiva. El Cuadro 8.1 permite escribir la solución a este

problema.

El Hamiltoniano es:

( ) ( )uBxAuRuxQxtH TT ···λ····
2
1)( T +++= (8. 16)
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Donde λ(t)T∈ ℜn es un multiplicador indeterminado. Las ecuaciones de estado y su

adjunta son:

uBxAHx ··
λ

+=
∂
∂

=& (8. 17)

λ··
x

λ- TAxQH
+=

∂
∂

=& (8. 18)

La condición de estacionaridad es:

λ··
u

0 TBuRH
+=

∂
∂

= (8. 19)

Esta condición proporciona el controlador óptimo en función del co-estado λ:

λ(t)··)( 1 TBRtu −−= (8. 20)

La sustitución de este valor de u en (8.17) da:

λ···· 1 TBRBxAx −−=& (8. 21)

Como el estado final es libre dx(T)≠0, y como se supone que el tiempo final es fijo dT=0,

entonces la condición frontera (8.13) toma la forma:

)()·(
x

λ(T) TxTS
T

=
∂
∂

=
φ

(8. 22)

El problema radica en resolver las ecuaciones (8.21) y (8.18) con las condiciones

frontera x(to) y λ(T), dado por (8.22).

Para determinar la solución se supone que x(t) y λ(t) satisfacen una ecuación como la

(8.22) para t∈[t0, T], con una matriz S(t) todavía desconocida:

)()·(λ(t) txtS= (8. 23)

Si se puede encontrar dicha matriz S, entonces la suposición será válida. Para

determinar S(t) se deriva en (8.23) y se sustituye (8.21).

xSBRBxASxSxSxS T )·····(···λ 1−−+=+= &&&& (8. 24)
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Teniéndose en cuenta la ecuación del co-estado (8.18) y la relación (8.23), se obtiene

para todo t:

xQSBRBSASSA TT )·······(S·x- 1 +−+= − (8. 25)

Como la ecuación anterior se debe de verificar para todas las trayectorias del vector de

estado cualquiera que sea el x(t0), es necesario que se verifique:

TtQSBRBSASSA TT ≤+−+= − ,······S- 1& (8. 26)

Ésta es la ecuación de Riccati para sistemas continuos, y si S(t) es su solución con la

condición final S(T), entonces (8.23) se verifica para todo t ≤ T, y la hipótesis es válida. En

términos de la solución a la ecuación de Riccati, el control óptimo está dado por (8.20) y

(8.23), como:

)(···)( 1 txSBRtu T−−= (8. 27)

Definiendo la ganancia de Kalman como:

)(··)( 1 tSBRtK T−= (8. 28)

Se tiene

)()·()( txtKtu −= (8. 29)

El control óptimo se determina resolviendo la ecuación de Riccati (8.26), hacia atrás en

el tiempo para S(t). Esto se puede realizar de forma “off-line” antes de aplicar el control, ya

que no se requiere conocer x(t). Después se calcula K(t) y se almacena. Por último, durante

la aplicación del control, se calcula u*(t) por la ecuación (8.29) y se aplica a la planta.

El Cuadro 8.2 resume el controlador lineal cuadrático óptimo para sistemas continuos.

En términos de la ganancia de Kalman, la ecuación de Riccati puede expresarse de la

siguiente forma:

TtQKRKASSA TT ≤+−+= ,····S- & (8. 30)

El control (8.29) es una ley de realimentación variable en el tiempo, a pesar de que A, B,

Q y R son invariantes en el tiempo, ya que K(t) varía con el tiempo. La planta en lazo

cerrado es:
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xKBAx )··( −=& (8. 31)

Esta ecuación permite determinar la trayectoria óptima del vector de estado x*(t) a partir

del estado inicial x(t0).

Modelo del sistema:

                                             0,·· ttuBxAx ≥+=&

Función de coste:

                                             ( )∫ ++=
T

t

TTT dtuRuxQxTxTSTxtJ
0

····
2
1)()·()·(·

2
1)( 0

Suposiciones:

                                             simétricasRQtS ,0,0,0)( >≥≥

Control de realimentación óptimo:

                           dadoTSTtQSBRBSASSA TT )(,,······S- 1 ≤+−+= −&

                            SBRK T ··1−=

                             xKu ·−=

                            )()·()·(·
2
1)( 0000

* txtStxtJ T=

Cuadro 8.2: Controlador continuo lineal cuadrático (controlador continuo LQ).

Se puede demostrar que con el control óptimo (8.29) el valor de la función de coste en

el intervalo [t,T] es:

)()·()·(·
2
1)( txtStxtJ T= (8. 32)

Este resultado es importante ya que, si se conoce el estado actual x(t) se puede,

resolviendo la ecuación de Riccati, conocer el coste del control en el intervalo [t,T] antes de

que se aplique el control o de que lo calculemos. Si el coste es muy alto, se puede cambiar

las matrices S(T), Q y R, y encontrar una nueva ganancia K(t), o se puede utilizar otro

esquema de control. Se puede ver que:

R
u
J

=
∂
∂

2

2

(8. 33)
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Puesto que R>0, el control óptimo efectivamente minimiza a J(t0). Seleccionando S(T)

muy elevado, se puede garantizar que el control óptimo conducirá a x(T) muy próximo a cero

para mantener a J(t0) pequeño.

♦ Ejemplo 8.5: Control óptimo de un sistema escalar

Sea el sistema:

ubxatx ··)( +=& (1)

Con la función de coste:

( )∫ ++=
T

t
dturxqTxTstJ

0

222
0 ··

2
1)()·(·

2
1)( (2)

La ecuación de Riccati es:

Tt
r
sbqsas ≤−+=−

22

··2& (3)

Separando variables se obtiene:

∫∫ =
−−









T

t

Ts

ts
dt

qsas
r
b

ds)(

)(
2

2

··2·

Si se integra se obtiene:

1·
)(
)(

)(
)(2

2

1

21
2

−







−
+

+
+=

−tTe
sTs
sTs

sssts
β

(4)

Donde:

r
qba ·β

2
2 += (5)

a)β·(a),-β·( 2221 +==
b
rs

b
rs (6)

En el estado estacionario (T-t)→∞, s(t) está dado por s2 o, si a>0:
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++=∞ a
γ11·

γ
qs (7)

Donde:

·
·

γ
2

ra
qb

= (8)

Si a<0, se obtiene una relación similar.

La ganancia es:

)()(K ts
r
bt = (9)

Y en el estado estacionario:

∞∞ = s
r
bK (10)

Considérese el caso especial, muy interesante, en que q=0. Ahora β=|a| y

)(2
22

··2
)(1

··2
)(

)()(
tTae

ra
Tsb

ra
Tsb

Tsts
−−









−+

= (11)

Si se desea asegurar que el control óptimo lleva a x(T) exactamente a cero, se puede hacer S(T)→∞

para conseguir que x(T)→0 en J(t0). Con este límite se tiene:

)(2

2

1

··2

)( tTae
b
ra

ts −−−
= (12)

Luego el control óptimo es:

)(·
1

·2

)()·()( )(2

2
tx

e
b
a

txtKtu tTa −−−
=−= (13)

O de forma equivalente:
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)(·
))·((

)(
)(

tx
tTasenh

e
b
atu

tTa

−
−=

−

(14)

Si el sistema es estable (a<0), entonces en el estado estacionario (T-t)→∞, se tiene s∞=0, y el

sistema en lazo cerrado es estable:

xaxKbatx ·)··()( =−= ∞& (15)

Si a>0, entonces:

2

··2s
b
ra

=∞ (16)

Y el sistema en lazo cerrado:

xaxs
r
batx ···)(

2

−=







−= ∞& (17)

También es estable.

♦ 

8.5 SOLUCION EN EL ESTADO ESTACIONARIO
Cuando T tiende a infinito, la solución a la ecuación de Riccati puede exhibir distintos

tipos de comportamiento:

1)  Puede no estar acotada.

2)  Puede tender a un valor límite o estacionario S∞, que puede ser cero,

definida positiva o semidefinida positiva.

Si S(t) converge, entonces para t<<T, S& =0, lo que lleva, en el límite, a la ecuación

algebraica de Ricatti (EAR):

QSBRBSASSA TT +−+= − ······0 1 (8. 34)

La EAR puede tener varias soluciones, y éstas pueden ser reales o complejas, definida

positivas o definida negativas, etc. Si S(T) se elige como simétrica, entonces la solución a la

ecuación de Riccati S(t), es simétrica y al menos semidefinida positiva para todo t≤T.
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S(∞) es siempre una solución a la EAR, pero no todas las soluciones a la EAR son una

solución límite de Riccati para algún S(T) inicial. Si S(∞) existe, entonces la ganancia en el

estado estacionario es:

)(··)( 1 ∞=∞ − SBRK T (8. 35)

En algunas circunstancias puede resultar aceptable utilizar, en lugar de la ley de control

óptimo variante en el tiempo (8.29), la ley de realimentación constante:

)()·()( txKtu ∞−= (8. 36)

El primer aspecto que se debe intentar conocer es cuando existe una solución límite S∞

a la ecuación de Riccati. El Teorema 8.1 da la respuesta.

Teorema 8.1: Supóngase que el par (A,B) es estabilizable. Entonces, para todo S(T) existe

una solución límite S(∞) a la ecuación de Riccati. Además, S(∞) es una solución

semidefinida positiva de la EAR.

Hasta ahora no se ha realizado ninguna suposición sobre la controlabilidad de la planta. Sin

embargo, se verá que dicha propiedad proporciona propiedades muy deseables para el

sistema en lazo cerrado, cuando el intervalo de control [t,T] crece.

Si se intenta utilizar una ley de control subóptima con una ganancia de realimentación

constante K(∞), se debería asegurar que el sistema en lazo cerrado es estable. El Teorema

8.2 dice cuando se tiene dicha propiedad.

Teorema 8.2: Sea C una matriz que verifica Q=CT·C, supóngase que (A,C) es observable.

Entonces (A,B) es estabilizable si y solo si:

a)  Existe una única solución límite definida positiva, S(∞), a la ecuación de Riccati.

Además, S(∞), es la única solución definida positiva a la EAR (8.34).

b)  El sistema en lazo cerrado xKBAx ))·(·( ∞−=&  es asintóticamente estable, donde

K=K(∞) está dada por (8.35).

Los comentarios al Teorema 8.2 se pueden repetir aquí. La observabilidad del par (A,C)

no es necesaria, basta con que sea detectable, pero en este caso sólo se garantiza que S∞

sea semidefinida positiva.
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Lo que los Teoremas 8.1 y 8.2 dicen es que si la planta es estabilizable y

seleccionamos Q de modo que (A,C) es observable (con Q=CT·C), entonces la ganancia de

realimentación constante K(∞) da un sistema en lazo cerrado estable.

Hay que hacer notar que (8.35) es la ley de control óptima para la función de coste con

un horizonte de control infinito.

( )∫
∞

∞ +=
0

····
2
1 dtuRuxQxJ TT (8. 37)

Por lo que, cuando el intervalo de control [t0, T] crece, tiene más sentido utilizar una

ganancia de realimentación constante con K(∞).

Un aspecto importante de estos teoremas es que proporcionan un método para

establecer un sistema estable. Sean Q y R cualesquiera matrices definidas positivas con las

dimensiones apropiadas. Entonces u=-K∞·x, donde K∞=R-1·BT·S, con S la solución definida

positiva de (8.34), genera un sistema en lazo cerrado estable. Diferentes valores de Q y R

darán lugar a diferentes polos de (A-B·K(∞)) pero estos polos siempre serán estables.

El siguiente ejemplo demuestra que el controlador lineal cuadrático (LQ) en estado

estacionario es a menudo fácil de encontrar.

♦ Ejemplo 8.6: Control en el estado estacionario de un sistema escalar.

La planta

ubxax ·· +=& (1)

tiene la función de coste con horizonte infinito

( )∫
∞

+=
0

22 ··
2
1)0( dturxqJ (2)

El control óptimo es

xKu )·(∞−= (3)

donde

)(·)( ∞=∞ s
r
bK (4)
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y s(∞) es la solución definida positiva de la EAR

qs
r
bsa +−= 2

2

···20 (5)

Obsérvese que la planta es controlable (b≠0) y observable (q≠0). Resolviendo (5) se obtiene:











++=∞
r
qbaa

b
rs ·)(

2
2

2 (6)

Luego











++=∞
r
qbaa

b
K ·1)(

2
2 (7)

y el sistema en lazo cerrado es:

r
qbaKbaacl ·)(·

2
2 +−=∞−= (8)

que es siempre estable

♦ 

♦ Ejemplo 8.7: Control en estado estacionario de un sistema integrador de segundo orden.

Considérese la planta

uxx ·
1
0

·
00
10









+








=& (1)

que corresponde a la ecuación diferencial

)()(2

tu
dt
tyd

=

que se puede asociar, por ejemplo a la ley de Newton.

m
F

dt
tedF

dt
edm =⇒=

)(22
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Luego u=F/m es la fuerza aplicada por unidad de masa, x1=e es el espacio recorrido y x2= e& es la

velocidad del cuerpo.

Como función de coste se tiene

∫
∞









+








==

0

2··
0

0
·

2
1)0( dturx

q
q

xJ
v

eT (2)

Utilizando A, B, Q y r en la EAR se obtienen las siguientes ecuaciones algebraicas:

eqr
s

+−=
2

20 (3)

r
ss

s 32
1

·
0 −= (4)

vqr
s

s +−=
2
3

2·20 (5)

donde









=

32

21

ss
ss

S (6)

ya que es simétrica.

La solución a las ecuaciones algebraicas es:

rqs e ·2 = (7)

rqrrqs ev ··2·3 += (8)

rqqqs eve ·2·1 += (9)

donde se ha escogido la solución definida positiva de S.

La ganancia óptima es:
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+=∞=∞ −

r
q

r
q

r
q

SBRK eveT 2,)(··)( 1 (10)

Puesto que depende de las razones qe/r y qv/r, se supone que r=1. La planta en lazo cerrado es:









+−−

=∞−=
eve

c

qqq
KBAA

2
10

))(··( (11)

La ecuación característica |s·I-Ac| es

0··22 =+




 ++ eev qsqqs (12)

Comparando esta ecuación con s2+2·δ·ωn·s+ωn
2, se concluye que los polos del sistema en lazo

cerrado son complejos conjugados con una frecuencia natural ωn y un coeficiente de amortiguamiento

δ de

4/1
en q=ω (13)

e

v

q
q

2
1·

2
1δ += (14)

En el caso en que no se use ningún peso sobre la velocidad (qv=0), el coeficiente de amortiguamiento

toma el valor 2/1 . La frecuencia natural ωn depende sólo del peso sobre el espacio qe, y el

rozamiento depende sólo de la relación ev qq 2 .

A partir de las relaciones (13) y (14) se puede elegir qe y qv de modo que se obtenga un

comportamiento deseado en lazo cerrado.

En el caso qe=0 de modo que (A,C)= (A, Q ) no es detectable, uno de los polos en lazo cerrado se

sitúa en s=0 y el sistema deja de ser estable.

♦ 

♦ Ejemplo 8.8: Péndulo invertido.

Las ecuaciones del movimiento de un péndulo invertido montado sobre un vehículo son:
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uxx ·
1
0

·
0
10

2 







+








Ω

=& (1)

donde x1= θ es la posición angular, x2=θ& es la velocidad angular, u es la fuerza externa aplicada al

vehículo y Ω2 es una constante que depende de las masas del péndulo, del vehículo y también de la

longitud del péndulo.

Se desea encontrar una ley de control que minimice la función de coste:

∫
∞









+=

0 2

2
2θ

2
1)0( dt

c
uJ (2)

donde c es una constante. De esta función se deduce la siguiente relación para las matrices de peso:

2

1
00
01

c
RQ =








= (3)

Si se toma









=∞

32

21)(
ss
ss

S

la ecuación algebraica de Riccati es en este caso:

1···20 2
2

22
2 +−Ω= scs (4)

1···0 32
22

21 +−Ω+= sscss (5)

2
3

2
2 ··20 scs −= (6)

La ganancia en estado estacionario es:

[ ] [ ]3
2

2
2

32

2121 ···10···)( scsc
ss
ss

cSBRK T =







==∞ − (7)

La solución a las ecuaciones (4), (5) y (1) es sencilla. La ecuación (4) tiene como solución

2

242

2 c
cs +Ω±Ω

=
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Todavía se desconoce que signo es el correcto, se elegirá aquél que de como solución una matriz

definida positiva. De la ecuación (6) se deduce

23 ·2·1 s
c

s =

Si en s2 se toma como solución el signo -, s2 será negativa y s3 será imaginaria, en conclusión se

debe de usar el signo +. Luego

[ ] 2/1
242

232

242

2 ·2 c
c

s
c

cs +Ω+Ω=⇒
+Ω+Ω

=

Y la ganancia es:

[ ] 



 +Ω+Ω+Ω+Ω=∞

2/1
242242 ·2)( ccK (8)

El término s1 se obtiene de la ecuación (5), pero no se necesita en el control.

La matriz del sistema en lazo cerrado es:

[ ] [ ] 







+Ω+Ω−+Ω−

=















Ω

=∞−= 2/1
24224212 ·2

10
·

1
0

·
0
10

)(··
cc

KKKBAAc (9)

y su ecuación característica es:

[ ] 0··2 24
2/1

2422 =+Ω++Ω+Ω+ cscs (10)

Las raíces de (10) son:

[ ] [ ] 



 Ω−+Ω±Ω++Ω−=

2/1
224

2/1
224 ··

2
2 cjcs (10)

La Figura 8.2 muestra el lugar de las raíces cuando el factor de peso c varía de ∞ a 0. Cuando c

aumenta, las raíces en lazo cerrado tienden a las asíntotas que forman 45° con el eje real, y se

mueven hacía infinito siguiendo a estas asíntotas. Esto implica que el tiempo de respuesta tiende a

cero y que el factor de amortiguamiento tiende a δ= 22 =0.707. Que el tiempo de respuesta tienda a

cero no debe extrañar, ya que incrementando c decrece el coste del control (r disminuye) y esto hace

posible obtener una respuesta rápida. El que se obtenga un coeficiente de amortiguamiento δ= 0.707

es razonable, ya que permite una buena respuesta sin apenas sobreelongación. Pero el porqué
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precisamente 22  y no otro valor se debe a que los sistemas de segundo orden en condiciones

muy generales tienden a tener un factor de amortiguamiento de 22 .

−4.5 −4 −3.5 −3 −2.5 −2 −1.5 −1 −0.5 0
−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

10
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100

100

1000

1000

Real

Im
ag

Figura 8.2: Lugar de las raíces del sistema en lazo cerrado cuando se varía el factor de peso c2.

♦ 

8.6 RESULTADOS EN EL DOMINIO DE LA FRECUENCIA
Supóngase que (A,B) es controlable y que (A,C) es observable, con Q=CT·C.

Como se ha visto, el regulador óptimo en el estado estacionario está dado por una

realimentación constante con K=R-1·BT·S, siendo S la única solución definida positiva de la

ecuación de Riccati (8.34).

Se puede demostrar que los polos del sistema en lazo cerrado (Ver Figura 8.3) están

dados, en este caso por:

)(··)··()( 1 sBAIsKIsc ∆−+=∆ − (8. 38)

donde ∆(s) son los polos del sistema en lazo abierto.
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··)( AIss −=∆ (8. 39)

De acuerdo con la Figura 8.3, I+K·(s·I-A)-1·B puede interpretarse como una matriz de

diferencia de retorno del lazo de control.

s-1B +
-

K

A

u(t) x(t)

Figura 8.3: Lazo cerrado óptimo

Defínase

BAIsCsH ·)··()( 1−−= (8. 40)

como la función de transferencia del sistema en lazo abierto entre la entrada de control u(t) y

la salida real o ficticia y(t)=C·x(t), donde Q=CT·C.

Se verifica la siguiente relación entre los polos del sistema en lazo cerrado y los polos

del sistema en lazo abierto:

1)()·()()·()()·( −⋅∆−∆⋅+−=∆−∆ RssRsHsHss Tcc
(8. 41)

Esta relación, se conoce como ecuación de Chang-Letov para sistemas continuos. Se

puede utilizar para diseñar reguladores lineales cuadráticos óptimos en el estado

estacionario.

La parte derecha de (8.42) resulta conocida si se dan la planta y las matrices de peso,

así es posible utilizar la ecuación de Chang-Letov para determinar los polos en lazo cerrado

óptimos; como por el Teorema 8.4 (A-B·K) es estable, las raíces del sistema en lazo cerrado

corresponden a las raíces estables de la parte derecha de la ecuación (8.42), Las raíces de

∆c(-s)·∆c(s) son siempre simétricas con respecto al eje imaginario, al igual que las raíces de

∆(-s)·∆(s); esto es, si s1 es una raíz, también lo es -s1.
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En el caso de los sistemas SISO (una sola entrada - una sola salida) con Q=q·I, como

Q=CT·C entonces C=q1/2, se tiene:

)(
)(·

)(
)]··(·[

·)··()( 1

s
sNq

s
BAIsadjq

BAIsqsH
∆

=
∆

−
=−= −

(8. 42)

N(s) es un vector columna. La ecuación (8.42) toma la forma

)()·()()·(·)()·( sssNsN
r
qss Tcc ∆−∆+−=∆−∆ (8. 43)

Las raíces de la parte derecha de la ecuación anterior son los ceros de

)()·(·1
)()·(
)()·(1 sHsH

r
q

ss
sNsN

r
q T

T

−+=
∆−∆

−
⋅+ (8. 44)

La ecuación (8.45) que tiene la forma requerida para un análisis del lugar de las raíces

en función del parámetro q/r. Éste muestra que cuando q/r varía desde cero (no se realiza

peso sobre el estado, q=0) a ∞ (no se realiza peso en el control, r=0), los polos óptimos en

lazo cerrado s desplazan desde los polos estables de

)()·()( sHsHsG T −= (8. 45)

a sus ceros estables. Así pues, se puede seleccionar la relación q/r para tener los polos en

lazo cerrado que se desean.

Hay que recordar que los polos estables de HT(-s)·H(s) son los polos de H(s) con sus

polos inestables reflejados en el semiplano izquierdo, es decir 11 ss −= . Por otro lado los

ceros estables de HT(-s)·H(s) son los ceros de H(s) con sus ceros inestables reflejados en el

semiplano izquierdo, es decir 11 ss = .

♦ Ejemplo 8.9:

Considérese el sistema descrito por la ecuación de estado:

u
x
x

x
x

·
157.3
0

·
183.1860.2
0.1417.1

2

1

2

1








−

+















−

−
=








&

&
(1)

El polinomio característico del sistema en lazo abierto es:
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183.1·6.2·)( 2 −+=−=∆ ssAIss (2)

Luego los polos en lazo abierto son:

395.0,995.2 =−= ss (3)

Es decir, posee un polo estable y otro inestable.

Para estabilizar la planta y mantener la variable de estado x2 pequeña, se considera la siguiente

función de coste:

( )∫
∞

+=
0

2
2 ··

2
1)0( dturxqJ (4)

De tal forma que:









=

q
Q

0
00

(5)

Una raíz de Q es:

[ ]qC 0= (6)

Como (A,B) es controlable y (A,C) es observable si (q≠0), entonces por los Teoremas 8.1 y 8.2 el

sistema con el regulador lineal cuadrático estacionario es estable en lazo cerrado.

La función de transferencia (8.43) es:

183.1·6.2
)473.4·157.3·(

)( 2 −+
+−

=
ss
sq

sH (7)

El procedimiento de diseño de Chang-Letov se basa en la función racional

)()·()( sHsHsG −= (8)

Como el polinomio característico del sistema en lazo cerrado ∆c(s) es estable, sus raíces son los

ceros estables de

)(·1 sG
r
q

+ (9)

En este caso
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)995.2)·(395.0)·(2995.0)·(395.0(
)417.1)·(417.1·(97.9

)183.1·6.2(
)473.4·157.3(

)183.1·6.2(
)473.4·157.3()( 22 +−−+

+−−
=

−+
−−

⋅
−−

−
=

ssss
ss

ss
s

ss
ssG (10)
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Figura 8.4: Lugar de las raíces de Chang-Letov

Los polos y los ceros de G(s) están dibujados en la Figura 8.4. Como se puede observar, están

situados de forma simétrica en torno al eje imaginario. También se muestra el lugar de las raíces

cuando q/r varía desde 0 hasta ∞. (Hay que hacer notar que como la ganancia en (10) es negativa,

en realidad se está dibujando el lugar de las raíces para unas ganancias negativas -9.97·q/r.)

Si se selecciona q/r=1, entonces los ceros estables de (9) son:

231.4,094.1 −=−= ss (11)

Luego el polinomio característico del sistema en lazo cerrado es:

627.4·324.5)231.4)·(094.1()( 2 ++=++=∆ sssssc (12)

Conocido el polinomio característico en lazo cerrado se puede determinar la ganancia de

realimentación constante K, utilizando el método de Ackermann o de asignación de polos por

realimentación constante de las variables de estado u(t)=-K·x(t).

♦ 
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9.1 INTRODUCCION
En ocasiones el modelar un proceso real sometido a perturbaciones estocásticas

mediante un modelo determinista puede conducir a resultados bastante pobres. Se debe

considerar entonces un modelo que incluya también una parte estocástica. En estos

modelos el estado no se puede conocer con exactitud debido a la presencia de ruido, por

ello no es posible usar la teoría de control óptimo estudiada en los Temas 7 y 8. Para este

tipo de modelos es conveniente usar controles estocásticos que son aquellos que

consideran como criterio de control la minimización de alguna propiedad estadística (valor

medio, varianza, valor cuadrático medio, etc) de alguna variable del sistema, típicamente la

salida y/o la señal de control.

En esta tema se describen para sistemas discretos dos de los controles estocásticos

más conocidos: el control de varianza mínima y el control lineal cuadrático Gaussiano

comúnmente denominado como control LQG1. Con el objetivo de centrar la atención del

alumno en los resultados fundamentales no se han incluido las demostraciones matemáticas

de las ecuaciones asociadas a estas leyes de control. Los alumnos interesados pueden

consultar la sección Bibliografía.

En este tema en primer lugar se realizan una serie de consideraciones previas relativas

al modelo del sistema y a los criterios de control considerados. A continuación se dan unas

nociones básicas sobre predicción óptima que sirven de preámbulo a la explicación del

control de varianza mínima. Finalmente se describe el control LQG.

                                                          
1 Acrónimo inglés derivado de Linear Quadratic Gaussian
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9.2 CONSIDERACIONES PREVIAS

9.2.1 Manipulación de polinomios
Sea un polinomio P(q), su grado se denotará por deg(P). Siempre se considerará que

deg(P)≥0. Se denotará al polinomio reciproco de P(q) como P*(q) y se obtiene de la

siguiente forma:

( ) )(·)(* 1deg −= qPqqP P

Asimismo si se conoce el polinomio reciproco P*(q) es posible calcular P(q) usando la

expresión

( ) )(*·)( 1*deg −= qPqqP P

Expresiones derivadas de las anteriores son:

( ) )(·)(* deg1 qPqqP P−− =

( ) )(*·)( *deg1 qPqqP P−− =

♦ Ejemplo 9.1:

Sean los polinomios:

zbzB
azzA

·1)(*
)(

+=
+=

Su observa que deg(A)=deg(B*)=1.

El polinomio reciproco de A es:

( ) zaazzzAzzA A ·1)·()(·)(* 11deg +=+== −−

El polinomio A*(z-1) se obtendría a partir de A de la siguiente forma:

( ) 11deg1 ·1)·()(·)(* −−−− +=+== zaazzzAzzA A

El polinomio original de B* es:

( ) bzzbzzBzzB B +=+== −− )·1·()(*·)( 11*deg
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El polinomio B(z-1) se obtendría a partir de B* de la siguiente forma:

( ) bzzbzzBzqB B +=+== −−−− 11*deg1 )·1·()(*·)(

♦ 

9.2.2 Modelo discreto del proceso considerado
Se supone que el proceso que se desea controlar es lineal e invariante en el tiempo y

que posee una sola entrada u y una única salida y. Se supone también que las

perturbaciones pueden ser descritas como ruido blanco filtrado.

Se considera el siguiente modelo discreto para el proceso:

kkk eqCuqByqA )·()·()·( += (9.1)

donde A(q), B(q) y C(q) son polinomios en el operador desplazamiento q y {ek} es una

secuencia de variables aleatorias independientes, no correlacionadas con media cero y

desviación estándar σ. El modelo (9.1) es un modelo ARMAX (ver sección 5.8.1).

La ecuación (9.1) se puede normalizar para que el coeficiente principal de los

polinomios A(q) y B(q) sea la unidad. A tales polinomios se les denomina mónicos.

El polinomio C(q) puede ser multiplicado por una potencia arbitraria de q, siempre que

no se modifique la estructura de correlación de C(q)·ek. Esta propiedad se puede usar por

ejemplo para normalizar C de tal forma que el grado de C sea igual al grado de A, es decir,

deg(C) = deg(A), aunque también se puede tener que deg(C) = deg(A) - 1.

Los polinomios A(q) y B(q) pueden tener sus raíces dentro o fuera del círculo unidad,

mientras que las raíces de C(q) se encuentran todas dentro del círculo unidad. Por el

teorema de factorización espectral (ver sección 3.5.3), el polinomio C(q) se puede cambiar

para que todas sus raíces se encuentren dentro del círculo unidad o sobre él.

♦ Ejemplo 9.2: Modificación del polinomio C

Sea el polinomio

2)( += zzC

C(z) posee una raíz en z=-2 fuera del círculo unidad.
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Considérese la señal:

kk eqCn )·(=

donde {ek} es una secuencia de variables aleatorias no correlacionadas con valor medio cero y

varianza unidad. La densidad espectral de n es

)()·(·
·2
1)( TiTiTi eCeCe ωωω

π
φ −=

Puesto que

)1·2)·(1·2(21)·2(

21)·2()2)·(2()()·(

1

11

++=





 +

+=







 ++=++=

−

−−

zz
z
zz

z
zzzzCzC

la señal n puede ser representada mediante

kk eqCn )·(*=

donde

)1·2()(* += zzC

es el recíproco del polinomio C(z).

♦ 

Luego si C(q) tiene sus ceros fuera del círculo unidad, el polinomio debe ser factorizado

de la siguiente forma:

−+= CCC ·

donde −C  posee todas sus raíces fuera del círculo unidad y +C posee todas sus raíces

dentro del círculo unidad. El polinomio C debe ser sustituido por

[ ]*· −+= CCC
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9.2.3 Criterios de control considerados
Para problemas de regulación en el estado estacionario en sistemas con componentes

estocásticas y con una única salida se suele utilizar como criterio para diseñar el controlador

la minimización de la varianza de la salida, es decir, la función de coste o criterio a minimizar

sería:

][ 2
kmv yEJ = (9.2)

que también se puede expresar en la forma:









= ∑

=
∞→

N

k
kNmv y

N
EJ

1

21lim (9.3)

Una ley de control que minimiza (9.2) se denomina control de varianza mínima. Para

estos controladores la señal de control depende de forma crítica del periodo de muestreo.

Así, un periodo de muestreo pequeño produce un varianza grande de la señal de control.

Mientras que, un periodo de muestreo pequeño produce una varianza pequeña de la señal

de control. En algunos casos es deseable llegar a un compromiso entre las varianzas de la

señal de control y de la señal de salida. Esto se puede conseguir considerando la siguiente

función de coste:

]·[ 22
kklq uyEJ ρ+= (9.4)

donde el parámetro ρ debe ser sintonizado por el diseñador en función de las prestaciones

deseadas en su sistema. Una ley de control que minimiza una función de coste de este tipo

se denomina ley de control cuadrática.

En la Figura 9.1 se representa la estructura de control que se va a considerar a lo largo

de este tema. En ella el control que minimiza (9.2) o (9.4) está dado por la ley:

kk y
z
zu ·
)(
)(

α
β

−=
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)(
)(
qA
qB

ku

)(
)(
q
q

α
β

-
0 ky

)(
)(
qA
qC

+

ke

Figura 9.1: Estructura de control considerada

9.3 PREDICCION OPTIMA
La teoría de predicción puede ser enunciada de diferentes formas, las cuales difieren en

las suposiciones que se hacen sobre el proceso, el criterio o función de coste y los

predictores admisibles. En esta sección se consideran las siguientes suposiciones:

• El proceso para ser predecido es generado mediante el filtrado de ruido blanco.

• El mejor predictor es aquel que minimiza el error de predicción cuadrático medio.

• Un predictor a m pasos admisible para yk+m es una función arbitraria de la función

yk.

Sea {yk} un proceso aleatorio generado por el siguiente modelo:

kkk e
qA
qCe

qA
qCy ·

)(*
)(*·

)(
)(

1

1

−

−

== (9.5)

donde {e(k)} es una secuencia de variables aleatorias independientes de valor medio cero y

varianza σ2. Se supone que A y C son de orden n. Además se supone que las raíces del

polinomio C(z) están dentro del círculo unidad.

El predictor de varianza mínima sobre m pasos está dado por
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kk y
qC
qGy

qC
qGqkmkyy ·

)(*
)(*·

)(
)(·)|(ˆˆ

1

1

−

−

==+= (9.6)

donde los polinomios F y G son el cociente y el resto cuando se divide qm-1·C por A, es decir:

)()()·()(·1 qGqAqFqCqm +=− (9.7)

Se considera que el polinomio F es mónico de grado m-1 y G es de grado menor que n:

1
2

1
1

0

1
2

1
1

...··)(

...·)(

−
−−

−
−−

+++=

+++=

n
nn

m
mm

gqgqgqG

fqfqqF

El predictor dado por (9.6) es un predictor lineal equivalente al predictor en el estado

estacionario que se obtiene usando el filtro de Kalman (ver sección 7.5).

El error de predicción es una media móvil:

1)·()|(ˆ)|(~
++ =+−=+ kmk eqFkmkyykmky (9.8)

El valor medio del error de predicción es:

0][)·()]|(~[ 1 ==+ +keEqFkmkyE (9.9)

Y la varianza

∑
−

=
− =++++==+

1

0

2222
1

2
2

2
1

2 ·]·...1[])|(~[
m

j
jmm ffffJkmkyE σσ (9.10)

Se observa que conforme aumenta el horizonte de predicción m la varianza del error de

estimación aumentara, ya que el sumatorio tiene más términos. Se puede demostrar que la

función Jm tiende a la varianza de y cuando m tiende a infinito. Una gráfica de Jm en función

de m mostraría la bondad de la predicción sobre diferentes horizontes.

♦ Ejemplo 9.3:

Sea el sistema (9.5) con:

5.0·2.0)(
7.0·5.1)(

2

2

+−=

+−=

qqqC
qqqA
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La varianza de ek es σ2=1. Se desea determinar el predictor de la salida sobre 3 pasos, es decir, m=3.

Para obtenerlo hay que usar (9.7):

]·[]7.0·5.1]·[·[]5.0·2.0·[ 10
2

21
222 gqgqqfqfqqqq +++−++=+−

Operando se obtiene:

1021

2
2

2
1

32
2

3
1

4234

··7.0··7.0
...·7.0··5.1··5.1·5.1···5.0·2.0

gqgfqf
qqfqfqqfqfqqqq

++++
++−−−++=+−

Igualando los coeficientes asociados a las mismas potencias de q se obtienen las siguientes

ecuaciones:

21
0

012

12
2

1
3

·7.00:

·7.0·5.10:
7.0·5.15.0:

5.12.0:

fgq

gffq
ffq

fq

+=

++−=

+−=

−=−

Resolviendo se obtiene f1=1.3, f2=1.75, g0=1.715, g1=-1.225. Luego los polinomios F(q) y G(q) son:

225.1·715.1)(
75.1·3.1)( 2

−=
++=

qqG
qqqF

Luego el predictor de la salida sobre 3 pasos de acuerdo con (9.6) es

kyqq
qqkky ·

5.0·2.0
·225.1·715.1)|3(ˆ

2

2

+−
−

=+

La varianza del error de estimación se obtiene aplicando (9.10)

7525.5]75.13.11[]·1[])|3(~[ 2222
2

2
1

2 =++=++==+ σffJkkyE m

♦ 

La suposición de que el polinomio C(q) posee todos sus raíces dentro del círculo unidad

garantiza que el predictor dado por (9.5) es estable en el estado estacionario. Recuérdese

que por el Teorema de factorización espectral C puede ser seleccionado para que tenga sus

ceros dentro o sobre el círculo unidad. Si el polinomio C tiene sus ceros sobre el círculo

unidad el predictor óptimo es un sistema variable con el tiempo.
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♦ Ejemplo 9.4:

Considérese el proceso

1−−= kkk eey

Equivalentemente este proceso puede expresarse en la forma:

kkkk eqeqey )·1(· 11 −− −=−=

O en la forma:

kk eqyq )·1(· −=

Comparando con un proceso cuya forma general es

kk eqCyqA )·()·( =

se obtiene

1)(
)(

−=
=
qqC
qqA

O equivalentemente:

1)(
)(

−=
=
zzC
zzA

Se observa que el polinomio C(z) posee una raíz en z=-1, es decir, sobre el círculo unidad.

Si se calcula el predictor de la salida sobre m=1 usando (9.7) y (9.6) se obtiene

kk y
q

y
q
qkmky ·

1
1·

1
)|(ˆ

1−−
−=

−
−

=+

Y sustituyendo el valor de yk dado por la ecuación en diferencias del proceso se obtiene:

kk eeq
q

kmky −=−







−

−=+ −
− )·1·(

1
1)|(ˆ 1

1

Si se intenta calcular ek a partir de yk, yk-1, ...,yk0 se obtiene:
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)()1()()1()( 00
0

kzkeiykeke
k

ki

+−=+−= ∑
=

El término e(k0-1) no tiende a 0 cuando k0→ -∞. Esto es consecuencia de que C no es estable. En

este caso se debe usar la teoría del filtro de Kalman (ver sección 4.2) sobre el proceso expresado en

la forma

kkk

kk

exy
ex

+−=
=+1

para obtener el predictor óptimo. Se puede demostrar que su expresión es:

∑
−

=

++
+−

−=+
0

0
0

0

)()·1(·
2

1)|1(ˆ
kk

n
nkyn

kk
kky

Se observa que el predictor óptimo es variable con el tiempo. Notar que la influencia de la condición

inicial y(k0) sobre el predictor tiende a 0 cuando k→ -∞ de la forma 1/(k+2-k0). Este decrecimiento es

mucho más lento que el caso de que el polinomio C fuese estable.

♦ 

♦ Ejemplo 9.5:

El modelo

beqCyqA kk += )·()·(

donde b es una constante desconocida, representa una señal con un offset. La constante b puede ser

eliminada restando la ecuación del modelo en el instante k+1 de la del modelo en el instante k. Con lo

que se obtiene:

])·[(])·[( 11 kkkk eeqCyyqA −=− ++

Que se puede expresar equivalentemente en la forma:

kk eqCqyqAq )·()·1()·()·1( −=−

Definiendo
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)()·1()(~ qCqqC −=

y como salida a

kyqy )·1( −=∆

se obtiene el siguiente modelo

kk eqCyqA )·(~)·( =∆

En este modelo el polinomio )(~ qC posee una raíz sobre el círculo unidad por lo que el predictor

óptimo será variable con el tiempo. En consecuencia este modelo no es muy deseable.

♦ 

9.4 CONTROL DE VARIANZA MINIMA

9.4.1 CASO 1: B ESTABLE
Considérese el proceso descrito por la ecuación (9.1). Se supone que los polinomios

B(q) y C(q) son estables, es decir, poseen todas sus raíces dentro del círculo unidad. Se

puede demostrar que el control de varianza mínima está dado por

kk y
qFqB

qGu ·
)()·(

)(
−= (9.11)

En las expresiones anteriores los polinomios G(q) y F(q) tienen la forma

1
2

1
1

0

1
2

1
1

...··)(

...·)(

−
−−

−
−−

+++=

+++=

n
nn

d
dd

gqgqgqG

fqfqqF

Los grados de los polinomios A, B, F y G son:

1)deg(
1)deg(

)deg(
)deg(

−=
−=

=
=

nG
dF
mB
nA

Donde
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0))deg()(deg( >−= BAd

Es decir, m=(n-d).

Los polinomios G y F se obtienen a partir de la expresión:

)()()·()(·1 qGqAqFqCqd +=− (9.12)

Por otra parte, multiplicando y dividiendo (9.11) por qn-1

kn

n

k y
qFqBq

qGqu ·
)()·(·

)(·
1

1

−

−

−=

Sustituyendo en el denominador qn-1=qn-d·qd-1, agrupando y considerando la definición de

reciproco de un polinomio se obtiene la siguiente expresión equivalente para el control de

varianza mínima:

kkddn

n

k y
qFqB

qGy
qFqqBq

qGqu ·
)(*)·(*

)(*·
)](·)]·[(·[

)(·
11

1

1

1

−−

−

−−

−

−=−= (9.13)

Conocido la expresión del controlador es posible obtener la expresión de la salida del

sistema en lazo cerrado. Sustituyendo (9.11) en (9.1) se obtiene

kkk eqCy
qFqB
qGqByqA )·(·

)()·(
)()·()·( +−=

Se observa que el control de varianza mínima cancela todos los ceros B(q) del proceso.

Agrupando términos y despejando se obtiene:

kk e
qGqFqA

qCqFy ·
)()()·(

)()·(
+

=

Sustituyendo el denominador por (9.13) se obtiene:

k
d

kdk eqFqe
qCq
qCqFy )·(··
)(·
)()·( )1(

1
−−

− ==

que se puede expresar equivalentemente como:

1111
1* ·...·)·( +−−−

− +++== dkdkkkk efefeeqFy (9.14)
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Por otra parte se observa, que la estrategia de varianza mínima se obtiene mediante la

predicción de la salida sobre d pasos y seleccionando una ley de control que haga la

predicción igual a la salida deseada. De esta forma este problema de control estocástico

puede separarse en dos problemas: un problema de predicción óptima y un problema de

control determinista.

♦ Ejemplo 9.6:

Dado el sistema (9.1) con

23

23

·9.0)(
5.0)(

·7.0·7.1)(

qqqC
qqB

qqqqA

−=

+=
+−=

Se desea obtener el control de varianza mínima, la salida del proceso controlado y la varianza de la

salida.

En primer lugar se observa que deg(A)=3 y que deg(B)=1 con lo que d=3-1=2. Luego para obtener

los polinomios F y G hay que dividir el polinomio qd-1·C(q) entre el polinomio A(q). El cociente de esta

división es el polinomio F(q) y el resto es el polinomio G(q). Luego realizando dicha división polinomial

se obtiene

qqqG
qqF

·56.0·66.0)(
8.0)(

2 −=

+=

El control de varianza mínima es:

( )
kkk y

qq
qqy

qq
qqu ·

)8.0)·(5.0(
56.0·66.0··

)8.0)·(5.0(
·56.0·66.0 2

++
−

−=
++

−
−=

La salida del sistema controlado es:

1·8.0 −+= kkk eey

La varianza de la salida es:

][·64.0]·[·8.0]·[·8.0][

)]·8.0)·(·8.0[(][
2

111
2

11
2

−−−

−−

+++=

=++=

kkkkkk

kkkkk

eEeeEeeEeE

eeeeEyE
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Puesto que {ek} es una secuencia de variables aleatorias independientes entonces E[ek·ek-1]=0 y

como su varianza es E[e2
k]=σ2 se obtiene el siguiente resultado

22 ·64.1][ σ=kyE

♦ 

9.4.2 CASO 2: B INESTABLE
Si el polinomio B es inestable, es decir, posee alguna de sus raíces fuera del círculo

unidad, el sistema tiene modos inestables que serán excitados por la perturbación. Estos

modos inestables están acoplados a la señal de control y provocan que ésta crezca

exponencialmente. Sin embargo, la salida permanece acotada ya que estos modos

inestables no están acoplados a la salida.

♦ Ejemplo 9.7:

Sea el sistema (9.1) con

)7.0()(
1·9.0)(

)7.0)·(1()(

−=
+=

−−=

zzzC
zzB

zzzA

Se observa que B(z) posee una raíz en z=-10/9, la cual está fuera del disco unidad. El control de

varianza mínima que se obtiene aplicando (9.11) es:

kk y
z

zu ·
)1·9.0(

)7.0(
+

−
−=

En la Figura 9.2 se muestra una simulación del sistema controlado con este control de varianza

mínima. La presencia del modo inestable se aprecia claramente en la señal de control, pero no en la

señal de salida. Este fenómeno se denomina ringing. Si la simulación continuase, la señal de control

sería tan grande que se producirían un overflow o un error numérico en la computadora. En un

problema práctico la señal de control se haría tan grande que la aproximación lineal ya no sería

válida. Después de un pequeño tiempo el modo inestable también sería apreciado en la salida.
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Figura 9.2: Simulación del sistema del ejemplo 9.5 con la ley de control (9.11) que cancela un cero

inestable del proceso.

♦ 

El control de varianza mínima se puede extender al caso en que el polinomio B tiene

raíces fuera del círculo unidad. Para ello se debe factorizar el polinomio B(z) de la siguiente

forma:

)()·()( zBzBzB −+= (9.15)

donde B+(z) representa a las raíces de B(z) dentro del círculo unidad y B-(z) a las raíces que

se encuentran fuera o sobre el disco unidad. Además es conveniente que B*(q) sea mónico.

Suponiendo que todas las raíces del polinomio C(z) están dentro del disco unidad y que

los polinomios A(z) y B-(z) no poseen factores comunes se puede demostrar que la ley de

varianza mínima es:

kk y
qFqB

qGu ·
)()·(

)(
+−= (9.16)

donde F(z) y G(z) son polinomios que satisfacen la siguiente ecuación Diofántica (ver

sección 2.9.1):
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)()·()()·()]()·[(· *1 qGqBqFqAqBqCqd −−− += (9.17)

en la cual

nAG
BdF

=<
−+= −

degdeg
1degdeg

La salida del sistema en lazo cerrado es:

kdk e
qBq

qFy ·
)](·[

)(
*1 −−= (9.18)

♦ Ejemplo 9.8:

Sea el sistema

)7.0()(
1·9.0)(

)7.0)·(1()(

−=
+=

−−=

zzzC
zzB

zzzA

El grado de A(z) es 2 y el grado de B(z) es 1, luego d= deg(A)- deg(B)=2-1=1.

Por otra parte se observa que el polinomio B(z) posee una raíz en z=-10/9, la cual está fuera del

disco unidad. B(z) se puede factorizar de la siguiente forma:

)()·()1·9.0·(1)( zBzBzzB −+=+=

Por tanto,

)1·9.0()(
1)(

+=

=
−

+

zzB
zB

El reciproco de B-(z) se calcula de la siguiente forma:

9.0)1·9.0·()(·)]*([ 11deg +=+== −−−− −

zzzzBzzB B

Los grados de los polinomios F(q) y G(q) son:

2deg1deg
11111degdeg

=<=
=−+=−+= −

AG
BdF
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Por tanto estos polinomios tienen la siguiente forma:

10

1

·)(
)(

gzgzG
fzzF
+=

+=

Para obtener el valor de sus coeficientes hay que resolver la ecuación (9.17):

)·)·(1·9.0())·(7.0)·(1()9.0)·(7.0·( 101 gzgzfzzzzzz ++++−−=+−

Si se evalúa la ecuación anterior en las raíces de A(z) (z=0.7 y z=1) y en las raíces de B(z) (z=-10/9)

se obtienen las siguientes ecuaciones:

1
3.0

0·7.0

1

10

10

=
=+
=+

f
gg
gg

Con lo que g1=0.3 y g0=-0.7.

Por tanto el control de varianza mínima (9.16) y la salida (9.18) son:

kk y
q
qu ·

)1(
)7.0(

+
−

−=

kkkkk e
q

ee
q

e
q
qy ·

9.0
1.0·

9.0
1.01·

)9.0(
)1(

+
+=








+

+=
+
+

=

Usando las fórmulas propuestas en la sección 3.5.4 es posible calcular la varianza de la salida y la

varianza de la señal de control:

222 ·05.1·
19
20][ σσ ==yE

222 ·47.14·
19
257][ σσ ==uE

En la Figura 9.3 se muestra una simulación del sistema controlado con este control de varianza

mínima. Se observa claramente que la señal de control ya no se inestabiliza
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Figura 9.3: Simulación del sistema del Ejemplo 9.8

♦ 

9.4.3 Interpretación del control de varianza mínima como diseño
mediante la ubicación de polos

El control de varianza mínima se puede interpretar como un diseño mediante la

ubicación de polos. La ecuación (9.1) del sistema y la ecuación del control de varianza

mínima (9.11) pueden escribirse de la siguiente forma:

k
k

k e
qC

u
y

qBqFqG
qBqA

·
0

)(
·

)()·()(
)()(









=















 −
(9.19)

Resolviendo el determinante

0
)()·()(

)()(
=

−
qBqFqG
qBqA

se obtiene la ecuación característica del sistema en lazo cerrado:

0)]()()·()·[()()·()()·()·( =+=+ qGqFqAqBqBqGqBqFqA (9.20)
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Usando (9.13) la ecuación característica toma la forma:

0)()·(·1 =− qCqBqd (9.21)

El sistema en lazo cerrado es de orden 2·n -1. Tiene 2·n-d polos asociadas a las raíces

de B(q) y C(q) y d-1 polos en el origen.

El control de varianza mínima se puede interpretar como un diseño mediante ubicación

de polos, donde los polos son situados en las raíces dadas por (9.21). Las similitudes con el

diseño mediante ubicación de polos se ven mucho más claras si se reescribe la ley de

control de varianza mínima en la siguiente forma:

kk y
qR
qSu ·

)(
)(

−= (9.22)

donde S=G y R=F·B.

Si se multiplica los dos miembros de (9.13) por B se obtiene

)()·()()·()()·()()·()·()()·(·1 qSqBqRqAqBqGqBqAqFqBqCqd +=+=− (9.23)

Donde )()·()( qBqFqR = y )()( qGqS = . Se observa que esta ecuación es un caso

especial de la ecuación Diofántica (2.83).

Para el caso en que B(z) posee raíces inestables el controlador de varianza mínima

venía dado por (9.16) entonces la ecuación característica del sistema en lazo cerrado es:

0)(·)]()·[(· *1 =−+− qCqBqBqd (9.24)

Y su ecuación Diofántica asociada es:

)()·()()·()(·)]()·[(· *1 qSqBqRqAqBqBqCqd +=+−− (9.25)

donde )()·()( qBqFqR += y )()( qGqS = .

9.5 CONTROL LQG

9.5.1 Ecuaciones del control LQG
Considérese el siguiente sistema:
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kkk eqCuqByqA )·()·()·( += (9.26)

con deg(A)= deg(C)=n.

Se consideran las siguientes suposiciones:

1)  Todas las raíces del polinomio C(z) se encuentran dentro del círculo unidad.

2)  No existen factores comunes entre los polinomios A(z), B(z) y C(z).

3)  Todas las raíces de los posibles factores comunes de A(z) y B(z) están dentro del

círculo unidad.

Sea P(z) un polinomio mónico de grado n cuyas raíces se encuentran todas dentro del

círculo unidad y que es solución de la ecuación de Riccati:

)()·()()·(·)()·(· 111 −−− += zBzBzAzAzPzPr ρ (9.27)

La ley de control admisible que minimiza el criterio

]·[ 22
kklq uyEJ ρ+= (9.28)

se puede demostrar que es:

kk y
qR
qSu ·

)(
)(

−= (9.29)

Los polinomios R(z) y S(z) satisfacen la ecuación Diofántica

)()·()()·()()·( zSzBzRzAzCzP += (9.30)

que posee solución única con deg(S)<n y deg(R)=n.

El polinomio S*(z) es la solución única de la ecuación:

)(*)·()(*)·(·)()·(* zCzBzSzPrzXzA =+ (9.31)

con deg(X)<n.

Por su parte el polinomio R*(z) satisface la ecuación



Apuntes de Automática II

329

)()·(*)(*)·(·)()·(* zBzRzSzAzXzP =+ ρ (9.32)

Puesto que deg(X) < deg(P) de (9.32) se deduce que deg(R*)<n si ρ=0 y deg(S*)<n si

ρ>0.

Con la ley de control (9.29), la salida del sistema en lazo cerrado es:

kk e
qP
qRy ·

)(
)(

−= (9.33)

Y la señal de control es:

kk e
qP
qSu ·

)(
)(

−= (9.34)

El valor mínimo de la función de coste (9.28) viene dado por la siguiente integral

compleja:

{ }
z
dz

zPzP
zSzSzRzR

i
uyE ·

)()·(
)()·(·)()·(·

··2
]·[min 1

112
22 ∫ 







 +
=+ −

−− ρ
π

σρ (9.35)

La ley de varianza mínima también se puede obtener de (9.29) basta considerar ρ=0.

Si las leyes de control admisibles tienen un retardo de un periodo de muestreo,

entonces la ley de control está dada por (9.29), donde R(z) y S(z) son la solución única a la

ecuación Diofántica (9.30) con deg(S)<n. En este caso:

)(*)·(*)(*)·(*·)(*)·(* 1 zCzPzSzBzzRzA d =+ + (9.36)

9.5.2 Procedimiento computacional
En la sección anterior se han presentado las ecuaciones que permiten obtener un

control LQG para sistemas SISO. En esta sección se detalla en forma de procedimiento

computacional, la forma y el orden en que deben usarse dichas ecuaciones:

1)  Reescribir el modelo del proceso y de sus perturbaciones en la forma

estándar (9.26), donde el polinomio C(z) sea un polinomio estable (puede

que sea necesario factorizarlo de la forma indicada en la sección 9.2.1).
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2)  Determinar el polinomio P(z) resolviendo la ecuación (9.27). Si los

polinomios A y B poseen un factor común estable A2 los cálculos de la ley

de control pueden ser simplificados realizando la siguiente factorización:

 
21

21

·
·
ABB
AAA

=
=

 Se sigue de (9.27) que A2 también divide a P, por lo que éste puede

escribirse en la forma:

 21·APP =

donde P1 se obtiene resolviendo la ecuación:

 )()·()()·(·)()·(· 1
11

1
11

1
11

−−− += zBzBzAzAzPzPr ρ

3)  Existen dos posibilidades para calcular los polinomios R(z) y S(z):

a)  El polinomio S(z) puede ser determinado de (9.31). Entonces el

polinomio R(z) es obtenido o de (9.32) o de (9.30).

b)  Usar (9.31) para determinar el grado de S*(z). Entonces tanto R(z)

como S(z) pueden ser determinados de (9.30).

♦ Ejemplo 9.9:

Considérese un sistema caracterizado por:

czzC
bzB

azzA

+=
=

+=

)(
)(

)()(

Se pide determinar el control LQG.

Se observa que n=deg(A)=deg(C)=1 y deg(B)=0. Además A y B no poseen ningún factor común.

Además los recíprocos de estos polinomios son:

zcczzzCzzC
bzBzzB

zaazzzAzzA

C

B

A

·1)·()(·)(*
)(·)(*

·1)·()(·)(*

11deg

1deg

11deg

+=+==

==

+=+==

−−

−

−−
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Paso 1: Determinar el polinomio P(z) de grado deg(P)=n=1 mediante la resolución de la ecuación

(9.27).

21
1

1
1 ))·(·())·(·( bazazpzpzr +++=++ −− ρ

Operando se obtiene

)·(·])1·([)·(·)1·( 1221
1

2
1 zzabazzprpr ++++=+++ −− ρρ

Igualando los coeficientes de las mismas potencias de z se obtienen el siguiente par de ecuaciones:

apr ·· 1 ρ= (1)

222
1 )1·()1·( bapr ++=+ ρ (2)

De (1) se obtiene

1

·
p
ar ρ

= (3)

Y sustituyendo (3) en (2) se obtiene la siguiente ecuación de segundo orden para p1:

0·]·)1·([·· 1
222

1 =+++− apbapa ρρρ

La solución de esta ecuación que garantiza que P(z) está dentro del círculo unidad (|p1|<1) es:

a
abbaba

p
··2

)1·(··2)1·()1·( 22422222

1 ρ
ρρρ +++−+++

= (4)

Paso 2: Determinar el polinomio S(z) a partir de (9.31). Recuérdese que deg(S)<n y deg(X)<n. Luego

como n=1 S(z)=s0 y X(z)=x0. El reciproco del polinomio S es

00
01deg ·)(·)(* sszzSzzS S === −

Luego la ecuación (9.31) toma la forma:

)·1·()··()··1( 010 zcbspzrxza +=+++

Igualando los coeficientes de las mismas potencias de z se obtiene:

bsprx =+ 010 ··
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cbsrxa ··· 00 =+

Resolviendo este sistema de ecuaciones para s0 y x0 se obtiene:

)·1·(
)·(

1
0 par

acbs
−

−
= (5)

1

1
0 ·1

)·1·(
pa
pcbx

−
−

= (6)

Paso 3: Determinar el polinomio R(z) a partir de (9.32). El grado del polinomio R(z) es deg(R)=n=1.

Se supone que su estructura es:

10 ·)( rzrzR +=

Luego su polinomio reciproco es:

zrrrzrzzRzzR R ·)··()(·)(* 101
1

0
1deg +=+== −−

Luego la ecuación (9.32) toma la forma:

bzrrsazxzp )··()··()··1( 10001 +=+++ ρ

Igualando los coeficientes de igual potencia de z se obtienen el siguiente par de ecuaciones

brsxp
brsax
···

···

1001

000

=+
=+

ρ
ρ

Sustituyendo (1) en estas ecuaciones se obtiene el siguiente resultado

10 =r (7)

a
pcr 1

1
·

= (8)

Paso 4: Escribir la ley de control LQG dada por (9.29)

kkk y
rzr

s
y

qR
qSu ·

·
·

)(
)(

10

0

+
−=−=

Sustituyendo los valores de s0, r0 y r1 obtenidos anteriormente se tiene el siguiente resultado final
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kk y
acpq

q
ba

caapu
/·

·
·

))·((

1

1

+
−−

−= (9)

Comentario 1:

Otra forma de resolver el problema es darse cuenta qué deg(S*)=0, entonces la ecuación (9.30) toma

la siguiente forma:

zsbrzrazczpz ··)·)(())·(( 0101 +++=++

Sustituyendo z=-a en la ecuación anterior se obtiene:

ba
caaps

·
))·(( 1

0
−−

= (10)

Usando ahora (9.27) para este ejemplo con z=-p1 se obtiene que

)1··(
·

1

1
2

1 −
=−

pa
pbap

ρ
(11)

Sustituyendo (11) en (10) se obtiene la misma expresión (5) para s0 que anteriormente. Los valores

de r0 y r1 se obtienen de (9.30).

Comentario 2:

El resultado (9) que se ha obtenido sólo es válido si a≠0. Si a=0 el sistema tendría un retardo

temporal y habría que usar (9.31) y (9.36) para determinar R(z) y S(z). Procediendo de esta forma se

tendría:

ρ+
= 20

·
b
cbs

10 =r

ρ
ρ
+

= 21
·

b
cr

Luego el control LQG para a=0 es:

kk y
cqb

cbu
·)·(

·
2 ρρ ++

−=
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9.5.3 Modos inestables y no controlables
Modelos con la propiedad de que los polinomios A(z) y B(z) tienen un factor común que

no es un factor de C(z) son en la práctica importantes. Estos modelos aparecen cuando hay

modos que son excitados por las perturbaciones y que no son controlables desde la entrada.

Puesto que estos modos no son controlables no se ven influenciados por la realimentación.

La descripción del control LQG realizada en la secciones anteriores considera el caso

de los factores comunes estables. Los factores comunes inestables son importantes en la

práctica porque posibilitan el obtener reguladores que posean acción integral. En esta

sección se extiende la descripción del control LQG para el caso de que los polinomios del

modelo posean factores comunes inestables.

Considérese el siguiente sistema:

kkk eqCuqByqA )·()·()·( += (9.37)

con deg(A)= deg(C)=n.

Se consideran las siguientes suposiciones:

1)  Todas las raíces del polinomio C(z) se encuentran dentro del círculo unidad.

2)  No existe un polinomio que divida a A(z), B(z) y C(z).

3)  Sea A2(z) el mayor común divisor de A(z) y B(z). Sea )(2 zA− con deg( )2
−A = m el

factor de A2(z) que posee todas sus raíces fuera del círculo unidad o sobre él.

Asimismo )(2 zA+  con deg( )2
−A = n-m es el factor de A2(z) que posee todas sus

raíces dentro del círculo unidad.

4)  Para este tipo de problemas el criterio de control o función de coste (9.4) a

minimizar debe ser modificado de la siguiente forma:

]·[ 22'
kklq wyEJ ρ+= (9.38)

donde:

k
m

k uqAqw )·(· 2
−−= (9.39)

La ley de control admisible que minimiza (9.38) está dada por
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kk y
qR
qSu ·

)(
)(

−= (9.40)

donde

)(~·)(

)(~)·()( 2

zSzzS

zRzAzR
m=

= −

(9.41)

con deg(R)=deg( S)= n+m.

Los polinomios )(~ zR y )(~ zS satisfacen el siguiente par de ecuaciones:

)(*)·(~·)(*~)·(·)()·(*

)()·()(~)·(·)(~)·()·( 1121

zCzBqzSzPrzXzA

zCzPzSzBzzRzAzA
m

m

=+

=+−

(9.42)

con deg( R~ )= deg( S~ )=n, deg(X)<n y S~ (0)=0. Además

)()·()(~
)()·()(
)()·()(

21

21

21

zAzBzB

zBzBzB
zAzAzA

+=

=
=

y P1(z) con deg(P1)= deg(A1)+ deg( )2
−A  es la solución de la siguiente ecuación

)()·()()·()·()·(·)()·(· 1
11

1
2

1
121

1
11

−−−−−− += zBzBzAzAzAzAzPzPr ρ (9.43)

♦ Ejemplo 9.10:

Sea el sistema descrito por:

kkk e
q
qCu

qA
qBy ·

1
)(·

)(
)( 1

1

1

−
+=

Este sistema es un caso especial de las ecuaciones de estado:

kkk

kk

vxy

u
qA
qBx

+=

=+ ·
)(
)(

1

1
1
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con una perturbación de desplazamiento

kk e
q
qC

v ·
1
)(1

−
=

El sistema puede expresarse de la siguiente forma

kkk eqCqAuqBqyqAq )·()·()·()·1()·()·1( 1111 +−=−

Luego

)()·()(
)()·1()(
)()·1()(

11

1

1

qCqAqA
qBqqB
qAqqA

=
−=
−=

El criterio de control (9.38) toma la forma

])·([ 2
1

2'
−−+= kkklq uuyEJ ρ

Es decir, se penaliza en la función de coste a uk-uk-1 luego la ley de control que minimice esta ley de

control incluirá acción integral.

♦ 

9.5.4 Obtención de un control LQG mediante la combinación de un
filtro de Kalman y un control óptimo

En las secciones anteriores se ha obtenido el control LQG mediante la resolución de

ecuaciones polinomiales. En esta sección se obtendrá el control LQG partiendo de las

ecuaciones de estado del sistema y usando de forma combinada el filtro de Kalman

(estudiado en el Tema 4) y el control óptimo (estudiado en el Tema 7).

Supóngase que se tiene un sistema descrito por las siguientes ecuaciones de estado:

kkk

kkkk

exCy
vuxx

+=
+Γ+Φ=+

·
··1 (9.44)

Se desea encontrar el controlador óptimo para este sistema donde las covarianzas de

entre {vk} y {ek} están dadas por (4.2) y (4.3).
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Se desea encontrar la ley de control que minimiza la siguiente función de coste

cuadrática

( )







++= ∑

−

=

1

0
·····

2
1···

2
1 N

k
k

T
kk

T
kN

T
N xRxxQxxSxEJ (9.45)

Esta función de coste es igual a la ecuación (7.12), con la diferencia de que como ahora

los estados son procesos estocásticos, se debe considerar el valor medio de la función. Por

eso aparece el operador valor medio E[ ]

Se supone además que los controles admisibles son tales que uk es una función de los

valores anteriores de la señal de medida, es decir, y0, y1,..., yk-1. Esto significa que hay un

retardo de cálculo de un periodo de muestreo.

La solución a este problema es la obtenida en el Tema 7 y esta dada por las ecuaciones

del Cuadro 7.3 y por el algoritmo del Cuadro 7.2, con el cambio de notación de F por Φ para

la matriz de transición de estados y de G por Γ  para la matriz de transmisión del control.

Además la ley de control toma la forma:

)1|(ˆ· −−= kkxKu kk (9.46)

Nótese que como ahora el estado no se conoce la ley de control del sistema trabaja con

una estima del estado )1|(ˆ −kkx , la cual se obtiene de la ecuación (4.14) del Filtro de

Kalman.

En consecuencia se observa que para resolver este problema de control estocástico se

deben realizar en paralelo los siguientes cálculos que se resuelven por separado:

 Cálculo del controlador óptimo determinista (sin presencia de ruido en el modelo).

 Calculo del estimador óptimo del estado por el filtro de Kalman.

 Cálculo de la ley de control (9.46) utilizando la ganancia Kk obtenida por el

controlador óptimo y el estado estimado )1|(ˆ −kkx por el filtro de Kalman

En la Figura 9.4 se muestra un diagrama de bloques del sistema para la implementación

del control LQG.
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+
1−q x̂ CΓ

Φ

+
1−q

v

C
y

+Γ

Φ

e

Proceso

Estimador

eK

ŷ
ε

−
+

K−
Control

x̂u

Figura 9.4: Estructura considerada para la implementación del control LQG.
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10.1 INTRODUCCION
Uno de los problemas fundamentales en el diseño de un sistema de control es el de

controlar de forma precisa las salidas de un proceso (planta) cuya dinámica contiene

incertidumbres que son significativas.

Desde la época de la patente de H.S. Black en 1927 que fue quién propuso por primera

vez el uso de la realimentación y de elevadas ganancias del sistema en lazo abierto para la

solución de diseños precisos en presencia de incertidumbres mucho se ha escrito sobre el

tema. No obstante el término de control robusto no aparece en la literatura de control sino

hasta hace relativamente poco, a comienzos de la década de los 70. Anteriormente el

problema se conocía como el problema del diseño de sensibilidad o simplemente como

diseño de sistemas de control con incertidumbre en la planta.

El adjetivo robusto, con un significado técnico análogo, había sido utilizado previamente

en estadística. La teoría que se desarrolló alrededor del término control robusto a partir de

1972 se centró básicamente sobre análisis y síntesis de sistemas multivariables (MIMO)

robustos. Por el contrario anteriormente el mayor esfuerzo se había concentrado en

sistemas de una entrada-una salida (SISO).

Se entiende por control robusto a la teoría de control que estudia los sistemas

considerando la existencia de incertidumbres, estableciendo modelos explícitos de las

perturbaciones para su tratamiento. Existen diferentes métodos de control robusto:

 Control robusto H∞ propuesto inicialmente por Zames y Francis a

comienzos de los años 80.
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 Método µ, es un procedimiento de análisis y síntesis de sistemas de control

robusto que se basa en el concepto de valor singular estructurado

introducido por Doyle en 1982.

 Métodos de control robusto basados en la Teoría de Kharitonov, que

también han comenzado a recibir una considerable atención a partir de

mediados de los 80. Es una elegante teoría algebraica que se puede ver

como una extensión de los criterios de Routh-Hurwitz.

 Teoría de realimentación cuantitativa o QFT1 propuesta por I. Horowitz en

1963.

Estas técnicas, al incorporar en el proceso de diseño un modelo de la incertidumbre,

intentan garantizar el buen funcionamiento del sistema de control, no sólo para pequeñas

desviaciones del proceso de su valor nominal, sino para desviaciones potencialmente

grandes, siempre que estén incluidas en el modelo de incertidumbre considerado.

De las técnicas de control robusto anteriormente enumeradas, la más sencilla e intuitiva

es la metodología QFT. Este tema se dedica a describir los fundamentos básicos de esta

metodología.

10.2 CARACTERISTICAS BASICAS DE LA METODOLOGIA QFT
La metodología QFT es una técnica de diseño en el dominio de la frecuencia que

permite obtener sistemas de control que aseguren unas prestaciones mínimas,

cuantitativamente formuladas, considerando la presencia de perturbaciones y de

incertidumbres en la planta.

QFT se caracteriza por ser una técnica de diseño bastante versátil, pudiendo utilizarse

sobre sistemas lineales y no lineales, invariantes y variables en el tiempo, continuos y

discretos, SISO y MIMO. También se ha utilizado QFT para sistemas con retardo y sistemas

de fase no mínima.

La metodología QFT se ha aplicado con éxito para resolver diferentes problemas de

control en distintos campos: ingeniería aeronáutica, ingeniería naval, robótica, procesos

industriales, etc.

                                                          
1 QFT es el acrónimo de Quantitative Feedback Theory
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Con la teoría QFT I. Horowitz daba respuesta a las dos carencias, que a su juicio,

adolecen los diseños clásicos. En primer lugar, la ausencia continua de especificaciones

cuantitativas en los problemas planteados en la literatura científica. Por ejemplo, cierto

diseño puede atenuar las perturbaciones a costa de una mayor sensibilidad al ruido del

sensor, ¿Es éste un buen diseño? ¿Cómo comparar diseños si no se especifican cuestiones

tales como nivel de incertidumbre, presencia o no de ruido del sensor, características

requeridas en lazo cerrado o perturbaciones esperadas? En segundo lugar, muchas nuevas

aportaciones en el campo de la Automática se presentan sin considerar los problemas

plateados por las perturbaciones y por la incertidumbre de la planta a controlar, olvidan

estos trabajos que la realimentación es necesaria debido a las incertidumbres en la planta y

a las perturbaciones que la afectan. De esta forma, el objetivo final del diseño de todo

controlador debe ser obtener una función de transferencia en lazo abierto con un ancho de

banda adecuado para insensibilizar a la planta y atenuar las perturbaciones.

Las principales ventajas de la metodología QFT son:

 QFT generaliza los conceptos del diseño clásico de controladores en el

dominio de la frecuencia.

 El resultado de su aplicación es un controlador robusto que es insensible a

las variaciones de la planta.

 Las limitaciones del diseño se ponen de manifiesto desde el comienzo del

diseño.

 Requiere de un menor tiempo de desarrollo en comparación con otras

técnicas de control robusto.

 La cantidad de realimentación que requiere está adaptada a la cantidad de

incertidumbre de la planta y de las perturbaciones, y a las especificaciones

de comportamiento.

 Los compromisos entre las especificaciones de estabilidad y

comportamiento a una cierta frecuencia son transparentes para el

diseñador. Así es posible durante la realización del diseño determinar si

una determinada especificación puede ser alcanzada.

 Si se cambian las especificaciones, el controlador puede ser rediseñado

rápidamente.
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10.3 DESCRIPCION DE LAS ETAPAS DE LA METODOLOGIA QFT
La metodología QFT puede esquematizarse en los siguientes pasos:

1)  Establecimiento de las especificaciones. Como punto de partida, es necesario

establecer cuál es el comportamiento deseado del sistema en lazo cerrado. Este

comportamiento puede ser establecido atendiendo a uno o más de los siguientes

criterios: Seguimiento robusto de la referencia, estabilidad robusta, eliminación

robusta de perturbaciones a la entrada, eliminación robusta de perturbaciones a la

salida, eliminación robusta del ruido del sensor de medida de la salida y minimización

del esfuerzo de control. En todos los casos las especificaciones se establecen en el

dominio de la frecuencia y, normalmente, en forma de variaciones permitidas de la

función de transferencia correspondiente en cada caso.

2)  Selección de un conjunto finito de frecuencias. La planta trabajará en un determinado

rango de frecuencias Ωc. Para la realización del diseño mediante la metodología QFT

es seleccionar un conjunto finito de frecuencias Ω ⊂ Ωc.

3)  Obtención de las plantillas (templates) del proceso para cada frecuencia ωi ∈ Ω. Una

plantilla es la representación gráfica de la incertidumbre de una planta para una

cierta frecuencia, dibujada como una región sobre el plano de Nichols. Recuérdese

que éste representa en su eje de abcisas la fase en grados y en su eje de ordenadas

la magnitud en decibelios.

4)  Obtención de las curvas de restricción (bounds) para cada frecuencia ωi ∈ Ω. Se trata

de traducir las especificaciones (normalmente expresadas en el dominio del tiempo)

que debe verificar el sistema en lazo cerrado en curvas sobre el plano de Nichols.

Estas curvas de restricción delimitan regiones prohibidas para las plantillas con el

objetivo de cumplir las especificaciones. Para cada frecuencia existen, por tanto,

curvas de restricción de tantos tipos como distintos tipos de especificación se hayan

establecido.

5)  Ajuste de función de transferencia en lazo abierto (loop-shaping). Es esta una etapa

de síntesis del controlador C consistente en ajustar la función de transferencia en

lazo abierto en el plano de Nichols para que las plantillas respeten las curvas de

restricción.
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Elección del 
conjunto Ω

Cálculo de
las plantillas

Cálculo de las 
curvas de restricción

Ajuste de 
la función 

de lazo abierto

Ajuste
del prefiltro

Validación

Controlador (F,C)

Especificaciones
Planta

Figura 10.1: Pasos de la metodología QFT

6)  Obtención de un prefiltro. Si el sistema tiene que verificar la especificación de

seguimiento robusto, una vez obtenido el controlador, se dispone de una estructura

de control que garantiza las variaciones de la función de transferencia en lazo

cerrado para el conjunto de frecuencias considerado Ω. Es necesario obtener un

prefiltro F para conseguir que esas variaciones se produzcan en el interior de la

tolerancia definida por la especificación de seguimiento robusto.

7)  Validación del diseño. Debido a las simplificaciones y/o aproximaciones introducidas

a lo largo de cada uno de los pasos del proceso de diseño, es preciso realizar una

validación a posteriori del resultado final obtenido. Esta validación consiste en la
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verificación de las especificaciones en el dominio de la frecuencia mediante

observación directa de los resultados. También puede ser interesante en este punto

comprobar los resultados del diseño en el dominio del tiempo mediante simulación

del lazo de control final obtenido. A este respecto es importante destacar que la

validación propiamente dicha se realiza únicamente en el dominio de la frecuencia,

ya que en ningún momento del proceso de diseño se hace uso de especificación

alguna en el dominio del tiempo.

La realización de estos pasos no sigue una estructura lineal, puede suceder que tras

cualquiera de los pasos sea preciso volver a algún paso anterior en función de los

resultados obtenidos. En la Figura 10.1 se muestra un posible esquema de los pasos de la

metodología QFT.

Existen varias herramientas software para el diseño con QFT de controladores robustos,

siendo la más popular y conocida la “toolbox” para QFT de Matlab. Esta “toolbox”

proporciona fundamentalmente herramientas para el cálculo de las curvas de restricción y

para el ajuste de la función de transferencia en lazo abierto.

Recientemente ha aparecido una nueva herramienta software QFTIT

(http://ctb.dia.uned.es/asig/qftit/). Las ventajas que aporta QFTIT con respecto a las otras

herramientas software existentes para diseño QFT es su mayor facilidad de uso e

interactividad. El usuario se limita a operar con el ratón sobre los diferentes elementos

presentes en la ventana de la aplicación. Todas las acciones que se realizan se ven

reflejadas inmediatamente en todas las gráficas presentes en pantalla. De esta forma el

usuario percibe visualmente los efectos que producen sus acciones durante el desarrollo

completo del diseño.

En las siguientes subsecciones se presenta una introducción a la metodología QFT,

mediante su aplicación al diseño de un controlador robusto en un sistema SISO con dos

grados de libertad.

10.3.1 Establecimiento de las especificaciones
Se considera el sistema realimentado de dos grados de libertad de la Figura 10.2. F(s)

es la función de transferencia de un prefiltro sobre la entrada de referencia r. C(s) es el

compensador que genera en función de una señal de error e, una señal de control u sobre la

familia de funciones de transferencia P, que describe la región de incertidumbre de los

parámetros de la planta. P puede estar sometida tanto a perturbaciones en su entrada v
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como a perturbaciones en su salida d. H es el sensor de medida de la señal de salida y, que

puede estar afectada por un ruido de medida n.

F(s) C(s) P(s)
r e u

v d

y

n

-

H(s)

Figura 10.2: Sistema realimentado de dos grados de libertad

La familia de plantas P puede presentar incertidumbre paramétrica o no paramétrica. Se

va suponer por sencillez que la familia de plantas P presenta incertidumbre de tipo

paramétrico:

P ={ }Θ∈θ),θ,(sP (10.1)

Donde θ es el vector de parámetros inciertos y Θ es el espacio de posibles valores de θ.

De entre las infinitas plantas P(s,θ)∈P, se selecciona una de ellas como planta nominal

P0(s,θ0).

Se define la función de transferencia en lazo abierto nominal L0(jω) como:

)ω()ω()ω( 00 jPjCjL ⋅= (10.2)

Se define la función de transferencia en lazo cerrado nominal T0(jω) como2 :

)ω)ω
)ω)ω

)ω)ω(
0

0
0 (jPC(j1

(jPC(j
F(jjT

⋅+
⋅

⋅= (10.3)

O equivalentemente

                                                          
2 De ahora en adelante, sin perdida de generalidad, se supone que H=1.
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)ω()ω)ω(0 jTF(jjT l⋅= (10.4)

donde

)ω)ω
)ω)ω

)ω(
0

0

(jPC(j1
(jPC(j

jTl ⋅+
⋅

= (10.5)

El problema que se plantea es diseñar un controlador C(s) y un prefiltro F(s) tal que la

salida evolucione según la referencia r(s) verificando unas especificaciones mínimas a pesar

de la presencia de perturbaciones y de incertidumbre en la planta.

El controlador C(s) se diseña para que el efecto de las perturbaciones y de la

incertidumbre sobre y(s) se encuentre dentro de una cierta tolerancia, mientras que F(s) se

diseña para asegurar el seguimiento de la referencia.

La existencia de un controlador solución es función de las especificaciones que se

impongan, ya que algunas de ellas pueden ser mutuamente contradictorias y si se exigen

conjuntamente pueden convertir el problema en irresoluble.

10.3.1.1 Especificación de estabilidad robusta

La especificación de estabilidad robusta, se sintetiza mediante la expresión:

∈∞∈≤
⋅+

⋅ PW
PC
PC

er ),,0[ω,
)jω()jω(1

)jω()jω(  P (10.6)

Se demuestra que para sistemas SISO el valor Wer se relaciona con el margen de

ganancia MG y con el margen de fase MF, a través de las siguientes expresiones:

erW
11+=MG (10.7)









−−= 15.0acosº180º180 2

erW
MF

π
(10.8)

Entonces, conocido el valor del MG y/o del MF es posible obtener el correspondiente

valor de Wer, simplemente despejando de las ecuaciones (10.7) o (10.8)
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1
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1πcos

5.0

+













 −⋅

=
MF

Wer (10.9)

1
1

−
=
MG

Wer (10.10)

Esta especificación para cada frecuencia ωi∈Ω, establece en el plano de Nichols una

curva cerrada que L0(jωi) no debe atravesar (denominado comúnmente círculo-M). Así, estas

curvas definen una zona de protección en torno al punto del plano de Nichols [-180°, 0dB]

que debe ser respetada para evitar que el sistema controlado sea inestable, es decir, L0 no

debe entrar dentro de la región de inestabilidad del plano de Nichols (fases menores de

-180º y magnitudes mayores de 0 dB).

Además, esta zona de protección define unos márgenes mínimos de estabilidad relativa

para L0. Recuérdese que el punto en que L0 corta al eje de ordenadas del plano de Nichols

es justamente el margen de ganancia MG en decibelios. Mientras que el punto en que L0

corta al eje de abcisas del plano de Nichols es justamente el margen de fase MF en grados.

10.3.1.2 Especificación de seguimiento robusto

La especificación de seguimiento robusto de la referencia se expresa en términos de la

función de transferencia en lazo cerrado:

( ) ( ) ( ) ∈Ω∈≤≤ PT
dB

,ω,jωβjωjωα P (10.11)

En esta especificación se establecen ciertas tolerancias en la magnitud de la respuesta

en frecuencia de T(s) en forma de cotas superior β(s) e inferior α(s). Por lo tanto, el

problema de seguimiento robusto se resumiría en encontrar los compensadores F(s) y C(s)

tales que satisfagan la ecuación (10.11) para cualquier planta P∈P. Hay que realizar por lo

tanto dos pasos: primero ajustar el controlador C(s) de forma que se respeten las

variaciones de |Tl(jω)|dB, segundo ajustar el prefiltro F(s) para llevar estas variaciones a sus

lugares correctos (la zona establecida por las funciones α(ω) y β(ω)).
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♦ Ejemplo 10.1:

 Considérese la siguiente familia de plantas P con incertidumbres de tipo paramétrico en sus

coeficientes:

 P 








∈∈
+

== ]10,1[],10,1[,
)(

)( aK
ass

KsP (e1)

 La planta nominal P0(s) ∈ P es

 
)1(

1)(0 +
=

ss
sP (e2)

 El sistema controlado debe cumplir las siguientes especificaciones:

• Estabilidad robusta: Se desea un margen de fase MF ≥ 50°. Sustituyendo en la ecuación

(10.9) se obtiene que Wer=1.2 en la especificación de estabilidad robusta (10.6).

• Seguimiento robusto de una referencia. Se desea que la respuesta temporal se encuentre

entre una respuesta subamortiguada (con un máximo sobrepico de 1.2 y un tiempo de

asentamiento inferior a 2 segundos) y una respuesta sobreamortiguada (con tiempo de

asentamiento inferior a 2 segundos). Esta especificación temporal es equivalente en el

dominio de la frecuencia a la especificación (10.11) tomando

22 )44.4(44.4·45.0·2
)30(7.0)(

)10)(4)(3(
120)(

++
+⋅

=
+++

=
ss

ss
sss

s βα (e3)

Debe quedar claro que esta elección de α(s) y β(s) no es única.

10210-1

Figura 10.3: Especificación de seguimiento robusto, frontera superior |β(s)| y frontera inferior |α(s)|

(línea discontinua).
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En la Figura 10.3 se representan la magnitud de α(s) y β(s), que definen la especificación de

seguimiento robusto, el diseño de C(s) y de F(s) debe realizarse para conseguir que |T(jω)|dB se

encuentre comprendida entre ambas curvas en el conjunto de frecuencias Ω.

♦ 

10.3.1.3 Otras especificaciones de interés

Otras especificaciones de interés son:

 Especificación de rechazo de perturbaciones a la entrada de la planta

 ∈Ω∈≤
⋅+

PW
PC

P
pe ,ω,

)jω()jω(1
)jω( P (10.12)

 Especificación de rechazo de perturbaciones a la salida de la planta

 ∈Ω∈≤
⋅+

PW
PC ps ,ω,)jω(

)jω()jω(1
1 P (10.13)

 Eliminación robusta del ruido del sensor

 ∈Ω∈≤
⋅+

⋅ PW
PC
PC

rs ,ω,)jω(
)jω()jω(1

)jω()jω( P (10.14)

 Minimización del esfuerzo de control

∈Ω∈≤
⋅+

PW
PC

C
ec ,ω,)jω(

)jω()jω(1
)jω( P (10.15)

10.3.2 Generación de las plantillas
Las plantillas (templates) son regiones del plano de Nichols que representan la

incertidumbre de la familia de plantas P para cada frecuencia ω∈Ω. Formalmente es posible

definir la plantilla de la planta P a la frecuencia ω mediante la siguiente expresión:

T ( ){ } )jω()],jω(arg[)ω( P∈= PPP
dB

(10.16)
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Se denotará por δT(ω) al conjunto de puntos de la plantilla que forman parte de su borde

exterior o contorno.

Los puntos del contorno δT(ω) son los puntos verdaderamente importantes de la

plantilla ya que son los únicos que se utilizan para calcular las curvas de restricción

asociadas a las especificaciones. Los puntos interiores no sirven para nada y suponen un

innecesario aumento de la carga computacional. Por lo tanto, si es posible, dada una

plantilla T(ω) se debe tratar de obtener los puntos de su contorno δT(ω) .

Existen distintas algoritmos en función de la morfología de la planta y su incertidumbre

para estimar una buena aproximación de las plantillas T(ω). Se trata de métodos que

funcionan para casos particulares, en los cuales la incertidumbre se encuentra descrita de

una determinada manera. Algunos de los más importantes son:

• Algoritmo de Gutman, Baril y Neumann.

• Algoritmo de Bailey y Hui

• Algoritmo de Fu

• Algoritmo de los segmentos de Kharitonov.

 El algoritmo de Gutman, Baril y Neumann es muy rápido y genera directamente el

contorno de la plantilla. Puede utilizarse si la planta está factorizada de la siguiente forma:

 
( ) ( )

( ) ( )∏∏

∏∏

==

==

−

++⋅+⋅

++⋅+⋅
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i
i

s
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szseK
sP
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2
00
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1

1

2
00

2

1

τ

··2

··2·
)(

ωωδ

ωωδ
 (10.17)

 Donde K, τ, zi, δj, ω0j, pl, δq, ω0q son parámetros independientes entre si que pueden

presentar la siguiente incertidumbre en su valor:

 [ ] +− ℜℜ⊂∈ oKKK maxmin ,  (10.18)

 [ ] +ℜ⊂∈ maxmin ,τττ  (10.19)
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 [ ] mizzz iii ,...,1, maxmin =ℜ⊂∈  (10.20)

 [ ] nlzpp lll ,...,1, maxmin =ℜ⊂∈  (10.21)

 [ ] ajojjj ,....,1, maxmin =ℜℜ⊂∈ +−δδδ  (10.22)

 [ ] ajjjj ,...,1, max0min00 =ℜ⊂∈ +ωωω  (10.23)

 [ ] bqoqqq ,....,1, maxmin =ℜℜ⊂∈ +−δδδ  (10.24)

 [ ] bqqqq ,...,1, maxmin =ℜ⊂∈ +ωωω  (10.25)

 Por otra parte, los otros tres algoritmos (Bailey & Hui, Fu, segmentos de Kharitonov)

pueden utilizarse si la planta posee la siguiente estructura:

 
)(...)·()·(
)(...)·()·(

),,( 1
1

1
1

rasrasra
qbsqbsqb

rqsP
o

n
n

n
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o
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m
m

m
rrr

rrr
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+++
+++

= −
−

−
−  (10.26)

 donde los coeficientes b del numerador y a del denominador son a su vez un polinomio afín

de los vectores de parámetros inciertos qr  y rr (cuyas dimensiones son pn y pd

respectivamente), es decir

 miqNMnqb jij

pn

j
ii ,...,1,0·][)(

1
0 =+= ∑

=

r
 (10.27)

 nirDMdra jij

pd

j
ii ,...,1,0·][)(

1
0 =+= ∑

=

r
 (10.28)

 O equivalentemente en forma matricial:

 0· nqMNb rrr
+=  (10.29)

 0· drMDa
rrr

+=  (10.30)

 En las expresiones anteriores:
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• MN y MD son unas matrices que definen la contribución de cada parámetro

incierto a la incertidumbre de los coeficientes del numerador y del

denominador, respectivamente.

• 0n
r

y 0d
r

, son unos vectores de términos independientes asociados al

numerador y del denominador, respectivamente.

El algoritmo de Bailey y Hui es bastante rápido y genera directamente el contorno de la

plantilla. Este contorno es bastante exacto si los parámetros inciertos del numerador y del

denominador son independientes entre si, es decir, un mismo parámetro incierto no puede

encontrarse simultáneamente en el numerador y en el denominador. Si los parámetros son

dependientes da una aproximación del contorno de la plantilla más conservativa.

Por su parte los algoritmos de Fu y Kharitonov no generan de forma directa el contorno

de la plantilla, por lo que el cálculo del mismo debe hacerse o bien usando algoritmos

adicionales de reconocimiento de contornos o bien seleccionando los puntos del contorno

de forma manual. Luego estos algoritmos son más lentos que el algoritmo de Bailey-Hui. Sin

embargo, generan una aproximación más exacta de la plantilla cuando existe dependencia

entre los parámetros inciertos.

♦ Ejemplo 10.2:

 Considérese la siguiente planta con incertidumbre de tipo afín

 
)10·5·3()·7·8.5(

)·5·3()·5.1·2·1.0(
),,(

211
2

2131

+++−−+
++++

=
rrsrs
qqsqq

rqsP rr

 con q1∈[1.5, 8.9], q2∈[0.25, 4.6], q3∈[-3, -1], r1∈[10.3, 15.6] y r2∈[-8.0, -3.6].

 Se observa que los parámetros inciertos son independientes, puesto que un mismo parámetro

incierto no se encuentra simultáneamente en el numerador y el denominador.

 Los coeficientes del numerador y del denominador se pueden expresar en la siguiente forma

matricial:
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 Luego por comparación con las ecuaciones (10.29) y (10.30) se obtienen las matrices MN y MD y los

vectores n0 y d0.
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 Esta información es fundamental para poder usar los algoritmos de cálculo de plantillas que trabajan

con plantas con incertidumbre de tipo afín.

♦ 

 En casos más generales en que la incertidumbre se presenta de forma multilineal o

incluso no lineal, no queda más remedio que recurrir a un algoritmo de barrido en el espacio

de parámetros Θ. Este algoritmo va a trabajar con un conjunto finito de N plantas P∈P. La

forma de proceder es la siguiente, se fija N veces un valor para los parámetros θ dentro del

espacio Θ, con lo que se obtienen las N plantas. Los valores de los parámetros θ se deben

escoger para barrer con un paso fijo o variable todo el espacio Θ, de tal forma que las N

plantas que se utilicen sean una muestra significativa de la familia P. Es evidente que

cuanto mayor sea N mejor será la aproximación que se obtiene de las plantillas reales T(ω).

 Este método aunque efectivo supone una gran carga computacional, pues en general

para obtener una buena aproximación de las plantillas podría ser necesario estudiar un

número N demasiado elevado de plantas P∈ P. Además este método no genera

directamente el contorno de la plantilla.
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♦ Ejemplo 10.3:

Sea la familia de plantas

P 
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La planta se puede expresar de la siguiente forma:
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Luego el módulo en dB y la fase en grados vendrán dadas por las siguientes expresiones:
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Para ω=1 rad/s estas expresiones toman la siguiente forma:
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Se desea obtener una aproximación para la plantilla T(1) usando la técnica del barrido en el espacio

de parámetros. Para ello se siguen los siguientes pasos:

1)  Se selecciona un subconjunto de valores de los parámetros inciertos K y a. Por ejemplo:

a ={1, 3, 6, 10} y K={1,2.5, 6,10}.

2)  Se forman todas las posibles combinaciones de valores para los parámetros de la planta.

Puesto que el subconjunto de valores de a y de K tiene cuatro valores cada uno. El

número posible de combinaciones es 16.
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3)  Finalmente para cada combinación de valores de los parámetros se evalúan las

expresiones (e4) y (e5). Se obtienen N=16 puntos (ver Tabla 10.1) para la plantilla T(1).

K a arg[P(j1)] (º) |P(j1)|dB
1

          2.5
            6
           10
            1
          2.5
            6
           10
            1
          2.5
            6
           10
            1
          2.5
            6
           10

1
     1
     1
     1
     3
     3
     3
     3
     6
     6
     6
     6
    10
    10
    10
    10

-135
         -135
         -135
         -135
      -108.43
      -108.43
      -108.43
      -108.43
      -99.462
      -99.462
      -99.462
      -99.462
      -95.711
      -95.711
      -95.711
      -95.711

-3.0103
       4.9485
       12.553
        16.99
          -10
      -2.0412
        5.563
           10
      -15.682
      -7.7232
     -0.11899
        4.318
      -20.043
      -12.084
      -4.4802
    -0.043214

Tabla 10.1: Puntos calculados para la plantilla T(1)

Obviamente, existen otras posibles configuraciones de valores de los parámetros K y a con los que

obtener N=16. Con la elección que se realice se debe tratar de barrer uniformemente todo el espacio

Θ de parámetros.

Valor nominal

Figura 10.4: Aproximación de la plantilla T(1) utilizando el método de barrido en el espacio de

parámetros.
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En la Figura 10.4 se ha representado los 16 puntos calculados para T(1). También se ha

representado el contorno de la plantilla δT(1), que es el resultado de unir los 12 puntos exteriores.

Además, en la figura se ha resaltado con un punto negro el punto de T(1) asociada a la planta

nominal (a=1, K=1).

♦ 

Aunque se ha comentado únicamente la incertidumbre de tipo paramétrico, QFT puede

manejar también incertidumbre no paramétrica, o una mezcla de ambas. Sin embargo la

incertidumbre no paramétrica no se representa mediante plantillas, sino que se tiene en

cuenta directamente en el cálculo de las curvas de restricción.

10.3.3 Selección del conjunto de frecuencias de trabajo Ω
En la metodología QFT, es necesario seleccionar un conjunto de frecuencias Ω donde

se van a calcular las plantillas y las curvas de restricción. Una cuestión sin respuesta única,

es que frecuencias escoger en el rango comprendido entre cero e infinito. Una regla básica

es que para la misma especificación su curva de restricción cambiará si cambia la forma de

la plantilla. Por lo tanto, bastaría con considerar aquellas frecuencias donde la forma de la

plantilla presente variaciones apreciables en su forma.

En general las plantillas se estrechan a medida que aumenta la frecuencia, de tal forma

que para una frecuencia suficientemente grande se aproximan a una línea recta vertical de

altura constante V dB. Este comportamiento se deduce fácilmente observando que la

mayoría de sistemas, cuando ω tiende a infinito verifican que:

e

KjP
ω

ω
ω

=
∞→

)(lim (10.31)

donde K representa la ganancia a alta frecuencia y e  el exceso de polos sobre ceros.

La expresión (10.31) indica que, a partir de una frecuencia ωh suficientemente grande,

las plantillas se aproximan a un segmento de recta vertical de altura V dB

minmax2
min

102
max

10 K20·logK20·logK20·log
K

20·logV −=−=
ωω

(10.32)
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Normalmente las plantillas se calculan para un número finito de frecuencias de interés

{ω1,...,ωn}∈Ω dentro del ancho de banda Ωc de frecuencias en que la planta presenta

respuesta. A este conjunto se le suele añadir también ωh con lo que se tendría el conjunto

extendido Ω’=Ω ∪ {ωh}. Este conjunto extendido Ω’ se suele considerar sobre todo en la

especificación de estabilidad robusta.

♦ Ejemplo 10.4:

 Sea la familia de plantas

 P 








∈∈
+

== ]10,1[],10,1[,
)(

)( aK
ass

KsP

 El exceso de polos sobre ceros es e=2, luego

 2)(lim
ω

ω
ω

KjP =
∞→

 Para este sistema se puede comprobar que a partir de ωh≈100 (rad/s) las plantillas se aproximan a un

segmento de recta vertical de altura

 dB20120·log1020·logK20·logK20·logV 1010min10max10 =−=−=

 Supuesto que el rango de frecuencias de la planta es Ωc=[0.1,15] (rad/s) una posible elección del

conjunto de frecuencias de trabajo Ω es:

 ] 15  2, 1,  0.5,  0.1, [=Ω

 Por otra parte, puesto que ωh=100 (rad/s) el conjunto de trabajo extendido sería

 ] 15,100  2, 1,  0.5,  0.1, [=Ω′

♦ 

Las plantillas para la función de transferencia en lazo abierto L(jω)=C(jω)·P(jω) son las

mismas que las de P(jω) pero desplazadas en magnitud y fase por el controlador C(s)

(puesto que el controlador no presenta incertidumbre). QFT interpreta el diseño del

controlador como el proceso de desplazar plantillas sobre el plano de Nichols hacia

posiciones deseadas, evitando zonas prohibidas.
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10.3.4 Cálculo de las curvas de restricción
Las curvas de restricción (bounds delimitan las regiones del plano de Nichols que para

una frecuencia dada ωi ∈ Ω pondrán cota a los posibles valores que la función en lazo

abierto L0 podrá tomar a esa frecuencia (valores de L0(jωi)) con objeto de conseguir el

cumplimiento de las especificaciones. Existirán tantas curvas de restricción a la frecuencia ωi

como especificaciones se hayan impuesto al diseño, así se distinguen curvas de restricción

de seguimiento robusto Bsr(ωi), curvas de restricción de estabilidad Ber(ωi), curvas de

restricción de rechazo a perturbaciones en la salida Bps(ωi), curvas de limitación del esfuerzo

de control Bec(ωi), etc.

Las curvas de restricción para una determinada frecuencia y una determinada

especificación se calculan en función de dos cosas, la especificación a esa frecuencia ωi y la

incertidumbre de la planta a esa misma frecuencia (representada por el contorno de la

plantilla T(ωi)). La curva de restricción final B(ωi) se obtendrá mediante la intersección de las

curvas de restricción de cada especificación obtenidas a esa misma frecuencia.

Las curvas de restricción de estabilidad robusta Ber(ω), delimitan para una frecuencia

dada las regiones prohibidas/permitidas del plano de Nichols para el valor de L0(jωi). Estas

curvas se calculan siempre en función del punto nominal de la plantilla, correspondiente a la

planta elegida como nominal. Su obtención consiste en calcular las regiones del plano de

Nichols en la que es posible colocar el punto nominal de la plantilla de modo que ningún

punto de ésta caiga dentro del círculo-M que define el límite de estabilidad relativa, dada por

la especificación (10.6).

Para obtener las curvas de restricción Bsr(ω) asociadas a la especificación de

seguimiento robusto definida por (10.11) se elige una recta de fase constante en el plano de

Nichols. La plantilla T(ωi) se desplaza a lo largo de esta línea, sin rotar, hasta una posición

en que sea tangente a dos de las curvas de valor M constante, tal que la diferencia en los

dos valores de M sea )ω( ijT∆ . Esta posición indica un punto límite, ya que no es posible

desplazar más abajo la plantilla sin violar la especificación.

El procedimiento de obtención de las curvas de restricción asociadas con otro tipo de

especificación es similar al de las curvas de restricción de seguimiento robusto.

Una vez obtenido para una determinada frecuencia ωt, las curvas de restricción

asociadas a cada especificación impuesta, la curva de restricción final B(ωt) se obtendrá
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como resultado de la combinación de éstas, uniendo las restricciones que todos ellos

imponen. Los métodos de obtención de las diferentes curvas de restricción son

fundamentalmente gráficos, aunque también existen algoritmos numéricos.

♦ Ejemplo 10.5:

 

Valor nominal

Ber(0.1)Ber(0.5)
Ber(1)

Ber(2) Ber(15)

Ber(100)

 (a)

 

Bsr(1)

Bsr(0.1)
Bsr(0.5)

Bsr(15)

Bsr(2)

 (b)

 Figura 10.5: Curvas de restricción para la familia de planta (e1) del Ejemplo 10.1. a)Estabilidad

robusta a las frecuencias Ω’. b)Seguimiento robusto a las frecuencias Ω.
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 Para la planta de Ejemplo 10.1, las curvas de restricción de estabilidad robusta Ber(ω) a las

frecuencias Ω’={0.1,0.5,1,2,15,100} son las que se muestran en la Figura 10.5a. Mientras que las

curvas de restricción de seguimiento robusto Bsr(ω) a las frecuencias Ω={0.1,0.5,1,2,15} son las que

se muestran en la Figura 10.5b. En la Figura 10.6 se muestran las curvas de restricción finales B(ωi).

 

 

B(1)

B(0.1)
B(0.5)

B(100)

B(2)

B(15)

 Figura 10.6: Curvas de restricción finales para la familia de planta (e1) del Ejemplo 10.1 a las

frecuencias Ω.

♦ 

10.3.5 Ajuste de la función de transferencia en lazo abierto
Una vez calculados las curvas de restricción finales B(ωi) ωi ∈ Ω={ω1,ω2,...,ωn} el

siguiente paso es ajustar la función de transferencia en lazo abierto L0(jω) a dicha curvas. En

el ajuste se deben cumplir las siguientes reglas:

1)  Si la curva de restricción B(ωi) es cerrada entonces el punto L0(jωi) debe

situarse fuera de la curva para cumplir las especificaciones a dicha

frecuencia

2)  Si la curva de restricción B(ωi) es abierta y se representa con una línea

continua entonces el punto L0(jωi) debe situarse por encima de la curva

para cumplir las especificaciones a dicha frecuencia
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3)  Si la curva de restricción B(ωi) es abierta y se representa con una línea

discontinua entonces el punto L0(jωi) debe situarse por debajo de la curva

para cumplir las especificaciones a dicha frecuencia.

4)  L0(jω) no debe cruzar la zona prohibida del diagrama de Nichols, es decir,

la zona de fases menores de -180º y magnitudes mayores de 0 dB.

5)  L0(jω) no debe cruzar nunca las curvas de restricción cerradas

Con respecto a las reglas 1) a 3) se debe de tratar siempre de situar L0(jωi) lo más

pegado posible de B(ωi) con el objetivo de minimizar el esfuerzo de control y por lo tanto

minimizar la saturación de los actuadores.

L0 se desplazará en determinadas direcciones sobre el diagrama de Nichols en función

del elemento que se añada al controlador. Se distinguen las siguientes posibilidades

• Ganancia. Permite un desplazamiento vertical hacia arriba o hacia abajo.

• Cero real. Permite realizar desplazamientos verticales y horizontales

hacia la derecha (adelanto de fase).

• Ceros complejos. Permite realizar desplazamientos verticales y

horizontales hacia la derecha (adelanto de fase).

• Polo real. Permite realizar desplazamientos verticales y horizontales

hacia la izquierda (retraso de fase).

• Polos complejos. Permite realizar desplazamientos verticales y

horizontales hacia la izquierda (retraso de fase).

La realización del ajuste de la función de transferencia en lazo abierto es una tarea

difícil de realizar de forma automática por un computador. En general las herramientas

software existentes requieren de la interacción del usuario para la realización de esta etapa

del diseño QFT. En definitiva el ajuste de L0 es un proceso empírico de prueba y error.

Obviamente, la experiencia del diseñador es muy importante para la realización de un buen

ajuste.

Existen teoremas que garantizan la existencia de una solución en el caso en que la

familia de plantas P esté compuesta por plantas lineales invariantes en el tiempo de fase
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mínima y que el número de polos en el semiplano derecho sea constante a todas ellas. Por

supuesto, no es posible conseguir que L0(jω) presente un recorrido arbitrario sobre el plano

de Nichols, puesto que debe satisfacer la integral de Bode que relaciona magnitud y fase

(con un retardo de fase adicional por cada cero situado en el semiplano derecho para

sistemas de fase no mínima).

[ ] [ ][ ]∫
∞

∞−−=⋅
0

000 ln0lnln))(arg(2 LLdjL ωω
π

(10.33)

Probablemente son muchos los controladores posibles que permiten a L(jω) cumplir las

especificaciones. El diseñador debe entonces escoger el óptimo entre todos ellos. En

general interesa que el controlador presente la menor ganancia posible para no amplificar el

ruido del sensor. En particular, interesa que el diseño realizado disminuya en ganancia tan

rápidamente como sea posible para altas frecuencias (dentro de lo razonable, ya que el

exceso de ceros sobre polos está normalmente limitado). Por este motivo se suele definir el

controlador óptimo en QFT, como aquel que presenta la mínima ganancia a alta frecuencia.

♦ Ejemplo 10.6:

Se presenta a continuación una posible secuencia de pasos para el ajuste de la función de

transferencia en lazo abierto para la familia de plantas P definida en el Ejemplo 10.1 cuyas curvas de

restricción finales se han obtenido en el Ejemplo 10.5:

1)  Inicialmente L0(jω) = P0(jω), es decir, el controlador es C0=1. En la Figura 10.7 se observa

que L0(j100) está cumpliendo las especificaciones, ya que se encuentra fuera de la curva

de restricción cerrada B(100). Asimismo L0(j0.1), L0(j0.5), L0(j1), L0(j2)y L0(j15) no están

cumpliendo las especificaciones puesto que se encuentran por debajo de las curvas de

restricción abiertas B(0.1), B(j0.5), B(1), B(2) y B(15), respectivamente.

2)  Se desplaza L0(jω) verticalmente hacia arriba 34.03 dB. Luego el nuevo controlador es

C1=50.3·C0. Ahora L0(j0.1), L0(j0.5), L0(j1) y L0(j2) también están cumpliendo las

especificaciones (ver Figura 10.8) puesto que se encuentran por encima de las curvas de

restricción abiertas B(0.1), B(0.5), B(1) y B(2), respectivamente.

3)  Para que L0(j15) se sitúe por encima de B(15) sin que L0(jω) atraviese la curva de

restricción cerrada B(100), es necesario, introducir un adelanto de fase a L0(jω), para ello
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se añade al controlador un cero real, por ejemplo en s=-4.9 (ver Figura 10.9). Luego el

nuevo controlador es C3=50.3·(s+4.9).

4)  Aunque con C3 se están cumpliendo todas las especificaciones, este controlador es no

causal ya que tiene más ceros que polos. Para hacerlo causal y de paso aproximar

L0(j100) a la curva B(100) se añade al controlador un polo complejo conjugado, por

ejemplo de frecuencia natural ωn=253.1 y factor de amortiguamiento δ=0.6 (ver Figura

10.10). Luego el controlador final es

2222
3

4 1.253·1.253·6.0·2
)9.4(3.50

1.253·1.253·6.0·2 ++
+

=
++

==
ss

s
ss

C
CC (e.6)

Obviamente se podrían aproximar más los puntos L0(jωi) a las curvas B(ωi) pero a costa de tener un

controlador con una estructura (nº de polos y nº de ceros) más compleja.

B(1)

B(0.1)B(0.5)

B(2)

B(15)

B(100)

L0 (j0.1)

L0 (j0.5)L0 (j1)

L0 (j2)

L0 (j15)

L0 (j100)

Figura 10.7: Diagrama de Nichols con las curvas de restricción finales B(ωi) y la representación de la

función de transferencia en lazo abierto después de la realización del paso 1.
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B(1)

B(0.1)

B(0.5)

B(2)

B(15)

B(100)

L0 (j0.1)

L0 (j0.5)
L0 (j1)

L0 (j2)

L0 (j15)

L0 (j100)

Figura 10.8: Diagrama de Nichols con las curvas de restricción finales B(ωi) y la representación de la

función de transferencia en lazo abierto después de la realización del paso 2.

B(1)

B(0.1)

B(0.5)

B(2)

B(15)

B(100)

L0 (j0.1)

L0 (j0.5)

L0 (j1)

L0 (j2)

L0 (j15)

L0 (j100)

Figura 10.9: Diagrama de Nichols con las curvas de restricción finales B(ωi) y la representación de la

función de transferencia en lazo abierto después de la realización del paso 3.
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B(1)

B(0.1)

B(0.5)

B(2)

B(15)
B(100)

L0 (j0.1)

L0 (j0.5)

L0 (j1)

L0 (j2)

L0 (j15)

L0 (j100)

Figura 10.10: Diagrama de Nichols con las curvas de restricción finales B(ωi) y la representación de la

función de transferencia en lazo abierto después de la realización del paso 4.

♦ 

10.3.6 Ajuste del prefiltro.
Una vez ajustada la función de transferencia en lazo abierto L0(jω), y obtenido el

controlador C(s), se dispone de una estructura de control que garantiza las variaciones de

ganancia de la función en lazo cerrado

})(min{})(max{)(
dBildBildBil jTjTjT ωωω −=∆

para el conjunto de frecuencias considerado Ω.

El problema ahora es conseguir que estas variaciones se produzcan precisamente en

sus valores adecuados, es decir, en el interior de la franja definida por la especificación de

seguimiento robusto (10.11). El diseñador debe diseñar un prefiltro F sobre el diagrama de
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magnitud de Bode para conseguirlo. Según el elemento que se añade al prefiltro las curvas

})(max{
dBijT ω y })(min{

dBil jT ω se desplazan en una cierta dirección en el diagrama de

magnitud de Bode. Se distinguen las siguientes posibilidades:

• Ganancia. Permite un desplazamiento vertical hacia arriba o hacia abajo.

• Cero real. Permite realizar desplazamientos verticales hacia arriba.

• Ceros complejos. Permite realizar desplazamientos verticales hacia

arriba.

• Polo real. Permite realizar desplazamientos verticales hacia abajo.

• Polos complejos. Permite realizar desplazamientos verticales hacia

abajo

♦ Ejemplo 10.7:

 Un posible prefiltro que permite que la familia de plantas (e.1) controlada con (e.6) cumpla la

especificación de seguimiento robusto (10.11) con las α(s) y β(s) definidas por (e.3), es:

 22 4.4·4.4·7.0·2
)78·(25.0)(

++
+

=
ss

ssF (e.7)

 En la Figura 10.11b se puede comprobar como efectivamente con este prefiltro se cumple la

especificación de seguimiento robusto establecida.

♦ 

10.3.7 Validación del diseño
Una vez diseñado el controlador y el prefiltro, el siguiente paso consiste en validar el

diseño. A pesar de haber respetado todos los pasos del proceso de diseño, es preciso

realizar una validación del resultado por diversas razones:

1)  No se puede asegurar que las especificaciones de seguimiento robusto y

estabilidad robusta se cumplen dentro del rango de frecuencias del sistema

para frecuencias ωi distintas a las consideradas en Ω.
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2)  Dependiendo del tipo de incertidumbre de la planta, puede que se hayan

usado estimaciones no demasiado afortunadas de las plantillas reales de

la planta.

Posibles criterios de validación podrían ser los siguientes:

 Comprobación de la especificaciones en frecuencias pertenecientes al

rango de frecuencias Ωc del sistema pero distintas a las consideradas

en Ω.

 Comprobación de la especificación de seguimiento robusto en

frecuencias cercanas o superiores a ωh.

 Simulación numérica de la respuesta temporal del sistema en lazo

cerrado para distintas instancias del vector de parámetros inciertos de la

planta θ ∈ Θ .

Típicamente, las especificaciones de comportamiento de un sistema en lazo cerrado se

suelen expresar como especificaciones en el dominio del tiempo. Como QFT es una

metodología que trabaja en el dominio del frecuencia, dichas especificaciones temporales

deben traducirse a especificaciones en el dominio de la frecuencia. Puesto que no existe un

método formal de traducción entre estos dos dominios que genere una traducción exacta,

puede ocurrir que el diseño realizado mediante la metodología QFT cumpla las

especificaciones en el dominio frecuencial pero viole las especificaciones en el dominio

temporal. En estos casos, suele ser relativamente sencillo salvar este desacuerdo

modificando adecuadamente las especificaciones en el dominio de la frecuencia.

♦ Ejemplo 10.8:

 En la Figura 10.11 se muestra la validación de la especificación de estabilidad robusta y de

seguimiento robusto para la familia de plantas P definida en (e1) con los diseños de C(s) y F(s)

obtenidos en los dos ejemplos anteriores.

 En la Figura 10.11a se representa |Tl(s)|dB y la recta horizontal Wer=1.2=1.58 dB. Se observa como se

cumple la especificación de estabilidad robusta, al cumplirse en todas las frecuencias que

|Tl(s)|dB≤ 1.58 dB.
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 En la Figura 10.11b se observa como se cumple la especificación de seguimiento robusto ya que

tanto })(max{
dBijT ω como })(min{

dBil jT ω se encuentran dentro de la banda definida por α(s) y

β(s).

 

 
 (a)  

)(sβ

)(sα

})(min{ sT

})(max{ sT

 (b)

 Figura 10.11: Para la familia de plantas P (ecuación e.1),el controlador C (ecuación e.6 ) y el prefiltro

F(s) (ecuación e.7): (a)Comprobación especificación de estabilidad robusta. (b)Comprobación de la

especificación de seguimiento robusto.

♦ 
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B.1 FORMAS CUADRATICAS Y DEFINITUD
Si x ∈ ℜn, es un vector, el cuadrado de su norma euclidiana es:

xxx T=2
 (B.1)

Si S es una transformación no singular cualquiera, el vector S·x tiene como cuadrado de

su norma: (S·x)T·(S·x)=xT·ST·S·x. Si se denomina P=ST·S, se puede escribir la norma al

cuadrado de S·x

xPxx T
P

··2 =  (B.2)

A 
P

x se le denomina la norma de x con respecto a P.

Se denomina a

xQxT ··  (B.3)

una forma cuadrática. Se supone que los elementos de Q son reales.

Toda matriz real cuadrada Q puede descomponerse en una parte simétrica Qs, (esto es

QS
T=Qs) y una parte antisimétrica Qa (esto es Qa

T= -Qa):

as QQQ +=           (B.4)

donde








 +
=

2

T

s
QQQ  (B.5)
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y








 −
=

2

T

a
QQQ  (B.6)

Si la forma cuadrática xT·A·x tiene A antisimétrica, entonces dicha forma cuadrática

debe ser cero ya que xT·A·x es un escalar. Luego xT·A·x = (xT·A·x)T = xT·AT·x = -xT·A·x. Luego

para una matriz cuadrada real se tiene:

xQxxQQxxQx s
T

as
TT ⋅⋅=⋅+⋅=⋅⋅ )(  (B.7)

Por lo que se puede suponer sin perdida de generalidad que Q en (B.3) es simétrica.

Por lo tanto se dice que Q es:

•  Definida positiva (Q>0) si xT·Q·x >0 para todo x≠0.

•  Semidefinida positiva (Q≥0) si xT·Q·x ≥0 para todo x≠0.

•  Semidefinida negativa (Q≤0) si xT·Q·x ≤0 para todo x≠0.

•  Definida negativa (Q<0) si xT·Q·x <0 para todo x≠0.

•  Indefinida si xT·Q·x >0 para algún x e xT·Q·x <0 para otro x.

Es posible definir test de definitud independientemente de los vectores x. Si λi son los

autovalores de Q, entonces:

00
,00
,00
,00

<<
≤≤
≥≥
>>

i

i

i

i

todosiQ
todosiQ
todosiQ
todosiQ

λ
λ
λ
λ

(B.8)

Otro test de definitud es el siguiente: Sea Q=[qij]∈ ℜn x n. Los menores principales de Q

son:

||

,

,

333231

232221

131211

3

2221

1211
2

111

Qm
qqq
qqq
qqq

m

qq
qq

m

qm

n =

=

=

=

(B.9)
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En término de los menores principales se tiene:





∀>
∀<

<





∀≥
∀≤

≤

∀≥≥
∀>>

parim
imparim

siQ

parim
imparim

siQ

imsiQ
imsiQ

i

i

i

i

i

i

0
0

0

0
0

0

,00
00

(B.10)

Cualquier matriz semidefinida positiva Q≥0 puede factorizarse en raíces cuadradas bien

como:

T
QQQ ·=  (B.11)

o como

QQQ
T

·=  (B.12)

donde Q  representa una determinada matriz que verifica (B.11) o (B.12).

Las raíces cuadradas (“izquierda” y “derecha”) de (B.11) y (B.12) no son, en general, las

mismas. En realidad Q puede tener varias raíces cuadradas, ya que cada una de las

factorizaciones no es única. Si Q>0, todas sus raíces cuadradas son no-singulares.

Si P>0, es definida positiva, entonces (B.2) es una norma. Si P≥0, es semidefinida

positiva, se denomina una seminorma ya que xT·P·x puede ser cero aunque no lo sea x.

B.2 CALCULO DE MATRICES

Sean x =[ x1, x2,...,xn]T∈ℜn un vector, s∈ℜ un escalar y f(x)∈ ℜm un m-vector función de

x. La diferencial de x es:





















=

ndx

dx
dx

dx
.
.

2

1

(B.13)
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y la derivada de x con respecto a s (que podría ser el tiempo) es:





























=

ds
dx

ds
dx
ds
dx

ds
dx

n

.

.

2

1

(B.14)

Si s es una función de x, entonces el gradiente de s con respecto a x es el vector

columna1:





























∂
∂

∂
∂
∂
∂

=
∂
∂

≅

n

x

x
s

x
s
x
s

x
ss

.

.
2

1

         (B.15)

La diferencial total de s es:

∑
= ∂

∂
=








∂
∂

=
n

i
i

i

T

dx
x
sdx

x
sds

1
(B.16)

Si s es una función  de dos vectores x e y, entonces:

dy
y
sdx

x
sds

TT









∂
∂

+







∂
∂

= (B.17)

El Hessiano de s con respecto a x es la derivada segunda:

ji
xx xx

s
x
ss

∂∂
∂

=
∂
∂

≅
2

2

2

(B.18)

que es una matriz n x n simétrica.

En términos del gradiente y del Hessiano, el desarrollo en serie de Taylor de s(x) en

torno a x0 es:
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)2()()(
2
1)()()( 02

2

000 Oxx
x
sxxxx

x
sxsxs T

T

+−
∂
∂

−+−







∂
∂

+= (B.19)

donde O(2) representa términos de orden 2, y sx y sxx se calculan en x0.

El Jacobiano de f con respecto a x es la matriz de m x n









∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

≅
n

x x
f

x
f

x
f

x
ff ,...,,

21
(B.20)

Por lo que la derivada total de f es

i

n

i i

dx
x
fdx

x
fdf ∑

= ∂
∂

=
∂
∂

≅
1

(B.21)

Utilizando la notación abreviada

mxn
T

R
x
f

x
f

∈







∂
∂

≅
∂
∂

(B.22)

Si y es un vector y A, B, C, D, Q son matrices, todas con dimensiones adecuadas que

hacen que las siguientes expresiones tengan sentido, se tienen los siguientes resultados de

interés:

11
1 )( −−

−

⋅⋅−= AAA
dt
Ad &

(B.23)

Algunos gradientes útiles son:

yyx
x

xy
x

TT =
∂
∂

=
∂
∂ )()( (B.24)

AyAyx
x

Axy
x

TT =
∂
∂

=
∂
∂ )()( (B.25)

yfyxf
x

xfy
x

T
x

TT =
∂
∂

=
∂
∂ ))(())(( (B.26)

xAAxAxx
x

TT +=
∂
∂ )( (B.27)

Y si Q es simétrica, entonces:

                                                                                                                                                                                    
1 En otros textos el gradiente se define como un vector fila
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QxQxx
x

T 2)( =
∂
∂

(B.28)

)(2)]()[( yxQyxQyx
x

T −=−−
∂
∂

(B.29)

La regla de la cadena para dos funciones es:

fyyfyf
x

T
x

T
x

T +=
∂
∂ ][ (B.30)

Algunos Hessianos útiles son:

T
T

AA
x
Axx

+=
∂

∂
2

2 )(
(B.31)

Y si Q es simétrica

Q
x
QxxT 2)(
2

2

=
∂

∂
(B.32)

Q
x

yxQyx T

2))()((
2

2

=
∂

−−∂
(B.33)

Algunos Jacobianos útiles son:

A
x
Ax

=
∂

∂ )(
(B.34)

(comparar con (B.24)), y la regla de la cadena es:

T
xx fssf

x
fs

x
sf

+=
∂

∂
=

∂
∂ )()(

(B.35)

(comparar con (B.30)).

Algunas derivadas útiles en términos de traza y determinante son:

I
A

trazaA
=

∂
∂ )(

(B.36)

TT DB
A
BADtraza

=
∂

∂ ))((
(B.37)

AB
A
ABAtraza T

2))((
=

∂
∂

(B.38)
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TABAD
A
BAD −=
∂

∂ |||)(|
(B.39)

donde A-T=(A-1)T.
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