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TEMA O

HISTORIA DE LA AUTOMATICA

0.1 INTRODUCCION

La Real Academia de la Lengua define el término Automatica de la siguiente forma:
“Ciencia que trata de sustituir en un proceso al operador humano por dispositivos mecanicos

o electrénicos.”

En esta definicion se hace referencia expresa a dos actividades propias del operador
humano: la tarea fisica y la tarea mental. Normalmente las tareas realizadas por el hombre
son un conjunto de ambas. Se dice que un proceso esta automatizado cuando no precisa la

intervencion de un operador humano.

La Automética’ es una disciplina basicamente ingenieril, por ello sus avances estan
estrechamente ligados a los problemas practicos que necesitaban ser resueltos por el
hombre. Los principales eventos a lo largo de la historia de la humanidad que afectaron al

progreso de la Automatica fueron:

1. La preocupacion de los Griegos y de los Arabes por conseguir una medida precisa
del tiempo. Este periodo se extiende desde cerca del 300 a.c. hasta el 1200 de

nuestra era.

2. La Revoluciéon Industrial en Europa. Se suele decir que la Revolucién Industrial
comenzo a finales del siglo dieciocho, sin embargo, sus raices pueden ubicarse

mucho antes, alrededor del 1600.

3. El desarrollo de las telecomunicaciones y las Guerras Mundiales. Este periodo
comprende desde 1910 hasta 1945.

'En este capitulo se usaran de forma sindénima los términos Automética, Teoria de Control Automdtico 'y Teoria
de Control Realimentado.
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4. El comienzo de la era espacial y de la era de las computadoras en 1957.

En algun punto entre la Revolucién Industrial y las Guerras Mundiales, la Teoria de
Control Automatico comenzé a formularse en términos matematicos. Fue J. C. Maxwell en
1868 quién realizaria el primer analisis matematico riguroso de un sistema de control
realimentado. Asi, este afio se utiliza para dividir la historia de la Automatica en cuatro

periodos fundamentales:

B Prehistoria que abarca todos los descubrimientos realizados en esta area

anteriores al 1868.

B Periodo primitivo, que abarca el periodo de tiempo comprendido entre 1868

y comienzos del siglo XX.

B Periodo clasico, que abarca el periodo de tiempo comprendido entre

comienzos del siglo XXy 1960.

B Periodo moderno, que abarca el periodo de tiempo comprendido entre
1960 y la actualidad.

En las siguientes secciones se describen los principales tendencias y descubrimientos

clave de cada uno de estos periodos.

0.2 HISTORIA DE LA AUTOMATICA

0.2.1 La prehistoria de la automatica

0.2.1.1 Los relojes de agua de los Griegos y de los Arabes

En la antigledad la primera motivacién para la realizacion de un control realimentado
fue la necesidad por determinar de forma precisa el paso del tiempo. Asi, alrededor del afio
270 a. c. el griego Ktesibios inventd un regulador flotante para un reloj de agua. La funcion
de este regulador era mantener a una altura constante el nivel de agua almacenada en un
tanque. Esta altura constante generaba a su vez un flujo constante de agua a través de una
tuberia ubicada en el fondo del tanque, el cual se utilizaba para llenar de agua a un ritmo
constante un segundo tanque. De esta forma se conseguia que el nivel de agua en el

segundo tanque dependiera Unicamente del tiempo transcurrido.

El regulador de Ktesibios usaba un corcho flotante, a modo de valvula, para controlar el

flujo de entrada de agua al primer tanque. Cuando el nivel de agua en el primer tanque
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disminuia el corcho dejaba de taponar la entrada de flujo al tanque, con lo que esté se volvia
a llenar. El llenado se paraba cuando se alcanzaba una altura adecuada de tal forma que el

corcho volvia a taponar el flujo entrante de agua.

Los Griegos usaron los reguladores flotantes y dispositivos similares para: la
implementacion de relojes de agua, la dispensacion automatica de vino, el disefo de sifones
para mantener una diferencia constante de niveles de agua entre dos tanques, la apertura

de las puertas de los templos, etc.

En el periodo comprendido entre el afio 800 y el 1200 diferentes ingenieros arabes
utilizaron reguladores flotantes para relojes de agua y otras aplicaciones. Durante este
periodo, fue utilizado uno de los principios mas importantes de la realimentacion, el control

“on/off”.

Cuando Bagdad fue tomada por los Mongoles en 1258, todo el pensamiento creativo
asociado a este tipo de reguladores finaliz6. Ademas, la invencion de relojes mecanicos en
el siglo XIV dejo a los relojes de agua y sus sistemas de control realimentado obsoletos. (El
reloj mecanico no es un sistema de control realimentado). El regulador flotante no

apareceria de nuevo hasta su uso en la Revolucién Industrial.

0.2.1.2 La Revolucioén Industrial

La Revolucién Industrial en Europa estuvo marcada por la invencion de avanzados
molinos de grano, hornos, calderas y la maquina de vapor. Estos dispositivos no podian ser
adecuadamente regulados a mano por lo que se hizo necesario la invencién de controles
automaticos. Una amplia variedad de reguladores fueron inventados: flotantes, de

temperatura, de presion, de control de velocidad,..., etc.

J. Watt inventé su motor de vapor en 1769, y esta fecha marca, segun todos los
historiadores, el comienzo de la Revolucidon Industrial. No obstante, las raices de la
Revolucion Industrial podrian situarse sobre el 1600 o incluso un poco antes con el

desarrollo de diferentes tipos de molinos de grano y hornos.

En 1788 Watt completd el disefio del regulador centrifugo “flyball” para regular la
velocidad rotacional del motor de vapor. Este regulador calé hondo dentro del mundo
ingenieril y llegd a convertirse en toda una sensacion en Europa. Este fue el primer uso del

control realimentado del que existe conocimiento popular.
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0.2.2 El periodo primitivo de la automatica: El nacimiento de la
teoria matematica de control

El disefio de sistemas de control realimentados durante el periodo de la Revolucién
Industrial se realizaba mediante prueba y error, requeria de una fuerte componente de
intuicion ingenieril. En conclusion, era mas un arte que una ciencia. Fue a mediados del
siglo XIX cuando se dot6é de un formalismo matematico el disefio de los sistemas de control

realimentado.

En 1840, en Greenwich, el astronomo britanico G. B. Airy desarroll6 un dispositivo
realimentado para posicionar un telescopio. Su dispositivo era un sistema de control de
velocidad que giraba el telescopio automaticamente para compensar la rotacién de la Tierra,
posibilitando asi el estudio una determinada estrella durante un mayor tiempo.
Desafortunadamente, Airy descubrié que debido a un disefo inadecuado del lazo de control
realimentado se introducian oscilaciones bruscas en el sistema. Asi el fue el primero en
discutir la inestabilidad de los sistemas en lazo cerrado, y el primero en usar ecuaciones

diferenciales en su analisis.

La teoria de las ecuaciones diferenciales estaba por aquel entonces bien desarrollada,
debido al descubrimiento del célculo infinitesimal (I. Newton (1642-1727), G. W. Leibniz
(1646-1716), J. F. Riccati (1676-1754), etc). El uso de la ecuacién diferencial en el analisis
de sistemas dinamicos fue establecido por J. L. Lagrange (1736-1813) y W. R. Hamilton
(1805-1865).

El primer trabajo sobre analisis matematico de sistemas de control se realiz6 mediante
el uso de ecuaciones diferenciales. J. C. Maxwell analizo la estabilidad del regulador “flyball”
de Watt [Maxwell 1868]. Su técnica consistia en linealizar las ecuaciones diferenciales del
movimiento para encontrar la ecuacion caracteristica del sistema. El estudié el efecto de los
parametros del sistema sobre la estabilidad y mostré que el sistema es estable si las raices

de la ecuacion caracteristica tienen parte real negativa.

Asimismo, el ruso I. I. Vyshnegradsky en 1877 independientemente de Maxwell también
analiz6 la estabilidad de reguladores usando ecuaciones diferenciales. Por ello, a Maxwell y

a Vyshnegradsky se les considera los fundadores de la la teoria de control de sistemas.

E. J. Routh aporté una técnica numérica para determinar cuando una ecuacién
caracteristica tiene raices estables [Routh 1877]. En 1893, A. B. Stodola estudié la
regulacion de una turbina de agua usando las técnicas de Vyshnegradsky. También modelé

las dinamicas del actuador e incluyo el retardo de los mecanismos de actuacion en su
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analisis. Fue el primero en mencionar la nocidon de constante de tiempo del sistema. Sin
conocer el trabajo de Maxwell y Routh el propuso el problema de determinar la estabilidad

de la ecuacion caracteristica a A. Hurwitz quién lo resolvié en 1895 [Hurwitz 1895].

Otra aportacién fundamental a la teoria de control fue realizada por A. M. Lyapunov, que
estudié en 1892 la estabilidad de ecuaciones diferenciales no lineales usando una nocién
generalizada de energia [Lyapunov 1892]. Desafortunadamente, aunque su trabajo fue

aplicado y continuado en Rusia, su elegante teoria no llegé a Occidente hasta 1960.

0.2.3 Periodo clasico de la automatica

El analisis matematico de los sistemas de control habia sido realizado hasta la fecha
usando ecuaciones diferenciales en el dominio temporal. Durante los afios 20 y los afios 30,
en los laboratorios de la compafiia Bell Telephone, los trabajos en el dominio de Ia
frecuencia realizados entre otros por P. S. Laplace (1749-1827), J. Fourier (1768-1830) y A.

L. Cauchy (1789-1857) fueron aplicados a las telecomunicaciones.

Un problema fundamental para el desarrollo de las lineas telefénicas era la necesidad
de amplificar periédicamente la sefal de voz. Desafortunadamente, si esta amplificacién no
se realiza cuidadosamente, se amplifica tanto el ruido como la voz. Para disminuir la
distorsién en estos amplificadores H. S. Black demostré en 1927 la utilidad de la
realimentacion negativa [Black 1934]. El problema de disefio consistia en introducir un
desplazamiento de fase en las frecuencias adecuadas del sistema. La teoria de
regeneracion para el disefio de amplificadores estables fue desarrollada por H. Nyquist
[1932], quién enuncio el conocido como criterio de estabilidad de Nyquist sobre el diagrama
polar de una funcién compleja. H. W. Bode en 1938 fue el primero en usar diagramas de
magnitud y de fase de una funcién compleja [Bode 1940]. Estudié la estabilidad en lazo

cerrado utilizando las nociones de margen de fase y margen de ganancia.

Durante las Guerras Mundiales se produjo un importante desarrollo de los sistemas de
control realimentados. Se construyeron buques cada vez mas sofisticados. Un problema
militar importante era el control de los movimientos propios de los buques y la fijacion
automatica de su rumbo. En 1910, E. A. Sperry inventé el girdscopo, que utilizé en la
estabilizacion y fijacién de rumbo de los buques, y posteriormente en el control de aviones.
En 1922 N. Minorsky introdujo su controlador de tres términos para la fijacion de rumbo de
los buques, fue el primero en usar el controlador proporcional integral derivativo (PID).

Ademas estudid efectos no lineales en los sistemas en lazo cerrado.
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Otro problema militar importante durante este periodo era la fijacion precisa de objetivos
para armas ubicadas en barcos y aviones. Con la publicacion en 1934 del libro “Teoria de
Servomecanismos” de h. L. Hazen, se inicid el uso de la teoria de control mecanica en este
problema. En su libro, Hazen acuno el término servomecanismo, que implicaba una relacion

maestro-esclavo en los sistemas.

En 1940 se cred el denominado como “Laboratorio de Radiacién” en el Instituto
Tecnolégico de Massachusetss (MIT) para estudiar problemas de control y de procesado de
la informacion asociados con el radar. Muchos de los trabajos sobre teoria de control

durante la década de los 40 surgieron de este laboratorio.

En 1941 A. C. Hall reconoci6 los efectos derivados de ignorar el ruido en el disefio de
los sistemas de control. Se dio cuenta que la tecnologia basada en el dominio de la
frecuencia desarrollada en los Laboratorios Bell podia ser empleada en prevenir los efectos
del ruido, y usé esta aproximacion al disefio de sistemas de control para un radar
aerotransportado. Este éxito demostré concluyentemente la importancia de las técnicas del

dominio de la frecuencia en el disefio de sistemas de control.

Por otra parte, W. R. Evans presento su técnica del lugar de las raices [Evans 1948], la
cual aportaba una forma directa de determinar la posicién en el plano s de los polos en lazo
cerrado. Durante la década de los 50, muchos trabajos de control estuvieron centrados en el
plano s, y en como obtener respuestas temporales adecuados de la salida de un sistema en

lazo cerrado en término del tiempo de subida, sobreelongacion, etc.

Durante este periodo, también se introdujeron técnicas estocasticas para teoria de
control y teoria de comunicacion. En el MIT en 1942, N. Wiener analiz6 los sistemas de
procesado de la informacion usando modelos de procesos estocasticos. Trabajando en el
dominio de la frecuencia, desarrolld un filtro 6ptimo estadistico para sefiales continuos
estacionarias que mejoraba la relacion sefal/ruido en un sistema de comunicacion. El ruso
A. N, Kolmogorov en 1941 proporcioné una teoria para procesos estocasticos estacionarios

discretos [Kolmogorov 1941].

En conclusion en este periodo clasico de la Automatica predominaron las técnicas de
disefio de control en el dominio de la frecuencia que disponian de suministraron una gran
intuicidn y garantizaban soluciones a los problemas de disefio. Estas herramientas fueron
aplicadas usando calculos manuales, o mayormente reglas de actuacion junto con técnicas

graficas.
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La aproximacion en el dominio de la frecuencia era apropiada para sistemas lineales
invariantes en el tiempo. Ademas era mejor usarla en el caso de sistemas de una entrada-
una salida (SISO), ya que su aplicacién a sistemas de multiples entradas-multiples salidas

(MIMO) se tornaba bastante tediosa.

Esta teoria tuvo algunos éxitos con sistemas no lineales. Usando las propiedades de
rechazo del ruido de las técnicas del dominio de la frecuencia, un sistema de control puede
ser disefiado para que sea robusto a variaciones en los parametros del sistema, y para tener
en cuenta (medir) errores y perturbaciones externas. Asi, las técnicas clasicas puede ser

utilizadas sobre la version linealizada de un sistema no lineal.

Las técnicas del dominio de la frecuencia pueden ser también aplicadas a sistemas con
no linealidades sencillas usando la aproximacién de la funcién descriptiva, la cual se basa
en el criterio de Nyquist. Esta técnica fue usada por primera vez por J. Groszkowski en el
disefio de transmisores de radio antes de la Segunda Guerra Mundial y fue formalizada en
1964 por J. Kudrewicz.

Desafortunadamente, utilizando la suposicion de linealidad y tratando un par de
transmision SISO a la vez no es posible disefiar sistemas de control para sistemas
multivariables fuertemente no lineales, como los que aparecen en las aplicaciones

aeroespaciales.

0.2.4 Periodo Moderno de la Automatica

Con la llegada de la era espacial, los disefios de control abandonaron las técnicas en el
dominio de la frecuencia y volvieron a las técnicas de ecuaciones diferenciales de finales del

siglo XIX, las cuales se desarrollaban en el dominio del tiempo.

En la Unién Sovietica, siguiendo las ideas de Lyapunov hubo una gran actividad en el
disefio de controles no lineales. En 1948, Ivachenko habia investigado el principio del
control del relé, donde la sefial de control es conmutada discontinuamente entre valores
discretos. En 1955, Tsypkin utilizé el plano de fase para el disefio de controles no lineales.
Por su parte, V. M. Popov introdujo el criterio del circulo para el analisis de estabilidad no
lineal [Popov 1961]. Toda esta actividad, condujo en 1957 a que la Unién Soviética fuese la
primera nacioén en lanzar un satélite (Sputnik) al espacio. Ademas tuvo su reconocimiento
internacional con la celebracion en Moscu en 1960 de la primera conferencia de la

recientemente creada IFAC (International Federation of Automatic Control).
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Por aquella época, existia una fuerte rivalidad de los Estados Unidos con la Union
Soviética, por ello el lanzamiento del Sputnik produjo una tremenda actividad en el disefio de
controles automaticos en los Estados Unidos. En 1957, R. Bellman aplic6 programacion
dinamica al control 6ptimo de sistemas discretos, demostrando que la direccion natural para
resolver problemas de control 6ptimo es haciéndolo hacia atras en el tiempo. Su

procedimiento, resultaba en un esquema en lazo cerrado generalmente no lineal.

Hacia 1958, L. S. Pontryagin habia desarrollado su principio del maximo como una
generalizacion de la mecanica hamiltoniana, el cual resolvia problemas de control éptimo
usando el célculo de variaciones desarrollado por L. Euler (1707-1783). Pontryagin resolvié
el problema del tiempo minimo, derivando como control éptimo una ley de control del tipo

relé on/off.

En 1960, se publicaron tres trabajos fundamentales de R. Kalman. El primero de estos
[Kalman y Bertram 1960] trataba sobre control en el dominio del tiempo de sistemas no
lineales y utilizaba las ideas de Lyapunov, dandolas a conocer a Occidente. El segundo
[Kalman 1960a] discutia el control éptimo de sistemas, aportando las ecuaciones de disefio
para el regulador cuadrético lineal (LQ). El tercer trabajo [Kalman 1960b] discutia la teoria

de estimacion y filtrado, y aportaba las ecuaciones de disefio del filtro discreto? de Kalman.

En el periodo de un afio gracias a los trabajos de Kalman, las principales limitaciones de
la teoria de control clasica fueron superadas y nuevas herramientas tedricas fueron

presentadas. En definitiva, 1960 marcé el comienzo de la era del control moderno.

Con las ideas aportadas por Kalman, el programa espacial de los Estados Unidos
experimentd un fuerte desarrollo. Por ejemplo, el primer modulo que aterrizé en la Luna

usaba un filtro de Kalman en su sistema de navegacion.
Los puntos claves del trabajo de Kalman son los siguientes:

B Es una aproximacion en el dominio del tiempo valida no solo para sistemas
invariantes en el tiempo sino también para sistemas variantes con el

tiempo y sistemas no-lineales.

2 gl filtro continuo de Kalman fue desarrollado en [Kalman y Bucy 1961].
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B Al trabajar con algebra lineal y matrices los sistemas MIMO podian ser

facilmente tratados.

B UsoO el concepto de estado interno de un sistema; es decir, utilizd la
representacion interna de un sistema y no Unicamente la representacién

externa (entrada-salida).
B Introdujo las ideas de controlabilidad y observabilidad.

La teoria de Kalman aportaba soluciones optimas que conducian a sistemas de control
que garantizaban unas determinadas especificaciones. Estos controles eran obtenidos
directamente mediante la resolucion de complicadas ecuaciones matriciales no lineales, las
cuales generalmente tenian una solucion unica. En contraste, las técnicas clasicas en el
dominio de la frecuencia aportan unas herramientas formales, tipicamente herramientas

graficas, para el disefio de sistemas de control que no tenian una solucién unica.

En 1962, Rosenbrock establece las ideas basicas del control modal, en el cual el criterio
de disefio es la colocacién de los polos en lazo cerrado del sistema en posiciones
especificadas. Mas tarde en 1967, Wonham establece las relaciones entre el problema de
control modal y la controlabilidad de la representacién. Asimismo Luenberguer descompone
el problema de control en dos etapas: En la primera etapa se calcula el control como si el
estado fuese accesible y en la segunda se busca un medio de estimar dicho estado a partir
del conocimiento de la salida del sistema, tarea a la que aporta su teoria de observadores

que habia desarrollado en 1964.

En la década de los 60 se produjeron grandes avances en el desarrollo de las
computadoras digitales, que son necesarias en los controles modernos por dos motivos. En
primer lugar, se necesitan para resolver las ecuaciones de disefio matriciales que permiten
obtener la ley de control. Esto se realiza de forma off-line (fuera de linea) durante el proceso
de disefio. En segundo lugar, puesto que las leyes de control optimas y los filtros son
generalmente variantes con el tiempo, las computadoras son necesarias para implementar

sobre los sistemas los esquemas de control moderno vy filtrado.

Los sistemas de control que son implementados con computadores digitales deben ser
formulados en tiempo discreto. Por tanto, el desarrollo en esta época de la teoria de control
digital ([Jury 1960], [Kuo 1963]) fue algo natural.

La idea de usar computadores digitales para el control de procesos industriales también

surgié durante este periodo. Los trabajos serios comenzaron en 1956 con el proyecto de
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colaboracién entre TRW y Texaco, que resulté en un sistema controlado por computador
que fue instalado en la refineria de Port Arthur en Texas en 1959. El desarrollo de reactores
nucleares durante la década de los 50 fue una motivacion muy importante para explorar el
control de procesos industriales y su instrumentacion. En 1970, con los trabajos entre otros
de K. Astréom [Astréom 1970], la importancia de los controles digitales en los procesos fue

firmemente cimentada.

Con toda su potencia y ventajas, el control moderno también tenia algunas carencias. El
comportamiento garantizado que se obtenia tras resolver las ecuaciones de disefio
matriciales significaba que a menudo era posible disefiar un sistema de control que trabajara
en la teoria sin precisar de ninguna intuicidon ingenieril sobre el problema. Por el contrario,

las técnicas en el dominio de la frecuencia requieren de bastante intuicion.

Otro problema es que un sistema de control moderno con algunas dinamicas del
compensador puede dejar de ser robusto frente a perturbaciones, dinamicas no modeladas
y ruido de medida. Por otra parte, la robustez es implementada en la aproximacion del
dominio de la frecuencia usando nociones tales como margen de fase y margen de

ganancia.

Por tanto, en la década de los 70, especialmente en Gran Bretafia hubo gran actividad
en intentar extender las técnicas en el dominio de la frecuencia y del lugar de las raices a los
sistemas multivariables. Esto condujo a Rosenbrook a introducir el concepto de dominanza
diagonal con el que se busca reducir, no eliminar, la interaccion en un sistema, y que se

plasma en su método de disefio con el diagrama inverso de Nyquist multivariable.

En la misma direccion se realiza un gran esfuerzo para generalizar los conceptos propios de
la respuesta en frecuencia a los sistemas multivariables, tarea en la que los trabajos de
Owens, Kouvaritakis y McFarlane, bajo enfoques distintos, juegan un papel relevante, sin
olvidar los desarrollos de Rosenbrock sobre las relaciones de estas formulaciones y las del

espacio de estados.

Uno de los principales defensores de las técnicas clasicas aplicadas a sistemas
multivariables fue |. Horowitz, cuya teoria de realimentacién cuantitativa (QFT) [Horowitz

1963] permitia obtener controladores robustos trabajando sobre el diagrama de Nichols.

También por esta época aparecieron dos nuevas técnicas de control, el control
adaptativo [Astrom 89] y el control predictivo basado en modelos (M.B.P.C) [Garcia 89]. El

control adaptativo es un tipo especial de sistema de control no lineal que puede alterar sus

10
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parametros para adaptarse a un medio ambiente cambiante. Los cambios en el medio
ambiente pueden representar variaciones en la dinamica del proceso o cambios en las
caracteristicas de las perturbaciones. Por su parte bajo el nombre control predictivo basado
en modelos (M.B.P.C) se agrupan una diversidad de familias de estrategias de control que
hacen uso explicito de un modelo del proceso para predecir el valor de la variable controlada
durante un horizonte de tiempo.

También a comienzos de los 70 nacidé el control inteligente con técnicas tales como:
I6égica borrosa, redes neuronales, mecanismos de aprendizaje, tolerancia a fallos, etc. El
control inteligente intenta sistematizar analiticamente sistemas de control con capacidades

semejantes a la interaccion del hombre con el entorno sobre el que actua.

Desde los primeros afios de la década de los ochenta se ha vuelto a considerar de
nuevo el dominio frecuencial, hecho motivado principalmente por el control robusto y la

teoria H., con las aportaciones de Doyle, Glover, y Francis entre otros [Dorato, 87].

En 1981 J. Doyle and G. Stein mostraron la importancia de los diagramas del valor
singular frente a la frecuencia en el disefio multivariable robusto. Usando estos diagramas,
muchas de las técnicas clasicas del dominio de la frecuencia pueden ser incorporadas
dentro de los disefios modernos. Este trabajo fue aplicado al control de aviones y al control

de procesos por M . Athans entre otros.

A finales de los ochenta surgié un interés creciente por los temas de modelado e
identificacioén [Ljung 87], se pretendia afrontar directamente los problemas que planteaban

las inexactitudes de las representaciones matematicas de las plantas industriales.
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TEMA 1

MODELOS DE SISTEMAS CONTINUOS

1.1 INTRODUCCION

El primer paso en el estudio de un sistema fisico es el desarrollo de una representacién
0 modelo del mismo. Un modelo es una idealizacion del sistema fisico, usado para reducir el
esfuerzo de calculo en el analisis y diseno del sistema. El modelo se desarrolla de forma que

represente adecuadamente al sistema.

Al desarrollar un modelo para un sistema fisico, ciertos parametros y variables del
sistema o relaciones entre sus componentes se pueden despreciar. Sin embargo, se debe
de tener cuidado de no despreciar parametros o relaciones que son cruciales para la
precision del modelo. Esto implica que un sistema fisico pueda tener modelos diferentes
dependiendo de la aplicacion del modelo. Por ejemplo, un transistor tiene diferentes
modelos dependiendo de la amplitud y frecuencia de la sefal aplicada. Generalmente, se
elige un modelo que resulte simple y que, al mismo tiempo, describa adecuadamente la

conducta del sistema.

Los modelos se pueden dar en varias formas y con diferentes grados de formalismo
matematico dependiendo del grado de sofisticacion necesarios. Asi, se pueden usar
modelos mentales, como los usados en la vida diaria, sin ningun formalismo matematico.
Por ejemplo este es el caso del modelo usado cuando se conduce un automévil (“al girar el

volante el automovil gira” o “al pisar el freno el automévil reduce la velocidad”).

Para ciertas aplicaciones, la descripcidn del sistema se puede hacer mediante modelos
gréficos y tablas numéricas. Por ejemplo, un sistema lineal se puede describir mediante su

diagrama de Bode o las graficas de respuesta a un impulso o a un escalon.

Para aplicaciones mas avanzadas necesitan modelos que describan las relaciones

entre sus variables y componentes en término de expresiones matematicas como

15
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ecuaciones diferenciales o en diferencias, es decir, usar modelos matematicos.
Dependiendo del tipo de ecuaciones diferenciales o en diferencias usadas, estos modelos
matematicos seran continuos o discretos, lineales o no lineales, deterministas o

estocasticos, etc.

Los modelos matematicos se pueden obtener de dos formas distintas pero no

excluyentes:

B Modelizacion matematica. Es un método analitico que usa las leyes fisicas (como
las leyes de Newton o las leyes de Kirchoff) para describir la conducta dinamica
del proceso. El modelado depende totalmente de la aplicacion y a menudo tiene
sus raices en la tradicién y en las técnicas especificas del area de aplicacion.
Generalmente, supone considerar el sistema dividido en subsistemas cuyas
propiedades son conocidas de experiencias anteriores y de los que se tienen
modelos matematicos. El modelo del sistema completo se obtiene uniendo

matematicamente los modelos de los subsistemas considerados.

B /dentificacion de sistemas. Este es un procedimiento experimental. En este
método se tienen que realizar algunos experimentos sobre el sistema; un modelo
del sistema es obtenido a partir de los datos registrados en los experimentos,

estimando valores numéricos de los parametros del modelo.

Hay dos procedimientos de modelado y analisis de sistemas lineales usados
habitualmente: el procedimiento de la funcién de transferencia o del dominio frecuencial, y el

procedimiento en el espacio de estados.

El método en el espacio de estados puede resultar novedoso a ingenieros
acostumbrados a pensar en términos de funciones de transferencia. Pero es una forma

natural de representacion de sistemas dinamicos para matematicos vy fisicos.

La representacion en el espacio de estados facilita la aplicacién de algoritmos de disefio
asistido por ordenador. Ademas, se observan mas facilmente algunos desarrollos tedricos
de control 6ptimo, estimacion y la relacion entre variables internas y variables externas de
entrada y salida. Asimismo, el estudio de sistemas de control con mas de una entrada y/o

mas de una salida es mas facilmente tratable en el espacio de estados.

En este tema se estudian la representaciéon en el espacio de estados de sistemas
continuos y la resolucion de las ecuaciones diferenciales de estado A continuacién se

enuncian dos propiedades propias de este tipo de representacion: la controlabilidad y la
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observabilidad. La parte final del tema se dedica al disefio de sistemas de control en el
espacio de estados, en concreto al disefio mediante la ubicacion de polos y al disefio de

observadores.

1.2 REPRESENTACION EN EL ESPACIO DE ESTADOS DE
SISTEMAS CONTINUOS

La nocion de estado de un sistema dinamico es una nocién fundamental en fisica. La
premisa basica de la dinamica newtoniana es que la evolucion futura de un proceso
dinamico esta completamente determinada por su estado actual. Esta premisa sirve como

base para una definicién abstracta del estado de un sistema dinamico.

Definicién: El estado de un sistema dinamico es un conjunto de cantidades fisicas,
cuyas especificaciones (en ausencia de excitacién externa) determina completamente la

evolucion del sistema.

Un sistema continuo SISO" invariante en el tiempo se puede representar por un modelo
lineal descrito mediante una ecuaciéon diferencial ordinaria de coeficientes constantes de

orden n de la forma:

dlﬂu(t)

m

d"y@ , . d" y(1)

+..+a,y(t)=>
dtn n—1 dtn_l Oy( ) m

+ ...+ byu(t) (1.1)
donde u(f) es la entrada del sistema en el instante t e y(f) es la correspondiente salida del

sistema en ese mismo instante.

El comportamiento del sistema se describe mediante su funcién de transferencia G(s)
que se obtiene al aplicar la transformada de Laplace sobre la ecuacion (1.1) considerando

condiciones iniciales nulas:

Y(s) _b,s" +b, s"" +..+b,
U(s) s"+a, s"" +..+a,

G(s)= (1.2)

La forma de la respuesta temporal del sistema esta determinada por la localizacién de

los ceros y los polos de la funcién de transferencia G(s).

! SISO (Simple Input - Simple Output) es el acrénimo inglés que se utiliza para designar a los sistemas que
poseen una sola entrada y una tnica salida.
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La representacion en el espacio de estados de este sistema es un conjunto de n
ecuaciones diferenciales de primer orden, que se pueden agrupar en una ecuacion

diferencial vectorial de la forma:
x(t) = Ax(t) + bu(r) (1.3)

donde x es el vector de estados de dimension n x 1, A es una matriz constante de dimension

nxny b es un vector constante de dimension n x1.
La ecuacion de salida asociada, con n>m es:
y(t)=C-x(¢) (1.4)
donde C es una matriz de dimensién 1 x n.
En el caso que n=m la ecuacion de salida toma la forma:
y(t)=Cx(t)+du(t) (1.5)
donde d es una constante.

En la Figura 1.1 se muestra la representacion en diagramas de bloques del sistema

descrito por las ecuaciones (1.3) y (1.4).

I 0 T 0 5,

N

Figura 1.1: Diagrama de bloques del modelo en variables de estado de un sistema continuo.

La solucion de las ecuaciones diferenciales (1.3) requiere el conocimiento de las
condiciones iniciales del sistema, es decir, el valor del vector de estados xo=x(t;) en el

instante inicial.
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A partir de las ecuaciones (1.3) y (1.4) o (1.5) es posible obtener la funcion de
transferencia G del sistema:

G(s)=ClsT-A]"'b+d (1.6)

A la matriz [s'I-A] ' se le suele representar con el simbolo ®(s) y se le denomina matriz
resolvente. Es la transformada de Laplace de la matriz de transicion de estados que se vera
a continuacion. La ecuacion (1.5) pone de manifiesto el hecho de que los polos de la funciéon

de transferencia son iguales a los autovalores de la matriz A.
Para sistemas invariantes MIMO? el modelo en el espacio de estados es:

x(t) = A x(t) + Bu(t)
x(t,) = x, (1.7)
y(t) = C-x(t)+ D-u(t)

Si el sistema tiene r entradas y m salidas, entonces:

o u(t) es el vector de entradas de dimension rx 1.

o y(t) es el vector de salidas de dimension m x 1.

e A es la matriz que describe la dinamica del sistema de dimensioén n x n.
e B es la matriz de entrada de dimensién n x r.

e C es la matriz de salida de dimension m x n.

e D es la matriz de alimentacion directa de dimension m x r.

Modelos equivalentes MIMO se pueden desarrollar en la forma de una funcion de
transferencia matricial, cuyos elementos son las funciones de transferencia de las

componentes individuales de los vectores de entrada y salida.

G (s) ... G, (9)
G(s)=| " |=C{s1-4]'B+D (1.8)
G.(s) .. G (s)

> MIMO (Multiple Input -Multiple Output) es el acrénimo inglés que se utiliza para designar a los sistemas que
poseen varias entradas y varias salidas.
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Por lo general este modelo es bastante voluminoso, por lo que se prefiere usar el

modelo en el espacio de estados.

Para sistemas variables con el tiempo también se usan modelos en el espacio de
estados pero suponiendo que las matrices que definen la estructura del sistema son funcién

del tiempo:

x(1) = A(t)x(t) + B(0)u(r)
x(ty) = x, (1.9)
y(t) = C(0)x(2) + D(t)u(?)

Para este tipo de sistemas los métodos de la transformada de Laplace no suelen

aplicarse.
¢+ Ejemplo 1.1: Masa con resorte y amortiguamiento sobre movil

Sobre un movil (ver Figura 1.2) que se mueve con una aceleracion u(t) se sitla una masa m sujeta a
la pared del mévil por un muelle de constante de elasticidad k y un amortiguador de coeficiente de

amortiguacion b.

u(t)

()

m

b OO
OO

Figura 1.2: Masa con resorte y amortiguamiento sobre movil

Para este sistema la variable de entrada es la aceleracion u(f) y la variable de salida es el

desplazamiento y(t).

La ecuacién del movimiento de este sistema se obtiene aplicando la segunda ley de Newton:

F=ma

Donde F es la suma de todas las fuerzas aplicadas a cada cuerpo en el sistema, m es la masa del

cuerpo y a es el vector aceleracion de cada cuerpo.

En este sistema las fuerzas que estan actuando son las correspondientes al muelle y al amortiguador,

que actuan en la direccién horizontal:
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dy
F=—ky-b—
YT
La aceleracion total es:
d’y(1)
a= —u(t
% )

Con lo que la ecuacion del movimiento es:

L0 +b-dil(;) +ky(t) = mu(d)

dr’
Tomando la transformada de Laplace con condiciones iniciales nulas sobre la ecuacion anterior:
m-s’Y(s)+bsY(s)+kY(s)=mU(s)

Luego la funciéon de transferencia tendra la siguiente forma:

Y(s m 1
G(s) = (s) _ : -
U(s) ms +bs+k Sz+£‘s+£
m m

Si se definen las siguientes variables de estado:

d
.-

X =)y

Entonces la ecuacion de estados que describe las dinamicas del sistema es:

- 0 1
(’.“(’)} —k —b -(x'(t)j+(0J-u(t)
x, () 7 7 x, (1) 1

¥ =(1 0){” mj

x, (1)

Y la ecuacion de salida es:

Facilmente se comprueba que aplicando la expresion (1.5) se obtiene la funciéon de transferencia
G(S).
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+ Ejemplo 1.2: Red eléctrica RLC

Se considera la red eléctrica RLC de la Figura 1.3. La variable de entrada es la tension aplicada u=v,

y la de salida es la intensidad de corriente por la resistencia R, es decir, y=i;. Como variables de

estado se pueden elegir la caida de tension x; =v. en el condensador C y la corriente x,=i, a través de

la inductancia L.

R
—— AW
—> —’
i(t) i,(?)

v (1) (t) c —_— %0

s

Figura 1.3: Red eléctrica RLC

Aplicando las leyes de Kirchoff a este circuito se obtienen las siguientes expresiones:

Operando sobre estas expresiones se obtienen las ecuaciones de estado:

dvc 1 1. 1
==V, ——l, t——V,
dt R-C C R-C
di, _ 1
dt L ¢
En forma matricial:
1 1
X X _
CH T
x2 - O x2 0
L

La ecuacion de salida es:
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Lt 1
Yy R R

Este caso se corresponde con el indicado en la ecuacion (1.5).

La funcion de transferencia G(s) se obtiene aplicando la ecuacion (1.6):

11 1, -1 1

LDy 1, L

G(S):(__ Oj BC Cllgc|+l -k —RC_a
-— s 0 R P+ —s+
i cL

+ Ejemplo 1.3: Motor de corriente continua excitado por separado

e,(t)

L) \(1)

J,c

Figura 1.4: Diagrama esquemaético del motor de corriente continua excitado por separado

En la Figura 1.4 se representa un diagrama esquematico de un motor de corriente continua. En dicha
figura R, y L, representan la resistencia y la inductancia de la armadura. ey(f) representa la fuerza
contra-electromotriz debida a la rotacion de los conductores de la armadura en el campo magnético.
Andlogamente, R; y L; indican la resistencia y la inductancia de la bobina del campo. Las
no-linealidades y la dependencia de los parametros con el tiempo de estas bobinas se han

despreciado.

Se supone que la bobina del campo (el estator) esta conectada a una fuente de voltaje constante y la
bobina de la armadura (el rotor) esta conectada a una fuente de voltaje variable v(f). De esta forma, la
intensidad de campo e se puede considerar constante. El voltaje e,(f) puede variar para cambiar la

velocidad angular o(f) del rotor.
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TEMA 1: Modelos de sistemas continuos

El flujo magnético de la bobina del campo es una constante cuando i se supone constante. El torque
T, con el eje del motor es proporcional a i, por una constante K., del motor.

El voltaje ey(t) generado como resultado de la rotacion, es proporcional a la velocidad de rotacion del

eje o, por una constante Kg,3 del generador:
e, (1) = K, -o(r)

Aplicando las leyes de Kirchoff al circuito de la armadura se obtiene:

e, (t)y=L

AR 4,0+, 0)

El torque del rotor T,(f) y la velocidad angular estan relacionados mediante la segunda ley de Newton
de la dinamica:

T.(6)=T, () + J-dg’) +cal)

Donde T4(t) es el torque de la carga en el eje del rotor, ¢ es la constante de rozamiento viscoso y J es

el momento de inercia de la carga.

Combinando estas ecuaciones se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales con

coeficientes constantes:

di,(t) _ R

i (t)—&a)(t)+Le (1)
dt L, L, L, "

do@) _K,. ¢ 1
g -7 eO-—1,0

Estas ecuaciones se pueden escribir en la forma matricial de ecuaciones de estado:

di,0)) (R, K. 1,

@ || L, L, _(ia(t)] .| L, _(eu(t)]

do(t) K, ¢ |lo() o _LI\Z®
dt J J J

* En unidades consistentes, K., es igual a K,, pero en algunos casos la constante motor-torsion viene dada en
otras unidades, como onzas-pulgadas por amperes, y la constante del generador debe de expresarse en unidades
de voltios por 1000 rpm.
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Si se considera como salida del sistema la velocidad de rotacion del motor, entonces la ecuacion de

salida es:
IPENEAG
y=(0 1)[0)0))

Si las variables de salida son el torque desarrollado por el eje del rotor y la velocidad de rotacion,
entonces se tiene como ecuacion de salida:

(K, 0\(i,()
Lo 1)l

La funcion de transferencia matricial es:

R K 1
oSt — — 0
G(s)=| " L, L, L,
0 1) K, c 1
- s+— 0 —-—
J J

Operando se obtiene:

1.3 TRANSFORMACION DE VARIABLES DE ESTADO

La representacion en variables de estado no es unica. De hecho, hay un namero infinito
de posibles elecciones de las variables de estado para representar al mismo sistema fisico.
Es posible pasar de una definicién particular del vector de estados x a otra definicion x’

mediante una transformacién lineal de la forma:
x'=Tx (1.10)

Donde T es una matriz no singular de dimensién n x n, de forma que siempre se puede
hacer la transformacién inversa:
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TEMA 1: Modelos de sistemas continuos

x=T"x' (1.11)

Las matrices A, B, C y D de la representacion original del sistema en variables de
estado se transforman ahora en las matrices A’, B, C’y D’. Para obtener sus expresiones se
va a suponer que T es constante, en caso contrario, habria que incluir su derivada en las

expresiones a deducir. Se sustituye en (1.7) x por (1.11) con lo que se obtiene:

T'x"= AT "x"+ Bu

(1.12)
y=CT"x'"+Du

O equivalentemente:

X'=T-AT"x'"+T-Bu

(1.13)
y=CT"x'"+Du

Que ya esta en la forma normal:

x'=A"x"+B"u (1.14)
y=C"x"+D"u '

Luego comparando (1.14) con (1.13) se obtienen las siguientes expresiones:

A =T-AT" B'=T-B
(1.15)
C'=CT™ D'=D
En el lenguaje del algebra matricial se dice que la matriz A’ de la dinamica del sistema
transformado es similar a la matriz A de la dinamica del sistema original. Un hecho bien
conocido del algebra matricial es que matrices similares tienen el mismo polinomio
caracteristico. Ello supone que la funcidon de transferencia entre las variables de entrada y

de salida no dependen de la definicion del vector de estados.

¢+ Ejemplo 1.4: Masas acopladas mediante un muelle

Las ecuaciones del movimiento de las masas m; y m, acopladas mediante un muelle (ver Figura 1.5)

y que se desplazan en una direccién son:
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< ) .
L
X
U U,
—L ) —2 )
m, —\\N— m

Figura 1.5: Masas acopladas mediante un muelle

. K u
¥ +—(x _xz):_l
m, m
. K u
B+—(x,—x)=—*
m, m,

donde u; y u, son las aceleraciones asociadas a las fuerzas aplicadas externamente y K es la

constante del muelle.

Si se definen como variables de estado a:
_ . . T
x=[x x, X X]

las matrices que definen las ecuaciones de estado son:

0 0 1 0 0 0
0 0 0 0
A= _k £ 0 0| B= 1 0
m, m, m
K K 4o 0o L
L m, m, i L m, |

Sin embargo, muchas veces es mejor definir el movimiento de este sistema en funcion del

movimiento del centro de masas x. y de la diferencia entre las posiciones de las dos masas &:

m m

X, =—x +—=x, M =m, +m,
M M

0 =x —x,

Eligiendo ahora como variables de estado a:
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TEMA 1: Modelos de sistemas continuos

!

X'=[x, & x 0]

Se comprueba que la matriz de transformacion entre las dos representaciones es:

mom
M M
0 0o -+ =2
M M
| 0 0 1 -1
Luego las matrices del sistema transformado son:
001 0 ] 00
000 1 ° 0
' -1 '
000 - <M R
- s m, m,

1.4 FORMAS CANONICAS

La eleccion de las variables de estado va a depender de la aplicacién en concreto. Asi,
en aplicaciones donde es necesaria la realimentacion es preferible elegir como vector de
estados a un conjunto de variables fisicas que pueden medirse directamente. Pero también
suelen utilizarse representaciones que simplifiquen la estructura de las matrices A, By C,

tales como las formas candnicas controlable y observable, o la forma candnica de Jordan.

1.4.1 Forma canodnica controlable

Si se considera un sistema SISO su representacion en variables de estado en la forma
canonica controlable se puede generar directamente de la funcion de transferencia (1.2) o

de la ecuacion diferencial (1.1) y tiene la siguiente expresion:
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0 0
0
() =] o e e X | fu(t); x(2,) =
x(1) x(1) u(t); x(t)) = x, (1.16)
0 0 0 .. 1 0
—a, —a, —a, .. —a,,| 1

y@®y=[, .. b, 0 .. 0]x()

m

Cuya representaciéon en diagrama de bloques es la que se muestra en la Figura 1.6

G
)

m

u + xn I 'xn J‘ J‘ xl -[ xl

D] = |

A
A

Figura 1.6: Diagrama de bloques de la representacion en variables de estado en la forma canénica

controlable.

En el caso en que m=n la ecuacion de salida toma la forma:
y@)y=[b, .. b, 0 .. O]x(¢)+b, u(t) (1.17)

En este caso el diagrama de bloques de la Figura 1.6 se debe modificar para incluir el

término b,-u(t).

El nombre de forma controlable corresponde al hecho de que si una representacion
no-minima* se pone en esta forma entonces la representaciéon sera controlable pero no

observable.

* Representacion no-minima: Representacion en variables de estado de orden mayor al orden de la ecuacién
diferencial que describe al sistema.
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+ Ejemplo 1.5:

Para un sistema de segundo orden descrito por la ecuacion diferencial:

d’y(t) dy(t) du(?)
+2:00,——+w,yt)=a + Bu(t
P " . (1) % Pru(t)
Cuya funcién de transferencia es:
as+f
G(s) =
(<) s +2:00,s+
(? >
o p
A A
u  + ~ Xy '[ Xl X% j X
) O
y y
2:0m, w;
’l‘:

Figura 1.7: Forma candnica controlable para un sistema de segundo orden.

La representacion en la forma candnica observable es:

il e i
o S R F e ™10y
X, (1) -w, —-20w,||x(1) 1

0 =[p aﬂ”“ﬂ

x, (1)

En la Figura 1.7 se muestra el diagrama de bloques para este sistema.
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1.4.2 Forma candonica observable

La forma candnica observable recibe su nombre por una razén analoga a la de la forma

controlable. Para una representacion minima la forma observable tiene la forma:

0 1 0o .. 0 g
0 0 | I 0 g,
x()=| .. e x| ... u(®); x(t,)=x
0 0 O x=x
0 0 0o .. 1 g,
=4y —4 T4y .. T4 L &0 ]

y@)=[1 0 .. 0]x(¢)
En el caso de que h=m la ecuacion de salida toma la forma:

y@)=[1 0 .. O0]x(®)+g,u(®) (1.19)

A
&
4

Figura 1.8: Diagrama de bloques de la representacion en variables de estado en la forma canénica

observable.

En la Figura 1.8 se muestra el diagrama de bloques para la forma candnica observable.
Los elementos g; de la matriz B provienen del desarrollo en serie de Laurent® en el origen
s=0 de G(s)

> Las series de Laurent son objeto de estudio en los libros de Variable Compleja, como por ejemplo: Variable
Compleja y aplicaciones. R. V. Churchill & J. W. Brown. Ed. McGraw-Hill
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TEMA 1: Modelos de sistemas continuos

G(s) = ng-s_k =g, +g s +gys T A tg, s+ (1.20)
k=0

y se obtienen resolviendo la siguiente integral compleja (recuérdese que s = o +i@, es una

variable compleja) sobre cualquier contorno C cerrado simple, orientado en sentido

antihorario, en torno del origen:

1 k
&i=5 l G(s)'s (1.21)

En el caso que m<n entonces g,=0, ademas para una G(s) dada en la forma (1.2) existe

una expresion alternativa® para calcular los coeficientes g;:

— - — -1 - -

g 1 0 . 0 b,
g, a,, 1 0 . 0 b,
il I B (1.22)
0
L&) L% vy @y 1| | by ]

Por otra parte si se compara la forma controlable (1.16) con la forma observable (1.18)
se observa que la matriz A tiene la misma forma, mientras que las matrices B y C son
distintas. Existe otra variante de la forma candnica observable’ que se caracteriza porque su
matriz A es distinta a la de (1.16), pero tiene la ventaja de que B se obtiene de forma directa

a partir de los coeficientes de la funcion de transferencia.

+ Ejemplo 1.6:

La funcién de transferencia del Ejemplo 1.5, se puede rescribir de acuerdo con (1.2) como:

bs+b,

G(s)=—
s"+as+a,

Luego b, =a; b, = fB; a, =2:5w,; a, =, .

El desarrollo en serie de Laurent de G(s) es:

% La deduccion de esta expresion se puede encontrar en el libro Linear Systems. T. Kailath. Ed. Prentice-Hall.
(1980)
7 Como se puede ver por ejemplo en el libro Ingenieria de Control Moderna de K. Ogata
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G(s)=g, ""gl's_1 +g2'3_2

En este caso n=2 y m=1 luego como m<n go=0. Los coeficientes g; y g, se pueden calcular a través

g2 1 0

Sustituyendo los valores de a4, by y b1 en la expresion anterior:
-1
g 1 0 a
g, 20w, 1 yij

g =
&= f-250,

Operando se obtiene:

Luego la forma canénica observable es:

o)t 20010 lp-250.e
=l 1 ()
X, (1) -0, —-20w0, ||lx,t| |f-200, a

W0 =[i ]Lf m

En la Figura 1.9 se muestra el diagrama de bloques para este sistema.

u
A
p-20w,a a
+ X, J' x, Yk J' X, R
/ Ll + »
) S
v
20w, 1)
e

Figura 1.9: Forma candnica observable para un sistema de segundo orden.
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1.4.3 Forma canodnica de Jordan

La forma candnica de Jordan proporciona los modos desacoplados del sistema. En ella
la matriz A es una matriz diagonal cuyos valores son los autovalores A; (polos de la funcion

de transferencia) del sistema, si estos son distintos.

En el caso SISO la representacion en variables de estado en forma canonica de Jordan

toma la siguiente expresién:

e
.0 0 |
(1) 0 A -0 () + (®); x(1,)
x(t) = X e fu(?); x =X
| 0 (1.23)
0 0 .. 2
1

y@t)=[c, ¢, .. cn]-x(t)+dtu(t_)

Los coeficientes c; y los autovalores A; se obtienen desarrollando en fracciones simples

la funcion de transferencia G(s):

c c, c

G(s)=d+ + + .t +— (1.24)
s—=A4 s=4, s—A,
d
u X N Y
J Lo %
ﬂ'l

Figura 1.10: Diagrama de bloques de la representacion en variables de estado en la forma canénica

de Jordan.

En la Figura 1.10 se muestra el diagrama de bloques para la forma canoénica de Jordan.

Se observa claramente la separacion de modos del sistema.
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+ Ejemplo 1.7:

Para el sistema de segundo orden del ejemplo 1.5, los autovalores (polos de la funcién de

transferencia) son:
A, ==6w,tw,~5 -1
Los correspondientes residuos estan dados por:

a'(—é-a)n tw, o’ —1)+,H

o, N5 -1

Cip =

Luego, la representacion en la forma candnica de Jordan es:
|:xl ()] _| -6, +o,N5 -1 0 [x (1)} {1} u(t)
xz(t)_ 0 —5(0 -, \/52 xz(t) 1

_a~(—5-a)n +w,~5° —1)+ﬂ a'(—5a) -, -1 +,B {xl(t)}
o, 1 20 \/— X, (¢)

() =

Si lo que quiere es pasar de una representacion en variables de estado cualquiera a la
forma canodnica de Jordan, existen varios métodos para ello. Un método indirecto seria
calcular la funcioén de transferencia del sistema a partir de la representacién en variables de
estado original y a partir de la funcion de transferencia obtener la representacion canonica

de Jordan.

Pero también se puede obtener la matriz de transformacion T entre las dos
representaciones, y usar la ecuaciéon (1.10) para la transformacion. Para ello hay que tener
en cuenta que la matriz A’ en la forma candnica de Jordan es una matriz diagonal formada
por los autovalores del sistema, que son invariantes a la representacion elegida, con lo que

vale con calcular los autovalores de la matriz A original a partir de la ecuacion:
AT —4=0 (1.25)

También hay que tener en cuenta que en la forma de Jordan B’ es un vector de unos,

de forma que las ecuaciones de transformacion son:
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T-A'= AT

1.26
T-B'= B (1:20)

permiten tener n?+n ecuaciones, de las cuales n? son independientes, con lo que es posible
resolverlas para obtener los coeficientes de la matriz T. Una vez conocida T, C’ se calcula

mediante la expresion:
c'=c'r (1.27)
¢+ Ejemplo 1.8:

Para el sistema de segundo orden del ejemplo 1.5, los autovalores son:

A -1

SRR, =1 +280, A+0, =0= A, =60, tw,5 -1

41— A=

Las expresiones (1.26) quedan:

(7;1 le}(_a-w,,mn-\/ﬁ 0 J:( 0 1 ]{Tu TIZJ

2

T, Ty 0 -5w,-—w,\No" -1 —w, -260,)\T, T,
I, T,\(1) (O
T, Ty,)\1) (1
Resolviendo:
1 1
Ty = T, -

20, 6% —1 20,5 —1
5w, +w,\No" —1 T o, +w,N6 -1
20,~/6% -1 T 2e e -1

T21 =

Luego:

1 -1 1
C= a - -
(s )(— Sw,+o,N5* -1 Sw,+o,V5° —IJ 2w 52 —1
Si hay raices repetidas, la representacion candnica de Jordan sufre algunos cambios.
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+ Ejemplo 1.9:

Si el autovalor A4 posee una multiplicidad 3, la ecuacion (1.23) toma la forma:

o~
>
@»—‘o

=

S O O

(1) = X0+

u(t); x(t,)=x,

S O O
S O

o

R

— = O O

Se observa en A que el bloque asociado al autovalor L, posee unos sobre la diagonal principal. Esto
siempre es asi para modelos de sistemas SISO de dimension minima. No necesitan ser todos unos

para sistemas MIMO.

Si algunos de los autovalores son pares complejos conjugados entonces la matriz de
Jordan A tendra valores complejos en su diagonal y el vector de estados x(t) tendra alguna
componente compleja. Para evitar esta situacion se introduce la forma canénica de Jordan
modificada que mantiene la caracteristica de separacion de modos sin que aparezcan

valores complejos en la matriz A ni el vector de estados x(t).

¢ Ejemplo 1.10:

Por ejemplo, si se tiene la siguiente forma candnica:

o+ jw 0 0

Lleva a una descripcion del sistema mediante unicamente valores reales:

— 7. O
Ao o—Jjw
0 23
Una transformacioén de la forma:
[1/2 -j/2 0 0 1 1 1 0 O i

/2 —-j/2 0 0 j —-j 0 0
T=|0 0 1 0 T7'=l0 0 1 0
0 0 0 1 0O 0 0 1
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o o 0

-w o 0
A=

0 0 A

1.5 RESOLUCION DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES DE
ESTADO

Si se considera un sistema de parametros constantes (invariante en el tiempo). La
solucion a la ecuacion diferencial (1.7) esta dada por la solucién a la ecuacion diferencial de

estados homogénea mas una solucion particular del sistema completo.
La ecuacion diferencial de estados “homogénea” es:
x(t) = Ax(t) (1.28)
Su solucidn tiene la siguiente forma:
x(t)=e""k (1.29)

't

donde k es un vector constante y e es la funcién exponencial matricial definida mediante

la serie de Taylor:

2

3
et =T+t A (1.30)
2! 3!
¢+ Demostracion:
Para verificar la solucion (1.29) se deriva x(t):
dx(t) d(eA")_k
dt dt
Considerando el desarrollo en serie (1.30):
At 2 2 3
NI E NI AN S PN LI LR PR
dt 2! 2! 3!
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Con lo que (1.31) queda:

PO _ etk = 4x(t)
dr

Con lo que se demuestra que (1.29) es solucién de (1.28)

Si se dan una condiciones iniciales, x(fo)=xo, el vector constante k se puede calcular

particularizando (1.29) en el instante {:
x(t,) =e’k

Despejando k:

k=(e" )" x(t,)

Por lo tanto la solucion (1.29) se puede expresar como:

x(t) =e™ ~(eA"° )_1 x(t,) = e x(t,) (1.31)

4~) se le denomina matriz de transicién de estados ya que permite

A la matriz e
calcular el vector de estados en un instante t conocido el vector de estados en un instante f.
La matriz de transicion de estados depende unicamente de la matriz A, es decir, de la

dinamica del sistema.

Para calcular una solucién “particular” de (1.7) se puede usar el método de variacion de

la constante. Asi dicha solucion tendra la siguiente forma:
x(t) = e k(1) (1.32)

donde K(t) es un vector funcién del tiempo que hay que determinar. Si se calcula la derivada
de (1.32):

dx(t) _d(e™)

k(@) + et 2 = e k() + e k(¢
5 ” (f)+e ” e” " k(t)+e”" k(1)

Sustituyendo la expresién anterior en (1.7) se obtiene:
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Ae™ k() + e’ k(t) = e’ k() + Bu(t) = e k(t) = Bu(r)

Multiplicando por la izquierda por e *":

k(1) =e " -Bu(t)

Luego el vector k(f) se puede obtener integrando:
! -AT
k@) =] e Bu(r)dr

Obsérvese que el limite inferior t,; de la integral ain no se puede especificar, puesto
que es necesario poner la solucion particular junto a la solucién de la ecuacién homogeénea

para obtener la solucion completa.

La solucién particular (1.32) seréa por tanto:

x(t)=e" [ e Bu(rydr = [ " Bu(r)dr (133)

inf inf

La solucion completa se obtiene sumando esta solucion particular a la solucion de la

ecuacién homogénea (1.31):
x(t) =" x(ty)+ [ e -Bu(rydr (1.34)
linf

Ahora si es posible determinar el valor de f; en la integral. Para ello en la ecuacién

anterior se toma t=ty:

(fo— i} —r Zy .
x(to) — eA(tn tn)x(t())-i_.'. eA(lo ),B,u(z.)_dz_ = J. eA(tn )'B'M(T)'d’l' _ 0
ling 2

inf

La integral debe ser 0 para cualquier posible valor de u(t) y ello solo es posible si t=f.

Por lo tanto la soluciéon completa de (1.7) es:
x(t) =" x(ty) + [ "0 -Bu(r)de (1.35)
ly
Esta solucion a la que se denomina integral de superposicion matricial, es suma de dos

términos, el primero corresponde al estado inicial x(fy) y el segundo a la entrada u(t) en el

intervalo de tiempo [fo,1].
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Otro hecho a resaltar es que el término integral, debido a la entrada, es una integral de

convolucién. Es decir, la contribucion al estado x(t) debido a la entrada u(t) es la convolucion

de u(t) con e”-B. En este caso, la funcién e”-Brepresenta el mismo papel que la

respuesta a un impulso del sistema cuando la entrada es u(f) y la salida es x({).

La salida y(t) en (1.7) se calcula sustituyendo el vector de estados x(t) por (1.35)

y(t)=C-e™"™ x(t,) + Lt C-e™""?-Bu(r)dr + Du(t) (1.36)

Luego la respuesta a un impulso del sistema es C-¢*""-B.

En todo el desarrollo expuesto hasta aqui no se ha requerido en ningin momento que
las matrices By C fuesen constantes. De hecho el desarrollo es valido también si By C son
variables con el tiempo. En este caso, que se corresponde con el sistema genérico (1.9), la
solucion a la ecuacion diferencial variante con el tiempo, suponiendo que A y B-u son

continuos a tramos y con condiciones iniciales x(fy)=xo, es:

x(t) = O, 1, )x(t,) + j ®(1,7)-B(z)u(r)dr (1.37)
donde ®(t,¢,) es la matriz de transicién de estados. Esta ecuacion es la generalizacion de
la integral de superposicion matricial.

¢ Demostracion:

Para demostrar que (1.37) satisface la ecuacién diferencial (1.9) se diferencia (1.37) utilizando la

regla de Leibnitz. Dicha regla tiene la siguiente expresion:

B(1)

d A (X)) dB(t) dA(t)
EA([ )f(t,r) dr = A(jt o dr+ f16, BOF= = = flt AWF= =

Luego:
d’;(; ) _ (et )x(t,) + j @(t,7)-B(r)u(r)dr + O(t,t)-B(t)u(t)

Sustituyendo el valor de la derivada de la matriz de transicion de estados:
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dx(t)

= A(t)D(z,t,)x(t,) + J-: A(t)D(t,7)B(r)u(r)dr + B(t)u(t)

Sacando factor comun a A(f):

dx(t)

= A(t)-[CD(t, 1) x(ty)+ | (1, T)-B(r)-u(z')-dr} + B(t)u(?)

El termino entre corchetes es justo la forma supuesta para el vector de estados x(f), luego esta es la
solucién deseada.

También se puede ver facilmente que (1.37) satisface la condicion inicial x(ty)=xo:

x(ty) = D(t,,1,)x(t,) + J‘jOCD(tO,z')'B(z')u(r)dr =1x,+0=x,

¢+ Ejemplo 1.11:

La ecuacioén diferencial de una masa m a la cual se le aplica una fuerza externa F es:

. F
X=—
m

En este caso la variable de control u es la aceleracion total X .

Si se escogen las variables de estado:

Se tiene la forma en el espacio de estados:

Luego para este ejemplo:
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(5 o) ()

Aplicando el desarrollo en serie de Taylor (1.30) se obtiene la matriz de transicidon de estados:

P [1 0} (0 1} [1 t]
0 1 0 0 0 1

La serie termina tras solo dos términos.

La integral en (1.37) con =0 es:

o1 t—1 _ 0 . dre (-7 do e '[Ot(t—z')u(z')d‘r
4 e o

Iou(f)-dr

Asi, la solucién usando (1.37) es:

(xl(t)]_(l tj{xl(O)j_l_ [{t-oyu(eyde
% () (0 1){x,(0) [[utcydz

Y operando se obtiene:

x,(8)=x,(0)+#x,(0)+ .[Ot(t ) u(r)dr

x,()=1x, (0)+j;u(r)-dr

Estas soluciones se podrian haber obtenido directamente de la ecuacién diferencial que describe al
sistema sin usar todo el aparato en el espacio de estados que se ha desarrollado. El interés y la
utilidad de este aparato matematico se ponen de manifiesto en los casos en los que los métodos

sencillos fallan.

La matriz de transicion de estados, que es fundamental en la teoria de sistemas

dinamicos, satisface las siguientes propiedades:

1) Verifica la misma ecuacion diferencial homogénea que el vector de estados:
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dd(1,t,)
dt

= A(t)D(¢,¢,) (1.38)
2) Para tp=t es igual a la matriz identidad.

O(t,t)=1 Vt (1.39)
3) Propiedad del semigrupo:

q)(t3,t1)=®(t3,t2)'CD(t2,tl) (1.40)

Esta propiedad es una consecuencia directa del hecho que para ir de un estado a

otro el resultado final es el mismo, se siga el camino que se siga.

4) Es no singular (invertible).
O (t,t,) = D(t,,t) Vi, (1.41)

¢ Demostracion:

A continuacion se van a demostrar las cuatro propiedades indicadas para la matriz de transicion de

estados:

e Primera propiedad

La ecuacién homogénea para el vector de estados es:

dx(t)
—— = A(t)x(t d.1
% (1)x(7) (d.1)
Donde la solucién x(t) esta dada por:
x(t) = O(t,t,)x(t,) (d.2)

La derivada de x(t), por supuesto debe satisfacer la ecuacion homogénea para cualquier t y x(f). x(f)

es un dato inicial y no una funcion del tiempo. Luego:

dx(t) 8®(t,t0)‘x
dt ot

() (d.3)
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Obsérvese que se utiliza la derivada parcial porque la matriz de transicién de estados es funcién de

dos argumentos, ty f,. Sustituyendo (d2) y (d3) en (d1) se obtiene:

OPW10) 4y = Aty Dt 1, yx(2,)

Como se debe de verificar para todo x(t;), se puede cancelar x(f;) en ambos lados de la ecuacion,

con lo que se obtiene:

dd(1,t,)

. A()D(2,1,)

Tal y como se queria demostrar.

e Sequnda propiedad

La solucion de la ecuacion homogénea se verifica para cualquier ¢y t,, incluyendo {=f,. Luego:
x(t) =O(t,t)yx(t) Vx(t)
Luego se concluye que:
O(t,t)y=1 Vt
Tal y como se queria demostrar

e Tercera propiedad

La ecuacion diferencial homogénea para el vector de estado no solo posee una soluciéon para

cualquier estado inicial x(f) y cualquier intervalo de tiempo [t,f;] sino que esta solucion es Unica.

Suponiendo la existencia y unicidad de soluciones se puede escribir:

x(l‘3) = (D(taatl)'x(tl) Vst (d.4)

Y también:

x(l‘3) = CD(t3,l‘2)'x(t2) Vts,t, (d.5)
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xX(t,) = O, 1) x(t,) Y 1.1, (d.6)

Sustituyendo (d.6) en (d.5):

x(ty) = D(t;,1,)P(2,,1, ) x(t)) (d.7)

Y comparando (d.7) con (d.6) se obtiene:
CD(t3 > tl) = (D(t3 stz)'q)(tz =t1)
Tal y como se queria demostrar.

e Cuarta propiedad

De la propiedad segunda y tercera se tiene que:
DO(,t,))D(t,,t) =D(t,t) =1
Luego operando sobre la ecuacion anterior se obtiene:
D7(1,t,) = D(t,,1) Vi,

Tal y como se queria demostrar.

Para el caso de sistemas invariantes en el tiempo, las cuatro propiedades anteriores

toman la siguiente forma:

R0 _ gy -1, (1.42)
dt
D0)=1 (1.43)
D(t)D(t,) = D(t +1,) (1.44)
D7'(¢) = D(~) (1.45)
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También para sistemas invariantes se define la matriz resolvente:
D(s) = [s-1 — 4] (1.46)

Esta matriz ya se uso en la ecuacién (1.6) al relacionar la representacion en variables

de estado con la funcion de transferencia.
¢ Demostracion:

Se va a demostrar la ecuacioén (1.46). Si se hace t,=0 y se toman transformadas de Laplace sobre la

ecuacion:
dd(t—t,)
——— = A4 D(t—t¢
7 (1—1,)
Se obtiene:
s D(s)—D(0) = AD(s5) = sD(s)— 1 = A D(s)
Y operando:

[s7 - A} (s) =T = D(s) =[s:] - A]"

Tal y como se queria demostrar.

1.6 CONTROLABILIDAD Y OBSERVABILIDAD

Muchos de los conceptos en el espacio de estados se pueden ver como
reinterpretaciones de conceptos anteriores del dominio frecuencial, pero otros son
conceptos nuevos exclusivos de los métodos en el espacio de estados. Este es el caso de
los conceptos de controlabilidad y observabilidad, que son propiedades de la representacion

especifica en el espacio de estados, mas que del sistema en si mismo.

Las ideas de controlabilidad y observabilidad fueron introducidas por Kalman, como una
forma de explicar porque un método de disefio de compensadores para sistemas inestables
mediante cancelacion de polos inestables (polos en el semiplano derecho), mediante ceros
en el semiplano derecho esta condenado a fracasar aunque la cancelacion sea perfecta.
Kalman demostré que de una cancelacion polo-cero perfecta resultaria un sistema inestable

con funcion de transferencia estable. La funcidn de transferencia, sin embargo, es de orden
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menor que el sistema, y los modos inestables o no serian afectados por la entrada

(incontrolable) o no serian visibles en la salida (inobservables).

1.6.1 Controlabilidad del estado

La controlabilidad hace referencia al efecto de las entradas sobre los estados para un

modelo del sistema. Formalmente se dice:

Definicién: Una representacion en variables de estado de un sistema continuo es
completamente controlable si y solo si es posible transferir el sistema desde cualquier
estado inicial x(to)=xo a cualquier estado final x(t;)=x1 en un tiempo finito ;- {t,>0, mediante la

aplicacion de senales de control u(t), t, < t <t;.

Consecuentemente, para que sea completamente controlable, la estructura del modelo
debe ser tal que u pueda afectar a todas las variables de estado. El sistema no es
completamente controlable si solo es posible hacer que el sistema vaya de algunos estados
(no todos) a otros estados, o si el tiempo requerido para ir de cualquier estado inicial a

cualquier estado final es infinito.

El intervalo t;-fy debe ser finito para que el sistema sea controlable. En sistemas
variantes puede ser necesario restringir t;-fp a ser mayor que algun intervalo fijo T. En
sistemas invariantes, la Unica restriccion es que f;-t, sea mayor que cero. De hecho, si se
permiten entradas impulsivas, entonces es posible, en un sistema controlable, ir
instantdneamente (en tiempo cero) de un estado a otro. En la practica, en un sistema
controlable es posible ir de un estado a otro en un tiempo arbitrariamente corto si se

permiten entradas suficientemente grandes.

Teorema de controlabilidad: El modelo del sistema dado por (1.9) es completamente

controlable si y solo si el grammian de controlabilidad:

W.(t,,t)= ]@(tl ,7)B(r)B" () ®" (t,,7)dr (1.47)

Iy
cumple para algun t;>t, alguno de los criterios equivalentes siguientes:
1) El dominio de Wy(to,t1) es R".

2) El rango de la matriz W(ty,t1) es n.
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3) W(ty,t) es no singular y por lo tanto invertible.
4) Wy(to,t1) es definida positiva (siempre es semidefinida positiva).
5) El determinante de W;(f,t1) es distinto de cero.

La equivalencia entre los criterios 2, 3, 4 y 5 es obvia. No resulta tan obvia la
equivalencia con el criterio 1. Para poner de manifiesto esta equivalencia hay que considerar

la solucion de la ecuacién diferencial (1.9) dada por (1.37) evaluada en t;:
4
Xy = x(1) = (1.1, )x(ty) + [ ©(t,. 0y B(yu(eyde

Si el sistema es completamente controlable existe la posibilidad de alcanzar cualquier

estado x4 en el instante t; desde el estado inicial x,. Esta afirmaciéon es equivalente a decir

que [x1 —(D(tl,to)-x(to)] puede ser cualquier vector de R". Y en conclusion que el dominio

de I:‘db(tl,r)-B(z')-u(r)-dz' es todo R". Se puede demostrar que este dominio es equivalente

al dominio de la matriz W(to,t1).

En el caso de sistemas invariantes el grammian de controlabilidad esta dado por:

] h=ty
Wt ~t)) = [ BB e dr = [e" BB e dt (1.48)
0

to
O de forma equivalente tomando T=t;-lo:

T
W.(T) = j e’ -B-B e dt (1.49)

0

Si W(to,t4) es singular y de rango k<n, entonces hay (n-k) estados no controlables en la
representacion. Si se puede obtener un modelo equivalente sin estados no-controlables, ello
es preferible para el disefio de controladores Cuando se introduce ruido dentro del modelo
también es conveniente estudiar la controlabilidad con respecto a las entradas de control y

de ruido.

Matrices con la forma del grammian de controlabilidad (1.47) o (1.49) para sistemas
invariantes, se tienen que calcular algunas veces en problemas de control optimo y

estimacion. Sin embargo, calcular estas integrales solamente para verificar la controlabilidad
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de un sistema supone un gran esfuerzo para un objetivo simple. Seria, por tanto,
conveniente disponer de un test alternativo mucho mas simple. Solamente los sistemas
invariantes con el tiempo disponen de este test alternativo, que viene definido a través del

siguiente teorema:

Teorema algebraico de controlabilidad. El sistema invariante (1.7) es completamente

controlable si y solo la matriz de controlabilidad definida de la siguiente forma:
M, =[B| 4B]..| 4" B] (1.50)

tiene rango n, es decir, hay n columnas linealmente independientes, o equivalentemente, el

espacio dominio de M. es R".

M. es un matriz con n filas y n-r columnas. Cada columna de M, representa un vector en
el espacio de estados a lo largo del cual es posible el control. Si es posible el control a lo
largo de n direcciones linealmente independientes (por ejemplo, una base de R") entonces

es posible el control en todo R".

Como M. es una matriz constante, tiene rango constante. Asi, si M, es singular,
entonces W,(T) es singular para todo T. Andlogamente, si W,(T) es no singular para
cualquier T>0, debe ser no singular para todo T7>0. Esto significa que si un sistema es
controlable, hay una entrada que transfiere el sistema desde cualquier estado inicial a
cualquier otro estado en un tiempo arbitrariamente corto. Obviamente, para conseguir un

tiempo mas corto se necesita una mayor entrada.

1.6.1.1 Controlabilidad de la salida

En el disefio practico de un sistema de control, tal vez se desee controlar la salida en
lugar del estado del sistema. Una controlabilidad completa del estado no es necesaria ni
suficiente para controlar la salida del sistema. Por esta razén, es conveniente definir una

controlabilidad completa de la salida por separado.

Definicién: Una representaciéon en variables de estado de un sistema continuo es de
salida completamente controlable si es posible construir un vector de control sin
restricciones u(f) que transfiera cualquier salida inicial determinada y(fy) a cualquier salida

final y(t1) en un intervalo de tiempo finito fy < t <t;.
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Teorema algebraico de controlabilidad. El sistema invariante (1.7) es de salida

completamente controlable si y solo la matriz de controlabilidad de salida definida de la

siguiente forma:
M, =|cB|C4B|..|C-4™"B| D] (1.51)

cuya dimension es m x (n+1)-r tiene rango m.

Obsérvese que la presencia del término D-u en el sistema (1.7) siempre ayuda a

establecer la controlabilidad de la salida.

1.6.1.2 Alcanzabilidad

En algunos libros se usa el concepto de alcanzabilidad (reachability) que es similar al de

controlabilidad, su definicién es la siguiente:

Definicién: Un sistema de control se define como alcanzable si, al empezar desde el
origen del espacio de estados, el estado puede ser llevado a un punto arbitrario en el
espacio respectivo en un periodo finito, siempre que el vector de control no esté restringido

(no acotado).

1.6.2 Observabilidad

La observabilidad hace referencia al efecto de los estados sobre las salidas. Asi, se

puede dar la siguiente definicion:

Definicién: Una representacion en variables de estado de un sistema continuo es
completamente observable si y solo si dadas las entradas u(f) y las salidas y(f) para todo

te[to,t1], es posible deducir x(t) para te[to,t].

Para que una representacion en variables de estado sea completamente observable, su
estructura debe ser tal que un cambio en cualquier variable de estado afecte, de alguna
manera, a la salida y(t). Ademas el efecto de una variable de estado sobre la salida se debe

distinguir del efecto de cualquier otra variable de estado.
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(%, +X,) J‘ (x,+x,)=y

A

(a) (b)

Figura 1.11: Modelo homogéneo de dos estados: a) Modelo original. b) Modelo equivalente.

Asi en el modelo homogéneo de la Figura 1.11a, las dos variables de estado x; y X2
afectan a la salida y, pero no hay forma de obtener informaciéon separada sobre x; y x; a
partir s6lo de la observacion de y. De hecho, desde el punto de vista de las observaciones

de y, este modelo es equivalente al de la Figura 1.11b.

Teorema de observabilidad: El modelo del sistema dado por (1.9) es completamente

observable si y solo si el grammian de observabilidad:

W (t,.t,) = iI[CDT (t,,7)-CT (r)C(r)D(t,,7)dr (1.52)

%
cumple para algun t;>t; alguno de los criterios equivalentes siguientes:
1) El espacio nulo de Wy(to,t1) es 0eR".
2) W,(to,t1) es no singular y por lo tanto invertible.
3) Wy(to,t1) es definida positiva.
4) El determinante de W(t,,t) es distinto de cero.

Como se puede observar el grammian de observabilidad (1.52) mantiene una fuerte

semejanza con el grammian de controlabilidad (1.47). Asi en (1.52), en lugar de la matriz de

transicion de estados ®(¢,,7)aparece su transpuesta y en lugar de la matriz de control B
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aparece la matriz de observacién C. Debido a esta semejanza se suele decir que

controlabilidad y observabilidad son conceptos duales.

Analogamente a como se hizo para la controlabilidad, para modelos invariantes se

puede considerar un procedimiento mas practico para determinar la observabilidad:

Teorema algebraico de observabilidad. El sistema invariante (1.7) es completamente

observable si y solo la matriz de observabilidad definida de la siguiente forma:
M, =|cT 4. ( T)"_ICT] (1.53)

tiene rango n, es decir, hay n columnas linealmente independientes, o equivalentemente, el

espacio dominio de M, es R".

Para sistema de una sola salida, la matriz M, es de dimensiéon n x n, y la condicion
anterior corresponde a decir que su determinante sea distinto de cero. Esto es equivalente

a decir que la funcién de transferencia dada por (1.8) no tenga cancelaciones polo-cero.

¢ Ejemplo 1.12:

Considérese el sistema de segundo orden (n=2) descrito mediante la siguiente representacion en

variables de estado:

Para estudiar su controlabilidad, puesto que es un sistema invariante, se puede calcular su matriz de

controlabilidad M,:
0 (1 1 0 0 1
M, =[5 48]=| {7]-
1 {-2 -1/{1 1 -1

Dado que el rango de M, es 2, el sistema es completamente controlable.

Analogamente, para estudiar su observabilidad, se puede calcular su matriz de observabilidad M,

M, =[c |amc7]- Ll) (s :ﬁ(;ﬂ (o
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Dado que el rango Mg es 2, el sistema es completamente observable.

¢ Ejemplo 1.13:

Considérese el sistema de tercer orden (n=3) descrito mediante la siguiente representaciéon en
variables de estado:

X, 0 1 0 || x, 0
X, =] 0 0 1 | x, |[+]0u
X, -6 —-11 —-6]||x, 1
Xy
y=[4 5 1}x,
X3

Se desea saber si es completamente observable. Para ello se calcula su matriz M,:

4 -6 6
M, =lem 14|y er=ls —7 s
I -1 -1

Como:

4 -6 6
5 =7 5|=0
1 -1 -1

el rango de M, es menor que 3. Y en consecuencia el sistema no es completamente observable.

La funcion de transferencia entre la entrada y la salida se puede calcular con la ecuacion (1.8)

s -1 070 i .
)= 4 s Jo s -1 |o|- S AosH
U(s) sT+6s"+11ls+6
6 11 s+6 1

Factorizando la expresion anterior:

G(s) = (s+1)(s+4)
(s+1)(s+2)(s+3)
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Se observa que los dos factores (s+1) se cancelan el uno al otro, debido a esta cancelacién el

sistema no es completamente observable.

1.7 DISENO DE SISTEMAS DE CONTROL EN EL ESPACIO DE
ESTADOS

1.7.1 Diseino mediante la ubicacién de polos

Supéngase que todas las variables de estado son medibles y que estan disponibles
para la realimentacion. Se demuestra que, si el sistema considerado es de estado
completamente controlable, los polos del sistema en lazo cerrado se pueden ubicar en

cualquier posicién deseada mediante una matriz de ganancias de realimentacion del estado.

Supongamos que se decide que los polos en lazo cerrado deseados estén en s=yy,
S=1p, ... S=u,. Seleccionando una matriz de ganancias apropiada para una realimentacion
del estado, es posible forzar al sistema para que tenga los polos en lazo cerrado en las
posiciones deseadas, siempre y cuando el sistema original sea de estado completamente

controlable.

Con el objetivo de simplificar los aspectos matematicos del esquema de ubicacién de
polos, se va a considerar el caso en que la sefal de control es un escalar. Considérese el

sistema de control:
xX=Ax+Bu (1.54)
Se supone que la sefial de control u es un escalar, se selecciona como:
iu=-Kx (1.55)

A este esquema de control (ver Figura 1.12) se le denomina realimentacion del estado,

se trata de un esquema de control en lazo cerrado.
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K

Figura 1.12: Sistema de control en lazo cerrado mediante realimentacién del estado.

Puesto que u es un escalar, la matriz K es de dimensién 1 x n, a dicha matriz se le

denomina matriz de ganancias de realimentacion del estado.
Si se sustituye (1.55) en (1.54) se obtiene la expresion:
x=(A-BK)u (1.56)
La ecuacion caracteristica del sistema en lazo cerrado viene dada por la expresién:

A (s)=|sT—(4-BK)=0 (1.57)

Que puede expresarse en funcion de los valores deseados para los polos pq,uy,...,u, de

la siguiente forma:
AN(S)=(s+u)(s+ ) (s+u)=s"+a, s +..+a, (1.58)

La matriz de ganancias de realimentacion de estado K que obliga a los valores
caracteristicos de (1.56) a ser wi, Y2, ..., un (valores deseados), es decir, a poseer una
ecuacion caracteristica de la forma (1.57) se demuestra que entre otros métodos se puede

determinar mediante la férmula de Ackermann:
K=[0 0 .. 0 1{B|4B|..|a" B[ 4" +a A"+ va, 1] (159)

Se observa en (1.59) que el vector fila de dimension 1 x n es la ultima fila de una matriz
identidad de dimension n x n, a dicho vector se le puede denotar por e,. A continuacion, de

acuerdo con (1.50), se tiene a la inversa de la matriz de controlabilidad M.. Finalmente, se
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tiene la ecuacion caracteristica ¢(A4) que satisface la matriz A de acuerdo con el teorema

de Caley-Hamilton:
pA)=A"+a, A" +..+a,l
Luego la formula de Ackermann se puede expresar en la forma:
K=e, M;"¢(A) (1.60)

¢ Obtencion de la ecuacion de Ackermann:

La ecuacion caracteristica del sistema en lazo cerrado viene dada por la expresién (1.57). Esta
ecuacion puede expresarse en funcion de los valores deseados para los polos p4,uz,...,un €n lazo

cerrado segun la forma (1.58).

Definase:
A=(4-BK)

Por el teorema de Caley-Hamilton se sabe que la matriz A satisface su propia ecuacion

caracteristica:

HA)=A"+a, A" +. . +a, =0

n-1
Para obtener la formula de Ackermann se va a suponer por simplicidad que n=3. Luego:
JA)=A*+a, 4> +a, A+a,1=0 (d.1)
Calculando las potencias de segundo y tercer orden:
A*=(4-BK) =A4>-ABK-BK-A (d.2)
A*=(A4-BK) =4> - 4*BK - ABKA—-BKA* (d.3)
Y sustituyendo (d.2) y (d.3) en (d.1):
(47 - 4> BK - ABK-A-BKA)+a,{4> - 4BK - BK-A)+a,(4-BK)+a, =0

Reordenando términos:
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(4 +a, 4* + @, A+, 1)-a, ABK —a, BK-A-a, BK - A*BK - ABK-A-BK-4* =0

Como:
A +a, A +a A+ a, T = P(A)
Entonces:
HA)—a, ABK —a, BK-A—a,BK—-A>BK-ABKA-BKA*=0
Y despejando @(A):
#(A)=a, ABK +a, BK-A+a,BK+ABK+ABKA+BKA4*
Reordenando términos
§(A) = B(K-A* + @, K-A+ K-a, )+ AB(K-A+0a,K) + A>BK

Que se puede expresar equivalentemente de la siguiente forma:

K‘Zz-l-az'K'Z—i-K'O{l K.Z2+a2.K.Z+K.a1
¢(A)=[B A'B Az‘B} K-A+a,K =M, - K-A+a, K
K K

Se supone que el sistema es de estado completamente controlable, luego la inversa de la matriz de

controlabilidad M, existe. Luego:

K-A* +a, K-A+Ka,
M p(A4) =- KA+a, K
K

Multiplicando por el vector e3=[0 0 1] ambos miembros de esta ecuacion:

K-A* +a,K-A+Ka,
[0 0 1] M g)=[0 0 1] K-A+a,K
K

Operando se obtiene:
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K=[0 0 1]-M]"g(4)=e,-M]"¢(4)

Que es precisamente la ecuacién de Ackermann para el caso n=3.

Un resultado fundamental obtenido por W.M. Wonham es el siguiente: “Todos los polos
de un sistema en lazo cerrado puede ser arbitrariamente asignados mediante el método de
realimentacion de variables de estados si y solo si el sistema es completamente
controlable”.

Obsérvese que la controlabilidad del sistema es fundamental para poder aplicar la

férmula de Ackermann ya que si no existiria la inversa de la matriz de controlabilidad.

Es importante sefialar que la matriz K para un sistema SISO determinado no es unica,
sino que depende de las ubicaciones de los polos en lazo cerrado deseados (los cuales
determinan la velocidad y el amortiguamiento) seleccionados. Obsérvese que la seleccion
de los polos en lazo cerrados deseados, o de la ecuacion caracteristica deseada, es un
compromiso entre la rapidez de la respuesta del vector de error y la sensibilidad ante
perturbaciones y el ruido de medicion. Es decir, si se incrementan la velocidad de respuesta
de error, por lo general se incrementan los efectos adversos de las perturbaciones y el ruido

en la medicion.

Por lo tanto, al determinar la matriz de ganancias de realimentacion del estado K, para
un sistema determinado, es conveniente examinar mediante simulaciones por computador
las caracteristicas de respuesta del sistema para varias matrices K diferentes y elegir

aquella que ofrezca el mejor comportamiento del sistema.

+ Ejemplo 1.14:

Considérese el sistema de tercer orden (n=3) descrito mediante la siguiente representaciéon en

variables de estado:

X, 0 1 0]x 0
X =0 0 1 |{x,|+]|0]u
X, -1 =5 -6]|x, 1

Usando el control mediante la realimentacion del estado u=-K-x, se quiere que los polos en lazo

cerrado se ubiquen en s=-24j-4 y s=-10. Para ello hay que calcular la matriz de ganancias de

realimentacion del estado K.

59



TEMA 1: Modelos de sistemas continuos

En primer lugar hay que comprobar si el sistema es de estado completamente controlable, ya que
so6lo en dicho caso sera posible realizar una ubicacion arbitraria de polos. La matriz de controlabilidad

para este sistema es:

0 0 1
M, =[B|4B|4>B]=|0 1 -6
1 -6 31

Puesto que |[M|=-1, el rango de M, es 3 y el sistema es de estado completamente controlable. Por

tanto, es posible la ubicacién arbitraria de polos.
Método 1:

Para calcular la matriz de ganancias de realimentacion K mediante la formula de Ackermann (1.60) es
necesario calcular la inversa de la matriz de controlabilidad y la ecuacion caracteristica que satisface

la matriz A de acuerdo con el teorema de Caley-Hamilton:

N (s)=|s] —(A=BK)|=(s+ 2+ j4)(s+ (2~ j4) (s +10) =5 +145> + 60-s + 200

199 55 8
P(A)=A> +144> +60-4+200 1 =| -8 159 7
-7 =43 117

Luego sustituyendo los valores calculados en (1.60) y operando se obtiene la ganancia K de

realimentacion de estado:

1

0 0 17199 55 8
K=e M '¢A=[0 0 10 1 —6| {-8 159 7 [=[199 55 §]
1 -6 31| |-7 -43 117

Con esta realimentacion de estado los polos se ubican en las posiciones deseadas.
Método 2:
Para sistema de ordenes pequefios (n< 3) otra forma alternativa usualmente mas sencilla de calcular

K es igualando la ecuacion caracteristica en lazo cerrado |s-I —(4- B'K)| ,
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) -1 0
|ssT —(A-BK)|=| 0 s -1 =5 +(6+k)s” +(5+k,)s+(1+k)
1+k, S5+k, s+6+k,

con la ecuacion caracteristica deseada:

s° +14-s% +60-s + 200

Por tanto,

6+k, =14
5+k, =60
1+ k, =200

Resolviendo las ecuaciones anteriores se obtienen los elementos del vector de ganancias K
k, =199, k, =55, k, =8
Método 3:

Si la representacion en variables de estado del sistema viene dada en su forma candnica controlable,
como sucede en este caso, entonces la matriz de ganancias se puede calcular a través de la

siguiente formula:
K :[an _an |"“al _al]

Donde los a; i=1,...,n son los coeficientes de la ecuacion caracteristica del sistema |s:/-A|=0, y los o

son los coeficientes de la ecuacion caracteristica deseada.

s =1 0
|s-I—A|=0 s —1|=+6s>+5s+1=5"+a,'s’ +a, s +a,
1 5 546

Luego: a;= 6, a,=5y az=1.

La ecuacion caracteristica deseada es:
3 2 3 2
" +1457+60s+200=5"+a,;'s" +a, s+ a,

Luego: as= 14, 0,260 y 03=200.
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Por lo tanto:

K =[200-1 60—5 14—6]=[199 55 8]

1.7.2 Observadores de estado

Ocurre muchas veces en la practica que no todas las variables de estado se encuentran
disponibles para su realimentacion. En dicho caso, es necesario estimar las variables de
estado que no estan disponibles. La estimacion de dichas variables de estado se suele

denominar observacion.

Un dispositivo o un programa de computadora que estima u observa las variables de
estado se denomina observador de estado, o, simplemente, observador. Si el observador de
estado estima todas las variables de estado del sistema, sin importar si algunas de las
variables puede ser medida directamente, entonces se denomina observador de estado de
orden completo. Asimismo un observador que estima menos de n variables de estado,
siendo n la dimensién del vector de estado, se denomina observador de estado de orden
reducido. Si el observador de estado reducido tiene el orden minimo posible, se denomina

observador de estado de orden minimo.

Un observador de estado estima las variables de estado a partir de las mediciones de
las variables de salida y de control. Sélo pueden disefiarse si y soélo si se satisface la

condicion de observabilidad.

Se denotara por xal vector de estado estimado u observado. En muchos casos
practicos, x se usa en la realimentacién de estado en lugar de x para generar el vector de

control deseado.
Considérese el sistema real definido mediante:
x=Ax+Bu (1.61)

y=Cx (1.62)

Supodngase que el estado x se aproximara mediante el estado x del siguiente modelo

dinamico:
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X=A%+Bu+K,(y-Cx)=(A-K,-Cyi+Bu+K,y (1.63)
que representa al observador de estado.

Obsérvese que el observador de estado tiene como entradas a y e u, y como salida a
x . Ademas el ultimo término del segundo miembro del modelo, es un término de correccion
que contiene la diferencia entre la salida y medida y la salida C-x estimada. La matriz K,

funciona como una matriz de ponderacion. El término de correccién vigila al estado x .

La dinamica del observador se caracteriza mediante las matrices A y B y mediante el
término de correccion adicional, que contiene la diferencia entra la salida medida y la
estimada. Para el siguiente analisis se supone que las matrices A y B usadas en el modelo

son iguales a las del sistema real.

1.7.2.1 Observador de estado de orden completo

En este caso el orden del observador es igual al del sistema. Para obtener la ecuacién

de error del observador, se resta (1.63) de (1.61).
X—%=Ax—-A%-K,(Cx-C%)=(4-K,Cyx—-%) (1.64)
Si se define el vector de error e como:
e=(x—x)
entonces la ecuacién (1.64) se convierte en
é=(4-K,Ce (1.65)

El comportamiento dinamico del vector de error se determina mediante los valores
caracteristicos de la matriz A-K.-C. Si esta matriz es estable, el vector de error convergera a
cero para cualquier vector de error inicial e(0). Es decir, que Xxconvergera a x

independientemente de cuales sean sus valores iniciales.

Si el sistema es completamente observable, se demuestra que es posible seleccionar

una matriz K, tal que A-K,-C tenga los valores caracteristicos arbitrariamente deseados.

El problema de disefiar un observador de orden completo se convierte en determinar la

matriz de ganancias del observador K, tal que la dinamica de error definida mediante (1.65)
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sea asintoticamente estable con una velocidad de respuesta suficiente, es decir, los valores

caracteristicos de A-K,-C tomen unos determinados valores deseados.

Una forma de abordar este problema es considerar el problema dual, es decir,

resolviendo el problema de ubicacion de polos para el siguiente sistema dual:

z=A"z+C"v

n=B"z
Se supone que la sefial de control v es:
v=—Kz

Si el sistema dual es de estado completamente controlable, la matriz de ganancias de
realimentacion del estado K se determina de tal modo que la matriz A™- C™-K produzca un

conjunto de valores caracteristicos deseados.

Si u1, Ua,..., Uy SON los valores caracteristicos de la matriz del observador de estado,
tomando los mismos p; que los valores caracteristicos deseados de la matriz de ganancias
de realimentacion del estado del sistema dual, se obtiene la ecuacion caracteristica del

sistema en lazo cerrado para el sistema dual
A () =|sT = (A" = CT-K)| = (s ) (5 + p1,) (s + 1,)

Considerando que los valores caracteristicos de A™- C"-Ky A - K' C son iguales se tiene

que:
|57 (4" =C"-K)| =|sT = (4=K"-C)
Comparando estos polinomios caracteristicos con la ecuacién (1.65) se observa que:
K =K" (1.66)

Por lo tanto esta relacion, permite calcular la matriz de ganancias del observador K. a
partir de la matriz K determinada mediante el enfoque de ubicaciéon de polos en el sistema

dual.
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Para la resolucion de este problema de ubicacion de polos el sistema dual debe ser de

estado completamente controlable. Luego el rango de la matriz de controlabilidad del
sistema dual

[CT [ A7-CT |..|(47) " C"]

debe ser n.

Obsérvese que la matriz de controlabilidad del sistema dual es a su vez la matriz de
observabilidad del sistema original. Esto significa que una condicién necesaria y suficiente

para la observacién del estado del sistema definido mediante las ecuaciones (1.61) y (1.62)
es que el sistema sea completamente observable.

La resolucion del este problema de ubicacion de polos en el sistema dual se puede

resolver aplicando la ecuacion de Ackermann (1.60) al mismo. En este caso toma la forma:

K=e, M, $(4") (1.67)
Luego de acuerdo con (1.66) se tiene que:

K, = (en M J“¢(AT))T (1.68)
¢ Ejemplo 1.15:

Considérese el disefio de un sistema regulador para la planta siguiente:
X, 0 20.6||x, 0
. = . + ‘U
X, 1 0 ||x, 1
X
y=[o l]{ 5 }
Xy

Disefiar un observador de estado de orden completo, suponga que los valores caracteristicos
deseados de la matriz del observador son:

i =—18+ j24 u,=—18-j24

El disefio del observador se reduce a la determinacion de la matriz de ganancias del observador K,
apropiada.
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En primer lugar hay que comprobar la observabilidad del sistema, para ello se calcula la matriz de

observabilidad:

0 1
M, =[C"|4"-C"]=
1 0

Como |M,|=-1 su rango es 2, y por lo tanto el sistema es de estado completamente observable y es

posible la determinacioén de la matriz de ganancias del observador K.

Una posible forma de calcular K, es usando la ecuacién (1.68). Para aplicarla hay que calcular en

primer lugar la inversa de la matriz de observabilidad:

o]0 _fo
> 11 0] |1 o0
Ademas hay que calcular la ecuacion caracteristica deseada para el observador:
A(s)=(s+1.8=j2.4)(s+1.8+ j2.4)=5"+3.65+9

Por el Teorema de Caley-Hamilton se obtiene ¢(A4) :

P(A)=A> +3.64+91

Y evaluandola en A"

i (v . 206 0 0 36| [9 0] [296 36
HAT) = (4] +3.647 +91 = + + -
0 206| |7416 0| |0 9| [7416 29.6

Luego aplicando (1.68) se obtiene:

0 117296 3671 [296
K,={[o 1} : -
1 0]|74.16 29.6 3.6
Para sistemas de orden pequefio (h<3) otra forma alternativa de calcular K, es igualando la ecuacion

caracteristica del observador con la ecuacion caracteristica deseada. Para este sistema se tendria:

|s-I—A+Ke-C| =(s+p)(s+u,)=5"+3.65+9
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Desarrollando el lado izquierdo de la ecuacién anterior se obtiene:
s 0 0 20.6 k, s —=20.6+k,
- + fo 1]|=
0 s 1 0 k,,

=5 +k,s—-20.6+k,
-1 s+k,

Luego:
s’ +k,5-206+k, =s>+3.6:5+9

Por lo tanto, k;1=29.6 y ke2=3.6.
La ecuacién para el observador de orden completo se obtiene a partir de la ecuacién (1.63)
] o =97[%7] [o] [296
.= 10 [+ u+ Y
X, 1 -3.6||x, 1 3.6
1.7.2.2 Algunos comentarios sobre la seleccion de la mejor K,
Si en el sistema estan implicitos factores desconocidos significativos la sefal de
realimentacion a través de la matriz K. debe ser relativamente grande. Sin embargo, si la
sefal de salida se contamina en forma significativa con perturbaciones y ruido en la

medicion, la salida y no es de fiar. Por lo tanto la senal de realimentacion a través de la

matriz K. debe ser relativamente pequefa.

En consecuencia al determinar la matriz K, se debe examinar con cuidado los efectos
de las perturbaciones y el ruido implicito en la salida y. En general la elecciéon de la mejor
matriz K, debe ser un compromiso entre la respuesta rapida y la sensibilidad ante

perturbaciones y ruidos.

1.7.2.3 Efectos de la adicion del observador en un sistema en lazo cerrado

En el proceso de disefio mediante la ubicacién de polo descrito en la seccidén 1.7.1 se
supuso que el estado real x(f) se encontraba disponible para su realimentacién. Sin
embargo, en la practica tal vez no puedan medirse el estado real x(f), por lo que se

necesitara disefiar un observador y usar el estado observado x(¢) para la realimentacion, tal

y como se aprecia en la Figura 1.13.

Por lo tanto, el proceso de disefio tiene ahora dos etapas:
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1) Determinar la matriz de ganancias de realimentacion K para producir la ecuacion

caracteristica deseada.

2) Determinar la matriz de ganancias del observador K, para obtener la ecuacion

caracteristica deseada del observador

“ B Ly [ C —
A
K I
“» B p@ Ef [l c =
Ak
K,

Figura 1.13: Sistema de control mediante la realimentacién del estado observado.

Se van analizar, a continuacion, los efectos del uso del estado observado en lugar del
estado real en la ecuacion caracteristica de un sistema en lazo cerrado. Considérese el

sistema definido por (1.61) con el control mediante la realimentacion del estado observado
u=-K=x (1.69)
Con este control la ecuacion de estado toma la siguiente forma:
x=Ax—-BKx
Que se puede escribir equivalentemente en la forma:

%¥=(A-BK)x+BK(x—X) (1.70)
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La sustitucion del vector de error produce
X=(A-BK)x+BK-e (1.71)

Combinando esta ecuacion con la ecuacién (1.65) del observador de estado se obtiene:

X A-BK B-K X
= . (1.72)
e 0 A-K,Clle

Esta ecuacion describe la dinamica del sistema de control mediante la realimentacion

del estado observado. La ecuacién caracteristica par este sistema es:

sI—A+BK -BK
=0 (1.73)
0 sI-A+K, C
O equivalentemente:
s/ —A+BKl[|s] - A+K, C|=0 (1.74)

Se pone de manifiesto que los polos en lazo cerrado del sistema de control mediante la
realimentaciéon del estado observado consisten en los polos producidos sélo por el disefio
mediante ubicacion de polos y los polos producidos sélo por el disefio del observador. En
conclusion el disefio mediante la ubicacién de los polos y el disefio del observador son

independientes uno del otro.

En general los polos del observador se seleccionan para que la respuesta del
observador sea mucho mas rapida que la respuesta del sistema. Una regla practica es elegir
una respuesta del observador al menos de 2 a 5 veces mas rapida que la respuesta del
sistema. Por lo general la velocidad de respuesta maxima del observador se limita sélo
mediante el problema de sensibilidad y el ruido implicitos en el sistema de control. Puesto
que los polos del observador se ubican a la izquierda de los polos en lazo cerrado deseados

en el proceso de ubicacién de polos, estos ultimos dominaran en la respuesta.

1.7.2.4 Funcién de transferencia para el controlador-observador

La ecuacion del observador (1.63) dado que se realimenta al sistema el estado

observado (1.69) se convierte en:

$=(4-K,C-BK)x+K,y (1.75)
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Si se toma la transformada de Laplace de esta ecuacion, supuesto condiciones iniciales

nulas, se obtiene:
s X(s)=(4-K,-C—BK}YX(s)+K,Y(s) (1.76)
Despejando )?(s) se obtiene:
X(s)=(sI-A+K,C+BK)" K, Y(s) (1.77)

Si se toma la transformada de Laplace de la ecuacién (1.69) y se sustituye en ella
(1.77) se obtiene:

U(s)=—K(ssT—A4+K,-C+BK)" K, Y(s) (1.78)
Se define la funcion de transferencia del controlador-observador como:

Uls) _

=K(s/-A+K,C+BK) K, (1.79)
—Y(s)

En la Figura 1.14 se muestra la representacion del sistema en diagrama de bloques:

R(s)=0 + U(s) Y(s)
———>O—P (I -4+ K, C+BK)"K| Planta

»
»

A

Figura 1.14: Representacion en diagrama de bloques del sistema con un controlador-observador.
¢ Ejemplo 1.16:

Considérese el disefio de un sistema regulador para la planta siguiente:
X, 0 1| x, 0
. = . + ‘u
X, 206 0] x, 1
X
y=1 0]{ 1}
Xy
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Supdngase que se ha utilizado el enfoque de ubicacion de polos para el disefio del sistema y que los
polos en lazo cerrado deseados para este sistema estan en s=-1.8+j-2.4 y s=-1.8-j-2.4. La matriz de

ganancias de realimentacion del estado K para este caso es:
K =[29.6 3.6]

Supongase ademas que se usa un control mediante realimentacion del estado observado:

u=-]29.6 3.6]-[f1 }
X,

Se elige que los valores caracteristicos de la matriz de ganancias del observador sean:

H = Hy = -8
Hay que determinar la matriz de ganancias del observador K.

En primer lugar hay que comprobar la observabilidad del sistema, para ello se calcula la matriz de

observabilidad:

0 1
M, =[C"|A"-C"]=
10

Como |M,|=-1 su rango es 2, y por lo tanto el sistema es de estado completamente observable y es

posible la determinacién de la matriz de ganancias del observador K.

Una posible forma de calcular K, es calculando la ecuacion caracteristica deseada para el

observador,
(s+8)(s+8) =5 +165+ 64

Calculando la ecuacién caracteristica del observador,

s 0 0 1 N k, [0 | s+k, -1
0 s| [206 O |k,|"| [-206++k, s

e igualando ambas ecuaciones:

=s’+k,s—-20.6+k,

s*+k,s—206+k, =s>+165+64

se obtiene, k,1=16 y k.,=84.6. Es decir,
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16
K =
‘ {84.6}

La ecuacion del observador (1.63) dado que se realimenta al sistema el estado observado (1.69) se

convierte en:
x=(4-K, C-BK)¥+K,y

Sustituyendo valores se obtiene:

] [-16 1% [16
. — . R + .y
X, -93.6 -3.6||x, 84.6
Por otra parte, la funcion de transferencia del controlador-observador viene dada por (1.79),

sustituyendo valores se obtiene:

+16 -1 [ 16 :
U(s) (296 3.6{5 M }_778.16s+3690.72

—Y(s) 93.6 s+3.6||84.6| s+19.65+151.2

Su diagrama de bloques seria el dado en la Figura 1.15:

Y(s)
=0 +
R(s)=0 778165+3690.72  |LU) [ R
_ s> +19.6:5+151.2 52 —20.6
Figura 1.15

El sistema, como un todo, es de cuarto orden y su ecuacion caracteristica seria:
sI—A+BKl[s] - A+K, C|=(s>+3.65+9) (s’ +165+64) =0
Operando:

s*+19.6s° +130.6:s* +374.45+576=0
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Obsérvese que esta ecuacidn caracteristica también se puede obtener calculando la funcién de
transferencia en lazo cerrado Y(s)/R(s), su denominador igualado a cero seria precisamente dicha

ecuacion caracteristica.

1.7.2.5 Observador de orden minimo

En la practica algunas variables de estado se miden con precisidbn y no necesitan
estimarse. Supoéngase que el vector de estados x es de dimensién n y que el vector de
salida y es un vector de dimension m medible. Dado que las m variables de salida son
combinaciones lineales de las variables de estado, s6lo necesitan estimarse n-m variables

de estado. Asi, el observador de estado de orden reducido sera de orden n-m.

Para establecer la idea basica del observador de orden minimo, sin complicaciones
matematicas innecesarias, se va a presentar el caso en el que la salida es un escalar (m=1)

y se obtendra la ecuacién de estado para el observador de orden minimo.

Supdngase que el vector de estado x se divide en dos partes x, (un escalar) y x, (un
vector de dimension n-1). Aqui la variable de estado x, es igual a la salida y que se mide
directamente. Mientras que x, es la parte que no se puede medir del vector de estado.

Teniendo en cuenta esta distincidn las ecuaciones de estado y de salida toman la siguiente

forma:
xa Aaa Aab ‘xa Ba
4 4 Tl [
X X
b ba bb b b (1 80)
y=[1 0 .. 0] “
X
En donde:

Aaa €S un escalar.

Aap €s una matriz de dimension 1 x (n-1).
Aba €S una matriz de dimensién (n-1) x 1.
Aba €S una matriz de dimension (n-1) x (n-1).
B, es un escalar.

By es una matriz de dimension (n-1) x 1
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A partir de (1.80), la ecuacion para la parte medida del estado es:

O equivalentemente:

x,=A,x,+A,x, +B,u

xa _Aaa .xa _Ba U= Aab.xb

(1.81)

Esta ecuacion relaciona las cantidades medibles y no medibles del estado, y funciona

como la ecuacion de salida

Por otra parte, a partir de (1.80), la ecuacion para la dinamica de la parte no medida del

estado es:

X, =A,,x,+A4,"x, +B,u

(1.82)

Observador de estado de orden

Observador de estado de orden

completo minimo
Ecuacion de estado x=Ax+Bu X, =A,,x,+A4,x,+B,u
Ecuacion de salida y=Cx x,-A,x,—B,u=4,x,
Tabla 1.1

Observador de estado de Observador de estado de orden
orden completo minimo
% X,
A Abb
Bu A,,x,+B,u
y x,—A,x,—B,u
C Aab
K, (matrizde nx 1) K, (matriz de (n-1) x 1)

Tabla 1.2
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Si se comparan las ecuaciones de estado y de salida para el observador de orden
completo con la del observador de orden minimo (Ver Tabla 1.1) se pueden generar una
lista de las sustituciones necesarias para escribir la ecuacion para el observador de estado

de orden minimo (ver Tabla 1.2)
La ecuacion del observador de estado de orden completo es (ver seccién 1.7.2.1)
x=(4-K,CYi+Bu+K,y (1.83)

Realizando en esta ecuacion las sustituciones indicadas en la Tabla 1.2, reordenando

términos y definiendo:

xb _Ke.y :xb _Ke.xa :77 (184)

x,—K,y=x,-K,x,=n (1.85)
entonces la ecuacién del observador de orden minimo es:
7=(4y, —K A+ (4, —K A, K, + 4, K A,y +(B, —K, B, Ju (1.86)
Ademas la ecuacion de error para el observador de orden minimo es:
é=(4,,—K,-A,)e (1.87)
La dimension del vector de error e es (n-1) x 1.

Para que sea posible la determinacién de la matriz de ganancias del observador K. y
poder disefar el observador de orden minimo, la condicion de observabilidad que se debe

cumplir es que:

ab

Ay Ay,

MM = ' (1.88)

n—-2
Aab Abb
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sea de rango n-1.

La ecuacion caracteristica para el observador de orden minimo se obtiene a partir de la

ecuacioén de error de la siguiente forma:
N () =[5 T = Ay + K Ay|=s""+a4, 8" +..+as+a,=0  (1.89)

Si los valores caracteristicos deseados para el observador de orden minimo son

U, U2,---,ln-1, €ntonces la ecuacion caracteristica deseada seria:

Ain () = (s — 1)) (s — g1y o(s — p,,) =0 (1.90)

La constante de error K, puede obtenerse a partir de la ecuacién (1.68) modificandola

de la siguiente forma:

K, = g(d, M) (1.91)

o n—1

en donde:

n—1 A n-2 A N
P(A,,) =4, +a,,4, ~+..+ad,+a,l

+ Ejemplo 1.17:

Considérese el sistema:

X, 0 1 0 |x 0
X =10 0 1 |{x,|+]|0u
X, -6 11 —-6]||x, 1
X
y:[l 0 0]' X2
X3

Suponga que la salida y se puede medir con precisién, con lo cual no necesita estimarse la variable
de estado x4 (ya que es igual a y). Diseiar un observador de orden minimo (que sera de segundo

orden) supuesto que los valores caracteristicos deseados para dicho observador son:

H :_2+]"2\/§
H :_2_j'2\/§
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El vector de estado y las matrices A y B se pueden reescribir de la siguiente forma:

X 0 | 1 0 0
_— xa Aaa | Aab Ba
xX=|x, |=|—— A= e — B = = —
0 | 0 1 0
X3 Xp 6 | -—11 —6 4, | Ay, B,

Luego se tiene:

11 -6

Para que sea posible la determinacion de la matriz de ganancias del observador K, y poder disefiar el
observador de orden minimo, la condicion de observabilidad que se debe cumplir es que:

min Aab 1 O
Mom=1 04 17lo 1
ab bb

sea de rango n-1=3-1=2. Efectivamente esto es asi.

De acuerdo con la ecuacion (1.90), la ecuacion caracteristica deseada para el observador de orden
minimo es:

A ()=(s+2= j2B)(s+2+ j23)=s> +4s+16=0 (1.92)

Luego ¢(4,,)es:

¢(Abb):Abb2+4'Abh+16'1= 0 ! 2+4' 0 ! +16'1 0 = > 2
-11 -6 -11 -6 0 1 22 17

La constante de error K, se va a obtener a través de la ecuacion (1.91):
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K =¢(A ),(Mmin)’l_eT — 5 -2 1 0 _1_0 _ -2
‘ iR 22 170lo 1] 1] |17

Puesto que:
2 1 }

R

Ay, —K, A4, = _11 -6 17

La ecuacién para el observador de estado de orden minimo, de acuerdo con (1.86) es:

R 4 O 5 i

Operando se obtiene:

7 —-28 —6| 7,
En donde:
75 X3

O equivalentemente:
X R

X3 75

Si se usa la realimentacion del estado observado, la sefial de controlu se convierte en

en donde K es la matriz de ganancias de realimentacion del estado (que no se ha determinado en

este ejemplo).
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MODELOS DE SISTEMAS DISCRETOS

2.1 INTRODUCCION

En las ultimas décadas se ha incrementado el uso de controladores digitales en
sistemas de control. Los controladores digitales se utilizan para alcanzar el desempefo
6ptimo, por ejemplo, en la forma de productividad maxima, beneficio maximo, costo minimo
o la utilizacion minima de energia. La capacidad en la toma de decisiones y la flexibilidad en

los programas de control son las mayores ventajas de los sistemas de control digital.

La tendencia actual de controlar los sistemas dinamicos en forma digital en lugar de
analdgica, se debe principalmente a la disponibilidad de computadores digitales de bajo
costo y a las ventajas de trabajar con senales digitales en lugar de senales en tiempo

continuo.

Los sistemas de control en tiempo discreto son aquellos sistemas en los cuales una o
mas variables pueden cambiar solo en valores discretos de tiempo. Estos instantes, pueden
especificar los tiempos en los que se lleva a cabo alguna medicion de tipo fisico o los
tiempos en los que se extraen los datos de la memoria de un computador digital. El intervalo
de tiempo entre estos dos instantes discretos se supone que es lo suficientemente corto de
modo que el dato para el tiempo entre éstos se pueda aproximar mediante una interpolacion

sencilla.

Los sistemas en tiempo discreto, los cuales involucran sefiales de datos muestreados o
sefales digitales y posiblemente sefiales en tiempo continuo, se pueden describir mediante
ecuaciones en diferencias después de la apropiada discretizacion de las sefiales en tiempo

continuo.

En este tema se extienden al caso de los sistemas discretos los conceptos estudiados

en el tema anterior. Ademas se estudia el enfoque de ecuaciones polinomiales para el

79
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disefio de sistemas de control, que es una técnica alternativa al disefio mediante ubicacién
de polos cuyo estudio resulta util de cara a comprender mejor el control estocastico (Tema-
9).

2.2 MODELADO DE SENALES DISCRETAS

2.2.1 Secuencias

Las sefiales que maneja un computador se pueden modelar como secuencias, que son
conjuntos ordenados de valores. El orden se indica mediante un numero entero y se

representan por: {yo, ¥1, ¥2,.., }, 0 de forma abreviada por {y.}.

Una forma alternativa de definir una senal es mediante la posible funcién que define el
término genérico de la secuencia. Por ejemplo: y,=1+0.5%0.3%* define la secuencia
{1,1.41,1.242,...}.

Las operaciones basicas que se pueden realizar con una secuencia son:
e Suma o resta:
b=y b+ {u b ={y, tuy,y, +u,y, +tu,,..}
e Multiplicacion por un escalar:
Xy =aly g =lay,ay,ay,,.;
e Retraso de una secuencia:
b =101 =100,0,,...0 ., Y0, Vis Vaoernd

Estas secuencias se pueden obtener como valores que, a lo largo del tiempo y
normalmente en instantes de tiempo igualmente espaciados por un periodo T, va tomando
una variable determinada. Para estos tipos de secuencia obtenidas a partir del muestreo con

periodo T de una senal continua es corriente usar la siguiente notacion:

y(kT) = {y(0), y(T), y(2T).,...} k=0,1,2,...

Si el periodo es T=1 s, entonces:

y(k) = {y(0), y(1), y(2),...} k=0,1,2,...
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que es equivalente a la notacion:

(k) ={y, = {30 y1syyenf K=0,1,2,...

¢ Ejemplo 2.1:

Considérese la planta

P(s)=L
s+1

En la Figura 2.1 se muestra en linea continua la respuesta y(f) de la planta al ser excitada por una
entrada escaléon. Ademas se representa con circulos la respuesta muestreada con un periodo

T=0.25 s. Los puntos muestreados forman la secuencia:

$(k0.25) = {1(0), »(0.25), (0.50),...} = (0,0.2212,0.3934,....) k =0,1,2,...

0.9r
08¢+
0.7+
06+
=
04r
0.3r
0.2
0.1

0 1 2 3 4 5
Tiempo (s)

Figura 2.1: Respuesta y(t) (linea continua) a un escalon de la planta P(s) y puntos muestreados

(circulos) con T=0.25 s.

2.2.2 La transformada Z de una secuencia

Trabajar con secuencias no parece lo mas apropiado para obtener las caracteristicas
dinamicas y estaticas de los sistemas discretos. Por este motivo, se introduce la

transformada Z que facilita el analisis matematico de las secuencias. La transformada Z en
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sistemas de control en tiempo discreto juega el mismo papel que la transformada de Laplace

en los sistemas de control en tiempo continuo.

Dada una secuencia {yx} su transformada Z se define mediante la siguiente ecuacion:
Y(2)=Z[{y, }]1= zyi'z_i =V +y1'Z_l +y2'Z_2 +... (2.1)
i=0

La transformada Z de una funcion del tiempo y(f) que ha sido muestreada con un
periodo T, obteniéndose la secuencia de valores y(k:T) con k=0,1,2,... se define mediante la

siguiente ecuacion:

Y(z)=Z[y(®) = Z[y(kT)]= iY(k'T)'ka =) +y(T)yz" +y2T)z7 +.. (22

k=0

Algunas de sus propiedades mas importantes son:

Multiplicacién por una constante.
Zla{y 1= aZ[{y} 1= aY(z)
e Caracter lineal de la transformacion.
Zla{y, y+biu 1= aZ[{y 1+ bZ[{u, j 1= aY(2) +bU(z)
o Desplazamiento temporal:

ZYViat :Z_d'Y(Z) (2.3)

it = Zd'Y(Z)_Zd'yo _Zd_l'yl T Z Va0 (2.4)

e Teorema del valor final. Permite el calculo del valor limite de la secuencia, si éste
existe (todos los polos de X(z) se encuentran dentro del circulo unitario con la
posible excepcion de un solo polo en z=1), a partir del conocimiento de la funcion

transformada, segun la expresion:

lim{y, } =lim{1-2")¥(2)] (2.5)
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¢ Ejemplo 2.2:

Sea la funcién escalén unitario:

1 t>20

y(t):(o £<0

Se trata de un funciéon continua en el tiempo. Si dicha sefial se muestrea con un periodo T se

obtendria la siguiente secuencia:
W= k=012,

La transformada Z se calcula aplicando la ecuacion (2.1):

Y(z):Z[{yk}]zz%.'z’i=1+Z’1+z’2+z’3+...: —=
i=0

¢ Ejemplo 2.3:
Sea la funcién rampa unitaria:

t t=20

y(t):(o £<0

Se trata de un funcién continua en el tiempo. Si dicha sefial se muestrea con un periodo T se
obtendria la siguiente secuencia:

{yk}: {0,T,2-T,,._.}, k = 0,1,2,...

La transformada Z se calcula aplicando la ecuacion (2.1):

Y(2) = Zly 1= yz =04 Tz 42Tz 43727 + =Tz + 2272 4327
i=0

_7 z! _ Tz

(= F G-y
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La transformacion en Z es biunivoca, pudiendo pasar a su secuencia asociada de forma
inmediata. Asi dada la transformada Z de una secuencia es posible obtener la secuencia

original aplicando la transformada Z inversa, que se denota mediante Z". Es decir,
Z7'Y ()] = k) = {y, } (2.6)

Si Y(z) viene expresada de forma racional existen diferentes métodos para obtener la

transformada Z inversa, por ejemplo:

1) Método de expansion en fracciones simples. Se descompone en fracciones simples a
Y(z) y se utiliza una tabla de transformadas elementales para obtener la

transformada Z inversa de cada uno de las fracciones.

2) Método de la divisién directa. Se divide el numerador de Y(z) entre el denominador
de Y(z), el cociente que se va obteniendo es la expansion de Y(z) en una serie
infinita de potencias de z™'. Los coeficientes de cada una de las potencias z™ son de
acuerdo con (2.1) los elementos de la secuencia {yo, V1, ¥2,...}. Con este método rara

vez es posible obtener la expresion para el término general {y.}.

2.3 MODELADO DE SISTEMAS DISCRETOS

Existen tres formas de modelar los sistemas discretos: ecuacion en diferencia, ecuacion

de estado y funcion de transferencia.

2.3.1 Ecuacion en diferencias

Una ecuacion en diferencias da el valor de la salida actual yx en funcion de los valores

de las salidas anteriores yy.1,Yk-2,..- Y de las entradas actual uy y anteriores uy.1,Uk-....

Ve = S Wty ooty s Vi s Viareees Vi)

La ecuacion en diferencias permite representar el modelo con un numero finito de
términos. Si la funcién f es no lineal el proceso sera discreto no lineal y si la ecuacién es
lineal pero sus coeficientes varian con el tiempo, el proceso es lineal y variable con el
tiempo. De la misma forma, si la funcion que representa el modelo es lineal y sus
coeficientes son constantes el proceso discreto es lineal e invariante. Para este ultimo caso

la ecuacion en diferencias queda:
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m n

Vi = Zbi Uy _zai Vi
i=0 i=1

O de forma equivalente:

(2.7)

yk)y+a;y(k=1)+...+a,y(k—n)=b,u(k)+b-ulk-1)+..+b, ulk—m) (2.8)

Si se define el operador retardo g’ como

g™ y(k) = y(k-1)
q'y(k)=yk+1)

entonces la ecuacion (2.8) se puede expresar como:
A(g™)-y(k) = B(g™") - u(k)
donde

AlqHY=1+a,-q" " +..+a,q"
B(q‘l) =1+b, 'q‘1 +..+b, g

¢ Ejemplo 2.4:
Se desea resolver la siguiente ecuacion en diferencias:
2:y(k) =2 y(k =1) + y(k =2) = u(k)

donde y(k)=0 para k<0 y

1 £=0,1,2
u(k) =
0 k<0

Los valores de la secuencia y(k) se obtienen a partir de la ecuacién en diferencias:

_ 2y(k =)= y(k—2) +u(k)
2

y(k)

Los primeros valores de la secuencia son:
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_2yED =y +u©) s

(0) 5

C29(0) = y(~D+u(l)  205-0+1
_ ) =

(1) 1

29(1) = y(0)+u(2)  21-0.5+]1
2 B 2

y(2) = =1.25

Se va a resolver la ecuacion en diferencias tomando la transformada Z:

1

-1

2Y(2)-2z"Y(2)+z7Y(2) = "

Despejando Y(z):

1 1 z?

Y(z) = N -1 2N 2
1-z7)R-2z"+z7) (z-1D)2z"-2z+1)

Expandiendo Y(z) en fracciones simples:

z -z’ +z 1 —1+z

+ = +
z—1 2z =2z+1 1-z' 2-2z"'4z7

Y(z2)=

Notese que los polos involucrados en el ultimo término cuadratico de Y(z) son complejos conjugados.
Por lo tanto Y(z) se puede rescribir de la siguiente forma:

0.5z
—z1 405z

1 1-0.5z""

1
Y(z)= +—
@) 1-z' 21-z"+0.5z7

1
+_-
21

Si se acude a una Tabla de transformadas z (ver Apéndice A), se encuentra que:

—-aT _-1
e "z sen(wT) ek T
X(2)= 1-2-¢“T-cos(wT)z" +e >z = xk)=e sem(@kT)
y que
1—e "z 7" cos(wT) kT
Xlz)= 1-2¢"-cos(wT)yz" +e "z = x(k) =™ cos(@kT)
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Para Y(z) se identifica que

e =05

cos(wT)=—

I~y

Luego, se obtiene que

T =

NG

1
sen(oT)=—=

2
Entonces la transformada Z inversa de Y(z) se puede escribir como:

y(k)=1- %'e_"""r -cos(wkT)+ %-e‘”'” -sen(wkT)

Y sustituyendo valores:

(k)= 1—%(%) -cos(k;Tﬂj +%[%] 'Sen(k;Tﬁj k=0,1,2...

Conviene comprobar que el término general obtenido es el correcto, para ello se van calcular los

primeros valores de la secuencia:

y(0) = 1—%(%} -cos(0)+ %(%J -sen(0)= 0.5
1{ 1 Vs 1( 1 T
y(l) = 1 — 5[$jCOS(Z + E[—sten[zj = 1
1

(2)=1- %[ﬁjz -cos(gj + %(%Jz -sen(gj =125

2.3.2 Ecuacion de estado

Para sistemas (lineales o no lineales) de tiempo discreto variantes en el tiempo, la

ecuacion de estado se puede escribir como:
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X = (x,u,, k)

Y la ecuacién de salida como:
Yi = g(xk:uk:k)

Para los sistemas lineales de tiempo discreto variantes en el tiempo, la ecuacion de

estado y la ecuacion de salida se pueden simplificar a la forma:

X =Fpx +Gruy

Ve =Crx, +Dyuy

donde:

Xk €s el vector de estado de dimension n x 1
Yk es el vector de salida de dimensién m x 1
Uy es el vector de entrada de dimensioén r x 1
Fy es la matriz de estado de dimensién n x n
Gy es la matriz de entrada de dimensién n x r
Cx es la matriz de salida de dimensién mx n

D, es la matriz de transmision directa m xr

La presencia del subindice k implica que tanto los vectores como las matrices varian
con el tiempo. Si dicho subindice no aparece se supone que son invariables en el tiempo, es
decir, constantes. Luego si el sistema lineal es invariante en el tiempo entonces las
ecuaciones toman la forma:

X =Fx, +Gu, (2.9)

v, =Cx, +Du, (2.10)

En la Figura 2.2 aparece representado el diagrama de bloques asociado a las
ecuaciones (2.9).
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A 4
O

x(k+1) - x(k) ‘ y(k)

u(k) G

Figura 2.2: Diagrama de bloques de un sistema de control lineal en tiempo discreto invariante en el

tiempo representado en el espacio de estados.

2.3.3 Funcion de transferencia

Si se toma la transformada Z sobre la ecuacién en diferencias que representa a una

sistema lineal e invariante en el tiempo (2.8)
Y(2)+a,z"Y(2)+..+a,z"Y(z)=b,U(z)+ b,z U(z)+...+b,z"U(z) (2.11)
La ecuacion anterior se puede escribir de la siguiente forma:

m

_byz" +bz" 4. +b,

_Y() _ -om by+bz" +..+b, z"

n

H(z) (2.12)

U(z) l+a-z"' +..+a,z Z"+a-z" +..+a,

A H(z) se le conoce como funcion de transferencia discreta.

También es posible obtener H(z) a partir de las ecuaciones de estado y de salida de un
sistema lineal e invariante en el tiempo. Si se toma la transformada Z en (2.9) y (2.10) y

supuesto x,=0:

zX(z)=F-X(z)+GU(z)
Y(z)=C-X(z)+ DU(2)

Operando se obtiene:

H(z) =%= C(zI-F)"'G+D (2.13)

H(z) es una matriz de m x r, y se le denomina como matriz de transferencia pulso. En el

caso SISO (m=1, r=1), H(z) es un escalar y se le denomina funcién de transferencia pulso.
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La relacién entre la ecuacion en diferencias (2.8) y la funcién de transferencia discreta
(2.12) es directa y biunivoca. Sin embargo dada la funcion de transferencia discreta (2.12)
pueden existir distintas representaciones (formas canénicas) en variables de estado (2.9)

asociadas.

2.3.4 Formas canonicas

La funcion de transferencia discreta (2.12) de un sistema de orden n contiene n+m+1
parametros: los coeficientes del numerador by, b;,..., by, y los coeficientes del denominador
as,...,an. Un modelo en el espacio de estados se dice que esta en forma canonica si se
escribe en términos de n+m+1 parametros y puede representar a una funcion de

transferencia arbitraria de m ceros y n polos.

Al igual que sucede con los sistemas continuos (ver seccién 1.4), existen principalmente

tres formas canodnicas para la representacion en variables de estado de un sistema discreto:

1) Forma candnica controlable (si m<n):

0 0 0
0 0
X, = X, +| ... |u
k+1 k k (214)
0 0 0 1 0
__ an—l - an—Z - an—3 - al _ L 1 n
v =1[b, b, 0 0]-x,
En el caso en que n=m entonces la ecuacién de salida es:
v, =1b,, b, 0 0]'x, +b,u, (2.15)
2) Forma canénica observable '(si m<n):
F 0 0 0 | g, ]
0 0 0 g,
k+1 k k (216)
0 0 0 1 g,
__ an—l - an—Z - an—3 - al _ L gn n
ye=[1 0 0]-x,

! Existe otra expresion equivalente para la forma canénica observable como se puede comprobar en el libro
Sistemas de Control en Tiempo Discreto. K. Ogata
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En el caso de que h=m la ecuacion de salida toma la forma:
y@)=[1 0 .. O0]x(®)+g,u(®) (2.17)

Los elementos g; provienen del desarrollo en serie de Laurent en el origen z=0 de H(z).

Es decir,

numH (z _ _ n
H(z)= = H(( _1) ng =g,+gz 1+g2'z 2 +..+g,z "+ (2.18)
k=0

En el caso de sistemas discretos el desarrollo en serie de Laurent se obtiene dividiendo
de forma directa el numerador de la funcion de transferencia numH(z') entre su

denominador denH(z™").
3) Forma canénica de Jordan

En el caso SISO la representacion en variables de estado en forma candnica de Jordan

toma la siguiente expresion:

1
0 0 .
0 4, 0

x X+ U

o k | ¢ (2.19)
0 0 A,
— 1 -
v =le, ¢ ... ¢ ]x, +du,

Los coeficientes c; y los autovalores A; se obtienen desarrollando en fracciones simples
la funcién de transferencia H(z):
¢ C,

H(z)=d+ + +..++—
z-A z—-4, z—A

(2.20)

n

2.4 RESOLUCION DE LAS ECUACIONES DE ESTADO

2.4.1 Sistemas lineales invariantes en el tiempo

Considérense las ecuaciones de estado (2.9) y de salida (2.10) para un determinado
sistema discreto lineal e invariante en el tiempo. La solucion de la ecuacion (2.9) para
cualquier entero positivo k se puede obtener directamente por recursion, de la siguiente

forma:
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x, =Fx,+Gu,
x, = Fx, + Gu, = F*-x, + F-Gu, + Gu,
X, = Fx, +Gu, = F’x, + F>-Gu, + F-Gu, + Gu,

Luego mediante la repeticion de este procedimiento, se obtiene:

k-1
X, =Frx,+ ) F* G, k=123 (2.21)

i=0

Se observa que la solucion x; esta formada por dos partes, una que representa la
contribucién del estado inicial xo y otra que representa la contribucion de la entrada u;
i=0,1,2,...,k-1. Conocido xx entonces de acuerdo con (2.10) la salida estd dada por la

expresion:

k-1
v =CF"xy +CY F*"""Gu, + Du, (2.22)

i=0

La matriz de transicion de estados (matriz fundamental) Wy para el sistema definido por

(2.9), es la solucion de la ecuacion homogénea:
X, =Fx, (2.23)
Luego:
X, =W, x, (2.24)

Donde ¥, es una matriz Unica de dimension n x n que satisface la condicion:

VY.  =FY
k+1 k (225)
Y, =1
Por lo tanto ¥y puede estar dada por:
¥, =F" (2.26)

Se observa que la solucion (2.24) es simplemente una transformacién del estado inicial.
La matriz de transicion de estados W, contiene toda la informaciéon sobre los movimientos

libres del sistema homogéneo.
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Considerando la matriz de transicion de estados Wi las ecuaciones (2.21) y (2.22) se

escriben en la forma:
k—1
X =Wex + Z\Pk—i—l G, (2.27)
i=0
k—1

Y =C¥,x, +CY ¥, 'Gu, +Du, (2.28)

i=0

que se puede expresar equivalentemente en la forma:

k-1
X, =Vox, + ) ¥oGu,_ (2.29)

i=0

k-1
v =C¥oxy +CY W, Guy_, + Du, (2.30)

i=0

2.4.2 Sistemas lineales variantes en el tiempo

Considérense las siguientes ecuaciones para un sistema lineal discreto variante en el

tiempo:
X, =Fx, +G,u, (2.31)
v, =C,x, +D,u, (2.32)
La solucién de la ecuacion de estado se puede encontrar facilmente mediante recursiéon

Xy =Fyx, +Gyu,

Xpoa = X +Gpuyy = Fy (Fh x, +G,u, )"‘ Gty =Fo Fyx, +F o Gruy, +Gyuy,

La matriz de transicion de estado para este sistema se define como W(k,#). Se trata de

una matriz Unica que satisface las condiciones:

Y(k+1Lh)=F, Y(k,h) k=hh+l,h+2,.
W(hh) =1

Se deduce que Y (k,h) esta dada por la ecuacion:
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Y(k,h)=F,_F, ,-...F, k>h

Utilizando W(k, %), la solucion de la ecuacién de estado (2.31) toma la forma:

k-1
X, =Vk,hyx, + Y W(k,i+1)yGu,  k>h

i=h
+ Demostracion:
Se va a demostrar que (2.34) es efectivamente solucion de la ecuacién de estado (2.31).
Se tiene que:
Y(k+1,h)y=F F,_,...F, =FY(k,h)

Sustituyendo esta expresion en:

k
Xy =Wk +1Lh)yx, + Y Wk +1i+1)Gu,

i=h

se obtiene:

=
Xpn = F Wk, h)yx, + Z‘P(k +Li+1)G,u, + ¥(k+1Lk+1)G, u,

i=h

k-1
= F Y(k,hyx, + F Y W(k,i+1)G,u, + -G, u,

i=h

k-1
= F, -{‘I’(k, hyx, + > W (k,i+1)G, '“l} +Guy

i=h

=F x, +G,u,

Tal y como se queria demostrar.

Conocido el valor de xi, la ecuacion de salida (2.32) toma la forma:

k-1
v =CoV(k,hyx, + Y C, Y (k,i+1)G,u, + D, u, k>h

i=0
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Otra propiedad importante de la matriz de transicion de estados es que si F, es no
singular para todos los valores de k considerados, de forma que la inversa de W (k, /) exista
entonces:

Y (k,h) =Y (h,k)=|F,_,‘F,_,~..F,| ' =F“F\-..F”  (2.38)

h+1

2.5 RESPUESTA IMPULSIONAL EN TIEMPO DISCRETO

Es posible utilizar las ecuaciones (2.21) y (2.22) para derivar una férmula para la
respuesta impulsional de un sistema en tiempo discreto en términos de sus matrices en el
espacio de estado. La respuesta impulsional h, de un sistema en tiempo discreto es la

respuesta (con condiciones iniciales nulas) a la siguiente secuencia de entrada

1 k=0
5, = (2.39)
0 Vk#0

Si se hace u=8¢ en (2.22), supuesto condiciones iniciales nulas, se obtiene la expresion

para la respuesta impulsional hy

k-1
h,=CY F"™G6, + Do, (2.40)
i=0
Sustituyendo el valor de &:
poo) P k=0 (2.41)
Tl FHG k>0 '

La respuesta impulsional y la funcién de transferencia discreta verifican:
Z(h, )= H(z) (2.42)

En la seccién 2.3.3 se obtuvo la expresién (2.13) de la funcidn de transferencia discreta
H(z) en funcion de las matrices de la representacion en variables de estado. También es
posible calcular dicha expresiéon aplicando la transformada Z a la respuesta impulsional
(2.40).

Si se considera la definicion de transformada Z dada en (2.1)
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H(2) = Z[th, 1= Y bz =Y (CF G2 )+ D (2.43)

i=0 i=1

Puesto que Cy F son constantes se pueden sacar del sumatorio:

H(z)= c{i (P2 )}G +D (2.44)

i=1

Haciendo el cambio de variable j=i-1, la ecuacion anterior toma la siguiente forma:

H(z)= C{i (P72 )}G +D (2.45)
Que es equivalente a:
H(z)=Cz" {i (z"-FY }-G +D (2.46)

Haciendo uso de la siguiente identidad matricial para una matriz M cuyos valores

propios se encuentren dentro del circulo de radio unidad.

S M =1 -M)® (2.47)
=0
En este caso M=z "-F. Entonces:
H(z)=Cz'(I-z"F)""G+D=C{I-z"F)z) "G+D (2.48)
Con lo que finalmente se obtiene
H(z)=C(zI-F)"-G+D (2.49)

Luego se ha demostrado que efectivamente hy y H(z) realmente forman una pareja de

transformada Z.

2.6 DISCRETIZACION DE LAS ECUACIONES EN EL ESPACIO DE
ESTADO EN TIEMPO CONTINUO

Considérese el siguiente modelo en el espacio de estados para un determinado sistema

continuo lineal e invariante en el tiempo:
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(1) = Ax(t) + Bu(t)

(2.50)
y(t) = C-x(¢t)+ D-u(t)
De acuerdo con la seccidn 1.5 el vector de estado vendra dado por la expresion:
x(t) = e x(t,) + .[: e -Bu(r)dr (2.51)

Si se considera fo=k'Ty t=k-T+T, donde T es el periodo de muestreo, entonces (2.51) da
una férmula que permite actualizar el vector de estado entre los instantes de muestreo. Esto

es, integrando la ecuacion de estado durante un instante de muestreo se obtiene:
AT LT N
(kT +T) = e*"-x(kT) + | e -Bu(r)dr (2.52)

Por otra parte, se supone que la entrada de control en tiempo continuo u(f) a la planta

es la salida de un retenedor de orden cero:
ult)=u, kT<t<(k+1)T (2.53)

Por lo tanto es posible sacar u fuera de la integral:

x(kT +T)=e"" -x(kT) + U ‘”TeA(k'”T_‘” -B-dr}uk (2.54)

k
kT
Si se considera el siguiente cambio de variables en la integral y=k-T+h-t se obtiene:

T
0

x(kT +T) =" x(kT) + [ [ et -B-a’y}uk (2.55)

Esta ultima expresion permite calcular el valor del vector de estado x(t) s6lo en los
instantes de muestreo t=k-T. Si se define la secuencia de vectores de estado en tiempo

discreto por:
x, =x(kT) (2.56)
y se definen

O =e'" (2.57)
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r=| OTe“ B-dy (2.58)

entonces (2.55) se convierte en la ecuacién de estado en tiempo discreto:
X, =Ox, +Tu, (2.59)
Por su parte la ecuacion de salida es:
v, =Cx, +Du, (2.60)

Las ecuaciones (2.59) y (2.60) constituyen un sistema en tiempo discreto cuya salida
por construccién coincide exactamente con la salida del sistema continuo si su entrada de
control permanece constante en cada periodo de muestreo, es decir, la entrada de control
discreta se hace pasar por un retenedor de orden cero. Por eso a la ecuaciéon de estado
dada por (2.59) se le conoce como equivalente con retenedor de orden cero de la ecuacion

de estado en tiempo continuo dada por (2.50).

Los calculos requeridos para muestrear un sistema en tiempo continuos son la
evaluacion de una matriz exponencial ® y la integracion de esta matriz para obtener el
vector I'. Su obtencion se puede realizar por diferentes métodos, cabe resenar los

siguientes:

e Desarrollo en serie de ©

2 3
Dot =T+ dt+ A2 v 2y 2.61)
TR

e Utilizando la transformada inversa de Laplace. En la seccion 1.5 se demostré que:
D(s) = (s —A)"
Luego tomando la transformada inversa se obtiene:
o) =" = |51 - 4)"] (2.62)
e Utilizando el teorema de Cayley-Hamilton

e Utilizando paquetes software de calculo numérico o simbdlico como Matlab,

Maple, Mathematica, etc.
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Por otra parte se observa en (2.57) que si T<<1 entonces ® =e*” ~e¢”’ ~ . Es decir,

conforme el periodo de muestreo T se hace mas pequefio la matriz @ se aproxima a la

matriz identidad.

¢ Ejemplo 2.5: Motor de corriente continua

Un motor de corriente continua se puede describir mediante un modelo de segundo orden formado
por un integrador y una constante de tiempo (ver Figura 2.3).

Tensién Velocidad Posicion
u 1 X, 1 X,
| - il ,
s+1 S

Figura 2.3: Modelo normalizado de un motor de corriente continua

La entrada es la tension aplicada al motor y la salida es la posicién del eje. La constante de tiempo se
debe a los elementos del sistema y no se considera la dindmica asociada con la parte eléctrica. Un

modelo normalizado del proceso se puede expresar como:

1
Y(S) = S(S—-|-])U(S)

Si se introducen como variables de estado la posicidn y la velocidad del eje del motor (ver Figura 2.3),

el modelo en el espacio de estados viene dado por:

y=[o 1}

Supuesto un periodo de muestreo T se desea obtener el modelo equivalente con retenedor de orden

cero. Para ello hay que calcular @ y I'. Se va usar el método de la transformada inversa de

[s-ﬁ-l o}
sl—A=
-1 =

Laplace. Se sabe que:

La inversa de esta matriz es:
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1 —1 0

1 S+1 0 - _ S+1
(S.[_A) _{—1 s| 1 l
s(s+1) s

Tomando la transformada inversa de Laplace de la matriz anterior (ver Apéndice A) se obtiene:
-T

omeclor-a 1 <,

l-e 1

Asimismo

T | e 0|1 7| e’ l—-e’
= eA'y'B'd — . dv =| - -dv =
Io 4 IO L—e—y 1“0} 4 Io [1—57} 4 [T—1+e‘r}

2.7 CONTROLABILIDAD Y OBSERVABILIDAD

En la seccion 1.6 se estudiaron los conceptos de controlabilidad y observabilidad para el
caso de sistemas continuos. En esta seccidn se particularizan estos conceptos para el caso

de sistemas discretos.

2.7.1 Controlabilidad

Definicién: Una representacion discreta de un sistema es completamente controlable si
y solo si es posible transferir el sistema desde cualquier estado inicial xo a cualquier estado

final xy, con N finito, mediante una secuencia de control ug,us,...,Uxn-1.

La condicién necesaria y suficiente de controlabilidad viene dada por el teorema de
controlabilidad enunciado en la seccién 1.6, pero en el caso de sistemas discretos el

grammian de controlabilidad (1.47) toma la forma:

W (ty,ty)= iq)(to )T )'FT (1 )'CDT (Z951;) (2.63)

i=1
Para sistemas invariantes discretos, la matriz de controlabilidad toma la siguiente forma:

M, =[C|oT|..|&""T] (2.64)
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Esta matriz tiene que cumplir las condiciones del teorema algebraico de controlabilidad

enunciado en la seccion 1.6.

Por otra parte, para sistemas invariantes discretos la matriz de controlabilidad de salida

toma la siguiente forma:
M, =lcr|cor|..|comT|D]

Esta matriz tiene que cumplir las condiciones del teorema algebraico de controlabilidad

de la salida enunciado en la seccién 1.6.

2.7.2 Observabilidad

Definicién: Una representacion en variables de estado de un sistema discreto es
completamente observable si cualquier estado inicial x(0) puede determinarse a partir de la
observaciéon de y(k) sobre un namero finito de periodos de muestreo. El sistema, por lo
tanto, es completamente observable, si cualquier transicion del estado de manera eventual

afecta a todos los elementos del vector de salida.

La condicién necesaria y suficiente de observabilidad viene dada por el feorema de
observabilidad enunciado en la seccién 1.6, pero en el caso de sistemas discretos el

grammian de observabilidad (1.51) toma la forma:

Wy (taty) = 3 (1,11, T (1Y C(L YD, 1) (2.65)

i=1

Para sistemas invariantes discretos, la matriz de observabilidad toma la siguiente forma:
M, = [CT o-C" ... (@) -CT] (2.66)

Esta matriz tiene que cumplir las condiciones del teorema algebraico de observabilidad

enunciado en la seccion 1.6.

2.8 DISENO DE SISTEMAS DE CONTROL EN EL ESPACIO DE
ESTADOS

En la seccion 1.7 se estudid el disefio de sistemas de control en el espacio de estados
para el caso de sistemas continuos. En esta seccidén se particulariza este disefio para el

caso de sistemas discretos.
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2.8.1 Diseio mediante la ubicacion de polos

Considérese el sistema lineal invariante en tiempo discreto cuya ecuacién de estado es

X, =Fx, +Gu, (2.67)
Se supone el siguiente control:

u, =—K-x, (2.68)
En la expresion anterior K es la matriz de ganancia de realimentacion del estado.
Sustituyendo este control en la ecuacién de estado se obtiene:

X, =(F-GK}x, (2.69)

A este esquema de control (ver Figura 2.4) se le denomina realimentacion del estado,

se trata de un esquema de control en lazo cerrado.

Uy X1 Xk

» G | z NI

v

-K

Figura 2.4: Sistema de control en lazo cerrado mediante realimentacion del estado.

La matriz K se debe escoger de forma que los valores caracteristicos de F-G-K sean los
polos en lazo cerrado deseados: 4, pa,...,un. Una condicidon necesaria y suficiente para la

ubicaciéon arbitraria de los polos, es que el sistema sea de estado completamente
controlable.

La ecuacion caracteristica del sistema en lazo cerrado viene dada por la expresion:

N(z)=|z]-(F-GK)=0 (2.70)
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Que puede expresarse en funcion de los valores deseados para los polos pq,uy,...,u, de

la siguiente forma:
N =(+u)C+u).(z+p)=z"+a, 2" +.+a, (2.71)

La matriz de ganancias de realimentacién de estado K que obliga a los valores
caracteristicos de (2.70) a ser puq,up,...,un (valores deseados), es decir, a poseer una
ecuacion caracteristica de la forma (2.71) se demuestra que entre otros métodos se puede

determinar mediante la formula de Ackermann:
k=0 o .. 0 Y G|FG|.|FG]"[F +a, F +. +a,1] (272)

Se observa en (2.72) que el vector fila de dimension 1 x n es la ultima fila de una matriz
identidad de dimension n x n, a dicho vector se le puede denotar por e,. A continuacion, de
acuerdo con (2.64), se tiene a la inversa de la matriz de controlabilidad discreta M

Finalmente, se tiene la ecuacién caracteristica @¢(F) que satisface la matriz F de acuerdo

con el teorema de Caley-Hamilton.

HF)=F"+a, 'F"" +..+a,l (2.73)

n-1
Luego la formula de Ackermann se puede expresar en la forma:
K=e -M_ ¢(F) (2.74)

2.8.2 Observadores de estado

Considérese el sistema de control definido por las ecuaciones

X, =Fx, +Gu, (2.75)
Ve =Cx, (2.76)
u, =-K-x, (2.77)

Supongase que el estado x, se aproximara mediante el estado X, del siguiente modelo

dinamico:

Xy =F% +Gu, +K,(y, -C%)=(F-K,Cyx, +Gu, +K,y, (2.78)
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ik es una estima de x y se denomina estado observado. Por tanto la ecuacion anterior es la

ecuacion del observador de estado. En dicha ecuacion, la matriz K. es una matriz de
ponderacién que se denomina matriz de ganancia de realimentacion del observador (es una

matriz n x m).

2.8.2.1 Observador de estado de orden completo

Se supone que el sistema es de estado completamente controlable y completamente
observable, pero que xx no esta disponible para medicién directa. En este caso el orden del
observador es igual al del sistema. Para obtener la ecuacion de error del observador, se
resta (2.75) de (2.78).

Xey — Xy =Fx, —F% —K,(Cx, —C%,)=(F-K,CHx, —%,) (2.79)

Sea el vector de error ey :

A

e, =(x; —x;)
La ecuacion (2.79) se convierte en
e, =(F-K,C)e, (2.80)

Luego el comportamiento dinamico de la sefial de error queda determinado por los
valores caracteristicos de la matriz F-K,'C. Si ésta es estable, el vector de error convergera
a cero para cualquier error inicial eq. Si los valores caracteristicos de F-K,-C se seleccionan
de forma que el comportamiento dindmico del vector de error es suficientemente rapido,
entonces cualquier vector de error tendera a cero con una velocidad adecuada. Si el sistema
es completamente observable, se demuestra que es posible seleccionar una matriz K, tal

que F-K. C tenga los valores caracteristicos arbitrariamente deseados.

Una posible forma de obtener la matriz K, es aplicando la formula de Ackermann a un

sistema dual (ver seccion 1.7)

K, = (en M, '¢(FT))T (2.81)
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2.8.2.2 Observador de estado de orden minimo

La obtencion del observador de estado de orden minimo para el sistema de control
descrito por (2.75)-(2.77) es sencilla simplemente hay que seguir los pasos que se indican

en la seccion 1.7.2.5 y sustituir las magnitudes continuas por sus equivalentes discretas.

2.9 ENFOQUE DE ECUACIONES POLINOMIALES PARA EL DISENO
DE SISTEMAS DE CONTROL

En la seccién anterior se describio el disefio de sistemas de control en el espacio de
estados mediante realimentacion, al usar la técnica de la ubicacion de polos. Si alguna de
las variables de estado no se podia medir de forma directa se empleaban los estados

observados.

Existe una técnica diferente para el disefio de sistemas de control, es el denominado
enfoque de ecuaciones polinomiales, que es un enfoque alternativo al disefio mediante
ubicacién de polos con un observador del estado de orden minimo. En este enfoque se
resuelven ecuaciones Diofanticas para determinar polinomios en z que se pueden utilizar
para construir sistemas fisicamente realizables. Este punto de vista proporciona una

solucidn matematica rapida a ciertos tipos de problema de disefio.

Este enfoque se puede aplicar a sistemas MIMO, aunque en esta secciéon se van a

considerar por sencillez Unicamente sistemas SISO.
2.9.1 La ecuacion Diofantica
Considérese el sistema definido por la funcién de transferencia pulso:

Y(z) _B()
U(z) A2)

(2.82)

donde

Aiz)=z"+a,;z"" +..+a,

B(z)=by,z" +bz"" +..+b,

Supéngase A(z) y B(z) no tienen factores comunes, es decir, no existen cancelaciones
entre los polos y ceros de la funcién de transferencia (es de estado completamente

controlable y completamente observable). En este caso A(z) y B(z) se dice que son
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polinomios coprimos. Por otra parte, un polinomio en z se dice que es monico si el

coeficiente del término de mayor grado es uno. Por tanto, el polinomio A(z) es ménico.

Sea el siguiente polinomio estable D(z) de grado (2:n-1)

D(z)=d,z""" +d; 2" +..+d,,

a(z) A(z) + f(2)-B(z) = D(z)

Existen polinomios unicos de grado (n-1), a(z) y B(z) tales que

-1 -2
a(z)=oayz" +a;z" ++a,

-1 -2
ﬂ(z):ﬂo'zn +ﬂl.zn +..t n—1

(2.83)

A la ecuacion (2.83) se le denomina ecuacion Diofantica, en honor de Diofanto de

Alejandria (246-330) d.C. Esta ecuacién se puede resolver para a(z) y B(z) mediante el uso

de la matriz de Sylvester E de dimensiéon 2:n x 2:n, la cual se define en términos de los

coeficientes de los polinomios coprimos A(z) (supuesto que es monico) y B(z) como sigue:
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a, 0 0
a,, a, .. 0
a,, 0
a
1 a, a,
0 1 a,,
0 0 a,
0 0 1

Ahora se definen los vectores D y M tales que:

La matriz de Sylvester E es no singular si y solo si A(z) y B(z) son coprimos.

(2.84)
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an—l
B n an—
dZn—l ’
d2n—2 a
D= M = p 0
dl ﬂ}’l—l
i do ] n-2
L A |

(2.85)

Entonces es posible demostrar que la solucion a la ecuacién Diofantica se determina a

mediante la resolucion del siguiente sistema de ecuaciones lineales:

E-M =D

(2.86)

Una posible forma de resolver este sistema es calculando la inversa de E y multiplicarla

por el vector D:
M=E"D
¢ Ejemplo 2.6

Sean los siguientes polinomios:

A(z)=2z>+z+05
B(z)=z+2
D(z)=7z’

Luego a1=‘I, a2=0.5, b():O, b1=1, b2=2, d0=1, d1=0, d2=0 Yy d3=0

El problema es encontrar dos polinomios tnicos a(z) y B(z) tales que:

a(z) A(z) + f(z)B(z) = D(z)
donde

a(z)=a,z+a,

B(2)=Byz+ B

Hay que resolver por tanto una ecuacién Diofantica, es decir, resolver el sistema de ecuaciones

(2.86):
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05 0 2 0|« 0
I 05 1 2|« 3 0
1 1 0 1||B] |0
0 1 0 0}l p 1
Operando se obtiene: a4=-1.2, a=1, 1=0.3 y B,=0.2
Es decir,
a(z)=z-1.2

B(z)=02z+0.3

Que se puede comprobar que verifican la ecuacién Diofantica.

2.9.2 Sistemas de control elementales

2.9.2.1 Configuracién 1 del sistema de control

Considérese el diagrama de bloques del sistema de control que se muestra en la Figura
2.5. La funcién de transferencia B(z)/A(z) es la planta, mientras que B(z)/a(z) funciona como
un regulador. Los polinomios a(z) y B(z) se pueden obtener resolviendo la siguiente

ecuacion Diofantica:
a(z)A(z) + B(z)B(z) = H(z) F(2)

donde A(z) es un polinomio monico de grado n, B(z) es un polinomio m (m<n) (no existen
factores comunes entre A(z) y B(z)), H(z) es el polinomio caracteristico deseado para la
parte de ubicacién de polos y F(z) es el polinomio caracteristico deseado para el observador
de orden minimo. Ambos polinomios H(z) y F(z) son estables. El grado del polinomio H(z) es
ny el de F(z) es n-1. Se supone que la salida del sistema es el Unico estado medible. Por lo

tanto, el orden del observador minimo es n-1.

La ganancia K, debe ser ajustada para que la salida en estado estacionario y(k) sea

igual a uno cuando la entrada r(k) es una secuencia de escalén unitario.
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R(z) U(z) | B(2) Y(2)
N - A(2) >
B(2)
a(z) [

Figura 2.5: Diagrama de bloques del sistema de control (configuracién 1)

La funcion de transferencia en lazo cerrado es:

B(2)
Y(z) A(z) _ a(z)B(2) _ a(2)-B(2)
R(z) e 1+iz).@ & a(z)A(z)+ p(z)B(z) 0 H(z)'F(z) (2.87)
A(z) a(z)

El sistema en lazo cerrado es de orden (2:n-1), a menos que exista alguna cancelacién
entre a(z)-B(z) y H(z)-F(z).

Para determinar K, se aplica (2.5):

lyrgy(k)=nn11(1_z—1)Y(z)=h§(z—1.K La2)B() _z J: o B0 _

" H(z)F(z) z—1 “HQO)-F(Q1)
Luego:
K, = HAFW (2.88)
a(l)B(1)
¢ Ejemplo 2.7

Considérese el sistema de control de la Figura 2.5 con Ky=1. La funcién de transferencia de la planta
es:

Y(z) B(z) 0.02(z+1) 0.02:z+0.02
R(z) A(z) (z-1* 22 -2z+1
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A(z) es un polinomio moénico de grado 2 y no existe cancelaciones entre el numerador y el

denominador. Se tiene que a,=-2, a;=1, be=0, b;=0.02, b,=0.02.

Por otra parte, aunque R(z)=0, la funcién de transferencia en lazo cerrado para el sistema esta dada

por:

Y(2) _ a(z) p(z) _ 0.02:(z+1)a(z)
R(z) a(z2)A(z)+ B(z)B(z) a(z)(z-1)" + f(2)0.02:(z +1)

Supdngase que los polos en lazo cerrado deseados mediante realimentacion de estado sean

z,=0.6+ ;0.4 z, =0.6- ;0.4
Es decir, la ecuacion caracteristica deseada es:

H(z)=(z-0.6—j0.4)(z—0.6+ j0.4)=z"-122z+0.52
Por otra parte, la ecuacién caracteristica deseada para el observador es:
F(z)=z
Para determinar o(z) y B(z), se resuelve la ecuacion Diofantica siguiente:
a(z) A(z) + f(2)B(z) = F(z)H(z) = D(2)
Se tiene que
D(z)=F(z)H(z)=d,z’ +d, 'z +d,z+d, =2 =1.22> +0.52z

Obsérvese que D(z) es un polinomio estable de grado (2:n-1) en z (donde n=2 para este caso).
Ademas

a(z)=a,z+a,

P(2) = pyz+ B

Para resolver la ecuacion Diofantica hay que resolver el sistema de ecuaciones (2.86):
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10 002 01[e 0
2 1 002 002||a,| |052
1 -2 0 002||p| |-12
o 1 0 o0 ||s 1

Operando se obtiene: a1=0.32, 0p=1, B1=-16 y fo=24
Es decir,

a(z)=2z+0.32
P(z)=24z-16

En consecuencia el regulador realimentado se obtiene como

B(z) 5 4{2 - 0.6667)
a(z) z+0.32

Una forma alternativa de obtener este regulador es usando el disefio en el espacio de estado

mediante el método de ubicacion de polos combinado con un observador de orden minimo.

Supdngase ahora el caso en que se desea ajustar el valor de la ganancia K, para que la salida en
estado estable y(k) sea igual a uno cuando la entrada r(k) es una secuencia de escalén unitario. En

este caso K viene dada por la ecuacién (2.88)

« JHOF®D _ 0321
" a()B(1) 1.32:0.04

La funcion de transferencia en lazo cerrado es:

Y(z) _ Kya(2)B(z)  _ Kya(z)B(z) _6.06:(z+0.32)0.02(z +1)

R(z) oa(z)A(z)+ p(z)B(z) - H(z)F(z) 2’ =122 +0.52z

Obsérvese que el sistema es de tercer orden

2.9.2.2 Configuracion 2 del sistema de control

Considérese el diagrama de bloques de la Figura 2.6
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112

R(2) K, TF U(z) R ljg; Y(zg
A =
a(2) < B e
F(z2) F(z2)

Figura 2.6: Diagrama de bloques del sistema de control (configuracion 2)

Se verifica la siguiente ecuacion:

U(z) = [“8 U(z) - U(>+ﬂ8n )}K R(2)

Que se puede simplificar a:

a(z)
F(z)

U(z) =~

P EZ; Y(z)+K,-R(2) (2.89)

La funcién de transferencia pulso de la planta es:

Y(2) _ B(2)
U(z) A(z)

Donde A(z) es un polinomio ménico de grado n, B(z) es un polinomio m (m<n). Luego:

A(z)

U(z) =
(2) B3(2)

Y(z) (2.90)

Al sustituir (2.90) en (2.89) se obtiene:

{a(z) A@) , pe)

F(z) B(z) F(z)}y(z) =KoR()

Luego
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Y(2) _ K, _ K, F(z)B(z)
RGz) @) AR BE)  a(z)A(G)+B)BE)
F(z) B(z) F(z2)

Como
a(z)A(z) + p(2)B(z) = H(z) F(2)
se obtiene:

Y(z) K, F(2)B(z) K, B(2)
R(z) H(z)F(z)  H(z)

(2.91)

Obsérvese que el polinomio F(z) ha sido cancelado ya que se suponia que era estable y
en consecuencia su cancelacion esta permitida. Por otra parte el polinomio caracteristico del
sistema en lazo cerrado estd dado por H(z). H(z) es el polinomio estable de grado n
deseado pero que, en esencia, “se escoge de manera arbitraria”. Por lo tanto, el sistema de

control disefiado es de orden n.

¢ Ejemplo 2.8

Considérese el sistema de control de la Figura 2.6, supongase que los polinomios A(z), B(z), H(z),
F(z), a(z) y B(z) son los considerados en el Ejemplo 2.7. En ese caso la funcion de transferencia en

lazo cerrado, de acuerdo con la ecuacion (2.91), toma la forma:

Y(z)  K,(0.02:z+0.02)
R(z) z°-12z+0.52

Para determinar la constante K, se requiere que y(«) en la respuesta al escalon unitario sea igual a

uno.

z-1K,0.022+0.02) z K,

= :1
z z°-122z+052 z—-1 8

lim y(k) = lim(1-z")¥(2) = lim

Por lo tanto el valor de K, es 8.

Entonces la funcién de transferencia en lazo cerrado es:

113



TEMA 2: Modelos de sistemas discretos

Y(z)  0.16z+0.16
R(z) z°-12z+0.52

Obsérvese que el sistema es de segundo orden.

Si se compararan las respuestas al escalén unitario de los sistemas de control de la configuracion 1
(Ejemplo 2.7) y 2 se observaria que son idénticas. Por otra parte si se compararan las respuestas a la
rampa unitaria de los dos sistemas, se obtendria que el sistema de control de la configuracion 2 tiene
un error (E(z)=R(z)-Y(z)) un 10 % (se supone un periodo de muestreo T=0.2 seg) menor en estado

estable e(«) al seguir la entrada rampa unitaria que el sistema de control de la configuracion 1.

2.9.3 Diseno de sistemas de control mediante la igualacién a un
modelo

Considérese el sistema definido por la funcién de transferencia pulso:

Y(z) _ B(2)

= (2.92)
U(z) A(2)

donde

Az)=z"+a,;z"" +..+a,

B(z)=b,z" +bz"" +..+b,

Supéngase A(z) y B(z) (m<n) no tienen factores comunes, es decir, no existen
cancelaciones entre los polos y ceros de la funcion de transferencia. Si B(z) es un polinomio
estable es posible escoger H(z) (la ecuacién caracteristica del sistema), tal que incluya al
polinomio B(z), es decir,

H(z) = B(z)'H,(z)
Entonces, de acuerdo a la ecuacion (2.91) se tiene

Y(z) K,B(z) K,B(z) K,
R(z) H(z) B(zyH,(z) H,(2)

Esto significa que es posible eliminar, si asi se desea, los ceros de la planta.

Supdéngase que se desea hacer al sistema igual a un cierto modelo:
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Y@ _ ., _B.G
R " 4,0

Bajo ciertas condiciones, es posible disefar tal sistema mediante el uso del enfoque de
ecuaciones polinomiales. A este tipo de sistema de control se le llama sistema de control

mediante la igualacion a un modelo.

En este proceso de disefio se debe escoger H(z) como el polinomio caracteristico
deseado estable de grado n y un polinomio H4(z) estable de grado n-m. La seleccién de

Hi(z) es en cierto sentido arbitraria, siempre que sea un polinomio estable.

z z U B(z) Y
e, G, H,(z) %_ (@) " o) 3

A 4

a@) L »Oe— LE) |4

F(z2) F(z)

Figura 2.7: Diagrama de bloques del sistema de control mediante la igualacion a un modelo.

Considérese el diagrama de bloques de la Figura 2.7. Se deben determinar los
polinomios a(z) y B(z) de grado n-1 mediante la resolucién de la siguiente ecuacion

Diofantica:
a(z) A(z) + f(2)B(z) = F(z)B(2) H,(z)
donde F(z) es un polinomio estable de grado (n-1).

Se verifica la siguiente ecuacion:
U(z)= —{MU(Z) -U(z2)+ @Y(Z)} +V(2)

F(z) F(z)

Que se puede simplificar a:
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Zfi ;-U(z) + ]{ 8~Y(z) =V(z) (2.93)
Como
U(z) = ‘;EZ-Y(Z) (2.94)
se tiene
[a@ A@) ﬂ(Z)}Y(Z) _7)
F(z) B(z) F(2)
Luego
Y(z) _ F(z)B(z) _ FBz) 1
V(z) alz)A(z)+p(2)B(z) F(z)B(z)H,(z) H,(2)
Como

V(z)=G, H (2)R(z)
entonces se obtiene:

Y(2) _Y@V() _ G oH () _
R(z) V()R H(z) "

Es decir, se consigue el control mediante la igualacién a un modelo.
Comentarios:

1) Para lograr que la funcion de transferencia G-H:(z) sea fisicamente realizable, el

grado del numerador debe ser igual 0 menor que el grado del denominador.
2) El polinomio B(z) debe ser estable.

3) En este enfoque de ecuaciones polinomiales, no ocurren cancelaciones entre polos
inestables (o criticamente estable (z=1)) y ceros durante el proceso de disefio y, por

lo tanto el sistema resultante siempre es estable.
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¢ Ejemplo 2.8

Considérese la planta definida por:

A(z)  03679z+02642  0.3679z+0.2642
B(z) (z-03679)(z—1) z*>—1.3679-z+0.3679

Por lo tanto a;=-1.3679, a,=0.3679, by=0, b1=0.3679 y b,=0.2642. Claramente B(z) es estable.

Se supone un periodo de muestreo T=1 seg. Se desea disenar un sistema de control (ver Figura 2.7)

tal que el sistema en lazo cerrado sea:

_ Y, (z)  0.62z-03
" R,(z2) z°-12z+0.52

Como la funcion de transferencia de la planta es de segundo orden (n=2), se escoge a H,(z) como un

polinomio estable de grado uno (n-1). Por ejemplo, se puede escoger a H(z) como:
H (z)=z+0.5
Luego
H(z)=B(z)H,(z) =(0.3679-z + 0.2642)-(z + 0.5)

Se escoge F(z) de forma que sea cualquier polinomio estable de grado (n-1). Por ejemplo:

F(z)=z
Luego D(z) es:

D(z) = F(z)'B(z)-H,(z) = z2:(0.3679-z + 0.2642)-(z + 0.5) = 0.3679-z° + 0.4482-z> +0.1321'z
Por lo tanto d,=0.3679, d;=0.4482, d,=0.1321, d3=0
Ahora se debe resolver la siguiente ecuacién Diofantica:
a(z) A(z) + f(2)B(z) = F(2)B(z) H,(z)

Donde a(z) y B(z) son polinomios en z de primer orden:

a(z)=a,z+a,

B(z)=pByz+ b
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Para resolver la ecuacion Diofantica hay que resolver el sistema de ecuaciones (2.86):

0.3679 0 02642 0 a, 0

~13679 03679 03679 0.2642| |a, | |0.1321
1 -13679 0 03679 |4 | |0.4482
0 1 0 0 B, 1 103679

Operando se obtiene: a1=0.2642, 0,=0.3679, 3,=-0.3679 y B,=1.8680.

Por lo tanto:

a(z) =0.2642-z +0.3679
B(z) =1.8680-z —0.3679

En consecuencia, la funcién de transferencia Y(z)/V(z) se escribe de la siguiente forma:

Y(z) _ F(2yB(z) _ 1 1

V(z) F(z)B(z)H,(z) H,(z) z+0.5

Puesto que:

? _ G H (z) = (0.622-2 -0.3)(z+0.5)
(2) z7=1.2z+0.52

Se tiene que la funcion de transferencia Y(z)/R(z) es

Y(z)  0.62z-03
R(z) z*-122z+40.52 "
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TEMA 3

MODELOS DE PERTURBACIONES

3.1 INTRODUCCION

La existencia de perturbaciones en las entradas y/o en las salidas de un sistema,
impone limitaciones fundamentales en su comportamiento. Por ejemplo, el ruido de medida
en un sistema de seguimiento limita el ancho de banda alcanzable por el sistema en lazo
cerrado. Para mejorar el comportamiento de un sistema sometido a perturbaciones se hace
imprescindible el uso de sistemas de control. La naturaleza de las perturbaciones
determinara la calidad de la regulacion de un control aplicado a un cierto proceso. Con el
objetivo de poder disefiar los controles mas apropiados se hace necesario el disponer de

modelos matematicos de las perturbaciones.

En este tema se estudian en primer lugar los modelos clasicos de las perturbaciones. A
continuacion, se describen las posibles formas de reduccién de los efectos de las
perturbaciones. Seguidamente, debido al caracter estocastico o aleatorio de algunas
perturbaciones, se incluye un repaso a los conceptos basicos de la teoria de procesos
estocasticos. A continuacion se describe la formulacion tanto discreta como continua de
modelos de procesos estocasticos. Finalmente se describe el filtrado de procesos aleatorios

de tipo estacionario y la factorizacion espectral.

El material que se estudia en este tema resulta fundamental para comprender el filtro de

Kalman (Tema 4) y las técnicas de control estocastico (Tema 9).

3.2 MODELOS CLASICOS DE PERTURBACIONES

3.2.1 Caracter de las perturbaciones

Comunmente se distinguen tres tipos diferentes de perturbaciones atendiendo a su

caracter:
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B Perturbaciones en la carga. Este tipo de perturbaciones influyen sobre las
variables del proceso. En general este tipo de perturbaciones varian lentamente, y
pueden ser periodicas. En sistemas mecanicos las perturbaciones en la carga se
representan por fuerzas de perturbacién, por ejemplo las rafagas de viento sobre
una antena estabilizada, las olas sobre un barco, la carga en un motor. En
sistemas térmicos las perturbaciones en la carga podrian ser variaciones en la

temperatura del medio ambiente.

B Errores de medida. Este tipo de perturbaciones se introducen en los sensores de
medida. Pueden existir errores estacionarios en algunos sensores debido a
errores de calibracién. Sin embargo, los errores de medida tipicamente poseen
componentes de alta frecuencia. Estos errores pueden poseer una cierta dinamica
debido a la dinamica de los sensores. Un ejemplo tipico es el termopar, que posee
una contante de tiempo de entre 10 y 50 s dependiendo de su encapsulado. Por
otra parte, pueden existir complicadas interacciones dinamicas entre los sensores
y el proceso. Un ejemplo tipico son las medidas de los giréscopos y las medidas

del nivel de liquido en los reactores nucleares.

En algunos casos no es posible medir la variable controlada directamente,
entonces su valor es inferido a partir de las medidas de otras variables. La
relacion existente entre estas variables y la variable controlada puede ser bastante
compleja. Una situacion muy comun es que un instrumento dé una rapida
indicacion con errores bastante grandes y otro instrumento dé una medida muy

precisa pero a costa de un alto retardo.

B Variaciones en los parametros. Cuando se consideran sistemas lineales, la
perturbacion en la carga y el ruido de medida se introducen en el sistema de una
forma aditiva. Los sistemas reales son, en la mayoria de los casos, no lineales,
esto significa que las perturbaciones se introduciran en el sistema de una forma
mucho mas complicada. Puesto que los sistemas lineales son obtenidos mediante
linealizacion de modelos no lineales, algunas perturbaciones aparecen entonces

como variaciones en los parametros del modelo lineal.

3.2.2 Modelos de perturbaciones simples

Existen cuatro tipos diferentes de perturbaciones (ver Figura 3.1) atendiendo a su forma
que son comunmente utilizadas en el analisis de los sistemas de control: impulso, escaldn,

rampa y sinusoide.
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Pulso Escalén Rampa Sinusoide

Figura 3.1: Modelos idealizados de perturbaciones simples

B E/impulso y el pulso. Son realizaciones simples de perturbaciones inesperadas de
duracion muy corta. Pueden representar tanto a perturbaciones en la carga como
a errores de medida. Para sistemas continuos la perturbacién es modelada como
un impulso; para sistemas discretos se modela como un pulso con amplitud

unidad y una duracion de un periodo de muestreo.

El pulso y el impulso son también importantes por motivos tedricos ya que la
respuesta de un sistema lineal continuo en el tiempo esta completamente
especificada por su respuesta a un impulso, mientras que la de un sistema

discreto esta determinada por su respuesta a un pulso.

W E/ escalon. Se usa tipicamente para representar una perturbacion en la carga o un

offset en una medida.

B [a rampa. Es una senal que se utiliza para representar la deriva en los errores de
medida asi como a perturbaciones que de repente comienzan a desplazarse. En
la practica estas perturbaciones se encuentran acotadas, sin embargo el uso de

una sefial rampa suele ser una util idealizacion.

B [a sinusoide. Es el prototipo de una perturbacion periddica. La posibilidad de
seleccionar su frecuencia la hace idonea para representar tanto a las
perturbaciones en la carga (de baja frecuencia) como al ruido de medida (de alta

frecuencia).

Es conveniente visualizar a las perturbaciones como siendo generadas por sistemas
dindmicos. El escaldén puede ser generado por un integrador, la rampa por un doble

integrador y una sinusoide por un oscilador arménico.
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3.3 REDUCCION DE LOS EFECTOS DE LAS PERTURBACIONES

Las perturbaciones pueden ser reducidas actuando sobre su fuente, usando
realimentacion local o usando feedforward. Por otra parte técnicas de prediccion pueden ser

usadas para estimar perturbaciones no medibles.

3.3.1 Reduccion en la fuente

La forma mas obvia de reducir los efectos de las perturbaciones es intentar actuar sobre
la fuente que origina dichas perturbaciones. Esta aproximacion esta estrechamente ligada a

la etapa de disefio del proceso. Algunos ejemplos tipicos son:

e En una planta quimica reducir las variaciones en la composicion mediante la

introduccion de un tanque con una mezcla eficiente.
¢ Reducir las fuerzas de friccion en un servo usando cojinetes mejores.
¢ Ubicar un sensor en una posicién donde hay perturbaciones mas pequefias.
¢ Modificar la electrénica del sensor para obtener menos ruido.
e Sustituir un sensor por otro que posea una respuesta mas rapida.

o Cambiar el procedimiento de muestreo espaciando las muestras mejor en el tiempo

para obtener una representacion mejor de las caracteristicas de los procesos.

3.3.2 Reduccidon mediante realimentacion local

Si las perturbaciones no se pueden atenuar en su fuente, se puede intentar entonces su
reduccion mediante realimentacién local (ver Figura 3.2). Para usar esta aproximacion es
necesario que las perturbaciones se introduzcan en el sistema en una o varias posiciones
bien definidas. También es necesario tener acceso a la variable medida que es resultado de
la perturbacién. Ademas es necesario tener acceso a la variable de control que entra al
sistema en la vecindad de la perturbacion. Las dinamicas que relacionan la variable medida
con la variable de control deberian ser tales que se pueda utilizar un lazo de control de

ganancia elevada.
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Perturbacion

Realimentacion
local

Proceso

Figura 3.2: Reduccién de perturbaciones mediante el uso de realimentacion local. La perturbacion se
introduce en el sistema entre los puntos A y B. Las dinamicas entre estos dos puntos deben ser tales

que sea posible usar una alta ganancia en el lazo.

El uso de la realimentacion es a menudo facil y efectivo ya que no es necesario tener
informacién detallada de las caracteristicas de los procesos, siempre que una alta ganancia
pueda ser utilizada en el lazo. En caso contrario, se necesitara un lazo extra de

realimentacion. Algunos ejemplos de realimentacion local son:

e En sistemas hidraulicos, la reduccidon en las variaciones en el suministro de
presion en valvulas, instrumentos y reguladores mediante el uso de un regulador

de presion.

e En sistemas térmicos, la reduccién de las variaciones en el control de temperatura

mediante la estabilizacidon del suministro de voltaje.

3.3.3 Reduccion mediante feedforward

Las perturbaciones que sean medibles pueden ser reducidas usando una estructura de
tipo feedforward. El principio genérico de esta estructura se ilustra en la Figura 3.3. Se mide

la perturbacién y se aplica al sistema una sefial de control que intenta contrarrestarla.

Si la funciones de transferencia que relacionan la salida y a la perturbacion w y al
control u son H, y H,, respectivamente, entonces la funcién de transferencia Hyx del

compensador feedforward idealmente seria:

— _1-
Hy=-H,H,
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Perturbacion medida
HW
Hi
u v Y
+ Hy ——&——>
Proceso

Figura 3.3: Reduccion de perturbaciones mediante el uso de una estructura feedforward

Si la funcién de transferencia Hi es inestable o no-realizable (mayor nimero de ceros
que de polos) se debe seleccionar alguna aproximacién adecuada. El diseio de un
compensador feedforward se basa a menudo en un simple modelo estético, es decir, Hx es
una ganancia. La estructura feedforward es especialmente Util para perturbaciones

generadas por cambios en la sefal de referencia.

3.3.4 Reduccion mediante prediccidon

La reducciéon de perturbaciones mediante prediccion es una extension de la técnica de
feedforward que puede utilizarse cuando las perturbaciones no pueden ser medidas.
Consiste en predecir la perturbacién a partir de la medida de sefales. La sefial de

feedforward se genera a partir de la perturbacion predecida.

Es importante observar que no es necesario predecir la propia perturbacién en si misma
sino que es suficiente con modelar una sefal que represente el efecto de la perturbaciéon

sobre las variables del proceso mas importantes.

3.4 CONCEPTOS BASICOS DE LA TEORIA DE PROCESOS
ESTOCASTICOS

Es natural el usar conceptos estocasticos, es decir, aleatorios, para describir a una
amplia variedad de perturbaciones. El usar estos conceptos permite formular de forma mas

exacta diversos problemas de prediccion.

124



Apuntes de Automatica Il

3.4.1 Variables aleatorias

Una variable aleatoria x(k) es una variable que puede tomar valores aleatorios en
funcién de los resultados de algun experimento aleatorio. Es decir, los resultados aleatorios
de un experimento se pueden representar por un numero real x(k), llamado variable

aleatoria.

Para un experimento aleatorio, los posibles resultados se denominan espacio de
muestra. Una variable aleatoria x(k) es una funcion definida para los k puntos del espacio de
muestra, que toma valores reales en el rango [-o,+x] asociados a cada uno de los k puntos

que pueden ocurrir.

La forma de especificar la probabilidad con que la variable aleatoria toma diferentes
valores es mediante la funcién de distribuciéon de probabilidad F(x), definida de la siguiente
forma:

F(x)=P(x(k)<x)

Es decir, es la probabilidad de que la variable aleatoria x(k) tome valores menores o

iguales a x. La funcion de distribucién de probabilidad cumple las siguientes propiedades:

F(a)<F(b) si a<bh
F(—0)=0
F(0)=1

Si la variable aleatoria tiene un rango continuo de valores, entonces se puede definir la

funcion densidad de probabilidad f(x):

£(x) = lim

Ax—0

{P[x <x(k)<x+ Ax]}
Ax

Se verifica que:

f(x)=0
Tf(x)dle

_dF(x)
=5
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La probabilidad de que x(k) tome un valor entre x y x+dx es f(x)-dx.

En el caso de que x(k) tome valores discretos x; con probabilidades p; distintas de cero,
entonces la funcion f(x) se puede expresar como una serie de funciones de Dirac 6 por las

probabilidades correspondientes:
S(x)= zpi'5(x_xi)
El valor medio de una variable aleatoria escalar x(k), también denominado valor
esperado o primer momento se define como:
E[x(K)]= p, = m(k) = j xf (x)dx (3.1)

—0

El valor cuadratico medio o segundo momento de x(k) se obtiene mediante la expresion

Efx2(0)]=w? = sz () (3.2)
Si x no es un escalar entonces
E[x(k)x" (k)] =92 = Tx(k)-xT () f (x)ddx

—00

Un parametro que se utiliza en lugar del valor cuadratico medio es la raiz cuadrada
positiva del mismo, conocido por su terminologia anglosajona como rms de “root-mean

squared”.

La varianza de la variable aleatoria x(k) se define como
Elx(0- 1,)*]= 02 = [(x- 1) S = P2 — 12 (3.3)
Si x no es un escalar:

Elox(0)- 1) (300 - 1) = 02 = [0~ g1, x(K) - 1) f ()l = P2 = g’

126



Apuntes de Automatica Il

La raiz cuadrada de la varianza, o4, es por definicion la desviacion estandar de la
variable aleatoria. Si el valor medio es nulo, entonces la desviacion estandar coincide con el

valor rms.
¢ Ejemplo 3.1: Distribucién Gaussiana o Normal

Una variable aleatoria x(k) tiene una distribucion gaussiana o normal si su funcion densidad de

probabilidad est4 dada por:

(x-a)’
1 h 203,

e
bN2rx

Se puede ver facilmente que a y b se corresponden con el valor medio y la desviacién estandar de la

fx)=

variable aleatoria x(k)

o0

p, = Elx(k)] = [of (x)dv =

ol = E[(x(k)—a)’]= [(x—a)’ f(x)dx=b’

La funcién de distribucion de probabilidad normal es por definicion:

_(z=a)’

Fly=— fe 7 dz

o, N2

0.3989/ 0 ]
02420/ o,
0.0540/ 5. 1
J L Y “
U +20, He U +20,

H, =0, H,+0,

Figura 3.4: Funcion densidad de probabilidad normal o gaussiana
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La consideracion simultanea de mas de una variable aleatoria es a menudo necesaria y
util. En el caso de tener dos variables aleatorias x(k) e y(k), la probabilidad de que se den
pares de valores en un determinado rango de valores esta dada por la funcion de

distribucion de probabilidad conjunta Fy(x, y).
Fy(x,y) = Plx(k) < x& y(k) < y]

La correspondiente funcién de densidad de probabilidad se define como:

J2(x,p) = lim

Ay—0

Plx < x(k) < x + Ax]& Py < y(k) < y + Ay]
AxAy

Que verifica las siguientes propiedades:

fr(x,y)20
_ 82F2(X=J/)
folx,y) = oxdy

[ [ £ yutvay =1

—00—00

Sean f, y f, las funciones de densidad de probabilidad de las variables aleatorias x(k) e

y(k), si se verifica que
)= 1.0 f, ()

entonces las dos variables son estadisticamente independientes. Es decir, el suceso

X(k) < x es independiente del suceso y(k) < y.

El valor medio de una funcién continua real g(x,y) de dos variables aleatorias x(k) e y(k)
es:

Ele(x,y)]= [ [ 2Ce2) s (x, y)dxdy

—00—00

La covarianza r,, entre x(k) e y(k) se define como:
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ry = E[x() - )50 - 1)]= [ [ 5= 15 - 1) 15 . yydvely (3.4)

—00—00

Que se puede expresar de forma equivalente como:

E[(x() - 12, )(y() - 11,)] = E[x(R)y (k) - 2, y(k) = x(K) e, + pa, p1, | = E[x(k)y(k)] - E[x (k) }E[y ()]

La covarianza normalizada por las desviaciones estandar de x(k) e y(k) se denomina

coeficiente de correlacion:

Py =" (3.5)

x7y
Se verifica que

-1<p, <1

El coeficiente de correlacion proporciona una medida del grado de dependencia lineal
entre las variables aleatorias x(k) e y(k). Asi si x(k) e y(k) son independientes entre si
entonces py,=0, y se dice que las variables aleatorias x(k) e y(k) no estan correlacionadas (la

afirmacion contraria no es cierta).

3.4.2 Procesos estocasticos

Un proceso aleatorio o estocastico (senal aleatoria) se puede considerar como un
conjunto de funciones temporales (ver Figura 3.5), cada una de las cuales se puede
observar en el ensayo de un experimento. El conjunto puede incluir un namero finito, un
numero infinito contable o un ndmero infinito incontable de tales funciones. Al conjunto de

tales funciones se les representa por:
{x(0),t € T} = x(t, w)

Usualmente se supone que t es el tiempo y TeR. Si se considera sistemas discretos
entonces T es el conjunto de instantes de muestreo T={0,h,2:h,...} siendo h el periodo de
muestreo. Para un o fijo, ®=w,, se tiene que x(t, mg) es una funcién del tiempo que se
denomina realizacién. Mientras que para un instante de tiempo fijo, t= t,, se tiene que

X(to, ®)=x(ty) es una variable aleatoria.
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N L
x(t,®) Realizacione

Variables aleatorias

SN

x(1,) x(t,)

v

Figura 3.5: Tres realizaciones x(t, wq), X(t, w2) y X(t, w3) de un mismo proceso estocastico x(t, w). Se

detallan las variables aleatorias x(t;) y x(t;) que se obtienen cuando se fija el tiempo a t=t; y t=t,

La probabilidad de que x(t;) tome valores en un cierto rango esta dada por la funcién de

distribucion de probabilidad, como para cualquier variable aleatoria.
F(x,,t)) = P[x(t,) < x,]

La correspondiente funcion de densidad de probabilidad es:

_dF(x,,t))
S(xt) = dx,
El valor medio de x(t;) es:
m(t,) = E[x(tl)] = ]zx1f(x19t1 )dx, (3.6)

—00

Se observa que el valor medio es funcién del instante de tiempo t;.

La probabilidad de obtener un determinado par de valores en un cierto rango esta dada

por la funcion de distribucion conjunta de segundo orden:
F(x,,t;x,,t,)=Plx(t,)<x, & x(t,) < x, ]

La correspondiente funcion de densidad de probabilidad conjunta es:
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azF(xlatl;xzstz)
Ox,0x,

f(xlat1§xzat2) =

La funcién de covarianza o autocovarianza de un proceso se denota por como:
re (1.1, = covlx(t,). x(1,))
Y se define como:
r b2, = El(e(e) ~ BLx(e)Nx(02) ~ ELxe)1) [= E[(x0) = m(e)Yxte) - m(,)) ] 3.7)

La covarianza se pueda expresar de forma equivalente mediante la expresion:
T
Fo(t,t,) = Idxl Idxz(xl -m(t)) (X, -m(t,)) fo(x),85%,,t,)

La funcién de covarianza cruzada se define como:
ry (t,8,) = cov(x(t), ¥(t,)) (3.8)

Obsérvese que si t1=t, entonces se obtiene la varianza.

Un proceso aleatorio estacionario es aquel cuya estadistica es invariante en el tiempo.

Esto implica que la funcion densidad de probabilidad para el proceso f(xi,t;) es

independiente del tiempo de observacion. Todos los momentos de esta distribucion, tales

como m(t)=E[x(t,)] y m(t))=E[x(f;)] son también independientes del tiempo, es decir, son

constantes. En este caso la funcién de densidad de probabilidad de segundo orden no

depende del tiempo absoluto de observacion ¢, y t,, sino de la diferencia entre ellos

T=1t,—1
Por lo tanto, las funciones de covarianza para procesos estacionarios toman la forma:

r..(t) = cov(x(z,), x(t, + 7)) (3.9)

r,(7)=cov(x(t,), y(t, + 7)) (3.10)

Cuando x es un escalar a r, (r) =7, (z') se le denomina funcion de autocovarianza.
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Un propiedad importante es que si un proceso es estacionario al evaluar la funcién de

covarianza en t=0 se obtiene la varianza del proceso, es decir,
r.(0)=7,(0)=07 (3.11)

La funcién de correlacion, se define como:

P, (1) = : Eg; (3.12)
De la desigualdad de Schwartz se cumple que:
r.(c)<r.(0)
Luego:
p. (7)) <1 (3.13)

El valor p (r) da la correlacion entre los valores del proceso espaciados

temporalmente un valor t. Valores cercanos a la unidad indican la existencia de una fuerte
correlacion. El valor cero indica que no existe correlacion. Valores negativos indican la

existencia de una correlacion negativa.

La funcién de densidad espectral de potencia (o espectro de la densidad de potencia)
del proceso aleatorio discreto {x(t)} se define como la transformada de Fourier de la funcion

de covarianza:
O, (@) === S r. (ke (3.14)
27z k=—o0

La Funcion de densidad espectral de potencia cruzada de los procesos aleatorios
discretos {x(t)} e {y(t)} se define se define como la transformada de Fourier de la funcién de

covarianza cruzada:
1 & .
O, (0)=—— D r, (ke (3.15)
27 k=—o0

En el caso de considerar procesos aleatorios continuos se tiene:

132



Apuntes de Automatica Il

D (@)= [ro@eat (3.16)
; 2r 7

O (@)= | g 3.17
(@)= [r, e di (3.17)

—00

Tomando la transformada inversa se tendria, en procesos estocasticos discretos

r. (k)= ]T.eik“’q)xx (w)dw (3.18)

-

r, (k)= ‘Teik‘”q)x}, (w)dew (3.19)

-

Y en procesos estocasticos continuos:

r. (1) = Te”“’d)xx (w)dw (3.20)

—00
o0

r ()= [e"® (o) (3.21)

—0

Las relaciones que se acaban de definir permiten pasar del dominio temporal al

frecuencial y viceversa en el andlisis de los procesos aleatorios estacionarios.

La potencia de una sefial o proceso aleatorio en el rango de frecuencias [0, ®2] se

calcula como:

2(* @ (0)dw (3.22)

]

3.4.3 Ruido blanco

Una forma particularmente simple del espectro de la densidad de potencia es una

constante, por ejemplo

D(w)= — (3.23)
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Esto implica que la densidad espectral es constante para todas las frecuencias. Por

analogia con la situacion correspondiente para la luz blanca, a tal proceso aleatorio,
generalmente un ruido, se le denomina ruido blanco.

Aplicando la relacion (3.20) es posible calcular la funcién de covarianza para el ruido
blanco:

1 7.
r.(t)=— Ie"“’-az dw=0%5(1) (3.24)
b 27 =,
Donde § es la funcion delta de Dirac:

{oo si 7=0
o(r) =

0 si 70

En conclusion se observa que este proceso no es fisicamente realizable. En realidad, el
ruido blanco es un concepto idealizado, muy util, como aproximacién a situaciones en los

que el ancho de banda del ruido de perturbaciones es mayor que el ancho de banda del
sistema.

Si se considera tiempo discreto dicho proceso se caracteriza por poseer la siguiente
funcién de covarianza

(3.25)

El ruido blanco juega un papel importante en la teoria de control estocastica. Todos los
procesos aleatorios que se puedan necesitar pueden ser generados mediante la

implementacién de un filtro adecuado al que se le aplique en su entrada ruido blanco.

3.4.4 Procesos estocasticos gaussianos y markovianos

Un proceso aleatorio {x(k)} es un proceso aleatorio gaussiano si las variables aleatorias
xk(t,) asociadas al mismo siguen una distribucion normal gaussiana multidimensional para
cualquier instante de tiempo.

Los procesos aleatorios gaussianos estan bastante extendidos en problemas fisicos y
muchas veces pueden ser pronosticados matematicamente mediante el teorema del limite

central. También se puede demostrar que si un proceso gaussiano sufre una transformacion
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lineal, el resultado de la transformacion también es un proceso gaussiano; esta propiedad es
muy importante en muchas aplicaciones tedricas y practicas de la teoria de procesos

aleatorios.
La funcién de densidad de un proceso gaussiano esta dada por:

()’
1 205

f(x,t) :Gx.—\/ge

(3.26)

La distribucién conjunta de x(t1) y x(t,) es la distribucion normal bivariable; distribuciones
conjuntas de orden superior estan dadas por la distribucién normal multivariable. Si x(f) es
un vector gaussiano n-dimensional entonces la distribucion de x(f) es la distribucion normal

dada por:

Lo (X, %5000 X)) = ;m-exp{— l-(x - u)T-P_1 (x— y)} (3.27)
(2”_)71/2.|P| 2

En la expresion anterior x es un vector n-dimensional constituido por las n variables

aleatorias:
X=(X,Xy,0sX,)

Y ny P son la media y la covarianza de x:

= E[x]= (E(x,),... E(x,))" (3.28)

R B, .. B,

T le P22 PZn
P=El(x-py(x-p)'1=| " _ (3.29)

Pnl Pn2 I)nn

Con
P, =E[(x.(k)— 1) (x.(k)— u.

= ELCx; (k) = 1) (x; (k) — )] (3.30)

Pf =0’

1 1
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Todas las propiedades estadisticas de un proceso aleatorio gaussiano estan definidas
por el primer y segundo momento de la distribucion. De acuerdo con esto, se suele usar la

siguiente notacién abreviada para designar a este tipo de procesos:
x=N(u,P)

Otra clase de procesos aleatorios utiles, que se pueden generar haciendo pasar ruido

blanco a través de un determinado filtro, es la familia de los procesos markovianos.

Un proceso continuo x(t) se dice que es un proceso de markov de primer orden si para

todo ky 1< t<...< { se verifica que
Flx(t) [ %0t ) x(t)] = Flx(2,) | x(t, )]

Es decir, la distribucion de probabilidad del proceso x(t) depende solamente del valor
del punto inmediatamente anterior x(fc.1). Los procesos de Markov de primer orden se

pueden asociar con la siguiente ecuacién diferencial:
%—i— Bit)x=w (3.31)

Donde w es ruido blanco.

Para procesos de Markov de primer orden discretos, la relacion correspondiente es una

ecuacion en diferencias de primer orden.

Si la funcién densidad de probabilidad de w es gaussiana entonces x es también
gaussiano y al proceso x(f) se le denomina de Gauss-Markov, que posee la siguiente

funcion de autocorrelacion:
0. (1) = Elx(t)x(t +7)] = o2-¢ "V + i (3.32)

Al valor 1/B4 se le denomina tiempo de correlacion. La densidad espectral del ruido
blanco w que genera el proceso descrito por (3.32) esta dada en términos de la varianza de
X COMO 2-[31-02. Las autocorrelaciones de muchos fenémenos fisicos se describen muy bien

mediante la ecuacion (3.32), pudiéndose modelar con la ecuacion diferencial (3.31).

Un proceso continuo x(t) se dice que es un proceso de markov de segundo orden si

para todo ky t,< t,<...< f se verifica que
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Flx(t,) | x(t,)ses X(t)] = Fla(t) | x(t,20), (8, y)]

Es decir, la distribucién de probabilidad del proceso x(t) depende de sélo dos puntos
inmediatamente anteriores. La ecuacion diferencial asociada a este proceso es:
d*x dx )
—+2:4,(t)—+ H=w 3.33
0 ﬁz()dt By (1) (3.33)
Si la funcién densidad de probabilidad de w es gaussiana entonces x(f) es un proceso
gaussiano de segundo orden. Si x(f) tiene media pux y es estacionario, su funcién

autocorrelacion tiene la forma:

0,.(7) = Elx(0)yx(t + 1) = o1+ B, e 1 + 12 (3.34)

El tiempo de correlaciéon de este proceso es aproximadamente 2.146/(3,; la densidad

espectral del ruido blanco w es 4-8;-6>:6(z).

3.5 MODELOS DE PROCESOS ESTOCASTICOS

3.5.1 Modelos en el espacio de estados

3.5.1.1 Formulacién discreta

Considérese un sistema en tiempo discreto donde el periodo de muestreo se ha tomado
igual a la unidad. Sea x(k) el estado en el instante k. La distribucion de probabilidad del
estado en el instante de tiempo k+1 sera entonces una funcién de x(k). Si el valor medio es
lineal en x(k) y la distribucién alrededor de la media es independiente de x(k), entonces

X(k+1) se puede representar mediante una ecuacion en diferencias lineal estocéastica:
x(k +1) =F-x(k) + v(k) (3.35)

donde v(k) es una variable aleatoria de media cero que es independiente de x(k) y de todos
los valores pasado de x. Esto implica que v(k) también es independiente de todos los
valores pasados de v. La secuencia {v(k), k=0,1,...} es una secuencia de variables aleatorias
independientes igualmente distribuidas. Por lo tanto el proceso estocastico {v(k)} es ruido

blanco en tiempo discreto.
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Para definir al proceso aleatorio {x(k)} completamente, es necesario especificar las
condiciones iniciales. Se supone que el estado inicial tiene valor medio my, y matriz de

covarianza Ry. Asimismo la covarianza de las variables aleatorias v se denota mediante R;.

Teorema 3.1: Considérese un proceso aleatorio definido por la ecuacion en diferencias
estocastica (3.35), donde {v(k)} es un proceso de ruido blanco con valor medio cero y
covarianza Ry. Considérese que el estado inicial tiene valor medio mg y covarianza Ry. La

funcion del valor medio del proceso esta por la siguiente ecuacion en diferencias:
m(k+1)=Fm(k), m(0)=m, (3.36)
y la funcion de covarianza por:
r(k+7,k)=F"-P(k), 720 (3.37)
donde P(k)=cov[x(k),x(k)] viene dada por:
P(k+1)=F-P(k)F" +R, P0)=R, (3.38)

¢ Demostracion Teorema 3.1:

Para obtener la funcion valor medio
m(k) = E[x(k)]
simplemente hay que tomar el valor medio en ambos lados de la ecuacion (3.35)
E[x(k +1)] = E[F-x(k) +v(k)| = m(k +1) = F-m(k) + E[v(k)]
Como E[v(k)]=0 entonces se obtiene
m(k +1)=Fm(k)
Luego el valor medio se propagara de la misma forma que un sistema no perturbado.
Para calcular la funcién de covarianza, se considera la siguiente variable
X=x—-m

de tal forma que:
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P(k) = cov[x(K).x(k)] = E[R(K) X" (k)]

Esta X satisface la ecuacion (3.35) si la condicién inicial tiene media cero. Para calcular la

covarianza hay que formar la siguiente expresion

Tk + 137 (k+1) = [FFk) + v [F-3 (k) +v(k)]
= FR)XT (k) F" + FX()v" (k) +v(k) %" (k)F" +v(k)v' (k)

Tomando valores medios
E[F(k+)F (k+1)]= F-EFR)T O} + F-EFGRY (0)]+ Epi) " 0)FT + E[vo" ()]
Se obtiene
P(k+1)=F-P(k)F" +R,
Esta ecuacion recursiva para P indica como se propaga la covarianza.

Para calcular la funcion de covarianza del estado, hay que darse cuenta que:
Xk +1)X" (k) =[F-X(k)+v(k)]x" (k)
Puesto que v(k) y X (k) son independientes y v(k) tiene media cero, entonces:

v (k +1,k) = cov[x(k + 1), x(k)] = E[(x(k +1) — m(k + D) (x(k) — m(k))" |
= E[F(k + )X (k)| = E[F5(k) + v(k)] % (k)]
= E[FF(0)F" (k) +v(k) %" (k)| = F-E[5(0)F (0)|+ Epk) %7 ()]
- F-P(k)
Para obtener la expresion

r_(k+1,k)=F"-P(k)

se debe operar de forma similar al caso 7, (k +1,k) pero considerando que ahora

X(k+o)X" (k) =[F"-X(k)+ rZ_I:FH’j vk + j)]I'x" (k)

Jj=0
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Los términos de (3.38) pueden interpretarse fisicamente. La covarianza P representa la

incertidumbre en el estado, el término F-P(k)-F” indica la incertidumbre en el instante k que

se propaga debido a la dinamica del sistema, y el término R, describe el incremento en la

incertidumbre debido a la perturbacion v.

Por otra parte, si el sistema tiene una salida
y=Cx

puede demostrarse facilmente que su funcion valor medio es

y que su funcion de covarianza es
T, = Cr C"
Asimismo la funcién de covarianza cruzada entre y e x esta dada por:
r.=Cr

X xx

¢+ Ejemplo 3.2:

Considérese el siguiente sistema de primer orden
x(k+1)=ax(k)+v(k)

donde v es una secuencia de variables aleatorias no correlacionadas con valores medios nulos y
covarianzas ry. Supéngase que en el instante kj el estado tiene un valor medio mgy y covarianza r.

Para obtener el valor medio del estado x(k) hay que resolver la ecuacion en diferencias (3.36):
m(k +1) = am(k), m(k,) =m,
La solucion a esta ecuacion en diferencias es:
m(k)=a""m,
Por otra parte la aplicacion de la ecuacién (3.38) da

P(k+1)=a-P(k)+r, P(k,) =7,
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Resolviendo esta ecuacion en diferencias se obtiene:

« 1—at*
P(k)=a>"* )y + ————,
l1-a’

Por otra parte, de acuerdo con 3.37
r.(1,k)=a""-P(k) [>k
r.(1,ky=a*"-P(l) 1<k

Si |al<1y ko— -, entonces:

m(k) — 0

h

P(k) —> 5

7l

r-a
2

r(k+7,k)—>

Se observa que en ese caso el proceso pasa a ser estacionario ya que m es una constante y la

funcién de covarianza es Unicamente funcion de t.
Si se considera la siguiente salida
(k) = x(k) + e(k)

donde e(k) es una secuencia de variables aleatorias no correlacionadas con media cero y covarianza

r,, entonces la funcién de covarianza de y es

v,
Hn+—— 1=0
B l-a
n@=1
1
5 t#0
l—a

La densidad espectral de la salida se obtiene de la expresién (3.14):

b(@)=——{r,+ d T d
g 27| (€ —a)ye™ —a)| 27|’ 1+a*-2acosw
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3.5.1.2 Formulacion continua

Modelos en el espacio de estados para procesos en tiempo continuo estocasticos se

pueden obtener mediante una generalizacion formal de la ecuacién (3.35):

dx .

—=Ax+v

dt
donde v es un vector cuyos elementos son procesos estocasticos de ruido blanco. Puesto
que v tiene una varianza infinita, se acostumbra a escribir la ecuacién en término de

diferenciales, es decir:
dx = A-xdt +dv (3.39)

La sefal v es la integral de v, se supone que tiene valor medio cero, incrementos no

correlacionados entre si, ni con x, y varianza
cov[v(?),v(¢)] = R,t (3.40)

A la ecuacién (3.39) se le denomina ecuacion diferencial estocastica lineal. Para
especificarla completamente es necesario dar la distribucion de probabilidad inicial de x en

el instante inicial.

Teorema 3.2: Considérese un proceso estocastico definido por la ecuacién diferencial
estocastica lineal (3.39) donde el proceso v tiene media cero y covarianza incremental R-dt.
Supongase que el estado inicial tiene media my y covarianza Ry. El valor medio del proceso

x viene dado por la solucion de la ecuacién diferencial

dm(t)
dt

=Am(t), m(0)=m, (3.41)
La covarianza es
cov[x(s),x(t)] = e -P(t), s>t (3.42)

donde P(f)=cov[x(t),x(t)] es la solucion de la ecuacién diferencial

dP(t)

0 AP(t)+ P(t)yA" +R,  P(0)=R, (3.43)
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¢ Demostracion Teorema 3.2:

La ecuacion (3.41) se obtiene tomando el valor medio de (3.39)
Eldx]= E[4-x-dt]+ E[av]

Considerando que los valores constantes se pueden sacar del operador valor medio E y que ademas

éste conmuta con respecto al diferencial:
dE[x]|= AE[x}dt + dE[v]
Que es equivalente a
dm(t) = Am(t)-dt
Y dividiendo por df se obtiene (3.41).

Para obtener la ecuacién diferencial (3.43), hay que considerar que

d(xx")=(x+dx)(x+dx)" —xx" =xdx" +dxx" +dx-dx"

Sustituyendo en la expresién anterior la ecuacioén (3.39) se obtiene:

d(xx") = x[dxdt + av] +[Axdt + dv}x" +[Axdt + dvl{4xdt + av]

Desarrollando la ecuacion anterior se obtiene:

d(xx")=xx"-A"dt + x-dv" + Axx"-dt + dvx" + Ax(dt)*x"-A" +
+dvdtx" A" + Ax-dt-dv’ +dv-dv"

Si se toma el valor medio, puesto que v es independiente de x se obtiene:

d(E[x-xT]) = Elx-x’ }AT dt + A-E[x-xT }dt + A-E[x-xT }AT (dt)* + E[a’v-dvT]

Como por definicion

P(t) = E[xx"]

y de (3.40)

Eldv-av"|= R -dt
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Entonces

dP(t) = P(t)-A"-dt + A-P(t)-dt + A-P(t)-A" (dt)* + R,dt

Dividiendo por dt

dP(t)

= P(t) A" + A-P(t)+ R, + A-P(t)-A" (dt)

y tomando el limite cuando dt tiende a 0 se obtiene (3.43).

Finalmente para obtener (6.42), se considera s>ty se integra la ecuacion (3.39) se obtiene
x(s) = e’ x(t) + J.eA(HV) -dv(s')
t
Si se multiplica por la derecha con xT(t) a ambos miembros se obtiene:

x(s)x" (t) = e x(t)x" () + ﬁ e -dv(s’ )}xT (®)

t

Si se aplica el operador valor medio, considerando que dv(s’) no esta correlacionado con x(f) si §'> {,

entonces se obtiene (3.42).

+ Ejemplo 3.3:

Considérese la siguiente ecuacion diferencial estocastica escalar

dx = —a-x-dt +dv
x(t,) = m

cov[x(t,),x(¢,)] =1,

donde el proceso {v(f), te T} posee una covarianza incremental ry-dt. La ecuacion diferencial que da la

expresion de la media es
—=—am m(ty)) =m,

dt

La solucion de esta ecuacion es:
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m(t) = my-e ™"

La funcién covarianza viene dada por

e “UP(t)y s>t

l/'(S,t) = COV[X(S)ax(t)] = efa(H).P(t) s<t

La ecuacién (3.43) da la siguiente ecuacioén diferencial para P.

i—f =-2aP+r P(t) =r,

Cuya solucion es:

P t et P v P
P(t) = e 900 +J‘ e T s = @ 2O g +21 -[l—e 2a(t to)]
ty -a

Cuando ty—-, la funcién valor medio tiende a cero y la funcién covarianza tiende a

g —ali—
r(s,t) = ﬁ-e =)

Puesto que esta funcion depende de la diferencia s-t, el proceso seria estacionario y su funcion de

covarianza se puede escribir como:
e
r(r)=—1-e afd
2-a

Por otra parte, la correspondiente densidad espectral vendria dada por la aplicacion de (3.16).

R

27 @ +a’

3.5.1.3 Muestreo de una ecuacion diferencial estocastica

Si el modelo de un proceso se presenta como ecuaciones diferenciales estocasticas,

puede ser Util muestrearlas y obtener un modelo en tiempo discreto.
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Considérese el proceso descrito por
dx = A-xdt +dv (3.44)

donde el proceso v tiene media cero e incrementos no correlacionados. La covarianza
incremental de v es Ry-dt. Sean los instantes de muestreo {f; k=0,1,...}. La integracion de

esta ecuacion sobre un intervalo de muestreo [, f+1] da

i1
x(tM) — eA(t“'_t/‘)'x(l‘k)-l— J.eA(tk”_S)'dv(S)

193
Considérese la variable aleatoria

738}
et;) = [e' ) dv(s)

U

Esta variable tiene media cero puesto que v también tiene media cero. Las variables
aleatorias e(fk) y e(fj) no estan correlacionados si k=/ puesto que los incrementos de v sobre

intervalos disjuntos estan no correlacionados. La covarianza de e(f) esta dada por

Ele(t, )eT(tk )]: E _[ J‘eA(t"“_s) 'dv(S)'dvT(t)'eAT(t“‘_t)

B (3.45)

i1
— J.eA(fkn*S) .Rl .eAT(f/m*S)dS

Ik

Se obtiene asi que la secuencia aleatoria {x(tx), k=0,1,...} obtenida muestreando el

proceso {x(f)} esta descrita por la ecuacion en diferencias
At —t;) |
X(t,) =e T ex(t ) +e(t,)

donde {e(f)} es una secuencia de variables aleatorias no correlacionadas con media cero y
covarianza (3.45).
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3.5.2 Filtrado de procesos estacionarios

3.5.2.1 Formulacion discreta

—— Hz) —

Figura 3.6: Sistema discreto estacionario

Teorema 3.3. Considérese un sistema dinamico de tiempo discreto estacionario con
periodo de muestreo T=1 (ver Figura 3.6) y funciéon de transferencia pulso H(z). Sea la
sefal de entrada u un proceso estocastico con media m, y densidad espectral ¢,. Si el

sistema es estable, entonces la salida y es también un proceso estacionario con media
m (k)= H()m, (k) (3.46)
y densidad espectral
¢, (@)= H(e")¢,(0)yH" (e) (3.47)

Ademas la densidad espectral cruzada entre la entrada y la salida estd dada por la

expresion

¢, (@) =H("" )¢, (o) (3.48)

¢ Demostracion Teorema 3.3:

Para el sistema considerado la relacion entre la entrada y la salida es:

y(k)= Zh(k —n)u(n) = i h(n)u(k —n)

Tomando valores medios
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m, (k)= E[y(k)] = E{i h(n)u(k - n)j| =

= ih(n)-E[u(k —n)]= ih(n)-mu (k —n)

n=0
Se observa que el valor medio de la salida se obtiene filtrando el valor medio de la entrada.

Para determinar la covarianza, primero hay que darse cuenta que
y(k)=m, (k) = 3 h(n){uk —n)—m, (k—n)]
n=0

Luego la diferencia entre la sefial de salida y su valor medio se propaga a través del sistema de la
misma forma que la sefial de entrada. Con vistas a simplificar la escritura de las ecuaciones se va a
suponer que los valores medios son cero. Ademas se supondra que todas las series infinitas existen
y que las operaciones de suma infinita y valor esperado son conmutativas. Asi, la definicion de

covarianza da
r,(r) = E[y(k +7)y’ (k)] =

=E (i h(n)uCk +7 - n)]j-(g h(l){u(k - z)]jT =

n=0

h(n) Elutk + 7 = nyu” (k= D" (1) =

Il
1M
e IPM-

h(n)r, (z +1-n)h" ()

Il
NgE

=
I
(=]
~
Il
[=}

De forma similar se obtiene la covarianza cruzada entre la entrada y la salida.

o (0) = Ely(k+0)u" (k)= E[(i h(n)u(k + 7 - n)]}uT (k)} -

= h(n) Elutk + 7 —nyu” (6)|= > h(n)r, (z = n)
n=0 n=0
La definicion de densidad espectral es

b,(0) =, () = i > ()

Sustituyendo la expresién de la covarianza en esta ecuacion y recolocando términos
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b(@)= 3 e {ZZh(km (n+1=kyh' (D] -
277'- n=—oo k=0 [=0
Zze—i-k-a} ‘h(k).e—i-(rwl—k)-a) 7, (n + l _ k)‘e—i-lw 'hT (Z)

1
2 n=-o0 k=0 [=0

LZ ik h(k) Z e*i'(nH—k)‘(u 7, (n +]— k)zei'l-w 'hT (Z)
7T k=0 n=—o 1=0

8 HMS

l\.)

Haciendo el cambio de variable p=n+/-k en la segunda sumatoria se obtiene:

¢y(w)=iz e h(k)z e, (p)ze”‘”h ()

k=0

Introduciendo la funcion de transferencia pulso H(z) del sistema, que se relaciona con la respuesta a

un impulso {h(k), k=0,1,...} mediante la expresion:
H(z)=) z"h(n) (3.49)
n=0
Como z=€*"y T=1 se tiene

H(eiw) — ie—n-i‘{u.h(n)

n=0

Entonces la ecuacion para la densidad espectral se puede escribir de la siguiente forma:
¢, ()= H(e )¢, (0)H' ()

De forma similar, la ecuacién para la densidad espectral cruzada es

P (@) =—— Z _'"”’zh(k)r(n k)——z _’k‘”h(k)ze “r,(n)=H(e"™ )4, (v)

n=—o0 k=0 n=-o0

El resultado indicado en este teorema tiene una sencilla interpretacion fisica. El nimero

‘H(e’”) es la amplitud en el estado estacionario de la respuesta del sistema a una sefal

seno de frecuencia . El valor de la densidad espectral de la salida es entonces el producto

de la ganancia de la potencia ‘H(ei“’ )‘2 y la densidad espectral de la entrada ¢,(o).
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Por otra parte, la ecuacion (3.48) indica que la densidad espectral cruzada es igual a la
funcién de transferencia del sistema si la entrada es ruido blanco con densidad espectral
unidad. Este resultado puede ser utilizado para determinar la funcién de transferencia pulso

del sistema.

¢ Ejemplo 3.4:

Considere el proceso {x(k)} del Ejemplo 3.2. Este proceso puede ser generado haciendo pasar ruido

blanco a través de un filtro funcién de transferencia pulso:

1
H(z)=——-
Puesto que la densidad espectral de {v(k)} es:
h
w)=—-
(@)=

La densidad espectral de {x(k)} se determina aplicando la ecuacion (3.47)

no 1 B 7
27 (e —a)(e™ —a) 2-72-(1 +a’ —2-acos a))

¢.(0)=H ()¢, (w)H () =

Por otra parte, el proceso

y(k) = x(k) + e(k)

tiene la siguiente densidad espectral

1 7
®)=—1r, +
P (@) 2~7r{ > 1+a’ —2-a-cosw}

Se observa que este resultado es el mismo obtenido en el Ejemplo 3.2.

3.5.2.2 Formulacion continua

Considérese un sistema estable invariante en el tiempo con respuesta a impulso g. La

relacion entre la entrada y la salida de dicho sistema viene dada por:
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y(0) = [ g(t—syu(s)ds = [ g(s)u(t - s)ds (3.50)

Sea la sefal de entrada u a un proceso estocastico con funcion valor medio m, y
funcién de covarianza r,. El siguiente teorema es analogo al Teorema 3.3 enunciado para

sistemas en tiempo discreto.

Teorema 3.4: Filtrado de procesos estacionarios. Considérese un sistema lineal estacionario
con funcién de transferencia G. Sea la senal de entrada un proceso estocastico estacionario
en tiempo continuo con valor medio m, y densidad espectral ¢,. Si el sistema es estable,

entonces la salida es también un proceso estacionario con valor medio
m, =G(0)m, (3.51)
y densidad espectral
4, (@) = Gliw)y¢, (@) G’ (-iw) (3.52)
La densidad espectral cruzada entre la entrada y la salida esta dada por
9. (@) =Giw)d, () (3.53)

Ejemplo 3.5:

Considérese el sistema del Ejemplo 3.3. El proceso x se puede considerar como el resultado de filtrar

ruido blanco con varianza r4/(2-n) a través de un sistema con funcion de transferencia

G(s) =

s+a

La densidad espectral se puede calcular usando (3.52):

Ny =S I

27 iw+a —iw+a 27 @ +a’
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3.5.3 Factorizacion espectral

3.5.3.1 Formulacion discreta

Por factorizacion espectral se entendera al problema de obtener el sistema lineal H(z)
que al ser excitado por ruido blanco de covarianza unidad genera una salida cuya densidad

espectral ¢,(w), racional en cosw, es conocida de antemano.

Como la entrada es ruido blanco su densidad espectral es

1
b (@) =——

Ademas como

entonces por la ecuacion (3.47) del Teorema 3.3 se tiene que:
1 T, -1
9, () = E'H (2)H (z7)=F(2)

Se verifica que si z, es un cero de H(z) entonces z;' es un cero de H(z').

Andlogamente si p, es un polo de H(z) entonces p;' es un polo de H(z"). Es decir,

existe una simetria tal que

pbi'P;= 1
Siendo z,z; ceros de F(z) y siendo p, p polos de F(z).

Los pasos para encontrar una funcién H que corresponda a una determinada densidad

espectral racional ¢, son:

1) Dada ¢,(w) obtener los polos p; y los ceros z de F(z).

2) Construir H(z) de la siguiente forma:

H(Z):K_H(z—zi) _B(2)
[1G-p) A2
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Puesto que el proceso estocastico se ha supuesto estacionario los polos p; y los ceros z;

verificaran las siguientes condiciones:

|Zl.|S1

|pi| <l
El resultado obtenido se resume en el siguiente teorema.

Teorema 3.5: Teorema de factorizacion espectral. Dada una densidad espectral ¢(w),
que sea una funcion racional en cos @, existe un sistema lineal con funcion de transferencia

pulso

_B(2)

H(z) 40)

(3.54)
tal que la salida que se obtiene, cuando la entrada del sistema es ruido blanco, es un
proceso aleatorio estacionario con densidad espectral ¢. El polinomio A(z) tiene todos sus
ceros dentro del circulo unidad. El polinomio B tiene todos sus ceros dentro del disco unidad

0 sobre el circulo unidad.

La principal conclusion de este teorema es que es posible generar cualquier proceso
aleatorio estacionario con densidad espectral racional como la salida de un sistema lineal

estable al cual se le excita con ruido blanco.

Por tanto es suficiente con estudiar como se comportan los sistemas cuando son
excitados por ruido blanco. Todos los otros procesos estacionarios con densidad espectral

racional pueden ser generados mediante el filtrado adecuado del ruido blanco.

A menudo se supone que el polinomio B(z) posee todos sus ceros dentro del circulo

unidad. Esto significa que la inversa del sistema H es estable.
¢ Ejemplo 3.6:

Considérese el proceso {y(k)} de los Ejemplos 3.2 y 3.4. Este proceso tiene la siguiente densidad

espectral

¢);(a))=F(Z)=21 {rz i } 1 [”1+”z(1+az)—l’2'a'(z+2_l)
‘T

" (z—a)(z" -a) Y (z—a)(z" -a)
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Pasando el factor 2r al otro miembro

2 F(z)=

(z-a)y(z" -a)

rn+r(l+ a’) —-na(z+ 2_1)}
Se observa que el denominador ya estda en forma factorizada. Para factorizar el numerador,
observamos que puesto que unicamente posee potencias en z, entonces
B(z)'B(z")=A(z=b)(z"' =b)

Que se puede escribir como

B(z)B(z ) =2(1+b*)=Ab(z+z7")
Igualando B(z)-B(z‘1) con el numerador de 2-n-F(z)

AA+b) = Vb(z+zY=r+r-(1+a’)—r,a(z+z7")

Igualando ahora los coeficientes de la misma potencia de z se obtienen el siguiente par de

ecuaciones:

2220+ =1 +r,(1+a%)

1 2
z :Ab=r,a

Si se despeja 2?de la segunda ecuacion

y se define la variable p como:
p=n +7‘2'(1+a2)
Es posible escribir la primera ecuacién como una ecuacion algebraica de segundo orden para b
r,ab® —b-p+r,a=0

Esta ecuacion tiene la siguiente solucion valida, es decir, dentro del circulo unidad:
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y_ PP —4(rya)

2-ar,

Con lo que

P 2:(r,-a)’
Luego

H(z)= M
z—a
.

¢ Ejemplo 3.7:

Se desea calcular el filtro H(z) que genera una sefal estocastica con densidad espectral

1 0.3125+0.125(z+z7")
| 225-1.5(z+z")+0.5(z° +27°)

F(z)=2

F(z) se puede escribir como:

B(z)B(z™") A(z—-b)(z"" —b)

PR S aGT)  Gma) e —a)G-a) —ay)

Luego

_B(z)_ A(z-b)

M=) " cmayc-ay)

Definiendo las variables

P :1+a12

P, :1+a22

Y desarrollando los productos se obtiene

155



TEMA 3: Modelos de perturbaciones

B(zyB(z") 2la+p) bz +z)
A(z)A(z™) (py'p, +2:a,a,)—(a,p, +a, p)(z+z ") +a,a,(z> +z7%)

Igualando B(z)-B(z‘1) con el numerador de 2-n-F(z)
21+b2)=b(z+27")]=03125+0.125(z+27)
se obtienen las ecuaciones:
A(1+b%)=0.3125
- 2b=0.125
Eliminando 4* se obtiene la siguiente ecuacién cuadratica para b
b>+2.5b+1=0
Cuya unica solucién dentro del circulo unidad es: b=-0.5. Con lo que A=0.25.

Por otra parte, igualando A(z)-A(z'1) con el denominador de 2-n:F(2)

(pyp, +2:a,a,)—(a,;p, +a, p)(z+z ) +a,a,(z° +27)=225-1.5(z+z")+05(z" +z7)

se obtiene las ecuaciones:

py'p, +2:a,-a, =225
a;'py +a, p, =15

a,.a, =0.5
Luego
0.5
a, =—
a,
1.25
b=
P>
Por tanto
E-p2 + az-ﬁ =1.5=05p, + a;g =1.5a, = 0.5p; +1.25a; =1.5a,p,
a, P, P,
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sustituyendo la variable p, de acuerdo a su definicion se obtiene la siguiente ecuacion:
0.5(1+a3)’ +125a; —1.5a,-1+a3)=0=0.5a; —1.5a; +2.25a; —1.5a, +0.5=0

Cuyas soluciones dentro del circulo unidad son a,=0.5+j-0.5 y a,=0.5-j-0.5

Luego a,=0.5-j-0.5 y a,=0.5+j-0.5

Con lo que finalmente H(z) es:

H(z) = A(z-Db) B 0.5 (z—(-0.5)) ~0.5z+0.25
C(z—a)(z—a,) (z—(0.5—0.5)(z—(0.5+ j0.5) z*—z+0.5

3.5.3.2 Formulacién continua

Teorema 3.6: Factorizacion espectral. Dada una densidad espectral racional ¢(»), existe

un sistema lineal de dimension finita con funcion de transferencia

_B6)

=6

tal que la salida que se obtiene, cuando la entrada del sistema es ruido blanco, es un
proceso estocastico estacionario con densidad espectral ¢. El polinomio A tiene todos sus
ceros en el semiplano izquierdo del plano s. El polinomio B no tiene ceros en el semiplano

derecho del plano s.

3.5.4 Calculo de varianzas

La varianza de una senal obtenida mediante el filtrado de ruido blanco puede ser
calculada usando la ecuacion recursiva (3.38) si se tiene un modelo en variables de estados
del sistema. En esta seccidn se van obtener algunas férmulas que permiten calcular la
varianza de una sefial si se dispone de la funcion de transferencia del sistema que genera

dicha senal.

Considérese una seial generada por

_B@) (3.55)

k
y(k) 1)
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donde e es ruido blanco de varianza unidad. De acuerdo con el Teorema 3.5 la densidad
espectral de la sefial y esta dada por

1 B(z)B(z™")

A T

También se sigue de dicho Teorema 3.5 que la varianza de la sefal y esta dada por la
integral compleja

1 §)B(z)-B(z_l).é

3.56
A(z)A(z™") z ( )

£ )= [p(@rdo =1 [gore ae™) -
- l -

2.7

El calculo de las integrales que poseen esta forma esta estrechamente ligado al fest de
estabilidad de Jury que se usa para conocer si las raices de la ecuacién caracteristica de un
sistema discreto en lazo cerrado se encuentran ubicadas dentro del circulo unidad. Asi para
evaluar este tipo de integrales hay que construir la Tabla 3.1, considerando la siguiente
estructura para los polinomios A(z) y B(z):

A(z)=a,z" +a;z"" +..+a,
B(z)=b,z" +b-z"" +..+b,

a, a a, a, b, b, b, b,

a, a,, a, ay a, a, a,, a a, B,
bt =

an oA a. a4 B
a, @ by b

a, a, a, a a, B
ag 1 by B,

Tabla 3.1: Tabla asociada al test de estabilidad de Jury
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En dicha tabla se definen:

a b
o = .
s
k bk (3.57)
a =% p =0
k a(l)c k a(/)c
Donde
k—1 k k
a;” =a; —a,-a,,
o g ’; (3.58)
bi :bi _ﬂk'ak—i

Se puede demostrar que el resultado de la integral (3.56) viene dado por la expresion

1,=L3p (3.59)

ay =0
En el caso de n=1y n=2 la expresion (3.59) toma los siguientes valores

_ (b02 + blz)'ao —2by'ba,

I, > > (3.60)
a,(a; —ay)
_ Byaye, —Braya +Bz'(a12 —a,-e) (3.61)
2 = .
a, '[(ag - azz)'el —(aya,—a,a,)a,]
Donde
B,=b; +b] +b]
B, = 2'bl'(bo +b2) (3.62)
B, =2-b,b,
el = ao + a2
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TEMA 3

MODELOS DE PERTURBACIONES

3.1 INTRODUCCION

La existencia de perturbaciones en las entradas y/o en las salidas de un sistema,
impone limitaciones fundamentales en su comportamiento. Por ejemplo, el ruido de medida
en un sistema de seguimiento limita el ancho de banda alcanzable por el sistema en lazo
cerrado. Para mejorar el comportamiento de un sistema sometido a perturbaciones se hace
imprescindible el uso de sistemas de control. La naturaleza de las perturbaciones
determinara la calidad de la regulacion de un control aplicado a un cierto proceso. Con el
objetivo de poder disefiar los controles mas apropiados se hace necesario el disponer de

modelos matematicos de las perturbaciones.

En este tema se estudian en primer lugar los modelos clasicos de las perturbaciones. A
continuacion, se describen las posibles formas de reduccién de los efectos de las
perturbaciones. Seguidamente, debido al caracter estocastico o aleatorio de algunas
perturbaciones, se incluye un repaso a los conceptos basicos de la teoria de procesos
estocasticos. A continuacion se describe la formulacion tanto discreta como continua de
modelos de procesos estocasticos. Finalmente se describe el filtrado de procesos aleatorios

de tipo estacionario y la factorizacion espectral.

El material que se estudia en este tema resulta fundamental para comprender el filtro de

Kalman (Tema 4) y las técnicas de control estocastico (Tema 9).

3.2 MODELOS CLASICOS DE PERTURBACIONES

3.2.1 Caracter de las perturbaciones

Comunmente se distinguen tres tipos diferentes de perturbaciones atendiendo a su

caracter:
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B Perturbaciones en la carga. Este tipo de perturbaciones influyen sobre las
variables del proceso. En general este tipo de perturbaciones varian lentamente, y
pueden ser periodicas. En sistemas mecanicos las perturbaciones en la carga se
representan por fuerzas de perturbacién, por ejemplo las rafagas de viento sobre
una antena estabilizada, las olas sobre un barco, la carga en un motor. En
sistemas térmicos las perturbaciones en la carga podrian ser variaciones en la

temperatura del medio ambiente.

B Errores de medida. Este tipo de perturbaciones se introducen en los sensores de
medida. Pueden existir errores estacionarios en algunos sensores debido a
errores de calibracién. Sin embargo, los errores de medida tipicamente poseen
componentes de alta frecuencia. Estos errores pueden poseer una cierta dinamica
debido a la dinamica de los sensores. Un ejemplo tipico es el termopar, que posee
una contante de tiempo de entre 10 y 50 s dependiendo de su encapsulado. Por
otra parte, pueden existir complicadas interacciones dinamicas entre los sensores
y el proceso. Un ejemplo tipico son las medidas de los giréscopos y las medidas

del nivel de liquido en los reactores nucleares.

En algunos casos no es posible medir la variable controlada directamente,
entonces su valor es inferido a partir de las medidas de otras variables. La
relacion existente entre estas variables y la variable controlada puede ser bastante
compleja. Una situacion muy comun es que un instrumento dé una rapida
indicacion con errores bastante grandes y otro instrumento dé una medida muy

precisa pero a costa de un alto retardo.

B Variaciones en los parametros. Cuando se consideran sistemas lineales, la
perturbacion en la carga y el ruido de medida se introducen en el sistema de una
forma aditiva. Los sistemas reales son, en la mayoria de los casos, no lineales,
esto significa que las perturbaciones se introduciran en el sistema de una forma
mucho mas complicada. Puesto que los sistemas lineales son obtenidos mediante
linealizacion de modelos no lineales, algunas perturbaciones aparecen entonces

como variaciones en los parametros del modelo lineal.

3.2.2 Modelos de perturbaciones simples

Existen cuatro tipos diferentes de perturbaciones (ver Figura 3.1) atendiendo a su forma
que son comunmente utilizadas en el analisis de los sistemas de control: impulso, escaldn,

rampa y sinusoide.
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Pulso Escalén Rampa Sinusoide

Figura 3.1: Modelos idealizados de perturbaciones simples

B E/impulso y el pulso. Son realizaciones simples de perturbaciones inesperadas de
duracion muy corta. Pueden representar tanto a perturbaciones en la carga como
a errores de medida. Para sistemas continuos la perturbacién es modelada como
un impulso; para sistemas discretos se modela como un pulso con amplitud

unidad y una duracion de un periodo de muestreo.

El pulso y el impulso son también importantes por motivos tedricos ya que la
respuesta de un sistema lineal continuo en el tiempo esta completamente
especificada por su respuesta a un impulso, mientras que la de un sistema

discreto esta determinada por su respuesta a un pulso.

W E/ escalon. Se usa tipicamente para representar una perturbacion en la carga o un

offset en una medida.

B [a rampa. Es una senal que se utiliza para representar la deriva en los errores de
medida asi como a perturbaciones que de repente comienzan a desplazarse. En
la practica estas perturbaciones se encuentran acotadas, sin embargo el uso de

una sefial rampa suele ser una util idealizacion.

B [a sinusoide. Es el prototipo de una perturbacion periddica. La posibilidad de
seleccionar su frecuencia la hace idonea para representar tanto a las
perturbaciones en la carga (de baja frecuencia) como al ruido de medida (de alta

frecuencia).

Es conveniente visualizar a las perturbaciones como siendo generadas por sistemas
dindmicos. El escaldén puede ser generado por un integrador, la rampa por un doble

integrador y una sinusoide por un oscilador arménico.
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3.3 REDUCCION DE LOS EFECTOS DE LAS PERTURBACIONES

Las perturbaciones pueden ser reducidas actuando sobre su fuente, usando
realimentacion local o usando feedforward. Por otra parte técnicas de prediccion pueden ser

usadas para estimar perturbaciones no medibles.

3.3.1 Reduccion en la fuente

La forma mas obvia de reducir los efectos de las perturbaciones es intentar actuar sobre
la fuente que origina dichas perturbaciones. Esta aproximacion esta estrechamente ligada a

la etapa de disefio del proceso. Algunos ejemplos tipicos son:

e En una planta quimica reducir las variaciones en la composicion mediante la

introduccion de un tanque con una mezcla eficiente.
¢ Reducir las fuerzas de friccion en un servo usando cojinetes mejores.
¢ Ubicar un sensor en una posicién donde hay perturbaciones mas pequefias.
¢ Modificar la electrénica del sensor para obtener menos ruido.
e Sustituir un sensor por otro que posea una respuesta mas rapida.

o Cambiar el procedimiento de muestreo espaciando las muestras mejor en el tiempo

para obtener una representacion mejor de las caracteristicas de los procesos.

3.3.2 Reduccidon mediante realimentacion local

Si las perturbaciones no se pueden atenuar en su fuente, se puede intentar entonces su
reduccion mediante realimentacién local (ver Figura 3.2). Para usar esta aproximacion es
necesario que las perturbaciones se introduzcan en el sistema en una o varias posiciones
bien definidas. También es necesario tener acceso a la variable medida que es resultado de
la perturbacién. Ademas es necesario tener acceso a la variable de control que entra al
sistema en la vecindad de la perturbacion. Las dinamicas que relacionan la variable medida
con la variable de control deberian ser tales que se pueda utilizar un lazo de control de

ganancia elevada.
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Perturbacion

Realimentacion
local

Proceso

Figura 3.2: Reduccién de perturbaciones mediante el uso de realimentacion local. La perturbacion se
introduce en el sistema entre los puntos A y B. Las dinamicas entre estos dos puntos deben ser tales

que sea posible usar una alta ganancia en el lazo.

El uso de la realimentacion es a menudo facil y efectivo ya que no es necesario tener
informacién detallada de las caracteristicas de los procesos, siempre que una alta ganancia
pueda ser utilizada en el lazo. En caso contrario, se necesitara un lazo extra de

realimentacion. Algunos ejemplos de realimentacion local son:

e En sistemas hidraulicos, la reduccidon en las variaciones en el suministro de
presion en valvulas, instrumentos y reguladores mediante el uso de un regulador

de presion.

e En sistemas térmicos, la reduccién de las variaciones en el control de temperatura

mediante la estabilizacidon del suministro de voltaje.

3.3.3 Reduccion mediante feedforward

Las perturbaciones que sean medibles pueden ser reducidas usando una estructura de
tipo feedforward. El principio genérico de esta estructura se ilustra en la Figura 3.3. Se mide

la perturbacién y se aplica al sistema una sefial de control que intenta contrarrestarla.

Si la funciones de transferencia que relacionan la salida y a la perturbacion w y al
control u son H, y H,, respectivamente, entonces la funcién de transferencia Hyx del

compensador feedforward idealmente seria:

— _1-
Hy=-H,H,
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Perturbacion medida
HW
Hi
u v Y
+ Hy ——&——>
Proceso

Figura 3.3: Reduccion de perturbaciones mediante el uso de una estructura feedforward

Si la funcién de transferencia Hi es inestable o no-realizable (mayor nimero de ceros
que de polos) se debe seleccionar alguna aproximacién adecuada. El diseio de un
compensador feedforward se basa a menudo en un simple modelo estético, es decir, Hx es
una ganancia. La estructura feedforward es especialmente Util para perturbaciones

generadas por cambios en la sefal de referencia.

3.3.4 Reduccion mediante prediccidon

La reducciéon de perturbaciones mediante prediccion es una extension de la técnica de
feedforward que puede utilizarse cuando las perturbaciones no pueden ser medidas.
Consiste en predecir la perturbacién a partir de la medida de sefales. La sefial de

feedforward se genera a partir de la perturbacion predecida.

Es importante observar que no es necesario predecir la propia perturbacién en si misma
sino que es suficiente con modelar una sefal que represente el efecto de la perturbaciéon

sobre las variables del proceso mas importantes.

3.4 CONCEPTOS BASICOS DE LA TEORIA DE PROCESOS
ESTOCASTICOS

Es natural el usar conceptos estocasticos, es decir, aleatorios, para describir a una
amplia variedad de perturbaciones. El usar estos conceptos permite formular de forma mas

exacta diversos problemas de prediccion.
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3.4.1 Variables aleatorias

Una variable aleatoria x(k) es una variable que puede tomar valores aleatorios en
funcién de los resultados de algun experimento aleatorio. Es decir, los resultados aleatorios
de un experimento se pueden representar por un numero real x(k), llamado variable

aleatoria.

Para un experimento aleatorio, los posibles resultados se denominan espacio de
muestra. Una variable aleatoria x(k) es una funcion definida para los k puntos del espacio de
muestra, que toma valores reales en el rango [-o,+x] asociados a cada uno de los k puntos

que pueden ocurrir.

La forma de especificar la probabilidad con que la variable aleatoria toma diferentes
valores es mediante la funcién de distribuciéon de probabilidad F(x), definida de la siguiente
forma:

F(x)=P(x(k)<x)

Es decir, es la probabilidad de que la variable aleatoria x(k) tome valores menores o

iguales a x. La funcion de distribucién de probabilidad cumple las siguientes propiedades:

F(a)<F(b) si a<bh
F(—0)=0
F(0)=1

Si la variable aleatoria tiene un rango continuo de valores, entonces se puede definir la

funcion densidad de probabilidad f(x):

£(x) = lim

Ax—0

{P[x <x(k)<x+ Ax]}
Ax

Se verifica que:

f(x)=0
Tf(x)dle

_dF(x)
=5
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La probabilidad de que x(k) tome un valor entre x y x+dx es f(x)-dx.

En el caso de que x(k) tome valores discretos x; con probabilidades p; distintas de cero,
entonces la funcion f(x) se puede expresar como una serie de funciones de Dirac 6 por las

probabilidades correspondientes:
S(x)= zpi'5(x_xi)
El valor medio de una variable aleatoria escalar x(k), también denominado valor
esperado o primer momento se define como:
E[x(K)]= p, = m(k) = j xf (x)dx (3.1)

—0

El valor cuadratico medio o segundo momento de x(k) se obtiene mediante la expresion

Efx2(0)]=w? = sz () (3.2)
Si x no es un escalar entonces
E[x(k)x" (k)] =92 = Tx(k)-xT () f (x)ddx

—00

Un parametro que se utiliza en lugar del valor cuadratico medio es la raiz cuadrada
positiva del mismo, conocido por su terminologia anglosajona como rms de “root-mean

squared”.

La varianza de la variable aleatoria x(k) se define como
Elx(0- 1,)*]= 02 = [(x- 1) S = P2 — 12 (3.3)
Si x no es un escalar:

Elox(0)- 1) (300 - 1) = 02 = [0~ g1, x(K) - 1) f ()l = P2 = g’
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La raiz cuadrada de la varianza, o4, es por definicion la desviacion estandar de la
variable aleatoria. Si el valor medio es nulo, entonces la desviacion estandar coincide con el

valor rms.
¢ Ejemplo 3.1: Distribucién Gaussiana o Normal

Una variable aleatoria x(k) tiene una distribucion gaussiana o normal si su funcion densidad de

probabilidad est4 dada por:

(x-a)’
1 h 203,

e
bN2rx

Se puede ver facilmente que a y b se corresponden con el valor medio y la desviacién estandar de la

fx)=

variable aleatoria x(k)

o0

p, = Elx(k)] = [of (x)dv =

ol = E[(x(k)—a)’]= [(x—a)’ f(x)dx=b’

La funcién de distribucion de probabilidad normal es por definicion:

_(z=a)’

Fly=— fe 7 dz

o, N2

0.3989/ 0 ]
02420/ o,
0.0540/ 5. 1
J L Y “
U +20, He U +20,

H, =0, H,+0,

Figura 3.4: Funcion densidad de probabilidad normal o gaussiana
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La consideracion simultanea de mas de una variable aleatoria es a menudo necesaria y
util. En el caso de tener dos variables aleatorias x(k) e y(k), la probabilidad de que se den
pares de valores en un determinado rango de valores esta dada por la funcion de

distribucion de probabilidad conjunta Fy(x, y).
Fy(x,y) = Plx(k) < x& y(k) < y]

La correspondiente funcién de densidad de probabilidad se define como:

J2(x,p) = lim

Ay—0

Plx < x(k) < x + Ax]& Py < y(k) < y + Ay]
AxAy

Que verifica las siguientes propiedades:

fr(x,y)20
_ 82F2(X=J/)
folx,y) = oxdy

[ [ £ yutvay =1

—00—00

Sean f, y f, las funciones de densidad de probabilidad de las variables aleatorias x(k) e

y(k), si se verifica que
)= 1.0 f, ()

entonces las dos variables son estadisticamente independientes. Es decir, el suceso

X(k) < x es independiente del suceso y(k) < y.

El valor medio de una funcién continua real g(x,y) de dos variables aleatorias x(k) e y(k)
es:

Ele(x,y)]= [ [ 2Ce2) s (x, y)dxdy

—00—00

La covarianza r,, entre x(k) e y(k) se define como:
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ry = E[x() - )50 - 1)]= [ [ 5= 15 - 1) 15 . yydvely (3.4)

—00—00

Que se puede expresar de forma equivalente como:

E[(x() - 12, )(y() - 11,)] = E[x(R)y (k) - 2, y(k) = x(K) e, + pa, p1, | = E[x(k)y(k)] - E[x (k) }E[y ()]

La covarianza normalizada por las desviaciones estandar de x(k) e y(k) se denomina

coeficiente de correlacion:

Py =" (3.5)

x7y
Se verifica que

-1<p, <1

El coeficiente de correlacion proporciona una medida del grado de dependencia lineal
entre las variables aleatorias x(k) e y(k). Asi si x(k) e y(k) son independientes entre si
entonces py,=0, y se dice que las variables aleatorias x(k) e y(k) no estan correlacionadas (la

afirmacion contraria no es cierta).

3.4.2 Procesos estocasticos

Un proceso aleatorio o estocastico (senal aleatoria) se puede considerar como un
conjunto de funciones temporales (ver Figura 3.5), cada una de las cuales se puede
observar en el ensayo de un experimento. El conjunto puede incluir un namero finito, un
numero infinito contable o un ndmero infinito incontable de tales funciones. Al conjunto de

tales funciones se les representa por:
{x(0),t € T} = x(t, w)

Usualmente se supone que t es el tiempo y TeR. Si se considera sistemas discretos
entonces T es el conjunto de instantes de muestreo T={0,h,2:h,...} siendo h el periodo de
muestreo. Para un o fijo, ®=w,, se tiene que x(t, mg) es una funcién del tiempo que se
denomina realizacién. Mientras que para un instante de tiempo fijo, t= t,, se tiene que

X(to, ®)=x(ty) es una variable aleatoria.
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N L
x(t,®) Realizacione

Variables aleatorias

SN

x(1,) x(t,)

v

Figura 3.5: Tres realizaciones x(t, wq), X(t, w2) y X(t, w3) de un mismo proceso estocastico x(t, w). Se

detallan las variables aleatorias x(t;) y x(t;) que se obtienen cuando se fija el tiempo a t=t; y t=t,

La probabilidad de que x(t;) tome valores en un cierto rango esta dada por la funcién de

distribucion de probabilidad, como para cualquier variable aleatoria.
F(x,,t)) = P[x(t,) < x,]

La correspondiente funcion de densidad de probabilidad es:

_dF(x,,t))
S(xt) = dx,
El valor medio de x(t;) es:
m(t,) = E[x(tl)] = ]zx1f(x19t1 )dx, (3.6)

—00

Se observa que el valor medio es funcién del instante de tiempo t;.

La probabilidad de obtener un determinado par de valores en un cierto rango esta dada

por la funcion de distribucion conjunta de segundo orden:
F(x,,t;x,,t,)=Plx(t,)<x, & x(t,) < x, ]

La correspondiente funcion de densidad de probabilidad conjunta es:
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azF(xlatl;xzstz)
Ox,0x,

f(xlat1§xzat2) =

La funcién de covarianza o autocovarianza de un proceso se denota por como:
re (1.1, = covlx(t,). x(1,))
Y se define como:
r b2, = El(e(e) ~ BLx(e)Nx(02) ~ ELxe)1) [= E[(x0) = m(e)Yxte) - m(,)) ] 3.7)

La covarianza se pueda expresar de forma equivalente mediante la expresion:
T
Fo(t,t,) = Idxl Idxz(xl -m(t)) (X, -m(t,)) fo(x),85%,,t,)

La funcién de covarianza cruzada se define como:
ry (t,8,) = cov(x(t), ¥(t,)) (3.8)

Obsérvese que si t1=t, entonces se obtiene la varianza.

Un proceso aleatorio estacionario es aquel cuya estadistica es invariante en el tiempo.

Esto implica que la funcion densidad de probabilidad para el proceso f(xi,t;) es

independiente del tiempo de observacion. Todos los momentos de esta distribucion, tales

como m(t)=E[x(t,)] y m(t))=E[x(f;)] son también independientes del tiempo, es decir, son

constantes. En este caso la funcién de densidad de probabilidad de segundo orden no

depende del tiempo absoluto de observacion ¢, y t,, sino de la diferencia entre ellos

T=1t,—1
Por lo tanto, las funciones de covarianza para procesos estacionarios toman la forma:

r..(t) = cov(x(z,), x(t, + 7)) (3.9)

r,(7)=cov(x(t,), y(t, + 7)) (3.10)

Cuando x es un escalar a r, (r) =7, (z') se le denomina funcion de autocovarianza.
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Un propiedad importante es que si un proceso es estacionario al evaluar la funcién de

covarianza en t=0 se obtiene la varianza del proceso, es decir,
r.(0)=7,(0)=07 (3.11)

La funcién de correlacion, se define como:

P, (1) = : Eg; (3.12)
De la desigualdad de Schwartz se cumple que:
r.(c)<r.(0)
Luego:
p. (7)) <1 (3.13)

El valor p (r) da la correlacion entre los valores del proceso espaciados

temporalmente un valor t. Valores cercanos a la unidad indican la existencia de una fuerte
correlacion. El valor cero indica que no existe correlacion. Valores negativos indican la

existencia de una correlacion negativa.

La funcién de densidad espectral de potencia (o espectro de la densidad de potencia)
del proceso aleatorio discreto {x(t)} se define como la transformada de Fourier de la funcion

de covarianza:
O, (@) === S r. (ke (3.14)
27z k=—o0

La Funcion de densidad espectral de potencia cruzada de los procesos aleatorios
discretos {x(t)} e {y(t)} se define se define como la transformada de Fourier de la funcién de

covarianza cruzada:
1 & .
O, (0)=—— D r, (ke (3.15)
27 k=—o0

En el caso de considerar procesos aleatorios continuos se tiene:
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D (@)= [ro@eat (3.16)
; 2r 7

O (@)= | g 3.17
(@)= [r, e di (3.17)

—00

Tomando la transformada inversa se tendria, en procesos estocasticos discretos

r. (k)= ]T.eik“’q)xx (w)dw (3.18)

-

r, (k)= ‘Teik‘”q)x}, (w)dew (3.19)

-

Y en procesos estocasticos continuos:

r. (1) = Te”“’d)xx (w)dw (3.20)

—00
o0

r ()= [e"® (o) (3.21)

—0

Las relaciones que se acaban de definir permiten pasar del dominio temporal al

frecuencial y viceversa en el andlisis de los procesos aleatorios estacionarios.

La potencia de una sefial o proceso aleatorio en el rango de frecuencias [0, ®2] se

calcula como:

2(* @ (0)dw (3.22)

]

3.4.3 Ruido blanco

Una forma particularmente simple del espectro de la densidad de potencia es una

constante, por ejemplo

D(w)= — (3.23)
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Esto implica que la densidad espectral es constante para todas las frecuencias. Por

analogia con la situacion correspondiente para la luz blanca, a tal proceso aleatorio,
generalmente un ruido, se le denomina ruido blanco.

Aplicando la relacion (3.20) es posible calcular la funcién de covarianza para el ruido
blanco:

1 7.
r.(t)=— Ie"“’-az dw=0%5(1) (3.24)
b 27 =,
Donde § es la funcion delta de Dirac:

{oo si 7=0
o(r) =

0 si 70

En conclusion se observa que este proceso no es fisicamente realizable. En realidad, el
ruido blanco es un concepto idealizado, muy util, como aproximacién a situaciones en los

que el ancho de banda del ruido de perturbaciones es mayor que el ancho de banda del
sistema.

Si se considera tiempo discreto dicho proceso se caracteriza por poseer la siguiente
funcién de covarianza

(3.25)

El ruido blanco juega un papel importante en la teoria de control estocastica. Todos los
procesos aleatorios que se puedan necesitar pueden ser generados mediante la

implementacién de un filtro adecuado al que se le aplique en su entrada ruido blanco.

3.4.4 Procesos estocasticos gaussianos y markovianos

Un proceso aleatorio {x(k)} es un proceso aleatorio gaussiano si las variables aleatorias
xk(t,) asociadas al mismo siguen una distribucion normal gaussiana multidimensional para
cualquier instante de tiempo.

Los procesos aleatorios gaussianos estan bastante extendidos en problemas fisicos y
muchas veces pueden ser pronosticados matematicamente mediante el teorema del limite

central. También se puede demostrar que si un proceso gaussiano sufre una transformacion
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lineal, el resultado de la transformacion también es un proceso gaussiano; esta propiedad es
muy importante en muchas aplicaciones tedricas y practicas de la teoria de procesos

aleatorios.
La funcién de densidad de un proceso gaussiano esta dada por:

()’
1 205

f(x,t) :Gx.—\/ge

(3.26)

La distribucién conjunta de x(t1) y x(t,) es la distribucion normal bivariable; distribuciones
conjuntas de orden superior estan dadas por la distribucién normal multivariable. Si x(f) es
un vector gaussiano n-dimensional entonces la distribucion de x(f) es la distribucion normal

dada por:

Lo (X, %5000 X)) = ;m-exp{— l-(x - u)T-P_1 (x— y)} (3.27)
(2”_)71/2.|P| 2

En la expresion anterior x es un vector n-dimensional constituido por las n variables

aleatorias:
X=(X,Xy,0sX,)

Y ny P son la media y la covarianza de x:

= E[x]= (E(x,),... E(x,))" (3.28)

R B, .. B,

T le P22 PZn
P=El(x-py(x-p)'1=| " _ (3.29)

Pnl Pn2 I)nn

Con
P, =E[(x.(k)— 1) (x.(k)— u.

= ELCx; (k) = 1) (x; (k) — )] (3.30)

Pf =0’

1 1
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Todas las propiedades estadisticas de un proceso aleatorio gaussiano estan definidas
por el primer y segundo momento de la distribucion. De acuerdo con esto, se suele usar la

siguiente notacién abreviada para designar a este tipo de procesos:
x=N(u,P)

Otra clase de procesos aleatorios utiles, que se pueden generar haciendo pasar ruido

blanco a través de un determinado filtro, es la familia de los procesos markovianos.

Un proceso continuo x(t) se dice que es un proceso de markov de primer orden si para

todo ky 1< t<...< { se verifica que
Flx(t) [ %0t ) x(t)] = Flx(2,) | x(t, )]

Es decir, la distribucion de probabilidad del proceso x(t) depende solamente del valor
del punto inmediatamente anterior x(fc.1). Los procesos de Markov de primer orden se

pueden asociar con la siguiente ecuacién diferencial:
%—i— Bit)x=w (3.31)

Donde w es ruido blanco.

Para procesos de Markov de primer orden discretos, la relacion correspondiente es una

ecuacion en diferencias de primer orden.

Si la funcién densidad de probabilidad de w es gaussiana entonces x es también
gaussiano y al proceso x(f) se le denomina de Gauss-Markov, que posee la siguiente

funcion de autocorrelacion:
0. (1) = Elx(t)x(t +7)] = o2-¢ "V + i (3.32)

Al valor 1/B4 se le denomina tiempo de correlacion. La densidad espectral del ruido
blanco w que genera el proceso descrito por (3.32) esta dada en términos de la varianza de
X COMO 2-[31-02. Las autocorrelaciones de muchos fenémenos fisicos se describen muy bien

mediante la ecuacion (3.32), pudiéndose modelar con la ecuacion diferencial (3.31).

Un proceso continuo x(t) se dice que es un proceso de markov de segundo orden si

para todo ky t,< t,<...< f se verifica que
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Flx(t,) | x(t,)ses X(t)] = Fla(t) | x(t,20), (8, y)]

Es decir, la distribucién de probabilidad del proceso x(t) depende de sélo dos puntos
inmediatamente anteriores. La ecuacion diferencial asociada a este proceso es:
d*x dx )
—+2:4,(t)—+ H=w 3.33
0 ﬁz()dt By (1) (3.33)
Si la funcién densidad de probabilidad de w es gaussiana entonces x(f) es un proceso
gaussiano de segundo orden. Si x(f) tiene media pux y es estacionario, su funcién

autocorrelacion tiene la forma:

0,.(7) = Elx(0)yx(t + 1) = o1+ B, e 1 + 12 (3.34)

El tiempo de correlaciéon de este proceso es aproximadamente 2.146/(3,; la densidad

espectral del ruido blanco w es 4-8;-6>:6(z).

3.5 MODELOS DE PROCESOS ESTOCASTICOS

3.5.1 Modelos en el espacio de estados

3.5.1.1 Formulacién discreta

Considérese un sistema en tiempo discreto donde el periodo de muestreo se ha tomado
igual a la unidad. Sea x(k) el estado en el instante k. La distribucion de probabilidad del
estado en el instante de tiempo k+1 sera entonces una funcién de x(k). Si el valor medio es
lineal en x(k) y la distribucién alrededor de la media es independiente de x(k), entonces

X(k+1) se puede representar mediante una ecuacion en diferencias lineal estocéastica:
x(k +1) =F-x(k) + v(k) (3.35)

donde v(k) es una variable aleatoria de media cero que es independiente de x(k) y de todos
los valores pasado de x. Esto implica que v(k) también es independiente de todos los
valores pasados de v. La secuencia {v(k), k=0,1,...} es una secuencia de variables aleatorias
independientes igualmente distribuidas. Por lo tanto el proceso estocastico {v(k)} es ruido

blanco en tiempo discreto.
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Para definir al proceso aleatorio {x(k)} completamente, es necesario especificar las
condiciones iniciales. Se supone que el estado inicial tiene valor medio my, y matriz de

covarianza Ry. Asimismo la covarianza de las variables aleatorias v se denota mediante R;.

Teorema 3.1: Considérese un proceso aleatorio definido por la ecuacion en diferencias
estocastica (3.35), donde {v(k)} es un proceso de ruido blanco con valor medio cero y
covarianza Ry. Considérese que el estado inicial tiene valor medio mg y covarianza Ry. La

funcion del valor medio del proceso esta por la siguiente ecuacion en diferencias:
m(k+1)=Fm(k), m(0)=m, (3.36)
y la funcion de covarianza por:
r(k+7,k)=F"-P(k), 720 (3.37)
donde P(k)=cov[x(k),x(k)] viene dada por:
P(k+1)=F-P(k)F" +R, P0)=R, (3.38)

¢ Demostracion Teorema 3.1:

Para obtener la funcion valor medio
m(k) = E[x(k)]
simplemente hay que tomar el valor medio en ambos lados de la ecuacion (3.35)
E[x(k +1)] = E[F-x(k) +v(k)| = m(k +1) = F-m(k) + E[v(k)]
Como E[v(k)]=0 entonces se obtiene
m(k +1)=Fm(k)
Luego el valor medio se propagara de la misma forma que un sistema no perturbado.
Para calcular la funcién de covarianza, se considera la siguiente variable
X=x—-m

de tal forma que:
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P(k) = cov[x(K).x(k)] = E[R(K) X" (k)]

Esta X satisface la ecuacion (3.35) si la condicién inicial tiene media cero. Para calcular la

covarianza hay que formar la siguiente expresion

Tk + 137 (k+1) = [FFk) + v [F-3 (k) +v(k)]
= FR)XT (k) F" + FX()v" (k) +v(k) %" (k)F" +v(k)v' (k)

Tomando valores medios
E[F(k+)F (k+1)]= F-EFR)T O} + F-EFGRY (0)]+ Epi) " 0)FT + E[vo" ()]
Se obtiene
P(k+1)=F-P(k)F" +R,
Esta ecuacion recursiva para P indica como se propaga la covarianza.

Para calcular la funcion de covarianza del estado, hay que darse cuenta que:
Xk +1)X" (k) =[F-X(k)+v(k)]x" (k)
Puesto que v(k) y X (k) son independientes y v(k) tiene media cero, entonces:

v (k +1,k) = cov[x(k + 1), x(k)] = E[(x(k +1) — m(k + D) (x(k) — m(k))" |
= E[F(k + )X (k)| = E[F5(k) + v(k)] % (k)]
= E[FF(0)F" (k) +v(k) %" (k)| = F-E[5(0)F (0)|+ Epk) %7 ()]
- F-P(k)
Para obtener la expresion

r_(k+1,k)=F"-P(k)

se debe operar de forma similar al caso 7, (k +1,k) pero considerando que ahora

X(k+o)X" (k) =[F"-X(k)+ rZ_I:FH’j vk + j)]I'x" (k)

Jj=0
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Los términos de (3.38) pueden interpretarse fisicamente. La covarianza P representa la

incertidumbre en el estado, el término F-P(k)-F” indica la incertidumbre en el instante k que

se propaga debido a la dinamica del sistema, y el término R, describe el incremento en la

incertidumbre debido a la perturbacion v.

Por otra parte, si el sistema tiene una salida
y=Cx

puede demostrarse facilmente que su funcion valor medio es

y que su funcion de covarianza es
T, = Cr C"
Asimismo la funcién de covarianza cruzada entre y e x esta dada por:
r.=Cr

X xx

¢+ Ejemplo 3.2:

Considérese el siguiente sistema de primer orden
x(k+1)=ax(k)+v(k)

donde v es una secuencia de variables aleatorias no correlacionadas con valores medios nulos y
covarianzas ry. Supéngase que en el instante kj el estado tiene un valor medio mgy y covarianza r.

Para obtener el valor medio del estado x(k) hay que resolver la ecuacion en diferencias (3.36):
m(k +1) = am(k), m(k,) =m,
La solucion a esta ecuacion en diferencias es:
m(k)=a""m,
Por otra parte la aplicacion de la ecuacién (3.38) da

P(k+1)=a-P(k)+r, P(k,) =7,
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Resolviendo esta ecuacion en diferencias se obtiene:

« 1—at*
P(k)=a>"* )y + ————,
l1-a’

Por otra parte, de acuerdo con 3.37
r.(1,k)=a""-P(k) [>k
r.(1,ky=a*"-P(l) 1<k

Si |al<1y ko— -, entonces:

m(k) — 0

h

P(k) —> 5

7l

r-a
2

r(k+7,k)—>

Se observa que en ese caso el proceso pasa a ser estacionario ya que m es una constante y la

funcién de covarianza es Unicamente funcion de t.
Si se considera la siguiente salida
(k) = x(k) + e(k)

donde e(k) es una secuencia de variables aleatorias no correlacionadas con media cero y covarianza

r,, entonces la funcién de covarianza de y es

v,
Hn+—— 1=0
B l-a
n@=1
1
5 t#0
l—a

La densidad espectral de la salida se obtiene de la expresién (3.14):

b(@)=——{r,+ d T d
g 27| (€ —a)ye™ —a)| 27|’ 1+a*-2acosw
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3.5.1.2 Formulacion continua

Modelos en el espacio de estados para procesos en tiempo continuo estocasticos se

pueden obtener mediante una generalizacion formal de la ecuacién (3.35):

dx .

—=Ax+v

dt
donde v es un vector cuyos elementos son procesos estocasticos de ruido blanco. Puesto
que v tiene una varianza infinita, se acostumbra a escribir la ecuacién en término de

diferenciales, es decir:
dx = A-xdt +dv (3.39)

La sefal v es la integral de v, se supone que tiene valor medio cero, incrementos no

correlacionados entre si, ni con x, y varianza
cov[v(?),v(¢)] = R,t (3.40)

A la ecuacién (3.39) se le denomina ecuacion diferencial estocastica lineal. Para
especificarla completamente es necesario dar la distribucion de probabilidad inicial de x en

el instante inicial.

Teorema 3.2: Considérese un proceso estocastico definido por la ecuacién diferencial
estocastica lineal (3.39) donde el proceso v tiene media cero y covarianza incremental R-dt.
Supongase que el estado inicial tiene media my y covarianza Ry. El valor medio del proceso

x viene dado por la solucion de la ecuacién diferencial

dm(t)
dt

=Am(t), m(0)=m, (3.41)
La covarianza es
cov[x(s),x(t)] = e -P(t), s>t (3.42)

donde P(f)=cov[x(t),x(t)] es la solucion de la ecuacién diferencial

dP(t)

0 AP(t)+ P(t)yA" +R,  P(0)=R, (3.43)
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¢ Demostracion Teorema 3.2:

La ecuacion (3.41) se obtiene tomando el valor medio de (3.39)
Eldx]= E[4-x-dt]+ E[av]

Considerando que los valores constantes se pueden sacar del operador valor medio E y que ademas

éste conmuta con respecto al diferencial:
dE[x]|= AE[x}dt + dE[v]
Que es equivalente a
dm(t) = Am(t)-dt
Y dividiendo por df se obtiene (3.41).

Para obtener la ecuacién diferencial (3.43), hay que considerar que

d(xx")=(x+dx)(x+dx)" —xx" =xdx" +dxx" +dx-dx"

Sustituyendo en la expresién anterior la ecuacioén (3.39) se obtiene:

d(xx") = x[dxdt + av] +[Axdt + dv}x" +[Axdt + dvl{4xdt + av]

Desarrollando la ecuacion anterior se obtiene:

d(xx")=xx"-A"dt + x-dv" + Axx"-dt + dvx" + Ax(dt)*x"-A" +
+dvdtx" A" + Ax-dt-dv’ +dv-dv"

Si se toma el valor medio, puesto que v es independiente de x se obtiene:

d(E[x-xT]) = Elx-x’ }AT dt + A-E[x-xT }dt + A-E[x-xT }AT (dt)* + E[a’v-dvT]

Como por definicion

P(t) = E[xx"]

y de (3.40)

Eldv-av"|= R -dt
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Entonces

dP(t) = P(t)-A"-dt + A-P(t)-dt + A-P(t)-A" (dt)* + R,dt

Dividiendo por dt

dP(t)

= P(t) A" + A-P(t)+ R, + A-P(t)-A" (dt)

y tomando el limite cuando dt tiende a 0 se obtiene (3.43).

Finalmente para obtener (6.42), se considera s>ty se integra la ecuacion (3.39) se obtiene
x(s) = e’ x(t) + J.eA(HV) -dv(s')
t
Si se multiplica por la derecha con xT(t) a ambos miembros se obtiene:

x(s)x" (t) = e x(t)x" () + ﬁ e -dv(s’ )}xT (®)

t

Si se aplica el operador valor medio, considerando que dv(s’) no esta correlacionado con x(f) si §'> {,

entonces se obtiene (3.42).

+ Ejemplo 3.3:

Considérese la siguiente ecuacion diferencial estocastica escalar

dx = —a-x-dt +dv
x(t,) = m

cov[x(t,),x(¢,)] =1,

donde el proceso {v(f), te T} posee una covarianza incremental ry-dt. La ecuacion diferencial que da la

expresion de la media es
—=—am m(ty)) =m,

dt

La solucion de esta ecuacion es:
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m(t) = my-e ™"

La funcién covarianza viene dada por

e “UP(t)y s>t

l/'(S,t) = COV[X(S)ax(t)] = efa(H).P(t) s<t

La ecuacién (3.43) da la siguiente ecuacioén diferencial para P.

i—f =-2aP+r P(t) =r,

Cuya solucion es:

P t et P v P
P(t) = e 900 +J‘ e T s = @ 2O g +21 -[l—e 2a(t to)]
ty -a

Cuando ty—-, la funcién valor medio tiende a cero y la funcién covarianza tiende a

g —ali—
r(s,t) = ﬁ-e =)

Puesto que esta funcion depende de la diferencia s-t, el proceso seria estacionario y su funcion de

covarianza se puede escribir como:
e
r(r)=—1-e afd
2-a

Por otra parte, la correspondiente densidad espectral vendria dada por la aplicacion de (3.16).

R

27 @ +a’

3.5.1.3 Muestreo de una ecuacion diferencial estocastica

Si el modelo de un proceso se presenta como ecuaciones diferenciales estocasticas,

puede ser Util muestrearlas y obtener un modelo en tiempo discreto.
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Considérese el proceso descrito por
dx = A-xdt +dv (3.44)

donde el proceso v tiene media cero e incrementos no correlacionados. La covarianza
incremental de v es Ry-dt. Sean los instantes de muestreo {f; k=0,1,...}. La integracion de

esta ecuacion sobre un intervalo de muestreo [, f+1] da

i1
x(tM) — eA(t“'_t/‘)'x(l‘k)-l— J.eA(tk”_S)'dv(S)

193
Considérese la variable aleatoria

738}
et;) = [e' ) dv(s)

U

Esta variable tiene media cero puesto que v también tiene media cero. Las variables
aleatorias e(fk) y e(fj) no estan correlacionados si k=/ puesto que los incrementos de v sobre

intervalos disjuntos estan no correlacionados. La covarianza de e(f) esta dada por

Ele(t, )eT(tk )]: E _[ J‘eA(t"“_s) 'dv(S)'dvT(t)'eAT(t“‘_t)

B (3.45)

i1
— J.eA(fkn*S) .Rl .eAT(f/m*S)dS

Ik

Se obtiene asi que la secuencia aleatoria {x(tx), k=0,1,...} obtenida muestreando el

proceso {x(f)} esta descrita por la ecuacion en diferencias
At —t;) |
X(t,) =e T ex(t ) +e(t,)

donde {e(f)} es una secuencia de variables aleatorias no correlacionadas con media cero y
covarianza (3.45).
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3.5.2 Filtrado de procesos estacionarios

3.5.2.1 Formulacion discreta

—— Hz) —

Figura 3.6: Sistema discreto estacionario

Teorema 3.3. Considérese un sistema dinamico de tiempo discreto estacionario con
periodo de muestreo T=1 (ver Figura 3.6) y funciéon de transferencia pulso H(z). Sea la
sefal de entrada u un proceso estocastico con media m, y densidad espectral ¢,. Si el

sistema es estable, entonces la salida y es también un proceso estacionario con media
m (k)= H()m, (k) (3.46)
y densidad espectral
¢, (@)= H(e")¢,(0)yH" (e) (3.47)

Ademas la densidad espectral cruzada entre la entrada y la salida estd dada por la

expresion

¢, (@) =H("" )¢, (o) (3.48)

¢ Demostracion Teorema 3.3:

Para el sistema considerado la relacion entre la entrada y la salida es:

y(k)= Zh(k —n)u(n) = i h(n)u(k —n)

Tomando valores medios
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m, (k)= E[y(k)] = E{i h(n)u(k - n)j| =

= ih(n)-E[u(k —n)]= ih(n)-mu (k —n)

n=0
Se observa que el valor medio de la salida se obtiene filtrando el valor medio de la entrada.

Para determinar la covarianza, primero hay que darse cuenta que
y(k)=m, (k) = 3 h(n){uk —n)—m, (k—n)]
n=0

Luego la diferencia entre la sefial de salida y su valor medio se propaga a través del sistema de la
misma forma que la sefial de entrada. Con vistas a simplificar la escritura de las ecuaciones se va a
suponer que los valores medios son cero. Ademas se supondra que todas las series infinitas existen
y que las operaciones de suma infinita y valor esperado son conmutativas. Asi, la definicion de

covarianza da
r,(r) = E[y(k +7)y’ (k)] =

=E (i h(n)uCk +7 - n)]j-(g h(l){u(k - z)]jT =

n=0

h(n) Elutk + 7 = nyu” (k= D" (1) =

Il
1M
e IPM-

h(n)r, (z +1-n)h" ()

Il
NgE

=
I
(=]
~
Il
[=}

De forma similar se obtiene la covarianza cruzada entre la entrada y la salida.

o (0) = Ely(k+0)u" (k)= E[(i h(n)u(k + 7 - n)]}uT (k)} -

= h(n) Elutk + 7 —nyu” (6)|= > h(n)r, (z = n)
n=0 n=0
La definicion de densidad espectral es

b,(0) =, () = i > ()

Sustituyendo la expresién de la covarianza en esta ecuacion y recolocando términos
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b(@)= 3 e {ZZh(km (n+1=kyh' (D] -
277'- n=—oo k=0 [=0
Zze—i-k-a} ‘h(k).e—i-(rwl—k)-a) 7, (n + l _ k)‘e—i-lw 'hT (Z)

1
2 n=-o0 k=0 [=0

LZ ik h(k) Z e*i'(nH—k)‘(u 7, (n +]— k)zei'l-w 'hT (Z)
7T k=0 n=—o 1=0

8 HMS

l\.)

Haciendo el cambio de variable p=n+/-k en la segunda sumatoria se obtiene:

¢y(w)=iz e h(k)z e, (p)ze”‘”h ()

k=0

Introduciendo la funcion de transferencia pulso H(z) del sistema, que se relaciona con la respuesta a

un impulso {h(k), k=0,1,...} mediante la expresion:
H(z)=) z"h(n) (3.49)
n=0
Como z=€*"y T=1 se tiene

H(eiw) — ie—n-i‘{u.h(n)

n=0

Entonces la ecuacion para la densidad espectral se puede escribir de la siguiente forma:
¢, ()= H(e )¢, (0)H' ()

De forma similar, la ecuacién para la densidad espectral cruzada es

P (@) =—— Z _'"”’zh(k)r(n k)——z _’k‘”h(k)ze “r,(n)=H(e"™ )4, (v)

n=—o0 k=0 n=-o0

El resultado indicado en este teorema tiene una sencilla interpretacion fisica. El nimero

‘H(e’”) es la amplitud en el estado estacionario de la respuesta del sistema a una sefal

seno de frecuencia . El valor de la densidad espectral de la salida es entonces el producto

de la ganancia de la potencia ‘H(ei“’ )‘2 y la densidad espectral de la entrada ¢,(o).
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Por otra parte, la ecuacion (3.48) indica que la densidad espectral cruzada es igual a la
funcién de transferencia del sistema si la entrada es ruido blanco con densidad espectral
unidad. Este resultado puede ser utilizado para determinar la funcién de transferencia pulso

del sistema.

¢ Ejemplo 3.4:

Considere el proceso {x(k)} del Ejemplo 3.2. Este proceso puede ser generado haciendo pasar ruido

blanco a través de un filtro funcién de transferencia pulso:

1
H(z)=——-
Puesto que la densidad espectral de {v(k)} es:
h
w)=—-
(@)=

La densidad espectral de {x(k)} se determina aplicando la ecuacion (3.47)

no 1 B 7
27 (e —a)(e™ —a) 2-72-(1 +a’ —2-acos a))

¢.(0)=H ()¢, (w)H () =

Por otra parte, el proceso

y(k) = x(k) + e(k)

tiene la siguiente densidad espectral

1 7
®)=—1r, +
P (@) 2~7r{ > 1+a’ —2-a-cosw}

Se observa que este resultado es el mismo obtenido en el Ejemplo 3.2.

3.5.2.2 Formulacion continua

Considérese un sistema estable invariante en el tiempo con respuesta a impulso g. La

relacion entre la entrada y la salida de dicho sistema viene dada por:
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y(0) = [ g(t—syu(s)ds = [ g(s)u(t - s)ds (3.50)

Sea la sefal de entrada u a un proceso estocastico con funcion valor medio m, y
funcién de covarianza r,. El siguiente teorema es analogo al Teorema 3.3 enunciado para

sistemas en tiempo discreto.

Teorema 3.4: Filtrado de procesos estacionarios. Considérese un sistema lineal estacionario
con funcién de transferencia G. Sea la senal de entrada un proceso estocastico estacionario
en tiempo continuo con valor medio m, y densidad espectral ¢,. Si el sistema es estable,

entonces la salida es también un proceso estacionario con valor medio
m, =G(0)m, (3.51)
y densidad espectral
4, (@) = Gliw)y¢, (@) G’ (-iw) (3.52)
La densidad espectral cruzada entre la entrada y la salida esta dada por
9. (@) =Giw)d, () (3.53)

Ejemplo 3.5:

Considérese el sistema del Ejemplo 3.3. El proceso x se puede considerar como el resultado de filtrar

ruido blanco con varianza r4/(2-n) a través de un sistema con funcion de transferencia

G(s) =

s+a

La densidad espectral se puede calcular usando (3.52):

Ny =S I

27 iw+a —iw+a 27 @ +a’
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3.5.3 Factorizacion espectral

3.5.3.1 Formulacion discreta

Por factorizacion espectral se entendera al problema de obtener el sistema lineal H(z)
que al ser excitado por ruido blanco de covarianza unidad genera una salida cuya densidad

espectral ¢,(w), racional en cosw, es conocida de antemano.

Como la entrada es ruido blanco su densidad espectral es

1
b (@) =——

Ademas como

entonces por la ecuacion (3.47) del Teorema 3.3 se tiene que:
1 T, -1
9, () = E'H (2)H (z7)=F(2)

Se verifica que si z, es un cero de H(z) entonces z;' es un cero de H(z').

Andlogamente si p, es un polo de H(z) entonces p;' es un polo de H(z"). Es decir,

existe una simetria tal que

pbi'P;= 1
Siendo z,z; ceros de F(z) y siendo p, p polos de F(z).

Los pasos para encontrar una funcién H que corresponda a una determinada densidad

espectral racional ¢, son:

1) Dada ¢,(w) obtener los polos p; y los ceros z de F(z).

2) Construir H(z) de la siguiente forma:

H(Z):K_H(z—zi) _B(2)
[1G-p) A2
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Puesto que el proceso estocastico se ha supuesto estacionario los polos p; y los ceros z;

verificaran las siguientes condiciones:

|Zl.|S1

|pi| <l
El resultado obtenido se resume en el siguiente teorema.

Teorema 3.5: Teorema de factorizacion espectral. Dada una densidad espectral ¢(w),
que sea una funcion racional en cos @, existe un sistema lineal con funcion de transferencia

pulso

_B(2)

H(z) 40)

(3.54)
tal que la salida que se obtiene, cuando la entrada del sistema es ruido blanco, es un
proceso aleatorio estacionario con densidad espectral ¢. El polinomio A(z) tiene todos sus
ceros dentro del circulo unidad. El polinomio B tiene todos sus ceros dentro del disco unidad

0 sobre el circulo unidad.

La principal conclusion de este teorema es que es posible generar cualquier proceso
aleatorio estacionario con densidad espectral racional como la salida de un sistema lineal

estable al cual se le excita con ruido blanco.

Por tanto es suficiente con estudiar como se comportan los sistemas cuando son
excitados por ruido blanco. Todos los otros procesos estacionarios con densidad espectral

racional pueden ser generados mediante el filtrado adecuado del ruido blanco.

A menudo se supone que el polinomio B(z) posee todos sus ceros dentro del circulo

unidad. Esto significa que la inversa del sistema H es estable.
¢ Ejemplo 3.6:

Considérese el proceso {y(k)} de los Ejemplos 3.2 y 3.4. Este proceso tiene la siguiente densidad

espectral

¢);(a))=F(Z)=21 {rz i } 1 [”1+”z(1+az)—l’2'a'(z+2_l)
‘T

" (z—a)(z" -a) Y (z—a)(z" -a)
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Pasando el factor 2r al otro miembro

2 F(z)=

(z-a)y(z" -a)

rn+r(l+ a’) —-na(z+ 2_1)}
Se observa que el denominador ya estda en forma factorizada. Para factorizar el numerador,
observamos que puesto que unicamente posee potencias en z, entonces
B(z)'B(z")=A(z=b)(z"' =b)

Que se puede escribir como

B(z)B(z ) =2(1+b*)=Ab(z+z7")
Igualando B(z)-B(z‘1) con el numerador de 2-n-F(z)

AA+b) = Vb(z+zY=r+r-(1+a’)—r,a(z+z7")

Igualando ahora los coeficientes de la misma potencia de z se obtienen el siguiente par de

ecuaciones:

2220+ =1 +r,(1+a%)

1 2
z :Ab=r,a

Si se despeja 2?de la segunda ecuacion

y se define la variable p como:
p=n +7‘2'(1+a2)
Es posible escribir la primera ecuacién como una ecuacion algebraica de segundo orden para b
r,ab® —b-p+r,a=0

Esta ecuacion tiene la siguiente solucion valida, es decir, dentro del circulo unidad:
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y_ PP —4(rya)

2-ar,

Con lo que

P 2:(r,-a)’
Luego

H(z)= M
z—a
.

¢ Ejemplo 3.7:

Se desea calcular el filtro H(z) que genera una sefal estocastica con densidad espectral

1 0.3125+0.125(z+z7")
| 225-1.5(z+z")+0.5(z° +27°)

F(z)=2

F(z) se puede escribir como:

B(z)B(z™") A(z—-b)(z"" —b)

PR S aGT)  Gma) e —a)G-a) —ay)

Luego

_B(z)_ A(z-b)

M=) " cmayc-ay)

Definiendo las variables

P :1+a12

P, :1+a22

Y desarrollando los productos se obtiene
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B(zyB(z") 2la+p) bz +z)
A(z)A(z™) (py'p, +2:a,a,)—(a,p, +a, p)(z+z ") +a,a,(z> +z7%)

Igualando B(z)-B(z‘1) con el numerador de 2-n-F(z)
21+b2)=b(z+27")]=03125+0.125(z+27)
se obtienen las ecuaciones:
A(1+b%)=0.3125
- 2b=0.125
Eliminando 4* se obtiene la siguiente ecuacién cuadratica para b
b>+2.5b+1=0
Cuya unica solucién dentro del circulo unidad es: b=-0.5. Con lo que A=0.25.

Por otra parte, igualando A(z)-A(z'1) con el denominador de 2-n:F(2)

(pyp, +2:a,a,)—(a,;p, +a, p)(z+z ) +a,a,(z° +27)=225-1.5(z+z")+05(z" +z7)

se obtiene las ecuaciones:

py'p, +2:a,-a, =225
a;'py +a, p, =15

a,.a, =0.5
Luego
0.5
a, =—
a,
1.25
b=
P>
Por tanto
E-p2 + az-ﬁ =1.5=05p, + a;g =1.5a, = 0.5p; +1.25a; =1.5a,p,
a, P, P,
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sustituyendo la variable p, de acuerdo a su definicion se obtiene la siguiente ecuacion:
0.5(1+a3)’ +125a; —1.5a,-1+a3)=0=0.5a; —1.5a; +2.25a; —1.5a, +0.5=0

Cuyas soluciones dentro del circulo unidad son a,=0.5+j-0.5 y a,=0.5-j-0.5

Luego a,=0.5-j-0.5 y a,=0.5+j-0.5

Con lo que finalmente H(z) es:

H(z) = A(z-Db) B 0.5 (z—(-0.5)) ~0.5z+0.25
C(z—a)(z—a,) (z—(0.5—0.5)(z—(0.5+ j0.5) z*—z+0.5

3.5.3.2 Formulacién continua

Teorema 3.6: Factorizacion espectral. Dada una densidad espectral racional ¢(»), existe

un sistema lineal de dimension finita con funcion de transferencia

_B6)

=6

tal que la salida que se obtiene, cuando la entrada del sistema es ruido blanco, es un
proceso estocastico estacionario con densidad espectral ¢. El polinomio A tiene todos sus
ceros en el semiplano izquierdo del plano s. El polinomio B no tiene ceros en el semiplano

derecho del plano s.

3.5.4 Calculo de varianzas

La varianza de una senal obtenida mediante el filtrado de ruido blanco puede ser
calculada usando la ecuacion recursiva (3.38) si se tiene un modelo en variables de estados
del sistema. En esta seccidn se van obtener algunas férmulas que permiten calcular la
varianza de una sefial si se dispone de la funcion de transferencia del sistema que genera

dicha senal.

Considérese una seial generada por

_B@) (3.55)

k
y(k) 1)
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donde e es ruido blanco de varianza unidad. De acuerdo con el Teorema 3.5 la densidad
espectral de la sefial y esta dada por

1 B(z)B(z™")

A T

También se sigue de dicho Teorema 3.5 que la varianza de la sefal y esta dada por la
integral compleja

1 §)B(z)-B(z_l).é

3.56
A(z)A(z™") z ( )

£ )= [p(@rdo =1 [gore ae™) -
- l -

2.7

El calculo de las integrales que poseen esta forma esta estrechamente ligado al fest de
estabilidad de Jury que se usa para conocer si las raices de la ecuacién caracteristica de un
sistema discreto en lazo cerrado se encuentran ubicadas dentro del circulo unidad. Asi para
evaluar este tipo de integrales hay que construir la Tabla 3.1, considerando la siguiente
estructura para los polinomios A(z) y B(z):

A(z)=a,z" +a;z"" +..+a,
B(z)=b,z" +b-z"" +..+b,

a, a a, a, b, b, b, b,

a, a,, a, ay a, a, a,, a a, B,
bt =

an oA a. a4 B
a, @ by b

a, a, a, a a, B
ag 1 by B,

Tabla 3.1: Tabla asociada al test de estabilidad de Jury

158




Apuntes de Automatica Il

En dicha tabla se definen:

a b
o = .
s
k bk (3.57)
a =% p =0
k a(l)c k a(/)c
Donde
k—1 k k
a;” =a; —a,-a,,
o g ’; (3.58)
bi :bi _ﬂk'ak—i

Se puede demostrar que el resultado de la integral (3.56) viene dado por la expresion

1,=L3p (3.59)

ay =0
En el caso de n=1y n=2 la expresion (3.59) toma los siguientes valores

_ (b02 + blz)'ao —2by'ba,

I, > > (3.60)
a,(a; —ay)
_ Byaye, —Braya +Bz'(a12 —a,-e) (3.61)
2 = .
a, '[(ag - azz)'el —(aya,—a,a,)a,]
Donde
B,=b; +b] +b]
B, = 2'bl'(bo +b2) (3.62)
B, =2-b,b,
el = ao + a2
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TEMA 4

ESTIMACION OPTIMA

4.1 INTRODUCCION

En las secciones 1.7.2 y 2.8.2 se describi6 el disefio de observadores o estimadores de
estado considerando que se disponia de un modelo matematico exacto del sistema y
despreciando la posible existencia de ruido de medida. A los observadores obtenidos bajo
estas hipotesis se les denomina observadores deterministas. Desafortunadamente, los
modelos matematicos de un proceso real no suelen ser exactos y ademas suele existir ruido
de medida. Existe una familia de observadores que de forma explicita tienen en cuenta
estas circunstancias son los denominados observadores estocasticos. El mas utilizado de

esta tipo de observadores es el filtro de Kalman que fue introducido por R. Kalman en 1960.

El filtro de Kalman es uno de lo logros fundamentales de la denominada Teoria
Moderna del Control y desde su desarrollo por Kalman ha tenido un gran éxito en
aplicaciones practicas, como por ejemplo en el proyecto Apolo de la NASA. Desde entonces
viene siendo aplicado en los mas diversos campos: Biologia, Astronautica, Geologia,

Comunicaciones, etc.

Este tema esta dedicado exclusivamente a la formulacion de las ecuaciones del filtro de
Kalman discreto. Se deja para el Tema-7 la demostracion de las ecuaciones del filtro en
estado estacionario. Asimismo se deja para el Tema-9 la aplicacion del filtro de Kalman en el

disefio de controladores LQG.

4.2 EL FILTRO DE KALMAN

Considérese el proceso discreto representado por las ecuaciones

X =DOx, +Tu, +v, 1)
v, =Cx, +e '
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donde v y e son procesos de ruido blanco Gaussiano discreto, de media nula y con

covarianza
Elv, VkT] =R,
(4.2)
Ele,-e/ 1=R,
Ademas se supone que vy e no estan correlacionados, es decir,
E[v,e/1=0 (4.3)

Por otra parte se supone que el estado inicial x(0) del proceso es una variable aleatoria

Gaussiana de media

E[x(0)] = m, (4.4)
y covarianza

cov[x(0)] =R, (4.5)

Se supone también que Ry, Ry y R, son semidefinidas positivas y que el sistema es
controlable y observable. El problema consiste en determinar o mejor posible el estado a

partir de las medidas y(k).

Supdngase que se desea aproximar el estado x4 de (4.1) por el estado x,,, del

modelo
Xy =0x, +Tu, (4.6)

En este modelo se parte de un determinado estado xx que se ha determinado de alguna
manera de forma 6ptima utilizando todas las medidas realizadas hasta ese instante yo, y1,...,
yk. A dicho estado se le denotara por x(k | k) para significar que es el estado estimado en el
instante k utilizando las medidas obtenidas hasta ese mismo instante k. A partir de dicho
estado se “predice” como valor del vector de estados para el siguiente instante, el que
proporcionaria el modelo (4.1) si no estuviera afectado de ruido. Luego (4.6) se escribe en la

forma

2k +1)k) = Dx(k | k)+Tu, (4.7)
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donde x(k +1]k)denota al estado estimado para el instante k+1 usando las medidas hasta

Yk, las cuales han permitido estimar x(k | k).

Supodngase que una vez realizada la medida yi.4 es posible mejorar la estima del vector
de estados para dicho instante k+1. Considérese que dicha estima x(k+1|k +1) tiene la

estructura caracteristica de un observador de estados:
2k +11k+1) =2k +1| k) + K[, [y, = Cx(k+1] k)] (4.8)

En esta ecuacion se observa como la estima x(k+1|k) se corrige de forma

proporcional a la diferencia entre la medida real de la salida yk+1 €n el instante k+1 y la salida

que se obtendria si el estado real fuera x(k +1| k) . Esta diferencia es precisamente el error
de la salida estimada. La constante de proporcionalidad estaria dada por el vector K. La

actualizacion que se realiza en el vector de estados x(k +1]| k) una vez que se ha realizado

la medida yx.1 es:
Koy, —CR(k+1]6)] (4.9)
Por ello a la ecuacion (4.8) se la conoce como de “actualizacion de la medida”.

Se debe tener claro que x(k+1|k +1) es el vector de estados estimado para el instante

k+1 usando las medidas obtenidas hasta el instante k+1. Este se utilizara en el modelo dado
por la ecuacion (4.7) para predecir el valor del vector de estados en el instante k+2, a partir

de las medidas realizadas hasta k+1, y asi sucesivamente.

Por otra parte el error de reconstruccion o de estimacion del estado en el instante k+1

usando las medidas obtenidas hasta el instante k es:
Xtk+1|k)=x,,—x(k+1|k) (4.10)

Como E[x(0)]=my, el valor medio del error de reconstruccion es cero para todos los

instantes k>0 independientemente de K°® si E[x(0)] = m, . Luego su varianza es:

Pk +11k) = cov[F(k +1] k)] = E[F(k +1] k)% (k +1] k)] (4.11)

De forma analoga el error de reconstruccion del estado en el instante k+1 usando las

medidas obtenidas hasta el instante k+1 es
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Xtk+1|k+D)=x,,, —x(k+1|k+1)

y su varianza

P(k+1|k+1)=cov[X(k+1|k+1)]=E[X(k+1|k+1)X" (k+1|k+1)]

(4.12)

(4.13)

El objetivo que se plantea es disefiar el vector de ganancia K,,, de la ecuacién de

actualizaciéon de forma que se minimice la varianza del error de estimacion. Dado un instante

inicial x(0) =x(0|0)de covarianza P(0)=P(0|0), las cinco ecuaciones recursivas que

resuelven este problema se denominan filtro de Kalman (ver Cuadro 4.1).

Ecuaciones del filtro de Kalman

¢ Entre medidas (Actualizacion temporal)

Xk+11k)=Dx(k|k)+Tu, (4.14)
P(k+1|k)=®-P(k|k)®" +R, (4.15)

¢ Instante en que se realiza la medida (Actualizacion de medida)
K¢, =Plk+1kyCT{R, + C-P(k+1|k)CT )" (4.16)
Jhk+11k+) =5k +1|k)+ K, [y, — Cx(k+1] k)] (4.17)
Plk+1k+)=Pk+1|k)-K,,,-C-P(k+1|k) (4.18)

Cuadro 4.1: Ecuaciones del filtro de Kalman

+ Obtencion de las ecuaciones (4.15), (4.16) y (4.18)

a) Obtencion de (4.15)

Teniendo en cuenta que (4.1) y (4.7) es posible expresar (4.10) de la siguiente forma:

X(k+11k) = (Ox(k) +Tu, +v,)—(D%(k | k) +Tu, )= DX (k | k) +v,

164

(d.1)




Apuntes de Automatica Il

Sustituyendo esta expresion en (4.11) y desarrollando se obtiene

P(k+1|k)=E[(DX(k|k)+v,)(DX(k|k)+v,) ]
= E[(@X(k | k) +v, ) X" (k| K)®" +v])]
= E[OX(k | k)x" (k| k)@ 1+ E[®X(k | k) v, ]+ E[v, X" (k| k)®" ]+ E[v, v, ]

Teniendo en cuenta que v, y X(k|k) son independientes, que E[vk'v,f]:R1 y que

P(k | k)= E[X(k | k)X (k| k)"] la ecuacion anterior toma la forma de la ecuacion (4.15)
P(k+1|k)=®P(k|k)®" +R,

b) Obtencién de (4.16) y (4.18)

Sustituyendo (4.8) en (4.12) se obtiene
Fk+1)k+1)=x,., - [fk+115) + K& [y — CRk+110)]]
Sustituyendo en esta ecuacion el valor de yy.1 dado por (4.1) se tiene
Xk+1k+1)=x,, —x(k+1|k) - K [Cx,, +e,., —Ci(k+1|k)]
Considerando la definicion del error de reconstruccion la ecuacién anterior se puede expresar como
Xk+11k+)=X(k+11k)-K.  [CX(k+1|k)+e,.,]
Desarrollando el producto
Xtk+1|k+)=X(k+1|k)- K, ,CX(k+1|k)-K_ e,
Y sacando factor comun se obtiene
X(k+1|k+D)=[I-K.,Clx(k+11k)-K;, e, (d.2)
Si se sustituye (d.1) en (d.2) se obtiene:
Xtk+1k+)=[I-K; ,ClOX(k|k)+[I-K,, Clv, —K,. e,
Tomando valores medios en esta ecuacion

E[®(k+1|k+1)]=[I - K, -ClO-E[Z(k | k)]+[I - K[,,-CI-E[v,]- K}, "Ele,..]
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Puesto que vk y ex poseen media nula entonces
E[X(k+1|k+1)]=[I-K,, ClDE[X(k | k)] (d.3)
Tomando valores medios en (d.1) se obtiene
E[¥(k+1|k)]= ©-E[X(k | k)] (d.4)

Luego si el valor medio de la estima inicial E[x(0)] coincide con el valor medio del estado inicial

E[x(0)] = m, entonces de las ecuaciones (d.3) y (d.4) se deduce que el valor medio del error de

reconstruccion es cero para todo k>0 independientemente del valor de la ganancia K¢ ya que

E[%(0)]=0.

Sustituyendo (d.2) en (4.13) se tiene:

e ~ e e ~ e T
POk +11k+1) = B[~ K. CIRCh+11K) = K, ey T = KE CHE +118) =K e, ) |
e ~ e ~ e e T
= E[([I — K, CIx(k+1]k) - K}, e, )(x "(k+1]k)[I - K C]" - ekT+1 '(Kk+1 ) )]:
= E[1 - K., CIR(k + 1 by (k + 11 ky[1 - K5, -CY 1= E[I - K7, -CIR(hk +1] kyel (K,
e ~ e e e T
B E[Kk+l e X (k+11k)y[ K, -CT ]+ E[Kk+1 € e '(Kk+1 ) ]

Teniendo en cuenta la independencia de X(k + 1| k) y ey

P(k+11k+1)=E[[I - K¢, -C1E(k + 1| k)% (k +1|k)[I - K{,,-CT |+ E[K,;l e e (KoL) ]:

k+1

e ~ ~ e e e 7

—[1 - K{ CYER+11K)F (k + 11T - K{,CT + K{oEle el NKE)
Considerando el valor de la covarianza de e y la definicién (4.11) la ecuacién anterior se puede

expresar en la forma:

P(k+1]k +1)=[I - K{.,-C]-P(k + 1|k} [I - K{,, -CT +K(, Ry (KL, ) (d.4)
Esta ecuacion (d.4) junto con la (4.15) son unas ecuaciones recursivas que con la condicion inicial
P(0)=R,, permiten conocer la evolucion de la covarianza del error de estimacion sin necesidad de ver
evolucionar el sistema, ya que estas ecuaciones dependen de @, T, C, Ro, Ry, R, y las ganancias K°.

Ademas de estas ecuaciones se deduce que si P(klk) es semidefinida positiva, también lo son
P(k+1]k) y P(k+1]k+1).
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Por otra parte, se va a suponer que el criterio para determinar K° es que se minimice la covarianza
del error de estimaciéon una vez que se ha obtenido la medida asociada a dicho estado, o de forma

equivalente, que se minimice el escalar:
aPk+1]|k+)ya’

donde a es un vector arbitrario. Se ha elegido minimizar P(k+1|k+1) en lugar de P(k+1|k) porque esta
altima no depende de K° y ademas la mejor estima que se puede obtener es la asociada a la propia

medida en k+1. Para abreviar las expresiones se va a usar la siguiente notacion P=P(k+1|k)
a-Plk+1|k+1)ya” = a-{z —K{ CIPU - K{CT + K RAKE, ) }a’

La ganancia K, ,, puede determinarse de la ecuacion anterior completando los cuadrados. Se tiene

asi:

a-Pk+1k+1)a” =alP— PCT(R, + C-PCT) " -C-PR" +
ralks, - PCT(R, + CPCTY )R, + CPCT YKL, - PCT(R, + C-PCTY ] o

que se puede comprobar operando que es igual a la ecuacién anterior. Ahora la ecuacién esta
descompuesta en dos términos. El primero no depende de K,f+1 y el segundo es no negativo, ya que

la matriz (R2+C-P-CT) es definida positiva. Por ello el minimo se obtiene si K se elige de modo que la

segunda parte o término de la ecuacion es nulo. Entonces, y usando la notacion original se tiene que
K¢, =P(k+11kyC" (R, + C-P(k+1|k)CT )"

Conlo que
Plk+1k+)=Pk+11k)-K; C-P(k+1|k)

Que son precisamente las ecuaciones (4.16) y (4.18), respectivamente.

El filtro de Kalman es un filtro 6ptimo en el sentido de que la varianza de la estima
P(k+1]k+1) es minima. De esta forma el problema de estimacién se ha resuelto como un
problema de optimizacién paramétrica suponiendo la estructura (4.17) para el estimador. Se
puede demostrar que esta estructura es en realidad la 6ptima si las perturbaciones son del

tipo Gaussiano.
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La implementacion de las ecuaciones del filtro de Kalman se realiza con la ayuda de
computadores, habiéndose desarrollado técnicas que permiten implementaciones robustas
frente a errores de tipo numérico y con reduccion del numero de operaciones que se tienen

que realizar.

La importancia del filtro de Kalman reside en que a partir de unas medidas yo, ¥1,..., Yk+1
se puede determinar el vector de estados con una precision o varianza del error dada por la

matriz P. Es lo mejor que se puede pedir para un proceso estocastico.

Por otra parte, es importante conocer como se comportara el filtro de Kalman en el
estado estacionario. Se puede demostrar (ver seccién 7.5) que en el estado estacionario se

tiene
P=®[P-PC" (R, +C-P-C")"-C-P]®" +R, (4.19)
K*=PC™{R,+C-PC") (4.20)
¢ Ejemplo 4.1:

Considérese el siguiente sistema escalar:

Xy = X

Vi =X, Te

donde e tiene una desviacion estandar o y x(0) tiene valor medio my=-2 y varianza R,=0.5. Se tiene
por tanto un estado que es constante y se desea reconstruirlo a partir de unas medidas que estan

afectadas de ruido.

En este ejemplo ®=1, I'=0 y C=1. Ademas como no existe ruido sobre los estados R1=0. De acuerdo

con el Cuadro 7.1 el filtro de Kalman viene dado por:
x(k+1|k)=x(k|k)=x(k)
P(k+1|k)=P(k|k)=P(k)

e . P(h)
6+ P(k)

Rk +1) = 5(k) = 2(k) + K [y — 2(0)]
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P(k+1|k+1)=p(k+1):%.
(e

La varianza P(k+1) y la ganancia K,f+1 disminuyen con el tiempo. La Figura 4.1 muestra unas

realizaciones del error de estimacion cuando se usan ganancias K ¢ con un valor constante y cuando

se emplea la ganancia 6ptima dada por el filtro de Kalman. Se observa que una gran ganancia fija da
una disminucion del error muy rapida, sin embargo la varianza en el estado estacionario es grande.
Por el contrario una ganancia fija de valor pequefio da una disminucion lenta del error pero un mejor
comportamiento de la varianza en el estado estacionario. Se observa también que el mejor

comportamiento se obtiene con la ganancia 6ptima que proporciona el filtro de Kalman.

x(k}

-1 [ al

b)

-1 T c)
500

Tiempo

Figura 4.1. Error de estimacion del sistema del ejemplo 4.1 cuando xy=-2, 0=1 y cuando se tiene: a)

K*©=0.01;b) K°=0.05; c) K° dada por el filtro de Kalman.

En el estado estacionario se tendria:
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o+ P
Luego P=0 y K=0.

Por lo tanto, puesto que la covarianza del error de estimacion en el estado estacionario es nula es

posible llegar a conocer con precision el estado.

¢+ Ejemplo 4.2:
Considérese el siguiente sistema de primer orden
Vi TV =€ tCe

donde e tiene desviacion estandar . Ademas supoéngase que |c|<1. Una posible representacién en el

espacio de estados de este sistema es:

X =—ax, +e,

Ve =(c—a)yx, +e,
Luego en este ejemplo ®=-a, I'=0 y C=c-a.
Es facil verificar que el filtro de Kalman en el estado estacionario esta caracterizado por P=0 y K=1.

El estado predecido en el instante k+1 considerando las medidas realizadas hasta ese instante

estaria dado por:

2k +1k+1)=—ax(k+11k) + [y, — (c—a)y&(k +1|k)]= —cx(k +1]k)+ y,,
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IDENTIFICACION DE SISTEMAS

5.1 INTRODUCCION

La obtencion de modelos matematicos de sistemas dinamicos tiene una gran
importancia en muchas areas de la ciencia y de la ingenieria. Existen dos métodos

fundamentales de obtencion de estos modelos:

B Modelizaciéon Matematica. Se utilizan leyes fisicas, quimicas, econdmicas,

etc, para describir la dinamica de un proceso o fenémeno.

W /dentificacién de Sistemas. Se determina el modelo del proceso mediante
realizacion de experimentos a partir de los cuales se realiza el ajuste
adecuado de los parametros del modelo para que este se ajuste a los

datos registrados.

Ambas formas de modelizacién no se deben ver como separadas. En muchos casos los
procesos son tan complejos que no es posible obtener un modelo usando unicamente
principios fisicos. En tal caso se requiere el uso de técnicas de identificacion. No obstante
para la eleccion de estas técnicas es importante todo el conocimiento fisico previo que se
tenga de la planta. También puede ocurrir que se obtenga un modelo a partir del analisis
fisico de la planta pero existan parametros que no se conozcan y que puedan ser estimados
mediante identificacion. La diferencia fundamental entre ambos métodos viene dada por las

siguientes caracteristicas de los métodos de identificacion:

e Tienen una validez limitada por el proceso, el punto de operacion, el tipo

de entrada elegido, etc.

e Los parametros del modelo no suelen tener una interpretacion fisica

directa.
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e Son relativamente sencillos de construir y usar.

La Figura 5.1 muestra un esquema del procedimiento general de la identificacion. El
primer aspecto a considerar en el proceso de identificacion es el objetivo final al que se
dirige el modelo, ya que esto determina el tipo de modelo a usar, su fiabilidad y el método de

identificacion que se utilizara. La Tabla 5.1 muestra las relaciones entre el objetivo final a

que se destinara el modelo y las especificaciones sobre la identificacion.

Objetivo Final Conocimiento a priori

A A

Disefio del experimento

A

Generacion de sefiales
Medida y registro de los datos

A A

Aplicacion del método
de identificacion

y

A

A

Modelo del proceso

Suposiciones sobre
la estructura del modelo

y

A

A

Verificacion del modelo

Determinacioén de
la estructura del modelo

A

Modelo Final

Figura 5.1: Procedimiento general en la identificacién de un proceso
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Objetivo Final

Tipo del modelo

del proceso

Fiabilidad del modelo

Método de

identificacion

Verificacion de
modelos tedricos

Lineal / Continuo

Off-line

Respuesta a un salto

Paramétrico / Media / Alta Respuesta en
- frecuencia
No paramétrico
Estimacion de
parametros
Sintonia de Lineal Baja para Off-line

parametros de un
controlador

No paramétrico

Continuo

comportamiento de
Entrada-Salida

Respuesta a un salto

Disefio asistido por
computador de
sistemas de control

Lineal

Parameétrico /

Media para
comportamiento de
Entrada-Salida

Off-line/on-line

Estimacion de

No paramétrico parametros
Discreto
Control digital Lineal Media para Estimacion
adaptativo Paramétrico comportamiento de | paramétrica on-line en
Entrada-Salida lazo cerrado
Discreto

Deteccion de fallos

Monitorizacion de
parametros

Lineal/No lineal
Paramétrico

Continuo

Alta para los
parametros del proceso

Estimacion on-line de
los parametros

Tabla 5.1: Relacion entre el objetivo final del modelo y las especificaciones.

El conocimiento a priori del proceso se basa, por ejemplo, en la comprension general
del proceso, en leyes fisicas a las que este obedece y en medidas previas. Todo ello permite
disponer de una idea sobre el grado de linealidad del proceso, su varianza o invarianza con
el tiempo, comportamiento integral o proporcional, constantes de tiempo dominantes,
retardos, caracteristicas del ruido, rango de algunos parametros, valor de algunos de ellos,
limitaciones de la estructura del modelo, etc. A partir de estas caracteristicas se decide

sobre el disefio del experimento y el método de identificacion que se utilizara.

Para realizar el disefio de los experimentos y una vez elegido el tipo de modelo que se
va a utilizar hay que intentar responder a las siguientes preguntas: ¢ Bajo que condiciones se
consigue el mejor comportamiento del algoritmo de estimacién que se va a usar?. ;Como
funciona el algoritmo de identificacion en las condiciones en que se va a ver obligado a
funcionar?. En algunos casos sera necesario realizar experimentos separados de las

condiciones de operacion, sometiendo al sistema a un conjunto muy rico de informacion de
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entrada para conseguir las mejores prestaciones del algoritmo. En otros casos la

identificacion se tendra que realizar mientras el sistema esta siendo controlado.

Ademas de seleccionar la estructura del modelo entre las elecciones que se deben

realizar se incluyen la seleccién y determinacion de:
o Sefales de entrada (amplitud, espectro, generacion, almacenamiento).
e Periodo de muestreo.
e Duracion del experimento (n° de medidas).

e Modo de identificacion (lazo abierto o cerrado, on-line, off-line, valores

iniciales, ...).
¢ Prefiltrado de las senales.
e Retardo.

Atendiendo a la estructura del modelo los métodos de identificacién se suelen dividir en
parameétricos y no paramétricos. En los métodos paramétricos los modelos se caracterizan
por un vector de parametros que se suele representar por 6. El modelo asociado a dicho
vector se suele representar por M(0). Cuando 6 varia en un determinado conjunto tenemos
un conjunto de modelos o una estructura de modelos M. El problema consiste en determinar
aquel 6 que hace que M(0) sea, de todos los elementos de M, quien mejor ajuste los datos

obtenidos por los experimentos.

En los métodos no paramétricos el modelo se describe por una curva, funcién o tabla
que no necesitan necesariamente ser parametrizadas por un vector de parametros de

dimension finita. Las técnicas de identificacion no paramétrica mas usuales son:

B Analisis del transitorio. La entrada se toma como un escalén o un impulso y

la salida constituye el modelo.

B Respuesta en frecuencia. Se mide la respuesta en el estacionario de la
salida del sistema a una entrada sinusoidal. Los cambios en la amplitud y

la fase determinan la respuesta del sistema a dicha frecuencia.
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B Analisis de correlacion. La entrada es ruido blanco. Se obtiene una funcién
normalizada de la correlacién cruzada entre la entrada y la salida que

proporciona una estima de la funcién de ponderacion entre ambas senales.

B Anélisis espectral y de Fourier. Se obtiene la respuesta en frecuencia del
sistema a partir de la relacion entre los espectros de las sefiales de salida

y de entrada. Las entradas son arbitrarias.

Para las dos primeras técnicas anteriores también se suelen utilizar modelos
paramétricos. Mientras que para las dos restantes solo se suelen considerar modelos no

paramétricos.

Por ultimo el modelo identificado debe ser verificado y validado. Para ello se comparan
los datos generados por el sistema con los que genera el modelo. El problema reside en
encontrar el modelo que con la menor complejidad resulta adecuado para el uso final a que
se dedica. Para este fin es necesario escoger un criterio, 0 un conjunto de criterios, que
permitan decidir que modelo de la clase de modelos elegido es el que mejor ajusta los datos
registrados en los experimentos. Como se indica en la Figura 5.1, en general el proceso de
identificacion es iterativo: dependiendo del resultado de la validacién se puede cambiar la

estructura del modelo y se repite todo el proceso.

Este tema se dedica al estudio de los aspectos practicos de la identificacion paramétrica
de sistemas. En primer lugar se describe la identificacién por el método de los minimos
cuadrados tanto en su formulacion fuera de linea (off-line) como en su formulacién recursiva.
También se estudia el caso de la existencia de parametros variables con el tiempo. En
segundo lugar se estudia la identificacion de sistemas lineales estocasticos. En tercer lugar
se analiza la seleccidén de la sefal de entrada con que se va a excitar al sistema que se
desea identificar. En cuarto lugar, se describe el problema de la identificacién en lazo
cerrado y su resolucién. En quinto lugar se estudia la seleccién del periodo de muestreo. En
sexto lugar se describe el tratamiento de los datos que van a ser utilizados en el proceso de
identificacion. En séptimo lugar se analiza la eleccion del tipo y estructura del modelo para el
sistema que va a ser identificado. Finalmente se estudia las distintas técnicas de validacién

del modelo identificado.
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5.2 IDENTIFICACION POR MINIMOS CUADRADOS

5.2.1 Planteamiento del problema

Se van a considerar en primer lugar modelos deterministas de sistemas dinamicos. Por
deterministas se entienden aquellos sistemas en los que el modelo da una descripcidn
completa de la respuesta del sistema o, también, que el ruido y las perturbaciones son de

segunda importancia con respecto a los errores de modelado del sistema.
Sea el sistema descrito por la ecuacion en diferencias
y@&)+ayt-O+..+a,y(t—n)=bu(t-1)+...+Db u(t—n) (5.1)

A esta ecuacion se le conoce como modelo DARMA (Deterministic AutoRegressive
Moving Average) o como modelo ARX (AutoRegressive eXogenus) y puede expresarse

también de la siguiente forma:
¥(t)=0,-6(t) = 9" (1)9, (5.2)

donde 6, es el vector de parametros del proceso

0, = [arl,...,am,brl,...,bm]
y #(¢) es el vector de regresion
(D]
7= _u)ét—_l?
| u(t — n) |

Supodngase que en un experimento para determinar los parametros del modelo

(a,...a, b,...b,) se aplica la secuencia de entrada {u(l) u(2)...u(t)} y se observa la siguiente

secuencia en la sefal de salida {y(l) y(2)...y(t)}. Se pueden formar entonces pares de

observaciones y de vectores de regresion

{O@),00)) i=1,..t} (5.3)
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El problema que se desea resolver se enunciaria de la siguiente forma:

Problema: Determinar una estima 0 del vector de parametros del proceso 6, de tal forma

que las salidas del proceso estimadas por el siguiente modelo:

W0)=¢" ()0 (54)

se ajusten lo mejor posible a las salidas medidas experimentalmente para el sistema real
(5.2).

5.2.2 Estima de minimos cuadrados

El problema planteado en la seccion anterior se puede resolver mediante estimacién por

minimos cuadrados, cuya formulacién se describe en esta seccion.

De acuerdo con (5.3) se tienen t medidas, con lo que es posible estimar t salidas:

i=1 y)=¢"(1)6
i=2 §(2)=¢'(2)0

i=t y1)=¢"(1)0

que se pueden escribir en notacion matricial como:

Y =00
0 equivalentemente como:

R

y() -y0) . . 0 u0) . . 0
3 . P . . . . 'an
° 1
yo| |-ye-1) - - —yt-n) u@-1) - - u@-n)]| -
_B"_

Se observa que: Y es un vector de dimensién t x 1, ® es una matriz de dimension ¢ x

2:ny es un vector de dimensién 2-n x 1.
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Una forma de determinar 0 seria elegir el numero de medidas t igual al nUmero de
parametros 2n, con lo que @ es una matriz cuadrada y se resuelve la ecuacién para 0. Sin
embargo, en la practica, debido a la presencia de ruido, perturbaciones y desajuste del
modelo resulta conveniente utilizar un numero de medidas superior al numero de
parametros a identificar: t > 2n. Con los datos adicionales es posible realizar una mejor

estimacion.

Los errores o residuos entre los valores medidos en el sistema real y los estimados por

el modelo estan dados por las ecuaciones:
&(i) = y(i) = y(i) = y(i) — 4" ()0

Al igual que para las medidas y los vectores de regresion, los errores se agrupan en un

vector:

&(1)
donde E es un vector error de dimension t x 1. A los errores &(.) se les denomina residuos.

Para determinar 6 se usa la siguiente funcion de coste o ponderacion (Gauss, siglo
XVIII)

1 < 1 1
V(6,1 = E-Z o)’ =S E'E = 5||E||22
i=1

Es decir, la suma de los cuadrados de los errores o residuos, de aqui el nombre de

estima de minimos cuadrados.
El objetivo es encontrar aquel vector de parametros & que minimice la funcién de coste.

V() =min (V(0))

A dicho vector @ se le denomina estima de minimos cuadrados. Y verifica la denomina

como ecuacion normal:
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(@7 D)o=D"Y (5.5)
Si la matriz (®"-®) es no singular, el minimo es Unico y esta dado por la ecuacion:

0=(0"-0)"dY (5.6)
Es decir, se requiere que (®'-®) sea invertible para ello debe poseer rango completo.

Esta ecuaciéon puede también escribirse en la forma:

01) = (Z ¢(i>¢f(i>j [Z ¢(i>y(i>] - P(t)[i ¢<z‘>y<z')j 67)

A P(t) se le denomina matriz de covarianza de las estimas.

Resulta interesante examinar algunas caracteristicas estadisticas de la estima de
minimos cuadrados. Para ello supongase que el proceso real del que se han tomado datos

de entrada-salida satisface la siguiente ecuacion:
y(t)=¢" ()0, +e(?)

Supuesto que e(t) es una variable estocastica de media nula y varianza ¢ entonces la

estima 6 de 0, verifica:

1) Es una estima no polarizada, es decir, es independiente del ruido e(f) o de

cualquiera de sus parametros estadisticos.

2) Su matriz de covarianza es:

. 2 T —1 2
covarianza = o (CD -CD) =oc°P

+ Ejemplo 5.1: Estima de una constante

Se supone que el proceso a identificar es una constante mas un ruido aleatorio e(f) de varianza o%

y(t) = by +e(?) (e1)

Se considera como modelo para la identificacion
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() =b (€2)

En este caso ¢(¢) =1, @ = b, .Se tienen t medidas

i=1 y1)=1b
i=2 p2)=1b
i=t p@)=1Ib
Luego
I i
1 1
Y=|-|b=>®=|-| 06=b
_1_ _l_lxl
Ademas

W OVHOEDHE

> 4050 = 3300

Aplicando la ecuacion (5.7) se obtiene la siguiente estima de minimos cuadrados

! !

0(t)=b = %Z y(i) = %Z[bo +e(i)]=b, +%Z[e(z’)] (€3)

i=1 i=1

Sitox
0(t)=b = b, + E[e(?)]

Se observa que la estima esta polarizada por el valor medio del ruido. Por tanto, el valor estimado
tiende al valor real b, si el ruido sobre la medida es de media nula.

La varianza de la estima es:
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varb = Eb* —(Eb)> = b? +2b0E(lie(i)J+E(lzt:e(i)J —b]
t t

i=1
1(1¢ 1
=~| =D Ee(i)’ |=-0"
t\tio, t

i=1

¢ Ejemplo 5.2: Sistema de primer orden

El proceso a identificar es:
y(t)=—a,y(t=1)+bu(t-1)+e(t)+cye(t-1) (e4)

donde e(f) es ruido aleatorio de varianza 02y u(t) es una entrada aleatoria de varianza % y media

nula.

El modelo que se considera para la identificacion es:
y(t)=—ay(t—1)+bu(t-1) (e5)

En este caso:

¢Wﬂ=PwO—DuO—DL9=E}

Para construir la ecuacion normal (5.5) hay que hacer las siguientes multiplicaciones de matrices

—y(1=1) u(-1)]

q)T,(D{—y(l—l) SRR VI —y(t—l)}_

ul=1 - u-1) - ut-1) —y(i—%).u(z‘—n

—y(E=1) u(t- 1)_DC1

()]
®pY:[»ﬂ—D RN -—ya—u}y@
u(l-1) - u@-1) - u@-1) _
LY(0) ]

que se pueden expresar en la forma:
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D=1 =2 (i =Dui-1
dT-d = i=1 i=1 .

—Zy(i—l)-u(i—l) Zuz(i—l)

=Y y(yyi-1)
Ty = ti=1 .
2 y(ui=1)

Luego la ecuaciéon normal es:

-3 K-

S Y- H
> (oyuti-1)

t t
Y y-vui-n  Yura-n |
i=1 i=1
Multiplicando ambos miembros de la ecuacién por 1/t y haciendo la aproximacion:
1-2%@' - = 1~Zx2(i)
Lo t o
la ecuacion normal se puede expresar en la forma:
& o, - . - .
;'Zy (1) —;'Z (@) u(i) [a —;'Z y(@)y(i=1)
i=l i=l . — i=1
1& LG b} IR KPP
- ;'Z y(@)u(i) ;'Zuz (@) ;'Z y(@)u(i—1)
i=1 i=1 i=1
Resolviendo el sistema se obtendrian las estima de minimos cuadrados de los parametros a y b:
—(Zuz(z‘ - 1))-(Zy(z')'y(i —1)] +(Zy(i ~Dyui —Dj{Zy(i)-u(i - 1)]
i=l i=1 i=1 i=1
! t ! 2
(Z V(i —1)}(2#@—1)}—(2 (i —1)-u(i—1)J
i=1 i=1 i=l

—(Zt‘,y(i —Du(i —l)j{iy(i)'y(i = 1)) {2 Vi —l)j-(i (i) u(i —1))
[Zl: yi(i- I)J(Zt:uz (i— l)) - (Zt: y(i—1)u(i- l)j
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Si t—> o0 la ecuacion normal se puede expresar en la forma:

(€6)

[ E[y* ()] —E[y(z)-u(r)]}[aH— E[y(t)-y(r—l)]}
- Ely(yu®)]  EW’ @] J1b] [ Ey@u -]

Hay que calcular los valores esperados de diferentes magnitudes. Como la entrada u y el ruido e son

independientes se cumple:

Ele(t)e(t—1)]=0
Elu(t)u(t-1)]=0
Ele(t)u(t)]=0

Por otra parte

Ele(i)’]=0"
Elu@i)*1=2

Ademas como el valor el valor pasado de la salida y es independiente del valor actual de e o de u, se

cumple:

E[y(t =Du(®)]=0
E[y(t=1)e(®)]=0

Teniendo en cuenta toda esta informacion, en primer lugar, se va a calcular E[ y(t)-u(t)]:

E[y(t)u@®)] = E[(—a,y(t = 1) + byu(t —1) + e(t) + c,e(t — D) u(t)] =
= E[—a,y(t = )u(t)]+ E[byu(t —1)u(t)] + Ele(t)u(t)] + E[c,e(t —1)u(t)] =
=0+0+0+0=0

En segundo lugar se va a calcular E[ y(¢)u(t —1)]

Ely(t)u(t=1]= E[(—a,y(t =1 +byu(t —1)+e(t) +c e(t —=1)u(t-1)] =
= E[-a,y(t — u(t — )]+ E[byu(t — Dyu(t - 1)]+ E[e(t)u(t —1)] + E[coe(t —)u(t —1)] =
=0+b, A" +0+0=b, A’

En tercer lugar se va a calcular E[y(¢)*]

E[y(6)"]= E[(=ayy(t = 1) + byu(t = 1)+ e(t) + cye(t =1))°]
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desarrollando el cuadrado, tomando el valor esperado, y considerando Unicamente los términos no

nulos se obtiene la siguiente expresion

E[y(1)*]= ag-E[y* (t =1)]-2-ayc, E[e(t = 1) y(t = 1)]+ by E[u* (t = 1)] + (
e
+ E[e2 O]+ cg -E[ez (t-1)]

Se observa que para poder obtener E[y(¢)”] se requiere calcular E[e(t —1)-y(t —1)]:
Ely(t—1)e(t—D]=E[(—a,y(t —2) + byu(t —2) + e(t = 1)+ c,e(t —2))-e(t —1)] =

= E[—a, y(t - 2)e(t - )] + E[byu(t — 2)e(t — )]+ E[e(t - )e(t —1)] + E[c,e(t — 2)-e(t —1)] =
=0+0+0°+0=0"

Asimismo si se consideran las siguientes aproximaciones:

E[y(t—1)"]~ E[y(1)]
Elu(t-1)*]= E[u(t)*]1=A*
Ele(t—1)*]= E[e(t)*]= o
entonces la ecuacion (e.7) toma la forma
E[y(t)’ 1=as -E[y(t)’]1-2a,c,.0° +b, A’ +0° +ci0’

Luego, despejando E[y(¢)*]se obtiene:

A +(1+c; —2a,c,)0”

, b
E[y~(0)]=

l1-a;
Finalmente se va a calcular E[y(t)-y(t —1)]

E[y@)y(t = D]= E[(=agy(t = 1) + byu(t = 1) + e(t) + c,e(t = D)) y(t =1)] =
= E[-a,y(t =1) y(t = D]+ E[byu(t = 1) y(t = D]+ E[e(r) y(t = D] + E[ce(r = 1) y(r = D] =
=—a, E[y(t)’']+0+0+c,0c° =
_—ayby 2 +—a,(1+c, —2a,c,)0’ 5

= a2 +c,0° =
0

- a,bi A +(c, —a,)1-ayc,)o’

2
l1-a,

Por lo tanto, la ecuacion normal toma la forma:
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2
1-a;

by A2

bi A +(+c; —2a,c,)0” 0 ITa a,bi A —(c, —ay)(1—a,c,)o’
1-a; {b}
0 A

Resolviéndola se obtienen las siguientes estimas:

_ aghg A = (cy —ay)(1=aycy)o’
bi A +(+c; —2a,c,)0”
b=b,

Que se puede expresar equivalentemente en la forma:

—¢(1-ad)o”
bi A +(+c; —2a,c,)0” (e8)

a=a,+
b=b,
Se observa que la estima a del parametro ag esta polarizada.

Si el sistema no tiene ruido correlacionado (c,=0) la estima de los parametros coincide con el valor

real. Sin embargo, si el ruido esta correlacionado no se puede estimar bien el parametro a,, se dice
que la estima esta polarizada. En este caso no importa cuantas medidas se tomen ya que siempre se

obtendra una medida polarizada.

Por otro parte, si la relacion sefial- ruido (XZ/GZ) aumenta, disminuye la polarizacion en la estima a.

Co(l_ag)

a=a,— lim 5 =a,,

A A
2 b ;+(l+co2 —2a,c,)

En un sistema con ¢, =—0.8, b, =1, ¢, =-0.8, A= o0=1 se obtiene la estima a=-0.588, b=1.0.

5.2.3 Estima de minimos cuadrados recursiva

5.2.3.1 Formulacién

En él método de identificacion de los minimos cuadrados descrito en la seccién anterior
los datos se registran y almacenan y después se realizan los calculos de identificacion

utilizando todas las medidas a la vez. La identificacion se puede hacer, a partir de los datos
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almacenados, en un unico paso, como en el método anterior, o bien mediante algoritmos
iterativos, como en el método de maxima verosimilitud. Este tipo de métodos se denominan

"off-line" o de procesamiento por lotes (batch).

En los métodos recursivos u “on-line” la estima de los parametros se realiza procesando
cada medida que se realiza para obtener una nueva estima. Esto quiere decir que si existe
una estima 6(t-1) basada en los datos del experimento hasta el tiempo t-1, el valor 6(t) se
calcula mediante alguna modificacion sencilla de g(t-1), teniendo en cuenta en los calculos

los datos en t.

Las caracteristicas generales de estos métodos de identificacion son:

Forman parte de los sistemas adaptativos.

¢ No se almacenan todos los datos a la vez, por lo que sus necesidades de

memoria son modestas.

e Se pueden implementar como algoritmos de tiempo real para el

seguimiento de parametros variables con el tiempo.

e Se pueden usar como elemento inicial en los algoritmos de deteccion de

fallos.

Por la definicion de P(f) dada en (5.7)
P@) = (Z #i)g" (z')j_l (5:8)
se sigue que
P - [Z §i)P' (1) + ()9 (t)]

luego

P (=P (t=1)+41)¢" (1) (5.9)

Si se evalla la ecuacion normal en el instante t-1
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[ngﬁ(i)-w (z‘)}éa -1 = [gqﬁ(z‘)-y(z‘)J
la estima de minimos cuadrados se puede expresar en la forma:
0()= Pm@ ¢<z‘>-y<z'>] = P(t)-@ By y(i) + ¢(t>-y<t>J
con lo que

0() = P(t) [P (¢ = 1)B(t — 1) + (¢) ¥(1)] (5.10)

Como
P (t=1)=P ()~ g)¢" (1) (5.11)
Sustituyendo la expresién anterior en (5.10) se obtiene:
0(r) =0t = 1) + Pyg(ey[y(0) = ¢ (1)0(r = 1] (5.12)

El error de prediccion es la diferencia entre la salida actual y(f) del sistema y aquella

(p(t|t—=1)) que para el tiempo t produce el modelo a partir de la estima en el tiempo t-1

6(t-1)).
&)= y(O) =9t | 1=1) = y() - ¢" (B ~1) (5.13)
Si g(t) es pequeno la estima es buena y no debe modificarse mucho.
La ganancia de Kalman se define como
K(t) = P(1)¢(1)

debe interpretarse como un factor de peso o de ganancia que indica cuanto modificara el

error de prediccion a cada uno de los parametros.

Se tiene por tanto el siguiente algoritmo recursivo de estimacién por minimos

cuadrados:
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0() = 0(r — 1)+ K(1)e(r)
K (1) = P()¢(t) (5.14)
e(t) = y(t)—¢" ()0t -1)

La estima en el instante actual es una correccion de la estima en el instante anterior.
Ademas la ganancia K es variable y depende de P. A su vez P también es variable y

depende de la excitacién de entrada u.

Se observa en el algoritmo que es necesario calcular P(¢) =[®"®]™ lo que requiere la

inversion de una matriz en cada paso. Esto supone una gran carga computacional.
Utilizando el denominado “Lema de inversién de una matriz’ es posible expresar P(t) de la

siguiente forma:

P(t) = P(t—=1) = P(t = D)p()$" ()Pt = D]l + ¢ OP(t -Dg(0)|  (5.15)

En la ecuacién anterior aparece la inversién de un escalar pero no de una matriz. El

algoritmo (5.14) se puede simplificar a la forma:

0(t) =0t =)+ K()[y(t) - " ()0t ~1)]
K(1) = P()§(t) = P(t = 1)p(0)[1+ ¢ () P(t = 1)p(1)]” (5.16)
P(t)=(I - K(t)p" (1)P(t 1)

¢+ Ejemplo 5.3: Estima de una constante

Para el sistema y el modelo dados por (e1) y (e2) respectivamente la estima 6=b dada por (e3) se

puede poner de forma recursiva, teniendo en cuenta que @(¢) =1,
o(r) = %(i y(@) + y(t)] = %[(t - DOE - 1) + y0)] =
i=1
=0(t-1)+ %[y(t) — 0t - 1]
La varianza de 0(t) esta dada, escalando por el factor 62, por
1

P(t) = (®'D)" =

De forma recursiva
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P'(t)=t=P'(t-1)+1
de donde se obtiene

P(t) = 1 __Pu-D (e10)
P'(t-D+1 1+P(t-1)

La ecuacién (5.15) es en este caso

P(t-1) _ P(t-1)
1+ P(t=1) 1+P(t-1)

P(t)= P(t—1)—

que coincide con (e10). Ahora
K(t)y=P(t)=1/t

y teniendo en cuenta que @(¢) =1 se obtiene a partir de (5.16)

1
0) = 0(t-1)+— [v() -6 -1)]

que coincide con (e9).

5.2.3.2 Eleccidn de los valores iniciales
Para comenzar la identificacion en el algoritmo recursivo son necesarios uno valores

iniciales para 63(0) y para P(0). Como P(t) es, salvo un factor de o2, la covarianza de la

estima es razonable pensar en @(0) como una estima a priori del vector real de parametros

y en P(0) como una indicacion de la confianza en dicha estima.

Si P(0) es pequefio también lo sera K(t) para todos los valores de t, y eso hara que los

parametros no varien mucho de actualizacion a actualizacién; si por el contrario, P(0) es

grande, la estima pronto se alejaran del valor € (0). Si no se dispone de informacién a priori

del vector de parametros se suele escoger
0(0) =0, P0) = pl

donde p es un valor elevado.
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Se puede optar también por realizar una estimacion inicial por el método de los minimos

cuadrados ordinarios. Supongamos que se realiza esto hasta el instante f,, de modo que se

tiene

P(to) = ((D'(to)(b(to))fl
e(to) = P(to)q)'(to)y(to)

Se pueden considerar como valores iniciales €(0) = 6(¢,), P(0) = P(t,). En un tiempo ¢

se verificara
P(t) = (P (t,) + @' (1)®(1))™

P(t) se puede hacer tan préximo a (®'(1)®(¢))" como se desee eligiendo P(t,)

suficientemente grande.

5.2.4 Parametros variables con el tiempo

La matriz P satisface la ecuacion

PH(0)=P ' (t =)+ p()p" (1)

Se observa que P crece de forma mondtona con el tiempo, luego la ganancia del
algoritmo de minimos cuadrados K(f)—0, cuando t crece. Esto es, llega un momento en que

el estimador de minimos cuadrados se desconecta.

Este comportamiento puede resultar adecuado si los parametros son invariantes con el
tiempo, pero no si el algoritmo debe seguir de forma continua a parametros variables con el
tiempo. Desde el punto de vista del control adaptativo, resulta adecuado para controladores
autosintonizantes (controladores que se pueden sintonizar pero no ajustar a parametros
variables con el tiempo) pero no para controladores que necesitan sintonizarse inicialmente

y siempre que cambie la dinamica del proceso (controladores con adaptacion continua).

Existen numerosas soluciones para el seguimiento de los parametros variables con el

tiempo, destacan por su importancia los siguientes métodos:
¢ Introduccién de un factor de olvido (minimos cuadrados ponderados).

o Método del gradiente
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¢ Modificacion de la matriz de covarianza

¢ Reinicializacion de la matriz de covarianza.

5.2.4.1 Introduccioén de un factor de olvido (minimos cuadrados ponderados)

Si los parametros estan variando es légico considerar que los datos mas recientes
aportan mas informacién sobre la estructura actual del sistema que los anteriores. En
consecuencia, se les debe aplicar mas valor (peso) a los datos recientes que a los pasados,
los cuales se deben iran olvidando de forma exponencial. Esto se puede hacer considerando

como funcion a minimizar
e 2
V(0,t) = E'Z w,-€(i)
i=1

donde w; es el peso.

Una ponderacién muy utilizada es

w =A", 0<Ai<l1

1

donde A factor de olvido, un valor usual de este parametro es 0.9 <A <0.995.

En esta funcién de coste al valor actual se le da un peso unidad (L°=1), pero a los que

tuvieron lugar hace n unidades de tiempo se les pesa por A",

El olvido también se puede introducir de forma equivalente en la forma
P'@)=AP7'(t =)+ d(t)g" (¢) (5.17)

Se tiene por tanto el siguiente algoritmo recursivo:

0(t) =0z — )+ K(£)[y() - ¢ (1)0(z = 1)]
K (1) = P(t)g(t) = P(t = Dp()[ A1+ ¢" ()Pt —D)(t)]" (5.18)
P(t)y=(I-K(@)p" ()P(t-1)/A

De forma aproximada se puede considerar que el nimero de medidas o puntos

significativos que entran en la estima es de 1/(1-1).
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El método tiene la desventaja de que el olvido se produce aunque no haya aporte de
nueva informacion en los datos. Asi, en sistemas servo con pocas perturbaciones, la mayor
excitacion al sistema se produce por cambios en el punto de consigna. Tales cambios
pueden ser muy irregulares y si no existen cambios el vector P¢ es cero. En este caso, como

se ve en la ecuacion (5.17)
P(t) = 1 P(t-1)
A

Luego P crece de forma exponencial si A<1.

Si no existe aporte de informacion durante mucho tiempo, P puede hacerse muy grande
un pequefio cambio en la sefal de control puede llevar entonces a cambios bruscos en el
valor de los parametros y de la sefial de salida produciéndose el fenomeno conocido como

estallido.

Un modo de evitar el fendbmeno del estallido consiste en variar el factor de olvido A

dependiendo de la informacién contenida en los datos. Un algoritmo sencillo de este tipo es:

At) = 20 (5.19)

82
donde &(t) es el error de prediccion, & es el valor medio de & (t) sobre un cierto periodo de

tiempo y A' es una constante pequena (1/1000).

Otra ley de adaptacién es

£ (1)

At)=1-A
1+ ¢'(6) P(t —1) (1)

(5.20)

Esta ley es similar a la anterior ya que 1+ ¢'(¢) P(t—1)¢(t) es proporcional a &°.

De las ecuaciones (5.19) y (5.20) se deduce que si ocurre un cambio en la planta & (t)

aumenta y A(t) disminuye, por lo que aumenta P produciéndose la adaptacion. Después de

la adaptacién & (t) disminuye y A(t) vuelve a un valor muy préximo a uno.

Los algoritmos no evitan que P no crezca demasiado. Para evitar esto se puede

examinar la traza de P (trP)
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B By . By,
P P .. P 2n
P= 21 22 22n tl"P: Pﬁ
i=1
Ian }2n2 e IZnZn

(2nx2n)

y si cae por debajo de un valor umbral entonces A=1y se pasa a los minimos cuadrados

sin factor de olvido.

5.2.4.2 Método del gradiente

Este algoritmo se obtiene del método de los minimos cuadrados tomando P=/ y

haciendo

yP(t)

K= s 00

donde normalmente o =1, y y es un valor constante que se elige como un compromiso entre
velocidad de seguimiento (velocidad grande si y es grande) e influencia del ruido sobre las
fluctuaciones de 6 ( si y es pequefio también lo son las fluctuaciones de 6). Normalmente se

elige

1
YT <<l = y<<——
T

max

donde

7. = maximo autovalor de E{¢(t)¢'(t)}.

max

Este algoritmo tiene la ventaja de su simplicidad, reduciendo el numero de calculo
necesario considerablemente, pero tiene la desventaja de una velocidad de convergencia
muy lenta por lo que sdlo se suele utilizar en el caso de que los parametros varien muy

lentamente.

5.2.4.3 Modificacion de la Matriz de Covarianza.

Este método se suele utilizar en lugar del método del factor de olvido en aquellos casos
en que los parametros varian de forma continua. El método surge al considerar el método de

los minimos cuadrados como un filtro de Kalman con la ecuacion de estado
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x(t+1)=x(2)
y(1) =" ()x(1) + e(r)

donde el vector de estado esta formado por los parametros del modelo: x=6. El filtro de
Kalman aplicado a la ecuacion de estado anterior lleva directamente al método de los
minimos cuadrados recursivos. Una forma de modificar el algoritmo de estimacion para que
pueda seguir a parametros variables con el tiempo es considerar que estos tienen una

deriva o un camino aleatorio, lo que lleva a
x(t+1)=x(t)+ Ut)
donde v(t) es una secuencia aleatoria no correlacionada de media nula y covarianza R.
Se tiene asi el algoritmo siguiente:

0@t) = 0(t-1)+ K()e(t)
et) = y()—¢' ()0 -1

K(t) = P(O@(t) = Pt—D)p(t)1+¢' ()Pt - 1)p()] '
P(t)=U-K()¢'(¢))P(t-1)+R

Ahora la matriz P no puede decrecer hacia cero, o que evita la desconexion del
algoritmo y los parametros se estaran identificando continuamente. Cuanto mayor sea la
velocidad de variacion de los parametros mayor es R, y P permanece en un valor
estacionario elevado. Se debe evitar que P pueda crecer demasiado, para lo que se

examina la traza de Py si crece demasiado no se le afiade la matriz R.

Con este método la velocidad de cambio de los parametros se puede seleccionar de
forma individual, seleccionando de forma adecuada los distintos elementos de la diagonal de

la matriz R.

5.2.4.4 Reinicializacion de la Matriz de Covarianza.

El caso de que los parametros de la planta varien de forma abrupta se puede tratar
reinicializando de forma periddica la matriz P al valor pl, donde p es un valor elevado. La
inicializacién de P se puede realizar en funcidn de su traza, iniciandose cada vez que esta

caiga por debajo de un determinado valor.
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5.3 IDENTIFICACION DE SISTEMAS LINEALES ESTOCASTICOS

Considérese un sistema que obedece a la ecuacion

Ay(q ) y(1) = By(g Hu(t) +v(t)

o de forma equivalente
y(0) = §(t) 6, + (1)

Donde 6, es el vector de parametros reales. Supdéngase que v(f) es una sefial
estocastica independiente de la sefal de entrada. Si la estima proporcionada por el método
de minimos cuadrados es buena, el valor 6 obtenido de la ecuacion (5.7) debe estar proximo

al valor ¢,. Para ver si esto es cierto se calcula la diferencia entre estos valores
1¢ ) (1Y 1¢ ,
0-0, = (; Z PP (i)J (; Z P (@) - {? Z Pi)¢ (i)}ﬁo ]
1 ' -1 1d
= [; Z Pi)¢ (i)J {; 2 ¢(i)V(i)j

i=1

donde el ultimo término tiende a los valores medios cuando t crece. La diferencia entre el

valor estimado y el real se anula si
1) E[#(t)@'(¢)] es no singulary E[#(¢)v'(¢)]=0

2) Elpn (1)]=0
La primera condicién se cumple la mayoria de las veces salvo en los siguientes casos:

e La entrada no es de excitacion persistente (ver seccion 5.4.1) de un orden

adecuado.

e La entrada se genera mediante realimentacion por un controlador de orden
pequefo. El modelo es demasiado grande y no existe ruido sobre el
proceso (v(t)=0) lo que lleva a que los polinomios A(q) y B(q) tengan

factores comunes.

La segunda de las condiciones no se cumple la mayoria de las veces salvo si v(t) es

una secuencia de ruido blanco. En este caso v(f) no esta correlacionada con sus valores
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previos y por lo tanto no lo estara con ¢(t) y al tener media nula el término se hace cero, y
por lo tanto la estima tiende al valor real. Pero si v(f) no es ruido blanco, estara
correlacionada con valores previos y por lo tanto con y(f) ya que este depende de v(s) para
s<t.

De la forma mas general un sistema lineal, invariante en el tiempo sometido a

perturbaciones de tipo estocastico se puede representar mediante la ecuacion
(1) = G(q)u(t)+ H(q)e(?) (5.21)

donde G(gq) modela la dinamica determinista del sistema y H(q) la parte estocastica. La

secuencia {e(t)} representa una sefal de ruido blanco de media nula.

De la observacién de los datos {u(t)}, {y(t)} se pueden calcular valores £(t) para e(t),

denominados errores de prediccion, en la forma

&(t) = H ' (9)[»(1) - G(q)u(t)] (5.22)

Para unos valores de y(.), u(.) dados, estos errores son funcién del modelo utilizado,
esto es de G y H. Los métodos de estimacion paramétrica denominados de error de

prediccion estiman G y H de manera que se minimice la funcién de coste
t
VAG,H) =) & (i)
i=1

El método de los minimos cuadrados es del tipo de error de prediccion con

_B(q@) __
D= T

Se va a considerar ahora el caso mas general dado por

B@ gy €@

G(q) =24
D= A(q)

donde A(q) representa el minimo comun multiplo de los denominadores de las partes

determinista y estocastica.

También es posible escribir el sistema en la forma
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A(q)y(t) = B(q)u(t) + C(q)e(?) (5.23)
O equivalentemente como la ecuacion en diferencias
y()+ay(t—D+...4+a,y(t—n) =bu(t —1)+...+bu(t —n) +e(t) + ce(t —1)+...+c,e(t —n)
donde algunos coeficientes pueden ser nulos. Ahora el vector de parametros tiene la forma
0'=la,..a, b.b,c..c,] (5.24)

Este modelo describe la parte observable de cualquier sistema dinamico, lineal,

invariante en el tiempo.

El polinomio C(gq'7) tiene sus raices dentro del circulo unidad si no existen
perturbaciones peridédicas y dentro o sobre el circulo unidad si existen perturbaciones

periddicas.

5.3.1 Minimos cuadrados extendidos (MCE)

El modelo (5.23) puede ponerse en la forma
Clg)(y(1) —e(1)) = B(q)u(t) +(C(q) — A(q)) y(?)
Si se representa al error de prediccion del modelo (5.23) por
y(1) = y(1)—e(t)
Entonces se tiene

"0 e - a2 (5.25)

y(t) = B(g)—=
¥(®) = B(q) C(q)+ @)

La expresion anterior indica que la prediccion se obtiene filtrando las sefiales u(.) e y(.)

por C(q). La ecuacioén (5.25) se puede expresar también como

P(t) = [1- A(@y@®)]+ B(@u(t) +[C(g) - 1](»(t) - $(t)) (5.26)
Los valores

y(t)= (1) =&(t) (5.27)
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dan los errores de prediccion. Estos valores no tienen porque coincidir con e(f) ya que el
filtrado de las sefales u(.), y(.) para estimar y(.) comenzando en t=0, necesita conocer los

valores

¥(0), p(=1),..., p(=n+1), y(0), y(-1), ..., y(=n + 1), u(0), u(-1),...,u(-n +1)

Si estos valores no se conocen, se pueden tomar como ceros, en cuyo caso la
prediccion ¢ difiere de e por un cierto error que decrece como Cu' siendo u el cero de

mayor magnitud de C(q).

Se debe expresar por tanto (5.26) en la forma de la ecuacion de regresion lineal.
y(t)=¢'1)0 (5.28)
Ahora el vector de regresion tiene la forma
(1) = [—(y(t -1),...,—y(t—n),u(t-1),...,u(t —n), &t -1),...,&(t —n)] (5.29)

El método de los minimos cuadrados se puede utilizar ahora para la ecuacién de
regresion lineal (5.28). Dicho método se conoce como Minimos Cuadrados Extendidos
(MCE) ya que, con respecto al método de los minimos cuadrados, el vector de regresion se

ha extendido con los residuos, y el vector de parametros con los coeficientes del polinomio
C(q).

El algoritmo recursivo (5.16) se aplica ahora con el vector de parametros definido por

(5.24) y con el vector de regresiéon dado por (5.29) con
e(t) = y(1) = ¥(t) = y(1) - #' ()0t - 1)

El método de los MCE se puede considerar que se obtiene de minimizar la funcién de

coste
V(o) = %Zt:sg(z‘)

suponiendo la relacion lineal entre los parametros

25(t) _ o) -4 18] _
oo oo

—(1)
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Es decir, se hace la aproximacién de que &(t) no es funcion del vector de parametros 0,

cosa que no es cierta, ya que como se ve por (5.23)
Clg,0)&(t) = A(q, ) y(1)— B(g, O)u(t) (5.30)

siendo C(q,0), A(q,0), B(q,0) los polinomios con los parametros estimados.

5.3.2 Algoritmo de Maxima Verosimilitud (MV)

Si se deriva (5.30) se tiene

A _1y= ]

a0 =

El vector z(t)se puede calcular de forma recursiva como

()]
0
M u(t)
zZ(t+1) = M z(t)+| O (5.31)
M .
e(t)
0
donde
-¢ .. —C,
M=1 .. 0 (5.32)
0 1

El algoritmo recursivo que se denomina de Maxima Verosimilitud (MV) es el siguiente

0(t) = 6(t — 1)+ K()]y(1) - " ()0 - 1)
K(t) = P(t)z(t) = P(t =D)z(O[1 + 2" (1) P(t - D)z(1) | (5.33)
P(t) = (I - K(t)z" (0))P(t - 1)
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Comentarios:

B Los métodos de MCE y MV permiten identificar la dinamica del ruido y

evitan el tener estimas polarizadas para el modelo determinista.

B La estimacién por el método MV es en general mas rapida que con el
método MCE.

W La discusion sobre la eleccidn inicial de la matriz de covarianza y del vector
de parametros que se para los minimos cuadrados se extiende a los
métodos MCE y MV.

B Para la estima de parametros variables en el tiempo se puede utilizar

cualquiera de los métodos expuestos en los minimos cuadrados.

5.3.3 Método de la Variable Instrumental (VI)

El método de la variable instrumental (V1) se utiliza para identificar modelos de la forma
A(q)y(t) = B(q)u(r) +v(1)

donde v(¢) es una sefal de ruido blanco correlacionado. En este caso el método de los

minimos cuadrados produce una estima correlacionada. Si no interesa estimar un modelo
para el ruido (es decir no interesa conocer H(q)), se puede utilizar el método de la variable

instrumental.

En este método se pretende minimizar la funcion de coste
1 t
V(o,t)= EZIIZ(i)IIsJ(i)
i=1

donde Zz(i) es un vector de dimensioén igual a la del vector de parametros conocida como

variable instrumental. Se tiene ahora

o) = [iz@w@j [iz(z')ya)j (5.34)

i=1 i=1

Luego en este caso
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0-0, :Gizaw@j [;

t
i= i=1

- Gicﬁ(iw(aj G

z()y(@) - {% Z(i)¢T(i)}9oJ

- (5.35)
Z(i)V(i)j

t
i=1

Si z(f) se elige de manera que no exista correlacion entre ella y el ruido sobre el sistema
el ultimo término de (5.35) se anula y por lo tanto se tiene una estima consistente, es decir,
(0> 6,, t >x).

De forma recursiva

0(t) = 0t 1) + K(O)y() - ¢ ()0t - 1)
K(t) = P(t)z(t) = P(t ~)z()[1 + ¢" () P(t = D)z(D) | (5.36)
P(t)= (I -K()p" (1))P(t-1)

La variable instrumental se puede elegir de muchas formas; normalmente se toma
z(t) = [—g(t -1),...,—g(t—n) u(t-1),...,u(t —n)]

donde

gt)=z" (1))
@) =1A-pIHt -1+ p4(t-17)

donde 0.01<£<0.1yrtesunenteroentre 5y 10.

5.4 SELECCION DE LA SENAL DE ENTRADA

5.4.1 Grado de excitacion persistente de una senal

Un sistema determinista, lineal, dinamico, invariante en el tiempo esta caracterizado de
forma Unica por su respuesta a un impulso. La respuesta a un impulso tiene un namero
infinito de elementos, pero si el sistema es estable la respuesta al impulso tiende a cero y
puede truncarse, dando lugar a lo que se denomina Modelo de Respuesta a un Impulso

Finita (FIR"), que se puede describir mediante la ecuacion

$(t) = bu(t =)+ byu(t —2) +..+ b u(t —n) (5.37)

! Acrénimo inglés derivado de Finite Impulse Response

201



TEMA 5: Identificacion de sistemas

O de forma equivalente
y(t)=¢(t) 6,
donde

0, =[b..b,]

¢ (t) = [u(t = 1)..u(t — n)]

Resulta obvio que los parametros del sistema (5.37) no pueden determinarse si la
entrada no cumple algunos requisitos. La solucion al problema de los minimos cuadrados

viene dada por los valores solucion a la ecuacion normal (5.5). Esta solucién es Unica si la

matriz (® ®) de la ecuacién normal tiene rango maximo n. Para este modelo se tiene

Zt:uz(i—l) iu(i—l)u(z’—Z) Zt:u(i—l)u(i—n)
D7D - ;u(i—l)u(i—Z) ;u2(z’—2) ;u(i—Z)u(i—n) (5.38)
iu(i—l)u(i—n) iu(i—Z)u(i—n) Zt:uz(i—n)

Si la sefial de entrada no excita suficientemente al sistema (® ®)no sera de rango

completo.

Ademas se tiene

i y(@i—-Du@i-1)

n+l

o7y = | Dy —Du(-2) (5.39)

n+l

iy(i —Du(i —n)

n+l

Para valores elevados de t los efectos finales son despreciables y todos los sumatorios
de (5.38) y (5.39) se pueden tomar desde 1 a f. Si en ambas ecuaciones dividimos por t y

representamos por r, (k) la covarianza empirica de la entrada,
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() = i+ (i )

n+l

y por r,, (k) la covarianza empirica entre la entrada y la salida,

k)=l v =)

n+l

entonces la ecuacion normal se puede poner como

r,1) .. r,(n-1 (D
0= y (5.40)

r,(n-1 .. r,(1) r(n—=1)
O de forma equivalente como
R,(n)-0 =R, (n) (5.41)

La condicién de unicidad de la matriz (5.38) se expresa ahora como unicidad de la

matriz R (n). Esto lleva a la siguiente definicion:

Definicion: Una sefial de cuadrado sumable u se denomina de excitacion persistente

(EP) de orden n si la matriz R (n) definida por (5.40) es definida positiva, es decir, todos sus

autovalores son positivos.

Para el modelo FIR la estima es consistente (60— 6,, t — «) si la sefial de entrada es

de EP de orden n.

En general para un sistema dinamico con ruido no correlacionado la estima es
consistente si la sefal de entrada es de EP de grado 2n, es decir, coincide con el nimero de

parametros que posee el modelo.
¢+ Ejemplo 5.4:

Considérese el ejemplo 5.2 de un sistema de primer orden en el que la entrada u(f) es una sefial

escalon de amplitud A. En el estado estacionario la ganancia estatica del sistema es:

bO

S =
I+a,

(e11)
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Luego
y=Su
Y por tanto:
Elu(®)]=1
Ely(®)]=S4

En consecuencia las ecuaciones (e7) toman la forma:

Ey’(t)=S*A +

2

1-a
Ey(Hu(t) = SA°,
Eu’(t)= 17, o
Byt 1) = 5222 + Lo @) —Zaoco)g2
1-a

Ey(tu(t —1) = SA?
Con lo que finalmente resolviendo la ecuacion normal se llega a

Co(l_ag)

a=a,— >
1+c¢; —2a,c,

| (e13)
—-a

b=b,—bycy———>—
’ 001+c§—2aoco

Se observa, que las estimas son distintas de los valores reales, es decir, estan polarizadas. Ademas,

| son independientes del valor de la amplitud A de la sefial de entrada.

Si no existiera ruido correlacionado sobre el sistema, entonces ¢, = 0, y se obtendria

a=a,

b=b,

Si, por ejemplo ¢, = a,, entonces
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que se desvia claramente de los valores reales.
Es interesante observar que de (e13) se deduce que siempre se verifica la relacion

b b
l+a 1+a,

Es decir la ganancia estatica se determina perfectamente.

En el caso de que no haya ningun ruido actuando sobre el proceso, esto es o =0, entonces la

o8t s
-5 1

En este caso la solucion esta caracterizada por

matriz en (e6) se hace singular

b
1+a

=S

En conclusion, con una entrada constante (EP de orden 1), y sin otro tipo de excitacion, sélo se

puede determinar perfectamente un parametro: la ganancia estatica de la planta.

De acuerdo con esta definicién para el sistema de primer orden del ejemplo 5.2 se

obtiene una estima consistente (6— 6,, ¢t — ) si la sefial de entrada es de EP de orden 2.

Resulta interesante conocer el grado de excitacién de algunas sefales, lo que puede

ayudar a la comprension de este concepto.

B Sea u(t) una sefial aleatoria de ruido blanco con media nula y varianza A’.

Entonces R, (n)=41, por lo que la sefial es de EP de todos los grados.

W Sea u(t) un escalén de amplitud A entonces r,(k)=A" para todo k. Luego

R, (n) es no singular si y solo si n=1. Luego su grado de excitacion es 1.

B Si u(t) es un impulso u(t)=1 para t=0 y 0 en cualquier otro caso luego

r,(k)=0 para todo ky R (n)=0 para todo n. Luego es de EP de grado 0.
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Una propiedad importante es que si la sefal escalar u(f) es de EP de grado n entonces
su densidad espectral de potencia es distinta de cero en al menos n puntos. De esta

propiedad se sigue que una sefial suma de m sinusoides

m
u(t) = Zai sin(wit+¢,), 0<w, <.<wo, <rx
i=1

es de excitacion persistente de orden 2m.

En general si se excita un sistema de N parametros con una sefial de EP de orden n<N,
la sefial de entrada no estaria excitando suficientemente al sistema para identificar todos

sus parametros.

Como se ha visto un escalon tiene grado 1 de EP y en el ejemplo 5.4 se puso de
manifiesto que con esta entrada se podia determinar un Unico parametro: la ganancia
estatica del sistema. Este valor corresponde al comportamiento del sistema a frecuencia

cero.

Una sinusoide posee grado 2 de EP y se sabe que con una sinusoide de entrada se
puede fijar la respuesta de un sistema a una determinada frecuencia, lo que necesita dos
parametros: la amplitud con que se modifica la sefal al pasar por el sistema y el desfase

que se introduce.

La senal de ruido blanco posee cualquier grado de EP y eso es asi porque dispone de

todas las frecuencias.

En el caso de no utilizar ruido blanco ¢que tipo de frecuencias deberia contener la
sefal?. La respuesta es: aquellas en las que interese tener una buena fiabilidad del modelo.
Si el rango de frecuencias de actuaciéon del modelo se conoce se puede elegir como senal
de entrada una suma de sinusoides distribuidas de forma regular sobre dicho rango. Si no
se conoce el rango lo mejor es utilizar una sefial lo mas parecida posible al ruido blanco,

como por ejemplo una sefial pseudo aleatoria binaria (PRBS?)

5.4.2 Senal pseudo aleatoria binaria (PRBS)

Como se ha visto en la seccién anterior la mejor entrada para identificar un sistema es
el ruido blanco. En la identificacién de sistemas se suele utilizar en su lugar una sefial

denominada pseudo aleatoria binaria (PRBS) que tiene las siguientes propiedades:

% Acrénimo inglés derivado de Pseudo Random Binary Signal
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0.8
0.6
04H
02

-0.2n

-06r
08

La sefial tiene dos niveles +V y puede cambiar de uno a otro so6lo en
ciertos intervalos de tiempo =0, A, 21, 3A..... A A se le conoce como tiempo

de reloj.

Si se va a producir o no el cambio de la senal en un determinado intervalo
esta "predeterminado”. Luego la sefial PRBS es determinista y los

experimentos se pueden repetir.
La sefial es periddica con periodo To=N-A, siendo N un numero entero
impar.

En un periodo T, hay (N+1)/2 intervalos de un nivel y (N-1)/2 intervalos en

el otro nivel.

La senal de autocorrelacion es
r.(k)=V?, k=0, N-o, 2:N-X, 3-N-7,..
ru(k)=-V2/N, M1+i-N)< k < A(N-1+i-N), i=0,1,2,..

Las senales PRBS mas utilizadas son las que se basan en secuencias de

longitud maximas, para las cuales N=21-1, siendo n un entero. Estas
secuencias se pueden generar utilizando un registro de desplazamiento de
n-estados con realimentacion. Solo unas pocas conexiones de
realimentacion llevan a una secuencia de longitud maxima para cualquier n

elegida.

Las sefiales PRBS son de EP de grado N pero no mayor que N, siendo N

el periodo de la senal.

Representacion temporal 1 Densidad espectral

100

2 g 0 1
200 y 300 400 500 10 10 10 10
uestras Frecuencia (rad/s)

Figura 5.2: Representacion temporal y espectro de potencia de una senal PRBS de ejemplo.
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En la Figura 5.2 se muestra la representacién temporal y el espectro de potencia de una
sefal PRBS de ejemplo.

5.4.3 Amplitud de la seial de entrada

Otra consideracion importante a realizar es la seleccién de la amplitud de la sefial de

entrada. Para su eleccién se deben tener en cuenta los siguientes aspectos:

B Pueden existir limitaciones fisicas y econdmicas sobre la maxima variacion
de las sefales de entrada u(f) y salida y(f) durante la realizacion del

experimento.

B Si el modelo corresponde a una linealizacion de un sistema no lineal, su
validez estara limitada a una determinada zona, por lo que no se debe
escoger la sefal de entrada de modo que saque al sistema fuera de la
zona de validez del modelo. No obstante, tras la identificacidén del modelo
puede resultar interesante realizar otro experimento con una amplitud

mayor para determinar la zona de validez de este.

B El aumento de la amplitud de la sefal de entrada aumenta la relacion entre
la sefal y el ruido del sistema y por lo tanto cabe esperar una mejora en la

identificacion del sistema.

5.5 IDENTIFICACION EN LAZO CERRADO

En muchos casos puede ser necesario identificar al sistema en lazo cerrado. El sistema
en lazo abierto puede ser inestable por lo que es imposible obtener ningun tipo de registro
significativo si el sistema no se controla sin una realimentacion que lo estabilice. En otros
casos razones de orden econémico pueden impedir realizar la identificacién en lazo abierto
del sistema. También puede ser conveniente la utilizacion de un regulador de estabilizacién

del sistema durante la identificacion por razones de seguridad.

Para el sistema dinamico (5.1) la matriz ® es

-y(n) ... =y u(n) ... u
® = —yn+l) ... —y(2) ur+]l) ... u2)
—y(-1) .. —y(t-n) u(t-1) .. u(t—n)
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Una ley de realimentacién de orden suficientemente pequefio introduce dependencias

lineales entre las columnas de la matriz ® lo que hace que los parametros no se puedan

identificar de forma Unica, ya que (® ®) no tendria rango completo.

+ Ejemplo 5.5:

Se va a considerar el sistema de primer orden del ejemplo 5.2 de con c¢,=0. Ademas se utiliza la

siguiente ley de control
u(t) = —ky(t)

La ecuacion normal es ahora

5 . 1 % o 1
Sy (z—l)(k kZJ(Zj:Zy(l)y(Z_D(kJ

La matriz (@ch) es singular y no existe solucion unica.

El mismo aspecto se pone de manifiesto si se multiplica a la ley de control por un valor arbitrario a y

se le suma a la ecuacion del sistema

y®) +a,y(t -1 =byu(t—1)+ (au(t—1)—au(t—1))+e(?)
Recolocando términos se obtiene

y(1) =—(ay — ak)y(t =1) + (b, + Q)u(t - 1) +e(1)
Esto muestra que cualquier par de parametros que cumplan

a=a,—ak

b=b,+a

dan la misma relacion de entrada salida y por lo tanto todos ellos son solucién a la ecuaciéon normal.

El problema de la falta de identificabilidad debido a la realimentacion desaparece si se
utiliza una ley de realimentacion lineal de orden elevado o si la ganancia de la
realimentacion es variable con el tiempo (se evita la dependencia lineal de las columnas de
D).
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Para asegurar la identificabilidad del sistema del Ejemplo 5.5 bastaria considerar una

ley de control de la forma

u(t) = —kyy() = kyy(t =1)

Otra posibilidad es utilizar una ley de control de la forma

u(t) =—k(1)y(1)

donde la ganancia basta que varie entre dos valores para asegurar la identificabilidad.

5.6 ELECCION DEL PERIODO DE MUESTREO

La eleccion del periodo de muestreo en el proceso de toma de datos de entrada/salida

del sistema a identificar esta ligada a las constantes de tiempo de dicho sistema. Ademas se

deben tener en cuenta los siguientes aspectos:

210

B [a existencia de un intervalo de tiempo fijo para el experimento. Como el

periodo de muestreo no puede disminuirse una vez realizado el registro de
los datos conviene muestrear a una velocidad rapida y realizar después la

estimacién considerando valores dobles, triples, etc del valor de muestreo.

El namero total de datos a registrar fijo. El periodo de muestreo se debe
elegir entonces como un compromiso. Si es muy grande los datos
contendran poca informacién sobre la dinamica de alta frecuencia del
sistema. Si el periodo es pequeio las perturbaciones pueden tener una
influencia excesiva en el modelo y, ademas, puede haber poca informacién

del comportamiento a baja frecuencia.

El objetivo final de la aplicacion. Para los sistemas en lazo abierto se
aconseja tomar entre 2 y 4 muestras en el tiempo de subida. Para sistemas
en lazo cerrado se aconseja también ese numero de muestras en el tiempo
de subida del sistema en lazo cerrado o bien entre 8 y 16 muestras en una
oscilacién amortiguada del sistema. Otro valor que se suele indicar es el de
realizar entre 5 y 16 muestras en el tiempo de asentamiento al 95% de la

respuesta del sistema en lazo cerrado a un escaldn de entrada.

La fiabilidad del modelo resultante. El uso de periodos de muestreo muy
pequeinos puede llevar a problemas practicos, ya que los polos tienen a

agruparse en torno al punto z=1 del plano complejo y la determinacion del
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modelo se hace muy sensible, pudiendo resultar que pequefios errores en
los parametros tengan una influencia importante sobre las propiedades de
entrada-salida del modelo. Ademas un muestreo muy rapido lleva a que el
modelo sea de fase no minima lo que puede causar problemas a la hora

de disenar la ley de control.

En general la eleccion del periodo de muestreo no suele resultar critica en la mayoria de

los casos ya que el rango entre los valores pequeinos y grandes es relativamente amplio.
¢+ Ejemplo 5.6:

Se tiene la siguiente expresion para la funcién de transferencia de una planta que posee a su entrada

un retenedor de orden cero.

K-(1+T,s)e”™
G(s) = U+ Tis)e
A+ 7)1+ 1)1+ Tys)
K=LT =101, =TT,=3T1,=21, =4

El modelo discreto equivalente que se obtiene considerando un periodo de muestreo T es:

i (b +bz7 + bz +b,27)

G(z)=z
2 (I+az" +a,z7 +a,z™)

La ganancia es

K=—be
1"‘2‘1[

En la Tabla 5.2 se muestran los valores de los coeficientes de G(z) en funciéon del periodo de
muestreo T.

Cuando el periodo de muestreo disminuye las magnitudes de los pardmetros a se incrementa y la de

los parametros b decrece. Por ello, para un periodo de muestreo pequeio , por ejemplo T=1, se tiene

|bi| << |al.| y ‘Zbi‘ :‘1+Zai‘ << |al.|

Pequefios errores en los parametros pueden tener una influencia significativa en el comportamiento
entrada-salida del modelo, ya que, por ejemplo, el valor de Zbl. depende fuertemente de los valores

de las cifras decimales cuarta y quinta.
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T[seg.] 1 4 8 16
a, -2.48824 -1.49836 -0.83771 -0.30842
a, 2.05387 0.70409 0.19667 0.02200
az -0.56203 -0.09978 -0.00995 -0.00010
b, 0 0 0.06525 0.37590
b, 0.00462 0.06525 0.25598 0.32992
b, 0.00169 0.04793 -0.02850 0.00767
b -0.00273 -0.00750 -0.00074 -0.00001
2b; 0.00358 0.10568 0.34899 0.71348

1+2a; 0.00358 0.10568 0.34899 0.71348

Tabla 5.2: Coeficientes de G(z) en funcion del periodo de muestreo.

Por otra parte la eleccién de un periodo de muestreo muy grande puede llevar a una simplificacion
excesiva del modelo dando este una descripcién muy pobre de su comportamiento dinamico. En el
ejemplo se ve que para T=8sec. el modelo se reduce practicamente a un sistema de segundo orden,
porque

|a3|<<‘1+2ai‘ y |b3|<< ‘Zbi‘

Para T=16 el modelo se reduce practicamente a uno de primer orden.

5.7 TRATAMIENTO DE LOS DATOS

Antes de iniciar el proceso de identificacion es necesario realizar un tratamiento de los

datos de entrada/salida medidos. Dicho tratamiento consta de las siguientes acciones:

e Filtrado.
® FEliminacion de valores medios.
® Deteccion de outliers.

Siempre hay que analizar si es necesario llevar a cabo cada una de estas acciones.
Dependiendo de la calidad de los datos de que se dispongan pueden ser necesario realizar

todas, alguna o ninguna de estas acciones.

212



Apuntes de Automatica Il

5.7.1 Filtrado de las senales

Un modelo tiene validez dentro de un rango limitado de frecuencias. No se pueden

modelar efectos por encima de la frecuencia de Nyquist (fs=n/T, T= periodo de muestreo).
Normalmente fg se elige entre 5 y 10 veces superior a la maxima frecuencia de interés para

evitar asi la perdida de fiabilidad entre las estimas. El filtrado analégico previo de las sefiales
es necesario para evitar el aliasing (plegamiento de la funcion de densidad espectral de la
sefial) y de esta manera eliminar las perturbaciones con frecuencias superiores a la de

Nyquist.

La anchura de banda del filtro es inversamente proporcional al periodo de muestreo.

Como regla aproximada se suele considerar la relacion
w,T~=0.5-1
donde w, es la anchura de banda del filtro.

El filtro debe tener ganancia constante y fase préxima a cero para valores bajos y
medios de frecuencias, para no distorsionar de forma innecesaria a la sefal. Para altas
frecuencias la ganancia debe caer rapidamente. La eliminacién de las altas frecuencias en
la sefal mejora la relacion sefal ruido y por lo tanto permite una mejor identificacién del

sistema.

Debido a que el filtro previo tiene una cierta dinamica esta se incluye en el modelo que

se identifica (ver Figura 5.3).

{y(k)}

{u(k)}~ D/A —— Proceso [— An';i%ré)ico AD

— Modelo —

Figura 5.3: Diagrama de bloques que pone de manifiesto como el modelo que se identifica posee la

dinamica del proceso y la del filtro analégico.
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Si existen perturbaciones de baja frecuencia en el sistema éstas también deben ser
filtradas. Para ello se suelen utilizar filtros digitales sobre las sefiales registradas como fase
previa a la identificacion. Ambas sefales la de entrada y la de salida son filtradas usando un
mismo tipo de filtro (ver Figura 5.4). Con ello se consigue elegir la banda de frecuencias en
las que el modelo debe proporcionar una buena estima del sistema. Normalmente basta con

utilizar filtros pasa alta de primer orden

u.(ky=a-u.(k=1)+u(k)—u(k-1)
yp(k)y=a-yp(k=1)+y(k)—y(k-1)

donde

_ Tt

donde < la contante de tiempo del filtro. Ademas u,.(k)e y.(k) son las sefiales filtradas que

se utilizan en el algoritmo de identificacion. © se debe elegir de manera que el filtro pasa alta
no elimine la menor frecuencia de la senal de entrada. Para sefiales PRBS con intervalo de

reloj A y periodo N la constante de tiempo debe cumplir la relacién

AN

T>—

2r
{y(k)}

) Proceso
Filtro Filtro

Pasa-alta Pasa-alta
o () | e ()
V., Se usan " >

para identificar

Figura 5.4: Filtrado de perturbaciones de baja frecuencia

5.7.2 Eliminacion de valores medios

Un modelo lineal solo suele ser valido para variaciones en torno a un punto de
equilibrio, por lo que las sefales de entrada y de salida normalmente tendran un valor medio
igual a los valores en las posiciones de equilibrio, por lo general diferiran del valor cero. Sin
embargo en la identificacion solo se puede obtener el modelo real si los valores medios son

nulos.
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Se suelen seguir dos métodos para tratar medias distintas de cero:
e Estimar de forma explicita los valores medios.

e Usar modelos con valores incrementales.

5.7.2.1 Estimar de forma explicita los valores medios.

Para ello se puede proceder de dos formas:

A) Forma 1: Estimar, eliminar e identificar

Fijar una tendencia polinomial a la entrada y la salida mediante regresién lineal

V() =my+mt+...+mt"

u (t)=ny, +nt+..+nt’
Después calcular los datos eliminando las tendencias

¥ =y(1)-y" (1)
u(t)=u(t)—u (1)

Es a estos datos a los que se aplica el algoritmo de identificacion.

Si los grados r y s son cero el procedimiento consiste simplemente en calcular los

valores medios de las sefiales
| i
y ==y
N3

P (e
u =— >y u(t
N;()

y sustraerlos de las medidas. Con valores de r,s>0 se modela una deriva en los datos

(tendencia polinomial).

B) Forma 2: Estimar los valores medios durante la fase de identificacion

Se considera ahora el siguiente modelo

A(g ™) y(t) = B(g )u(t) +e(t) +m
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donde m es un parametro que también es estimado. Ahora

'

6, :[al...an b,...b, m]
es el vector de parametros del proceso y

é (1) :[—y(t—l)...—y(t—n) u(t—1)...u(t—n) 1]

es el vector de regresion. El modelo se puede generalizar introduciendo, en lugar de un
valor constante, un polinomio en t (tendencia polinomial) en el que los coeficientes son

parametros a identificar.

5.7.2.2 Usar modelos con valores increméntales.

Sea A el operador diferencia

Se utiliza el modelo

A(g ) Ay(t) = B(g ) Au(t) + Ae(?)

Como se ve, ahora en el algoritmo de identificacion se utilizan los datos diferenciados.

5.7.3 Deteccion de outliers

Cuando se realizan los experimentos ocurre a veces que hay grandes errores en las
medidas. Estos errores, denominados outliers, pueden estar causados por perturbaciones,
errores en las transmisiones de datos, fallos en la conversion, etc. Es importante detectar y
eliminar esos errores antes de analizar los datos, ya que su influencia cambiara en gran
medida los resultados de la identificacion. Los outliers aparecen como picos en la secuencia

de errores de prediccién y por ello tendran gran influencia en la funcién de coste.
Existen dos formas de tratar los outliers.

® Hacer un test de presencia de outliers y ajustar los datos erréneos.

® Usar una funcion de coste modificada.
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5.7.3.1 Hacer un test de presencia de outliers y ajustar los datos erréneos.

En este caso se obtiene un modelo ajustando los datos sin prestar atencién a los

outliers. Después se obtienen los residuos &(z, 0) y se representan graficamente. Se detecta
la existencia de posibles picos en la secuencia {&(t,6)}. Si por ejemplo | &(t,0) | es

anormalmente grande entonces la salida correspondiente y(f) se modifica. Una modificacion

sencilla es tomar
() =0.5[y(t=1)+ y(t+1)]

Otra posibilidad es tomar como valor y(f) el valor que predice 6
y(0)= 3l -1,0)

La secuencia de valores obtenida haciendo las substituciones anteriores se utiliza para

obtener un nuevo modelo.

5.7.3.2 Usar una funcién de coste modificada.
El método consiste en modificar la funcién de coste de modo que se penalice mas a las
medidas que contienen outliers. Este método se suele utilizar en los calculos on-line. En el

algoritmo de los minimos cuadrados se modifica el vector de ganancia de Kalman K(t) en la

forma
1 -1
K(t) = P(t = Do) —— + ¢' ()P — Dg(2)
¢ 50 ¢ ¢
donde
1 si|g(t)| < 72:[
By =14’

si |5(t)| > ;//:t

g (t
donde A, es una estimacion de la desviacion estandar de los errores de prediccion

i - {V, (f(t))}
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0

1
— + @' (P - Do(¢
50 ¢ (Pt = Dg(1)

V. @0m)=v, (0t -1)+

El pardmetro y se elige como un compromiso entre robustez y fiabilidad de las estimas.

Para valores pequenos de y el estimador es muy robusto frente a la presencia de outliers

pero puede dar una fiabilidad muy pobre, y viceversa si y es grande. Un valor ajustado de y

esentre 2y4.

5.8 ELECCION DEL TIPO Y LA ESTRUCTURA DEL MODELO

5.8.1 Eleccion del tipo de modelo

En la identificacion paramétrica de modelos discretos se distinguen principalmente

cuatro tipos de modelos:

218

B Modelo ARX (AutoRegressive eXogenus).

A(q)y(t) = B(q)u(t) +e(?)

Son los mas sencillo de identificar por eso siempre se recomienda su

eleccion al principio de cualquier proceso de identificacion.

Modelo ARMAX (AutoRegressive Moving Average eXogenus)
A(q)y(t) = B(q)u(r) + C(g)e(r)

Presentan una mayor flexibilidad para tratar las perturbaciones y se suelen

utilizar cuando éstas aparecen a la entrada del sistema.

Modelos OE (Output Error)

W)= %u(r) +e(t)

Se utilizan cuando las propiedades de las sefiales de perturbacion no son
modeladas. Permiten obtener una descripcion correcta de la funcién de

transferencia determinista sin importar la forma de las perturbaciones.
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B Modelos BJ (Box-Jenkins)

B(q) C(q)
- t
YO= 50" Do)

e(t)

La dinamica del sistema estd separada de la dinamica de las
perturbaciones. Son unos modelos dificiles de estimar, aunque resultan

adecuados cuando las perturbaciones aparecen en la salida.

La eleccion del modelo va estar fuertemente influida por el uso final al que se destine.
La bondad final del modelo se pondra de manifiesto cuando se use en la practica y se

comprueben los resultados obtenidos.

5.8.2 Eleccion de la estructura del modelo

Una vez seleccionada la familia o tipo de modelos con la que se va identificar, se
procede a estimar modelos con distintos érdenes de los polinomios (estructuras) y realizar
test de comparacion entre ellos para determinar el mas apropiado. Hay tres aspectos a

considerar:

1) Ver si la estructura del modelo es lo suficientemente grande para contener
al sistema real. Hay que determinar si el grado del modelo esta

subestimado.

2) Ver si el modelo es demasiado complejo (muchos parametros). Hay que

determinar si el grado del modelo esta sobreestimado.
3) Ver que estructura de modelo se debe escoger entre dos o mas posibles.

Sera en la fase de validacion del modelo donde se pondran de manifiesto los tres

aspectos mencionados y por tanto que estructura para el modelo es la mejor.

5.9 VALIDACION DE ESTRUCTURAS Y MODELOS

Para analizar la validez de los modelos estimados es conveniente realizar diferentes

estudios:

W Test sobre las funciones de coste (Criterios de informacion). EI método
mas sencillo consiste en considerar la funciéon de coste V como una

funcién del grado n del modelo V(n). Los valores de V para el valor real de
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n 'y para valores superiores a n no debe diferir de forma significativa. No
obstante, por lo general siempre se reducira la funcién de coste cuando se
aumente el grado, por ello se utilizan test estadisticos para poner de
manifiesto si la reduccion es significativa. Los test mas utilizados son: F-
test (Test de la distribucion F), AlIC-test (Akaike Information Criterion) y
FPE-test (Final Prediction Error).

Cancelacién de polos y ceros. Si el modelo identificado es de orden (por

ejemplo n) mayor que el real (por ejemplo n,) entonces apareceran n-n,

pares de ceros-polos que se cancelan entre si de forma aproximada.

B Andlisis de los residuos del modelo. Algunos métodos de identificacion

como el de los minimos cuadrados, y en general todos los métodos de
error de prediccion, requieren que los residuos sean ruido blanco para
asegurar de este modo que la estima no esta polarizada. Este aspecto se
suele analizar calculando la funcién de autocorrelacion de los residuos. Si
los residuos son ruido blanco la funcién de autocorrelacién debera ser

aproximadamente cero en todos los puntos salvo en el origen.

Para comprobar si existe realimentacion entre la entrada y la salida, lo que
puede producir polarizacion en las estimas, se realiza un test sobre la
correlacion entre los residuos y las entradas. Si no existe realimentacion la
funcion de correlacion debe ser aproximadamente nula en todos sus

puntos.

Verificacion del comportamiento de entrada-salida. Para ello se realizan los

siguientes test:
1) Comparar la respuesta temporal medida y la calculada con el modelo.

2) Comparar la respuesta en frecuencia obtenida por el modelo
identificado con la calculada mediante transformada de Fourier a partir

del registro de los datos.

3) Comparar las funciones de correlacion cruzada entre las salidas y las
entradas producidas con datos medidos y con datos generados por el

modelo.
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B Aplicaciéon del modelo. Es el test ultimo y mas importante, con el que se

obtendra la evaluacion final del modelo obtenido.

Es muy importante tener en cuenta que en el proceso de validacion de los modelos se

debe usar un conjunto de datos distinto a los usados para estimar los modelos.
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APENDICE A
TABLA DE TRANSFORMADAS Z

y(t) y(k-T) o y(k) o Y(s) Y(2)

Delta de Kronecker 1
5. (k) = 1 k=0
0 k=20
5 (n—k) 1 n=k z!
n-— =
0 0 n-k

1(0) 1(k) 1 I

K 1-z7"

t kT L Tz

2
s (1-=f
e ! o kT 1 1
s+a l—e Tz
te ! e T-e~ kT 1 T-o~T .77
(S +a)2 (l—e"“‘Tz_l )2
e “"-sen(wt) e " -sen(wkT) 0] e "z sen(wT)
(s+a)’ +o° 1-2¢“"-cos(wT)yz" +e*7-z7?
e “"-cos(wt) e “*T-cos(wkT) s+a 1-e"-z7"cos(wT)
(s+a)? +&* 1-2¢“"-cos(@Tyz" +e 727
a* 1
l—az
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TEMA 6

INTRODUCCION A LA OPTIMIZACION

Este tema introductorio a la optimizacion esta dedicado al estudio de los extremos de
una funcion de varias variables sin y con restricciones. Esto servira para introducir la
optimizacién estatica u optimizacidén cuando el tiempo no aparece como parametro. Ademas,
este tema sirve de preparacion para tratar con sistemas variables con el tiempo y para
introducir algunos aspectos matematicos que son necesarios conocer para comprender

mejor los Temas 7 y 8.

En el Apéndice B se dan algunas nociones de calculo diferencial en R" que pueden ser

revisadas para un mejor seguimiento de este Tema.

6.1 EXTREMOS DE FUNCIONES

Considérese una funcion escalar J(x), con x=[xq,Xa,...,Xn] € R", es decir, J: R">R. El

gradiente de J con respecto a x es el vector columna':

o
ox, I
J, = Y_| | 6.1)
X . .
oy,
| Ox,, | "

El Hessiano de J con respecto a x es la derivada segunda

o’J | o%J
J, =—>= (6.2)
Toox? | oxox,

' En algunos libros el gradiente se define como un vector fila, aunque se puede utilizar un vector columna tal y
como se desprende de la definicién (6.1)
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que es una matriz simétrica de dimensién n x n. En término del gradiente y del Hessiano, el

desarrollo en serie de Taylor de J(x) en torno a xp es:

J(x)=J(xy)+J,

N -(x—xo)+%(x—x0)T J

(= x,)+003) (6.3)

x=

Donde O(3) representa términos de orden 3, y donde J, y Jx estan calculados en x,. De

forma incremental el desarrollo en serie se puede poner:

dj=J! -dx+%dxr J . dx+0(3) (6.4)

El punto xo es un punto critico o estacionario cuando el incremental dJ es cero en una

aproximacioén de primer orden, para todos los incrementos dx. Esto es, si
J =0 (6.5)
se tiene un punto critico.

Supdéngase que se esta en un punto critico, de modo que J,=0. Para que el punto critico

sea un minimo local, se requiere que:

dJ = %de -J dx+0(3) (6.6)

sea positiva para todos los incrementos dx. Esto se garantiza si la matriz J,, es definida
positiva

J >0 (6.7)

XX

Si J,x es definida negativa, el punto critico es un maximo local, y si Jx €s indefinida, el
punto critico es un punto de silla que es inestable. Si J,x es semidefinida, se deben de
examinar los términos de orden superior de la ecuacioén (6.4) para determinar el tipo de

punto critico. A la matriz J,, se le conoce como matriz de curvatura.

Conviene recordar que J,, es definida positiva (negativa) si todos sus autovalores son

positivos (negativos), e indefinida si tiene autovalores negativos y positivos. Es semidefinida
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si tiene algunos autovalores iguales a cero. Por lo que si det[J,]=0, el termino de segundo

orden no especifica completamente el tipo de punto critico.
¢ Ejemplo 6.1:
Determinar los valores extremos de
J(x,y) = sen(x)+ sen(y) + sen(x + y) (1)
donde 0 <x <27, 0 <y <2r.
Solucién:

Notar que se pide encontrar el extremo de la funcién dentro del rectangulo de la Figura 1.1

2n

2n

ol /

Figura 1.1

Los puntos criticos deben satisfacer simultdneamente las ecuaciones:

J. =cos(x)+cos(x+y)=0

J = _ (2)
, =cos(y)+cos(x+y)=0

De estas ecuaciones se deduce que los puntos criticos son aquellos para los que cos(x)= cos(y), esto
es, x=y+ 2:n'n (n =0, 1, 2, ...). Pero los puntos en cuestion deben estar dentro del cuadrado de la

Figura 1.1, luego y=x. Con este valor de y en (2) se obtiene cos(x)+cos(2x)=0, que es lo mismo que:
2c0s”(x)+cos(x)—1=0 (3)
ya que cos(2x)=2-cos*(x)-1.

Las soluciones a la ecuacién cuadratica (3) son cos(x)=-1y cos(x)=1/2, por lo que x=mn, x=n/3, x=57n/3.

Asi hay tres puntos criticos en el interior del cuadrado,

(m,m), (x/3,7/3), (57/3, 57/3) (4)

Para determinar la naturaleza de estos puntos, se debe evaluar el Hessiano en los puntos criticos:
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[JXX ny} _ [— sen(x) —sen(x+ y) —sen(x+y) } 5)

J,. J —sen(x+y) —sen(y)—sen(x+y)

yx Yy

Para (n,m) el determinante del Hessiano es cero, luego la matriz es indefinida y no se puede
0 0
0 0

T 27 27 3 \/5 \/5

—sen——sen— —sen—
3 3 3

2 Vs 27| | 3

—sen— —sen——sen— X2 _J3
3 3

V3
-V3-2 - {/1:—0.8660

—g G-l )

determinar el tipo de punto critico que es:

—senmw —sen2rw 0 0
= = =0 (6)
{— Sen2mwr —Senw } [0 0}

Para el punto (n/3,n/3):

()

El Hessiano es definido negativo, luego el punto produce un maximo J(r/3,7/3)=3 (3\/5)/2.

Finalmente para el punto (5n/3, 5n/3):

— sen— — sen—— —sen—— -
—senlo—ﬂ —Sen—”—senlo—ﬂ ﬁ V3
L 3 3 3 2

8)

V3-4 ? _ ={/7L=0.8660
g 3-2

A =2.5981

El Hessiano es definido positivo, luego el punto produce un minimo J(5n/3,5n/3)=- (3\5)/2.

Como no hay otros puntos criticos en el cuadrado se concluye que J(n,7)=0 no corresponde ni a un

minimo ni a un maximo.

Falta investigar el comportamiento de J(x,y) en la frontera o borde del cuadrado. En el borde que

coincide con el gje x, y=0, luego J(x,0)=sen(x)+sen(0)+sen(x+0)=2sen(x). Luego los valores extremos
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de J(x,y) también varian entre 2 y -2. En definitiva, se concluye de este estudio que los valores

extremos de J en la region considerada son -(3\5)/2 y (3\@)/2 .

6.2 EXTREMOS CONDICIONADOS

La seccidn anterior se dedicé al calculo del maximo y del minimo de funciones de varias
variables independientes. En muchos casos se requiere encontrar los valores maximos y
minimos de J(x) cuando las variables x; estan conectadas por algunas relaciones de tipo

funcional, de modo que las componentes x; no son independientes.

Considérese que J(x1,x2,X3) representa la temperatura en el punto (x4,x2,x3) del espacio

e interesa conocer el valor maximo o minimo sobre una cierta superficie (x4, x2, x3)=0.

Si se pudiera despejar una de las variables en funcién de las otras, en la ecuacion de la
superficie, se podria sustituir dicho valor en J y obtener los valores extremos en funcion de
las variables independientes. Por ejemplo si x3=h(x4,x2), entonces el problema se reduce a

encontrar los valores extremos de:
H(x1, x2) = J(x1, X2, h(X41, X2))

En muchos casos, sin embargo, puede resultar imposible despejar unas variables en
funcién de otras. El problema se puede complicar aun mas si la temperatura se deseara
conocer en los puntos de una curva del espacio, ya que en ese caso la restriccion sobre las
variables se expresa en la forma de intersecciones de dos curvas fi(xq,X2,X3)=0 y

fg(X1,X2, X3)=0.

Si se pudiera expresar a partir de estas dos ecuaciones, dos variables en funcién de la
tercera, se podria sustituir dichas funciones en J y obtener asi una funcién de una Unica
variable. Desafortunadamente esto no suele ser posible. Se recurre entonces al método de

Lagrange.
El método de Lagrange es como sigue:

Sea J(x1, X2, ..., Xn) una funcién en ‘R, cuyos valores extremos se piden cuando las
variables estan sometidas a las m condiciones o restricciones fi(xi, X2, ..., X,)=0,...,
fm(X1, X2, ..., X,)=0. Se introducen ahora los parametros As, As,...,.Am Y Se forma la siguiente

funcién que se denomina Hamiltoniano:
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H(x, %000 X, Ay Ay s A,) =T (X)X 5000 X, )+ A f1 (6 X 50 X, ) Foa+ A f (X5 50000 X))

Si se define

AT=(A A 4 A ) =, (X)5eees £, (X))
El Hamiltoniano puede ser escrito de la siguiente forma:
H(x,Xy0eis X, s Ay A ey A ) =T (X, X550, X, )+ A Tf(xl,xz,...,xn)

Los numeros As,..., Ay que se introducen como ayuda para resolver el problema, se
conocen como multiplicadores de Lagrange. Lagrange descubrié que si el punto (x4, x2,...,X,)
es un punto critico, entonces las derivadas parciales de H con respecto a las n+m variables
X1,X2,.., XnmM,..,Am deben de ser nulas, es decir se debe satisfacer el sistema de n+m

ecuaciones.

OH _aJ(x)  ,r0((x) _,_8/(x) +S, i (x)
ox, ox, ox, ox, ‘O ox,

O _0) W) ) $, S
Ox Ox Ox Ox = ' Ox

a}n] n n n i=l n (68)
—_— = = 0

78 Si(x)

oH
—_— p—l O

o S ()

O bien en forma compacta:

OH _dJ(x) ,+9f(x) _,

(;31)_6] Ox ox 6.9)
—= =0
Y S (x)

Este método proporciona una condicién necesaria para que un punto sea un extremo de
la funcién J. Los puntos asi obtenidos deben comprobarse para determinar si originan un

maximo, un minimo, o ninguna de las dos cosas.
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+ Ejemplo 6.2;
Encontrar las distancias méaxima y minima desde el origen a la curva 5x*+6xy+5y*-8 = 0.
Solucioén:

El problema consiste en determinar los valores extremos de J(x,y)=x’+y* con la condicion f(x,y)=

5x*+6xy+5y°-8 = 0.
En primer lugar, se construye el Hamiltoniano
Hy.2) =5 + 7 + 3:(5x" + Bx-y+ 5 -8)

Las ecuaciones (6.8) toman la forma

a—H=a—J+ﬂbg:0:>2x+/1-(10-x+6-y)=0
ox Ox ox
a—H:8—']+/'Lg:O:>2y+/'t-(6'x+10'y):0
dy Oy y

OH

—=5x"+6xy+5y°-8=0
EY) Y T2y
Multiplicando la primera ecuacion por y la segunda por x, y restando se obtiene:

64(y>—x")=0

Luego y= + x. Sustituyendo estos valores de y en la tercera de las ecuaciones se tiene:

xX=1/2=>J=1
x’=2= J=4

Luego el primer valor es un minimo y el segundo valor es un maximo. Los puntos de minimo son:

/N2, 1/42)  (=1/42,-1/2)

Y los de maximo

(2, -42)  (2,+42)

La curva corresponde pues, a una elipse de semiejes 2 y 1 cuyo eje mayor hace un angulo de 45

grados con el eje x.
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6.3 OPTIMIZACION DE SISTEMAS DINAMICOS

Se va a introducir desde un punto de vista matematico, los elementos utilizados en el
calculo de extremos de funciones en el problema de la optimizacién de sistemas dinamicos.
Con posterioridad se vera el porque de la optimizacién en el control de sistemas y sus

interpretaciones fisicas.

Considérese una funcion escalar J(x,u) o indice de coste, o también indice de

realizacion; donde u es el vector de control, uc’R™ y x es el vector de estados, xeR".

J(x,u) : R >R

Hay que comentar que el vector x de las secciones anteriores ahora esta formado por
las componentes del vector de estados del sistema (que se denomina también por x) y por el

vector de control u.
Supodngase que la descripcion matematica del sistema esta dada por:

f(x,u)=0 (6.10)

El vector auxiliar x se determina para un u determinado a partir de la ecuacion (6.10),

luego f es un conjunto de n funciones escalares feR".

Se plantea el siguiente problema de extremos condicionados: Encontrar el vector u que

minimice la funcién J(x,u) y que satisfaga la condicion f(x,u)=0.

Para encontrar las condiciones necesarias y suficientes para un extremo local de J(x,u)

que satisfaga ademas f(x,u)=0, se puede proceder como en la seccion anterior.
Definase el Hamiltoniano

H(x,u,A)=J(x,u)+ A" f(x,u) (6.11)

donde AeR", es un multiplicador de Lagrange que debe determinarse. Como se vio en la

seccion anterior, los puntos de minimo deben cumplir la condicion necesaria:

(a) Z—Z(x,u,xl)zf(x,u)zO

w Y T (6.12)
ox Ox Ox

o MY
ou Ou ou
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Las ecuaciones (6.12) son similares a las ecuaciones (6.9) ya que el vector

x=(x4,X2,...,X,) de la seccion anterior equivale en este caso al vector (x,u).

Las ecuaciones (6.12b) y (6.12c) representan en realidad una Unica ecuacion, que
sefala que la derivada del Hamiltoniano con respecto a cada una de las variables de la

funcion fes nula. La ecuacion (6.12a) sélo hace constatar la ecuacion de ligadura.

Se define el vector gradiente de una funcién escalar como un vector columna, luego:

F o ]

o1,

b O
oA .
oH
o1,
Y de forma similar para:

g ooy o
ox ou

El Jacobiano de f con respecto a x es una matrizde nxn

PR
T Oox, ’""’8xn
De igual modo
PR R
" ou ou, """aun
donde fes una matriz de n x m.
De forma anéloga se define J = o yJ, = 8_]
Toox ou

Luego las ecuaciones (6.12) se pueden expresar de la siguiente forma:

(@ H,=/=0
(b) H =J +f'2=0 (6.13)
(c) H,=J,+f'1=0
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Es interesante hacer notar lo siguiente. Los incrementos en H dependen de los

incrementos en x, u 'y A en aproximacion de primer orden de acuerdo con la ecuacion:

dH =H dx+H du+HdA

Se observa que las ecuaciones (6.13) permiten tratar los incrementos dx y du como si
fueran independientes, ya que de la condicion de minimo dH=0, se han deducido las
ecuaciones (6.12). En realidad dx y du don incrementos dependientes, ya que x y u estan
relacionados por la ecuacién (6.10), sin embargo, la introduccién del vector de
multiplicadores A permite solucionar dx y du “como si” fueran independientes. Mediante la
introduccion de los multiplicadores de Lagrange se ha reemplazado el problema de
minimizar J(x,u) sujeta a las ligadura f(x,u)=0, por el problema de minimizar H(x,u,A) sin

ligaduras.

Se va a obtener ahora una condicién que garantice que el punto estacionario obtenido
de (6.13) es un minimo.

El desarrollo en serie de Taylor para los incrementos de Jy fes:

dx | 1 J.. J_ [dx]
dj=\J!,J! +—ldx"du"f T T [+0@3 6.14
0 Il 3 R il I ECC I
dx| 1 £ foldx]
df =", 7 +=|ax",du” {7 T +0(@3 6.15
=1 JZ]L,J s u]{fw OO (6.15)
2
donde f 6 = of y asi sucesivamente.
Ouox

Para introducir el Hamiltoniano, se utilizan las ecuaciones anteriores para obtener:

1, 4] {;ﬂ —[a7.HT }Bﬂ + %[de du” }{H P de} +03)  (6.16)

HMX H uu du

Para un punto estacionario =0, ya que esa es la ligadura para todo punto, y dJ debe ser
también nulo, para incrementos de primer orden, para todos los incrementos dx, du. Como f
es igual a cero, df también es igual a cero, luego en aproximacién de primer orden se debe

verificar H,=0, H,=0 como en (6.13), luego el primer termino de (6.16) es nulo.
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Para encontrar condiciones suficientes para el minimo, nos fijamos en el segundo
término de (6.16). Antes introducimos en (6.16) la dependencia de dx con respecto a du. En

una aproximacién de primer orden:
df = f.dx+f,du=0 =dx=—f"-f du (6.17)
Sustituyendo esta relacién en (6.16) se obtiene
1 o WHe Huol|=f7
dJ =—du" |- £F- 70 T ldu+ 03 6.18
SRS }{HW HH I 00 (6.18)

Para que el punto estacionario sea un minimo, dJ en (6.18) debe ser positivo para todos
los incrementos du. Ahora bien, si sustituimos dx por su valor (6.17) en J(x,u) se obtiene que

J es sélo funcién de u, luego la ecuacién (6.14) queda al ser Jy,=Jy,=Jux=0.

dJ :%-duTJf -du (6.19)

uu

Donde J/ se define como el valor de la derivada segunda de J con respecto al valor u

uu

cuando el valor de x se sustituye en funcién de u.

Igualando (6.17) y (6.18) se obtiene

H. H,||-f ",
Jf —|— T, _T,I Xx xu | X u —
L=brr }{HW HH f }
Jllfu = HLH/I _fMT .fx_T .HXU _HLLX .f:‘(_l 'fu + fuT .fX_T 'H)C)C .fx_l .fM

Luego si “la matriz de curvatura con la ligadura f igual a cero” dada por (6.20) es:

(6.20)

e Definida positiva — el punto estacionario es un minimo.
e Definida negativa — el punto estacionario es un maximo.
¢ [ndefinida—el punto estacionario es un punto de silla.

+ Ejemplo 6.3: Supefficie cuadratica con ligadura lineal

Supdngase que la funcién de coste viene dada por la siguiente expresion:

1 1 1]|x X
J(x,u)= E[x,u] . [1 2}L} + [O,I]L{}
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Y la ligadura esta dada por
f(x,u)=x-3=0

El Hamiltoniano es:
H=J+21 Tf:%xz +xu+u’ +u+i-(x=3)

Donde ) es un escalar. Las condiciones para determinar un punto estacionario son (6.13) o

H,=x-3=0
H =x+u+4A=0
H,=x+2u+1=0

Que tiene como solucion x=3, u=-2, A=-1, luego el punto estacionario es:
(x, u)*=(3,-2)

Para verificar que este punto estacionario es un minimo se determina la matriz de curvatura con la
ligadura x=3.
J! =2=2

uu

Como J/ es positiva, eso significa que el punto (x,u)* es un minimo. El valor de J en el minimo es

uu

J*3,-2)=0.5

+ Ejemplo 6.4: Indice de realizacién cuadratico con ligadura lineal.

Considérese el siguiente indice de realizacién cuadratico
1 X2 2
a

con la ligadura lineal

f(x,u)=x+mu—c
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Los contornos de J(x,u) son elipses; si J(x,u)= 1/2, los semiejes mayor y menor son a | y bl. La
ligadura f(x,u) es una familia de lineas rectas parametrizadas por ¢ (Notar que u es la variable

independiente, estando x determinada por f(x,u)=0).

El Hamiltoniano es:
1 2 2
H :—{—+y—j+i-(x+m-u —-c)
a

Las condiciones para un punto estacionario son:

H,=x+mu—-c=0 Q)]
X

Hx:a—2+/1 =0 (2)
u

Hu:b—2+/1~m:O 3)

Para resolver este sistema de ecuaciones se utiliza la ecuacion (3) para expresar el control optimo u

en términos del multiplicador de Lagrange.

u=-b*mi

Sustituyendo este valor en (1) y resolviendo el sistema (1) y (2) se obtiene:

a’-c —-c
X=—=""5 3 A=—F—7—
a +b-m a +b-m
Con lo que el control 6ptimo es:
2
b mc
u=——
2 2 2
a +b-m

Para ver que este punto estacionario es un minimo, se debe calcular la matriz de curvatura (6.20):

m 1

J! =
uu aZ b2

Puesto que S es siempre positiva, entonces el punto estacionario es un minimo.

El valor de la funcion de coste minimo es:
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2

« 1 c
J = 52 2.2
2a +b"m
.
¢ Ejemplo 6.5: Ligaduras mdltiples
Encontrar la distancia minima entre la parabola y = a-x” +b-x +d y la linearectay = x +c.
Solucién:
En el problema hay dos ligaduras:
2
SixLy) =y —ax” —bx —-d=0
Sr(xy,3) =y, =x,—¢c=0
donde (x4, y1) es un punto de la parabola y (xz, y») es un punto de la recta.
Se considera como funcion de coste la mitad del cuadrado de la distancia entres los dos puntos:
1 , 1 5
J(x,115%5,1,) :E(xl —X,) +5(y1 —-¥,)
Se introduce un multiplicador de Lagrange por cada ligadura. EI Hamiltoniano es:
_ 1 2 1 2 2
H = E(xl - X,) +E(y1 ) +A b —ax” —bx, —d)+ A (¥, —x, —¢)

Las condiciones para un punto estacionario son:

H, =x-x,-2al;x-4,;b=0 (1)

H =-x+x,-4,=0 (2)

Hyl:%_yz"'il':o (3)

H, =-y+y,+4,=0 (4)

H, =y, —ax’ —bx,—d=0 (5)
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Hﬂzzyz—xz—c:o (6)
De (5) se obtiene

Y = a-xl2 +bx, +d (7)
De (2) y (4) se obtiene

Ay =X =X =Y, =) (8)
De (7) y (6) se obtiene

X, =X, =ax; +x,+d—x,—c 9)
Luego

X, :%'(a'xl2 +(b-1)x,+d-c) (10)

De (3) y (4), Aq=-Ap, por lo que de (8) y (10) L4=x1-Xx2

1

/11:—5

(a@x! +((b-1)x, +d —c) (11)

Por ultimo fijarse que la ecuacion de la parabola es:

Qax, +(b-1)4,=0 (12)

(2:ax, +(b=D)(ax; +B-1)x,+d—c)=0 (13)

La ecuacion cubica (13) determina el x4 6ptimo para unos valores dados de a, b, c y d. Si la recta
cruza la parabola, la(s) interseccion(es) es la solucion 6ptima. (En este caso A4=1,=0). En otro caso

habra un Unico par de puntos distintos (x4, x2), (1, ¥2).

Una vez conocido x4, los valores de x,, y1 € y», se determinan de (10), (7) y (8) respectivamente.

. . . . . s . *
Sustituyendo estos valores en la funcion de coste se determina que la distancia minima es v 2-J .
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6.4 SOLUCIONES NUMERICAS

La solucién analitica para el punto estacionario (x,u) y el valor minimo J de la funcién
de coste, soélo es posible determinarlos en casos muy sencillos. En la mayoria de los casos
reales se deben utilizar métodos o algoritmos numéricos de optimizacion que se
implementan en programas para ser ejecutados en computadores. Algunos de los métodos
numéricos de optimizacion mas utilizados son: el método del gradiente, el método del paso

descendente, el método de Fletcher-Powell, el método del gradiente conjugado, etc.

El programa MATLAB dispone de una potente libreria de funciones denominada

Optimization Toolbox para la resolucién de problemas de optimizacién.
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CONTROL OPTIMO DE SISTEMAS
DISCRETOS

7.1 INTRODUCCION

En este capitulo se extiende el método del Tema 6 a la optimizacién de una funcion de

indice o coste, asociada con un sistema dinamico discreto que varia con el tiempo.

En el tema anterior se introdujo la funcion de coste como una funcién escalar que se
tenia que minimizar y después se introdujo las ligaduras entre las variables. En la
optimizacion de sistemas dinamicos, el proceso siempre es a la inversa. En primer lugar se
introducen las ecuaciones dinamicas que describen al sistema, y que constituyen
ecuaciones de ligadura. Estas ecuaciones estan determinadas por la fisica del problema. La
funcidn de coste se selecciona por el ingeniero para hacer que el sistema funcione de una

manera determinada.

En los Temas 1 y 2 se ha estudiado diversos métodos de disefio de controladores para
sistemas continuos y discretos, respectivamente. Esto métodos permiten colocar los polos
del sistema en lazo cerrado (en el caso de que el sistema sea controlable y observable) en
las posiciones que se especifiquen y que normalmente se fijan en funcion del
comportamiento deseado en el transitorio y en el estacionario (velocidad de respuesta,
sobreelongacién maxima, tiempo de asentamiento, errores en el estado estacionario, etc.).
No obstante, existen muchos casos en los que no resulta sencillo saber donde colocar los

polos del sistema en lazo cerrado.

Por ejemplo, supdngase el caso de un motor del que se desea obtener una respuesta
dindamica muy rapida. Légicamente se deberan situar los polos muy alejados del origen del
plano s, lo que hara que la sefial de control tome valores muy elevados, que incluso pueden

llegar a superar el valor maximo del actuador, haciendo que la sefal de control se sature, es
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decir, quede limitado a su valor maximo. Asi, si la maxima salida que puede dar el actuador
es de 5 Voltios, puede ocurrir que para conseguir una velocidad de respuesta muy rapida se
requiera una sefial de control superior a los 5 Voltios, como esta sefal no puede ser
suministrada por el actuador, la respuesta del motor no seria la establecida por los polos en
lazo cerrado del sistema. Por ello en muchos casos es necesario limitar la velocidad de
respuesta de un sistema al valor que puede conseguirse sin llegar a la saturacién de la

senal de control.

Existen también muchos problemas de control en que las especificaciones de disefio se
hacen en forma de limitaciones de ciertas variables de estado y que resultan imposibles de

especificar de forma sencilla como asignacion de polos.

Otra razén para el control 6ptimo esta en que el sistema puede que no sea controlable,
por lo que existira una regién del espacio de estados a la que el sistema no puede llevarse,
por lo que no todos los polos del sistema se podran situar donde se desee. La teoria del
control optimo permitira en estos casos, siempre que la parte no controlable sea estable,

que el sistema se comporte de una forma aceptable.

7.2 SOLUCION AL PROBLEMA GENERAL DE LA OPTIMIZACION
DISCRETA

7.2.1 Formulacion del problema

Supéngase que la planta esta descrita por la siguiente ecuacion general dinamica, no

lineal, discreta en el tiempo:

X =S (xpuy) (7.1)

La condicion inicial es xo. El superindice en la funcién f significa que en general esta
funcion sera variable con el tiempo. Se supone que el vector de estado xx es de dimension
n, y que el vector de control u, es de dimension m. La ecuacién (7.1) es la ecuacion de

ligadura ya que permite determinar el valor del estado en k+1 en funcién del vector de

control y del vector de estado en el tiempo k,. Claramente fe‘R".

Supdngase que se tiene asociado una funcién coste o indice de comportamiento dado

por la expresién general.
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N-1
J, = (N, x)+ D L (x,,u,) (7.2)
=i
Donde:

e [i, N] es el intervalo de tiempo en el que se esta interesado en el comportamiento

del sistema.
e (N, xn) es una funcién del tiempo final N y del valor del estado en dicho instante.

e [*(x., uy) es una funcién del estado y del control en los instantes k del intervalo [i,

N], en general sera variable con el tiempo (de ahi el superindice k).

El problema de control 6ptimo consiste en determinar el control u' en el intervalo [i,N]
que hace que el sistema (7.1) evolucione segun los estados x, de modo que se minimiza la

funcién de coste (7.2)

+ Ejemplo 7.1: Algunas funciones de coste Utiles

a) Problemas de Tiempo Minimo

Supongase que se desea encontrar el control ux que lleva al sistema de un estado inicial xo a un
estado final deseado x en un tiempo minimo N. En este caso, es posible, seleccionar la funcion de

coste como:

N-1
J=N=>1
k=0
y especificar la condicion frontera
Xy =X

En este caso ¢=N y L=0, o de forma equivalente ¢=0 y L=1.

b) Problemas de Combustible Minimo

Supdngase que la accion de control es funcién directa de la cantidad de combustible o fuente de
energia necesaria para controlar el sistema, como en misiles, aviones o control de temperatura de

hornos y calefacciones.

Para determinar el control escalar u, que lleva al sistema desde X, a un estado final deseado x en un

tiempo fijo N utilizando el minimo combustible, se puede utilizar:
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N-1
=2 fud
k=0

Ya que el combustible quemado es proporcional a la magnitud del vector de control. En este caso ¢

=0y L*=|uy|. La condicién frontera es, también esta vez, xy=x.

c) Problemas de energia minima

Supoéngase que se desea determinar el vector de control u, que minimice la energia del estado final y
de todos los estados intermedios, asi como la del control utilizado para conseguirlo. Supéngase que

se fija el instante final en N. Se puede utilizar como funcién de coste:

N-1

1 T T T
J= 5-s-xN Xy +—-Z(q-xk X, +ruy -uk)
k=0

Donde s, g y r son factores escalares de peso. En este caso:
1 T 1 T T
¢ = E-s-xN Xy L= E'(q'xk X, U, u)

son funciones cuadraticas.

Minimizar la energia corresponde, de alguna manera, a mantener el estado y el control préximos a
cero. En el caso de que sea mas importante mantener pequefios a los estados intermedios, se debe

elegir un valor de q elevado, para que influya mas en J, funcién que se desea minimizar.

Por otra parte, si es mas importante que la energia de control sea pequefia, entonces se debe

seleccionar un valor elevado de r.

Finalmente si se esta interesado en un valor pequefio del estado final, entonces el valor de s debe ser

elevado.

Para mayor generalidad se pueden elegir matrices de peso Q, Ry S en lugar de escalares.

7.2.2 Solucion al problema

Para determinar la secuencia de control éptima u*i, u*M,..., u*N_1 que minimiza J se utiliza

el método de los multiplicadores de Lagrange (explicado en el Tema 6).

Como en cada instante k del intervalo [0, N] existe una ligadura dada por (7.1), se debe

introducir un multiplicador de Lagrange en cada instante. Como la ligadura es un vector de
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dimensién n, se introduce el multiplicador A« € R", y se afade la ligadura (7.1) a la funcion

de coste (7.2) para obtener una funcién de coste aumentado J'.

N-1
J' = P(N, xy)+ Z[Lk (xXeu, )+ 4 Z+1(fk (xka”k)_xk+1)] (7.3)
k=0
Se define el Hamiltoniano como:

H* (xpu) =L (xpu )+ A4 f (xuy,) (7.4)

Por lo que la funcion de coste modificando algunos indices se puede escribir en la

forma:

N-1
T = (N, xy )= A oy + H (xg,u0) + [ H (510 ) = A T, | (7. 5)
k=1

Con respecto al Tema 6 se tienen las siguientes diferencias: el Hamiltoniano no incluye

a Xy+1 Y se define un Hamiltoniano para cada instante k.

Se van a examinar a continuacion los incrementos en J' debido a incrementos en las
variables xi, ux y A. Supéngase que el tiempo final N es fijo. De acuerdo con la teoria de los
multiplicadores de Lagrange, el incremento dJ' debe de ser cero en un punto de minimo. El

incremento en la funcién de coste se puede escribir de la siguiente forma:

dr' =g, 2 ) ey +(H ) dx, +(H ) du,
N-1

* ;[(ka -4 k)T dx; + (ka )T 'd“k]"‘ (7.6)
N

> (EE —x, ) az,
k=1
Donde
oH,

H! =
T ox,

y asi sucesivamente. Las condiciones necesarias para un minimo son ahora:
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k
(a) )ckH:ai k=0,..,N-1
ﬂ”k+1
k
(b) 1,= a; k=0,.,N-1 7.7)
k
k
(©) 0:8H k=0,.,N-1
ou,

Estas condiciones se obtienen de los términos incluidos en los sumatorios y del

coeficiente duy. De los otros términos se obtiene:

o, ).
(a) [axN NJ dxy =0

(b) (%Hoj dx, =0

Xo

(7. 8)

Del examen de las ecuaciones (7.3) y (7.4) se puede ver que A, no aparece en J'. La
definicion de los 1 se ha hecho de modo que el indice inferior en (7.7b) se puede tomar 0 en

lugar de como 1, ya que 4,=0, obteniéndose asi una notacién mas limpia.

Si se comparan las ecuaciones (7.7) con las (6.13), se puede ver que son muy
similares, salvo que en este caso las ecuaciones se deben de verificar para cada instante k

del intervalo [0, N-1]. A la condicién (7.7c) se le denomina la condicion de estacionaridad.

Si escribimos las ecuaciones (7.7) de forma explicita en términos de L* y f* utilizando la

ecuacion (7.4) se obtiene las formulas del Cuadro 7.1.

La igualdad (7.9a) es la ecuacion de ligadura o ecuacion del sistema. Es una ecuacién
recursiva que se evalla hacia adelante para calcular los estados xx. Por el contrario la
ecuacion (7.9b) es la ecuaciéon del co-estado una ecuaciéon recursiva para los

multiplicadores A« que se evalua hacia atras.

Se obtiene, pues, que los multiplicadores de Lagrange, introducidos de forma ficticia, es
una variable que tiene una ecuacién dinamica propia. A 1 se le suele denomina el co-estado
del sistema, y la ecuacion (7.9b) se denomina sistema adjunto. El sistema (7.9a) y el
sistema (7.9b) son ecuaciones en diferencias acopladas, y definen un problema de valores
de frontera en dos puntos, ya que las condiciones frontera necesarias para la solucién, son

el estado inicial xp y el co-estado final Ay.

248



Apuntes de Automatica Il

Problema general de optimizacion discreta

Modelo del sistema

k
X = (xp,uy)

Funcion de coste

J=¢(N, xN)+NZ_‘:Lk(xk9uk)

k=0

Hamiltoniano

Hk(xkauk) :Lk(xke”k)+/1 1€+1fk(xkﬂuk)

Controlador Optimo

Ecuacion de estado OH* £ )
Xy =—=t(x,,u (7. 9a)
k+1 8/1 . k k
Ecuacion del co-estado k 7 k
2,2 T s e
ox, ox, ox,

Condicioén estacionaria

k k7 k
0= 5L = {i} ‘A ol oL (7.9¢)

J— +_
ou, ou, ou,

Condiciones frontera

T

or® o7
F D a, | dx, =0

Ou, | Ox,
8 T
(—¢ - NJ ‘dx, =0
ox
Cuadro 7.1

La condicién de estacionaridad (7.9¢c) permite que el control éptimo ux se exprese en

términos del co-estado. Se da asi la situacion paraddjica de que para obtener el control

optimo sea necesario previamente el calculo del co-estado A.

Las ecuaciones (7.8) especifican las condiciones frontera necesarias para resolver las

ecuaciones en diferencias (7.9). La primera de ellas impone una condicién en el instante

final N, mientras que la segunda la impone en el instante inicial. En nuestras aplicaciones, el

sistema comenzara siempre en un estado inicial conocido x,. Por lo que al ser este valor fijo

dx,=0, y no existe pues ninguna restriccién al valor de H%o. Por lo que siempre se puede

ignorar (7.8b) y utilizar como condicion inicial el valor xq.
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Para la ecuacion (7.8a), si el estado final se fija, se usa el valor de dicho estado xy,
como condicion terminal del sistema de ecuaciones, ya que en ese caso dxy=0, y se cumple

la condicion (7.8a).

En el caso de que no se esté interesado en un determinado valor final del vector de
estado, entonces xy puede variarse en la busqueda de la solucién éptima. En este caso dxg

no es cero, por lo que la ecuacién (7.8a) requiere que se verifique

A= o9 (7. 10)
Oxy
Que es la condicion final del co-estado.

En resumen, la condicién inicial para el problema del valor frontera en dos puntos es el
estado inicial xo. La condicion final es, o bien un valor deseado para xy, o el valor (7.10) de
AN-

7.3 CONTROL OPTIMO DE SISTEMAS DINAMICOS, LINEALES Y
DISCRETOS

7.3.1 Formulacion del problema

Supodngase que la dinamica del sistema viene dada por una ecuacién en diferencias,
lineal, discreta, en variables de estado de la forma

X, =Fx,+Gu, (7.11)
Donde:
x es el vector de estados de dimensién n x 1.
u es el vector de control de dimension m x 1.

F y G son matrices constantes conocidas de dimensiones n x n'y n x m

respectivamente.

El estado inicial x, se supone conocido. Como en el caso del control por realimentacién

de variables de estado (ver seccién 2.8), se busca una ley de control lineal de la forma:

u,=—-Kx,
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Donde K es una matriz de ganancia que se determinara de modo que se minimice una
determinada funcién de coste o indice de realizacién J, que se expresa como el sumatorio

de una forma cuadratica en los estados y de una forma cuadratica en el control

N-1
J= %xlf, Sexy +%Z(x,f Ox, +u,{-R-uk) (7.12)

k=0

Donde S, Q y R son matrices simétricas, semidefinidas positivas y se supone, ademas,

que |R| es distinto de cero. El intervalo de control es [0, N], luego se debe encontrar la

secuencia ug, Us,...,U,1 que minimiza J.

Normalmente el tiempo final sera infinito, lo cual indica que se esta interesado en la
evolucién del sistema de ahora en adelante, incluyendo pues los estados transitorio y
estacionario. No obstante en algunos casos el tiempo N es finito y con un valor fijo, como
ocurre en los problemas de guiado de misiles en los que se esta interesado en la evolucion
del movil hasta un instante de tiempo finito y fijo en el que se producira el contacto con otro
cuerpo, en estos casos, el intervalo de control va decreciendo hasta anularse, instante en el

que finaliza el proceso de control.

Las matrices Q, Ry S se conocen como matrices de peso del estado, del control y del
estado final, respectivamente. El problema estriba en dadas unas matrices Q, R, S, Fy G
encontrar la matriz K que minimiza la funcion de coste. En este punto, el problema deja de

ser un problema de control para convertirse en un problema de calculo numérico.

Surge la siguiente pregunta “; Como se eligen las matrices S, Q y R?”. El problema no
es sencillo, ni existe un método general aplicable a todos los casos. En realidad, rara vez se
va a encontrar un problema real cuyo ultimo objetivo de disefio sea minimizar una funcién de
coste. Precisamente el problema suele residir en encontrar una formulacién matematica que

exprese los objetivos de disefio.

La ventaja de la formulacién del objetivo de disefo en la forma realizada es que permite
un compromiso practico entre la formulacion real del problema, que no se puede resolver, y
la formulacién de un problema artificial que si se puede resolver. Este método no es extrafo

y aparece en muchos contextos de las ciencias y de la ingenieria.

El objetivo del disefiador del sistema de control estriba, pues, fundamentalmente en la

seleccion de las matrices S, Qy R.
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El término cuadratico x"-Q-x es una medida de lo que se aparta el estado del sistema en
el instante k del valor de origen Xy, y el término u'-R-u representa la penalizacién o coste del
control.

La matriz de peso Q especifica la importancia relativa de unos a otros que se concede a

los elementos del vector de estado.
¢+ Ejemplo 7.2:

Supdéngase que x4 representa el error del sistema (diferencia entre variables de salida y valor de
referencia deseado), y que x, representa su derivada. Si sélo interesa imponer limitaciones al valor
del error y no a su derivada, se puede seleccionar la matriz Q como

0 1 0
o0
Lo que produce la forma cuadratica
x"Qx = x!

Pero esta eleccion como funcién de peso del estado puede conducir a un sistema de control para el
que la velocidad x, es mayor de lo que se desea. Para limitar la velocidad, la forma cuadratica debe
de incluir un factor de peso en la velocidad, por ejemplo

x"Qx=x+c’x;
Lo que hace que la matriz de peso Q tenga la siguiente forma:

1 0

QZO c?

Un caso muy interesante surge cuando se esta interesado Unicamente en la influencia

del estado en la salida del sistema.
y=Cx
Si el sistema es de una sola salida, entonces

y=C"x
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Si se quiere limitar las variaciones en la sefial de salida un criterio apropiado de

minimizacion es:
yr=x"-C-C"x
Luego en este caso
Q =C-CT

Lo dicho para el vector de estados y la matriz Q es extensible al vector de control, a la
matriz R, al estado final y a la matriz S. Alguna de las matrices puede hacerse cero, lo que

implicaria que no se pone ninguna restriccién sobre dicho elemento.

Si por ejemplo R es nulo, la sefal de control no estd sometida a ninguna limitacién, lo
que puede hacer que la sefial de control generada por el controlador sea superior a la
maxima que puede producir el actuador (dispositivo fisico que produce la sefal de control
que actua sobre la planta), lo que hara que éste se sature. Esta saturacion puede llevar
incluso a la inestabilidad del sistema, aunque en el disefio, sin tener en cuenta la saturacion,

el sistema en lazo cerrado es estable.

La relacion entre las matrices de peso Q, S y R y el comportamiento dinamico del
sistema en lazo cerrado depende, por supuesto, de las matrices F y G, y en general la
relacion es muy compleja. Como ya se ha sefialado con anterioridad, lo normal es seguir un
proceso interactivo, determinando el valor de K para distintos valores de las matrices de

peso, y elegir aquellas que produzcan un mejor resultado en la simulacién.

Para resolver el problema lineal, cuadratico se define, en primer lugar el Hamiltoniano,

en la forma:

H" = %-(ka ‘O x, +u, ‘Ru, )+ A LI(F-xk + G-uk) (7.13)

Teniendo en cuenta la relacién existente entre la ecuacion (7.4) y la (7.13), la solucion

del Cuadro 7.1 da las siguientes ecuaciones de estado y de co-estado o ecuacion adjunta.

OH*
X = —81 . =Fx, +Gu, (7. 14)
oH* ;
A, = =Qx, +F"A,, (7. 15)
ox,
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Y la ecuacién de control o ecuacién estacionaria

_oH"

0=
ou,

=Ru, +G"4,,, (7.16)

Se deben definir también las condiciones frontera. Como ya se ha senalado, el estado
inicial xo se supone conocido, lo que fija una de las condiciones. Para la otra, se supone que
el estado final xy no se fija, luego la condicién frontera se obtiene de la ecuacion (7.10),

como ¢=(1/2)-xn"-S*xn toma la forma:

Ay =2 =Sy (7.17)
Xy

Se tiene perfectamente especificado el problema de control éptimo para sistemas
lineales, discretos con funcidon de coste cuadratico. Consiste en dos ecuaciones en
diferencias (7.14) y (7.15), con el control dado por (7.16), con la condicion inicial dada y con

el valor final de 4 dado por (7.17).

7.3.2 Solucion del problema

Supdéngase que se verifica una relaciéon como la (7.17) para todo tiempo k< N.
A, =8,x, (7.18)
Ahora (7.16) se puede poner
Ru, = —GT'S,Hl Xy = —GT~Sk+1~(F-xk +Gu,)
Despejando uy se obtiene
u, =—(R+G"-S,,, -G G"S,, Fx, (7. 19)
Sustituyendo (7.18) en (7.15) se obtiene
S,x, =F"S, x. +0x, (7. 20)
Utilizando la ecuacién (7.14) para xi.1, Se obtiene
S,x,=F"S,, -(F-xk +Gu, )+ 0x, (7.21)

En la expresion anterior, utilizando (7.19) para ui se obtiene:
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S, x, =F"-S,, -[F-xk ~G{R+G"S,,,G)G"S,,, Fx, ]+ O-x,
Y llevando todos los términos a un lado se obtiene
S, —F"-S, F+F"S, GR+G"S,, G) -GS, F- Q]xk =0 (7.22)

Como la ecuacion (7.22) se debe verificar para cualquier xi, la matriz debe ser
idénticamente nula, de lo que se deduce la siguiente ecuacién de recurrencia hacia atras

para Sk.

S, =FT -[S,H1 -8, G{R+G"S,,-G)-GS,,, ]F +0 (7. 23)

La condicion frontera para (7.23) es conocida y esta dada por la relacion (7.17). Se ha
encontrado, pues, una secuencia de valores de S que hace que se cumpla la relacién (7.18)

para todo k<N.

Como la matriz Sy y las matrices Q y R son simétricas también lo son las matrices Si. A
la ecuacion (7.23) se le denomina ecuaciéon de Riccati. A menudo se suele escribir en la

forma:
S, =F""M, -F+Q (7. 24)

donde:
M =S =Sk 'G'(R + GT'Sk+1 'G)_l G’ S (7.25)

La matriz que debe invertirse (R+G'-Sk.-G) tiene la misma dimensién que el vector de
control, que suele ser menor que el numero de estados. Para sistemas de una entrada y una

salida es, pues, un escalar.

Las ecuaciones (7.24) y (7.25) deben de resolverse hacia atras con la condicion inicial

Sn. Para determinar u se utiliza (7.19) para obtener

u, =-K,x, (7.26)

donde

K,=(R+G"S,, G -GS, 'F (7. 27)
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A K se le denomina ganancia de Kalman y es la ganancia de realimentacion 6ptima que

se estaba buscando. El procedimiento de calculo se resume en el Cuadro 7.2.

1) Condiciones iniciales Ky« 0; Sy

2) Hacer k<« N

3) Hacer My « Si- S G-(R+G"-S,-G)"-G"-S;
4) Hacer Ki.; < (R+*G™-SG)"-G™-Si-F

5) Guardar Kj.4

6) Hacer Si.; < F-MxF+Q

7) Hacer k < k-1

8) Iral paso 3

Cuadro 7.2: Algoritmo de calculo

Independientemente de cual sea el estado inicial x,, para aplicar el control a una planta
dada, siempre se utilizan las ganancias calculadas con el algoritmo anterior, que deben por

ello estar almacenadas en un computador.

De la ecuacion de estados (7.11) y de la ley de control (7.26) se obtiene la funcién de

transferencia en lazo cerrado
X =(F-GK, }x, (7. 28)
gue permite calcular la trayectoria 6ptima de los estados.

Un aspecto importante que hay que hacer notar es que aunque el sistema es invariante
en el tiempo (las matrices F y G son constantes) se obtiene una ley de realimentacion
variable en el tiempo, es decir, la ganancia K depende del instante k. No obstante, estos
valores pueden ser calculados y guardados para su uso posterior, siempre que la longitud N
del intervalo de control sea conocida. Esto es asi debido a que, como se muestra en el
Algoritmo 2.1, no se necesita el estado inicial xo para el célculo de las ganancias; luego,

independientemente de cual sea el estado inicial del sistema, la ley de control es la misma.
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Regulador Discreto Lineal Cuadratico

Modelo del sistema x,,=Fx ,+Gu, k>0,xodado

Funcion de coste 1 1 =
J = Ex]{] 'S'.XN +EZ(X£ka +M£Ruk)

k=0

Suposiciones S>20,Q20,R>0 ysimétricas

Ley de realimentacién 6ptima

S, =F' -[S,M -8, G(R+G"S,,,G)"G"-5,., ]F +0 k<N, Sydado

K,=(R+G"S,,G)"G"S,,."F k<N

Cuadro 7.3

Con la ley de control 6ptima se obtiene, después de algunos calculos, que la funcién de
coste 6ptima es:
« 1 7

J = E-xo Sy X, (7.29)

Este resultado es interesante. Como se ha visto, la secuencia Sy puede calcularse antes
de que se aplique la ley de control, por lo que un estado inicial xo se puede utilizar (7.29)
para determinar el valor de la funcién de coste que se obtiene al aplicar el control éptimo

jiiantes de que se aplique!!.

En general cualquier tiempo k del intervalo [0, N] puede considerarse como el intervalo
inicial del subintervalo [k,N], de modo que el valor de la funcion de coste para ese

subintervalo es:

J,==x,S,x, (7.30)
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Lo que significa que dado el estado actual xx se puede calcular el “coste restante” de

aplicar la ley de control desde los tiempos ka N.

En el Cuadro 7.3 resumen las ecuaciones de control 6ptimo para sistemas lineales,

discretos, con funcidon de coste cuadratica.

Aunque el problema se ha resuelto con las matrices F, G, Q y R constantes, el resultado
del Cuadro 7.3 es valido para sistemas variables en el tiempo Fi, Gk, Qc y Rk, sin mas que
afadir los subindices a estas matrices en todos los resultados anteriores. Las
demostraciones son idénticas. El hecho de haber considerado el caso invariante en el

tiempo ha sido por simplificar un poco la notacion.

Salvo en los casos mas sencillos, la solucién del problema de control 6ptimo requiere el
uso de un computador. Existe un gran numero de paquetes matematicos que permiten

resolver la ecuacion de Riccati.

+ Ejemplo 7.3:. Control digital de un circuito RC

=

Figura 7.1: Circuito RC

El circuito RC de la Figura 7.1 tiene como ecuacién de estado continua:

. -1 1
X=—Xx+—u
T T

Con la constante de tiempo t = 5, de modo que se tiene

x=—02x+0.2u

Se desea controlar la tensién del condensador x(t) aplicando a la entrada u(t), por un

microprocesador, so6lo en los instantes k-T. El microprocesador también muestrea x(f) en cada
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periodo de muestreo T. Se supone que T=0.5 seg (para un buen control se deberia seleccionar
7<(z/10)).

El sistema discreto tiene por ecuacion:
Xpn =X, +gu,

Pasando de continuo a discreto se obtiene que

En este caso =0.9048 y g=0.0952.

Supongase que se desea que el control uy y el estado xx tomen un valor pequefo en un intervalo de
5 segundos, cualquiera que sea el valor inicial x, de que se parta. En ese caso N=5/T=10. Para

expresar estos objetivos matematicamente, se selecciona la funcion de coste

1 2 1 « 2 2
J = E-s-xN +E'Z(q~xk +ru;)

k=0

10 42
N
N
N
oL \\ i
~ 44}
N
8 AN
N
7 N 4.6f
S e
~ X
~ 6 SO =
£ \\\ §.4_3,
= SO <
8° 3
- S~ 3 5l
w4 R 5
e
®
3 52|
2L
541
1L
0 I I I I I I I I I 56 I I I I I I I I I
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Tiempo (seg) Tiempo (seg)
(a) (b)

Figura 7.2: Simulacion de la dinamica de la planta: (a) Estado x sin control (linea punteada) y con

control 6ptimo con q=1, r=1, s\=100 y xo=10 (linea continua). (b)Senfal de control u.

En este caso las ecuaciones (7.27) y (7.23) toman la forma:
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_ f.g.sk+l
K, =—F——
g Sk+l +r
2
Sorsiy
Sk 22—+C]
g 'Sk+1 +r

Haciendo sy muy elevado se puede forzar a que el valor de xy sea muy pequefio.

La Figura 7.2 muestra el valor del estado y del control cuando no existe ninguna accion de control, y

cuando el control éptimo se determina con g=1, =1, s5\=100 y x,=10.

¢ Ejemplo 7.4: Control digital de un integrador doble

Muchos sistemas pueden describirse por la siguiente ecuacion diferencial (por ejemplo la ley de

Newton m-a=F).

Su funcién de transferencia es G(s)=1/s°.

Si se introducen los estados x;=y, x,= ', se obtiene la representacion de estados:

0
y=[ o}

Si se muestrea al sistema utilizando un retenedor de orden cero, con el periodo de muestreo T, se

obtiene el siguiente modelo de estados discretos:

1 T T/2
Xia1 = 0 l'xk"' T Uy

Se supone un periodo de muestreo T7T=0.01 seg. Las matrices de coste Q y S se eligen

arbitrariamente como:
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Figura 7.3: Ganancias k¢ y k, para r=1 (linea sélida), r=0.1 (linea discontinua) y r=0.01 (linea

punteada).

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Tiempo (seg)

Figura 7.4: Representacion de los estados x; (linea sdlida) y x (linea discontinua) y de la sefial de

control u (linea punteada) para r=1.
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R=0.1
1
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Figura 7.5: Representacion de los estados x; (linea sdlida) y x, (linea discontinua) y de la sefial de

control u (linea punteada) para r=0.1.

R=0.01

.
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Tiempo (seg)

Figura 7.6: Representacion de los estados x; (linea soélida) y x, (linea discontinua) y de la sefial de

control u (linea punteada) para r=0.01.

Estas matrices indican que se “pesa” el valor de la sefial y, pero no el de la velocidad y .

La matriz R es en este caso un escalar r, pues solo hay una sefal de control. Se puede investigar la
influencia de este factor de peso, las Figuras 7.3 - 7.6 se muestran los valores de la ganancia K=[kq,

k,], de los estados x=[x1,x2]T y del vector de control u para r = 1.0, = 0.1 y r=0.01. El numero de

262



Apuntes de Automatica Il

pasos considerado es de N=50, lo que para un periodo de muestreo de T=0.1 seg, significa que el

tiempo total es de =5 seg. Por otra parte, se considera como estado inicial x;=1 y x,=0.

Como se puede observar, las ganancias permanecen constantes durante la mayor parte del intervalo
de control, siempre que este sea grande comparado con el transitorio de las ganancias. Este

importante aspecto sera estudiado en la siguiente seccion.

De las Figuras 7.4 - 7.6 se desprende que un aumento en el valor de r hace que disminuya la

magnitud de la sefial de control u.

Incluso en los problemas mas sencillo, como los presentados en los ejemplos
anteriores, resulta muy laborioso realizar los calculos de forma manual, por lo que estos se

realizan con la ayuda de un computador.

El algoritmo indicado en el Cuadro 7.2 y la evolucion del sistema (7.10), con el control
(7.26) son muy faciles de programar en un computador, lo que permite realizar el estudio
con comodidad. En este sentido es muy recomendable resolver los ejemplos anteriores

utilizando paquetes software tipo Matlab para el analisis y sintesis de controladores 6ptimos.

7.4 SOLUCION EN EL ESTADO ESTACIONARIO

7.4.1 Consideraciones generales

Como se ha visto, a pesar de considerar sistemas invariantes en el tiempo, la ganancia
solucion al problema de control éptimo K es variante en el tiempo. Supdngase que se desea
encontrar en un intervalo de control infinito la ganancia de control K que minimiza la funcién

de coste:

J, :%-xf;S X, +%~Z(x,f-Q X, +u,f‘R-uk) (7.31)
k=0

En este caso el instante final es infinito N=w. La forma cuadratica en S se debe
entender en el sentido que se impone un peso distinto al estado final que al resto de los
estados. Como se vera mas adelante, esto no plantea ninguna incongruencia en los casos

que son de interés.

Supodngase que se parte de un estado inicial, S., para determinar la ley de control
Optima segun el algoritmo 2.1. Segun se calcula Si se pueden tener las siguientes formas de

comportamiento de la secuencia:
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a) Converger a una matriz en el estado estacionario que puede ser cero,

definida positiva o semidefinida positiva.
b) No converger a ninguna matriz finita.

Si la secuencia converge, entonces para un numero elevado de iteraciones se verifica
que S= Si= Sk+1. Por lo que en el limite la ecuacion de Riccati toma la siguiente forma que no

tiene ninguna dependencia temporal:

s=Fls-5G(R+G"5G) 6T s|F 0 (7. 32)
A esta ecuacion se le denomina ecuacion algebraica de Riccati (EAR).

Al igual que la matriz Sy, la matriz S,, es simétrica y definida positiva. Sin embargo, la
solucion a la ecuacién algebraica (7.32) puede tener soluciones no semidefinidas positivas,
no simétricas e incluso complejas. Por lo que, para un S,, dado, no todas las soluciones a
EAR son soluciones en el estado estacionario de la ecuacion variante en el tiempo. Por
supuesto si la solucion limite o estacionaria a (7.23), S , existe, es una solucion de (7.32).

En este caso la ganancia de Kalman en estado estacionario es:

K=(R+G"-SG)'G"SF (7.33)

Se trata de una ganancia constante de realimentacion. En algunos casos, en lugar del
control 6ptimo (7.26) y (7.27) puede ser aceptable utilizar una ley de realimentacion

invariante en el tiempo

u, =—K-x, (7. 34)

El valor de la funcién de coste asociado a la estrategia de control estacionaria (7.34) se

puede demostrar que esta dada por:

J, = %-xof Sx, (7. 35)

o0

Otro resultado interesante en el estado estacionario es que si (F, G) es estabilizable y

(F, C) observable entonces la ley de control constante u=- K -xi es el control éptimo para un
problema de control particular, aguel que minimiza la funcién de coste en un intervalo infinito

de tiempo. Esto es, aquel que minimiza
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® %i (ka 0 X, + ”Z'R'”k) (7.36)

¢+ Discusion adicional:

Analizando los resultados obtenidos en esta seccidn pueden surgir las siguientes preguntas:

1) ¢Cuando existe una solucién estacionaria S a la ecuacién de Riccati para todas las

elecciones de S..?

2) En general, la solucién limite S depende de la condicion frontera S,. ¢Cuando es S la

misma para todas las elecciones de S,?
3) ¢Cuando es el sistema en lazo cerrado estable?

Las respuestas a estas preguntas estan ligadas a las propiedades dinamicas del sistema (7.11) con

el indice de realizacion (7.12).

No se va a realizar un estudio detallado, sino que solo se presentaran aquellos hechos que son
importantes para la mayoria de los disefos. Estos hechos se resumen en los siguientes teoremas

que ademas sirven para responder a las tres preguntas anteriormente formuladas.

- Teorema 7.1: Si el par (F, G) es estabilizable’, entonces para toda eleccion S, existe una solucién

limite acotada S a (7.23). Ademas, S es una solucién semidefinida positiva a la ecuacién de Riccati
(7.32).

Es importante hacer notar que ni la soluciéon al problema de control éptimo del Cuadro 7.3, ni en los
ejemplos posteriores se hizo ninguna referencia a la controlabilidad de la planta. Independientemente
de las propiedades de controlabilidad de la planta, el control 6ptimo tratara de hacer lo mejor posible

la minimizacion de la funcion de coste.

El teorema anterior muestra que si en realidad la planta es estabilizable, entonces existe una solucién

limite infinita, §, a la ecuacién de Riccati. Esto significa que cuando el intervalo de control [0, N]
tiende a infinito, la funcidon de coste 6ptimo J permanece acotada. Como R>0, el hecho anterior

garantiza que el control 6ptimo Uy tampoco tiende a infinito.

El Teorema 7.1 a veces se enuncia en términos de la condicion mas fuerte de alcanzabilidad (la cual
implica la estabilizabilidad), y que puede comprobarse examinando el rango de la matriz de

alcanzabilidad discreta (que es igual que la matriz de controlabilidad discreta).

!'Un sistema se dice que es estabilizable si todos los modos inestables de su matriz F son alcanzables.
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M, =[G.FG,. . FG]

Siendo n la dimensién del vector de estado.

El Teorema 7.2 que se enuncia a continuacion sirve para responder a la segunda y tercera preguntas

que se han formulado.

- Teorema 7.2: Sea C una raiz cuadrada de la matriz de peso Q, de modo que se verifica Q=C'-C > 0.
Supdngase que R>0 y que el par (F, C) es observable. Entonces el par (F,G) es estabilizable si y solo
Si:

a) Existe una unica solucion definida positiva a la solucién limite S de la ecuacién de Riccati

(7.23). Ademas, S es la unica solucion definida positiva de la ecuacién algebraica de Riccati
(7.32).

b) El sistema en lazo cerrado x,,, = (F—G-I?)xk es asintoticamente estable, donde K esta

dada por (7.33)

Se va a proceder a discutir algunas implicaciones de este teorema y como es posible utilizarlo.

e La parte a) del Teorema 7.2 dice que si el intervalo [0,N] es suficientemente elevado,

entonces la funcion de coste dptima del control es:

1

T =S,

o0

Es decir, que es finita e independiente del valor seleccionado para el peso del estado final
S... Por lo que, tanto si se pesa mucho o poco el estado final de la funcién de coste, el

valor éptimo de esta funcioén o coste optimo, es el mismo.

e Como R>0, la finitud de J significa que el control 6ptimo es también finito, todos los

objetivos se pueden lograr con un control finito.

e El teorema también garantiza la existencia de una ganancia estacionaria K que estabiliza

la planta. Esto significa dos cosas:

1) Al comienzo de la accidn de control, lejos del estado final, el sistema en lazo

cerrado (F- G-K) es practicamente (F- G-I?), por lo que en su arranque el

sistema es estable.

2) Si se decide utilizar una ganancia constante igual a I?, uk=-1? ‘X para todo k,

se tiene garantizada la estabilidad en lazo cerrado.
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Estas propiedades son muy convenientes, para garantizar que se cumplen sélo se necesita asegurar

que la planta es estabilizable y elegir adecuadamente Q.

La seleccion de Q= C'-C se debe hacer para algun C que haga que (F,C) sea observable. Esto se
verificara siempre si se elige una Q definida positiva, ya que (F,C) es observable para cualquier C de

rango n.
Intuitivamente todo lo anterior significa lo siguiente:

e Si la planta es observable a través de la salida ficticia dada por y,=C-xi, entonces los
movimientos en cualquier direcciéon del espacio ‘R" tienen una influencia en la funcion de

coste. Si alguna componente del vector de estados se incrementa también lo hace la
funcién de coste. Por lo que si J es pequeiio también lo es el estado. Cualquier control que

hace pequefio a J hace que el estado se mantenga préximo al origen.

e Si (F,C) no es observable, entonces si el estado tiende a infinito en una direccién no
observable de ‘R", este movimiento no tendra repercusion en J. En este caso el que la

funcién de coste permanezca acotada no garantiza que también lo esté el estado.

La hipoétesis del Teorema 2.2 es demasiado fuerte de forma innecesaria. Todo lo que se requiere para
que se verifique el Teorema es la detectabilidad de (F,C). Es decir, sélo se requiere que sean

observables a través de la funcidon de coste los modos inestables. Sin embargo, es este caso sélo se

puede garantizar que la solucion estacionaria S sea semidefinida positiva.

Un resultado de lo dos teoremas anteriores es que proporcionan una forma de estabilizar cualquier

sistema con multiples entradas-salidas. Si Q y R son cualesquiera matrices definidas positivas de un

orden apropiado, entonces la ley de control ue=-K -x, obtenida en (7.32) y (7.33), da una funcioén de

transferencia en lazo cerrado estable. Dependiendo de las matrices Q y R se obtendran distintos

polos para (F-G-K ), pero estos polos seran siempre estables. Mas adelante se vera como se

localizan estas raices.

Es importante hacer notar que en el caso de que la salida real del sistema esté dada por y,=C-x

entonces la elecciéon de Q=C'-C sdlo pesa las salidas del sistema.

7.4.2 Resultados en el dominio de la frecuencia

Los sistemas invariantes en el tiempo tienen, en el estado estacionario, una ley de
realimentacion constante, por lo que es posible examinar la ecuacion caracteristica en lazo
cerrado para examinar la situacion de los polos del sistema, lo que permitird seguir un

disefo para los controladores éptimos muy similar al método del lugar de las raices.
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En todo lo que sigue se supone que se verifican las condiciones del Teorema 7.2, es

decir (F, G) es estabilizable y (F, C) es observable.
La ecuacion caracteristica del sistema en lazo abierto es:
A(z) =|z:I - F]| (7.37)
Y la ecuacion caracteristica del sistema en lazo cerrado es:
X (z) =|z: = (F - GK)| = \1 +GK(zI-F)" Hz-l ~F|= \1 +K(z1-F)" ‘G“A(z) (7. 38)
De acuerdo con la Figura 7.7, el término —I?-(z-I—F)fl-G puede interpretarse como

una matriz de ganancia del lazo de control. De modo que / +1?-(z-[ —F)_I-G es una matriz

de diferencia de retorno del lazo de control.

v

O— ¢ Z1

A -

A

Figura 7.7: Control éptimo en lazo cerrado con el control éptimo representado como

realimentacion de estado.

Sea la salida real o ficticia del sistema la dada por la expresion:

v, =Cx, (7.39)

Se define la funcidon de transferencia del sistema en lazo abierto, entre la entrada de

control y la salida real o ficticia mediante la siguiente expresion:
H(z)=C{zI-F)"G (7. 40)
Usualmente se considera Q=C'-C, luego C= \/é

Se verifica la siguiente relacién entre los polos del sistema en lazo cerrado y los del

sistema en lazo abierto
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A (YN (2)=|H (27 YH(z)+ RIA (z7')A (2)]GT-S-G+ R B (7. 41)

Esta relacién se conoce como ecuaciéon de Chang-Letov y proporciona un método de
disefo, para el control 6ptimo en estado estacionario, muy similar al del lugar de las raices.
El término de la derecha se conoce perfectamente salvo una constante, ya que dado el
sistema en lazo abierto y la funcién de coste, se tienen perfectamente determinados a H(z)

(y por lo tanto a H(z")) y a A(z) (y por lo tanto a A(z™)).

— -1
El término -‘GT-S-G+R‘ depende del valor, todavia desconocido, de la solucién de la

ecuacion algebraica de Riccati, S, pero esto es irrelevante ya que el término representa

so6lo una constante de normalizacion.

Luego todo el término de la derecha de la ecuacion de Chang-Letov es conocida salvo

una constante multiplicativa.

El polinomio A%(z")-A%z) de la izquierda tiene unas propiedades interesantes, sus raices

son las raices z de A%z) y sus reciprocas 1/z; (que son las raices de A%(z™")).

La funcién de transferencia en lazo cerrado es estable, por lo que los polos en lazo
cerrado optimos se pueden determinar seleccionando las raices estables del polinomio de la

derecha de la ecuacién de Chang-Letov.

La importancia de esta ecuacion es evidente, ya que permite determinar directamente

de F,G,Qy R que son conocidas, los polos en lazo cerrado éptimos.

Considérese el caso de tener una unica entrada con Q=q'/, entonces C= \/E I. Luego:

H(z)=\JqI{z1-F)"G = ﬁ‘[adj(zz(;)F)]G =g ]Z((ZZ)) (7. 42)

donde N es un vector columna. Entonces, la ecuacién de Chang-Letov es ahora:

(q/r)-NT (z)N(E2)+ Az A(2)
1+G"-S-G/r

Az )N (2) = (7. 43)

En este caso al ser un escalar se ha representado a la matriz R por r. Las raices de la

parte derecha de la ecuacion (7.44) son los ceros de:
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AN E)NE)
r Az A(2)

(7. 44)

La expresion (7.45) esta en la forma exacta que se requiere para el analisis del lugar de

las raices. Por lo que toda la teoria sobre este método de disefio se puede aplicar.

Evidentemente, cuando q/r varia de 0 (no se pesa el estado) a « (no se pesa el control), los

polos del control 6ptimo se mueven de los polos estables de

G(z)=H"(z")H(2)

(7. 45)

a sus ceros estables (se debe recordar que las raices de G(z) son reciprocas, luego tiene

igual numero de raices estables que inestables). Luego el peso r puede elegirse para

obtener los polos en lazo cerrado deseados.

¢ Ejemplo 7.5: Control en estado estacionario de un sistema escalar
Sea la planta

X = frx, +guy

con la funcion de coste

Jo =gl 4wl

ls
2 k=0

El control 6ptimo que minimiza J,, es la realimentacién constante

u, =—kx,
Donde la ganancia de Kalman es
gy
k= {i
gis+r

Y s es la solucion positiva a la ecuacion algebraica de Riccati (7.32) que ahora es:

2,22
soprg /8

ghs+r 1

Con el control (3), el sistema en lazo cerrado es:
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fo=fogh=—I— ©
1+ g—-s
r
La ecuacion (5) se puede escribir en la forma:
2 2 2 2
g"s +[(1—f )r—g 'q}s—q'r=0 (7)
Si se define la variable auxiliar:
g
(8)
TS
se puede escribir (7) de la siguiente forma:
A A
—s?+(1- A)s——r:O 9)
q g
Que tiene dos soluciones dadas por:
4-A
s=Li+ [1-A)? +—=_—(1-A) (10)
2:A -7

Se pueden considerar dos casos:
a) Sistema estable

Supdngase que | f|<1, entonces (1-)‘2)>0 y A>0. En este caso la unica solucién no negativa de (7) es:

4A
2A{\/( —A)? (1——f2)_(1_A) (12)

y la ganancia en estado estacionario est4 dada por (4).

En el caso escalar, la observabilidad de (f,g"?)

es equivalente a g=0, y la controlabilidad de la planta
es equivalente a g#0. Luego las condiciones de controlabilidad y observabilidad implican que A>0 y

por lo tanto s>0. De estas condiciones se deduce de la ecuacion (6) la relacion

|/

<[/l (11)

Luego el sistema en lazo cerrado es estable.
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Como |fi<1, si g=0, el sistema es detectable, es decir, el modo no observable es estable, y entonces
A=0, pero de acuerdo con la ecuacion (6) f° = f, y el sistema en lazo cerrado, aln asi, es estable. En

este caso s=0 es semidefinida positiva.

b) Sistema inestable

Supdngase que | f|>1, entonces (1—f2)<0 y A<0. En este caso la Unica solucién no negativa de (7) es:

N I N R A S
5= MMI A) T (1= A) (13)

De nuevo, la observabilidad y controlabilidad implican que A es estrictamente negativa, luego de

acuerdo con (13) s>0.

De acuerdo con (6), si A<0, todavia se verifica |f°|<|f], pero ahora no resulta facil demostrar que |°|<1 .

Sin embargo se tiene que

(14)

De modo que si |[f|>>1, entonces A=0 y

=
IR

(15)

que ciertamente es estable.

Hay que hacer notar que ° no depende de g, q y r de forma individual, sino de la cantidad gz-q/r. (Esto

también es cierto si f es estable).

12
)

Si |f|>1, entonces la observabilidad de (f,q *“) es equivalente a g#0, que es una condicion necesaria

para que (14) sea estable

¢ Ejemplo 7.6: Disefio de un regulador lineal cuadrético en el estado estacionario para un oscilador

armonico.

Se considera como sistema el oscilador arménico descrito por la siguiente ecuacion:
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[o 1 ].[0] 1
Tller —2swl| 10" M

con una frecuencia natural @ = \/5 y un coeficiente de amortiguamiento 6 = —1/\/5 , de modo que:

<1 2l
X = X+ ‘u (2)
-2 2 10

La planta es inestable con polos en s=1 £ j. Discretizando con T= 25 mseg se tiene

X

{0.999 0.026} {0.003
X, +

uy = Fx, +G- 3
~0.051 1.051 0.256}{" BT ©

Los polos en lazo abierto son:

z=1.025+0.026 )

Como funcién de coste se considera la siguiente funcién:

J, = 'i(q-xkr "X, +u,f) (5)
k=0

|-

Es decir Q=q'/, R=1, el intervalo de control infinito [0, o0 ) significa que se esta interesado en el control

en el estado estacionario

La funcién de transferencia ficticia estd dada por la ecuacion (7.40), se considera C=\/§:\/E-1,

luego

0.003:z +0.003
= 1/2.N(Z) _ 0.256:z-0.256
T Az 1 22720502+1.051

H(z) (6)

El disefio se basa en la funcion racional

_NTE)NE)

&= a0

(7)

Como los ceros de

1+ 2.G(2) (8)

r

son las raices de A°(z™')-A°(z). Esta funcion es:
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0.256:z"' —0.256 | |0.256:z-0.256
(2 -2.050z" +1.051}(z* —2.050-z + 1.051) (9)
—0.0662° +0.131z> —0.066-z
" 1.051z* —4.0252° +6.308z” — 4205z +1.051

{0.003-2-1 + 0.003T _{0.003-2 + 0.003}

Conviene fijarse en la simetria de los coeficientes del numerador y del denominador, esto significa

que si z es una raiz de uno de estos polinomios también lo es de z"

La funcién G(z) puede factorizarse en la siguiente forma:

—0.0632+(z — 0.975)-(z — 1.025)
975)* +0.024° f{(z —1.025)> +0.026" |

G(z) = [(Z o (10)

En la Figura 7.8 se representa el lugar de las raices de (8) cuando g varia de 0 a «.

0.03

0.02+ .

0.01+ ,

o

Imag Axis

0.01+ 1

0.02+ 1

0.03 I I I I I I I I I
09 092 0% 0% 098 1 102 104 106 108 1.1

Real Axis

Figura 7.8: Lugar de las raices de la ecuacién (8) cuando q varia de 0 a «

De acuerdo con la ecuacion de Chang-Letov, los polos éptimos del sistema en lazo cerrado (F-G-K)
con el regulador lineal cuadratico, son los ceros estables de (8) para cualquier valor de q y r. Cuando

q=0, los polos en lazo cerrado son los polos de la planta reflejados dentro del circulo unidad (esto es,
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los polos inestables z son sustituidos por zi'1), y cuando g— o0, son los ceros de H(z) reflejados

dentro del circulo unidad.

Supdngase que se examina el lugar de las raices y se decide que los polos en lazo cerrado
correspondientes a q=0.07 son satisfactorios para nuestros propésitos. Estos son 0.952 y 0.948.

Luego el polinomio caracteristico en lazo cerrado deseado es:
A (z)=(z-0.962)(z—0.948) = z*—=1.910-z+0.912 (11)

La ganancia constante que situa los polos del sistema en lazo cerrado en las raices de A°(z) se

obtiene de la formula de Ackerman.
K=[0 1M, A (F) (12)

Donde M.y es la matriz de controlabilidad y A"(F) representa el polinomio matricial obtenido al

sustituir la matriz F por la variable z en la ecuacion caracteristica
A(F)=F*-1910-F +0.912:1 (13)

A’ (F') que es una matriz real de dimension 2 x 2. Por otra parte la matriz de controlabilidad es

(14)

0.003 0.010
, -[c FGl{ }

0.256 0.269
Se obtiene asi la ganancia

K =[0.109 0.545] (12)

7.5 ESTIMACION OPTIMA EN EL ESTADO ESTACIONARIO

Para finalizar este tema y dado que ahora si se cuentan con las herramientas
necesarias, se van a justificar las ecuaciones (4.19) y (4.20) que daban el comportamiento

del filtro de Kalman (estudiado en el Tema 4) en el estado estacionario.

Las ecuaciones que se deben resolver para determinar la ganancia del estimador

optimo (ver seccion 4.2) son:

P(k+1|k)=®P(k|k)®" +R, (7. 46)
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P(k+1]k+1)=P(k+1] k)= P(k +1]k)C™{R, + C-P(k +1| k)-C" ) -C-P(k +1| k) (7. 47)

Si se compran estas ecuaciones con las relaciones de recursion (7.24) y (7.25)
obtenidas para el problema de control 6ptimo discreto se observa que tienen la misma
forma. Con la diferencia que la ecuacién (7.47) se evalla hacia adelante en lugar de hacia
atras como le ocurre a (7.24). Luego para determinar la solucion en el estado estacionario
se pueden intercambiar las variables y utilizar la solucién al problema de control éptimo en

estado estacionario como solucién al problema de la estimacién en el estado estacionario.

La Tabla 7.1 muestra la correspondencia que se obtiene de la comparacion directa de

los algoritmos de control y de estimacién: (7.24) con (7.47) y (7.25) con (7.48).

Control éptimo Estimacion 6ptima
F’ O
G c’
0 R,
R R,
S P(k+1]k)
M P(k k)

Tabla 7.1: Dualidad entre control éptimo y estimacion éptima
En el estado estacionario se cumple que
Pk+1|k)=Pk|k-1)=P

y resolviendo la ecuacion algebraica de Riccati para el control 6ptimo discreto en el
estado estacionario (7.32) con el cambio de variables indicado en la Tabla 7.1 se obtienen

las ecuaciones (4.19) y (4.20), que se reproducen a continuacion:

P=®[P-PC"(R,+C-P-C")"-C-PI®" +R,
K*=PCT{R, +C-PC")'
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CONTROL OPTIMO DE SISTEMAS
CONTINUOS

8.1 INTRODUCCION

Existen varias diferencias entre los problemas de control 6ptimo para sistemas
continuos y sistemas discretos, una de las cuales es la mayor simplicidad de las ecuaciones

para el caso continuo.

Otra diferencia reside en los pasos iniciales que se deben seguir para la obtencion de la
ley de control. Para sistemas continuos es preciso distinguir diferenciales y variaciones de
una cantidad, algo que no era necesario en el tema anterior. Esto implica que se va a utilizar

el calculo de variaciones, del que se hace un breve repaso en la siguiente seccién.

Las deducciones en este tema son similares, en su mayoria, a la de los sistemas
discretos, por lo que se intentara exponerlas sin duplicar en exceso lo dicho en el tema

anterior.

8.2 EL CALCULO DE VARIACIONES

8.2.1 Planteamiento del problema

Los cambios en J dependeran de los diferenciales del tiempo y del estado dt y dx, pero
estas cantidades no son independientes. Lo que se pretende en esta seccion es clarificar

este aspecto y obtener relaciones utiles a posteriori.

Si x(t) es una funcién continua del tiempo t, entonces los diferenciales dx(t) y dt no son
independientes. Sin embargo, se puede definir un pequefio cambio en x(f) que es

independiente de df.
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Definicién: Se define la variacion en x(f), ox(f), como el cambio incremental en x(t)

cuando el tiempo t permanece fijo.

Para encontrar una relacion entre dx, ox y dt hay que fijarse en la Figura 8.1. En ella se
muestra la funcion x(t), y también una funciéon muy préxima x(f)+dx(f), en el intervalo [t,, T].
Ademas del incremento dx(f) en cada instante de tiempo t, se ha incrementado también el
tiempo final en dT. De la Figura 8.1, resulta claro que el incremento global de x en T, dx(t),
depende de dT.

x(t) A

XAT |

8x(T)

X(t) dT
X(t)+dx(t)
ty T T+dT t

Figura 8.1: Relacion entre la variacion ox y el diferencial dx.

De acuerdo con su definicion, la variacion de 6x(f), como se muestra, tiene lugar en un
valor fijo de =T y es independiente de dT. Como x(f) y x(f)+dx(f) tienen aproximadamente la

misma pendiente x (T) en t=T, y como df es pequefio, se tiene:
dx(T) =96 x(t)+x(T)dT (8.1)

Otra relacion util es la regla de Leibniz para funcionales. Si x(t)e'R" es una funcién de t

J@) =] :h(x(t),t)a’t (8.2)

donde J(.) y h(.) son ambos funcionales escalares de tipo real (esto es, funciones de la

funcién x(t)), entonces:

dJ = h(x(T).TYdT = h(x(ty).tydty + [ [h! (x(t).05 x]-di .3)
Se ha utilizado la notacién: s, = Z—h
X
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Por comodidad, de ahora en adelante, se omitira la dependencia de las variables con

respecto al tiempo, cosa que siempre se debe suponer salvo que se sefale lo contrario.

8.3 SOLUCION AL PROBLEMA GENERAL DE LA OPTIMIZACION
CONTINUA

8.3.1 Formulacion del problema

Supodngase que la planta esta descrita por la siguiente ecuacion dinamica, no lineal,

variante en el tiempo:

x(t) = f(x,u,t) (8.4)

Donde x(t)eR" es el vector de estados y u(f)eR™ es el vector de control. A este sistema

se le va asociar la siguiente funcién de coste:

J(t,) =¢(x(T),T)dT + J;TL(x(t),u(t),t)dt (8.5)
Se considera que [tg, T] es el intervalo de interés.

El problema de control éptimo consiste en determinar la entrada u'(t) en el intervalo
[to, T] que genera la trayectoria x (t) del sistema (8.4) de modo que se minimiza la funcion de

coste (8.5), y tal que:
Y (x(T),T)=0 (8.6)

Siendo ¥ < RP.

La funcion ¢ (x(T'),T) es una funcién del estado final que se desea minimizar. Mientras
que la funcién ¥ (x(T'),T) es una funcién del estado final que se desea hacer exactamente

cero. Ambas funciones no deben ser confundidas.

¢ Ejemplo 8.1:

Considérese un satélite artificial con el estado x = [r,f,G,é] donde r y 6 son el radio y la posicion

angular respectivamente. Se puede elegir

$ (x(T).T)= %-xT (T)-S(T)x(T)
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Siendo S(T) una funcién de peso. En este caso ¢ es equivalente a la energia del sistema. Si se quiere
situar el satélite en una orbita circular de radio R, se puede tomar como funcion del estado final que

se debe anular a:

r(t)—R
Y(x(T).T)=| 7@

Donde u=G-M, siendo G la constante gravitacional de la masa M.

8.3.2 Solucioén al problema

Para resolver el problema, se van a utilizar los multiplicadores de Lagrange para

adjuntar las ligaduras (8.4) y (8.6) a la funcién de coste (8.5). Como la ecuacion (8.4) se
verifica para todo te[fy, T] se necesita un multiplicador funcion del tiempo A(f)e‘R. Ademas
como (8.6) se verifica solo en el instante T, se necesitara también un multiplicador constante

veRP asociado a dicha ligadura. La funcion de coste aumentada es:

J'=¢(x(T),T)+v" -‘P(x(T),T)-+'[t: [L(x,u,t) +A" (£)[f (x,u,t) — x]]dt 8.7)
Se define la funcién Hamiltoniana como:
H(x,u,t) = L(x,u,t) +A" f(x,u,t) (8.8)
Introduciendo (8.8) dentro de la funcion de coste se obtiene:
J'=¢x(T),T)+v' -‘P(x(T),T)-+J1Z [H(x,u,t)—\"%)dt (8.9)

Utilizando la regla de Leibniz, el incremento en J' es funcién de los incrementos en

XA, v,uytes:

dr'=(p, + o) dx, + (g, + ¥ v) di, +97|; dv+ (H-AT5yd], -
(8. 10)
—(H-AT %yt

[ IS xr H]-Su-AT S5 +(H, - 1) -5 ALt

Para eliminar la variacion en x, hay que integrar por partes para ver que:
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[ AT S idr = AT S 40T S+ [ NSt

(8. 11)

Si ahora se sustituye esta ecuacion en (8.10), se obtienen términos en t=T que

dependen de dx(f) y 6x(T). Se puede utilizar la ecuacion (8.1) para expresar 6x(T) en

términos de dx(f) y dT. Realizando estas dos sustituciones, se obtiene:
dr'=(p, +¥Tv-1) dx|, +(p + W o+ H-AT 54075 ) e+
+P7 |, dv—(H AR

AT+ [ [, + ) S x+ H]Su+ (H, - )T -50]dt

(8. 12)

Modelo del sistema:
x=f(xut), txt, t, fijado
Funcion de coste:

J(ty) = p(<(T).TydT + | " L(x,u,0)dt

Ligadura en el estado final:

¥ (x(T),T) =0

Controlador Optimo
Hamiltoniano:

H(x,u,t) = L(x,u,t) +A" f(x,u,t)

Ecuacion del estado:

. OH
X=—-=1, t>t
Y] f 0
Ecuacion del co-estado:
T
I G AR
Oox ox ox

Condicioén de estacionaridad:

T
o OH _oL o ,
ou Ou Ou

Condicion frontera:

x(t,) dado

(¢ +¥Tv- xT)\de(T) +(¢,+ ¥/ v+H) dr=0(8.13)

Cuadro 8.1: Controlador continuo no lineal éptimo con una funcién del estado final fija.
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De acuerdo con la teoria de Lagrange, el minimo con ligaduras de J (8.5) se obtiene
como el minimo sin ligaduras de J’ (8.7). Este se obtiene cuando dJ=0 para todos los
incrementos independientes de sus argumentos. Por lo que igualando a cero los coeficientes
de los incrementos independientes dv, dx, du y 6\ se obtienen las condiciones necesarias
para obtener un minimo (ver Cuadro 8.1). Para las aplicaciones en que estamos, f y x(f;) se
suponen conocidos y fijos, de modo que dty y dx(f) son ambos iguales a cero, luego los dos

términos de (8.12) que se evallan en t=t, son iguales a cero.

La condicion (8.13) del Cuadro 8.1 se debe a que dx(T) y dT no son independientes,
como se puso de manifiesto en la seccién 8.2. Por ello no se pueden poner de forma
separada iguales a cero, sino que toda la expresion debe de anularse simultaneamente, en
t=T. Esto se debe a que se ha permitido que el instante final pueda variar, hecho que se

verifica en los problemas de tiempo minimo.

Si el tiempo final es fijo, entonces dT=0 y se tendria:
(p +¥Tv- xT)\de(T) =0 (8. 13b)

Si el estado final se deja libre la condicion frontera, puesto que dx(T)=0 y W =0, toma la

forma:
¢ (T)=NMT) (8. 13c)

En el Cuadro 8.1 muestra las condiciones de minimo en términos de H, L y f. Si se
compara éste con el Cuadro 7.1, se puede observar que tanto en el caso discreto como en
el continuo la ecuacion del co-estado, también denominada ecuacion adjunta al estado, se

evalua hacia atras en el tiempo.

Como en el caso discreto, el control éptimo del Cuadro 8.1, depende de la solucién a un
problema de valores frontera en dos puntos, ya que x(f) se da y A(T) se determina de (8.13).
El valor de A(f) no interesa, sin embargo se hace necesario su calculo, como un paso
intermedio para determinar el control éptimo u'(f), que depende de A(T) mediante la

condicién de estacionaridad o ecuacién de control.

¢ Ejemplo 8.2: Principio de Hamilton en la Dinamica Clasica

El principio de Hamilton para sistemas conservativos en fisica clasica afirma lo siguiente: “De fodas

las posibles trayectorias que puede seguir un sistema dinamico para ir de un punto a otro, dentro de
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un intervalo de tiempo especifico (consistente con las ligaduras), el sistema siempre sigue aquel que

minimiza la integral temporal de la diferencia entre las energias cinética y potencial’.

a) Ecuaciones del movimiento de Lagrange

A partir de este principio se pueden obtener las ecuaciones de Lagrange del movimiento. Si se define:

q = Vector de coordenadas generalizadas

u=q = Vector de velocidad

U(q) = Energia potencial
T(q,u) = Energia cinética
L(q.u)

La “planta” esta descrita ahora por:

Lagrangiano del sistema

q=u=f(q,u) (1

Donde la funcién f se obtiene de la fisica del problema. Para encontrar la trayectoria, el principio de

Hamilton dice que se debe minimizar la siguiente funcion de coste:
T
J(O0) = [ L(g,uyd: )
Luego el Hamiltoniano es:

H=L+\u (3)

Del Cuadro 8.1 se deduce que para un minimo se necesita

j-0H _oL )
oq 0Oq
y
o:‘aﬁ:a—Lm (5)
ou Ou

Combinando estas ecuaciones se obtienen las ecuaciones de Lagrange del movimiento

oL 4 8_L =0 (6)
oq dt\ og
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Luego se observa que en este contexto, la ecuacién adjunta y la ecuacién de control son equivalentes
a la ecuacioén de Lagrange. En el contexto general de problemas variacionales, a la ecuacion (6) se la

conoce como ecuacion de Euler.

b) Ecuacioén del movimiento de Hamilton

Si se define el vector momento generalizado de la siguiente forma:

Entonces, se pueden escribir las ecuaciones del movimiento en la siguiente forma:

. oH

== 8
q i (8)

o

-h= 9
2 ©)

Las ecuaciones (8) y (9) son conocidas como las ecuaciones de Hamilton del movimiento. Asi, el
problema del control 6ptimo, la ecuaciéon de estado y su ecuaciéon adjunta son una formulacién

generalizada de las ecuaciones del movimiento de Hamilton.

¢ Ejemplo 8.3: Distancia minima entre dos puntos

La longitud de una curva x(t), dependiente de un parametro t, entre t=a y t=b esta dada por:

Jz'[f\/il+>'c2(t)idt A1)
La curva debe unir los puntos del plano (a,A), (b,B), luego se tienen las condiciones frontera:

x(a)=A (2)

x(b)=B (3)

Se desea encontrar la curva x(f) que une (a,A), (b,B) y que minimiza (1). Este problema se puede
resolver expresandolo en la forma de un problema de control éptimo, para lo cual definimos la

“entrada” (ver ejemplo anterior), en la forma:

284



Apuntes de Automatica Il

Esta es la ecuacioén de la “planta”. Ahora (1) toma la forma:
b
J:_[ V1+u’dt (5)
El Hamiltoniano es:

H=+1+u*>+\u (6)

Del Cuadro 8.1 se deducen las condiciones:

X=H,=u (")
A=H_=0 (8)
0=H,=h+—— (9)

De (9) se obtiene:

U=——— (10)

Pero de acuerdo a (8), A es constante. Por lo tanto:
u = const (11)

La ecuacion (11) es el control 6ptimo (la pendiente de la curva es constante). De la ecuacioén (7) se

obtiene, pues:
x(t)=ct+c, (12)
Para determinar ¢4 y ¢,, se utilizan las condiciones frontera (2) y (3), con lo que se obtiene:

(A= B)t+(aB —bA)
a-b

x(t) = (12)

Luego la trayectoria 6ptima entre dos puntos del plano es una linea recta.
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¢ Ejemplo 8.4: Control de temperatura

Se desea calentar una habitacion utilizando la minima energia posible. Si 6(f) es la temperatura en la
habitacion, 0,(f) es la temperatura ambiente fuera de la habitacion, que se supone constante 6,(f)= 0,,

y u(t) es el calor suministrado a la habitacién, la ecuacién dinamica del sistema es:
0=—a(0-0,)+bu (1)

Donde a y b son unas ciertas constantes que dependen del aislamiento de la habitacién y de otros
factores. Se define el estado del sistema como:

x(t)=0(t) -0, (2)
La ecuacién anterior permite escribir la siguiente ecuacion de estado
X =—ax+bu (3)

Para controlar la temperatura en un intervalo fijo de tiempo [0,T] con la menor cantidad posible de

suministro de energia se toma como funcioén de coste:

J(0) = %jOT u? (t)dt (4)

El Hamiltoniano es:

2

H = “7 + AM-ax + bu) (5)

De acuerdo con el Cuadro 8.1, el control 6ptimo se determina resolviendo las ecuaciones:

x=H, =-ax+bu (6)
A=—H_ =ak\ (7)
0=H,=u+b) (8)

La condicion de estacionaridad indica que el control 6ptimo esta dado por:
u(r) = —b-:M1t) (9)

Luego para determinar u*(t) se debe determinar x*(t). Si se sustituye (9) en (6), se obtienen las

ecuaciones de estado y adjunta:
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X =—ax—b>\A (10a)
A=a\ (10b)
La solucion de (10a) y (10b) dara los valores 6ptimos x*(t) y x*(t).
Todavia no se ha fijado A(T), pero supdngase que es conocido. La solucién a (10b) es:
M) =e*TN(T) (11)
Usando este valor en (10a) se obtiene:
X(t) = —a-x —b*-A(T)-e™*™ (12)

Utilizando la transformada de Laplace, se obtiene:

X(s)= XQ _ 7AD" x(0) b7 A(T)_e_ﬂ( -1/2 _ 1/2 J )

s+a (s+a)(s—a)_s+a a (s+a)+(s—a)

Luego:

2

x(t) = x(0)-e™ — b—/l(T)'e'a'T -senh(a-t) (14)
a

Donde senh es el seno hiperbdlico.

Las ecuaciones (11) y (14) dan los valores éptimos de A y de la trayectoria x*(t) en funcién del valor,

todavia no especificado A(T). El valor inicial x(0) se considera conocido.
Considérese ahora dos objetivos de control distintos, que daran dos formas de determinar A(T7):

a) Estado final fijo:

Supdngase que la temperatura inicial de la habitacion es 6,=60°. Entonces:
x(0) =0° (15)

Considérese como objetivo de control llevar la temperatura exactamente a 70° en el intervalo fijo de T

segundos. En este caso se pide que el estado final tenga un valor fijo de:

X(T) = 10° (16)
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Obsérvese en que como el instante final T y el estado final x(T) se han fijado, dT y dx(T) son nulos,
de modo que se verifica la ecuacion (8.13). De (15) y (16) se debe determinar A(T); después, se
puede hallar A(f) utilizando (11) y la ley de control éptima utilizando (9). Para encontrar A(T), se usa
(14):

x(T) = x(0)-e™" —E/I(T)-(l -e™) (17)
2a

Que con los valores de x(T) y x(0) dados en (15) y (16) da:

20a
M)y =——F"—— 18
(T) b (e ™) (18)
Por lo que la trayectoria 6ptima es:
. 10-a-e™
A(t)= I R — (19)
b“-senh(a-T)

Finalmente, la ley de control 6ptima esta dada por (9):

. 10-a-e™
u(t)=—— 0<¢<T (20)
b-senh(a‘T)
Si se sustituye (20) en (3) y resolviendo el sistema se haya que efectivamente:

. senh(a-t)
t)=10———— 21
* senh(a-T) =l

Por lo tanto, x*(T)=1O como se deseaba.

b) Estado final libre:

Supdngase que el objetivo de control no es llevar el estado final exactamente a 10°, sino que se

desea que el control minimice:
J(0) = ls-(x(T) ~10)" + ! | u ()t (22)
2 290

El valor de s sera seleccionado a posteriori. Si s es elevado, la solucion éptima hara que x(T) esté
préximo a 10°, ya que s6lo de esta manera se lograra que el primer término de (22), tenga una

pequeia contribucion en el coste.
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De acuerdo con el Cuadro 8.1 la ecuacién de estado y su ecuacion adjunta son todavia validas, asi

como la condicion de estacionaridad, luego (10) y (9) se mantienen; (11) y (14) siguen siendo validas.

La condicion inicial es todavia (15), pero la condicion final debe ser determinada usando (8.13). El
tiempo final T esta fijado, asi que dT=0 y el segundo término de (8.13) es automaticamente igual a 0.

Puesto que x(T) no esta fijado, dx(T) es distinto de cero. Por lo tanto se requiere que:

MT) = ‘2—¢ = 5:(x(T') - 10) (23)

X7

(Obsérvese que no existe ninguna funcién ¥ en este problema). Esta es la nueva condicién terminal

y de (15) y de (23) se debe determinar A(T). Para hacer este calculo hay que darse cuenta de que:

x(m) =D 10 (24)
S

Y usarlo en (15) y (17). Se obtiene que el co-estado final es:

—20-a
M) =— = (25)
2a+b s (1—-e)
Usando (11) se obtiene la trayectoria del co-estado 6ptimo:
. —10-a-s-e”
() =—0r T (26)
ae” +sb”-sinh(aTl)
Finalmente de (9) se obtiene el control éptimo:
. 10-abs-e”
u'(t) = e (27)

a-e”” +sb*-sinh(aT)

Para comprobar el resultado, se simula el control utilizando u*(t) en la planta (3). Resolviendo para la

trayectoria del estado 6ptimo se obtiene:

10-s-b>-sinh(at)

x"(t) =
® a-e”” +sb*-sinh(aT)

(28)

En el instante final:

10-s-b>-sinh(aT)

x (T) =
0 a-e’” +sb*-sinh(aT)

(29)
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c) Discusion:

El valor final x*(T) en (29) es diferente al valor deseado de 10°. Este es funcién del peso del estado
final s en la funciéon de coste. Cuando s aumenta, se le esta dando mas importancia relativa a que
x(T) sea igual a 10° que a que uz(t) sea pequeio en [0,T]. De hecho, en el limite s—«, el co-estado
(26), el control (27) y la trayectoria del estado (28) tienden a la expresion encontrada en el apartado

a). En este limite, el estado final x*(T) en (29) no llega a ser, de hecho, exactamente 10°.

Examinado (29), se puede determinar x (T) para varios valores de s y seleccionar un valor que
proporcione un buen compromiso entre llevar a x(t) al valor final deseado y conservar la energia del
control. Usando este valor de s en (27) se obtiene el control 6ptimo que se aplicaria para calentar la

habitacion.

.
8.4 CONTROL OPTIMO PARA SISTEMAS LINEALES CONTINUOS
Considérese un sistema lineal, continuo e invariante en el tiempo:
x(t) = A'x(t) + B-u(t) (8. 14)

Donde x(t)eR", u(t)eR™. Considérese que la funcion de coste es de tipo cuadratico y
esta dada por:
T

1 1
J(tg) = () STyx(T)+ [ (x"-Ox +u” Rt (8. 15)
El intervalo de tiempo en el cual se esta interesado para el control de la planta es [fy, T].
Se desea determinar el control éptimo u*(t), te[to, T] que minimiza J.

Se supone que el tiempo final T es fijo y conocido, y que no se especifica ninguna
funcion ¥ del estado final. Ademas, se supone que el estado inicial del sistema xo(f) es
conocido. Las matrices S(T) y Q se consideran simétricas y semidefinidas positivas. R se
considera simétrica y definida positiva. EI Cuadro 8.1 permite escribir la solucion a este

problema.

El Hamiltoniano es:

H(?) :%(xT-Q-x+uT'R-u)+ T (Ax + Bu) (8. 16)
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Donde A(f)"e R" es un multiplicador indeterminado. Las ecuaciones de estado y su

adjunta son:

)'c:a—H:A'x+B'u (8.17)
o\

-X=6—H=Q-x+AT-x (8. 18)
Ox

La condicidon de estacionaridad es:

oza—HzR-u+BT-x (8. 19)
du

Esta condicion proporciona el controlador 6ptimo en funcion del co-estado A:
u(t)=-R"-B" N1 (8. 20)
La sustitucién de este valor de u en (8.17) da:
x=Ax-BR"B"\ (8.21)

Como el estado final es libre dx(T7)=0, y como se supone que el tiempo final es fijo dT=0,

entonces la condicion frontera (8.13) toma la forma:

MT) = 2X—¢ = S(T)x(T) (8. 22)

T

El problema radica en resolver las ecuaciones (8.21) y (8.18) con las condiciones
frontera x(t,) y A(T), dado por (8.22).

Para determinar la solucion se supone que x(t) y A(f) satisfacen una ecuacion como la

(8.22) para te[ty, T], con una matriz S(f) todavia desconocida:
Mt) = S()x(¢) (8. 23)

Si se puede encontrar dicha matriz S, entonces la suposicion sera valida. Para

determinar S(f) se deriva en (8.23) y se sustituye (8.21).

A=Sx+S%=Sx+SAx—BR"B"-S)x (8. 24)
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Teniéndose en cuenta la ecuacién del co-estado (8.18) y la relacion (8.23), se obtiene

para todo t:
-Sx=(A4"S+8S4-S5-B-R"B"-S+Q)x (8. 25)

Como la ecuacién anterior se debe de verificar para todas las trayectorias del vector de

estado cualquiera que sea el x(fy), es necesario que se verifique:
-S=A"S+8A4-SBR"B"-S+0Q, <T (8. 26)

Esta es la ecuacion de Riccati para sistemas continuos, y si S(t) es su solucién con la
condicion final S(T), entonces (8.23) se verifica para todo t < T, y la hipdtesis es valida. En
términos de la solucién a la ecuacion de Riccati, el control 6ptimo esta dado por (8.20) y
(8.23), como:

u(t)=—-R"-B"-S-x(¢) (8.27)
Definiendo la ganancia de Kalman como:

K@#) =R "B"-S(t) (8. 28)
Se tiene

u(t)=—-K()x() (8.29)

El control 6ptimo se determina resolviendo la ecuacion de Riccati (8.26), hacia atras en
el tiempo para S(t). Esto se puede realizar de forma “off-line” antes de aplicar el control, ya
que no se requiere conocer x(t). Después se calcula K(f) y se almacena. Por ultimo, durante

la aplicacion del control, se calcula u*(t) por la ecuacion (8.29) y se aplica a la planta.

El Cuadro 8.2 resume el controlador lineal cuadratico 6ptimo para sistemas continuos.
En términos de la ganancia de Kalman, la ecuacion de Riccati puede expresarse de la

siguiente forma:
-S=A"S+8SA-K"'RK+0Q, <T (8. 30)

El control (8.29) es una ley de realimentacion variable en el tiempo, a pesar de que A, B,
Q y R son invariantes en el tiempo, ya que K(t) varia con el tiempo. La planta en lazo

cerrado es:
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X=(4-BK)x (8. 31)

Esta ecuacion permite determinar la trayectoria 6ptima del vector de estado x (f) a partir
del estado inicial x(to).

Modelo del sistema:
x=Ax+Bu, t=t,

Funcidn de coste:
J(t,) = %xT (T)-S(T)x(T) + % [ 70w+ u” Rl
Suposiciones:
St)=20, Q0=20, R>0, simétricas
Control de realimentacién 6ptimo:
-S=A4"S+84-SBR"B"-S+Q, t<T, S(T)dado
K=R"B"-S
u=—-K-x

T 1) =55 (1S3t

Cuadro 8.2: Controlador continuo lineal cuadrético (controlador continuo LQ).

Se puede demostrar que con el control éptimo (8.29) el valor de la funcion de coste en

el intervalo [t,T] es:
J(t) = %'xT ():S(t)x(1) (8.32)

Este resultado es importante ya que, si se conoce el estado actual x(f) se puede,
resolviendo la ecuacion de Riccati, conocer el coste del control en el intervalo [t, 7] antes de
que se aplique el control o de que lo calculemos. Si el coste es muy alto, se puede cambiar
las matrices S(T), Q y R, y encontrar una nueva ganancia K(t), o se puede utilizar otro

esquema de control. Se puede ver que:

=R (8. 33)
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Puesto que R>0, el control éptimo efectivamente minimiza a J(f,). Seleccionando S(7)

muy elevado, se puede garantizar que el control 6ptimo conducira a x(T) muy préximo a cero

para mantener a J(fy) pequefo.

¢ Ejemplo 8.5: Control 6ptimo de un sistema escalar

Sea el sistema:
x(t)=ax+bu

Con la funcion de coste:
1 2 17 2 2
J(tg) = (D) (1) + | (g +ru? it

La ecuacién de Riccati es:

2.2
t<T

-s=2as+q-—

Separando variables se obtiene:

Si se integra se obtiene:

_+_

s(t)y=s, + ST 5
s(T)+s, 2T 1
s(T)—s,

Donde:

20

B=.la’+ b™q
r

5 =bi2-(ﬁ-a>, 5, =bi2-(ﬁ+a>

En el estado estacionario (T-t)—x, s(f) esta dado por s, o, si a>0:
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s, =1{1+1/1+1] (7)
Y a

Donde:
bzq
y=—> (®)
ar
Si a<0, se obtiene una relacién similar.
La ganancia es:
b
K@) =—s(t) 9)
r
Y en el estado estacionario:
b
K, ==s, (10)
7

Considérese el caso especial, muy interesante, en que g=0. Ahora pB=|a| ¥

s(0) = — i (1)
b°s(T) n l—b s(T) o200
2:ar 2-ar

Si se desea asegurar que el control 6ptimo lleva a x(T) exactamente a cero, se puede hacer S(T)—w

para conseguir que x(T)—0 en J(f;). Con este limite se tiene:

2-ar
2

S(l‘)zl_e_m (12)

Luego el control éptimo es:

ﬁ
u(e) = ~K (ex(6) = Loyt (13)

O de forma equivalente:
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a ea(T—t)

u(t)=—— "X
b senh(a (T —1t))

(t) (14)

Si el sistema es estable (a<0), entonces en el estado estacionario (T-f)—>«, se tiene S,.=0, y el

sistema en lazo cerrado es estable:

x(t)y=(a-bK_ )x=ax (15)

Si a>0, entonces:
2-ar
S, = B2 (16)
Y el sistema en lazo cerrado:
b2

x(t) = [a —T-Sw }x =—ax (17)

También es estable.
.

8.5 SOLUCION EN EL ESTADO ESTACIONARIO

Cuando T tiende a infinito, la solucion a la ecuaciéon de Riccati puede exhibir distintos

tipos de comportamiento:
1) Puede no estar acotada.

2) Puede tender a un valor limite o estacionario S., que puede ser cero,

definida positiva o semidefinida positiva.

Si S(t) converge, entonces para t<<T, S=0, lo que lleva, en el limite, a la ecuacion
algebraica de Ricatti (EAR):

0=A"S+S-4-SBR"B"-S+Q (8. 34)

La EAR puede tener varias soluciones, y éstas pueden ser reales o complejas, definida
positivas o definida negativas, etc. Si S(T) se elige como simétrica, entonces la solucién a la

ecuacion de Riccati S(f), es simétrica y al menos semidefinida positiva para todo <T.
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S(x) es siempre una solucion a la EAR, pero no todas las soluciones a la EAR son una
solucion limite de Riccati para algun S(7) inicial. Si S(«) existe, entonces la ganancia en el

estado estacionario es:
K(0)=R"-B"-S() (8. 35)

En algunas circunstancias puede resultar aceptable utilizar, en lugar de la ley de control

6ptimo variante en el tiempo (8.29), la ley de realimentacion constante:
u(t) = —K(0)x(t) (8. 36)

El primer aspecto que se debe intentar conocer es cuando existe una solucién limite S,

a la ecuacion de Riccati. EI Teorema 8.1 da la respuesta.

Teorema 8.1: Supodngase que el par (A,B) es estabilizable. Entonces, para todo S(T) existe
una solucién limite S(w) a la ecuacién de Riccati. Ademas, S(x) es una solucion

semidefinida positiva de la EAR.

Hasta ahora no se ha realizado ninguna suposicidon sobre la controlabilidad de la planta. Sin
embargo, se vera que dicha propiedad proporciona propiedades muy deseables para el

sistema en lazo cerrado, cuando el intervalo de control [t,T] crece.

Si se intenta utilizar una ley de control subdptima con una ganancia de realimentacion
constante K(«), se deberia asegurar que el sistema en lazo cerrado es estable. El Teorema

8.2 dice cuando se tiene dicha propiedad.

Teorema 8.2: Sea C una matriz que verifica Q=C'-C, supéngase que (A,C) es observable.

Entonces (A,B) es estabilizable si y solo si:

a) Existe una unica solucion limite definida positiva, S(«), a la ecuacion de Riccati.

Ademas, S(»), es la unica solucion definida positiva a la EAR (8.34).

b) El sistema en lazo cerrado x =(4— B-K())-x es asintéticamente estable, donde

K=K(x) esta dada por (8.35).

Los comentarios al Teorema 8.2 se pueden repetir aqui. La observabilidad del par (A,C)
no es necesaria, basta con que sea detectable, pero en este caso solo se garantiza que S,

sea semidefinida positiva.
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Lo que los Teoremas 8.1 y 8.2 dicen es que si la planta es estabilizable vy
seleccionamos Q de modo que (A,C) es observable (con Q=C'-C), entonces la ganancia de

realimentacion constante K(«) da un sistema en lazo cerrado estable.

Hay que hacer notar que (8.35) es la ley de control 6ptima para la funcion de coste con

un horizonte de control infinito.
_ 1 pe( 7 T
.=, (x"-Qx +u” Rt (8. 37)
Por lo que, cuando el intervalo de control [fy, T] crece, tiene mas sentido utilizar una

ganancia de realimentacion constante con K(w).

Un aspecto importante de estos teoremas es que proporcionan un método para
establecer un sistema estable. Sean Q y R cualesquiera matrices definidas positivas con las
dimensiones apropiadas. Entonces u=-K,-x, donde K,=R"-B"-S, con S la solucion definida
positiva de (8.34), genera un sistema en lazo cerrado estable. Diferentes valores de Qy R

daran lugar a diferentes polos de (A-B-K(«x)) pero estos polos siempre seran estables.

El siguiente ejemplo demuestra que el controlador lineal cuadratico (LQ) en estado

estacionario es a menudo facil de encontrar.
¢ Ejemplo 8.6: Control en el estado estacionario de un sistema escalar.
La planta
X=ax+bu (1)

tiene la funcién de coste con horizonte infinito

J(0) =%jj(q'x2 T ru® )t )
El control 6ptimo es
u = —K(o0)-x 3)
donde
K ()= 25(0) @)
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y s(») es la solucién definida positiva de la EAR

2
0=2as——s>+ q
r

Obsérvese que la planta es controlable (b+#0) y observable (g=0). Resolviendo (5) se obtiene:

r 2 bz'q
S(0)=—| a+,la +
() b? \ r

Luego

2-
K(oo):l a+ a2+b 9
b r

y el sistema en lazo cerrado es:

2-
0 = a—bK (o) = —a> + 24
\ ,,

que es siempre estable

+ Ejemplo 8.7: Control en estado estacionario de un sistema integrador de segundo orden.

Considérese la planta

que corresponde a la ecuacion diferencial

d’y(t) _
dt u(t)

que se puede asociar, por ejemplo a la ley de Newton.

2 2
mB:F:—d e() :E
dt dt m

®)

(6)

()

(8)

(1
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Luego u=F/m es la fuerza aplicada por unidad de masa, x,=e es el espacio recorrido y x,=¢es la

velocidad del cuerpo.

Como funcién de coste se tiene

" 0
J(O ==1I x| 1 x+ru’ |dt
2% 0 g,

Utilizando A, B, Qy r en la EAR se obtienen las siguientes ecuaciones algebraicas:

2
S
0= 1q,
,

5278

donde

ya que es simétrica.

La solucién a las ecuaciones algebraicas es:

Sy =44,
Sy = \/qv-r +2:714q,F

§) = qu q, +2:q,Nr

donde se ha escogido la solucion definida positiva de S.

La ganancia 6ptima es:
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K(o0) = R™-BT-S(w0) = \/q:e, ﬁ+2\/£ (10)
r r r

Puesto que depende de las razones q./r y q./r, se supone que r=1. La planta en lazo cerrado es:

0 1
Ac:(A_.B.K(oo)){_\/q— _m} (11)

La ecuacion caracteristica |s--A°| es

S2+(1/qv+2-\/Zj-s+\/Z:O (12)

Comparando esta ecuacion con §%+2:8' 0y S+m,’, Se concluye que los polos del sistema en lazo
cerrado son complejos conjugados con una frecuencia natural o, y un coeficiente de amortiguamiento

6 de

1/4

@, =4, (13)

g,

1
-
V2 +2\/Z

d

(14)

En el caso en que no se use ningun peso sobre la velocidad (q,=0), el coeficiente de amortiguamiento
toma el valor 1/4/2. La frecuencia natural o, depende solo del peso sobre el espacio qe, y el

rozamiento depende soélo de la relacién q‘,/z,/qe .

A partir de las relaciones (13) y (14) se puede elegir g. ¥ g» de modo que se obtenga un

comportamiento deseado en lazo cerrado.

En el caso gq.=0 de modo que (A,C)= (A, \/é) no es detectable, uno de los polos en lazo cerrado se

situa en s=0 y el sistema deja de ser estable.

¢ Ejemplo 8.8: Péndulo invertido.

Las ecuaciones del movimiento de un péndulo invertido montado sobre un vehiculo son:
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,_01.+O' ]
x—onxlu (1)

donde x;= 0 es la posicion angular, x,=0es la velocidad angular, u es la fuerza externa aplicada al

vehiculo y Q7 es una constante que depende de las masas del péndulo, del vehiculo y también de la

longitud del péndulo.

Se desea encontrar una ley de control que minimice la funcion de coste:
Leo( o, u®
JO0)=—=["| 0> += |dt 2)
290 c
donde c es una constante. De esta funcion se deduce la siguiente relacion para las matrices de peso:

Q_IO el ;
1o 0 Sl ©)

Si se toma

S5
-y

la ecuacion algebraica de Riccati es en este caso:

0=25,Q"—c’s; +1 (4)
0=s,+5,Q° —c’s,s5;, +1 (5)
0=2s,—c’s; (6)
La ganancia en estado estacionario es:
s, S
K(©0)=R"B"-S = cz-[O 1]{ : 2} = [cz-s2 02-33] (7)
Sy 5

La solucion a las ecuaciones (4), (5) y (1) es sencilla. La ecuacioén (4) tiene como solucién

_ Qr +/Q +¢?

2
c

S
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Todavia se desconoce que signo es el correcto, se elegira aquél que de como solucion una matriz

definida positiva. De la ecuacion (6) se deduce

1
sy = 2-1/2-32

Si en s, se toma como solucién el signo -, s, sera negativa y s; sera imaginaria, en conclusion se

debe de usar el signo +. Luego

S, 2
C

2 4, 2 /o
Q'+t e :»s3=£22-[92+ o e
C

Y la ganancia es:
/2
K(oo):[Q2+\/Q4+cz \/5-[02+\/Q4+c2]] } (8)

El término s se obtiene de la ecuacion (5), pero no se necesita en el control.

La matriz del sistema en lazo cerrado es:

c _ _.R. ®©) = 0 1 . 0 . — 0 1 /2
A" = A-BK( )_LY OHI}[KI KZ]_[—\/W —\/5-[92“/@]] } ©)

y su ecuacion caracteristica es:

/2
S2+\/E'[Qz+\/Q4+CZ]‘ s+VQ +c? =0 (10)

Las raices de (10) son:
N2 4 2 2 /2 . 4 2 2 /2
s:—T- VQ" +c” +Q T /WA +c” —-Q (10)

La Figura 8.2 muestra el lugar de las raices cuando el factor de peso c varia de « a 0. Cuando ¢
aumenta, las raices en lazo cerrado tienden a las asintotas que forman 45° con el eje real, y se
mueven hacia infinito siguiendo a estas asintotas. Esto implica que el tiempo de respuesta tiende a
cero y que el factor de amortiguamiento tiende a 6= \5/2 =0.707. Que el tiempo de respuesta tienda a
cero no debe extrafar, ya que incrementando ¢ decrece el coste del control (r disminuye) y esto hace
posible obtener una respuesta rapida. El que se obtenga un coeficiente de amortiguamiento = 0.707

es razonable, ya que permite una buena respuesta sin apenas sobreelongacion. Pero el porqué
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precisamente \5/2 y no otro valor se debe a que los sistemas de segundo orden en condiciones

muy generales tienden a tener un factor de amortiguamiento de \/5/2 )

2+

X[
-4.5 -4 -3.5 -3 -2.5 -2 -15 -1 -0.5 0

Figura 8.2: Lugar de las raices del sistema en lazo cerrado cuando se varia el factor de peso 2

8.6 RESULTADOS EN EL DOMINIO DE LA FRECUENCIA

Supéngase que (A,B) es controlable y que (A,C) es observable, con Q=C'-C.

Como se ha visto, el regulador 6ptimo en el estado estacionario esta dado por una
realimentacion constante con K=R'-B'-S, siendo S la Unica solucién definida positiva de la

ecuacion de Riccati (8.34).

Se puede demostrar que los polos del sistema en lazo cerrado (Ver Figura 8.3) estan

dados, en este caso por:
A (s) =T+ K-(sT = A)™" B A(s) (8. 38)

donde A(s) son los polos del sistema en lazo abierto.
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A(s) =|s- - A (8. 39)

De acuerdo con la Figura 8.3, I+K:(s'/-A)™"-B puede interpretarse como una matriz de

diferencia de retorno del lazo de control.

u(t) x(t)
O—> B st

A -

v

Figura 8.3: Lazo cerrado 6ptimo

Definase

H(s)=C-(s"I—-A)"B (8. 40)

como la funcién de transferencia del sistema en lazo abierto entre la entrada de control u(f) y
la salida real o ficticia y(t)=C-x(t), donde Q=C'-C.

Se verifica la siguiente relacién entre los polos del sistema en lazo cerrado y los polos

del sistema en lazo abierto:

A ()& (s) = |HT (~s)-H () + R AC=s)A(s) - |R|” (8.41)

Esta relacion, se conoce como ecuacioén de Chang-Letov para sistemas continuos. Se
puede utilizar para disefar reguladores lineales cuadraticos Ooptimos en el estado

estacionario.

La parte derecha de (8.42) resulta conocida si se dan la planta y las matrices de peso,
asi es posible utilizar la ecuacién de Chang-Letov para determinar los polos en lazo cerrado
optimos; como por el Teorema 8.4 (A-B-K) es estable, las raices del sistema en lazo cerrado
corresponden a las raices estables de la parte derecha de la ecuacion (8.42), Las raices de
A°(-s)-A°(s) son siempre simétricas con respecto al eje imaginario, al igual que las raices de

A(-8)-A(S); esto es, si s1 es una raiz, también lo es -s;.
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En el caso de los sistemas SISO (una sola entrada - una sola salida) con Q=q:l, como

Q=C"-C entonces C=q'"?, se tiene:

Ja'ladj(s1 - 4)B _ JrA)

H(s)=1/g(sI-4)"B= AGS) AGs) (8. 42)

N(s) es un vector columna. La ecuacion (8.42) toma la forma

X () () = LN (-5 N(s) + A AG) (8. 43)

Las raices de la parte derecha de la ecuacion anterior son los ceros de

[+ N EING) %HT (—s)-H(s)

r A(=s)A(s) (8.44)

La ecuacion (8.45) que tiene la forma requerida para un analisis del lugar de las raices
en funcién del parametro q/r. Este muestra que cuando q/r varia desde cero (no se realiza
peso sobre el estado, g=0) a « (no se realiza peso en el control, r=0), los polos éptimos en

lazo cerrado s desplazan desde los polos estables de

G(s)=H"(=s)H(s) (8. 45)

a sus ceros estables. Asi pues, se puede seleccionar la relacion g/r para tener los polos en

lazo cerrado que se desean.

Hay que recordar que los polos estables de H'(-s)-H(s) son los polos de H(s) con sus
polos inestables reflejados en el semiplano izquierdo, es decir s, = —s,. Por otro lado los
ceros estables de H'(-s)-H(s) son los ceros de H(s) con sus ceros inestables reflejados en el

semiplano izquierdo, es decir s, =, .

¢ Ejemplo 8.9:

Considérese el sistema descrito por la ecuacion de estado:

%] [-1417 1.0 ][x 0
L= e u (1)
%, | | 2860 —1.183||x, | |-3.157

El polinomio caracteristico del sistema en lazo abierto es:
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A(s)=|s — 4 =s>+2.65—1.183 )
Luego los polos en lazo abierto son:
s =-2.995, s=0.395 3)

Es decir, posee un polo estable y otro inestable.

Para estabilizar la planta y mantener la variable de estado x, pequefia, se considera la siguiente

funcién de coste:

J(0) = %J-: (q'xz2 + r-u)dt (4)

De tal forma que:

[o o :
Q_Oq ®)

Una raiz de Q es:

c=lo 4] ©)

Como (A,B) es controlable y (A,C) es observable si (q#0), entonces por los Teoremas 8.1 y 8.2 el

sistema con el regulador lineal cuadratico estacionario es estable en lazo cerrado.

La funcion de transferencia (8.43) es:

—Jq:(3.157s + 4.473)
s2+2.65-1.183

H(s) = 7)

El procedimiento de disefio de Chang-Letov se basa en la funcion racional
G(s) = H(=s)H(s) (®)

Como el polinomio caracteristico del sistema en lazo cerrado A°(s) es estable, sus raices son los

ceros estables de
1+ L.G(s) ©)
v

En este caso
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(3.157-s—4.473) (-3.157s—-4.473) _ -997(s—1.417)(s +1.417)

= (10)
(s> =2.6:5—1.183) (s° +2.6:5—1.183)  (s+0.395):(s —0.2995)(s —0.395) (s + 2.995)

G(s) =

0.8 b

0.6 b

0.4 b

Imag Axis
=)
6]
O

-1 Il Il Il Il Il Il Il Il Il

Real Axis

Figura 8.4: Lugar de las raices de Chang-Letov

Los polos y los ceros de G(s) estan dibujados en la Figura 8.4. Como se puede observar, estan
situados de forma simétrica en torno al eje imaginario. También se muestra el lugar de las raices
cuando q/r varia desde 0 hasta «. (Hay que hacer notar que como la ganancia en (10) es negativa,

en realidad se esta dibujando el lugar de las raices para unas ganancias negativas -9.97-q/r.)

Si se selecciona q/r=1, entonces los ceros estables de (9) son:
s =-1.094, s=-4.231 (11)
Luego el polinomio caracteristico del sistema en lazo cerrado es:
A (5) = (s +1.094)(s +4.231) = 57 +5.324-5 + 4.627 (12)

Conocido el polinomio caracteristico en lazo cerrado se puede determinar la ganancia de
realimentacion constante K, utilizando el método de Ackermann o de asignacion de polos por
realimentacion constante de las variables de estado u(f)=-K-x(t).
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TEMA 9

CONTROL ESTOCASTICO DE SISTEMAS
DISCRETOS

9.1 INTRODUCCION

En ocasiones el modelar un proceso real sometido a perturbaciones estocasticas
mediante un modelo determinista puede conducir a resultados bastante pobres. Se debe
considerar entonces un modelo que incluya también una parte estocastica. En estos
modelos el estado no se puede conocer con exactitud debido a la presencia de ruido, por
ello no es posible usar la teoria de control éptimo estudiada en los Temas 7 y 8. Para este
tipo de modelos es conveniente usar controles estocasticos que son aquellos que
consideran como criterio de control la minimizacién de alguna propiedad estadistica (valor
medio, varianza, valor cuadratico medio, etc) de alguna variable del sistema, tipicamente la

salida y/o la sefial de control.

En esta tema se describen para sistemas discretos dos de los controles estocasticos
mas conocidos: el control de varianza minima y el control lineal cuadratico Gaussiano
comunmente denominado como control LQG’. Con el objetivo de centrar la atencion del
alumno en los resultados fundamentales no se han incluido las demostraciones matematicas
de las ecuaciones asociadas a estas leyes de control. Los alumnos interesados pueden

consultar la seccion Bibliografia.

En este tema en primer lugar se realizan una serie de consideraciones previas relativas
al modelo del sistema y a los criterios de control considerados. A continuacion se dan unas
nociones basicas sobre prediccion 6ptima que sirven de preambulo a la explicacion del

control de varianza minima. Finalmente se describe el control LQG.

! Acrénimo inglés derivado de Linear Quadratic Gaussian
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9.2 CONSIDERACIONES PREVIAS

9.2.1 Manipulacién de polinomios

Sea un polinomio P(q), su grado se denotara por deg(P). Siempre se considerara que
deg(P)>0. Se denotara al polinomio reciproco de P(q) como P*(q) y se obtiene de la

siguiente forma:

P*(q)=q**")-P(¢g™")

Asimismo si se conoce el polinomio reciproco P*(q) es posible calcular P(q) usando la

expresion
P(q)=q*"P*(q™)
Expresiones derivadas de las anteriores son:
P*(q™)=q **"P(g)

P(g) =g ") -P*(q)
¢+ Ejemplo 9.1:
Sean los polinomios:

A(z)=z+a
B*(z)=1+bz

Su observa que deg(A)=deg(B*)=1.
El polinomio reciproco de A es:
A*(z) = zdeg(A)-A(z_l) =z(z"' +a)=1+az
El polinomio A*(z'1) se obtendria a partir de A de la siguiente forma:
A*(z Y=z Yy =z"(z+a)=1+az"
El polinomio original de B* es:

B(z)=z"B)B*(z ) =z(1+ bz )=z +b
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El polinomio B(z'') se obtendria a partir de B* de la siguiente forma:

Bg ) =z%E)\Br(z)=z"(1+bz)=z"+b

9.2.2 Modelo discreto del proceso considerado

Se supone que el proceso que se desea controlar es lineal e invariante en el tiempo y
que posee una sola entrada u y una Uunica salida y. Se supone también que las

perturbaciones pueden ser descritas como ruido blanco filtrado.

Se considera el siguiente modelo discreto para el proceso:
A(q)y, = B(q)u, +C(q)e, (9.1)

donde A(q), B(q) y C(q) son polinomios en el operador desplazamiento q y {ex} es una
secuencia de variables aleatorias independientes, no correlacionadas con media cero y

desviacion estandar o. El modelo (9.1) es un modelo ARMAX (ver seccién 5.8.1).

La ecuacién (9.1) se puede normalizar para que el coeficiente principal de los

polinomios A(q) y B(q) sea la unidad. A tales polinomios se les denomina moénicos.

El polinomio C(q) puede ser multiplicado por una potencia arbitraria de g, siempre que
no se modifique la estructura de correlacion de C(q)-ex. Esta propiedad se puede usar por
ejemplo para normalizar C de tal forma que el grado de C sea igual al grado de A, es decir,

deg(C) = deg(A), aunque también se puede tener que deg(C) = deg(A) - 1.

Los polinomios A(q) y B(q) pueden tener sus raices dentro o fuera del circulo unidad,
mientras que las raices de C(q) se encuentran todas dentro del circulo unidad. Por el
teorema de factorizacién espectral (ver seccién 3.5.3), el polinomio C(q) se puede cambiar

para que todas sus raices se encuentren dentro del circulo unidad o sobre él.

¢ Ejemplo 9.2: Modificacion del polinomio C

Sea el polinomio
C(z)=z+2

C(z) posee una raiz en z=-2 fuera del circulo unidad.
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TEMA 9: Control estocastico de sistemas discretos

Considérese la senal:
n, =C(q)e,

donde {es} es una secuencia de variables aleatorias no correlacionadas con valor medio cero y

varianza unidad. La densidad espectral de n es

") = %C(e"“”)-c<e-“‘”>
/A

Puesto que

Cz)C(z)=(z+2)(z" +2)=(z+ 2)-(l + 2)

1+2z

=(z+ 2)-( ) =(2z+1)(2z7" +1)

la sefal n puede ser representada mediante
n, =C*(q)e,
donde
C*(z2)=2z+1)

es el reciproco del polinomio C(z).

Luego si C(q) tiene sus ceros fuera del circulo unidad, el polinomio debe ser factorizado

de la siguiente forma:
c=C"C

donde C~ posee todas sus raices fuera del circulo unidad y C'posee todas sus raices

dentro del circulo unidad. El polinomio C debe ser sustituido por

c=c{c ]
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9.2.3 Criterios de control considerados

Para problemas de regulacion en el estado estacionario en sistemas con componentes
estocasticas y con una unica salida se suele utilizar como criterio para disefar el controlador
la minimizacion de la varianza de la salida, es decir, la funciéon de coste o criterio @ minimizar

seria:
S = E[; ] (9.2)

que también se puede expresar en la forma:

N

J,, = lim E{—Z y,f} (9.3)

Una ley de control que minimiza (9.2) se denomina control de varianza minima. Para
estos controladores la sefial de control depende de forma critica del periodo de muestreo.
Asi, un periodo de muestreo pequefio produce un varianza grande de la sehal de control.
Mientras que, un periodo de muestreo pequefio produce una varianza pequefia de la sefal
de control. En algunos casos es deseable llegar a un compromiso entre las varianzas de la
sefal de control y de la senal de salida. Esto se puede conseguir considerando la siguiente

funcién de coste:
J, = Elyi + pui] (9.4)

donde el parametro p debe ser sintonizado por el disefiador en funcion de las prestaciones
deseadas en su sistema. Una ley de control que minimiza una funcion de coste de este tipo

se denomina ley de control cuadréatica.

En la Figura 9.1 se representa la estructura de control que se va a considerar a lo largo

de este tema. En ella el control que minimiza (9.2) o (9.4) esta dado por la ley:

£,

a(z) "

u, =—
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€
Clq)
A(q)
0 u, B(q) Vi
: Aq) >
5@ |
a(q) |°

Figura 9.1: Estructura de control considerada

9.3 PREDICCION OPTIMA

La teoria de prediccion puede ser enunciada de diferentes formas, las cuales difieren en
las suposiciones que se hacen sobre el proceso, el criterio o funcion de coste y los

predictores admisibles. En esta seccidn se consideran las siguientes suposiciones:
® El proceso para ser predecido es generado mediante el filtrado de ruido blanco.
® E| mejor predictor es aquel que minimiza el error de prediccidn cuadratico medio.

® Un predictor a m pasos admisible para yi:m €s una funcion arbitraria de la funcion

Yk

Sea {y«} un proceso aleatorio generado por el siguiente modelo:

_Cl@, _C*4¢),
Alq) © A*@™H) "

(9.5)

k

donde {e(k)} es una secuencia de variables aleatorias independientes de valor medio cero y

varianza o°. Se supone que A y C son de orden n. Ademas se supone que las raices del
polinomio C(z) estan dentro del circulo unidad.

El predictor de varianza minima sobre m pasos esta dado por
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qgGq)  G*(q") ©9.6)

v=y(k+m|k)= =
y=ylk+mlk) c@ o)

donde los polinomios Fy G son el cociente y el resto cuando se divide ¢™"-C por A, es decir:

q""-C(q) = F(q)-A(q) + G(q) (9.7)

Se considera que el polinomio F es ménico de grado m-1y G es de grado menor que n:

F()=q""+ f,¢"7 +..+ [,

n-2

G(@)=g,q9"" +g 9" +..+ g,

El predictor dado por (9.6) es un predictor lineal equivalente al predictor en el estado

estacionario que se obtiene usando el filtro de Kalman (ver seccion 7.5).

El error de prediccion es una media movil:
yk+m|k)=y,,, —yk+m|k)=F(q)e,., (9.8)
El valor medio del error de prediccion es:
E[y(k+m|k)]=F(q)Ele;,]=0 (9.9)

Y la varianza

—

E[y(k+m|k)1=J, =1+ 7+ f +..+ f o> =c>> f] (9.10)

J

3

Il
(=]

J

Se observa que conforme aumenta el horizonte de prediccion m la varianza del error de
estimacion aumentara, ya que el sumatorio tiene mas términos. Se puede demostrar que la
funcién J,, tiende a la varianza de y cuando m tiende a infinito. Una grafica de J;, en funcion

de m mostraria la bondad de la prediccion sobre diferentes horizontes.
¢+ Ejemplo 9.3:

Sea el sistema (9.5) con:

Alq)=qg° -1.5¢+0.7
C(q)=q> -02:q+05
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La varianza de e, es 6°=1. Se desea determinar el predictor de la salida sobre 3 pasos, es decir, m=3.

Para obtenerlo hay que usar (9.7):

q>[g* -02:q+0.5]=[q" + fyq+ f,][qg° —1.5¢+0.7]+[gy'q + g ]

Operando se obtiene:

q4 -0.2:¢° +0.5q" = q4 Jrfl-q3 Jrf2~q2 ~-1.5¢° -1.5-f, -q° —1.5~f2'q+0.7'q2 +...
+0.7- f,:q+0.7 f, + g,:q + g,

Igualando los coeficientes asociados a las mismas potencias de g se obtienen las siguientes

ecuaciones:

1 05=f,-15f+0.7
0=-1.5f,+0.7f +g,
: 0=g,+0.7-f,

Resolviendo se obtiene f,=1.3, ,=1.75, go=1.715, g1=-1.225. Luego los polinomios F(q) y G(q) son:

F(q)=q" +13q+1.75
G(q)=1.715¢ -1.225

Luego el predictor de la salida sobre 3 pasos de acuerdo con (9.6) es

1.715¢* —=1.225q
g —0.2¢+0.5

y(k+31k) =

k

La varianza del error de estimacion se obtiene aplicando (9.10)

E[Y¥(k+31k)1=J, =[1+ f + £, 10’ =[1+1.3° +1.75*]=5.7525

La suposicion de que el polinomio C(q) posee todos sus raices dentro del circulo unidad
garantiza que el predictor dado por (9.5) es estable en el estado estacionario. Recuérdese
que por el Teorema de factorizacion espectral C puede ser seleccionado para que tenga sus
ceros dentro o sobre el circulo unidad. Si el polinomio C tiene sus ceros sobre el circulo

unidad el predictor éptimo es un sistema variable con el tiempo.
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+ Ejemplo 9.4:

Considérese el proceso
Vi =€ — €
Equivalentemente este proceso puede expresarse en la forma:
— e =q(1 -1y.
Ve=¢€¢—q ¢ =(1-qg )¢
O en la forma:
gy, =(q=1e
Comparando con un proceso cuya forma general es

A(g)y, =C(g)e

se obtiene
A(g)=q
Clg)=q-1
O equivalentemente:
A(z)=z
C(z)=z-1

Se observa que el polinomio C(z) posee una raiz en z=-1, es decir, sobre el circulo unidad.

Si se calcula el predictor de la salida sobre m=1 usando (9.7) y (9.6) se obtiene

Ple+m|ky=—Loy =———y,
q-1 I-g¢

Y sustituyendo el valor de y, dado por la ecuacién en diferencias del proceso se obtiene:

y(k+m|k) :—(1 1 — J.(l—q—l).ek =—e,

Si se intenta calcular e a partir de yy, Vi1, -..,Yko S€ obtiene:
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(k) = ey ~1)+ 3 (0) = elky ~ 1)+ 2(k)

i=k,

El término e(kq-1) no tiende a 0 cuando ko— -. Esto es consecuencia de que C no es estable. En
este caso se debe usar la teoria del filtro de Kalman (ver seccion 4.2) sobre el proceso expresado en

la forma

xk+l = ek

Vi ==X t e

para obtener el predictor 6ptimo. Se puede demostrar que su expresion es:

1 k—k
yk+1|k)=———— +1)y(k, +
Pk+11k) k_k0+2nz(;(n ) y(ky +n)

Se observa que el predictor éptimo es variable con el tiempo. Notar que la influencia de la condicion
inicial y(kq) sobre el predictor tiende a 0 cuando k— - de la forma 1/(k+2-k;). Este decrecimiento es

mucho mas lento que el caso de que el polinomio C fuese estable.

¢ Ejemplo 9.5:

El modelo

A(q)y, =C(q)e, +b

donde b es una constante desconocida, representa una sefal con un offset. La constante b puede ser
eliminada restando la ecuacién del modelo en el instante k+1 de la del modelo en el instante k. Con lo

que se obtiene:

AG)[Yin — i 1= C(g) (e, —e]

Que se puede expresar equivalentemente en la forma:

(g-DA(g)y, =(g-DC(qg)e,

Definiendo
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C(q)=(g—-1)C(q)
y como salida a
Ay =(q -1y,

se obtiene el siguiente modelo
A(g)Ay, = C(q)e,

En este modelo el polinomio é(q) posee una raiz sobre el circulo unidad por lo que el predictor

Optimo sera variable con el tiempo. En consecuencia este modelo no es muy deseable.

9.4 CONTROL DE VARIANZA MINIMA

9.4.1 CASO 1: B ESTABLE

Considérese el proceso descrito por la ecuacién (9.1). Se supone que los polinomios
B(q) y C(q) son estables, es decir, poseen todas sus raices dentro del circulo unidad. Se

puede demostrar que el control de varianza minima esta dado por

G(q)

- 9.11
B(q)'F(q) g ©11

k =

En las expresiones anteriores los polinomios G(q) y F(q) tienen la forma

F(q) :qd_l +f1 'qd_z +"'+fd—l
G(q)=g,q"" +g 9" +..+ g,

Los grados de los polinomios A, B, F y G son:

deg(A)=n
deg(B)=m
deg(F)=d -1
deg(G)=n-1

Donde
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d = (deg(A)—deg(B))>0
Es decir, m=(n-d).
Los polinomios Gy F se obtienen a partir de la expresion:
q“"C(q) = F(q)A(q) + G(q) (9.12)

Por otra parte, multiplicando y dividiendo (9.11) por g™

__ 9"G(q)
q""B(q)F(q)

Vi
Sustituyendo en el denominador ¢"'=q¢"-q*", agrupando y considerando la definicién de
reciproco de un polinomio se obtiene la siguiente expresion equivalente para el control de

varianza minima:

- 4"C@ G (9.13)
[¢" " -B(@)]'[¢° -F(q)] B*(q" )F*(q™)

Conocido la expresion del controlador es posible obtener la expresion de la salida del

sistema en lazo cerrado. Sustituyendo (9.11) en (9.1) se obtiene

_B(9)G(g).

A=y F o)

v, +C(q)e,

Se observa que el control de varianza minima cancela todos los ceros B(q) del proceso.

Agrupando términos y despejando se obtiene:

b, = FlgClg)
Y AlQ)F(q)+G(g) "

Sustituyendo el denominador por (9.13) se obtiene:

_ F(g)C(q). — g 9V F(g)
k qd_l_c(q) ek q (q) ek

que se puede expresar equivalentemente como:

Vi = F*(q_l)'ek =e, + frre Tt fue g (9.14)
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Por otra parte se observa, que la estrategia de varianza minima se obtiene mediante la
prediccion de la salida sobre d pasos y seleccionando una ley de control que haga la
prediccion igual a la salida deseada. De esta forma este problema de control estocastico
puede separarse en dos problemas: un problema de prediccion éptima y un problema de

control determinista.

¢+ Ejemplo 9.6:

Dado el sistema (9.1) con

AlQ)=q’ -1.7-¢> +0.7q
B(g)=q+0.5
Clg)=q" —0.9¢

Se desea obtener el control de varianza minima, la salida del proceso controlado y la varianza de la
salida.

En primer lugar se observa que deg(A)=3 y que deg(B)=1 con lo que d=3-1=2. Luego para obtener
los polinomios Fy G hay que dividir el polinomio q‘“-C(q) entre el polinomio A(q). El cociente de esta
division es el polinomio F(q) y el resto es el polinomio G(q). Luego realizando dicha division polinomial
se obtiene

F(g)=¢q+0.8
G(gq) =0.66:g> —0.56:q

El control de varianza minima es:

_0.66q°-056q  g(0.66—0.56)
@+0.5(q+08) "~ (q+05)y(qg+08)""

Uy
La salida del sistema controlado es:
v, =¢, +0.8¢, |
La varianza de la salida es:

E[ylf] = E[(e, +0.8¢, ) (e, +0.8¢,_ )] =
= E[e;]+0.8E[e, e, ,]+0.8E[e, e, ]1+0.64-E[e; ]
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Puesto que {ex} es una secuencia de variables aleatorias independientes entonces E[exex.4]=0 ¥y

COomo su varianza es E[e2k]=c52 se obtiene el siguiente resultado

E[y;]=1.64c"

9.4.2 CASO 2: B INESTABLE

Si el polinomio B es inestable, es decir, posee alguna de sus raices fuera del circulo
unidad, el sistema tiene modos inestables que seran excitados por la perturbacion. Estos
modos inestables estan acoplados a la sefial de control y provocan que ésta crezca
exponencialmente. Sin embargo, la salida permanece acotada ya que estos modos

inestables no estan acoplados a la salida.

+ Ejemplo 9.7:

Sea el sistema (9.1) con

A(z)=(z-1)(z—-0.7)
B(z)=0.9z+1
C(z)=2z(z-0.7)

Se observa que B(z) posee una raiz en z=-10/9, la cual esta fuera del disco unidad. El control de

varianza minima que se obtiene aplicando (9.11) es:

_ (z-0.7) _
CTT09z+1)

En la Figura 9.2 se muestra una simulaciéon del sistema controlado con este control de varianza
minima. La presencia del modo inestable se aprecia claramente en la sefial de control, pero no en la
sefal de salida. Este fendmeno se denomina ringing. Si la simulacién continuase, la sefal de control
seria tan grande que se producirian un overflow o un error numérico en la computadora. En un
problema practico la sefal de control se haria tan grande que la aproximacion lineal ya no seria

vélida. Después de un pequerio tiempo el modo inestable también seria apreciado en la salida.
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24 |
y(k) '
0
=3
! = ; —_— i
0 50 100
Tiempo
104 +—— — ——
u(k)

-10%4 ==t 2, S |
o 50 100
Tiempo

Figura 9.2: Simulacion del sistema del ejemplo 9.5 con la ley de control (9.11) que cancela un cero

inestable del proceso.

El control de varianza minima se puede extender al caso en que el polinomio B tiene
raices fuera del circulo unidad. Para ello se debe factorizar el polinomio B(z) de la siguiente

forma:
B(z)=B"(z)B (2) (9.15)

donde B*(z) representa a las raices de B(z) dentro del circulo unidad y B(z) a las raices que

se encuentran fuera o sobre el disco unidad. Ademas es conveniente que B*(q) sea monico.

Suponiendo que todas las raices del polinomio C(z) estan dentro del disco unidad y que
los polinomios A(z) y B(z) no poseen factores comunes se puede demostrar que la ley de

varianza minima es:

G(q)

SR AUV 9.16
B (q)F(q)" ©.19)

k =

donde F(z) y G(z) son polinomios que satisfacen la siguiente ecuacion Diofantica (ver

seccion 2.9.1):
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q‘"C(q)[B (q)] = A(q)F(q)+ B (q)G(q) (9.17)
en la cual

degF =d+degB -1
degG <degAd=n

La salida del sistema en lazo cerrado es:

Sl ) —, (9.18)
q" [B(q)]

k

+ Ejemplo 9.8:

Sea el sistema

A(z)=(z-1)(z—-0.7)
B(z)=0.9z+1
C(z)=z(z-0.7)

El grado de A(z) es 2 y el grado de B(z) es 1, luego d= deg(A)- deg(B)=2-1=1.

Por otra parte se observa que el polinomio B(z) posee una raiz en z=-10/9, la cual esta fuera del

disco unidad. B(z) se puede factorizar de la siguiente forma:
B(z)=1(0.9z+1)=B"(z)'B (2)
Por tanto,

B (z)=1
B (2)=(0.9z+1)

El reciproco de B'(z) se calcula de la siguiente forma:
[B~(2)]*=z%* ‘B (z")=2z(09z" +1)=z+0.9
Los grados de los polinomios F(q) y G(q) son:

degF =d+degB —1=1+1-1=1
degG=1<degd=2
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Por tanto estos polinomios tienen la siguiente forma:

F(z)=z+f,
G(z)=g,z+g,

Para obtener el valor de sus coeficientes hay que resolver la ecuacién (9.17):
z(z=0.7)(z4+09) =(z-1)(z=-07)(z+ f,)+(09z+1)(g,z+ g,)

Si se evalua la ecuacion anterior en las raices de A(z) (z=0.7 y z=1) y en las raices de B(z) (z=-10/9)

se obtienen las siguientes ecuaciones:

0.7g,+g, =0
g,+tg =03
fi=1

Con lo que g1=0.3 y go=-0.7.

Por tanto el control de varianza minima (9.16) y la salida (9.18) son:

:_(q—0.7).
(q+1) *

(g+1) 0.1 0.1
Y, =————¢, =|1+ e, =e + e,
(g+0.9) qg+0.9 qg+0.9

k

Usando las férmulas propuestas en la seccién 3.5.4 es posible calcular la varianza de la salida y la

varianza de la senal de control:

E[y*] =%- > =1.050"

2
_257

E[u*] =14.47c"

En la Figura 9.3 se muestra una simulacién del sistema controlado con este control de varianza

minima. Se observa claramente que la sefal de control ya no se inestabiliza
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2 -
y(k) 0 -
-2
0 i SIO 100
Tiempo
5 -
uk) 0+
|
_5 4 |
0 50 100
Tiempo

Figura 9.3: Simulacién del sistema del Ejemplo 9.8

9.4.3 Interpretacion del control de varianza minima como diseio

mediante la ubicacion de polos

El control de varianza minima se puede interpretar como un disefio mediante la

ubicacién de polos. La ecuacién (9.1) del sistema y la ecuacion del control de varianza

minima (9.11) pueden escribirse de la siguiente forma:

‘A(q) - B(q)
G(q) F(q)B(q)

se obtiene la ecuacién caracteristica del sistema en lazo cerrado:

A(q)F(q)B(q)+G(q)B(q) = B(q)[A(q)F(q)+ G(¢g)]=0
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Usando (9.13) la ecuacion caracteristica toma la forma:

q‘"B(g)C(q)=0 (9.21)

El sistema en lazo cerrado es de orden 2:n -1. Tiene 2:n-d polos asociadas a las raices
de B(q) y C(q) y d-1 polos en el origen.

El control de varianza minima se puede interpretar como un disefio mediante ubicacién
de polos, donde los polos son situados en las raices dadas por (9.21). Las similitudes con el
disefio mediante ubicacion de polos se ven mucho mas claras si se reescribe la ley de

control de varianza minima en la siguiente forma:

S(q)
L =y 9.22
u () y (9.22)

donde S=Gy R=FB.
Si se multiplica los dos miembros de (9.13) por B se obtiene
q“"-C(q)'B(q) = F(9)-A(9)-B(9) + G(9)B(q) = A(q)-R(¢) + B(q)-S(q) ~ (9.23)

Donde R(q)=F(gq)B(q)y S(q)=G(q). Se observa que esta ecuaciéon es un caso

especial de la ecuacion Diofantica (2.83).

Para el caso en que B(z) posee raices inestables el controlador de varianza minima

venia dado por (9.16) entonces la ecuacién caracteristica del sistema en lazo cerrado es:

q‘"B" (q)[B (q)] -C(q)=0 (9.24)

Y su ecuacion Diofantica asociada es:
q‘"-C(q)[B (q)] *B" (q) = A(q)'R(q) + B(9)'S(q) (9.25)
donde R(q)=F(q)B"(9)y S(9)=G(q).

9.5 CONTROL LQG

9.5.1 Ecuaciones del control LQG

Considérese el siguiente sistema:
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A(q)y, = B(q)u, +C(q)e, (9.26)
con deg(A)= deg(C)=n.
Se consideran las siguientes suposiciones:
1) Todas las raices del polinomio C(z) se encuentran dentro del circulo unidad.
2) No existen factores comunes entre los polinomios A(z), B(z) y C(z).

3) Todas las raices de los posibles factores comunes de A(z) y B(z) estan dentro del

circulo unidad.

Sea P(z) un polinomio ménico de grado n cuyas raices se encuentran todas dentro del

circulo unidad y que es solucidn de la ecuacion de Riccati:
rP(z)P(z™") = p-A(z)-A(z"") + B(z):B(z") (9.27)

La ley de control admisible que minimiza el criterio

Jiy = Elyi + pu; ] (9.28)
se puede demostrar que es:
S
u, =@, (9.29)
R(q)

Los polinomios R(z) y S(z) satisfacen la ecuacién Diofantica
P(z)C(z) = A(z)'R(z) + B(z)'S(2) (9.30)
que posee solucion unica con deg(S)<ny deg(R)=n.
El polinomio S*(z) es la solucién unica de la ecuacion:
A*(2) X(2)+rP(z)S*(z)=B(z)C*(z2) (9.31)
con deg(X)<n.

Por su parte el polinomio R*(z) satisface la ecuacién
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P*(z)X(z2)+ p-A(z)'S*(z2) = R*(z2)'B(2) (9.32)

Puesto que deg(X) < deg(P) de (9.32) se deduce que deg(R*)<n si p=0 y deg(S*)<n si
p>0.

Con la ley de control (9.29), la salida del sistema en lazo cerrado es:

. = —Mek (9.33)
P(q)
Y la sefial de control es:
L =— 5(9) e, (9.34)
P(q)

El valor minimo de la funcidén de coste (9.28) viene dado por la siguiente integral

compleja:

min{E[y” + pu’]}= (9.35)

z

o’ ft; R(z)R(z™)+ p-S(2)-S(z™") %
2:7r P(z)-P(z™)

La ley de varianza minima también se puede obtener de (9.29) basta considerar p=0.

Si las leyes de control admisibles tienen un retardo de un periodo de muestreo,
entonces la ley de control esta dada por (9.29), donde R(z) y S(z) son la solucién unica a la

ecuacion Diofantica (9.30) con deg(S)<n. En este caso:

A*(2)R*(2)+z""B*(2)-S*(2) = P*(z)-C*(z) (9.36)

9.5.2 Procedimiento computacional

En la seccidn anterior se han presentado las ecuaciones que permiten obtener un
control LQG para sistemas SISO. En esta seccion se detalla en forma de procedimiento

computacional, la forma y el orden en que deben usarse dichas ecuaciones:

1) Reescribir el modelo del proceso y de sus perturbaciones en la forma
estandar (9.26), donde el polinomio C(z) sea un polinomio estable (puede

que sea necesario factorizarlo de la forma indicada en la seccion 9.2.1).
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2) Determinar el polinomio P(z) resolviendo la ecuacion (9.27). Si los
polinomios A y B poseen un factor comun estable A, los calculos de la ley

de control pueden ser simplificados realizando la siguiente factorizacion:

A=A A,
B =B 4,

Se sigue de (9.27) que A, también divide a P, por lo que éste puede

escribirse en la forma:
P=P-4,
donde P, se obtiene resolviendo la ecuacion:
rP(2)-P(z") = p A4 (2)4(z") + B (2)B,(z")
3) Existen dos posibilidades para calcular los polinomios R(z) y S(z):

a) El polinomio S(z) puede ser determinado de (9.31). Entonces el
polinomio R(z) es obtenido o de (9.32) o de (9.30).

b) Usar (9.31) para determinar el grado de S*(z). Entonces tanto R(z)

como S(z) pueden ser determinados de (9.30).

¢ Ejemplo 9.9:

Considérese un sistema caracterizado por:

A(z)=(z+a)
B(z)=b
C(z)=z+c

Se pide determinar el control LQG.

Se observa que n=deg(A)=deg(C)=1 y deg(B)=0. Ademas A y B no poseen ningun factor comun.

Ademas los reciprocos de estos polinomios son:

A*¥(2) =z Az ) =z(z"+a)=1+az
B*(z)=z"**B(z")=b

C*(z)=z"CzN=z(z"+¢c)=1+cz
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Paso 1: Determinar el polinomio P(z) de grado deg(P)=n=1 mediante la resolucidon de la ecuacion
(9.27).

r(z+p)(" +p)=p(z+a)y(z" +a)+b’
Operando se obtiene
r(+p)+rp-(z" +z2)=[p(+a’)+b* ]+ pa(z" +2)

Igualando los coeficientes de las mismas potencias de z se obtienen el siguiente par de ecuaciones:

rp=pa (1
r(+pl)=p(+a*)+b’ (2)
De (1) se obtiene
r=r4 3)
P

Y sustituyendo (3) en (2) se obtiene la siguiente ecuacion de segundo orden para p;:
pap ~[p(l+a*)+b*Ip, +pa=0

La solucion de esta ecuacion que garantiza que P(z) esta dentro del circulo unidad (|p4|<1) es:

Cp(ad)+bE ypt(-a®) +bt + 2 pb (1 +a?)
- 2-pra

(4)

1

Paso 2: Determinar el polinomio S(z) a partir de (9.31). Recuérdese que deg(S)<n y deg(X)<n. Luego

como n=1 S(z)=sq y X(z)=x,. El reciproco del polinomio S es
S*(z)=z""-S(z")=2"s, =,
Luego la ecuacién (9.31) toma la forma:
(I+az)x,+r(z+p,)s, =b(1+cz)
Igualando los coeficientes de las mismas potencias de z se obtiene:

Xy +rps,=b
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ax,+rs,=bc
Resolviendo este sistema de ecuaciones para sg y Xo se obtiene:

b(c—a)

T r—ap) ©

0

X, = (I-c¢p) (6)
l-ap,

Paso 3: Determinar el polinomio R(z) a partir de (9.32). El grado del polinomio R(z) es deg(R)=n=1.

Se supone que su estructura es:
R(z)=r,z+r
Luego su polinomio reciproco es:
R*(2)=z"*" Rz =z(ryz +r)=r,+rz
Luego la ecuacién (9.32) toma la forma:
A+ p,2)x, + p(z+a)s, =(r, +r,z)b
Igualando los coeficientes de igual potencia de z se obtienen el siguiente par de ecuaciones

X, +pas,=r,b

DXy +psy=nb
Sustituyendo (1) en estas ecuaciones se obtiene el siguiente resultado

r=1 @)

h=—— (8)

Paso 4: Escribir la ley de control LQG dada por (9.29)

_S@ S
TR T e

Sustituyendo los valores de s, rp y ry obtenidos anteriormente se tiene el siguiente resultado final

332



Apuntes de Automatica Il

(pi—a)@a-o) ¢
ab q+p,cla ,

©)

Mk=

Comentario 1:

Otra forma de resolver el problema es darse cuenta qué deg(S*)=0, entonces la ecuacion (9.30) toma

la siguiente forma:
(z+p)(z+e)=(z+a)ryz+r)+bs,z
Sustituyendo z=-a en la ecuacion anterior se obtiene:

5, = () —c;)‘;)(a —©) (10)

Usando ahora (9.27) para este ejemplo con z=-p; se obtiene que

2.
pl_a:& (11)
plap, =1

Sustituyendo (11) en (10) se obtiene la misma expresién (5) para s, que anteriormente. Los valores

de ry y ry se obtienen de (9.30).
Comentario 2:

El resultado (9) que se ha obtenido sélo es valido si a=0. Si a=0 el sistema tendria un retardo

temporal y habria que usar (9.31) y (9.36) para determinar R(z) y S(z). Procediendo de esta forma se

tendria:
o bc
“ br+p
r, =1
pPc
n=-
b"+p
Luego el control LQG para a=0 es:
bc
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9.5.3 Modos inestables y no controlables

Modelos con la propiedad de que los polinomios A(z) y B(z) tienen un factor comun que

no es un factor de C(z) son en la practica importantes. Estos modelos aparecen cuando hay

modos que son excitados por las perturbaciones y que no son controlables desde la entrada.

Puesto que estos modos no son controlables no se ven influenciados por la realimentacion.

La descripcién del control LQG realizada en la secciones anteriores considera el caso

de los factores comunes estables. Los factores comunes inestables son importantes en la

practica porque posibilitan el obtener reguladores que posean accion integral. En esta

seccion se extiende la descripcion del control LQG para el caso de que los polinomios del

modelo posean factores comunes inestables.

334

Considérese el siguiente sistema:
Aq)y, = B(q)u, +C(q)e, (9.37)
con deg(A)= deg(C)=n.
Se consideran las siguientes suposiciones:
1) Todas las raices del polinomio C(z) se encuentran dentro del circulo unidad.
2) No existe un polinomio que divida a A(z), B(z) y C(2).

3) Sea Ay(z) el mayor comun divisor de A(z) y B(z). Sea A, (z)con deg( 4, )= m el
factor de Ay(z) que posee todas sus raices fuera del circulo unidad o sobre él.
Asimismo 4, (z) con deg(4,)= n-m es el factor de Ay(z) que posee todas sus

raices dentro del circulo unidad.

4) Para este tipo de problemas el criterio de control o funciéon de coste (9.4) a

minimizar debe ser modificado de la siguiente forma:

Jiy = ELvi + pw/] (9.38)
donde:

w, =q "4, (q)u, (9.39)

La ley de control admisible que minimiza (9.38) esta dada por
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_M. 9.40
R(q) Yi (9.40)

k =
donde

R(z) = 4; (z)R(z)

- (9.41)
S(z)=z"-8(2)
con deg(R)=deg( S)= n+m.
Los polinomios ﬁ(z) y §(z) satisfacen el siguiente par de ecuaciones:
4(2) 43 (2)R(z)+ 2" B,(2)S(2) = B(2)C(2) (©.42)
A*(2) X (2) +rP(2)-S *(z) = ¢"B(z)-C *(z) '
con deg(E )= deg(§ )=n, deg(X)<ny S (0)=0. Ademas
A(2) = 4,(2) 4,(2)
B(z) = B,(2)'B,(2)
B(2) = B,(2)4, (2)
y P1(z) con deg(P+)= deg(A1)+ deg( 4, ) es la solucion de la siguiente ecuacion
rB(2)P (z7) = p A (2) 4, (2) 4, (2 )4, (z7) + By (2)B, (z7) (9.43)

¢ Ejemplo 9.10:

Sea el sistema descrito por:

_84@ , G,
A(q) " q-1

Vi k

Este sistema es un caso especial de las ecuaciones de estado:

B
X1 = I(Q)'”k
4, (q)
Vi =X TV
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con una perturbacién de desplazamiento

El sistema puede expresarse de la siguiente forma
(g =D A(q)y, =(q=1)B(q)u, +A4,(q)C\(q)e
Luego

A(q)=(q—1)4,(q)
B(q)=(q—1)B,(q)
A(q) = 4,(9):C,(q)

El criterio de control (9.38) toma la forma
Jl'q = E[ylf + o (uy _uk—l)z]

Es decir, se penaliza en la funcién de coste a uy-ux¢ luego la ley de control que minimice esta ley de

control incluira accion integral.

9.5.4 Obtencion de un control LQG mediante la combinacion de un
filtro de Kalman y un control éptimo

En las secciones anteriores se ha obtenido el control LQG mediante la resolucion de
ecuaciones polinomiales. En esta seccion se obtendra el control LQG partiendo de las
ecuaciones de estado del sistema y usando de forma combinada el filtro de Kalman

(estudiado en el Tema 4) y el control 6ptimo (estudiado en el Tema 7).

Supodngase que se tiene un sistema descrito por las siguientes ecuaciones de estado:

Xpy =DOx, +Tu, +v, (9.44)
Ve =Cx +e, '

Se desea encontrar el controlador 6ptimo para este sistema donde las covarianzas de
entre {v} vy {ex} estan dadas por (4.2) y (4.3).
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Se desea encontrar la ley de control que minimiza la siguiente funcion de coste

cuadratica

lN

J= EB-x; Sy (x/-0x, +x] R, )} (9.45)

Esta funcioén de coste es igual a la ecuacién (7.12), con la diferencia de que como ahora
los estados son procesos estocasticos, se debe considerar el valor medio de la funcién. Por

eso aparece el operador valor medio E[ ]

Se supone ademas que los controles admisibles son tales que ux es una funcion de los
valores anteriores de la sefial de medida, es decir, yo, y1,..., Yk1. Esto significa que hay un

retardo de calculo de un periodo de muestreo.

La solucién a este problema es la obtenida en el Tema 7 y esta dada por las ecuaciones
del Cuadro 7.3 y por el algoritmo del Cuadro 7.2, con el cambio de notacién de F por ® para
la matriz de transicién de estados y de G por I' para la matriz de transmisién del control.

Ademas la ley de control toma la forma:
u, ==K, x(k|k-1) (9.46)

Notese que como ahora el estado no se conoce la ley de control del sistema trabaja con
una estima del estado x(k|k—1), la cual se obtiene de la ecuaciéon (4.14) del Filtro de

Kalman.

En consecuencia se observa que para resolver este problema de control estocastico se

deben realizar en paralelo los siguientes calculos que se resuelven por separado:
m Calculo del controlador 6ptimo determinista (sin presencia de ruido en el modelo).
B Calculo del estimador 6ptimo del estado por el filtro de Kalman.

B Calculo de la ley de control (9.46) utilizando la ganancia K obtenida por el

controlador éptimo y el estado estimado x(k | £ —1) por el filtro de Kalman

En la Figura 9.4 se muestra un diagrama de bloques del sistema para la implementacién
del control LQG.
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v e
I
-1
r q C O
CD <
Proceso
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Control

Figura 9.4: Estructura considerada para la implementacién del control LQG.
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CONTROL ROBUSTO QFT

10.1 INTRODUCCION

Uno de los problemas fundamentales en el disefio de un sistema de control es el de
controlar de forma precisa las salidas de un proceso (planta) cuya dinamica contiene

incertidumbres que son significativas.

Desde la época de la patente de H.S. Black en 1927 que fue quién propuso por primera
vez el uso de la realimentacion y de elevadas ganancias del sistema en lazo abierto para la
solucién de disefios precisos en presencia de incertidumbres mucho se ha escrito sobre el
tema. No obstante el término de control robusto no aparece en la literatura de control sino
hasta hace relativamente poco, a comienzos de la década de los 70. Anteriormente el
problema se conocia como el problema del disefio de sensibilidad o simplemente como

disefio de sistemas de control con incertidumbre en la planta.

El adjetivo robusto, con un significado técnico analogo, habia sido utilizado previamente
en estadistica. La teoria que se desarrolld alrededor del término control robusto a partir de
1972 se centré basicamente sobre andlisis y sintesis de sistemas multivariables (MIMO)
robustos. Por el contrario anteriormente el mayor esfuerzo se habia concentrado en

sistemas de una entrada-una salida (SISO).

Se entiende por control robusto a la teoria de control que estudia los sistemas
considerando la existencia de incertidumbres, estableciendo modelos explicitos de las

perturbaciones para su tratamiento. Existen diferentes métodos de control robusto:

B Control robusto H., propuesto inicialmente por Zames y Francis a

comienzos de los anos 80.
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B Meétodo u, es un procedimiento de analisis y sintesis de sistemas de control
robusto que se basa en el concepto de valor singular estructurado

introducido por Doyle en 1982.

B Meétodos de control robusto basados en la Teoria de Kharitonov, que
también han comenzado a recibir una considerable atencion a partir de
mediados de los 80. Es una elegante teoria algebraica que se puede ver

como una extension de los criterios de Routh-Hurwitz.

B Teoria de realimentacién cuantitativa o QFT' propuesta por |. Horowitz en
1963.

Estas técnicas, al incorporar en el proceso de disefio un modelo de la incertidumbre,
intentan garantizar el buen funcionamiento del sistema de control, no sélo para pequefas
desviaciones del proceso de su valor nominal, sino para desviaciones potencialmente

grandes, siempre que estén incluidas en el modelo de incertidumbre considerado.

De las técnicas de control robusto anteriormente enumeradas, la mas sencilla e intuitiva
es la metodologia QFT. Este tema se dedica a describir los fundamentos basicos de esta

metodologia.

10.2 CARACTERISTICAS BASICAS DE LA METODOLOGIA QFT

La metodologia QFT es una técnica de disefio en el dominio de la frecuencia que
permite obtener sistemas de control que aseguren unas prestaciones minimas,
cuantitativamente formuladas, considerando la presencia de perturbaciones y de

incertidumbres en la planta.

QFT se caracteriza por ser una técnica de disefno bastante versatil, pudiendo utilizarse
sobre sistemas lineales y no lineales, invariantes y variables en el tiempo, continuos y
discretos, SISO y MIMO. También se ha utilizado QFT para sistemas con retardo y sistemas

de fase no minima.

La metodologia QFT se ha aplicado con éxito para resolver diferentes problemas de
control en distintos campos: ingenieria aerondutica, ingenieria naval, robética, procesos

industriales, etc.

"QFT es el acrénimo de Quantitative Feedback Theory

340



Apuntes de Automatica Il

Con la teoria QFT |. Horowitz daba respuesta a las dos carencias, que a su juicio,
adolecen los disefios clasicos. En primer lugar, la ausencia continua de especificaciones
cuantitativas en los problemas planteados en la literatura cientifica. Por ejemplo, cierto
disefio puede atenuar las perturbaciones a costa de una mayor sensibilidad al ruido del
sensor, ¢ Es éste un buen disefio? ; Como comparar disefios si no se especifican cuestiones
tales como nivel de incertidumbre, presencia o no de ruido del sensor, caracteristicas
requeridas en lazo cerrado o perturbaciones esperadas? En segundo lugar, muchas nuevas
aportaciones en el campo de la Automatica se presentan sin considerar los problemas
plateados por las perturbaciones y por la incertidumbre de la planta a controlar, olvidan
estos trabajos que la realimentacion es necesaria debido a las incertidumbres en la planta y
a las perturbaciones que la afectan. De esta forma, el objetivo final del disefio de todo
controlador debe ser obtener una funcion de transferencia en lazo abierto con un ancho de

banda adecuado para insensibilizar a la planta y atenuar las perturbaciones.
Las principales ventajas de la metodologia QFT son:

B QFT generaliza los conceptos del disefio clasico de controladores en el

dominio de la frecuencia.

B El resultado de su aplicacion es un controlador robusto que es insensible a

las variaciones de la planta.

B Las limitaciones del disefio se ponen de manifiesto desde el comienzo del

diseno.

B Requiere de un menor tiempo de desarrollo en comparacién con otras

técnicas de control robusto.

B La cantidad de realimentacién que requiere esta adaptada a la cantidad de
incertidumbre de la planta y de las perturbaciones, y a las especificaciones

de comportamiento.

B Los compromisos entre las especificaciones de estabilidad vy
comportamiento a una cierta frecuencia son transparentes para el
disefador. Asi es posible durante la realizacidon del disefio determinar si

una determinada especificacion puede ser alcanzada.

B Si se cambian las especificaciones, el controlador puede ser redisefado

rapidamente.
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10.3 DESCRIPCION DE LAS ETAPAS DE LA METODOLOGIA QFT

342

La metodologia QFT puede esquematizarse en los siguientes pasos:

1) Establecimiento de las especificaciones. Como punto de partida, es necesario

establecer cual es el comportamiento deseado del sistema en lazo cerrado. Este
comportamiento puede ser establecido atendiendo a uno o mas de los siguientes
criterios: Seguimiento robusto de la referencia, estabilidad robusta, eliminacion
robusta de perturbaciones a la entrada, eliminacién robusta de perturbaciones a la
salida, eliminacion robusta del ruido del sensor de medida de la salida y minimizacion
del esfuerzo de control. En todos los casos las especificaciones se establecen en el
dominio de la frecuencia y, normalmente, en forma de variaciones permitidas de la

funcién de transferencia correspondiente en cada caso.

2) Seleccion de un conjunto finito de frecuencias. La planta trabajara en un determinado

rango de frecuencias Q.. Para la realizacion del disefio mediante la metodologia QFT

es seleccionar un conjunto finito de frecuencias Q < Q..

3) Obtencién de las plantillas (templates) del proceso para cada frecuencia w; € Q. Una

plantilla es la representacion grafica de la incertidumbre de una planta para una
cierta frecuencia, dibujada como una region sobre el plano de Nichols. Recuérdese
gue éste representa en su eje de abcisas la fase en grados y en su eje de ordenadas

la magnitud en decibelios.

4) Obtencion de las curvas de restriccién (bounds) para cada frecuencia m; € Q. Se trata

de traducir las especificaciones (normalmente expresadas en el dominio del tiempo)
que debe verificar el sistema en lazo cerrado en curvas sobre el plano de Nichols.
Estas curvas de restriccion delimitan regiones prohibidas para las plantillas con el
objetivo de cumplir las especificaciones. Para cada frecuencia existen, por tanto,
curvas de restriccidon de tantos tipos como distintos tipos de especificacion se hayan

establecido.

5) Ajuste de funcion de transferencia en lazo abierto (loop-shaping). Es esta una etapa

de sintesis del controlador C consistente en ajustar la funcién de transferencia en
lazo abierto en el plano de Nichols para que las plantillas respeten las curvas de

restriccion.
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Figura 10.1: Pasos de la metodologia QFT

6) Obtencion de un prefiltro. Si el sistema tiene que verificar la especificacion de
seguimiento robusto, una vez obtenido el controlador, se dispone de una estructura
de control que garantiza las variaciones de la funcion de transferencia en lazo
cerrado para el conjunto de frecuencias considerado Q. Es necesario obtener un
prefiltro F para conseguir que esas variaciones se produzcan en el interior de la

tolerancia definida por la especificacion de seguimiento robusto.

7) Validacién del disefio. Debido a las simplificaciones y/o aproximaciones introducidas
a lo largo de cada uno de los pasos del proceso de disefio, es preciso realizar una

validacién a posteriori del resultado final obtenido. Esta validaciéon consiste en la
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verificacion de las especificaciones en el dominio de la frecuencia mediante
observacién directa de los resultados. También puede ser interesante en este punto
comprobar los resultados del disefio en el dominio del tiempo mediante simulacion
del lazo de control final obtenido. A este respecto es importante destacar que la
validacién propiamente dicha se realiza unicamente en el dominio de la frecuencia,
ya que en ningun momento del proceso de disefio se hace uso de especificacion

alguna en el dominio del tiempo.

La realizacion de estos pasos no sigue una estructura lineal, puede suceder que tras
cualquiera de los pasos sea preciso volver a algun paso anterior en funcién de los
resultados obtenidos. En la Figura 10.1 se muestra un posible esquema de los pasos de la

metodologia QFT.

Existen varias herramientas software para el disefio con QFT de controladores robustos,
siendo la mas popular y conocida la “toolbox” para QFT de Matlab. Esta “toolbox”
proporciona fundamentalmente herramientas para el calculo de las curvas de restriccion y

para el ajuste de la funcion de transferencia en lazo abierto.

Recientemente ha aparecido una nueva herramienta software QFTIT
(http://ctb.dia.uned.es/asig/qftit/). Las ventajas que aporta QFTIT con respecto a las otras
herramientas software existentes para disefio QFT es su mayor facilidad de uso e
interactividad. El usuario se limita a operar con el ratén sobre los diferentes elementos
presentes en la ventana de la aplicacion. Todas las acciones que se realizan se ven
reflejadas inmediatamente en todas las gréficas presentes en pantalla. De esta forma el
usuario percibe visualmente los efectos que producen sus acciones durante el desarrollo

completo del disefo.

En las siguientes subsecciones se presenta una introduccion a la metodologia QFT,
mediante su aplicacion al disefio de un controlador robusto en un sistema SISO con dos

grados de libertad.

10.3.1 Establecimiento de las especificaciones

Se considera el sistema realimentado de dos grados de libertad de la Figura 10.2. F(s)
es la funcién de transferencia de un prefiltro sobre la entrada de referencia r. C(s) es el

compensador que genera en funcion de una sefial de error e, una sefial de control u sobre la

familia de funciones de transferencia ®, que describe la regiéon de incertidumbre de los

parametros de la planta. ® puede estar sometida tanto a perturbaciones en su entrada v
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como a perturbaciones en su salida d. H es el sensor de medida de la sefial de salida y, que

puede estar afectada por un ruido de medida n.

\% d
r e u l y
— F(s) s » C(s) > » Hs) |
n
H(s) <

Figura 10.2: Sistema realimentado de dos grados de libertad

La familia de plantas ® puede presentar incertidumbre paramétrica o no paramétrica. Se

va suponer por sencillez que la familia de plantas ® presenta incertidumbre de tipo

paramétrico:
®={P(s,0),0 € O} (10.1)

Donde 0 es el vector de pardmetros inciertos y ® es el espacio de posibles valores de 6.

De entre las infinitas plantas P(s,0)e®, se selecciona una de ellas como planta nominal

Po(s,00).
Se define la funcién de transferencia en lazo abierto nominal Ly(joo) como:
L,(jo)=C(jw)- F,(jo) (10.2)
Se define la funcién de transferencia en lazo cerrado nominal To(jo) como? :

Clw)- F (o)
1+ C(jo)- Fjo)

T, (jo) = F(jo)- (10.3)

O equivalentemente

? De ahora en adelante, sin perdida de generalidad, se supone que H=1.
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Ty (jo) = Fjo)-T,(jo) (10.4)

donde

T (ay = €00 Fio)

- (10.5)
I+ C(jo)- Py(jo)

El problema que se plantea es disefar un controlador C(s) y un prefiltro F(s) tal que la
salida evolucione segun la referencia r(s) verificando unas especificaciones minimas a pesar

de la presencia de perturbaciones y de incertidumbre en la planta.

El controlador C(s) se disefia para que el efecto de las perturbaciones y de la
incertidumbre sobre y(s) se encuentre dentro de una cierta tolerancia, mientras que F(s) se

disefa para asegurar el seguimiento de la referencia.

La existencia de un controlador solucién es funcion de las especificaciones que se
impongan, ya que algunas de ellas pueden ser mutuamente contradictorias y si se exigen

conjuntamente pueden convertir el problema en irresoluble.

10.3.1.1 Especificacion de estabilidad robusta

La especificacion de estabilidad robusta, se sintetiza mediante la expresion:

| C(jo)- P(jo) |
1+ C(jo) - P(jo)|

W

er

o e[0,0),P e P (10.6)

Se demuestra que para sistemas SISO el valor W,, se relaciona con el margen de
ganancia MG y con el margen de fase MF, a través de las siguientes expresiones:

MG =14+—— (10.7)
W

er

MF = 180°— 129 acos(o;f—lj (10.8)
T

er

Entonces, conocido el valor del MG y/o del MF es posible obtener el correspondiente

valor de W, simplemente despejando de las ecuaciones (10.7) o (10.8)
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W= : (10.9)

W, = (10.10)

Esta especificacion para cada frecuencia w;e(Q, establece en el plano de Nichols una
curva cerrada que Ly(jo;) no debe atravesar (denominado comunmente circulo-M). Asi, estas
curvas definen una zona de proteccion en torno al punto del plano de Nichols [-180°, Ogz]
que debe ser respetada para evitar que el sistema controlado sea inestable, es decir, Ly no
debe entrar dentro de la regién de inestabilidad del plano de Nichols (fases menores de

-180° y magnitudes mayores de 0 dB).

Ademas, esta zona de proteccion define unos margenes minimos de estabilidad relativa
para Lo. Recuérdese que el punto en que L, corta al eje de ordenadas del plano de Nichols
es justamente el margen de ganancia MG en decibelios. Mientras que el punto en que Lg

corta al eje de abcisas del plano de Nichols es justamente el margen de fase MF en grados.

10.3.1.2 Especificacién de seguimiento robusto

La especificacion de seguimiento robusto de la referencia se expresa en términos de la

funcion de transferencia en lazo cerrado:

a(jo) <|T(jo) , <B(jo)oeQ PP (10.11)

En esta especificacion se establecen ciertas tolerancias en la magnitud de la respuesta
en frecuencia de T(s) en forma de cotas superior B(s) e inferior a(s). Por lo tanto, el
problema de seguimiento robusto se resumiria en encontrar los compensadores F(s) y C(s)
tales que satisfagan la ecuacion (10.11) para cualquier planta P<®. Hay que realizar por lo
tanto dos pasos: primero ajustar el controlador C(s) de forma que se respeten las
variaciones de |T(jo)|qs, Segundo ajustar el prefiltro F(s) para llevar estas variaciones a sus

lugares correctos (la zona establecida por las funciones a(®) y B(®)).
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¢+ Ejemplo 10.1:

Considérese la siguiente familia de plantas @ con incertidumbres de tipo paramétrico en sus

coeficientes:
K
P=<P(s)=——,K €[1,10],a €[1,10] (e1)
s(s+a)
La planta nominal Py(s) € Pes
Py (s)= ! (e2)
° s(s+1)

El sistema controlado debe cumplir las siguientes especificaciones:

e Estabilidad robusta: Se desea un margen de fase MF > 50°. Sustituyendo en la ecuacion

(10.9) se obtiene que W,,=1.2 en la especificacion de estabilidad robusta (10.6).

e Seguimiento robusto de una referencia. Se desea que la respuesta temporal se encuentre
entre una respuesta subamortiguada (con un maximo sobrepico de 1.2 y un tiempo de
asentamiento inferior a 2 segundos) y una respuesta sobreamortiguada (con tiempo de
asentamiento inferior a 2 segundos). Esta especificacion temporal es equivalente en el

dominio de la frecuencia a la especificacion (10.11) tomando

120 0.7 (s +30)

A = 3+ A 110) PO = 3 50 a5 a 405 + (4.44)°

(e3)

Debe quedar claro que esta eleccién de o(s) y B(s) no es uUnica.

a0 T T T T T ——

=50

Magnitud (dB)

-100 e ) J

10 Frecuencia (rad/sec) 102

Figura 10.3: Especificacion de seguimiento robusto, frontera superior | (s)| y frontera inferior | a(S)|

(linea discontinua).

348



Apuntes de Automatica Il

En la Figura 10.3 se representan la magnitud de a(s) y B(s), que definen la especificacion de
seguimiento robusto, el disefio de C(s) y de F(s) debe realizarse para conseguir que |T(jo)|ss S€

encuentre comprendida entre ambas curvas en el conjunto de frecuencias Q.

.
10.3.1.3 Otras especificaciones de interés
Otras especificaciones de interés son:
W Especificacion de rechazo de perturbaciones a la entrada de la planta
P(i
| (o) |SWpe,meQ Pe® (10.12)
|1 + C(J(D)'P(_]CO)|
B Especificacion de rechazo de perturbaciones a la salida de la planta
| ! lew
- —|<W,(jo),0eQ,Pe® (10.13)
|1+C(](D)-P(_](D)| i
B Eliminacién robusta del ruido del sensor
| CGo)- Pjo) |£Wm(j(o),meQ,Pe(P (10.14)
1+ C(jo) - P(jo)|
B Minimizacién del esfuerzo de control
C(j .
| (o) |SWQC(Jm),weQ,Pe(P (10.15)

1+ C(jo) - P(jo)|

10.3.2 Generacion de las plantillas
Las plantillas (templates) son regiones del plano de Nichols que representan la

incertidumbre de la familia de plantas ® para cada frecuencia weQ. Formalmente es posible

definir la plantilla de la planta P a la frecuencia o mediante la siguiente expresion:

T(0) = {argl P(jo),|P(j)| ,) P ® } (10.16)
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Se denotara por 5T(w) al conjunto de puntos de la plantilla que forman parte de su borde

exterior o contorno.

Los puntos del contorno 87(w) son los puntos verdaderamente importantes de la

plantilla ya que son los Unicos que se utilizan para calcular las curvas de restriccion
asociadas a las especificaciones. Los puntos interiores no sirven para nada y suponen un

innecesario aumento de la carga computacional. Por lo tanto, si es posible, dada una

plantilla I(w) se debe tratar de obtener los puntos de su contorno §7(w) .

Existen distintas algoritmos en funcién de la morfologia de la planta y su incertidumbre
para estimar una buena aproximacién de las plantillas 7(w). Se trata de métodos que

funcionan para casos particulares, en los cuales la incertidumbre se encuentra descrita de

una determinada manera. Algunos de los mas importantes son:
¢ Algoritmo de Gutman, Baril y Neumann.
e Algoritmo de Bailey y Hui
e Algoritmo de Fu
e Algoritmo de los segmentos de Kharitonov.

El algoritmo de Gutman, Baril y Neumann es muy rapido y genera directamente el

contorno de la plantilla. Puede utilizarse si la planta esta factorizada de la siguiente forma:

m a

Ke™ 'H(S"'Zi)'H(SZ +2'5_/“w0/' +a)§-/)
P(s) = o
sV 'H(S"'pz)'H(SZ +2:5,@,, +w§‘1)

I=1 g=1

Donde K, 7, z;, 0, g, p, 0, @ SON parametros independientes entre si que pueden

presentar la siguiente incertidumbre en su valor:

Ke K, ..K,.]c R oR (10.18)

min > ** max

Te [Tmin’z-max]CiR+ (1019)
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zoelz,nz  JCR i=1...,m (10.20)
preprz R I=1,..n (10.21)
5, € [6,mm>0 me JE R OR™ j=1,....a (10.22)
0y, € [0 Oy JERY j =100 (10.23)
5, € 5, 0mr0,me JERORT g=1,....,5 (10.24)

o, € [wqmm,wqmax]c R g=1,.,b (10.25)

Por otra parte, los otros tres algoritmos (Bailey & Hui, Fu, segmentos de Kharitonov)

pueden utilizarse si la planta posee la siguiente estructura:

_ b,(§)s" +b, (G)s"" +..+b,(q)
a,7)ys" +a, (F)s"" +..+a,(F)

P(s,q,r) (10.26)

donde los coeficientes b del numerador y a del denominador son a su vez un polinomio afin

de los vectores de parametros inciertos ¢ y 7 (cuyas dimensiones son pn y pd

respectivamente), es decir

pn

b,(§)=ny + Y [MN];q; i=0l..,m (10.27)
Jj=1
pd

a,(F)=dy + ) [MD],r, i=0l..n (10.28)
j=1

O equivalentemente en forma matricial:
b = MN-G +7i, (10.29)

MD7 +d, (10.30)

a

En las expresiones anteriores:
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¢ MN y MD son unas matrices que definen la contribucién de cada parametro
incierto a la incertidumbre de los coeficientes del numerador y del

denominador, respectivamente.

e 1n,yd,, son unos vectores de términos independientes asociados al

numerador y del denominador, respectivamente.

El algoritmo de Bailey y Hui es bastante rapido y genera directamente el contorno de la
plantilla. Este contorno es bastante exacto si los parametros inciertos del numerador y del
denominador son independientes entre si, es decir, un mismo parametro incierto no puede
encontrarse simultaneamente en el numerador y en el denominador. Si los parametros son

dependientes da una aproximacion del contorno de la plantilla mas conservativa.

Por su parte los algoritmos de Fu y Kharitonov no generan de forma directa el contorno
de la plantilla, por lo que el calculo del mismo debe hacerse o bien usando algoritmos
adicionales de reconocimiento de contornos o bien seleccionando los puntos del contorno
de forma manual. Luego estos algoritmos son mas lentos que el algoritmo de Bailey-Hui. Sin
embargo, generan una aproximaciéon mas exacta de la plantilla cuando existe dependencia

entre los parametros inciertos.
¢ Ejemplo 10.2:

Considérese la siguiente planta con incertidumbre de tipo afin

.o (0.1.g, +2-q, +1.5)s +(3:q, +5¢,)
P(s,G,7) =~ = "
§°+ (=581, =T)s+(3r +5r, +10)

con q,€[1.5, 8.9], q2€[0.25, 4.6], gs€[-3, -1], rn€[10.3, 15.6] y r,€[-8.0, -3.6].

Se observa que los parametros inciertos son independientes, puesto que un mismo parametro

incierto no se encuentra simultaneamente en el numerador y el denominador.

Los coeficientes del numerador y del denominador se pueden expresar en la siguiente forma

b1 13 5 0] To
= 192 |t
b | 01 0 2 1.5

q;

matricial:
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a, 3 5 10
T,

a, |=|-58 0-[1}r -7
r

a, 0 0 1

Luego por comparacién con las ecuaciones (10.29) y (10.30) se obtienen las matrices MN y MD y los

vectores ny y db.

0.1 0 2
305 10
MD=|-58 0 d,=|-7
0 0 1

Esta informacién es fundamental para poder usar los algoritmos de calculo de plantillas que trabajan

con plantas con incertidumbre de tipo afin.

En casos mas generales en que la incertidumbre se presenta de forma multilineal o

incluso no lineal, no queda mas remedio que recurrir a un algoritmo de barrido en el espacio

de parametros ©. Este algoritmo va a trabajar con un conjunto finito de N plantas Pe®. La

forma de proceder es la siguiente, se fija N veces un valor para los parametros 6 dentro del
espacio 0O, con lo que se obtienen las N plantas. Los valores de los parametros 6 se deben

escoger para barrer con un paso fijo o variable todo el espacio ©, de tal forma que las N

plantas que se utilicen sean una muestra significativa de la familia @ Es evidente que
cuanto mayor sea N mejor sera la aproximacion que se obtiene de las plantillas reales T(w).

Este método aunque efectivo supone una gran carga computacional, pues en general

para obtener una buena aproximacion de las plantillas podria ser necesario estudiar un
nimero N demasiado elevado de plantas Pe ® Ademas este método no genera

directamente el contorno de la plantilla.
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+ Ejemplo 10.3:

Sea la familia de plantas

P= {P(s) X kemioLae [1,10]}

s(s+a)
La planta se puede expresar de la siguiente forma:

K K 1 _ K ,
Pljw)= jo(jo+a) o (-o+ja)  o(0® +a’) (@ ja)

Luego el médulo en dB y la fase en grados vendran dadas por las siguientes expresiones:

K
|P(ja))|dB = 20-10g10(—]

N o* +a?

a

arg[P(jo)] = 180 atan(_—]
V4

Para o=1 rad/s estas expresiones toman la siguiente forma:

K
P(j =201 —_—
P gu—} ()

arg[P(Jow)] = @atan(_—cllj (e5)
V4

Se desea obtener una aproximacion para la plantilla 7(1) usando la técnica del barrido en el espacio

de parametros. Para ello se siguen los siguientes pasos:

1) Se selecciona un subconjunto de valores de los parametros inciertos K y a. Por ejemplo:
a={1,3, 6,10}y K={1,2.5, 6,10}.

2) Se forman todas las posibles combinaciones de valores para los parametros de la planta.
Puesto que el subconjunto de valores de a y de K tiene cuatro valores cada uno. El

numero posible de combinaciones es 16.
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3) Finalmente para cada combinacién de valores de los parametros se evaluan las

expresiones (e4) y (e5). Se obtienen N=16 puntos (ver Tabla 10.1) para la plantilla Z(1).

a arg[P(j1)] () [P(j1)]as

1 1 -135 -3.0103
2.5 1 -135 4.9485
6 1 -135 12.553
10 1 -135 16.99
1 3 -108.43 -10
2.5 3 -108.43 -2.0412
6 3 -108.43 5.563
10 3 -108.43 10
1 6 -99.462 -15.682
2.5 6 -99.462 -7.7232
6 6 -99.462 -0.11899
10 6 -99.462 4.318
1 10 -95.711 -20.043
2.5 10 -95.711 -12.084
6 10 -95.711 -4.4802
10 10 -95.711 -0.043214

Tabla 10.1: Puntos calculados para la plantilla 7(1)

Obviamente, existen otras posibles configuraciones de valores de los parametros Ky a con los que

obtener N=16. Con la eleccién que se realice se debe tratar de barrer uniformemente todo el espacio

©® de parametros.

Figura 10.4: Aproximacion de la plantilla T(1 ) utilizando el método de barrido en el espacio de

Magnitud (dB)

25

20+

-20 -

25

|

Valor nominal

“40

Il
-135 -130

Il
-125 120 -115 -110 -105 -100 -95 -20

Fase (grados)

parametros.
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En la Figura 10.4 se ha representado los 16 puntos calculados para Z(1). También se ha
representado el contorno de la plantilla §7(1), que es el resultado de unir los 12 puntos exteriores.

Ademas, en la figura se ha resaltado con un punto negro el punto de I(1) asociada a la planta

nominal (a=1, K=1).

Aunque se ha comentado Unicamente la incertidumbre de tipo paramétrico, QFT puede
manejar también incertidumbre no paramétrica, o una mezcla de ambas. Sin embargo la
incertidumbre no paramétrica no se representa mediante plantillas, sino que se tiene en

cuenta directamente en el calculo de las curvas de restriccion.

10.3.3 Seleccidn del conjunto de frecuencias de trabajo Q

En la metodologia QFT, es necesario seleccionar un conjunto de frecuencias QQ donde
se van a calcular las plantillas y las curvas de restricciéon. Una cuestion sin respuesta unica,
es que frecuencias escoger en el rango comprendido entre cero e infinito. Una regla basica
es que para la misma especificacion su curva de restriccion cambiara si cambia la forma de
la plantilla. Por lo tanto, bastaria con considerar aquellas frecuencias donde la forma de la

plantilla presente variaciones apreciables en su forma.

En general las plantillas se estrechan a medida que aumenta la frecuencia, de tal forma
que para una frecuencia suficientemente grande se aproximan a una linea recta vertical de
altura constante V dB. Este comportamiento se deduce facilmente observando que la

mayoria de sistemas, cuando o tiende a infinito verifican que:
. K
lim P(jow)=— (10.31)
W—>0 a)

donde K representa la ganancia a alta frecuencia y e el exceso de polos sobre ceros.

La expresion (10.31) indica que, a partir de una frecuencia oy, suficientemente grande,

las plantillas se aproximan a un segmento de recta vertical de altura V dB

min

2
@

max
2
w

V =20-1og,,

—20-log,,

—20-loglK

max min (1 032)

=20-logK
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Normalmente las plantillas se calculan para un numero finito de frecuencias de interés
{ow1,...,0n}eQ dentro del ancho de banda Q. de frecuencias en que la planta presenta
respuesta. A este conjunto se le suele anadir también wn con lo que se tendria el conjunto
extendido Q'=Q U {w,}. Este conjunto extendido 2’ se suele considerar sobre todo en la

especificacion de estabilidad robusta.
¢ Ejemplo 10.4:

Sea la familia de plantas

P= {P(s) = LCZ),K e[1,10],a e [1,10]}

s(s+

El exceso de polos sobre ceros es e=2, luego

lim P(jo) = -~
w

W—>0 2

Para este sistema se puede comprobar que a partir de wy=100 (rad/s) las plantillas se aproximan a un

segmento de recta vertical de altura

V =20-log,,|K

- 20-10g10|K

max min | — 2010g10|10| - 2010g10|1| =20 dB

Supuesto que el rango de frecuencias de la planta es Q.=[0.1,15] (rad/s) una posible eleccién del

conjunto de frecuencias de trabajo Q es:
Q=[0.1, 0.5, 1,2, 15]
Por otra parte, puesto que ®,=100 (rad/s) el conjunto de trabajo extendido seria

Q'=[0.1, 0.5, 1,2, 15,100 ]

Las plantillas para la funcion de transferencia en lazo abierto L(jo)=C(jw) P(jw) son las
mismas que las de P(jo) pero desplazadas en magnitud y fase por el controlador C(s)
(puesto que el controlador no presenta incertidumbre). QFT interpreta el disefo del
controlador como el proceso de desplazar plantillas sobre el plano de Nichols hacia

posiciones deseadas, evitando zonas prohibidas.
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10.3.4 Calculo de las curvas de restriccién

Las curvas de restriccion (bounds delimitan las regiones del plano de Nichols que para
una frecuencia dada o; € Q pondran cota a los posibles valores que la funcion en lazo
abierto L, podra tomar a esa frecuencia (valores de Ly(jw;)) con objeto de conseguir el
cumplimiento de las especificaciones. Existiran tantas curvas de restriccion a la frecuencia o,
como especificaciones se hayan impuesto al disefio, asi se distinguen curvas de restriccion
de seguimiento robusto Bs{w;), curvas de restriccibn de estabilidad Bg(w;), curvas de
restriccion de rechazo a perturbaciones en la salida B,s(w;), curvas de limitacion del esfuerzo

de control By (), etc.

Las curvas de restriccion para una determinada frecuencia y una determinada
especificacion se calculan en funcién de dos cosas, la especificacion a esa frecuencia o, y la

incertidumbre de la planta a esa misma frecuencia (representada por el contorno de la
plantilla I(w)). La curva de restriccion final B(w;) se obtendra mediante la interseccion de las

curvas de restriccion de cada especificacion obtenidas a esa misma frecuencia.

Las curvas de restriccion de estabilidad robusta Be/(w), delimitan para una frecuencia
dada las regiones prohibidas/permitidas del plano de Nichols para el valor de Lo(joy). Estas
curvas se calculan siempre en funcién del punto nominal de la plantilla, correspondiente a la
planta elegida como nominal. Su obtencién consiste en calcular las regiones del plano de
Nichols en la que es posible colocar el punto nominal de la plantilla de modo que ningun
punto de ésta caiga dentro del circulo-M que define el limite de estabilidad relativa, dada por

la especificacion (10.6).

Para obtener las curvas de restriccion Bg(w) asociadas a la especificacion de

seguimiento robusto definida por (10.11) se elige una recta de fase constante en el plano de
Nichols. La plantilla T(wi) se desplaza a lo largo de esta linea, sin rotar, hasta una posicién
en que sea tangente a dos de las curvas de valor M constante, tal que la diferencia en los
dos valores de M sea A|T(joai)|. Esta posicién indica un punto limite, ya que no es posible

desplazar mas abajo la plantilla sin violar la especificacion.

El procedimiento de obtencién de las curvas de restriccion asociadas con otro tipo de

especificacion es similar al de las curvas de restriccion de seguimiento robusto.

Una vez obtenido para una determinada frecuencia w, las curvas de restriccion

asociadas a cada especificacion impuesta, la curva de restriccion final B(w;) se obtendra
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imponen.

como resultado de la combinaciéon de éstas, uniendo las restricciones que todos ellos

Los métodos de obtencidon de

las diferentes curvas de restriccion son

fundamentalmente graficos, aunque también existen algoritmos numéricos.

¢ Ejemplo 10.5:

MICHOLE PLOT

[N

20

B.(2)

20k

Bed(1)

Bul0.5)

Be(0.1)

B.(15)
B (100)

Lant

MICHOLS PLOT
()

-250

-200

(@)

40t

20F

-300

B(2)

B.(15)

-200

100 )

(b)

Figura 10.5: Curvas de restriccion para la familia de planta (e1) del Ejemplo 10.1. a)Estabilidad

robusta a las frecuencias (2. b)Seguimiento robusto a las frecuencias .
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Para la planta de Ejemplo 10.1, las curvas de restriccion de estabilidad robusta B.(®) a las
frecuencias 2'={0.1,0.5,1,2,15,100} son las que se muestran en la Figura 10.5a. Mientras que las
curvas de restriccion de seguimiento robusto Bg(w) a las frecuencias Q={0.1,0.5,1,2,15} son las que

se muestran en la Figura 10.5b. En la Figura 10.6 se muestran las curvas de restriccion finales B(w;).

MICHOLS PLOT

[C2)]
40

20

B(100)

B(15)

-0 . s

300 -200 -100 %)

Figura 10.6: Curvas de restriccion finales para la familia de planta (e1) del Ejemplo 10.1 a las

frecuencias Q.

10.3.5 Ajuste de la funcién de transferencia en lazo abierto

Una vez calculados las curvas de restriccion finales B(w) o € Q={wq,wy,...,0n} €l
siguiente paso es ajustar la funcion de transferencia en lazo abierto Lo(jw) a dicha curvas. En

el ajuste se deben cumplir las siguientes reglas:

1) Si la curva de restriccion B(w;) es cerrada entonces el punto Ly(jw;) debe
situarse fuera de la curva para cumplir las especificaciones a dicha

frecuencia

2) Si la curva de restriccion B(w;) es abierta y se representa con una linea
continua entonces el punto Lo(jo;) debe situarse por encima de la curva

para cumplir las especificaciones a dicha frecuencia
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3) Si la curva de restriccion B(w;) es abierta y se representa con una linea
discontinua entonces el punto Ly(jm;) debe situarse por debajo de la curva

para cumplir las especificaciones a dicha frecuencia.

4) Lo(jw) no debe cruzar la zona prohibida del diagrama de Nichols, es decir,

la zona de fases menores de -180° y magnitudes mayores de 0 dB.

5) Lo(jo) no debe cruzar nunca las curvas de restriccion cerradas

Con respecto a las reglas 1) a 3) se debe de tratar siempre de situar Lo(jo;) lo mas
pegado posible de B(w;) con el objetivo de minimizar el esfuerzo de control y por lo tanto

minimizar la saturacion de los actuadores.

L, se desplazara en determinadas direcciones sobre el diagrama de Nichols en funcién

del elemento que se afiada al controlador. Se distinguen las siguientes posibilidades

e Ganancia. Permite un desplazamiento vertical hacia arriba o hacia abajo.

e Cero real. Permite realizar desplazamientos verticales y horizontales

hacia la derecha (adelanto de fase).

e Ceros complejos. Permite realizar desplazamientos verticales vy

horizontales hacia la derecha (adelanto de fase).

e Polo real. Permite realizar desplazamientos verticales y horizontales

hacia la izquierda (retraso de fase).

e Polos complejos. Permite realizar desplazamientos verticales vy

horizontales hacia la izquierda (retraso de fase).

La realizacién del ajuste de la funciéon de transferencia en lazo abierto es una tarea
dificil de realizar de forma automatica por un computador. En general las herramientas
software existentes requieren de la interaccion del usuario para la realizacion de esta etapa
del disefio QFT. En definitiva el ajuste de Lo es un proceso empirico de prueba y error.
Obviamente, la experiencia del disefiador es muy importante para la realizaciéon de un buen

ajuste.

Existen teoremas que garantizan la existencia de una solucion en el caso en que la

familia de plantas ® esté compuesta por plantas lineales invariantes en el tiempo de fase
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minima y que el numero de polos en el semiplano derecho sea constante a todas ellas. Por
supuesto, no es posible conseguir que Lq(jw) presente un recorrido arbitrario sobre el plano
de Nichols, puesto que debe satisfacer la integral de Bode que relaciona magnitud y fase
(con un retardo de fase adicional por cada cero situado en el semiplano derecho para

sistemas de fase no minima).
ETarg(Lo (jw))-dlnw = —[1n|L0 [0] - In|Z, [oo]] (10.33)
T 0

Probablemente son muchos los controladores posibles que permiten a L(jw) cumplir las
especificaciones. El disefiador debe entonces escoger el 6ptimo entre todos ellos. En
general interesa que el controlador presente la menor ganancia posible para no amplificar el
ruido del sensor. En particular, interesa que el disefio realizado disminuya en ganancia tan
rapidamente como sea posible para altas frecuencias (dentro de lo razonable, ya que el
exceso de ceros sobre polos esta normalmente limitado). Por este motivo se suele definir el

controlador 6ptimo en QFT, como aquel que presenta la minima ganancia a alta frecuencia.

¢ Ejemplo 10.6:

Se presenta a continuacidon una posible secuencia de pasos para el ajuste de la funcién de
transferencia en lazo abierto para la familia de plantas @ definida en el Ejemplo 10.1 cuyas curvas de

restriccion finales se han obtenido en el Ejemplo 10.5:

1) Inicialmente Ly(jo) = Py(jo), es decir, el controlador es Cy=1. En la Figura 10.7 se observa
que Ly(j100) estd cumpliendo las especificaciones, ya que se encuentra fuera de la curva
de restriccion cerrada B(100). Asimismo Ly(j0.1), Lo(j0.5), Lo(j1), Lo(j2)y Lo(j15) no estan
cumpliendo las especificaciones puesto que se encuentran por debajo de las curvas de
restriccién abiertas B(0.1), B(j0.5), B(1), B(2) y B(15), respectivamente.

2) Se desplaza Ly(jo) verticalmente hacia arriba 34.03 dB. Luego el nuevo controlador es
C1=50.3-Cy. Ahora Ly(j0.1), Lo(j0.5), Lo(j1) y Lo(j2) también estan cumpliendo las
especificaciones (ver Figura 10.8) puesto que se encuentran por encima de las curvas de
restriccion abiertas B(0.1), B(0.5), B(1) y B(2), respectivamente.

3) Para que Ly(j15) se situe por encima de B(15) sin que Lg(jo) atraviese la curva de

restriccion cerrada B(100), es necesario, introducir un adelanto de fase a Ly(jo), para ello
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se anade al controlador un cero real, por ejemplo en s=-4.9 (ver Figura 10.9). Luego el
nuevo controlador es C3=50.3:(s+4.9).

4) Aunque con Cj; se estan cumpliendo todas las especificaciones, este controlador es no
causal ya que tiene mas ceros que polos. Para hacerlo causal y de paso aproximar
Lo(j100) a la curva B(100) se anade al controlador un polo complejo conjugado, por
ejemplo de frecuencia natural ®,=253.1 y factor de amortiguamiento 8=0.6 (ver Figura

10.10). Luego el controlador final es

C, ~ 50.3(s +4.9)

C=C, = =
Y 57 420.6253.1:5+253.1>7 52 +20.6253.1:5 +253.12

(e.6)

Obviamente se podrian aproximar mas los puntos Ly(jm;) a las curvas B(w;) pero a costa de tener un

controlador con una estructura (n° de polos y n° de ceros) mas compleja.

MICHOLE PLCT

(aB) 0.1)

-a0

$ L, (100)

-100F

-300 200 100 %)

Figura 10.7: Diagrama de Nichols con las curvas de restriccion finales B(w;) y la representacion de la

funcién de transferencia en lazo abierto después de la realizacion del paso 1.
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MICHOLS PLOT

(dB)

B(0.1)

4 L, (100)
-50

300 200 100 )

Figura 10.8: Diagrama de Nichols con las curvas de restriccion finales B(w;) y la representacion de la

funcién de transferencia en lazo abierto después de la realizacion del paso 2.

MICHOLS PLOT

(dB)

41

20

-300 -200 -100 ]

Figura 10.9: Diagrama de Nichols con las curvas de restriccion finales B(w) y la representacion de la

funcion de transferencia en lazo abierto después de la realizacién del paso 3.
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MICHOLS PLOT

(o)

B(100)
B(15)

-300 200 400 i)

Figura 10.10: Diagrama de Nichols con las curvas de restriccion finales B(w) y la representacion de la

funcién de transferencia en lazo abierto después de la realizacion del paso 4.

10.3.6 Ajuste del prefiltro.

Una vez ajustada la funcion de transferencia en lazo abierto Lo(jo), y obtenido el
controlador C(s), se dispone de una estructura de control que garantiza las variaciones de

ganancia de la funcion en lazo cerrado

para el conjunto de frecuencias considerado Q.

El problema ahora es conseguir que estas variaciones se produzcan precisamente en
sus valores adecuados, es decir, en el interior de la franja definida por la especificacion de

seguimiento robusto (10.11). El disefiador debe disefiar un prefiltro F sobre el diagrama de
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magnitud de Bode para conseguirlo. Segun el elemento que se afiade al prefiltro las curvas

max{T(j®,)| , }y min{T,(jw,)|, } se desplazan en una cierta direccion en el diagrama de

magnitud de Bode. Se distinguen las siguientes posibilidades:
e Ganancia. Permite un desplazamiento vertical hacia arriba o hacia abajo.
e Cero real. Permite realizar desplazamientos verticales hacia arriba.

e Ceros complejos. Permite realizar desplazamientos verticales hacia

arriba.
e Polo real.Permite realizar desplazamientos verticales hacia abajo.

e Polos complejos. Permite realizar desplazamientos verticales hacia

abajo
+ Ejemplo 10.7:

Un posible prefiltro que permite que la familia de plantas (e.1) controlada con (e.6) cumpla la

especificacion de seguimiento robusto (10.11) con las a(s) y B(s) definidas por (e.3), es:

0.25:(s + 78)
2 +20.74.45 +4.4*

F(s)= (e.7)

En la Figura 10.11b se puede comprobar como efectivamente con este prefiltro se cumple la

especificacion de seguimiento robusto establecida.

10.3.7 Validacion del disenho

Una vez disefiado el controlador y el prefiltro, el siguiente paso consiste en validar el
disefio. A pesar de haber respetado todos los pasos del proceso de disefio, es preciso

realizar una validacion del resultado por diversas razones:

1) No se puede asegurar que las especificaciones de seguimiento robusto y
estabilidad robusta se cumplen dentro del rango de frecuencias del sistema

para frecuencias w; distintas a las consideradas en Q.
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2) Dependiendo del tipo de incertidumbre de la planta, puede que se hayan
usado estimaciones no demasiado afortunadas de las plantillas reales de

la planta.
Posibles criterios de validaciéon podrian ser los siguientes:

B Comprobacion de la especificaciones en frecuencias pertenecientes al
rango de frecuencias Q. del sistema pero distintas a las consideradas

en Q.

B Comprobacion de la especificacion de seguimiento robusto en

frecuencias cercanas o superiores a .

B Simulacién numérica de la respuesta temporal del sistema en lazo
cerrado para distintas instancias del vector de parametros inciertos de la

planta 6 €® .

Tipicamente, las especificaciones de comportamiento de un sistema en lazo cerrado se
suelen expresar como especificaciones en el dominio del tiempo. Como QFT es una
metodologia que trabaja en el dominio del frecuencia, dichas especificaciones temporales
deben traducirse a especificaciones en el dominio de la frecuencia. Puesto que no existe un
método formal de traduccion entre estos dos dominios que genere una traduccion exacta,
puede ocurrir que el disefio realizado mediante la metodologia QFT cumpla las
especificaciones en el dominio frecuencial pero viole las especificaciones en el dominio
temporal. En estos casos, suele ser relativamente sencillo salvar este desacuerdo

modificando adecuadamente las especificaciones en el dominio de la frecuencia.
¢ Ejemplo 10.8:

En la Figura 10.11 se muestra la validacion de la especificacion de estabilidad robusta y de
seguimiento robusto para la familia de plantas ® definida en (e1) con los disefios de C(s) y F(s)

obtenidos en los dos ejemplos anteriores.

En la Figura 10.11a se representa | Ti(s)|qs Y la recta horizontal W,=1.2=1.58 dB. Se observa como se
cumple la especificacion de estabilidad robusta, al cumplirse en todas las frecuencias que
|T|(S)|dBS 1.58 dB.
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En la Figura 10.11b se observa como se cumple la especificaciéon de seguimiento robusto ya que

tanto max{|T(ja)l. )|dB } como min{|T, (Jo, )|dB } se encuentran dentro de la banda definida por a(s) y

B(s).

WALIDATION PRE-FILTER: SHAPING
[Cl=)] e[

oF ol

max {‘T(s)‘}

=50
20k

-100F

a0l

1 100 (radisec) -150p ) ) ) )
1 100 (radizec)
(@

(b)

Figura 10.11: Para la familia de plantas P (ecuacion e.1),el controlador C (ecuacién e.6 ) y el prefiltro

F(s) (ecuacién e.7): (a)Comprobacion especificacion de estabilidad robusta. (b)Comprobacién de la

especificacion de seguimiento robusto.
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CALCULO DIFERENCIAL EN R"

B.1 FORMAS CUADRATICAS Y DEFINITUD
Si x € R", es un vector, el cuadrado de su norma euclidiana es:
||x||2 =x"x (B.1)

Si S es una transformacion no singular cualquiera, el vector S-x tiene como cuadrado de
su norma: (S-x)™(S'x)=x"-S"-S'x. Si se denomina P=S"-S, se puede escribir la norma al

cuadrado de S-x
2 T
||x||P =x"Px (B.2)
A |x|, se le denomina la norma de x con respecto a P.
Se denomina a

x"-Ox (B.3)

una forma cuadratica. Se supone que los elementos de Q son reales.

Toda matriz real cuadrada Q puede descomponerse en una parte simétrica Qs, (esto es

Qs'=Qs) y una parte antisimétrica Q. (esto es Q,'= -Q,):

0=0,+0, (B4)

donde

0, =(Q+Q J (B.5)
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0, =[Q_Q ] (B.6)

Si la forma cuadratica x™-A-x tiene A antisimétrica, entonces dicha forma cuadratica
debe ser cero ya que x"-A-x es un escalar. Luego x"A-x = (x"-Ax)"= x"-A"-x = -x"-A-x. Luego

para una matriz cuadrada real se tiene:
x'Qex=x"(Q,+0,) x=x"-0, -x (B.7)

Por lo que se puede suponer sin perdida de generalidad que Q en (B.3) es simétrica.

Por lo tanto se dice que Q es:
« Definida positiva (Q>0) si x"-Q-x >0 para todo x=0.
« Semidefinida positiva (Q>0) si x"-Q-x >0 para todo x=0.
» Semidefinida negativa (Q<0) si x™-Q-x <0 para todo x=0.
« Definida negativa (Q<0) si x™-Q-x <0 para todo x=0.
e Indefinida si x”-Q-x >0 para algun x e x-Q-x <0 para otro x.

Es posible definir test de definitud independientemente de los vectores x. Si A; son los

autovalores de Q, entonces:

0>0 si todo A, >0,
020 si todo A, >0,
0<0 si todo A, <0, (B.8)
0<0 si todo 1, <0

Otro test de definitud es el siguiente: Sea Q=[g;]e R"*". Los menores principales de Q

son:

m; =4,

m, = 9, 4n ’
9 4n (B.9)
9y 9 4

my=\q qn 9
G 9 93

m, = Q|
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En término de los menores principales se tiene:

0>0 si - m; >0 Vi
0=0 si m; 20 Vi,
m, <0 Vi impar

<0 si
0 { m, >0 Vipar (B.10)

0<0 { m; <0 Vi impar
< Si

m, >0 Vipar

Cualquier matriz semidefinida positiva Q>0 puede factorizarse en raices cuadradas bien

como:

0=400' (B.11)

O como

T
0=y0 o (B.12)
donde @ representa una determinada matriz que verifica (B.11) o (B.12).

Las raices cuadradas (“izquierda” y “derecha”) de (B.11) y (B.12) no son, en general, las
mismas. En realidad Q puede tener varias raices cuadradas, ya que cada una de las

factorizaciones no es unica. Si Q>0, todas sus raices cuadradas son no-singulares.

Si P>0, es definida positiva, entonces (B.2) es una norma. Si P>0, es semidefinida

positiva, se denomina una seminorma ya que x"-P-x puede ser cero aunque no lo sea x.

B.2 CALCULO DE MATRICES

Sean x =[ X1, Xa,...,.X,] € R" un vector, seR un escalar y fix)e R™ un m-vector funcién de

x. La diferencial de x es:

dx = (B.13)
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y la derivada de x con respecto a s (que podria ser el tiempo) es:

_&_
ds

&

dx dS

. (B.14)

dx

n

L ds |

Si s es una funcién de x, entonces el gradiente de s con respecto a x es el vector

columna’:
_ﬁ_
ox,
o
_Os | 0x,
Sy = x| (B.15)
o
_ﬁxn i
La diferencial total de s es:
ds = @ Td -3 ﬁa’
S o x—;axi Yi (B.16)

Si s es una funciéon de dos vectores x e y, entonces:

T
os) os
ds=|— | dx+|— | d
(axj [ayj g ®17)
El Hessiano de s con respecto a x es la derivada segunda:

L0 s
T ox? 0x,0x (B.18)

N

que es una matriz n x n simétrica.

En términos del gradiente y del Hessiano, el desarrollo en serie de Taylor de s(x) en

torno a xp es:
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s(x) = s(x0)+(%j (x=x,) +%(x -x,)" %(x—xo)jL 0(2) (B.19)

donde O(2) representa términos de orden 2, y s,y Sy S€ calculan en x,.

El Jacobiano de fcon respecto a x es la matrizde mx n

A 0
YT ox | ox ox, ox, (B.20)
Por lo que la derivada total de fes
I v
Utilizando la notacion abreviada
T
N (A
Ox Ox (B.22)

Si y es un vector y A, B, C, D, Q son matrices, todas con dimensiones adecuadas que

hacen que las siguientes expresiones tengan sentido, se tienen los siguientes resultados de

interés:
a4 oy 4
o -4 44 (B.23)
Algunos gradientes utiles son:

0 0
a(yTx) = a(xTy) =y (B.24)
0 0
a(yTAX) = a(xTAy) = Ay (B.25)
LT =S (T om = £
ox Y  ox V=S Y (B.26)
0 TAx)= Ax+ A"
a(x x)=Ax+ A" x (B.27)

Y si Q es simétrica, entonces:

"En otros textos el gradiente se define como un vector fila
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i(xT Ox)=20x
Ox

0
—[(x=»"0(x~»)]=20(x~-y)
ox

La regla de la cadena para dos funciones es:
0 T.q_ oT T
ox

Algunos Hessianos utiles son:

0* (x" Ax)

2

=A+A"
ox

Y si Q es simétrica

o' (x"Ox) _

ox? =20

' (x=1)"Q(x-)
ox’

=20

Algunos Jacobianos utiles son:

o(A4Ax)
o

A

(comparar con (B.24)), y la regla de la cadena es:

o(sf) _o(fs) _ r
ox  ox BRARRAT

(comparar con (B.30)).

Algunas derivadas utiles en términos de traza y determinante son:

O(trazad) I

04
O(traza(BAD)) _B'p"
04
T
O(traza(ABA")) 4B
04

(B.28)

(B.29)

(B.30)

(B.31)

(B.32)

(B.33)

(B.34)

(B.35)

(B.36)

(B.37)

(B.38)



Apuntes de Automatica Il

d( BADY) _ T

donde AT=(A™)".
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